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Resumo

O fator de Bayes é uma ferramenta utilizada na selecao de modelos. Neste trabalho fazemos
uma revisao abrangente de diversos aspectos do fator de Bayes. Também apresentamos as
solucoes disponiveis atualmente para os problemas relacionadas a distribuicao a priori imprépria
como o fator de Bayes intrinseco e o fator de Bayes fracional. Sao apresentados resultados de
simulagéescom o fator de Bayes sendo utilizado na selegdo de modelos e uma aplicacao a um
conjunto de dados reais. Nestas simulacoes e na aplicacao utilizamos o fator de Bayes na selecao
de modelos envolvendo misturas. Em ambos os casos utilizamos o fator de Bayes e o fator de
Bayes fracional.



Abstract

Bayes factor is a statistical tool used in the model selection. In this work we present a review of
several aspects of the Bayes factor. We also present the available solutions for problems related
to improper prior distribution as intrinsic Bayes factor and fractional Bayes factor. We develop
a simulation study were we verify the performance the Bayes factor for selection of models using
mixture. We consider the usual Bayes factor and the fractional Bayes factor. At the end we
present a application the Bayes factor to a practical problem.
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Capitulo 1

Introducao

A selecdo de modelos é uma importante ferramenta da inferéncia estatistica. Através desta
fer-ramenta podemos selecionar dentre um conjunto de modelos candidatos aquele que melhor
se adequa aos dados em andlise. Na abordagem Bayesiana, o fator de Bayes é uma ferramenta
utilizada para esta finalidade. E possivel utilizar o fator de Bayes na escolha de dois ou mais
modelos, podendo ser utilizado para vérios tipos de modelos, inclusive em modelos nao encaix-
ados.

O fator de Bayes pode ser utilizado para verificar presenca de observacoes estranhas, ou
outliers. Para predizer cada observacao da amostra, Gelfand (1995) sugere o uso da validagao
cruzada, que consiste em retirar uma observacao da amostra e fazer a predicdo desta através
das demais observagoes. Assim, é possivel verificar através do fator de Bayes se uma observagao
se adequa ao modelo considerado. Este método permite avaliar a possibilidade de excluir uma
observacao, ou de um pequeno conjunto de observacoes.

E possivel também selecionar um modelo através da densidade preditiva dos dados aplicando
o escore logaritmico no fator de Bayes, (Kass e Raftery, 1995). Este método consiste em aplicar
logaritmo nas probabilidades marginais de cada observacao y; dadas as demais observagoes,
resultando em um escore preditivo, ou seja, uma medida de predigao dos dados.

O fator de Bayes pode ser aplicado em casos discretos ou continuos, com baixa ou alta
dimensionalidade. Nos casos em que o pardmetro é n-dimensional, é possivel a aproximacao do
fator de Bayes através de métodos computacionais e assintéticos, vistos na segao 2.3.

O fator de Bayes é influenciado pelas distribuigoes a priori quando estas sdo informativas,
especificamente se as distribuicbes a priori com relagdo aos parametros de um dos modelos em
questdo sdo mais informativas que as distribuicbes a priori dos parametros do outro modelo.
A sugestao de alguns autores para resolver este problema é o uso de distribuices a priori nao
informativas para os parametros.

Outro problema referente ao uso do fator de Bayes ocorre quando se utiliza distribuicoes a
priori impréprias nos parametros dos modelos, pois o resultado do cédlculo do fator de Bayes pode
ser indeterminado. Berger e Pericchi (1996) , sugerem usar partes dos dados, como uma amostra
de treinamento, para produzir uma distribuicao a priori prépria e o restante das observagoes
para comparacao de modelos propriamente dita. Este método é chamado de fator de Bayes
intrinseco. O’Hagan (1995) também propoe uma solugdo parecida para este problema através
do fator de Bayes fracional, que consiste em dividir a amostra completa também em duas partes.

Madigan e Raftery (1994), com o objetivo de reduzir o nimero de modelos considerados,
sugerem o uso da Janela de Occam (Occam’s Window), que consiste em eliminar do universo de
sele¢ao os modelos com menos chance de serem selecionados. O método MCMC (Composicao de



modelo) desenvolvido por Madigan e York (1992), também pode ser utilizado com este propdsito.
Este método consiste em construir uma cadeia de Markov irredutivel.

O objetivo da pesquisa apresentada nesta dissertacdo é fazer uma revisdo abrangente de
diversos aspectos do fator de Bayes. Sao tratados aspectos como a sensibilidade & escolha da
distribuicdo a priori, se informativa ou ndo, se imprépria ou ndo, e seus efeitos na selecdo
de modelos. Sao tratados também os aspectos computacionais do fator de Bayes, tais como a
aproximacgao de Laplace, a solu¢ao via MCMC e a janela de Occam. Também sdo apresentadas as
solucoes disponiveis a-tualmente para os problemas relacionados a distribuicao a prior: imprépria
como o fator de Bayes intrinseco e o fator de Bayes fracional. Finalmente fazemos uma aplicagao
do fator de Bayes a um problema de mistura de distribui¢oes binomiais.

A dissertacdo estd organizada da seguinte forma.

No capitulo 2, sao apresentadas a descri¢ao e defini¢do do fator de Bayes e métodos de aprox-
imacao via Laplace e Monte Carlo. Sao introduzidos também as tabelas de Jeffreys (1961) e de
Kass e Raftery (1995). Abordamos no capitulo 3 o fator de Bayes intrinseco, desenvolvido por
Berger e Pericchi (1996) para o problema da escolha da distribuigao a priori. O fator de Bayes
fracional é abordado no capitulo 4. No capitulo 5, descrevemos o modelo de mistura de dis-
tribuicoes binomiais e o algoritmo Gibbs Sampling com amostra ampliada para k componentes.
As aplicacées do mo-delo binomial sem mistura sdo apresentadas no capitulo 6, sendo consid-
erados dados simulados e dados reais. No capitulo 7 apresentamos simulacoes para o modelo
com misturas de binomiais. No capitulo 8 apresentamos uma aplicacdo a dados reais. O fator
de Bayes e o fator de Bayes fracional também sao utilizados para a selecdo de modelos. E no
capitulo 9 apresentamos a discussao final.



Capitulo 2

Fator de Bayes

O fator de Bayes é um instrumento usado na selegdo de modelos, sejam modelos discretos ou
continuos, encaixados ou nao encaixados, simples ou complexos.

Quando as densidades sao definidas no espago paramétrico n-dimensional, o fator de Bayes
pode ser calculado através de métodos computacionais, como o método de Monte Carlo ou uti-
lizando métodos numéricos vidveis para cada situacao diferente, como o método de aproximagao
de Laplace.

O fator de Bayes estd relacionado com o teste da razao de verossimilhanca, onde o pardmetro
¢ maximizado, ao invés de integrado. Jeffreys em 1961, introduziu uma tabela de calibragem
para a interpretagao do fator de Bayes, e a partir dai surgiram novas tabelas, com pequenas
diferencas e adaptadas para vdrias situagoes. Existem outras interpretacdes para o fator de
Bayes, como a validacao cruzada e o escore logaritmico, fornecendo uma medida de predicao dos
dados e a adequabilidade do modelo em relagao aos dados.

2.1 Definicao do fator de Bayes

Sejam duas hipéteses, Hg sob o modelo My, conhecida como hipétese nula e H; sob o modelo
M, conhecida como hipétese alternativa, e uma sequéncia de observagoes, Y = (y1, Y2, ..., Yn),
com n > 1, tal que estes dados sao provenientes de um dos dois modelos.

As densidades de probabilidades pr(Y|Hp) e pr(Y|H;) sao as distribuigoes preditivas sob o
modelo My e o modelo M, respectivamente. Entao

Hj : hipétese sob o modelo My, e

H; : hipétese sob o modelo M;.

Inicialmente, existem duas probabilidades a priori para os dois modelos considerados, pr(Hy)
e p’I“(H 1).

A partir dos dados existentes, é obtida a probabilidade a posteriori sob os modelos das
hipéteses Hy e Hp respectivamente, pr(Hy|Y) e pr(H;|Y'), ou seja, qualquer opinido inicial é
transformada em uma probabilidade a posteriori, considerando os dados.

Usando o teorema de Bayes para o caso discreto, segue que

pr(Y|Hy)pr(Hg)
pr(Y|Ho)pr(Ho) + pr(Y|Hy)pr(Hy)’

pr(HlY) = (2.1)

para k=0, 1.



Inicialmente, nao se sabe qual dos dois modelos considerados explica melhor os dados, e
para a selecao de um deles é usado o fator de Bayes, que consiste na densidade preditiva sob o
modelo M7, que corresponde & hipétese H; em relagao & densidade preditiva sob o modelo M
que corresponde a hipdétese Hy, ou simplesmente Hy versus Hy .

Através do calculo do fator de Bayes é possivel verificar qual modelo se ajusta melhor aos
dados. O fator de Bayes é definido como

pr(Y|H;)
Big = ———%, 2.2
pr(Y|Ho) 22)
podendo também ser escrito como
H|Y H
_ pr(Ha|Y)  pr(Ho) (2.3)

— X s
O pr(HolY) ” pr(Hy)

que nada mais é do que a odds a posteriori de Hi em relacao & Hg vezes a odds a priori de
Hp em relacao & Hi. Note que a odds de um evento qualquer, w, é definida como

odds(w) = %



Quando as hipéteses Hy e Hy sdao igualmente provaveis a priori, a distribuicao a priori é

pr(Hp) = 0,5 e pr(Hy) =0,5.

Em casos discretos, o fator de Bayes é calculado de forma simples, mesmo quando hd um ou
mais parametros desconhecidos. E em casos continuos, na maioria das vezes, o calculo é feito
através de integracoes numeéricas.

As densidades pr(Y |Hy) para k = 0, 1, sdo obtidas integrando, sob o espago paramétrico 6
(parametro desconhecido), conforme a equagao

pT’(Y|Hk) = /pT’(Y|9k,Hk)7T(9k|Hk)d9k = E(Y|9k,Hk), (2.4)

ou seja, pr(Y|Hy) é a esperancga da fungao de verossimilhanc¢a dado o modelo Hy. A quantidade
(0| Hy) € a fungao de densidade a priori para 6y sob Hy e pr(Y |0y, Hy) € a funcao de densidade
de probabilidade dos dados, dado o valor de 8.

A quantidade pr(Y|Hy) pode ser chamada de densidade marginal dos dados, pois é obtida
integrando a densidade conjunta de (Y, 6), com relagdo a 6, ou de densidade preditiva dos
dados, isto é, a probabilidade de conhecer os dados antes de qualquer observacao disponivel.

O fator de Bayes, Bjg, estd relacionado com o teste da razao de verossimilhanca, com a
diferenca de que no cédlculo do fator de Bayes o parametro de interesse é integrado levando &
esperanca enquanto que o teste da razao de verossimilhanca trabalha com a moda, ou seja,
trabalhamos com o méximo da fungao de verossimilhanca, (Kass e Raftery, 1995).

No caso de muitas hipéteses envolvidas para o cédlculo do fator de Bayes, este pode ser escrito
como B;j, que corresponde a hipdtese ¢ contra a hipdtese j.

2.2 Interpretacao do fator de Bayes

O fator de Bayes é uma medida da evidéncia provida pelos dados a favor de um modelo estatis-
tico. Em 1961, Jeffreys sugeriu interpretar o fator de Bayes através de uma calibragem, ou seja,
sugeriu dividir os possiveis valores do cédlculo do fator de Bayes em quatro intervalos. A Tabela
1, mostra a divisao destes intervalos.



Tabela 1: Calibragem do fator de Bayes

logo(B10) Bio Evidéncia a favor de H;
0-0,5 1-3,2 Insignificante
0,5—1 3,2—10 Significativa

1-2 10 — 100 Forte
> 2 > 100 Decisiva

Jeffreys (1961)

O logaritmo do fator de Bayes ¢é aplicado a fim de obter nimeros com intervalos menores.

No primeiro intervalo, (1 a 3,2), a evidéncia a favor da hipétese Hy ¢ minima causando
duvidas em relagao a escolha do modelo. No segundo intervalo, (3,2 a 10), a evidéncia a favor
da hipdtese H; aumenta favorecendo a escolha do modelo Mj. No terceiro intervalo, (10 a 100),
a escolha do modelo M7 pode ser feita com mais precisao pois hd uma forte evidéncia a favor
de H;. E no quarto intervalo, (> 100), a escolha do modelo M; deve ser feita.

Kass e Raftery (1995) propoe a Tabela 2, considerando duas vezes o logaritmo do fator de
Bayes. Desta forma, o valor obtido fica na mesma escala do teste da razao de verossimilhanga.

Tabela 2: Intervalos construidos a partir da Calibragem de Jeffreys

2log,(Bio) Bio Evidéncia a favor de H;
0—2 1-3 Insignificante
2—-6 3—20 Significativa
6—10 20 — 150 Forte
> 10 > 150 Muito forte

Kass e Raftery (1995)

Na Tabela 2, os valores do fator de Bayes também sao divididos em 4 intervalos, mas,
arredondando e usando 20 em lugar de 10.

No primeiro intervalo, (1 a 3), a evidéncia a favor da hipétese H; é minima causando duividas
em relagao a escolha do modelo. No segundo intervalo, (3 a 20), a evidéncia a favor da hipétese
H; aumenta favorecendo a escolha do modelo M;. No terceiro intervalo, (20 a 150), a escolha
do modelo M7 pode ser feita com mais precisao pois hd uma forte evidéncia a favor de Hy. E no
quarto intervalo, (> 150), a escolha do modelo M; deve ser feita.

2.2.1 Escore Logaritmico

Nesta secao, é introduzido um método preditivo chamado de escore logaritmico, que avalia o
modelo que melhor se adequa aos dados. Este método preditivo consiste em aplicar logaritmo
nas pro-babilidades marginais de cada observacao y; dada as demais observacoes, resultando em
um escore preditivo, ou seja, uma medida de predi¢ao dos dados.

A vantagem do escore logaritmico é que nao ha necessidade de identificar um dos modelos
como verdadeiro na interpretacao do fator de Bayes.

Suponha Y = {y1,¥2, ..., yn}, onde para cada y; é formada uma distribuicao preditiva pr;(.)

de y; dado os dados ja disponiveis {y1,y2,...,yi—1}. A regra de escore logaritmico, log pr;(v;:),
(Good, 1952), avalia o ajuste do modelo aos dados.



Aplicando logaritmo na distribuigdo preditiva de cada y;, o escore logaritmico é a soma de

todos os pr;(yi), parai =1,...,n.
Assim, o escore global, LS, para qualquer regra que gere tais distribuigoes preditivas é

LS = Z log pri(y:).
i=1

Em particular, se a regra de predicao é derivada do modelo Hj, entao

LSy = logpr(Y|Hy) =log (pr (y1,y2, - Yn|Hg))
log [pr (y1|Hy) pr (y2ly1, Hi) pr (ys|y1, y2, Hi) ---pr (Ynl|y1, Y2, - Yn—1, Hi)]
log pr (y1|Hy) + log pr (y2|y1, Hi) + log pr (ys|y1, y2, Hi) ... +1ogor (yn|y1, Y2, -, Yn—1, Hi)

n
= ZIOgPT(QiWIay% cos Yie1, Hi). (2.5)
i=1

O logaritmo do fator de Bayes ¢ dado pela diferenga entre os escores preditivos, isto é

pr(Y|Hy)
log Big =1 — .
o8 710 °g<pr<Y|Ho>

Usando (2.5), temos
> i1 log pr(yilyi—1, .-, y1, H1)

> iy log pr(yilyi-1, ..., y1, Ho)
— LS — LSy,

como em Kass e Raftery (1995).

Deste modo, o fator de Bayes é a diferenca entre os escores preditivos do modelo H; em
relagao ao modelo Hy.

Observe que log Byg é a diferenca dos escores logaritmicos de Hy e Hy, respectivamente. Se
log B1gp > 0, significa que o modelo que mais se adequa aos dados é Hy, e se log B1g < 0, significa
Hj é o modelo que mais se adequa aos dados.

2.2.2 Validagao Cruzada em densidades preditivas

Supondo que Y é um conjunto de varidveis observaveis, {y1, y2, ..., Yn }, & validacao cruzada na
densidade preditiva ¢ o conjunto {pr(y-|Y(;));r = 1,2, ...,n}, onde Y{,) denota todos os elementos
de Y menos o ¥, o r-ésimo observavel, isto é, o valor de cada y, é predito através do conjunto
de todos os elementos de Y, exceto o préprio .

O valor observado, ¥, ops, pode entao ser comparado com a densidade preditiva para analisar
se esta observacao é provavel sob um determinado modelo. Isto é feito para verificar se as
observagoes se adequam a este modelo, (Gelfand et al, 1992).

A densidade preditiva da r-ésima observagao é dada por

pr(unl V) = / Pr(r], Yy ) (6] Yy )6, (2.6)
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ou através da equagao
pr(yr Yi) _ prY)
pr(Y'(T)) pr(Y'(T))

No caso de observagoes condicionalmente independentes dado 6, pr(y.|0,Y(,)) = pr (y:]0),

pois,
pr(yrs Yl0) _ pr(yel0)pr(Yinl6) _
( 7")‘0) pT(YV(T)W)

As densidades {pr(yr|Y(T))} ,7 =1,...,n, permitem excluir uma observagao, (Gelfand, 1995),
ou excluir um pequeno conjunto de observagoes, dois ou trés elementos, (Pena e Tiao, 1992).

Selecionando um subconjunto do conjunto de observagoes, Y, podemos utilizar pr(yr|Y(,,))
para o ajuste do modelo.

O produto obtido através da validagao cruzada em densidades preditivas é

pr(ye|Y)) =

pr(yrl,Yir) = pr(yrl0) . (2.7)

H pr(yr |Yv(r) 7obs) :

r=1
Este produto tem sido proposto como um substituto para pr(Y’), dando origem ao pseudo-
fator de Bayes, (Geisser e Eddy, 1979 e Gelfand, 1995), que é dado por

n

Hpr yTObSD/(r obs H1)
pT yrobs‘yv(r obsyHO)'

(2.8)

r=1

A densidade preditiva a posteriori, pr(Y |Yops), € a densidade preditiva de um novo conjunto

independente de varidveis observaveis do modelo, dados os valores observados, (Rubin, 1984 e
Aitkin, 1991). A distribuigao preditiva a posteriori é dada por

pr(Y Vo) = / pr(Y|0)pr (6] Yape) 6, (2.9)

onde pr(Y16) = pr(Y6, Yop,).

A densidade pr(Y) = [pr(Y|0)pr(6)do é similar a (2.9). A diferenca entre estas duas
equagoes é que (2.9) determina a média da densidade condicional dos observéveis, enquanto
que pr(Y') informa sobre a média dos nao observiveis, (Gelfand, 1995).

A densidade preditiva a posteriori oferece uma medida da adequabilidade do modelo. Se as
observagoes, Y = Y5, estdo em uma regiao de probabilidade baixa da densidade pr(Y|Y,ps),
entao, provavelmente o modelo nao se ajusta aos dados.

Através da distribuigao preditiva a posteriori, dada pela equagao (2.9), é obtida a densidade
marginal de ¥,

P Yons) = / P (v 0)pr (6] Yo ) 6. (2.10)

Note que para observagoes condicionalmente independentes, as equagoes (2.6) e (2.10) sao
similares, a menos que, Yrobs, Seja muito influente. A comparacdo entre pr(yyobs|Yobs) €
pr(yr,obS|Y(r)7ob5) mostra a influéncia de ¥, os na modelagem.

Para verificar se a validacao cruzada fornece realmente o modelo adequado para as obser-
vagoes, sdo usadas as funcoes de verificacdo. Suponha que uma densidade preditiva univariada
¢é selecionada. Para a varidvel observavel, y,., é possivel comparar esta densidade com o valor
observado, ¥y s, através de uma fungao de verificacdo, f(yr;Yr.obs), tomando a esperanca de



J(Yr; Yr.obs) em relagao a densidade preditiva, fy, (yr) = pr(yr|Y(,)ops)- Apresentamos a seguir
alguns exemplos de funcao de verificagao.

i) Supondo f1(Yr; Yr.obs) = Yr,obs — Yr, um residuo, onde ¥, ops ¢ 0 valor observado e ¥, é o
observavel. Assim, aplicando a esperanca em f1(Yr; Yr.obs), S€gUE que

dir = E(yr,obs - yr|Yv(r),obs) = Yr,obs — E(yr|yv(r),obs)a (2-11)

¢ a diferenga entre o valor observado e a média dos observiveis sob a distribui¢ao preditiva.
Quanto menor for o valor resultante de di,, melhor serd a adequabilidade ao modelo.

Em muitas aplicagoes y, ¢ modelado como y, = h,(6)+¢, onde, h,(f) é uma funcdo qualquer
do parametro e €, é algum tipo de erro aleatério com média zero. Considerando a média a
posteriori do residuo, segue que

dyr = E(yr,obs - hr(e)n/(r),obs)v

como em Chaloner e Brant (1988) .
A forma padronizada para dy, é
« _ Yrobs — E(yr|Y(r),obs)
1r — :
\/Var(yT|Yv(r),obs)

i1) Supondo fa(Yr; Yr.obs) = I (—00 < Yr < Yr.obs) , onde I denota a fungao indicadora, assu-
mindo o valor 1 como verdadeiro e zero caso contrario. Aplicando a esperanca em fa(yy; Yr.obs )
segue que

dor = E (I (=00 < ¥y < Yrobs))

= pr(yT < yr,obspf(r),obs)'

Assim, da, mede o quao provavel y, ops € sob a suposigao de que o modelo seja pr(yTD/(r)pbs).
Valores préximos de zero ou de 1 indicam que a observagao yr.ps €std em uma regiao de baixa
probabilidade.

Se .- é discreto, podemos usar

pryr = Yr,obs D/(r),obs) .

i) Supondo f3(Yr; Yrebs) = I(yr € By), onde

B, = {yT : p’r(yTD/(r),obs) <pr (yr,obsn/(r),obs)} )

e aplicando a esperanca em f3(y,; Yr ops) Obtemos
ds, = E(I(yr € By)) = pr (BT|Y(T)7ObS) .

B, consiste de um conjunto de valores de y, que apresenta funcao de densidade menor do que
Yrobs SOb a densidade preditiva pr(y,|Y(y) ops). Assim, quanto menor for o valor resultante da
funcao d3,, menor serd a adequabilidade de ¥, os no modelo.

iv) Supondo f1(Yr; Yr.obs) = %I [Yr.obs — € < Yr < Yrobs + €], uma funcdo indicadora de um
pequeno intervalo ao redor de y; o, onde € é um valor pequeno qualquer, € > 0.



Tomando a esperanca de fi(yr; Yr.obs) Obtemos

1

d4r = 2—8197“ (yr,obs — € < Yr < Yr,obs + 5) .

Fazendo € — 0, segue que

. .1
Eh_r)nodélr = sh—r>n02_£pT (yr,obs —&< Yr < Yr,o0bs + 5)

. 1
= lim o (o7 (Ur < Yrobs +€) = P (Ur < Yrobs — )

1

= 8h_n>102_€ (Fy»« (yT‘,ObS + E) - Fy»« (yT‘,Obs - E)) .

Derivando com relagao a € e aplicando a regra de L‘Hopital, temos que

. .1
11m0d47" = gh—n>l()§ (fy»« (yT,ObS + E) + fy»« (yT,ObS - E))

E—

1/, .
=5 (i o G+ ) + T i (s —))
1
= B} (fyr (yT,obs) + fy. (yr,obs))

= fyr (yT,obs) = pT(yr,obsD/(r),obs)'

Portanto,

dyr = pr (yr,obs |Yv(7"),ob8) )

denominado como conditional predictive ordinate (CPO), (Pettit e Young, 1990). Se dy, tiver
um valor pequeno, isto indica que a observagao nao se ajusta ao modelo.
Aplicando o logaritmo & C PO obtemos

lOg(CPO) = log(pr(yr,obspf(r),obs))

(p'r(yr,obsa Yv(r),obs) )
= log
pT(Yv(r),obs)

pT(YVObs) )
= log [ LRebs)
s <p7ﬂ(yv(r),obs)

= log pr(Yobs) — 1og pr(Y(r) obs)-

Assim, o log(C'PO) para a r-ésima observagao contrasta a densidade preditiva para todas
as observagoes com a densidade preditiva de todas as observagoes exceto a r-ésima observacao.
Esta funcao verifica a adequabilidade da r-ésima observacao ao modelo.

Para o modelo escolhido, considere a razao da C PO

C. — pr(yr,obs‘yv(r),obm Ml)
' p’r(yT,ObS D/(r),obsv MO) '
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Note que []"_; C;, estd definido como pseudo-fator de Bayes em (2.8) e

log €. = log B1g — log Big(r),

pois
p"ﬂ(ifobs|M1) pr(yv(r) obs|M1)
log B1g — log Bigpy = log=———~ —log——>"——~ =
o0 & =10 gpr(YvaS‘MO) gpr(yv(r),obs|M0)
_ log pr(yr,obs‘yv(r),obm Ml)pr (Yv(r),obs|M1) o log pT(YV(T),obs‘Ml)
pr(yr,obs‘yv(r),obsy Mo)p?“ (Yv(r),obs|M0) pr(yv(r),obs|MO)

Cancelando os termos iguais, obtemos

pr(yr,obs | Yv(r) ,0b8" My )
pr(ynobs ‘ Yv(r) ,0bs» MO)

log Big — log Big(;) = log = log Cy,
onde By, € o fator de Bayes do modelo 1 em relagao ao modelo 0, usando todas as observagoes
exceto a r-ésima observagao.

2.3 Aproximacao do fator de Bayes

Freqiientemente, as densidades continuas com espaco paramétrico n-dimensional envolvidas no
célculo do fator de Bayes sao dificeis para calcular analiticamente, e nestes casos sd@o necessédrias
as aproximacoes. Para a introdugao desta abordagem a equacao utilizada serd

pr (V|H) = /pT(Y|9, H)m(0]H)do), (2.12)

ou seja, a densidade marginal dos dados, considerando o modelo H.

A avaliagao analitica dessa integral seria o método mais preciso e mais facil computacional-
mente, mas em geral isto somente é possivel em situacoes simples como no caso das distribuigoes
da familia exponencial com distribuigoes a priori conjugadas, (DeGroot, 1970).

A seguir, sdo descritos alguns métodos para a aproximagao do fator de Bayes .

2.3.1 Aproximacao Assintética

Nesta segao, para aproximar a densidade marginal dos dados, (2.12), é usado o método de
Laplace. O método consiste em aproximar a densidade marginal pela distribui¢ao Normal,
através da expansao de Taylor. O método de Laplace é de interesse em casos onde existem
amostras grandes, pois se trata de um método bem preciso quando é aplicado nestes casos,
(Kass e Raftery, 1995).
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Método de Laplace

Uma aproximagao para a densidade marginal dos dados dada por (2.12), é obtida assumindo
que a densidade a posteriori, que é proporcional a pr(Y |0, H)w(0|H), é concentrada ao redor
do seu méximo, 6. Isto normalmente ¢ o caso da funcio de verossimilhanca, pr(Y'|0, H), que no
caso de amostras grandes é concentrada ao redor do seu méximo, 0.

Caso unidimensional Considere inicialmente o caso onde 6 é unidimensional. A distribuicao
a posteriori € dada por

pr(e‘y H) _ pT’(Y|9, H)Tr(9|H) _ elogpr(Y'|6,H)+log m (6| H)
’ Jor(Y10, H)n(0|H)dO [ elospr(YI0.H)+logn(0H)qp "
Tachibana (1995) utiliza 0> = ——— de forma que substituindo R(#) por —0—12 na expansao

R(6)
de Taylor, 02 apareca no denominador facilitando a aproximacao pela distribuicio Normal. Seja
R(0) = log(pr(Y|0, H)) + log(m(6|H)). Expandindo-se R(f) em uma série de Taylor em torno
de 6 = 0 e ignorando os termos superiores a 2¢ ordem, temos que

A~

0

R() =R (9) + (9 - é) R (9) + (QTYR”@).

A derivada da fungao R(#) no ponto 0 é Z€ero, pois 6 éo ponto de méximo. Substituindo
R"() por ——5, temos

R(6) gR(é) M

202
Assim,

A 0—0
/ pr(Y|6, H)r (0] H)do = / RO g = oRO) / )

Aproximando esta integral por uma distribui¢do normal com parametros (@, 02), N (9, 02) ,
obtemos

5 (0-)* 5 R R
£F(0) / e T d0 = V2roe™ D = \/aropr(Y(D, H)r(0|H).
Logo, a distribuicao a posteriori aproximada é dada por

pr(Y|0, H)r(6|H)
V2ropr(Y |0, H)x(0)|H)’

pr(0)Y,H) =

p(Y|H) = V2xopr(Y10, H)x (0| H).
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Caso d-dimensional Para um vetor 6 = (64,605,0s,...,0,), com dimensao d, a expansao de
Taylor até a segunda ordem é

)~ R (8) + (o- é>TR, ) (- (;)T 7'(8)| (6-0) |

2
1D\ 82R(0)
Bl = [aaaeTL:a’

onde

e 87 & o vetor transposto de 6.

O objetivo ¢ aproximar [pr(Y|0, H)n(0|H)d® = [ elosr(YI6.H))+log(r(61H))q0 =
[ efi®)deg.

Como no caso unidimensional, a derivada da funcdo R(@) ¢ zero no ponto de méximo.

Substituindo R"”(0) pela matriz das segundas derivadas de log(pr(Y'|6, H)w(6|H)), obtemos

- 6 Ts—10_5 - ATl s
/eR(O)de o~ /eR(G)de _ (R(®) /ewde

)

onde

-1 _ [_82}%(0)] .
8980T 0—=0
Como se trata de um vetor d-dimensional, a aproximacao de [pr(Y|0, H)r(6|H)d@ é feita
utilizando uma distribui¢ao normal multivariada com parametros (8,%), N(6,3),

= pr(Y|0, H)x(8|H)(2m)"? 5]'/?,

onde 8 é a moda de 6, ou seja, o valor de 8 que maximiza pr(Y|0, H)x(0|H), d é a dimensio
de 8, ¥~ ¢ a matriz das segundas derivadas do log(pr(Y'|0, H)w(8|H)) avaliada em 6 = 0, e %
é a matriz inversa de X 1.

Assim, p(Y|H) = [pr(Y|0, H)n(0|H)d6 ¢ aproximada por

pr(YH) = pr(Y|8, H)x(B|H)(2m) 2[5/ (2.13)

Logo a distribui¢ao a posteriori é aproximada por

pr(Y|6, H)m(6|H)
pr(Y|8, H)m(0|H)27x4/2 || /?’
ou seja, a distribuicdo a posteriori é aproximada por uma distribuicao normal d dimensional,
Ny(0,%).

Sob algumas condigoes, Kass, Tierney e Kadane (1990), constatam que para n — oo,
pr(Y|H) = prﬁ)(l + O(n™1)), isto é, o erro relativo é da ordem de O(n~!). Deste modo,
quando o método de Laplace é aplicado no numerador e no denominador do fator de Bayes, em
(2.2), a aproximagao resultante tem o erro relativo da ordem de O(n™1).

Em geral, o método prové aproximacoes adequadas para problemas de dimensionalidade
mo-derada.

pr(0|Y, H) =
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Variantes no método de Laplace
O método de Laplace pode ser aplicado em formas alternativas, como a variante a seguir, apre-
sentada originalmente por Kass e Vaidyanathan (1992),

A|L/2 A A
Y| pr(Y]0,H)r(0|H), (2.14)

—

pr(Y|H), = (2r)%?

EeEMV

-1

onde g) ¢ a matriz de informagao observada; isto é, a matriz negativa do logaritmo da veros-
similhanga avaliada no estimador de mdxima verossimilhanca, (EMV), 9 Note que (2.14) difere
de (2.13) pelo fato de que 8, que é a moda, ¢ substituido por 6, o valor estimado de 8 (EMV).
Esta aproximacio também tem erro relativo da ordem de O(n~!).

Segundo Kass e Raftery, é provdvel que (2.14) seja menos precisa do que (2.13) quando a
distribuicao a priori é informativa. Contudo apresenta uma vantagem, pode ser facilmente cal-
culada por qualquer programa estatistico que calcule o EM V', a matriz de informacao observada
(ou a sua inversa) e o valor da verossimilhan¢a maximizada.

A

O inverso da matriz de informacao esperada pode ser usado em lugar de ) em (2.14). A
apro-ximagcao resultante tem um erro relativo assintético maior, da ordem de O(nfl/ 2), mas esta
apro-ximacao permanece suficientemente precisa para aplicacdo em muitos problemas, Kass e
Raftery (1995).

Agora suponha que existem hipéteses encaixadas, com parametros (3, 1) e que a distribuigao
a priori sob Hy é w(B,v|H1). A hipétese nula é dada por Hy : ¢ = 1)y, onde a distribuicao a
priori sob Hy é 7(5|Hp). Quando (2.14) é aplicado em Bjg obtemos

1/2 A A AA

pT(Y|(6a 7/})7 Hl)ﬂ-(ﬁa 77Z]|I—Il)
By = )

A |1/2 A A
ool prY[(B*, Ho)m(B"|Ho)

A
onde dj, é a dimensao do vetor de parametros sob a hipétese Hy, e Y, é a matriz de covariancias

A A A
referente as hipéteses Hy, para k = 0,1. O §* denota o EMV sob a hipétese Hy e (5,1) denota
o EMYV sob a hipétese Hj.
Aplicando duas vezes o logaritmo em Bjg obtemos
A

)

<10gp7“(y|( ), Hy) + log m(B, w\H1)>

-2 <%l log )

d 1
2log B1p =2 (31 log(27m) + 5 log

>,
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-2 <10gpr(Y\(/6/’\*, Hp) + log W(ﬁA*\Ho)>

= dy log(27) + log Zl
A A AN

+2 <logp7“(Y‘( ), Hy) + logw(6,¢|H1)>

A

>

2 (bgpr(Yl(ﬁA*, Ho) + IOgW(BA*|H0)> -

/\ ‘

—dplog(27) — log

Portanto,
> | +log (B, ¢l H) (2.15)

o m(8*|Ho) + (ds — do) log(2m),

2log B1g =~ A + log

SRS

onde A = 2((log pr(Y|(8,v), H1) — log pr(Y|8*, Hp)), isto &, duas vezes o log da razao de veros-
similhanga, com (d; — djp) graus de liberdade.
Novamente a informacao observada ou esperada pode ser usada no cédlculo das matrizes de

covariéincia 3, e (2.15) tem um erro relativo da ordem de O(n~') ou O(n~1/2).

Jeffreys (1961), propds uma aproximagao para o caso onde (d; —dp) = 1, mas com informagao
esperada ao invés de observada, e Chow (1981), estendeu o resultado de Jeffreys para dimensoes
mais altas.

2.3.2 Meétodo de Monte Carlo
A integral pr (Y |H) = [pr(Y|0, H)w(0|H)d6, em (2.12), pode ser é reescrita como

pr (V)= [ r(VIoym(6)ds
e pode ser aproximada através do método de Monte Carlo fazendo

)= 2 3 pr(vie)

mi ’
onde {O(i),i =1,...,m} é uma amostra da distribuigao a priori, m (6).
Esta possibilidade foi investigada por Raftery e Banfield (1990) e mais detalhadamente por

McCulloch e Rossi (1991).

Uma dificuldade importante nesta estimativa é que se a densidade a priori for pouco infor-
mativa, a maioria dos 0 tem a verossimilhanca pequena de forma que o processo de simulacao
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neste caso serd altamente ineficiente. Deste modo, a estimativ/a_grzi dominada por uma pequena
verossimilhanca, resultando em uma variancia grande para pr (Y'), acarretando uma convergén-
cia lenta para o método. Estes problemas aparecem nos exemplos estudados por McCulloch e
Rossi (1991).

A precisao do método de Monte Carlo pode ser melhorada pelo método Importance Sampling.
Este método consiste em gerar amostras {0 : i = 1,...m} de uma densidade 7*() e corrigir o
erro da aproximagao ponderando através de pesos. Assim, pr (Y') é aproximado por

— = m wipr Y|9®@
o) = T wr(v10),
D i W

(2.16)

onde w; = w(0D)/7*(0D), (Geweke, 1989).

2.3.3 Método MCMC

Existem vdrios métodos para a simulacao da densidade a posteriori, dentre eles, os métodos
Markov Chain Monte Carlo (MCMC). Dentre os métodos MCMC os mais utilizados sdo os
algoritmos Metropolis-Hastings e Gibbs Sampling.

O uso de qualquer um destes métodos nos dd uma amostra da densidade a posteriori

g*(0) = pr(6]Y) = pr(Y(0)m(0)/pr(Y).
Substituindo 7*(#) por

pr(Y|0)m(0)
pr(Y)
na equagao (2.16),
Y wipr(Y0D) ()
Yimwi T (e9)

obtemos

m w0 i m (0™ 7 i
prid)= s x o0 Ty 0w
i=1 7+ (9®) i=1 pr(Y]6®)r(6D)
S pr(Y) mpr(Y)
oy _per(Y) mo__ 1 __
Zi:l pr(Y\B“)) pr(Y) ZZ:I pT‘(Y‘Q(Z))
m m

m 1 - m i —1
2= ey S (pr(v]6)

m -1
[

: (2.17)

=1

isto é, o inverso da média da verossimilhanca invertida, ou seja, a média harmoénica considerada
também como uma estimativa para pr (Y'), (Newton e Raftery, 1994). Este resultado converge
quase certamente para o valor correto de pr(Y') quando m — oo, mas este geralmente nao sa-
tisfaz o Teorema Central do Limite devido & possibilidade de ocorréncia de um valor de 09 com
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verossimilhanga pequena alterando o resultado final, (Kass e Raftery, 1995). Mas, na maioria
das vezes, fornece resultados precisos e suficientes para a interpretagao na escala logaritmica da
secao 2.2.

Os métodos de Monte Carlo sdo computacionalmente intensivos, com o tempo de proces-
samento maior que os aproximados, como é o caso do método de Laplace. S&o mais flexiveis
no que se refere & precisao pois o usudrio pode obter mais precisao aumentando o nimero de
replicagoes no processo de simulacao.

2.3.4 Comparacao dos métodos de aproximacgao

A avaliacao analitica exata é a melhor pois é a mais precisa e também é mais eficiente computa-
cionalmente, mas sé é possivel para alguns modelos simples.

O método de Laplace produz uma aproximacao precisa e usualmente é bastante eficiente
computacionalmente, mas a aplicacao do método sé é possivel para uma pequena classe de
modelos. Em particular, a aproximagao usando a expressao dada em (2.13) pode ser bastante
precisa.

A integragdo de Monte Carlo e o método Importance Sampling sao mais flexiveis no que se
refere & precisao, porém mais exigentes computacionalmente do que os métodos de aproximagao.
Em geral sao os métodos indicados nos casos de modelos complexos.

Os diferentes métodos de cédlculo e aproximacao do fator de Bayes sdo comparados por Rosen-
krantz (1992) nos contextos de modelos Normais e modelos Poisson-Gamma usando varidveis
independentes e outliers. No contexto de modelos lineares generalizados a comparacao é feita
por Raftery (1993).

2.4 A escolha da densidade a priori

Para o cdlculo do fator de Bayes, devemos expressar a distribuicao a prior: para os modelos e
também para cada pardmetro desconhecido de cada modelo. Pode acontecer que um determinado
experimento possua dados semelhantes aos de um experimento ja analisado anteriormente e neste
caso é possivel utilizar a distribuicao a posteriori desse experimento como distribuicao a prior:
do experimento em andlise. Essa situagao é apropriada mas é rara, sendo assim, a escolha das
distribuicoes a priori deve ser feita com cautela.

A obtencgao da distribuicao a priori geralmente depende da experiéncia de um especialista ou
de dados relativamente préximos como foi dito antes. A formulacio de uma distribuicao a priori
¢ um problema especifico e ndo existe uma metodologia geral para definir uma distribuicao a
priort correta em cada situacao.

O objetivo da distribuicdo a priori é representar o conhecimento sobre o pardmetro descon-
hecido antes da realizacao do experimento.

Quando o interesse é estimar um parametro no caso discreto ou no caso continuo, geralmente
sao usadas distribuigoes a priori escolhidas de acordo com a situacdo. Se a amostra é muito
grande, o efeito da distribuicao a priori é pequeno e geralmente é escolhida uma distribuicao
a priori nao informativa ou de varidncia grande, isto é, uma constante como a distribuicao
uniforme com parametros (a,b), U (a,b), com a e b conhecidos ou uma distribui¢do a priori
de Jeffreys, 7/ (0). A razao de usar distribuicdes a priori ndo informativas é permitir que o
experimento seja mais informativo do que a distribuicao a priori.
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Nos testes de hipdtese, mesmo quando a amostra é grande, pode existir influéncia da dis-

tribuigdo a priori. Note que na expressao (2.14) da ordem de O (n_l), existe efeito em 7r(9|H ),
mesmo com o aumento da amostra, em contraste com o caso da estimacao onde o EMV aproxima
a média a posteriori. Assim, o fator de Bayes tende a ser mais sensivel & escolha da distribuicao
a priori do que a probabilidade a posteriori de um intervalo, (Kass, 1993 e Kass e Greenhouse,
1989).

Existem algumas contradigbes com o cédlculo do fator de Bayes em testes de hipétese na
selecao de modelos. Uma contradicao ocorre quando testamos a hipdtese Hy : ¢ = 1, e se
a estimativa de 1 ¢ encontrada muito distante do valor da hipdtese nula ;. Nesta situacao,
héa evidéncia de que os dados sdo improvaveis sob a hipdtese Hy. Mas, o cdlculo do fator
de Bayes indica que os dados favorecem a hipdtese nula, concluindo assim que os dados s&o
mais improvaveis sob a hipétese H; do que sob a hipétese Hy contradizendo os dados. Esta
contradicao é devido ao uso de uma distribuicao a priori com variabilidade grande ou nao
informativa no parametro ¢ a ser testado sob a hipdtese Hjp, forcando o fator de Bayes a
favorecer a hip6tese Hy, notificada por Bartlett (1957), e denominado paradoxo de Bartlett. O
paradoxo pode ser resolvido evitando o uso de distribuigoes a priori com variabilidade grande
nos parametros de teste, ¥, neste caso. As distribuigoes a priori em parametros de teste devem
ser préprias e preferencialmente com pouca variabilidade, (Kass e Raftery, 1995).

Outra dificuldade na escolha da distribuicao a priori é quando esta for imprépria, ou seja,
[ 7(0)d§ — oo. Por outro lado, o interesse estd na distribui¢do a posteriori e como esta é, em
geral, prépria mesmo quando a distribui¢do a priori ndo é prépria. Assim, em alguns casos
nao se dé importancia a eventual impropriedade de distribui¢oes a priori. Conforme Migon e
Gamerman (1997), a classe de distribuigoes a priori nao informativas propostas por Jeffreys é
invariante, porém, eventualmente imprépria. Antes de mostra-la é necessério definir a medida
de informacao de Fisher,

(2.18)

2 T
1(6) = By [810‘3?9—(“@} ,

06?

quando # é unidimensional. Se 6 for um vetor paramétrico, 8 = (01,04, ..., Qp)T, a matriz de
informagao esperada de Fisher é definida por

(2.19)

2 T
1(6) = By [810gp—(Y|®] ’

8000"

com elementos ;; (6) dados por

9?logpr (Y0) o
1;; (6) = By [—] , parai,j=1,...,p.
| 96,00,

Jeffreys (1961), utilizou distribuigbes a priori impréprias em parametros “de incomodo”
existentes em ambas as hipdteses, Hyp e Hi. O objetivo era testar o valor da média de uma
distribuicao Normal, Hy : p = pg. Utilizando uma distribuicao a priori prépria em p sob a
hipétese H; e fixando 7 (o) = 1/0, isto é, uma distribui¢do a priori imprépria, o resultado deste
teste fornece uma distribui¢ao preditiva imprépria como em (2.4), mas como o parametro o nao
¢ o parametro de interesse, ou seja, ndo é o parametro estimado, essa impropriedade nao foi
considerada por Jeffreys.

Na escolha da distribuicao a priori, também é possivel fazer simplificagoes quando existir
mo-delos encaixados. Mas em alguns casos existem algumas dificuldades quando, por exemplo,
é utilizada a transformacao de varidveis. Suponha a hipdtese Hy : ¢p = 1)y sendo testada na
presenca de um parametro desconhecido (3, assim,
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7 (B|Ho) = / (B, 0| Hy) di, (2.20)

onde [ e 1) sdo independentes a priori sob a hipdtese Hy. Assim, existe a necessidade de escolher
uma distribuicao a priori para 5 e uma distribuicao a priori para v, ou seja,

7 (B|Ho) = / 7 (B|Hy) m (6| Hy) . (2.21)

Geralmente, costumamos supor que os parametros existentes no modelo sdo independentes como
na equagao (2.21).

E possivel reescrever a equagio (2.20) como 7 (8|Ho) = 7 (8| = g, Hy) .

De acordo com Kass e Raftery (1995) , uma reparametrizagao deve ser feita neste caso. Sejam
(&, \) areparametrizagao escolhida, aplicada na hipétese Hy, e a hipétese Hy especificada por A =
Xo- Se (&, A\|Hy) é obtida através de 7 (3, |H;) pela transformagao de varigveis, introduzindo
o determinante jacobiano apropriado é possivel que 7 (§| Hy) nao seja obtido através de m (3| Hy)
pela mesma transformacao de varidveis. O problema com a transformagdo de varidveis foi
tratado em uma conferéncia em 1963 por L. J. Savage como paradoxo de Borel, e visto também
em Dickey (1975) .

Portanto, simplificagoes em modelos encaixados envolvendo distribuicoes a priori, devem ser
tratadas com cautela pois podem afetar os resultados na selecdo de modelos.

Uma outra dificuldade na escolha da distribuicdo a priori ocorre quando utilizamos dis-
tribuicoes a priori nao informativas nos parametros de interesse de testes de hipdteses. Para
exemplificar esta dificuldade, considere o exemplo em Migon e Gamerman (1997), pdgina 148.

Seja’Y = (Y1,Y5, ..., Y,,) uma amostra de uma distribui¢do Normal com média 6 desconhecida
e variancia o2, N (6, 0?).

Suponha que desejamos testar Hg : 0 = 0y versus Hy : 0 # 0. Considere inicialmente o caso
em que a variancia o2 é conhecida. Atribuindo uma distribuicdo a priori p para Hy e supondo
0|Hy ~ N (/L,7'2) , uma distribuicao a prior: conjugada, obtemos

pr(y/H) = / pr (4, 6| Hy) d = / pr (4, 6| Hy) pr (61 Hy) d6 = / pr (y16) pr (6) df

B 1 n/2 B 1 i( o 7)2
N 2mo? exp 202 — %~y

/exp {_TZ (0 — g)Q} \/zlﬁ_Texp {—% (0 — ,u)Q} do.

Apés algumas substituicoes e transformacoes algébricas obtemos

1 \"? ns? o?/n 1/2 1 (5—p)?
pr(ylHy) = <27T02> eXp{Tﬂ} <7’2+02/n> xp 757'2+02/n ’

onde s? = Yoy (yi — y)Q /n.
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Entao temos o fator de Bayes dado por
(zz) " e {2 e { g (1 - 00}
()" exp { -3} (ikim) " exo { - 4:55 )
_ <72;;Z/n)”2 o {S G- G- 90)2] } | (222)

02 + nr? o?
Como era de se esperar, o fator de Bayes s6 depende da amostra através de . Para obtermos o
valor da amostra que maximiza o fator de Bayes basta obtermos o valor de § que o maximiza.
Na expressao (2.22), tomando o logaritmo e derivando em relagao a ¢ obtemos

Bo:

dlog By _ n [Q(QM) B 2(900)] —0

oy 2 |02 +nt? o2
OlogBo1  n 2 2] n 2n7?
TR a{mﬁ]—a[m]“

e portanto a solugao da primeira equacao fornece o ponto de méaximo

0.2
max = 00 + — (00 — 1)
Ymax 0 TZTQ( 0 M)

e o valor méximo do fator de Bayes é

0o — )2 nr2 1/2
exp{%} <1+?> > 1.

Assim, quanto maior o tamanho amostral n, maiores as chances de Hy e quanto maior 7
¢ o valor méaximo de By;.

A incerteza a priori desempenha um papel fundamental na comparagao de hipdteses Bayesia-
nas. No limite, quando 72 — 0o, temos que Bg; — oo. Esse limite é o resultado obtido quando
usamos distribui¢oes a priori ndo informativas para 6| H;. Esse resultado, notado inicialmente
por Lindley (1956) é conhecido como paradoxo de Lindley e tem sido objeto de estudo recente
em comparagoes de abordagem Bayesiana para testes de hipéteses, Migon e Gamerman (1997) .

A questao da escolha da distribuicdo a priori para utilizacido com o fator de Bayes é tratada
mais adiante nos capitulos 3 e 4, onde sao apresentados os fatores de Bayes intrinseco e fatores
de Bayes fracionais. Estes métodos sao apresentados em Berger e Pericchi (1993) e (1996) e
O’Hagan (1995) , respectivamente, e buscam resolver alguns dos problemas tratados aqui.

2 maior

2.5 A incerteza dos modelos

No célculo do fator de Bayes, o objetivo é encontrar um modelo que se ajuste melhor aos dados.
Pode acontecer que o modelo indicado pelo fator de Bayes nao seja o melhor.

Quando o fator de Bayes é aplicado e um tinico modelo ¢ selecionado, é através deste modelo
que a aplicagao é realizada, ignorando a presenca de incertezas envolvidas na selecao de modelos.
Estas incertezas porém podem levar a um modelo falso comprometendo a conclusao final desta
aplicacao.
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A incerteza de modelos, ou seja, o modelo selecionado é ou nao o melhor, pode ser resolvida
se adotada a abordagem Bayesiana para calcular as probabilidades a posteriori de todos os
modelos comparados.

Suponha que k + 1 modelos, Hy, H1, ..., Hi, sdo considerados. Cada modelo H;, i =1,...,k &
comparado com Hj fornecendo os fatores de Bayes Big, B2, ..., Bro. Entao, de acordo com (2.1)
e (2.3), a probabilidade a posteriori de cada modelo H; é

oy X Bz'()
Zﬁzo a,Bro’
para i = 1,....k e oy = pr(H;)/pr(Hy), i = 0,...,k que é a odds a priori para H; contra Hy e
By = ap = 1, (Kass e Raftery, 1995).

Introduzindo uma quantidade de interesse A, que estd bem definida para cada modelo, temos
a seguinte densidade a posteriori dado o modelo H;

pr(H|Y) =

pr(AlY, Hy) = / pr(A[Y, 03, Hy)pr(6:]Y, Hy)dos.

A quantidade de interesse, A = h(#), é uma fun¢ao dos parametros de interesse de cada
modelo em questao. Cada modelo considerado pode conter d parametros diferentes e nao é sem-
pre que estamos interessados em todos estes parametros. A quantidade de interesse é introduzida
afim de considerar apenas estes parametros de interesse.

Esta equacgao pode ser usada para fazer inferéncia sobre A, condicionando no modelo H;. A
densidade a posteriori utilizada é dada por

k
pr(AY) = S pr(AJY, Hopr(Hi|Y), (2.23)
i=0
ou seja, a média das distribuicoes a posteriori sob cada modelo ponderada pelas probabilidades
a posteriori de cada modelo H;. Calculando a média de todos os modelos é possivel obter uma
predicao melhor em relacao aos dados.
Na equagao (2.23), Hy, Hi, ..., Hy, sdo os modelos considerados, e

pr (Y|Hi) pr (Hi)
S pr (YIH;) pr (H)
onde pr (Y|H;) = [ pr (Y|0;, H;) pr (0;|H;) df; ¢ a verossimilhanga marginal do modelo H; e 6; é
o vetor paramétrico de H;. A quantidade pr (6;|H;) € a distribuigao a priori de 6; dado o modelo

H;, pr (Y|0;, H;) & a verossimilhanga e pr (H;) é a probabilidade a priori de H;.
A média a posteriori de A é dada por

pr(HilY) = ; (2.24)

k
E[AY] =) E[A[Y, Hi|pr(H|Y),
=0

e a variancia a posteriori de A é dada por

Var[AlY] = E ([A|Y]2) —(E[AY))?.

k
Como E ([A|Y]2> = Var [A]Y]+(E[A|Y])?, substituindo E [A|Y] por S E [A|Y, Hj] pr(H;|Y),
1=0
obtemos

21



k
Var[AlY) = > {Var[AlY, H] + (BIA]Y, H])* } pr(Hi|Y) — (E [A]Y))?,
=0

(Kass e Raftery, 1995).

O problema de tomada de decisao é resolvido maximizando a quantidade esperada a posteri-
ori, E[A]Y], de cada ac¢do do procedimento considerado. Isto corresponde & média ponderada
das utilidades esperadas condicionais a posteriori de cada modelo, E [A|Y, H;], (Kass e Raftery,
1995), com peso igual a probabilidade a posteriori do modelo pr(H;|Y).

Smith (1991) argumenta sobre a possibilidade de escolher um modelo antes de uma decisao.
Nao seria conveniente escolher um tnico modelo antes da tomada de decisao pois podem existir
incertezas sobre este modelo. Essas incertezas devem ser quantificadas através do calculo das
quantidades esperadas a posteriori, E [A|Y].

A equagao (2.23) mostra que selecionar um modelo e condicioné-lo em relagdo aos dados
pode diminuir a incerteza de modelos se uma das pr(H;|Y) se aproxima desta quantidade ou se
a soma ¢ dominada por modelos dos quais os valores de pr(Al|Y, H;) sao semelhantes.

Desta forma, ao invés de escolher um tinico modelo dentre vérios, é possivel fazer uma média
ponderada dos modelos, como na equagao (2.23), e trabalhar com esta média.

Suponha a existéncia de trés modelos, M7, My e Ms. A probabilidade de cada modelo é
0.3, 0.4 e 0.3, respectivamente, e o interesse é a escolha de um deles para a estimagao de um
parametro qualquer, 6, contido nos 3 modelos, supondo que 6 é o mesmo parametro em cada
modelo. Dentre os trés, o modelo Ms tem a maior probabilidade, porém a probabilidade é
pequena. Quando ocorre de nenhum modelo possuir uma probabilidade consideravel para ser
escolhido, é possivel fazer uma média ponderada de é,

0 = pr(M1)01 + pr(Ms)ds + pr(Ms)0s,

onde #;, para i = 1,2, 3, é o parAmetro estimado referente ao i-ésimo modelo.
Usando esta média, nenhum modelo é descartado e possivelmente esta nos fornecerd resul-
tados melhores, ou seja, diminui o risco do modelo escolhido nao se ajustar aos dados.

2.5.1 Janela de Occam

Utilizando a quantidade de interesse para a escolha do melhor modelo vista na secao anterior,
existem dois problemas considerados importantes.

O primeiro diz respeito ao calculo do fator de Bayes, quando é necessério introduzir métodos
de integragao numérica para uma aproximagao, quando o espaco paramétrico é n-dimensional.
Mas foi visto na secao 2.3 que existem métodos eficientes para tal aproximacao.

O segundo é que o nimero de termos da equagao (2.23) pode ser muito grande. Um exemplo
é com modelos de regressao linear com n observagoes e J varidveis candidatas independentes
considerando todos os subconjuntos possiveis, a possibilidade de outliers e 4 transformacgoes
possiveis de cada varidvel formard um conjunto inicial com (27 x (O" max) x 47*1) modelos,
onde O max é o nimero maximo de supostos outliers, (Madigan e Raftery, 1994). Mesmo no
caso de um pro-blema relativamente pequeno, com n = 40, J = 12, e Omax = 5, isto dard
aproximadamente 10'6 modelos.

Dois algoritmos sao introduzidos para a resolucao do segundo problema referente ao nimero
de termos da equagao (2.23). O primeiro é conhecido como Janela de Occam, que foi a proposta
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por Madigan e Raftery (1994) e consiste em selecionar um subconjunto de modelos inicialmente
considerados. Isto envolve calcular a média para conjunto muito menor de modelos do que na
equagao (2.23), facilitando a resolugao do problema com a incerteza de modelos.

Madigan e Raftery argumentam que se um modelo é muito menos provavel a posteriori
do que um outro modelo, entdo este é descartado e nao mais considerado. Desta forma, s&o
excluidos da equagao (2.23) aqueles modelos que nao pertencem ao conjunto

y o, max {pr(Hi|Y)}
A= {HZ' pr(HY) C}’

para i = 0,....k el = 0,...,k, com k¥ < k. O nimero C influencia na quantia de modelos
selecionados e a sua determinacao é empirica. O valor de C, de acordo com Madigan e Raftery
deve ser muito maior do que 1 (>> 1). A escolha de C sofre influéncia dos dados, do nimero de
modelos considerados e do niimero de pardmetros existentes.

Sao excluidos também da equagao (2.23) modelos complexos que recebem menos suporte dos
dados do que suas contrapartes mais simples, isto é, aqueles pertencendo ao conjunto

pri]Y)
B=<H;:dH e AH CH;,———=%>1,,
{ CE T T (Y
onde A é o conjunto de elementos que pertencem a A’ excluindo os elementos do conjunto B,
A = A’ — B. Entéo, a equagao (2.23) é substitufda por

D omeabr(AlH, Y )pr(Y|H)pr(H;)
Py ) = e o ()

parat=0,..., k.

Uma estratégia de busca para identificar os modelos em A, ou seja, o conjunto final de mod-
elos considerados, consiste de uma sequéncia de pares de comparagoes de modelos encaixados.
Sejam X e Y dois modelos a serem comparados e X C Y. Se o modelo X é rejeitado em favor
do modelo maior, Y, entao todos os modelos encaixados dentro de X sao rejeitados. Também,
se existe uma evidéncia para a hipétese Hp, ou seja, o menor modelo, entao a hipétese H; é
rejeitada, isto é, o maior modelo é descartado. Mas, para rejeitar a hipétese Hy, é exigida uma
forte evidéncia para o maior modelo, o da hipétese Hi. Se a evidéncia é inconclusiva (caindo na
janela de Occam), entdo nenhum modelo é rejeitado.

Geralmente o nimero de termos da equacao (2.23) é bastante reduzido. A solucdo final
¢é independente da classe inicial considerada, mas se a maioria das classes de modelos iniciais
conter o conjunto A e for feita a sele¢ao considerando estas classes, darao o mesmo resultado
que o conjunto A.

2.5.2 MCMC (Composicao de modelo)

Madigan e York (1992) propdem aproximar a equacao (2.23) usando o método MCMC. Eles
construiram uma cadeia de Markov irredutivel, {H(t)=12,.}, com espaco de estados E, isto &,
o espaco do modelo considerado. A cadeia é constituida de modelos que se comunicam através
de seus espagos, e com distribui¢ao de equilibrio pr(H;|Y),i =0, 1,...k.

Entao, para alguma fungao u(H;) = pr (AlY, H;), se esta cadeia de Markov é simulada para
t=1,2,...,m, a média serd aproximada por
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> ulH(1),

t=1

A
U =

A
e U converge com probabilidade 1 para F [u(H)] quando m — oo.

Portanto, para calcular a equagao (2.23), é fixado

u(H) = pr(AlH,Y),

ou seja, u(H) é igual a probabilidade a posteriori de uma quantidade de interesse bem definida
para cada modelo considerado.

Para construir a cadeia de Markov, é definido para cada modelo H;,¢ = 0, ..., k, uma viz-
inhanga ao redor deste modelo denotada por v(H;), e os modelos se diferem por um tunico
pardmetro. I definida também uma matriz de transigio P e P(H; — H;) = 0 (H; salta para
Hj, j =0,...,k com probabilidade zero) para todos H; ¢ v(H;) e P(H; — H;) = ¢ > 0 (H; salta
para H; com probabilidade positiva) para todo H; € v(H;). A matriz P é dada por

Hy ... H,
Ho Puy,ag -+ Prym,
P= ,
Hy Puy ay - Pom,

e H; ¢ aceito com probabilidade

i {12253

caso contrdrio a cadeia permanece no estado H;.
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Capitulo 3

Fator de Bayes Intrinseco

No célculo do fator de Bayes é necessédria a especificacao das distribuicoes a prior: tanto para
os modelos existentes como para seus respectivos pardmetros. Em problemas de estimacao com
baixa dimensionalidade os métodos bayesianos sao eficazes, pois a influéncia das distribuicoes a
priori desaparece quando o tamanho da amostra cresce. No caso de selecao de modelos, mesmo
quando o tamanho da amostra for relativamente grande, a distribuicao a prior: influencia no
calculo do fator de Bayes causando resultados indeterminados, como foi visto no capitulo 2,
secao 2.4. Berger e Pericchi (1996), com o objetivo de eliminar o problema da influéncia da
distribuicao a priori no cédlculo do fator de Bayes, desenvolveram o fator de Bayes intrinseco,
discutido a seguir.

3.1 Definicao de Fator de Bayes Intrinseco

Suponha que exista k& modelos, Hi Ho, ..., H, a serem comparados para os dados disponiveis
Y = (y1,92,...,Yn), € que sdo utilizadas distribuicdes a priori ndo informativas, 7 (6;) . Neste
caso, o fator de Bayes é dado por

N Jor(Y]0;) 7 (6;) do;
Y for(Y16;) 7N (6;) b
onde 6; e 6 sao os parametros dos modelos H; e Hj, respectivamente, com ¢, j = 1,..., k, pr (Y'[6;)
é a verossimilhanga sob o modelo H; e pr (Y|¢;) é a verossimilhanca sob o modelo H;, ¥ (6;) e
N (0;) sdo as distribuicdes a priori nao informativas dos parametros 6; e 6, respectivamente.
A densidade marginal dos dados ou densidade preditiva dos dados é dada por

(3.1)

o (V) = /pr (V105 7 (0;) b,

onde 0; é o parametro de cada modelo H;, i = 1, ..., k; pr (Y6;) é a verossimilhanca sob o modelo
H; e 7V (0;) € a distribuigao a priori ndo informativa do parametro ;.

Berger e Pericchi (1996) sugerem como escolha da distribuicdo a priori nao informativa
em (3.1), a distribuicio a priori uniforme 7V (6;) = 1 ou a distribuicdo a priori de Jeffreys
7/ (6;) = (det (1 (Hi)))l/ 2 onde I é a matriz de informacio de Fisher associada ao modelo Hj,
como foi visto no capitulo 2, secio 2.4, ou a distribuicdo a priori de referéncia 7% (6;) , (Bernardo,
1979 e Berger e Bernardo, 1992).

25



No cilculo do fator de Bayes existe o problema referente as distribuicoes a priori, 7 (6;) e
N (6;), pois estas podem ser impréprias e definidas por constantes arbitrédrias ¢; e ¢;. Como o
cédlculo de Bi]}f depende destas constantes arbitrérias, e considerando o fato que as integrais em
(3.1) podem ser infinitas, assim, Bg serd, indeterminado.

Uma solu¢ao comum para tratar deste problema ¢ dada por Berger e Pericchi (1996) . Esta
solugao consiste em dividir a amostra completa, Y, em duas sub amostras y (I) e y (—I), onde
y (1) ¢ uma amostra de treinamento (training sample) e y (—1) s@o as observagoes restantes. Esta
amostra de treinamento combinada com as distribuicdes a priori 7V (6;) e 7™V (6;) resulta em
distribuigoes a priori préprias.

As distribui¢oes a priori impréprias sdo, entdo, transformadas em distribuicdes a posteriori
préprias através da relagao

pr(y (1) 16;) =™ (6;)

N (g _
pr (0ily (1)) N ) (3.2)
onde pr (y (1) |0;) € a densidade marginal de Y (1) sob o modelo H; e
pr O 1H) = [or ) 16) 7 (6) 4. (33

Os dados restantes sao utilizados para calcular o fator de Bayes usando como distribuicao a

priori pr™ (8ily (1)) -
Assim, o fator de Bayes, Bj; (1), é dado pelo seguinte resultado.

Resultado 1 - O fator de Bayes resultante da solucao dada por Berger e Pericchi (1996)
para selecao de modelos é dado por

Bij (1) =B Bj (1), (3.4)
onde ¥ |H))
N br i
NP 3.5
)= r(VIH) (3:5)
(§]

N )|Hy)

pri¥ (y (D) | Hi)”
e BJZ\{ (1) é o fator de Bayes intrinseco (F'BI) associado & amostra de treinamento y (1), e Bg é
definido por (3.1).

Bj; (1) (3.6)

Demonstragao: Através da definigao do fator de Bayes em (3.1), segue que

By (1) = Jor (y (=) 16,y (D) pr™ (Oly (1)) db:
Jor (y (=0)105,y () pr™ (0;1y (1)) db,
Substituindo (3.2) na expressao anterior e considerando que as observagoes em Y sdo inde-
pendentes, segue que

_ o (I
S o (y (1) |6;) Qe Cid ap,

_ [or (y(=0)16:) pr (y (1) |6;) 7 (6;) pr™Y (y (1) |H;) db;
Jor (y (=1)16;) pr(y (1) 16;) 7N (6;) pr (y (1) | H;) db,

pr’ (y (=1)16;) pT(y(l)|9i)7fN(9¢)d9i
B;; (1) =
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Portanto,

By () = B Bj (1)

A equacao (3. 4) remove a arbitrariedade na escolha das constantes de 7 (6;) e 7V (0;). A
razao arbitraria <, que multiplicaria sz, é cancelada pela razao %, que multiplicaria Bg (1).
Porém, o uso de uma amostra de treinamento somente faz sentido se pr’¥ (y (1) |H;) for finita na

equacgao (3.3). Este fato é formalizado pela seguinte definigao.

Defini¢ao 3.1.1 Uma amostra de treinamento y (1) é propria se pr(y (1) |H;) < oo para todos
os modelos H; e y(l) é minimal se nenhum subconjunto de y (l) constitui uma distribui¢io a
priort propria.

Portanto, uma amostra de treinamento satisfazendo as condicoes da definicao acima garante
que todas as distribuiges a posteriori em (3.2) sejam préprias.

O fator de Bayes intrinseco possui vdrias propriedades de invariancia (ver Berger e Pericchi

(1993) para discussao destas e justificagoes relacionadas).

3.2 Fator de Bayes Intrinseco aritmético

Seja Y = (y1,¥2,...,yn) 0s valores observaveis e seja Y; = {y (1),y(2),...,y (L)} o conjunto de
todas as possiveis amostras de treinamento minimais y (1), { = 1,..., L. Como B;; (I) depende
da escolha da amostra de treinamento minimal através da equagao (3.4), ¢ interessante eliminar
esta dependéncia. Isto pode ser feito calculando o fator de Bayes para todas possiveis amostras
de treinamento y (1), | = ., L, e tomando a média desses fatores de Bayes. Esta média é

chamada de fator de Bayes mtrmseco aritmeético, B( *) , (Berger e Pericchi, 1996).
O fator de Bayes intrinseco aritmético é dado por

L
ma 1
B = 7 Z Bi; (1) (3.7)

= Z BB} (1). (3.8)

Como Bg nao depende de I, segue que

L
B(ma Z 7

onde Bﬁ (1) & definido como na equagao (3.6) para todas possiveis amostras de treinamento.
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3.3 Fator de Bayes Intrinseco geométrico

Considere novamente os valores observaveis Y = (y1,42,...,un) € Y1 = {y (1),v(2),...,y (L)}, o
conjunto de todas as possiveis amostras de treinamento minimais y ({), [ = 1,..., L. Calculando
o fator de Bayes para todo y (I) , multiplicando estes fatores e elevando o produto obtido a 1/L,
onde L é o nimero total de fatores, obtemos a média geométrica dos fatores de Bayes intrinsecos
ou fator de Bayes intrinseco geométrico.

O fator de Bayes intrinseco geométrico é dado por

I 1/L
B = <H By m) (3.9)

Como Bg nao depende de I, segue que
L 1/L
(mg) _ pN N
Bj; 7= Bi; (H Bj; (U) .
=1

A média geométrica dos fatores de Bayes intrinsecos, ou fator de Bayes intrinseco geométrico,
também tem a fungdo de eliminar do cdlculo do fator de Bayes a dependéncia da escolha das
amostras de treinamento minimal, conforme na equagao (3.4).

Berger e Pericchi (1996) mostram que as distribuicdes a priori intrinsecas, 7 (6;), sdo
préprias em qualquer caso de varidncia conhecida, e no caso de varidncias desconhecidas quando
7N (6;) for uma distribuicio a priori de referéncia, 7% (6;), ou uma distribuicdo a priori de
Jeffreys modificada, 7/* (6;). As distribui¢des a priori intrinsecas ndo sdo préprias no caso de
variancia desconhecida se 7 (#;) é uma distribuicdo a priori de Jeffreys.

No caso de variancia conhecida, a distribuicdo a priori intrinseca, 7!v (0;), € uma mistura
finita de normais, (Berger e Pericchi, 1996).

No caso de varidncia desconhecida para distribuicdes a priori de referéncia, 7% (6;), e dis-
tribuicdes a priori de Jeffreys modificadas, 7/* (6;), a distribuicdo a priori intrinseca, 7V (6;),
se comporta de forma semelhante a uma mistura finita de densidades t-Student multivariadas
com um grau de liberdade, (Berger e Pericchi, 1996).

28



Capitulo 4

Fator de Bayes Fracional

Neste capitulo, voltamos a tratar da questao do fator de Bayes no caso de distribuicoes a priori
nao informativas, vagas ou impréprias.

Quando a informagado a priori referente ao parametro é vaga, eventualmente podem ser
utilizadas distribuicGes a priori impréprias para representar a nao informacao sobre o parametro
em questdo e assim, o fator de Bayes dependers de constantes arbitrarias indefinidas tornando
o seu calculo indefinido, como discutido no capitulo 3. Também, com o objetivo de eliminar o
problema com distribui¢oes a priori impréprias, O’Hagan (1991) propde o uso do método fator
de Bayes parcial e posteriormente O’Hagan (1995) propde o fator de Bayes fracional.

O fator de Bayes parcial foi originalmente proposto por Lempers (1971), e Spiegelhalter e
Smith (1982) também trabalham com a idéia de experimentos minimais com a finalidade de
eliminar o problema das constantes indefinidas.

O fator de Bayes fracional evita a arbitrariedade de escolha de uma sub amostra como
no caso do fator de Bayes intrinseco ou a necessidade de considerar todas as sub amostras
possiveis, eliminando também as constantes indefinidas arbitrarias que surgem a partir do uso
de distribuigoes a prior: impréprias.

4.1 Definicao de Fator de Bayes Fracional

Suponha novamente a existéncia de £ modelos, Hy Ho, ..., Hy, a serem comparados para os dados
disponiveis Y = (y1,y2, ..., yn) - O fator de Bayes neste caso é dado por

_pr(Y|H;) [ 7(0:) pr(Y]6:) dbs
Y pr(YIHy) [ (65)pr(Y]6;)do;

onde 6; e 0 sao os parametros dos modelos H; e Hj, respectivamente, com ¢, j = 1,..., k, pr (Y'[6;)
é a verossimilhanca sob o modelo H; e pr(Y|;) é a verossimilhanga sob o modelo H;, 7 (6;) e
7 (0;) sao as distribuicées a priori dos pardmetros 6; e 6, respectivamente.

Suponha que 7 (6;) e 7 (0;) sao distribuicdes a priori impréprias, ou seja,

parai,j=1,... k,

T (QZ) X g; (QZ), onde /gi (GZ) d@,‘ — 00,
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7 (0;) o< g; (6;), onde /gj (0;)do; — oo.

Entao, 7 (6;) = cigi (0;) e m(0;) = ¢;g; (0;) onde ¢; e ¢;,1,5 = 1,..., k, s@o constantes finitas
arbitrarias e indefinidas. Assim, o fator de Bayes é dado por

_ cifm(0:)pr(Y]0:)db;
Yo [ () pr(Y1]6;)db;’

e o seu célculo depende das constantes finitas indefinidas ¢; e ¢;.

Uma solucao para eliminar esta dependéncia consiste em dividir a amostra completa, Y,
em duas sub amostras x e z, onde = é a amostra de treinamento ({raining sample) e z sdo as
observacoes restantes. A amostra de treinamento, x, é utilizada para obter a distribuicao a
posteriori, pr (0;|x) , a qual é utilizada como distribuigao a priori para o restante dos dados, z.

A distribuicdo a posteriori obtida a partir da amostra de treinamento é dada pela equacao

_ pr(x]0:) 7 (6:)
pr (i) = Tl (4.1)

Portanto, o fator de Bayes para o restante dos dados é dado por

B, — Jpr(#l0i2) pr (i) db;
T [pr (2105, 2) pr(0;]z) b’

A equacgao (4.2) é referida por O’Hagan como fator de Bayes parcial, pois é baseada em
apenas uma parte dos dados. O fator de Bayes parcial corresponde ao fator de Bayes intrinseco
de Berger e Pericchi (1996) , a diferenca entre eles é que o fator de Bayes intrinseco é baseado
em uma amostra minimal enquanto que o fator de Bayes parcial nao possui esta exigéncia.

Para evitar a arbitrariedade de escolher um particular x, ou simplesmente considerar todos
os subconjuntos possiveis de amostras de treinamento, O’Hagan (1995) propoe o fator de Bayes
fracional. Este método consiste em tomar um b, tal que b = m/n, onde m é o tamanho da
amostra de treinamento e n é o tamanho da amostra completa. Observe que b sempre é um
nimero entre zero e 1, pois m é sempre menor que n.

O fator de Bayes fracional é definido como

parai,j =1,..., k. (4.2)

o _ pr(Y,0lHi)
v pr (Y0l Hy)
onde
pr (Y, 0| H;) = Lpr (Y‘ei)z(gi)dgi , parai=1,..k
JApr (Y10:)}" 7 () db;
e
pr(Y,b|H;) = Jpr (Y16;) 7 (6;) db); para j = 1,..., k.

[ {or (Y10, (0;) d6;

Se 7 (0;) e m(6;) sdo distribuigbes a priori impréprias, entao segue que

pr (Y, b|H;) = Jpr (Y|0i)iigi (6:) do; 7
JApr (Y16:)} cigi (0:) do;
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_ _Jpr (Y185) ¢;95 (6;) db;

JApr (Y16:)}° c;95 (6;) do;”
e como as constantes arbitrdrias ¢; e ¢; nao dependem respectivamente de 0; e 6;, estas se
cancelam evitando que o cédlculo do fator de Bayes seja indefinido.

Quando elevamos a fungao pr (Y|#;) ao expoente b, estamos considerando apenas uma fragao
em relacdo a esta funcao. Esta fragdo é definida de acordo com o tamanho da amostra de
treinamento, m, e o tamanho da amostra total, n. Considere, por exemplo, n = 100 e m = 30.
A fungao pr (Y6;), entao é elevada ao expoente 0,3, ou seja, 0,3 é a fracao utilizada da fungao
pr(Y6;), para a obtencao da densidade a priori prépria. Deste modo, 0,7 é a fragao utilizada
das observagoes para calcular o fator de Bayes fracional.

Para obter o célculo de B?. sdo necessarias aproximacoes através de métodos assintéticos ou

ij
computacionais vistos no capitulo 2, secao 2.3.

pr (Y, b|Hj)

31



Capitulo 5

Mistura de Distribuicoes Binomiais

Os modelos Bayesianos, baseados em misturas de distribui¢oes, formam uma classe de modelos
estatisticos que sao aplicados quando as observagoes podem vir de mais que uma distribuicao.
Este tipo de modelagem estd sendo utilizada em diversas dreas, especialmente devido a for-
mulacao de novos algoritmos computacionais e pela forma natural de interpretar as diferentes
situacoes em que o experimento é realizado.

Considerando uma amostra de tamanho n de uma varidvel aleatéria, Y = (Y1, Ys,...,Y,), e
supondo que esta amostra é obtida de uma populagao formada por k sub-populagoes (compo-
nentes), com densidades f(yi|p;),j = 1, ..., k, o modelo com mistura é definido por

pr(yilv: p) Z’y] (vilpj),i=1,. (5.1)

onde f(yi|pj) é a j-ésima distribuigao binomial, 1 < j < k, e o vetor p =(p1,p2, ..., pr) é desco-

nhecido. Cada densidade f(y;|p;) é ponderada por uma proporc¢ao ou componente desconhecida
k
» V4, com 0 < ; <1, sujeito a restrigao > 7, = 1. Uma defini¢do do modelo com mistura pode
j=1
ser encontrada em Diebolt e Robert (1994).

A verossimilhanca dos parametros (p,-y), pode ser construida através do modelo (5.1). As-
sim,

n

L(v,ply) = [[pr (wilp,7) HZ% (ilpy)- (5.2)

=1 =1 j5=1

Existem trés pontos importantes definindo os parametros de interesse. O primeiro ponto
diz respeito & modelagem dos dados, é a definigdo do nimero de componentes da mistura, k.
Estes parametros podem ser identificados por uma densidade a priori de acordo com a ocasiao.
Quando o nimero de componentes k é desconhecido, o espaco paramétrico tem dimensionalidade
infinita, nestes casos outros métodos devem ser utilizados.

O segundo ponto estd relacionado a estimagao dos parametros das componentes 1 Yo Vg-+-s Vgs
e dos pardmetros p1, p2, ps3, ..., P- Ha a necessidade de desenvolver um algoritmo computacional
para a estimacao de tais parametros.

O terceiro ponto é a questao da classificacdo, isto é, a determinagéao do componente para o
qual cada y;,7 = 1,2,...n pertence. Esta classificacao é explicada por Diebolt e Robert como
uma estrutura “escondida” ou “oculta” do modelo que pode ser vista como “dados perdidos”,
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ou seja, cada observagao é associada com um indicador nao-observado do componente pelo qual
¢é originada.

Os objetivos sao obter informagoes sobre p baseando-se na amostra Y7, Y3, ..., Y,,, e classificar
cada observacao como pertencendo a cada uma das k componentes.

Dempster et al.(1977) afirmam que um modelo com mistura pode ser escrito em termos

destes “dados perdidos”. Isto é possivel introduzindo uma varidvel Z; com dimensionalidade k,
k
indicando a componente do modelo da qual a observagao y; ¢ proveniente, tal que > Z;; =1e
j=1

7 { 1, se a observagao y;é gerada pela componente 7 do modelo, e (5.3)
K 0, caso contrério. :
A introducao desta varidvel latente simplifica a fungdo de verossimilhanca e por consequéncia
a distribuicao a posteriori.
Conforme Diebolt e Robert (1994) a distribuicdo de probabilidade conjunta dos dados ou
fungao de verossimilhanga, considerando Y e Z independentes, pode ser escrita como

L(p,7ly.2z) = pr(y.zlp,7) H H{vj (yilpj)}? (5.4)

i=17=1
O interesse agora é verificar a que distribuicao de probabilidade a varidvel aleatéria Y; é
proveniente, através de Z;. Uma maneira de identificar a origem de Z; é através do método iter-
ativo conhecido como algoritmo EM (ver Celeux e Diebolt (1985/1992)). Este método substitui
(m)

cada Z;; pela sua média @;; , assim,

m m v (fwilps))
o = pr(2" =1lp,7,Y) = - -
Py A" (F ilpy)) o)

: (5.5)

onde m indica a iteragao atual e %(m) e (f(yilpj))™ sio as avaliagdes dos parametros, ou seja,

ZZ‘ ~ Multinomial(l; i1y Oy v uny aik) (§ Z (Zlk‘y sz, veey sz) .

Novas estimativas de maxima verossimilhanca sao entao derivadas dos dados pseudo com-
pletados (yi,Zi(m)>

Com o intuito de evitar defeitos do método EM, Celeux e Diebolt (1985/1992) intoduziram
uma versao estocdstica chamada SEM. Ao invés de estimar os dados ampliados, os autores
simulam os Z;’s da distribui¢ao condicional, ou seja, da distribuigao Multinomial com os pesos
dados em (5.5).

Uma alternativa para estimar os pardmetros desconhecidos em questao é simular p e Z
através de suas distribuicoes a posteriori condicionais utilizando os métodos MCMC, Gibbs
Sampling ou Metropolis-Hasting.

Pelo algoritmo Gibbs Sampling, esta distribuigdo estaciondria é atingida através de simulagoes
sucessivas das densidades condicionais das componentes.

Pelo algoritmo Metropolis-Hastings esta distribuicao é atingida simulando de uma distribui¢ao
proposta conveniente, aceitando o valor proposto com uma probabilidade definida.

A implementacao dos algoritmos MCMC sao bastante tteis para a estimagdo com modelos
de mistura, estabelecendo uma aproximagao precisa.

O procedimento utilizado para simular os parametros de interesse serd o algoritmo Gibbs
Sampling descrito na se¢ao a seguir
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5.1 Algoritmo Gibbs Sampling

O algoritmo Gibbs Sampling foi proposto inicialmente por Geman e Geman (1984) no contexto de
restauracao de imagens. Mas foi Gelfand e Smith (1990) que completaram o seu desenvolvimento
para utilizacdo em inferéncia Bayesiana.

Este método consiste em um esquema markoviano de atualizagao, que permite a obtencao
de amostras de uma distribuicdo conjunta através de amostragens iterativas das distribuigoes

condicionais.

O grande interesse por este método é devido & sua simplicidade conceitual e facilidade de
implementacao.

Suponha que a densidade a posteriori de interesse é pr(0|y), onde y = (y1,¥2, ..., Yn) repre-
senta os dados e 8 =(01,0s, ...,0;) o vetor de parametros.

Considere que as densidades condicionais completas estao disponiveis e sdo dadas por

pr(fily, 0(—)), parai=1,2,..k,
onde '9(—z) = (491, ceey e(i—l)v 9(i+1), ceey Q(k)) .

O algoritmo Gibbs Sampling, fornece uma forma de geracao baseada em sucessivas geragoes
das distribuicoes condicionais completas. Este algoritmo pode ser descrito como,
i) Escolha valores iniciais para os parametros

de forma que pr (0(0)) > 0.
i) Obtenha um novo valor Y = (99), ...,49,(3)) a partir de #U~1) através de sucessivas
geracoes de valores 0? ), ng )..., 49,(3 ) das distribuigoes
pr(01ly, 097,057, 007V,

pr(Baly, 690,097 .. 997D,

pr(0k|y7 egj)a 0:8,])7 ey 9]9,)1)

A repeticao de (i7) um grande nimero de vezes produz uma amostra de 6.

A medida que o nimero de iteragdes aumenta a distribuicéo da cadeia, gerada pelo algoritmo
Gibbs Sampling, se aproxima de sua distribuicdo de equilibrio, ou seja, sob condi¢oes gerais

de regularidade, quando n — oo temos que pr(@ﬁn),égn), ...,0,(:)) tende para pr(61, 02, ...,0k).

_ n .
Uma conseqiiéncia importante deste resultado é que as médias ergddicas, f, = % Soof (0(3)),
j=1

convergem quase certamente para E[f(0)] quando n — co.

Se a indicagao de convergéncia é obtida na iteragao n, m iteragoes apds as n iniciais repre-
sentam uma amostra da cadeia em equilibrio, ou seja, uma amostra aleatéria de tamanho m de
pr(6ly).
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5.1.1 Algoritmo Gibbs Sampling com amostra ampliada

Nesta secao, introduzimos o algoritmo Gibbs Sampling para amostra ampliada como proposto
por Diebolt e Robert (1994), com o objetivo de obter estimativas para os parametros descon-

hecidos.
Uma aproximagao para as distribui¢oes marginais a posteriori é dada a partir de um valor ini-

cial para os subvetores, (pgm), pgm) . pl(m)> , onde [ representa o niimero de pardmetros descon-

hecidos a serem estimados, com [ < k. Deste modo, inicializando com valores (pg ), péo), e pl(o)) ,

o algoritmo na etapa m é dado por
i) Gere Zi(m) ~ Multinomial(l,ozgm)),i =1,...,n; onde ozz(m) = (az(;n), e f,@) e

(m) _ Vﬁ-m)( (yi|pj))(m)

Y T T
Z f(yilpy))m
]:
i1) Na etapa m + 1, gere
+1
"~ pr (pllyi,zfm),pém), ---,pl(m)) ;
+1 +1 +1
pl(m ) ~ pr (pl|yla Z; )apgm )a"'apl(inl )> .
Observe que o vetor (p(mﬂ),pgmﬂ), v pl(mﬂ)) é gerado pelas suas respectivas distribuicoes

condicionais. O principal objetivo da implementacao do algoritmo Gibbs Sampling é a con-
vergéncia para as distribui¢oes marginais de cada pardmetro desconhecido a ser estimado.

5.1.2 Algoritmo Gibbs Sampling para mistura de distribuigoes binomiais

Desenvolvendo a expressao em (5.4) e substituindo f (y;|p;) pelo modelo binomial de & componen-
tes, segue que

L (v,ply,z) HH{% (yilps) } 7"

i=17=1

x H [71 (p)" (1 —pl)(ni_m} Z“ {72 (p2)"" (1 — po)™ ) Zi2
=1
[’Yk (p)" (1 - pk)("i_yi)} Zik

n

— H [’leﬂ (p1) 7 (1 - pl)(m_mzﬂ} [’Yzziz (p2) 72 (1 - p2)(m—Yi)Zi2]
=1
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(pk)YiZik (1 _ pk)(nz‘*Yi)Zik )

Aplicando o produtério, obtemos a fungao de verossimilhanca baseada em dados ampliados com
k componentes dada por
Z Zil E ZiZ E Z'Lk Xn: YLZ’LI Z(nz ’L) 71
L(v,ply,z) =717 v on 0 ()= (1—p1)i= :

i YiZi2 i (ni—Y3i)Z;2 i YiZix i (ni—Y3)Zsx,
P (1= o) P (L= )
i Zij [k -7 i (ni=Yi)Zij
=11+ Ile™a-p)= - (5.6)
j=1 j=1

A densidade a priori de v e p, sugerida de acordo com (5.6) e a densidade a posteriori
conjunta para (v, p) serao dadas a seguir.

Densidade a priori para v e p

Dados 3; > 0, assumimos que a densidade a prior: de =, v= (Y1525 -+ Vi) , € uma distribuigao
Dirichlet com pardmetros 3;, dada por

I'(By+ B+ .. +Bk H

T (5) - s ’ 57)

@ (7|617627 7/6k‘)

k
onde v; >0, j=1,2,..,k e > v; =1. A distribui¢ao de Dirichlet ¢ uma generalizacao de uma
j=1
distribuigao Beta (31, 53) -
Para p, a densidade a priori assumida é uma distribuigao Beta com parametros (a,b), com

a e b conhecidos, entao
M T (a4 b)) a1
m(pla,b) =[] ToTar (- pi) ", (5.8)

onde 0 <p; <1,7=1,.. k.
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Densidade a posteriori para (v, p)

A densidade a posteriori de (7,p) é obtida multiplicando a verossimilhanca de (v, p) pelas
distribuigoes a priori de v e de p, com v e p independentes e dividindo pela constante de

normalizagao [ L (v, ply)® (v|B1, Bas -, Bi) T (Pla, b) dyp, isto &

(’Yap|Y) (7|617627"'76k)7r(p|a’b)
Pr O PY) = T o) 7 (1181 Ba: s Be) = (Plas ) d9D

ou
pr (77 p‘y) o L (77 p|Y) Q (7‘617 627 (3} Bk) Q (p|a’7 b) .

A verossimilhancga de (v, p), denotada por L (v, ply) conforme a equagao (5.2), é dada por

L(v,ply) = H Z’y] (yilp)).

1=175=1

e (5.7) e (5.8), segue que

T (B + B+t 81) (17 (55—
pr (7. ply) = HlZ;7 wiles) r(wll)r(%z)..r(ﬁf)) ]Hl'”(‘ﬁ !

k

(Zj +b H j*l

=1

TS S 6 ) Ty byt
1D vifwlen| (T Py (L—py)" .

i=1j=1 j=1 j=1
Com o intuito de simplificar o cédlculo da distribuicao a posteriori, é introduzida em uma

varidvel latente Z, vista na se¢do 5.1, dada por (5.3).
Assim, de acordo com a verossimilhanga dada por (5.4), a densidade a posteriori de (v, p)

baseada em dados ampliados, com ~ e p independentes a priori, é

k k
Zis Bi—1 ; bj—
r (v, ply,2) HH Vi f ilp) 7" vaj ) Py (1 —py)
i=1j=1 J=1 7j=1
[(n & . k (5,-1) k )
i i i— bi—
= |TTTI (57) fwite® | [ TT" py (1—py)"
| i=1j=1 j=1 =1
[ & i k k
=1 Bi—1 i—1 b—1
T T o™ | (TEA ) T 0
| J=1 i=1j=1 j=1 j=1
ko sz, k
i= B;—1 1 bi—
= I T H‘“ =) | TT #toi
=1 =1 i=1j=1



Logo,

k Z Zij+B;—

n k
pr (v, ply. 2) H'yj H S @ =) T £ wiles)

i=1 j=1

No caso de f(yi|p;) ser a distribui¢ao binomial, Bin(ni,pj), i = 1,...,n e j = 1,..., k, temos

k Z ZlJ+BJ_1

pT(’}’,p|y, O( H’%il H < 1 —Dj bilHH ]’Z” — )(nz Yi)Zsj

i=1j=1

oSS 2481 k koY Yizy, S (ni—Y3)Z ]
i= j—1 bj—1 i= ; i)
=]~ [Ty a=p)  [[p"  (1—p)=
7=1 7j=1 7j=1 i
k Z Zig+B;—1| |k aj+ 3 YiZij~1 bit+ > (ni—Y)Zij—1
H% p; —pj) = (5.9)
j=1

Distribuigoes condicionais

A distribuicao a posteriori condicional de ~; independente de p é

pr (’yj\p,y,z) o« Dirichlet (S1+ 81,52 + By, .., Sk + Br) , (5.10)

ondeS—ZZ,],z—l snej=1,.,k

A dlstrlbul(;ao a posteriori condicional de p; é dada por

pr(p;ly,y,z) x Beta <a] + ZYZZ], bj + Z -Y) Z,]> (5.11)

=1 =1

para, j = 1,..., k.
A distribuigdo a posteriori condicional de Z; é dada por

ZZ|Y777p ~ MUlt(l;Oéil,O(ig,..-,Olik), (512)
parai=1,...,mn,e j=1,..,k com «;; dada pela equagao
s = kvjf(yilpj) ‘ (513
Zl’Yj(f(yz‘\pj))
]:

O algoritmo para gerar amostras das distribuig¢oes a posteriori condicionais de v e p é dado
a seguir.
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Inicializando com valores (v(©), p(o)) , 0 algoritmo Gibbs Sampling no passo m, é
a) Gerar Zi(m) ~ Mult(1; ozgn),ozgn), ...,agl;n)), 1=1,...,n

oy il ™

3 'v(-m)(f(y'lp'))(m)'
=1 J R

<

b) Na etapa m + 1, gerar

’y(m+1)|yi,z£m) ~ Dirichlet (Z ZZ-(lm) + 5172Zgn) + Ba, ey ZZ}Z”) + /Bk> ,

=1 =1 =1

pg»m) s, zi(m) ~ Beta

n n
aj + > ViZ0 b+ 3 (s — Vi) 25
i=1 i=1
Apds a cadeia de Markov atingir a distribuicao de equilibrio, os vetores gerados podem
ser considerados aproximadamente como uma amostra das distribuicoes a posteriori de v e p,
respectivamente.
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Capitulo 6

Aplicacao

Neste capitulo utilizamos o fator de Bayes para verificar a adequabilidade de dois modelos a um
conjunto de dados com distribuicao binomial.

Um dos modelos considera que todas as varidveis binomiais tém a mesma probabilidade de
sucesso, enquanto que o segundo modelo considera que todas as binomiais apresenta probabili-
dades de sucesso distintas.

A metodologia de selecao de modelos via fator de Bayes é aplicada a dois conjunto de dados.

O primeiro conjunto é gerado artificialmente via computador. Como os pardmetros utilizados
na geracao sao conhecidos, esta aplicagdo nos permite avaliar a eficiéncia do fator de Bayes na
selecao dos modelos mais adequados, nas condi¢oes dos dados gerados.

O segundo conjunto de dados aos quais aplicamos o fator de Bayes para selecionar o modelos
mais adequado é um conjunto de dados reais. Estes dados sao relativos ao desempenho de um
jogador de basquete. As informagoes que dispomos sdo o nimero de arremessos realizados e o
numero de conversoes em uma sequéncia de 380 jogos. Sao portanto uma sequéncia de binomiais.
Neste caso, estamos interessados em verificar se a probabilidade de acertar um arremesso é
constante durante toda a sequéncia de jogos ou se temos uma probabilidade diferente a cada
jogo.

No préximo capitulo aplicamos ao mesmo conjunto de dados uma abordagem intermedidria,
permitindo que ocorra uma mistura de binomiais.

6.1 Simulagao com dados gerados

Nesta se¢ao, propomos um exemplo com dados simulados para ilustrar a aplicacao de algumas
metodologias apresentadas nos capitulos anteriores.

Inicialmente estamos interessados em selecionar um entre dois modelos. No primeiro modelo,
supomos a igualdade das probabilidades. No segundo modelo, supomos que as probabilidades
sdo todas diferentes.

Estes dados simulam 90 observagoes geradas de distribuicoes binomiais com paradmetros
(ni,pi), i =1,...,90, de forma que n; = 100 e p; é tal que

i:{ 0,5 parai=1,...,30 e i =61, ..., 90; (6.1)

q=0,4,...,0,6 para ¢z = 31, ..., 60,

variando de 0,1 em O, 1.
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Em nossa estratégia de simulagao, mantemos p;, ¢ = 1, ...,30, ¢ = 61, ...,90 e n; constantes e
variamos o valor de p; = ¢, ¢ = 31, ..., 60. Partimos da condicao de igualdade das probabilidades,
q=pi,i=1,...,90, e variamos g de forma a afastd-los da condi¢ao de igualdade.

A geracao dos dados e a estimacao dos modelos sao realizadas utilizando o programa R.

6.1.1 Descricao dos modelos

Nesta aplicagao, utilizamos dois modelos, My e M;. No modelo My temos y; com distribuicao
binomial com pardmetros (n;,p), y; ~ Bin(n;,p), representando os p;s iguais, p; = p;, para
i,7 = 1,...,90. No modelo M; temos y; com distribui¢do binomial com parametros (n;,p;),
yi ~ Bin (n;,p;), onde os p;s podem assumir valores diferentes.

A funcéo de verossimilhanga do modelo My é dada por

L (p|y7 naMO) = ?;1 |:< ZZ )pyl(l — p)nzyz}

onde n = (N1, ..., Np), ¥ = (Y1, --s Ym) € m = 90.
A funcéo de verossimilhanga para o modelo M7 é dada por

m g i n;—y;
Lplynan) =1ty | ()= pyo]. 63)
onde p = (p1, ..., Pm) -

6.1.2 Abordagem Bayesiana

Nesta se¢ao, apresentamos uma abordagem Bayesiana.

Densidade a priori

A densidade a priori para p, do modelo My, é uma distribui¢do beta com parametros (ay, bp),
p ~ Beta(ag,by). Assim

I(ag +bo) ( a9-1 bo—1
Wp:—(po 1—p)° ) 6.4
®) = Nagriey PP (04
As densidades a priori para p;, ¢ = 1,...,m, no modelo M, sdo distribuicbes beta com
parame-tros (a1, b1), p; ~ Beta(ay,b;) independentes, portanto a densidade conjunta é dada

por

n(p) =TI, (%p?lu pi>bl—1) . (6.5)

Para as simulagoes iniciais, utilizamos ag = by = a1 = by = 1, ou seja,

p,pi ~U(0,1), parai=1,...,m.
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Densidade a posteriori

A densidade a posteriori para p, no modelo My, é dada por

Yi
oxX ngl yl(l _ p)Z:il(nryz)

prply,n,Mp) o T, < i )pzyily"(l — p)Zim ()

Portanto

ply, n,My ~ Beta( Zy, +1 Z —yi)+1). (6.6)

No modelo M, a densidade a posteriori para p; é dada por

m n; ; ni—yi
pr(ply,n,M1) oc IIZL K i )pi’ (1—p)™ yl}
oo Iy (Y (1 —pa)™¥).

Portanto

pily,n,My ~ Beta(y; + 1,n; — y; + 1), (6.7)

onde i =1,...,m.

6.1.3 Selecao de modelos

As amostras do modelo My sao geradas através da densidade a posteriori dada por (6.6). Para
a geragao de amostras do modelo M; utilizamos a densidade a posteriori dada por (6.7).

Para o calculo do fator de Bayes utilizamos uma aproximacao baseada em amostras dos
parame-tros geradas pelo algoritmo MCMC, utilizando como estimativa a média harmonica
dada pela equagao (2.17), no capitulo 2

Na Figura 1 é possivel verificar através do gréfico que & medida que o valor de ¢ se aproxima
de 0,5 o resultado do fator de Bayes favorece este modelo. Os valores de ¢ variam de 0,4 a 0, 6.
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Figura 1: Gréfico de F'B (Bo1) versus q

Os resultados da simulacao sao apresentados na Tabela 3. Como pode ser observado nas
colunas 1 a 2 da tabela, mantivemos a probabilidade de sucesso, da distribuicao binomial,
constante para p; =0,5,¢1=1,...,30e ¢ =61,...,90, , e variamos ¢ de 0,4 a 0, 6, ou seja, ¢ = p;,
i1 =31,...,60.

Na terceira coluna, apresentamos os valores do fator de Bayes obtido via aproximacao pelo
método MCMC. Os valores de p e p = (p1, ..., pgo) foram gerados das distribuigoes a posteriori
dadas pelas equagoes (6.6) e (6.7). O numero de repeti¢oes de simulagao, para obtengao do fator
de Bayes, é 2000.
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Tabela 3: Valores de By

pz‘,i = 1,...30; ] 261,...,90 Di= q,i = 31,...,60 B()1 2log (Bﬂl> Modelo
0,5 0,4 1,74 x 10710 | —44,94 M,
0,5 0,41 4,17 x 1076 —24,77 M,
0,5 0,42 1,15 x 1073 | —13,54 M,
0,5 0,43 2,32 1,68 M,
0,5 0,44 3,77 x 10° 16,47 M,
0,5 0,45 2,79 x 10° 25,08 M,
0,5 0,46 8,3610° 27,27 M,
0,5 0,47 2,80 x 107 34, 30 M,
0,5 0,48 1,06 x 107 41,58 M,
0,5 0,49 2,40 x 10° 43,20 M,
0,5 0,5 4,46 x 10° 49,04 My
0,5 0,51 1,75 x 107 42,56 M,
0,5 0,52 1,37 x 107 42,08 M,
0,5 0,53 1,63 x 107 33,21 My
0,5 0,54 4,29 x 10° 25,94 M,
0,5 0,55 4,55 x 10° 26, 06 M,
0,5 0,56 6,64 x 103 17,60 M,
0,5 0,57 4,47 2,99 M,
0,5 0,58 2,39 x 1073 —12,07 M,
0,5 0,59 9,28 x 1076 —23,17 M,
0,5 0,6 4,82 x 10712 |  —52,12 M,

Na quarta coluna da tabela estd o critério de Kass e Raftery (1995) para comparacao de
modelos, apresentado na Tabela 2, no capitulo 2. Como podemos observar, para ¢ < 0,43 ou

g > 0,57, a evidéncia é forte em favor do modelo M, como esperado (p;s diferentes).

O modelo selecionado é apresentado na quinta coluna da tabela. Observe que para g préximo
de 0,5 o modelo selecionado é My. A medida que o fator de Bayes se afasta de 0,5 o modelo

selecionado é M7, como esperado.
A seguir, apresentamos o grifico de g versus 2log (Bp1) > 0,
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Figura 2: Gréfico de g versus 2log (Bo1)

O grafico da Figura 1 mostra a relacao entre g e o fator de Bayes, (Bp1). O grafico da Figura
2 mostra a relagao entre ¢ e duas vezes o logaritmo do fator de Bayes, 2log (Bp1). Neste caso
os valores de 2log (Bp1) < 0 indicam o modelo M; e os valores positivos de 2log (Bp1) indicam
o modelo Mj.

6.1.4 Conclusao

As simulagbes acima mostram o comportamento do fator de Bayes em condigGes onde os valores
simulados para os parametros se afastam do modelo My e gradativamente refor¢a as condig¢oes
do modelo M. Observando os resultados, mostramos que quanto mais préximo o valor de ¢
estiver de 0, 5, o fator de Bayes previlegia o modelo My, que representa as probabilidades iguais.
A medida que ¢ se afasta de 0,5, a evidéncia em favor de My enfraquece e a evidéncia em favor
de M se fortalece, como é esperado para os modelos em questao.

6.2 Aplicacao: Jogos de basquete

Nesta secao, fazemos uma aplicacdo de selecdo de modelos com dados reais. Analisamos a
performance de um jogador de basquete buscando verificar se a probabilidade de acerto dos
arremessos permanece constante ou se a mesma varia no tempo.

O objetivo desta andlise é verificar se, durante o periodo de observagao, a probabilidade de
acertos é constante ou se existe variacao na probabilidade de acerto de jogo para jogo. Esta
aplicacao é uma reandlise de um conjunto de dados previamente analisado por Kass e Hsiao
(1994) .

O fator de Bayes é utilizado como ferramenta para a selecdo de modelos.
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Posteriormente, o fator de Bayes é utilizado para determinar o nimero de componentes em
um modelo com mistura.

6.2.1 Descricao dos dados

Os dados foram coletados, jogo pés jogo, e referem-se ao aproveitamento do jogador Vinnie
Johnson. Estes dados estao disponiveis no site http://lib.stat.cmu.edu/datasets/Vinnie.Johnson.

O periodo referente aos jogos é de 1985 a 1989.

Em um total de m jogos sao considerados, em cada jogo, o total de arremessos, denotado
por n;, i = 1,...,m, e o nimero de acertos (conversoes), denotado por y;, i = 1, ..., m.

A modelagem utilizada é a mesma apresentada na segao 6.1.2.

A Figura 3 apresenta o gréfico da proporc¢ao de acertos, p; , i = 1, ..., 380, versus a sequéncia
das observacoes. Estas proporgoes sao obtidas a partir da sequéncia de pares de observagoes

(ni,yi), onde n; denota o nimero total de arremessos, y; denota o nimero de acertos e p; = %
1

0.8

proporgao
0.4

| | | |
0 100 200 300

sequencia

Figura 3: Gréfico de proporgoes versus 380 observacoes

6.2.2 Discussao

A aplicagao do fator de Bayes para a sele¢ao entre os modelos My e M7 apresentou forte evidéncia
em favor de My, 2log (Bo1) = 431, para 2000 simulagoes, na aproximagao via MCMC.

Este resultado leva a mesma conclusao de Kass e Raftery (1995). A escala de valores dos
dois resultados, dos autores e os obtidos aqui, sao totalmente diferentes. Esta diferenca pode ser
em parte explicada pela transformacao utilizada por Kass e Raftery, embora este tipo de andlise
apresenta problemas de instabilidade numérica.
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Capitulo 7

Simulacao: Modelos com Mistura

Neste capitulo o fator de Bayes é utilizado para selecao de um entre k modelos. Os modelos
candidatos sao modelos com misturas e as diferencas entre os modelos comparados estao no
nimero de componentes utilizados na mistura, com 1,2, ..., k componentes.

O primeiro modelo considera todas as varidveis binomiais com a mesma probabilidade de
sucesso. Os demais modelos consideram que as varidveis binomiais tém probabilidades distintas,
permitindo o uso de modelos com mistura de distribui¢oes binomiais.

Utilizamos trés conjuntos de dados para a aplicacao do fator de Bayes. Esses conjuntos de
dados sao gerados através de simulagdo. A aplicagao neste caso nos permite avaliar a precisao
do fator de Bayes na identificacao do nimero de componentes nos modelos com mistura, fazendo
comparacoes de dois em dois modelos, incluindo o modelo que considera todas as probabilidades
de sucesso iguais, e a probabilidade a posterior: para cada modelo.

7.1 Descricao dos dados

Os dados gerados simulam o comportamento de distribui¢oes binomiais. A geracao dos dados é
semelhante a aplicagao do capitulo anterior.

Em nossa estratégia de simulacao utilizamos trés conjuntos de dados para averiguar a precisao
com que o fator Bayes identifica o modelo correto. Cada conjunto de dados consiste de 100
observagoes geradas a partir da mistura de distribui¢oes binomiais com parametros (n;,p;), de
forma que n; = 100 para ¢ = 1,...100 e as probabilidades p; = P para i = 1,...,50, P, para
1 =>51,...80 e P53 para ¢ = 81, ..., 100. Estes P’s sao dados de acordo com a Tabela 4.

Tabela 4: Valores de Py, P, P3

Conj. de Dados | P, P> Ps
1 0,2 0,5 0,8
2 0,3 0,5 0,7
3 0,4 0,5 0,6

O primeiro conjunto de dados é gerado a partir da mistura de distribui¢oes binomiais com
trés componentes com parametros (100;0,2), (100;0,5) e (100;0,8). Analogo ao primeiro, o
segundo e o terceiro conjunto de dados sdo gerados respectivamente a partir dos pardmetros
(100;0,3), (100;0,5), (100;0,7) e (100;0,4), (100;0,5), (100;0,6). Observe que inicialmente
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temos intervalos maiores entre as probabilidades no primeiro conjunto de dados e gradativamente
diminuimos este intervalo de forma que as probabilidades fiquem cada vez mais préximas. O
objetivo é identificar o limite em que o fator de Bayes identifica o nimero de componentes
verdadeiro.

A geragao dos dados e a estimagao dos modelos sao realizadas utilizando o programa R.

7.2 Descrigao dos modelos

Nesta aplicagao estamos interessados em selecionar um entre 4 modelos.

Os modelos utilizados sao, My, Ms, M3 e My. No modelo M; temos y; com distribuicao
binomial com parametros (n;,p), ou seja, um modelo sem mistura ou com uma componente,
no modelo Ms temos mistura de distribuicoes binomiais com 2 componentes, no modelo M3
temos mistura de distribuicoes binomiais com 3 componentes e no modelo M, temos mistura
de distribuicoes binomiais com 4 componentes. Cada M; contempla um modelo de mistura

k
com j componentes, de forma que, y; ~ > ’ijin (ns,p;) onde 0 < v; < 1, sujeito a restrigao
j=1

k
> =1
j=1

A fungao de verossimilhanca referente ao modelo M; é dada pela equagao (6.2), onde n =
(n1yeesnm), Y = (Y1, -, Ym) € m = 100, vista no capitulo 6.

As funcoes de verossimilhanca baseadas em modelos de mistura de distribuicées binomiais
sao dadas pela equagao (5.2), vista no capitulo 5.

Generalizando para o modelo M temos k probabilidades de sucesso diferentes p1, ..., pi,
k > 1, entao a fungao de verossimilhanga do modelo M}, é dada por

100 %
T, . g
L(p17p27”'7pk7717727'”77]<;|Y7n7Mk) - HZV] < yl >p:ljh(1 _p])nl yl7
i=1 j=1 !

onde 7vy,73, ...,V Sa0 as k ponderagoes do modelo.

Como vimos no capitulo 5, ndo sabemos a qual componente a observacao y; pertence. De
acordo com Dempster et al (1977), podemos reescrever o modelo com mistura introduzindo uma
variavel Z; indicando a procedéncia de y;, denotada por (5.3) no capitulo 5.

7. { 1, se a observacao y;é gerada pela componente j do modelo, e

1 0, caso contréario.

A introducao desta varidvel simplifica a funcdo de verossimilhanca e conseqiientemente a
densidade a posteriori. Assim, a funcido de verossimilhanca para M; baseada em varidveis
latentes de acordo com a equagao (5.4) é dada por

100 & Zi;
T, ) s
L(p17p2a"'apk7717’y27"'77k|Ya nka) = HH{’Y] < yl )pgl(lpj)nl yl} :
i=1j=1 '

Utilizamos estimadores bayesianos para os parametros obtidos através do método MCMC.
Para gerar amostras de Z; utilizamos o algoritmo Gibbs Sampling visto no capitulo 5, se¢ao
5.1.2.
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7.3 Abordagem Bayesiana

7.3.1 Densidades a prior:

A densidade a priori para p, do modelo M, é uma distribui¢do beta com parametros (a, bp),
p ~ Beta(agp, by), dada pela equagao (6.4), vista no capitulo 6.
A densidade a priori para v = (71,73, .-, 7) € uma distribuigdo Dirichlet dada por

k
7 (B, By B) = T[22, (7.1)
j=1

onde 3, > 0 sao os pardmetros da distribuigao Dirichlet, de acordo com (5.7), no capitulo 5.
A densidade a priori para cada p; de cada modelo M}, ¢ uma distribuicao Beta com paramet-
ros (a,b), com a e b conhecidos, dada por

7 (pla, b) H )it (7.2)

onde 0 < p; < 1, de acordo com (5.8), vista no capitulo 5.

7.3.2 Densidade a posteriori

A densidade a posteriori para p, relativa ao modelo Mi, é dada pela equagao (6.6), vista no
capitulo 6.

A densidade a posteriori conjunta para (v1,7Ya, ---s Vg, P1, P2, ---» Pk ) relativa ao modelo My, é
obtida da equacdo (5.9) conforme as densidades a priori de p; e 7, dadas respectivamente pelas
equagoes (5.7) e (5.8) e a fungao de verossimilhanca baseada em varidveis latentes dada pela
equacgao (5.4) no capitulo 5, assim

pr (Vla Y25 - Vs P1, P2, 7pk|Y7 n, Zka)
p 00 100 100
Z Zl] a]+2 YiZ i -1 bj+z(nz yi)Zij—l

x H’YJ H’YJ ) H pj = (I—pj) = ) . (7.3)

7.3.3 Densidades condicionais

A densidade a posteriori condicional de v do modelo M}, é dada por
pbr (’Y‘plap27 o PE Y, 1, Z7Mk) o Dirichlet (Sl + /817 SZ + 627 vy Sk + Bk) ) (74)

100
onde S; = > Z;;, 5 =1,...,k, de acordo com (5.10), no capitulo 5.
i=1

49



A distribuicao a posteriori condicional de p; ¢ dada por

100 100
pr (p,]h/lv Y25 Vi Yo 10, Zka) x Beta (aj + Zylzzjv b] + Z (nz - yl) ZZ]) 5 (75)
i=1 =1

para, j = 1,...,k, de acordo com (5.11), no capitulo 5.
A distribuigao a posteriori condicional de Z; é dada de acordo com (5.12), no capitulo 5, ou
seja
ZilY Y1, Vs ces VisP1s D25 -oes Pk ~ Mult (1; ) (7.6)

onde «o; = (@41, 2, ..., @) sdo os parametros da distribui¢do Multinomial, para ¢ = 1,...,100
com «;; dada pela equacdo (5.13), também no capitulo 5.

O algoritmo utilizado para gerar amostras das distribui¢oes a posteriori condicionais é o
Gibbs Sampling, visto no capitulo 5, se¢do 5.1.2.

7.4 Estudo de simulagao

Nesta secao realizamos o estudo de simulacao referente aos trés conjuntos de dados gerados.

7.4.1 1° conjunto de dados

Para o célculo do fator de Bayes utilizamos uma aproximagao baseada em amostras dos paramet-
ros gerados pelo algoritmo MCMC, utilizando novamente como estimativa a média harmoénica
dada pela equagao (2.17), no capitulo 2. O nimero de repeti¢oes de simulagao para obtengao
do fator de Bayes é 20000, com burn in de 1000 e com saltos de 10 em 10.

Inicialmente utilizamos para andlise o conjunto de dados gerados através de mistura de
distribuigbes binomiais com 3 componentes com parametros (100;0,2), (100;0,5) e (100;0,8).
Através da distribuigdo binomial com parametros (100;0,2) geramos 50 observagoes, através da
distribuigao binomial com parametros (100; 0, 5) geramos 30 observagoes e através da distribui¢ao
binomial (100;0,8) geramos 20 observagoes.

A figura 4 mostra o gréfico do conjunto de dados gerados.
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Figura 4: Dados gerados p = (0,2;0,5;0,8)
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Primeiramente ajustamos o primeiro conjunto de dados gerados utilizando o modelo com
distribuigao binomial com parametros (n;, p), admitindo que todas as probabilidades sao iguais.
Os resultados podem ser vistos através da Tabela 5. Na primeira coluna da tabela temos o
parametro estimado, ou seja, p que é a probabilidades da distribuicao binomial. Na segunda e
na terceira coluna da tabela temos a média e o desvio de p. Nas demais colunas temos os quantis
de p de 2,5%, 25%, 50%, 75% e 97, 5%, respectivamente.

Tabela 5: Resumo a posteriori de p

Parametro | Média | Desvio | 2,5% | 25% 50% 75% 97, 5%
P 0,4935 | 0,0156 | 0,4593 | 0,4767 | 0,4992 | 0,5020 | 0,5103

Através da Tabela 5 podemos observar que a média de p é de aproximadamente 0, 5.

O segundo modelo utilizado para o ajuste do primeiro conjunto de dados é o modelo com
mistura de distribui¢oes binomiais com dois componentes. Os resultados dessa simulagao podem
ser vistos através da Tabela 6. Na primeira coluna da tabela temos os pardmetros estimados,
ou seja, 71, Y9, que sao as ponderacoes atribuidas a cada componente da mistura e p1, p2 sao as
probabilidades de cada distribuigao binomial. Na segunda e na terceira coluna da tabela temos
as médias e os desvios desses pardmetros. Nas demais colunas temos os quantis dos parametros
de 2,5%, 25%, 50%, 75% e 97,5%, respectivamente.

Tabela 6: Resumos a posteriori dos parametros - dois componentes

Parametros Média Desvio  2,5% 25% 50% % 97,5%
Y1 0,4801961 0,01023 0,4608 0,4706 0,4804 0,4902 0,5000
Ya 0,5198039 0,01023 0,5000 0,5098 0,5196 0,5294 0,5392
P1 0,6156185 0,00830 0,5996 0,6099 0,6155 0,6211 0,6318
P2 0,2097455 0,00675 0,1967 0,2051 0,2098 0,2144 0,2228

Através da Tabela 6 podemos observar que a média de ambos o0s gamas permanece proxima
de 0,5. A média de p; permanece proxima de 0, 6 e de po permanece proxima de 0, 2, como estes
p’s foram estimados de acordo com os dados gerados pela mistura de distribui¢bes binomiais
com trés componentes com probabilidades 0,2; 0,5 e 0,8 entdo ps identificou a probabilidade
de uma componente da mistura 0,2 e p; permaneceu entre as probabilidades das outras duas
componentes, 0,5 e 0,8. Os resultados das estimativas nao foram satisfatérios devido ao ajuste
do modelo com mistura com dois componentes, visto que os dados foram gerados a partir do
modelo com mistura com trés componentes.

Nas Figuras 5 e 6 a seguir mostramos os grafico das iteragdes de p; e p2, respectivamente.
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Na Figuras 7 mostramos o grifico das estimativas das densidade de p; e na Figura 8
mostramos o grifico da densidade de ps.
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Figura 8: Densidade de ps

Nas Figuras 9 e 10 sao apresentados os gréficos das autocorrelagoes de p; e pa, respectiva-

mente.
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Apenas como ilustragao, mostramos a seguir os gréficos das densidades, iteragées e autocor-
relacoes referente aos gamas, considerando os mesmos para as demais simulagoes posteriores.
As Figuras 11 e 12 mostram os gréaficos das iteracoes de 7, e 75, respectivamente.
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Figura 11: Iteragoes de 7, Figura 12: Iteracoes de 7,

Nas Figuras 13 e 14 mostramos os graficos das estimativas das densidades de v, e 75, re-
spectivamente.
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As Figuras 15 e 16 mostram os gréaficos das autocorrelagoes de v, e 74, respectivamente.
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O terceiro modelo utilizado para o ajuste do primeiro conjunto de dados gerados é o modelo
com mistura de distribui¢oes binomiais com trés componentes. Podemos observar os resultados
da simulagao através da Tabela 7. Na primeira coluna da tabela temos os pardmetros estimados.
Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos respectivamente as médias e os desvios desses
pardmetros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos parametros.

Tabela 7: Resumo a posteriori dos parametros - trés componentes

Parametros | Média Desvio  2,5%  25% 50% 75% 97, 5%
" 0,2038 0,00116 0,2030 0,2030 0,2039 0,2039 0,2039
Yo 0,4951 0,00545 0,4951 0,4951 0,4951 0,4951 0,4951
Y3 0,3010 0,00128 0,301 0,301 0,301 0,301 0,301
P1 0,7841 0,00918 0,7664 0,7777 0,7840 0,7907 0,8021
P2 0,2020 0,00565 0,1907 0,1982 0,2022 0,2056 0,2136
P3 0,4887 0,00903 0,4708 0,4828 0,4887 0,4948 0,5061

Através da Tabela 7 observamos que a média de vy, se aproxima de 0,2, o 5 permanece
préximo de 0,5 e o 3 permanece préximo de 0, 3, ou seja, atribuiu pesos para cada componente
da mistura de acordo com o nimero de observacoes geradas por cada componente, satisfazendo
nossas expectativas. A média de p; permanece préxima de 0, 8, a média de pa permanece préxima
de 0, 2 e a média de ps permanece préxima de 0, 5, satisfazendo também nossas expectativas pois
estes p’s foram estimados através da mistura de distribui¢oes binomiais com trés componentes
com probabilidades 0,2, 0,8 e 0, 5.

Nas Figuras 17, 18 e 19 a seguir mostramos os gréficos das iteragoes de p1, p2 € p3, respecti-
vamente.
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Os graficos das densidades de pi1,p2 e ps sdo mostrados abaixo nas Figuras 20, 21 e 22,
respectivamente.
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A seguir mostramos os gréficos das autocorrelacées de p1, p2 e ps através das Figuras 23, 24

e 25.
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Figura 25: Autocorrelacao de ps3

O quarto modelo utilizado para o ajuste do primeiro conjunto de dados gerados ¢ o modelo
com mistura de distribui¢ées binomiais com quatro componentes. Os resultados da simulagao
sao vistos através da Tabela 8. Na primeira coluna da tabela temos os pardmetros estimados.
Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos respectivamente as médias e os desvios desses
pardmetros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos parametros.

Tabela 8: Resumo a posteriori dos parametros - quatro componentes

Parametros | Média  Desvio 2,5% 25% 50% 5% 97,5%
Y1 0,26203 0,14675 0,02885 0,16346 0,20192 0,38462 0,49038
Yo 0,31224 0,16302 0,02885 0,19231 0,29808 0,49038 0,49038
P~ 0,20580 0,11837 0,01923 0,11538 0,20192 0,29808 0, 49038
e 0,21983 0,11075 0,02835 0,13462 0,21154 0,29808 0, 49038
. 0,47970 0,24958 0,18646 0,20504 0,48598 0,77709 0,80454
D2 0,39261 0,25088 0,18519 0,20016 0,2091 0,72606 0,80448
P3 0,57022 0,223 0,1879  0,4740 0,5154 00,7824  0,8187
P4 0,51308 0,1832 0,1890 0,4736  0,4898 0,5536  0,8068
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Através da Tabela 8 podemos observar que a média dos gamas varia de 0,20589 a 0,31224
e nenhum gama se aproxima de 0,5, somente v; se aproxima de 0,2 e 5 se aproxima de 0, 3.
Ajustamos o modelo com mistura com quatro componentes aos dados gerados, e as estimativas
das ponderagoes para cada componente da mistura nao foram satisfatérias visto que os dados
foram gerados a partir do modelo com mistura com trés componentes.

Em relacao aos p’s, note que a média de nenhum p se aproxima de 0,2 e de 0,8, porém
temos que as médias de p; e de pg se aproximam de 0,5. Os resultados das estimativas nao
foram satisfatérios devido também ao ajuste do modelo com mistura com quatro componentes.

Nas Figuras 26, 27, 28 e 29 a seguir mostramos os gréficos das iteragoes de p1, p2, P3 € pa,
respectivamente.
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As Figuras 30, 31, 32 e 33 mostram os graficos das densidades de p1, p2, p3 € p4, respectiva-
mente.
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As Figuras 34, 35, 36 e 37 mostram os graficos das autocorrelagoes de p1, pa, p3 € pa,
respectivamente.
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7.4.2 2° conjunto de dados

O segundo conjunto de dados utilizado para andlise sao os dados gerados através de mistura de
distribui¢oes binomiais com 3 componentes com parametros (100;0,3), (100;0,5) e (100;0,7) .
Através da distribuigdo binomial com parametros (100; 0, 3) geramos 50 observagoes, através da
distribuigao binomial com parametros (100; 0, 5) geramos 30 observagoes e através da distribui¢ao
binomial (100;0,7) geramos 20 observagoes.

A Figura 38 mostra o gréfico deste conjunto de dados.
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Figura 38: Dados gerados p = (0, 3;0, 5;0,7)

Ajustamos o segundo conjunto de dados gerados utilizando o modelo com distribuigao bino-
mial com parametros (n;,p), admitindo que todas as probabilidades sao iguais. Os resultados
podem ser vistos através da Tabela 9. Na primeira coluna da tabela temos o pardmetro esti-
mado, ou seja, p. Na segunda e na terceira coluna da tabela temos a média e o desvio de p. Nas
demais colunas temos os quantis de p.
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Tabela 9: Resumo a posteriori de p

Parametro | Média | Desvio | 2,5% 25% 50% 5% | 97,5%
P 0,4992 | 0,0104 | 0,4785 | 0,4898 | 0,4995 | 0,5004 | 0,5019

Através da Tabela 9 podemos observar que a média de p se aproxima de 0, 5.

O segundo modelo utilizado para o ajuste do segundo conjunto de dados é o modelo com
mistura de distribui¢oes binomiais com dois componentes. Os resultados dessa simulagao podem
ser vistos através da Tabela 10. Na Tabela 6 temos na primeira coluna da tabela os pardmetros
estimados. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos as médias e os desvios desses
pardmetros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos parametros.

Tabela 10: Resumos a posteriori dos pardmetros - dois componentes

Parametros Média Desvio 2,5% 25% 50% 5%  97,5%
Y1 0,4051703 0,0196625 0,3627 0,3922 0,4118 0,4216 0,4412
Yo 0,5948297 0,0196625 00,5588 00,5784 0,5882 0,6078 0,6373
P1 0,6081627 0,0103533 0,5894 0,6009 0,6077 0,6148 0,6294
[ 0,3238457 0,0078999 0,3093 0,3182 0,3237 0,3289 0,3397

Através da Tabela 10 podemos observar que nenhuma média de gama se aproximou de 0, 5,
0,3 oude 0,2. Observe que a média de p; se aproxima de 0, 6 e a média de po se aproxima de 0, 3,
como estes p’s foram estimados de acordo com os dados gerados pela mistura de distribui¢ées
binomiais com trés componentes com probabilidades 0, 3; 0,5 e 0, 7 entao p2 se aproximou de 0, 3,
e p1 permaneceu entre as probabilidades das outras duas componentes, 0,5 e 0,7. Os resultados
das estimativas nao foram satisfatérios devido novamente ao ajuste do modelo com mistura com
dois componentes, visto que os dados foram gerados a partir do modelo com mistura com trés
componentes.

Nas Figuras 39 e 40 a seguir mostramos os gréficos das iteracoes de p; e ps, respectivamente.
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As Figuras 41 e 42 mostram os graficos das densidades de p; e ps, respectivamente.
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Os graficos das autocorrelagoes de p; e po sdo mostrados a seguir através das Figuras 43 e
44, respectivamente.
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Figura 43: Autocorrelacdo de py Figura 44: Autocorrelacao de po

O terceiro modelo utilizado para o ajuste do segundo conjunto de dados gerados é o modelo
com mistura de distribui¢oes binomiais com trés componentes. Podemos observar os resultados
da simulagdo através da Tabela 11. Andlogo & Tabela 7, novamente temos na primeira coluna
da tabela os parametros estimados. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos respec-
tivamente as médias e os desvios desses pardmetros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos
parametros.

Tabela 11: Resumo a posteriori dos parametros - trés componentes

Parametros | Média  Desvio  2,5% 25% 50% % 97,5%
Y1 0,20365 0,00917 0,1845 0,1942 0,2039 0,2136 0,2233
Yo 0,51383 0,01571 0,4854 0,5049 0,5146 0,5243 0,5437
Y3 0,28251 0,01652 0,2524 0,2718 10,2816 0,2913 0,3204
p1 0,70127 0,01118 0,6792 0,6940 0,7014 0,7084 0,7235
D2 0,30702 0,00689 0,2934 0,3024 0,3069 0,3118 0,3204
P3 0,49502 0,01228 0,4711 0,4868 0,4951 0,5036 0,5187
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Através da Tabela 11 observamos que 7, se aproxima de 0,2, v, se aproxima de 0,5 e 3
se aproxima de 0, 3, satisfazendo nossas expectativas, andlogo ao caso do primeiro conjunto de
dados ajustando-os ao modelo com mistura com trés componentes. A média de p; permanece
préxima de 0, 7, a média de ps permanece préxima de 0, 3 e a média de ps permanece préxima de
0, 5, satisfazendo também nossas expectativas pois estes p’s foram estimados através da mistura
de distribuicoes binomiais com trés componentes com probabilidades 0,3, 0,5 e 0, 7.

Nas Figuras 45, 46 e 47 a seguir mostramos os graficos das iteragdes de p1, ps e ps, respecti-
vamente.
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Nas Figuras 48, 49 e 50 mostramos os graficos referentes as densidades de p1, p2 e ps, respec-
tivamente.
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As autocorrelagoes de pi1,pe2 e ps sdo mostradas nas Figuras 51, 52 e 53, respectivamente.
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O quarto modelo utilizado para o ajuste do segundo conjunto de dados gerados é o modelo
com mistura de distribui¢es binomiais com quatro componentes. Os resultados da simulagao sao
vistos através da Tabela 12. Como na Tabela 8, novamente temos na primeira coluna da tabela
os parametros estimados. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos respectivamente as
médias e os desvios desses pardmetros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos pardmetros.

Tabela 12: Resumo a posteriori dos parametros - quatro componentes

Parametros | Média  Desvio 2,5% 25% 50% 5% 97,5%
Y1 0,2297 0,11607 0,02885 0,16346 0,21154 0,27885 0,50962
Yo 0,2560 0,14331 0,02885 0,16346 0,24038 0,31731 0,51923
Y3 0,2920 0,16233 0,02885 0,18269 0,25000 0,48077 0,51923
Ya 0,2222 0,10477 0,03846 0,18269 0,21154 0,26923 0,50000
p1 0,4993 0,15107 0,2878  0,3273 0,4939 0,6840 0,7209
P2 0,4614 0,15394 0,2829 0,3100 0,4793 0,5313 0,7184
P3 0,4445 0,17372 0,28580 0,30494 0,32219 0,68418 0,71952
P4 0,5365 0,14622 0,2914 0,4722 0,5050 0,6962 0,7221

Através da Tabela 12 podemos observar que a média dos gamas varia de 0,2222 a 0, 2920,
ou seja, as médias permaneceram entre 0,2 e 0,3 e nenhum gama se aproxima de 0,5, como
visto anteriormente pelos resultados das estimativas através da Tabela 8. Andlogo ao caso com
o primeiro conjunto de dados, ajustamos o modelo com mistura com quatro componentes aos
dados gerados, e as estimativas das ponderagoes para cada componente da mistura novamente
nao foram satisfatérias visto que os dados foram gerados a partir do modelo com mistura com
trés componentes.

Em relagao aos p’s, note que a média de nenhum p se aproxima de 0,3 e de 0,7, porém temos
que as médias que mais se aproximam de 0,5 é a média de p; e a média de ps. Os resultados
das estimativas nao foram satisfatérios devido também ao ajuste do modelo com mistura com
quatro componentes, exatamente como no caso das ponderagoes.

Nas Figuras 54, 55, 56 e 57 a seguir mostramos os gréaficos das iteragoes de p1, p2, p3 € p4,
respectivamente.
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As Figuras 58, 59, 60 e 61 mostram os graficos das densidades de p1, p2, ps € p4, respectiva-
mente.
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As Figuras 62, 63, 64 e 65 mostram os gréaficos das autocorrelacoes de p1, p2, p3 € p4,
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respectivamente.
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7.4.3 3° conjunto de dados

O terceiro conjunto de dados utilizado para analise sdo os dados gerados através de mistura de
distribuigbes binomiais com 3 componentes com parametros (100;0,4), (100;0,5) e (100;0,6) .
Através da distribuigdo binomial com parametros (100;0,4) geramos 50 observagoes, através da
distribuigao binomial com parametros (100; 0, 5) geramos 30 observagoes e através da distribui¢ao
binomial (100;0,6) geramos 20 observacoes. A Figura 66 mostra o gréfico deste conjunto de
dados.

100
I

80
1

- o ©
00° %,

40
o
8
950
D
8
@

20

100

Index

Figura 66: Dados gerados p = (0,4;0,5;0,6)

Ajustamos o terceiro conjunto de dados gerados utilizando o modelo com distribui¢ao bino-
mial com parametros (n;,p). Os resultados podem ser vistos através da Tabela 13. Na primeira
coluna da tabela temos o pardmetro estimado, ou seja, p. Na segunda e na terceira coluna da
tabela temos a média e o desvio de p. Nas demais colunas temos os quantis de p.

Tabela 13: Resumo a posteriori de p

Parametro

Média

Desvio

2,5%

25%

50%

75%

97,5%

p

0,5023

0,0129

0, 4879

0,4949

0,5036

0, 5048

0, 5060

Através da Tabela 13 podemos observar que a média de p também se aproxima de 0,5,
como estes dados foram gerados a partir de mistura de distribui¢oes binomiais com parametros
e cada componente da mistura com parametros 0,4, 0,5 e 0,6, se calcularmos a média destes
trés parametros o resultado é 0,5, como nos resultados dos ajustes com os dois conjuntos de
dados anteriores dados pelas Tabelas 5 e 6, assim a estimativa da média também se aproximou
da média dos pardmetros das componentes.

O segundo modelo utilizado no ajuste do terceiro conjunto de dados é o modelo com mistura
de distribuigdes binomiais com dois componentes. Os resultados dessa simulagdo podem ser
vistos através da Tabela 14. Andlogo a Tabela 10, novamente temos na primeira coluna da
tabela os pardmetros estimados. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos as médias
e os desvios desses pardmetros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos parametros.

67



Tabela 14: Resumos a posteriori dos pardmetros - dois componentes

Parametros | Média  Desvio  2,5% 25% 50% 5%  97,5%
o 0,33720 0,03860 0,2647 0,3137 0,3333 0,3627 0,4216
Yo 0,66279 0,03859 0,5784 0,6373 0,6667 0,6863 0,7353
p1 0,57608 0,01260 0,5520 0,5676 0,5761 0,5842 0,6007
P2 0,41712 0,00807 0,4009 0,4115 0,4172 0,4228 0,4326

Através da Tabela 14 podemos observar que as estimativas das médias dos gamas nao sao
satisfatérias devido ao ajuste ao modelo com mistura com dois componentes, como vimos an-
teriormente no caso do primeiro e do segundo conjunto de dados. Observe que a média de p;
permanece entre 0,5 e 0,6 e a média de py se aproxima de 0,4. Estes p’s foram estimados de
acordo com os dados gerados pela mistura de distribuicoes binomiais com trés componentes com
probabilidades 0,4, 0,5 e 0, 6, entdo, ndo podemos afirmar que p, identificou a probabilidade de
uma das componente da mistura, pois como visto antes, esta aproximacao pode ter ocorrido ao
acaso.

Nas Figuras 67 e 68 a seguir mostramos os gréficos das iteragoes de p; e ps, respectivamente.
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Figura 67: Tteracoes de p; Figura 68: Iteracoes de po

Nas Figuras 69 e 70, mostramos os graficos referente as densidades de p; e po, respectiva-
mente.
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Figura 69: Densidade de py Figura 70: Densidade de ps

Os gréficos referentes as autocorrelagbes de p; e p2 sdo mostrados nas Figuras 71 e 72,
respectivamente.
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O terceiro modelo utilizado para o ajuste do terceiro conjunto de dados gerados ¢ o modelo
com mistura de distribui¢oes binomiais com trés componentes. Podemos observar os resultados
da simulacao através da Tabela 15 Anédlogo a Tabela 11, novamente temos na primeira coluna
da tabela os parametros estimados. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos respec-
tivamente as médias e os desvios desses pardmetros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos
parametros.

Tabela 15: Resumo a posteriori dos pardmetros - trés componentes

Parametros | Média Desvio 2,5% 25% 50% %  97,5%
o 0,3756 0,160 10,0874 0,2528 0.3495 0.5267 0,6505
Yo 0,2992 0,1242 0,0874 0,2333 0,2815 0,3398 0,6019
Y3 0,3251 0,1540 0,0680 0,2134 0,2912 0,4369 0,6310
p1 0,4539 0,0798 0,3157 0,3956 0,4487 0,5722 0,6345
D2 0,5111 0,0962 0,3290 0,4027 0,5048 0,6245 0,7036
P3 0,4498 0,0905 0,3104 0,3714 0,4256 0,5012 0,5962

Note que com as médias dos p’s ocorre o mesmo. A média que se aproxima de uma das
probabilidades, 0,5, é a média de ps. As outras médias permanecem entre 0,4 e¢ 0,5 nao
satisfazendo nossas expectativas, visto que estamos ajustando a um modelo que possui o mesmo
nimero de componentes dos dados gerados.

Nas Figuras 73, 74 e 75 mostramos os graficos das iteragoes de p1, p2 € ps, respectivamente.
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As Figuras 76, 77 e 78 mostram os graficos das densidades de p1, p2 € ps3, respectivamente.
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Figura 78: Densidade de p3

Os grificos das autocorrelacoes de p1,ps e ps s@o mostrados nas Figuras 79, 80 e 81, respec-
tivamente.
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Figura 81: Autocorrelagao de ps

O quarto modelo utilizado para o ajuste do terceiro conjunto de dados gerados é o modelo
com mistura de distribuicoes binomiais com quatro componentes. Os resultados da simulacgao sao
vistos através da Tabela 16. Como na Tabela 12, novamente temos na primeira coluna da tabela
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os parametros estimados. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos respectivamente as
médias e os desvios desses pardmetros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos pardmetros.

Tabela 16: Resumo a posteriori dos pardmetros - quatro componentes

Parametros | Média Desvio 2,5% 25% 50% %  97,5%
Y1 0,2557 0,1294 0,0384 0,1538 0,2500 0,3557 0,5000
Yo 0,2527 0,1295 0,0288 0,1538 0,2500 0,3485 0,5096
s 0,2443 0,1284 10,0288 0,1442 10,2404 0,3365 0,4954
e 0,2472 00,1275 0,0288 0,1442 0,2404 0,3461 0,5000
™ 0,4891 0,0754 0,3725 0,4146 0,5001 0,5490 0,6178
D2 0,4944 0,0759 0,3781 0,4224 0,5055 0,5501 0,6202
P3 0,4834 0,0806 0,3716 0,4109 0,4889 0,5446 0,6248
P4 0,4856 0,0767 0,3727 0,4170 0,4919 0,5434 0,6199

Através da Tabela 16 podemos observar que a média dos gamas varia de 0, 2443 & 0, 2557, isto
é, todos as médias permanecem entre 0,2 e 0,3, e assim nenhuma média de gama se aproxima
de 0,5,0,2 ou de 0,3. Todas as médias dos p’s se aproximam de 0,5. Novamente como no caso
anterior, a geracao dos dados é realizada com probabilidades muito préximas, e assim nao é pos-
sivel identificar a qual componente pertence cada observacao. Os resultados das estimativas nao
foram satisfatérios devido também ao ajuste do modelo com mistura com quatro componentes,
visto que os dados sao gerados de um modelo com trés componentes.

Nas Figuras 82, 83, 84 e 85 a seguir mostramos os gréaficos das iteragoes de pi, p2, p3 € p4,

respectivamente.
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As Figuras 86, 87, 88 e 89 mostram os grificos das densidades de p1, p2, p3 € p4, respectiva-
mente.
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As Figuras 90, 91, 92 e 93 mostram os grificos das autocorrelagoes de p1, p2, pP3 € pa,
respectivamente.
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7.4.4 Selecao de Modelos

O proximo passo € utilizar o fator de Bayes como ferramenta para a selecao de modelos. Nas
aplicacoes deste capitulo foram utilizados quatro modelos que denotamos por M; : modelo com
distribui¢ao binomial, M2 : modelo com mistura com dois componentes, M3 : modelo com
mistura com trés componentes e My : modelo com mistura com quatro componentes.

Pela teoria do fator de Bayes vista no capitulo 2, temos que este é calculado através da
expressao
L [ pr(yl0i, My)m (0;]M;) do;
Lo [ pr(yl6;, Mj)m (05]M;) do;
isto é, a densidade preditiva dado o modelo M; em relagao & densidade preditiva dado o modelo
M;. Se o resultado deste célculo for maior que 1, o modelo escolhido ¢ o modelo do numerador,
M;, se o resultado deste calculo for menor que 1, o modelo escolhido é o modelo do denominador,
M;

B’L]: ) pa'raiaj:17273747 Z#J

A Tabela 17 mostra os valores obtidos do célculo de I; = [ pr(y|6;, M;)m (0;|M;) df;, para
1 =1,2,3,4 para os trés conjuntos de dados.
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Tabela 17: Valores de I,
Dados I;
I I I3 1
1° 0,00518 0,00000086 0,1383 0,1328
2° 0,0879 0, 0307 0,1793 0,1689
3¢ 0, 1269 0,2273 0,2522 0,2531

A Tabela 18 mostra os valores dos fatores de Bayes calculados para os modelos utilizados
para os trés conjuntos de dados.

Tabela 18. Valores dos fatores de Bayes
B;; Dados

1° 20 3°

Bio | 6023,25  2,8632 0,5583
Bys | 0,00374  0,4902 0,5031
By | 0,03900 0,5204 0,5013
Bos | 0,0000062 0,1712 0,9012
B4 | 0,0000064 0,1817 0,8980
B3y 1,0414 1,061  0,9964

Através da Tabela 18, para o 1° e o0 2° conjunto de dados, note que quando comparamos o
modelo M7 versus Ms o modelo escolhido é M;. Na comparacao entre M; versus Ms o modelo
escolhido é Mj3. Na comparacao de M; wversus My, o modelo escolhido é My. Comparando My
com os demais modelos, My sempre é descartado. Na comparacao de M3 versus My, o modelo
escolhido é Mj3. Assim, podemos observar que o modelo escolhido para ambos os conjuntos de
dados é o modelo com mistura com trés componentes, ou seja, M3. O modelo menos favorecido
foi 0 modelo Ms, o qual denota o modelo com mistura com dois componentes. O fator de Bayes
no primeiro conjunto de dados favorece fortemente o modelo M3 em relagao aos modelos M; e My
pelo fato de estarmos trabalhando com um conjunto de dados gerado através de componentes
com um intervalo grande entre as probabilidades, assim o fator de Bayes identifica o melhor
modelo com precisao.

Para o terceiro conjunto de dados observamos que quando comparamos o modelo M7 versus
My, o modelo escolhido é Ms. Na comparacao entre My versus M3 o modelo escolhido é Ms.
Na comparacao de My versus My, o modelo escolhido é My. Comparando Ms com os modelos
M3 e My, My sempre é descartado. Na comparacao de M3 versus My, o modelo escolhido é My.
Assim, modelo escolhido para o 3° conjunto de dados é My. De fato, os valores resultantes do
cédlculo de I3 e I para os modelos M3 e My, respectivamente sao bem proximos, no entanto o
célculo do fator de Bayes previlegia o modelo com mistura com quatro componentes. Isto se
deve ao fato do conjunto de dados ser gerado através de componentes com probabilidades muito
préximas, dificultando o fator de Bayes na identificagdo do modelo verdadeiro.

Contudo, para que o fator de Bayes nos forneca resultados precisos, existe a pré condicao
de convergéncia, sem a qual nao temos as estimativas dos pardmetros. Portanto, neste caso
devemos descartar os modelos M3 e My, o que nos levaria ao modelo Ms que também nao é o
correto.
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O fator de Bayes fracional também é utilizado para ilustrar a aplicagdo da metodologia
apresentada no capitulo 4.
Vimos que o fator de Bayes fracional é dado pela expressao

7t Y.l H)) pr(Ylﬁ’i)cbz’gi(@i)d@i

v 4y pr(Y,00H;)  [{pr(Y10:)} cigi(0:)d0: o

o= Ijb ~pr (Y, b|H;)  _[pr(¥105)c;9,(05)d0; para i, j =1,2,3,4, (7.7)
JApr(Y10:)}"¢;g;(6;)d6;

onde b = m/n, sendo m o tamanho da amostra de treinamento e n o tamanho da amostra total.
Nesta aplicacao os valores utilizados para b sao 0,1, 0,15, 0,2, 0,25, 0,3 e 0,35. Na Tabela 19

obtemos os valores resultantes do cédlculo de I f’, para i = 1,2, 3, 4, referente ao primeiro conjunto
de dados.

Tabela 19:Valores de I? para o 1° conj. de dados
b b
0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
I{’ 0,0035 0,0187 0,6318 0,7823 0, 9865 0,9937
IS 0,0000905 0,0104 0,6071 0,9962 0,9995 0,9995
Ig 0,0188 0, 0229 0,0279 0,0342 0,0419 0,0515
Ll,f 0,0183 0,0225 0,0277 0,0341 0,0410 0,0528

A Tabela 20 mostra os valores resultantes do calculo de If’ , para ¢ = 1,2, 3,4, referente ao
segundo conjunto de dados.

Tabela 20:Valores de If’para 0 2° conj. de dados
I° b
0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
I{’ 0,0189 0,0211 0,1410 0, 2872 0,4712 0,5214
IS 0,0120 0,0289 0, 3340 0,5798 0, 6546 0,6716
Ig 0,0251 0, 0305 0,0372 0, 0453 0,0552 0,0675
Ifl’ 0,0245 0,0301 0, 0368 0, 0450 0,0551 0,0674

E na Tabela 21 mostramos os valores resultantes do cdlculo de I?, referente ao terceiro
conjunto de dados.

Tabela 21:Valores de I para o 3° conj. de dados
Ji b
0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
1 ] 0,0327 0,0365 0,0547 0,0914 0,1328 0,1678
15 ] 0,0304 0,0336 0,0768 0,1121 0,1758 0, 2359
15 | 0,0341 0, 0406 0, 0486 0,0581 0,0696 0,0834
I3 | 0,0332 0,0389 0,0457 0,0531 0,0668 0,0821

b

Os resultados do cédlculo dos fatores de Bayes fracionais, sz, parai,j =1,2,3,4, podem ser

vistos nas Tabelas 22,23 e 24.
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Na Tabela 22 apresentamos os valores obtidos do calculo do fator de Bayes para o primeiro
conjunto de dados.

Tabela 22:Valores dos fatores de Bayes fracionais para o 1° conj. de dados
le?j b

0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

By | 38,67 11,7980 1,040 0,7853 0,9870 0,9942

BY; 10,1862 0,8166 22,64 22,87 23,54 19,29
BY,[0,1912 0,8311 22,81 22,94 24,06 18,82

BY, [0,0048 0,4541 21,75 29,12 24,85 19,40

BY, [0,0049 0,4622 21,91 29,21 24,37 18,93

BY, | 1,027 11,0177 1,007 1,002 1,021 0,9753

Através da Tabela 22 é possivel observar que o modelo verdadeiro, Mg, é escolhido apenas
quando b = 0,1 e b = 0,15, quando b = 0,2 o modelo escolhido ¢ o modelo com distribuigao
binomial, M7, e quando b > 0,2 o modelo escolhido é o modelo com mistura com dois compo-
nentes. Com o aumento da amostra de treinamento o cdlculo do fator de Bayes favorece um
modelo falso. Quando comparamos o modelo M3 versus o modelo My, o modelo Ms é o escolhido
até b =0, 3, e para b > 0, 3, o fator de Bayes favorece o modelo My

Na Tabela 23 apresentamos os valores obtidos do cdlculo do fator de Bayes para o segundo
conjunto de dados.

Tabela 23:Valores do fator de Bayes fracional para o 2° conj. de dados
By, b

0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

By, | 1,5750 0,7301 0,4221 0,4953 0,7198 0,7763

By 10,7530 0,6918 3,7900 6,3400 8,5362 7,7244

BY, 10,7714 0,7010 3,8315 6,3822 8&,5517 7,7359

BY, 10,4780 0,9475 8,978 12,80 11,85 9,950

BY, 10,4897 10,9601 9,076 12,88 11,88 9,964

B, | 1,0244 1,0133 1,010 1,006 1,001 1,001

Observe que o modelo escolhido continua sendo Ms apenas quando b = 0,1 e b = 0,15 e
quando b > 0,15 o modelo escolhido é o modelo com mistura de dois componentes. Quando
comparamos o modelo M3 versus o modelo My, o modelo M3 é o modelo escolhido independente
do valor de b.

Na Tabela 24 apresentamos os valores obtidos do cdlculo do fator de Bayes para o terceiro
conjunto de dados.
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Tabela 24:Valores do fator de Bayes fracional para o 3° conj. de dados
Bg’j b

0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35

Bi’Q 1,0756 11,0863 0,7122 0,8153 0,7554 0,7113

Bi’3 0,9589 0,8990 11,1255 11,5731 11,9080 2,0120

Bi’4 0,9849 0,9383 11,1969 1,7213 1,9880 2,0438

ng 0,8915 10,8275 11,5802 1,9294 2,5258 2,8285

334 0,9156 0,8637 11,6805 2,111 2,6317 2,8733

B§4 1,027 11,0437 1,0634 1,0941 1,0403 1,0158

Pela Tabela 24 podemos verificar que novamente o modelo M3 é o escolhido até b = 0, 15,
para valores de b > 0,15, o modelo escolhido é o Ms, e na comparagao de Mz versus My, Ms
continua sendo escolhido independente do valor de b.

7.5 Discussao

Os resultados das simulagoes indicam que quando trabalhamos com modelos com misturas con-
juntamente com MCMC, a dificuldade na obtengao de convergéncia ou mesmo a nao convergéncia
pode estar associada & escolha do modelo. Através dos resultados podemos observar que os ca-
sos de ndo convergéncia ocorreram preferencialmente para modelos diferentes daquele utilizado
para gerar os dados. Veja por exemplo, quando ajustamos um modelo com mistura com 4
componentes no caso dos trés conjuntos de dados gerados, a convergéncia nao ocorreu.

Outro resultado interessante que as simulacoes apontam é que quando utilizamos o fator de
Bayes fracional o valor de b a ser escolhido deve ser menor que 0, 15 para os modelos considerados
aqui.

Em geral o fator de Bayes e o fator de Bayes fracional (com b < 0,15) funcionam adequada-
mente na selecao de modelos com misturas.

A tendéncia é que o fator de Bayes e o fator de Bayes fracional funcionem melhor quanto
mais afastados forem os pardmetros das binomiais envolvidas na mistura e com a performance
sendo reduzida a medida que a diferenca entre estes parametros diminua.
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Capitulo 8

Aplicacao: Modelos com Mistura

Neste capitulo apresentamos um exemplo com dados reais, os mesmos utilizados no capitulo 6,
se¢do 6.2. Para analisarmos a performance de um jogador de basquete, é utilizada a abordagem
Bayesiana com mistura de modelos.

O fator de Bayes é utilizado para identificar o nimero de componentes nos modelos com
mistura, incluindo também o modelo que considera todas as probabilidades de sucesso iguais e
a probabilidade a posterior: para cada modelo.

Novamente consideramos o total de arremessos realizados e o niimero de acertos em cada
jogo.

No capitulo 6, na aplicagao com dados reais, verificamos se a probabilidade de acerto dos
arremessos permanecia constante ou se a mesma variava no tempo. Para isso consideramos todas
as probabilidades de acerto iguais versus todas as probabilidades de acerto diferentes. Nesta
aplicacao, ao invés de considerarmos todas as probabilidades de acerto diferentes, consideramos
k probabilidades de acerto diferentes, com k > 1.

Na modelagem utilizada para o conjunto de dados, ou seja, mistura de distribuigoes binomi-
ais, cada componente da mistura considera uma probabilidade de sucesso diferente.

Nesta aplicacao consideramos novamente o total de arremessos, denotado por n;, 2 = 1, ..., 380,
e o nimero de acertos (conversoes), denotado por y;, i = 1, ..., 380.

8.0.1 Descricao dos modelos

Os modelos utilizados sao My, Ms, ..., Mg ou seja, no modelo M; temos y; com distribuicao
binomial com parametros (n;,p), ou seja, um modelo sem mistura ou com uma componente,
no modelo Ms temos mistura de distribuicoes binomiais com 2 componentes, no modelo M3
temos mistura de distribuigoes binomiais com 3 componentes e no modelo M, temos mistura de
distribui¢oes binomiais com 4 componentes e assim sucessivamente.

Como no capitulo anterior, a funcao de verossimilhanca referente ao modelo M; é dada pela
equagao (6.2), onde n = (ny, ..., %), ¥y = (Y1, .-, Ym) € m = 100. As fungdes de verossimilhanga
baseadas em modelos de mistura de distribuigoes binomiais sdo dadas de acordo com a equagao
(5.2), vista no capitulo 5.

Generalizando para o modelo Mj, temos k probabilidades de acerto diferentes p1, po, ..., Pk,
k > 1, entao a funcdo de verossimilhanca do modelo M), é dada por

380 k

n; . P
L(p17p27"'7pka71a72a"'57k|Y7n7Mk) :HZ’YJ < yZ )pgl(lp])nl yl?
i=1j=1 ¢
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onde v1,7s, ...,V Sa0 as k ponderagoes do modelo.

Introduzimos a varidvel Z; com a finalidade de simplificar a fungéo de verossimilhanca e
conseqiientemente a densidade a posteriori. Assim, a fungéo de verossimilhanca para M}, baseada
em varidveis latentes de acordo com a equacao (5.4) ¢ dada por

380 k Zi;
g ) s
L(p17p2a"'apk7717’y27"'77k|Ya nka) = HH{’YJ < yl )p;h(lpj)nl yl} :
i=1 j=1 ¢

8.0.2 Abordagem Bayesiana

Como no capitulo anterior, a densidade a priori para p, do modelo M;p,é6 dada pela equacao
(6.4), vista no capitulo 6.

A densidade a prior: para 7y e cada p; de cada modelo M}, sao dadas respectivamente pelas
equacoes, (7.1) e (7.2). A densidade a posteriori conjunta para (7Yi,Ya, ..., Yk, Pls P2, -, Pk) dO
modelo M}, é dada pela equagao (7.3), e a densidade a posteriori condicional de «, a distribuigao
a posteriori condicional de p; e a distribuicao a posteriori condicional de Z; referentes ao modelo
My, sao dadas respectivamente pelas equagoes (7.4), (7.5) e (7.6), considerando 7 = 1, ...380, em
todas as densidades.

Novamente o algoritmo utilizado para gerar amostras das distribuicoes a posteriori condi-
cionais é o Gibbs Sampling, utilizado na se¢do anterior.

8.0.3 Selecao de Modelos

Para gerarmos amostras dos modelos M7 e My, k > 1, utilizamos novamente a densidade a
posteriori de p dada pela equacao (6.6), a densidade a posteriori condicional de p; dada pela
equagao (7.5), a densidade a posteriori condicional de v dada pela equagao (7.4) e a densidade a
posteriori condicional de Z; dada pela equagao (7.5), respectivamente. O procedimento utilizado
para o cédlculo do fator de Bayes é andlogo ao da secao anterior. Consideramos o mesmo nimero
de repeticoes do processo de simulagao utilizado no capitulo anterior para obtenc¢ao do fator de
Bayes, com os mesmos nimeros para o burn in e para os saltos.

A Figura 3, vista no capitulo 6, mostra o grafico destes dados reais.

O primeiro modelo a ser ajustado aos dados é o modelo com distribuigdo binomial, M;. Este
modelo foi tratado no capitulo 6 e no capitulo 7 e seus resultados serao transferidos para efeito
de selegao de modelos. Os resultados dessa simulagao podem ser vistos através da Tabela 25. A
primeira coluna da tabela temos o parametro estimado p que é a probabilidade da distribuigao
binomial. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos a média e o desvio de p. Nas
demais colunas apresentamos os quantis de p de 2, 5%, 25%, 50%, 75% e 97, 5%, respectivamente.

Tabela 25: Resumo a posteriori de p

Parametros | Média | Desvio | 2,5% 25% 50% 5% | 97,5%
P 0,4568 | 0,0070 | 0,4436 | 0,4520 | 0,4567 | 0,4613 | 0,4710

De acordo com a Tabela 25, a média de p é 0,4568.
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O segundo modelo a ser ajustado aos dados é o modelo com mistura de distribui¢des binomiais
com dois componentes, M. Os resultados dessa simulacdo podem ser vistos através da Tabela
26. A primeira coluna da tabela temos os pardmetros estimados, ou seja, 7v;, 79, que sao as
ponde-ragoes atribuidas a cada componente da mistura e pi,p2 sdao as probabilidades de cada
distribui¢ao binomial. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos as médias e os desvios
desses parame-tros. Nas demais colunas obtemos os quantis dos parametros de 2, 5%, 25%, 50%,
75% e 97, 5%, respectivamente.

Tabela 26: Resumo a posteriori dos parametros - dois componentes

Parametros | Média Desvio 2,5% 25% 50% 5%  97,5%
Y1 0.4257 0.2697 0,0157 0,1832 0,4201 0,6361 0,9162
Yo 0.5742 0.2697 0,0837 0,3638 0,5798 0,8167 0,9843
P1 0.4496 0.0554 0,3102 0,4381 0,4555 0,4700 0,5400
[ 0.4555 0.0251 0,3991 0,4444 0,4565 0,4675 0,5064

Através da Tabela 26 podemos observar que a média de v, € 0,4257 e a média de v, € 0, 5742.
Estas estimativas sao obtidas de acordo com os dados reais ajustando o modelo com mistura
com dois componentes. A média de p; é 0,4496 e a média de po é 0,4555.

Nas Figuras 94 e 95 a seguir mostramos os gréficos das iteracoes de p; e pa2, respectivamente.

0.8
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pit.out], 2]
0.4

p11.out], 1]
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T T T T T T T T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500

iteracoes iteracoes

Figura 94: Iteragoes de p; Figura 95: Iteragoes de po

As Figuras 96 e 97 mostram os graficos das densidades de p; e pa, respectivamente.
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Os gréficos das autocorrelagtes de p1 e p2 sdo apresentadas pelas Figuras 98 e 99, respecti-

vamente.
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Figura 98: Autocorrelagao de py Figura 99: Autocorrelacao de po

O terceiro modelo utilizado para o ajuste do conjunto de dados reais é o modelo com mistura
de distribuicoes binomiais com trés componentes. Podemos observar os resultados da simulacao
através da Tabela 27. Andlogo & Tabela 26, novamente temos na primeira coluna da tabela
os pardmetros estimados. Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos respectivamente
as médias e os desvios desses pardmetros. Nas demais colunas apresentamos os quantis dos

parametros.
Tabela 27: Resumo a posteriori dos pardmetros - trés componentes
Parametros | Média Desvio  2,5% 25% 50% 5%  97,5%
Y1 0,3157 0,2212 0,0130 0,1279 0,2794 0,4732 0,7937
Yo 0,3648 0,2287 0,0247 0,1749 0,3420 0,5274 0,8369
Y3 0,3194 0,2447 0,0157 0,1149 0,2689 0,4621 0,8877
P1 0,4480 0,0634 0,3092 0,4324 0,4561 0,4756 0,5452
D2 0,4504 0,0488 0,3434 0,4350 0,4548 0,4720 0,5283
D3 0,4520 0,0612 0,3046 0,4329 0,4570 0,4768 0,5418
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Através da Tabela 27 observamos que a média de v, é 0,3157, a média de v, ¢ 0,3648 e a
média de 3 € 0,3194. A média de p; é 0,4480, a média de py é 0,4504 e a média de p3 é 0,4520.
Nas Figuras 100, 101 e 102 mostramos os gréficos das iteragoes de p1, p2 € p3, respectivamente.

p1t.out, 1]

As Figuras 103, 104 e 105 mostram os gréficos das densidades de p1, p2 e p3, respectivamente.
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Figura 102: Iteracoes de p3
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density(x = p11.out[, 3])
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Figura 105: Densidade de p;3

Os gréficos das autocorrelages de p1,p2 e p3 sdo mostrados nas Figuras 106, 107 e 108,
respectivamente.
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Figura 108: Autocorrelacao de p3

O quarto modelo utilizado para o ajuste do conjunto de dados reais é o modelo com mistura
de distribui¢oes binomiais com quatro componentes. Os resultados da simulagdo sdo vistos
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através da Tabela 28. Como na Tabela 26, novamente temos na primeira coluna da tabela os
Na segunda e na terceira coluna da tabela obtemos respectivamente
as médias e os desvios desses parametros. Nas demais colunas apresentamos os quantis dos

parametros estimados.

parametros.

Tabela 28: Resumo a posteriori dos parametros - quatro componentes

Parametros | Média Desvio 2,5% 25% 50% %  97,5%
Y1 0,2836 0,2040 0,0156 0,1093 0,2474 0,4199 0,7461
P 0,2424 0,1972 0,0104 0,0807 0,1953 0,3463 0, 7370
P~ 0,2331 0,1793 10,0104 0,0859 0,1953 0,3437 0,6368
e 0,2408 0,1750 0,0142 0,1015 0,0182 0,3489 0, 6406
1 0,4532 10,0562 0,3339 0,4335 0,4568 0,4771 0,5468
P2 0,4465 0,0666 0,2847 0,4248 0,4552 0,4788 0,5559
P3 0,4493 0,0664 0,2879 0,4298 0,4563 0,4785 0,5599
P4 0,4486 0,0608 0,3007 0,4294 0,4547 0,4771 0,5467

Através da Tabela 28 podemos observar que a média dos gamas varia de 0,2331 & 0,2836 e
as médias dos p’s variam de 0,4465 a 0,4532.
Os gréficos referentes as iteragoes, densidades e autocorrelagoes de p1, pa, p3 € p4, sdo similares
aos graficos das simulagoes anteriores.
O quinto modelo a ser ajustado aos dados é o modelo com mistura com cinco componentes.
Os resultados da simulagao sao vistos através da Tabela 29. Como na Tabela 26, novamente
temos na primeira coluna da tabela os pardmetros estimados. Na segunda e na terceira coluna
da tabela apresentamos respectivamente as médias e os desvios desses pardmetros. Nas demais

colunas apresentamos os quantis dos paradmetros.

Tabela 29: Resumo a posteriori dos pardmetros - cinco componentes

Parametros | Média Desvio 2,5% 25% 50% % 97,5%
Y1 0,2302 0,1685 0,0104 0,0935 0,1948 0,3350 0,6247
Yo 0,1854 0,1457 0,0104 0,0727 0,1532 0,2597 0,5758
P~ 0,1904 0,1510 0,0104 0,0727 0,1506 0,2675 0,5766
Ya 0,1719 0,1411 0,0078 0,0617 0,1350 0,2519 0,5220

s 0,2218 0,1674 0,0130 0,0805 0,1818 0,3299 0,5935
p1 0,4509 0,0656 0,3072 0,4317 0,4569 0,4788 0,5533
P2 0,4479 0,0748 0,2760 0,4240 0,4544 0,4807 0,5623
P3 0,4477 0,0691 0,2897 0,4213 0,4524 0,4793 0,5599
P4 0,4480 0,0810 0,2477 0,4250 0,4550 0,4840 0,5703

s 0,4520 0,0623 0,3167 0,4312 0,4576 0,4596 0,5534

Através da Tabela 29 podemos observar que as médias dos gamas variam de 0,1719 a 0, 2302,
e as médias dos p’s variam de 0,4477 a 0,4520.
As Figuras 109, 110, 111, 112 e 113 mostram os graficos das iteracoes referentes a p1, p2, p3, pa

e ps, respectivamente.

85



2 g Q]
o | @ _|
S S
Q| ©
S \ S ‘ | I ‘
il [ | sl I | I
MO R “\‘ AR R LR ki
. VU il |
3 | \ \ S \ | ‘
Il | ‘ |
o | o
= S
2 | o |
= S
T T T T T T T T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
lterations lterations

Figura 109: Iteracoes de p; Figura 110: Iteracoes de p2

2 | | 21
| " ‘ mn \“ ‘\h“‘} G ARl B el L
;7 | \‘\ | < | i \ r' e H \
37 T T T T g B T T T T
0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
lterations lterations
Figura 111: Iteracoes de p3 Figura 112: Iteracoes de py
o 7 ‘ )
[ il IR RO AT
- o i u“\‘ | i \‘\' i Il K1
S ‘ |
87 T T T T
0 500 1000 1500
lterations

Figura 113: Iteracoes de ps

As Figuras 114, 115, 116, 117 e 118 mostram os gréficos das densidades de p1, p2, p3, p4 € ps,
respectivamente.
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As Figuras 119, 120, 121, 122 e 123 mostram os gréficos refentes as autocorrelagoes de
P1, D2, P3, P4 € Ps5, respectivamente.
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O sexto modelo a ser ajustado aos dados é o modelo com mistura com seis componentes. Os
resultados da simulagao sdo vistos através da Tabela 30. Como na Tabela 26, novamente temos
na primeira coluna da tabela os pardmetros estimados. Na segunda e na terceira coluna da
tabela obtemos respectivamente as médias e os desvios desses pardmetros. Nas demais colunas
obtemos os quantis dos parametros.
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Tabela 30: Resumo a posteriori dos pardmetros - seis componentes

Parametros | Meédia Desvio 2,5% 25% 50% 5% 97,5%
Y1 0,1758 0,1332 0,0077 0,0673 0,1476 0,2616 0, 4820
Yo 0, 1860 0, 1501 0,0077 0,0647 0,1502 0, 2694 0,5725
Y3 0,1624 0,1322 0,0052 0,0518 0,1321 0, 2409 0,4767
Ya 0, 1450 0,1257 0,0052 0, 0466 0,1114 0, 2098 0,4703
Vs 0, 1822 0,1478 0,0090 0,0622 0,1477 0, 2642 0, 5402
e 0,148 0,1322 _ 0,0077 _ 0,0520 _ 0,1140 _ 0,2046 _ 0,5298
P1 0, 4488 0,0772 0,2476 0,4236 0, 4566 0,4848 0,5717
s 0,497  0,0779 _ 0,2319 _ 0,4252  0,4574  0,4846 _ 0,5705
s 0,4498  0,0849  0,2300 _ 0,4130 _ 0,4572  0,4860 _ 0,5935
P4 0, 4439 0,0839 0, 2243 0,4157 0,4517 0,4830 0, 5846
5 0, 4490 0,0736 0, 2643 0,4261 0, 4550 0,4822 0,5833
D6 0, 4447 0,0840 0,2314 0,4159 0,4524 0, 4840 0,5909

Através da Tabela 30 podemos observar que a média dos gamas varia de 0,1450 & 0,1860 e

as médias dos p’s variam de 0, 4439 a 0, 4498.

Os gréficos referentes as iteracoes, densidades e autocorrelagoes de p1, p2, p3, P4, P5 € Pg SA0

similares aos gréaficos das simulacoes feitas com 2 e 3 componentes.

Utilizamos também os modelos com mistura com sete e oito componentes para o ajuste aos
dados reais afim de compararmos com o modelo com mistura com cinco componentes, o qual
obtemos o melhor ajuste aos dados.

Através das simulagdes realizadas com os oito modelos considerados, observamos que o melhor
ajuste foi com o modelo com mistura com cinco componentes. E possivel observar tal fato através

do célculo do fator de Bayes mostrado a seguir.

A Tabela 31 mostra os valores obtidos do célculo de I; = f pr(yl6;, M;)w (0;| M;) db;, para

1=1,2,...8, para o conjunto de dados reais.

Através da Figura 124 podemos observar o gréfico referente aos valores de I;.

Tabela 31:Valores del;

I; | Resultados

T | 1,1464

I | 1,1519

I | 1,1630

Ty | 1,1608

Is | 1,1857

To | 1,1795

I7 | 1,1655

Is | 1,1543
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Figura 124: Gréfico dos valores de I;

Nas Tabelas 32a, 32b, 32c e 32d obtemos os valores dos fatores de Bayes calculados para os
oito modelos utilizados no conjunto de dados reais.

Tabela 32a: Valores dos fatores de Bayes
Bij By Bis By Bis Big Bz Bis
Resultados | 0,9952 0,9857 0,9104 0,9668 0,9719 0,9836 0,9931

Tabela 32b: Valores dos fatores de Bayes
B;; Bas Bay Bos Bag Bar Bog Bsy
Resultados | 0,9904 0,9923 0,9714 0,9766 0,9883 0,9979 1,002

Tabela 32c: Valores dos fatores de Bayes
B;; Bss Bsg Bsy Bss Bys By By
Resultados | 0,9808 0,9860 0,9978 1,0075 0,9790 0,1363 0,9959

Tabela 32d: Valores dos fatores de Bayes
B;; Byg Bse Bsr? Bsg Begr Bes Brg
Resultados | 1,0056 1,005 1,017 1,0272 1,012 1,0218 1,0097
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Através das Tabelas 32a, 32b, 32¢ e 32d podemos observar que o modelo escolhido para o
conjunto de dados reais é o modelo com mistura com cinco componentes, ou seja, Ms. O modelo
menos favorecido foi o modelo M7, o qual denota o modelo com distribuigdo binomial, ou seja,
o0 modelo sem mistura. Observe na Tabela 31 que os valores de I; sao bem préximos, ou seja,
através do cédlculo do fator de Bayes, o modelo M5 é escolhido com uma pequena diferenga em

relagao aos outros modelos.

Na Tabela 33 obtemos os valores resultantes do célculo de I?

i =1,2,...,8 referente ao conjunto de dados reais.

Tabela 33: Valores de I?

77

visto na equagao (7.7), para

P b
0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
I{’ 0,1321 0,1457 0,1609 0,1779 0,1969 0,2182
IS 0,1327 0,1464 0,1616 0,1787 0,2153 0,2190
Ig 0,1340, 0,1479 0,1632 0,1804 0,1997 0,2212
Ifl’ 0,1338 0,1476 0,1630 0,1802 0,1994 0,2210
Ig 0,1360 10,1499 0,1656 0,1831 0,2027 0,2246
Ig 0,1360 0,1499 0,1656 0,1830 0,2025 0,2244
I%’ 0,1350 0,1487 0,1631 0,1816 0,1999 0,2228
I§ 0,1335 10,1469 0,1624 0,1798 0,2178 0,2204
Os resultados do cédlculo dos fatores de Bayes fracionais, Bg’j, para i,j =

ser vistos na Tabela 34a e 34b.

Tabela 34a: Valores dos fatores de Bayes fracionais

b

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

BE, | 0,9954

0,9952

0, 9956

0,9955

0,9145

0,9963

BL, | 0,9858

0,9851

0, 9859

0, 9861

0, 9860

0, 9864

BY, 70,9873

0,9871

0,9871

0,9872

0,9874

0,9873

Bl | 0,9713

0,9720

0,9716

0,9716

0,9713

0,9715

Bl | 0,9713

0,9720

0,9716

0,9721

0,9723

0,9724

BL, 70,9785

0,9798

0, 9865

0,9796

0,9850

0,9793

Bty | 0,9805

0,9918

0, 9907

0,9894

0, 9040

0, 9900

BL, 10,9903

0, 9898

0,9901

0,9905

1,078

0, 9900

BL, 70,9917

0,9918

0,9914

0,9916

1,079

0,9909

BL, | 0,9757

0,9766

0,9758

0,9759

1,062

0,9750

Bl | 0,9757

0,9766

0,9758

0,9765

1,063

0,9723

BL, 70,9830

0,9945

0, 9865

0, 9840

1,077

0,9793

B, | 0,9940

0, 9966

0, 9950

0,9939

0,9885

0,9936

B}, | 1,001

1,002

1,001

1,001

1,001

1,000
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Tabela 34b: Valores dos fatores de Bayes fracionais (2)

BY, b

0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35
BI. [0,9853 0,9866 0,9855 0,9852 0,9852 0,9848
B [0,9853 0,9866 0,9855 0,9858 0,9862 0,9857
BY.[0,9926 0,9926 1,0060 0,9934 0,9990 0,9928
Bl [1,0037 1,0068 1,0050 1,0033 0,9169 1,0036
BV [0,9838 0,9846 0,9843 0,9841 0,9837 0,9840
B (10,9838 0,9946 0,9843 0,9847 0,9847 0,9848
BY- 10,9911 0,9926 0,9993 0,9923 0,9975 0,9919
Bl, | 1,0022 1,0047 1,0037 1,0022 0,9155 1,0027
BV, [1,0000 1,0000 1,0000 1,0005 1,0005 1,0009
BY.[1,0074 1,0080 1,0153 1,0082 1,0082 1,0080
B, [ 1,0187 1,0204 1,0197 1,00183 0,9306 1,0190
Bl [ 1,0074 1,0080 1,0153 1,0077 1,0130 1,0072
Ble | 1,0187 1,0204 1,0197 1,0178 0,9297 1,018l
B, [ 1,0112 1,0122 1,0043 1,0100 0,9178 1,01089

Através das Tabelas 35a e 35b observe que o modelo menos favorecido continua sendo o
modelo M;. Note que quando 0,1 < b < 0,2 os modelos escolhidos sao M5 e Mg, quando
b=10,25e b= 0,35, o modelo escolhido ¢ M5 e quando b = 0,3 o modelo escolhido é Msg.

Note que no cédlculo do fator de Bayes usual, o modelo escolhido dentre os oito é o modelo
com mistura com cinco componentes, Ms, e no cdlculo do fator de Bayes fracional o modelo Mj5
apenas é escolhido quando b = 0,25 e b = 0,35, sendo que quando b estd entre 0,1 e 0,2, o
modelo M5 é escolhido juntamente com o modelo Mg.

As Figuras 125, 126, 127, 128 e 129 mostram os gréaficos das proporc¢oes com que cada varidvel
latente assume o valor 1 ao longo das simulagoes para cada jogo. Estes gréaficos mostram uma
estimativa da probabilidade a posterior: de que cada jogo esteja associado a cada componente

probabilidade do jogo yiter vindo
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1

T T T
0 100 200

T
300

Figura 125: Iteragoes referente a comp. 1
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Figura 129: Iteracoes referentes a comp. 5

8.0.4 Discussao

As Figuras 124,125,126, 127 e 128 mostram um resultado claro, indicando o modelo com cinco
componentes como sendo o mais adequado para este conjunto de dados. A convergéncia do
método também é um indicador positivo em favor do modelo selecionado.

Entretanto as estimativas, Tabela 30, mostram médias muito préximas para as probabili-
dades das componentes. Conflitantes com os resultados anteriores.
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Capitulo 9

Discussao

Nesta dissertagao fizemos uma revisao abrangente dos principais aspectos relacionados ao fator
de Bayes.

O fator de Bayes é influenciado pelas distribuigoes a priori. Quando comparamos dois mod-
elos, um com distribuicao a priori informativa e outro com distribuicao a priori nao informativa
para os parametros, o primeiro é previlegiado pelo fator de Bayes em fun¢ao da escolha das
distribuigoes a priori.

Os aspectos computacionais do fator de Bayes sdo tratados no capitulo 2. As solugdes
geralmente utilizadas sdo a aproximagao de Laplace e os métodos MCMC. Estes métodos sao
utilizados para aproximar densidades a posteriori dos modelos quando nao é possivel obté-las
analiticamente.

A janela de Occam ¢ utilizada para reduzir o nimero de modelos inicialmente considerados
quando o nimero de combinagoes de modelos é muito elevado. O método descarta os modelos
com menores chances de serem escolhidos.

Distribuicoes a priori imprépria para os pardmetros dos modelos podem levar & indetermi-
nacao do fator de Bayes. Nos capitulos 3 e 4, apresentamos duas solugoes para estes problemas,
disponiveis atualmente na literatura. Sao elas, o fator de Bayes intrinseco e o fator de Bayes
fracional.

No capitulo 6, apresentamos duas aplicagoes, uma com um conjunto de dados simulados e
outra com dados reais. O fator de Bayes ¢é utilizado como ferramenta para a selegdo de modelos
nestes casos. Tratamos de uma reandlise de um conjunto de dados relativos ao aproveitamento
dos arremessos de um jogador de basquete, Kass e Hsiao (1994).

No capitulo 7 apresentamos uma aplicacao com trés conjuntos de dados simulados através
de misturas de distribuigoes binomiais com trés componentes. Nesta aplicacao a finalidade era
testar o fator de Bayes afim de que este escolhesse o modelo mais adequado para cada conjunto
de dados, assim, verificamos que o fator de Bayes é preciso quando utilizamos, na geragao dos
dados, parametros cujos valores estdo razoavelmente afastados. A medida que os dados sao
gerados através de parametros com valores préximos, o fator de Bayes perde especificidade. No
capitulo 8 a aplicacao é feita com um conjunto de dados reais, o mesmo utilizado no capitulo 6.

O fator de Bayes fracional também foi utilizado na comparacgao desses modelos. No capitulo
7 verificamos que o fator de Bayes fracional foi preciso apenas quando o valor do expoente b
¢ menor ou igual a 1,5, caso contrario, o fator de Bayes fracional nos evidencia um modelo
falso. No capitulo 8, o fator de Bayes fracional nos indica o modelo com mistura com cinco
componentes quando b = 0,25 e b = 0,35, quando 0,1 < b < 0, 2, o fator de Bayes fracional nos
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indica dois modelos, M5 e Mg, mas quando o valor do expoente b é igual a 0, 3, este nos indica
o modelo Msg.

O resultado da aplicagéo, capitulo 8, sugerindo um resultado ambiguo, com o fator de Bayes
indicando o modelo com cinco componentes e as estimativas dos pardmetros indicando as mes-
mas probabilidades, aproximadamente 0,44, indicam a necessidade de mais estudos do compor-
tamento do fator de Bayes na selecao de modelos do tipo tratado aqui.
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