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Resumo

Uma particularidade da andlise de sobrevivéncia e confiabilidade se refere ao fato
de que existem situacoes em que um evento de interesse pode ocorrer virias vezes para
uma unidade amostral. Nesta dissertacao estudamos o modelo de intensidade Poisson
Perturbada para dados de eventos recorrentes.

Primeiramente uma revisao da literatura sobre os processos de Poisson e Renovagao
é realizada. Um modelo de intensidade Poisson Perturbada para dados de eventos recor-
rentes ¢ apresentado, sendo que a estimagao dos parametros de interesse ¢ realizada para
sistemas reparaveis simples, retratando apenas uma unidade, podendo ser esta caracteri-
zada por um individuo ou componente.

Os exemplos considerados neste estudo, referem-se a dados artificiais e também a
um exemplo real, tal que o evento de interesse é o tempo de reincidéncia da varidvel
considerada, podendo ser esta varidvel o tempo até a falha de um componente, tempo
até uma nova crise de uma determinada doenca ou até mesmo tempo de compras de um
determinado produto.

As estimativas dos parametros do modelo sao obtidas via m&éxima verossimilhanca.
Procedimentos de estimacao intervalar sao apresentados, bem como testes baseados nas
estatisticas de Wald e da razao de verossimilhanca sao realizados para os pardmetros de
interesse.

Palavras-chave: Eventos Recorrentes, Funcao de Intensidade Hibrida, Processo de
Poisson, Estimacao de Méxima Verossimilhanca, Teste de Wald e Teste de Razao de

Verossimilhanca.



Abstract

A particularity of the survival analysis refers to the fact of that exist some situations
where an event of interest can occur several times for the same sample element. In
this dissertation we study a hybrid Poisson/Number of events intensity model recurrence
events.

First a revision of the literature about the trials of Poisson and Renewal is carried
out. A hybrid Poisson/Number of events intensity model recurrence events is presented,
being that the estimation of the parameters of interest is carried out for simple repairable
systems, portraying barely a unique sample element, which can be characterized by an
individual or component.

The examples considered in this study refer to an artificial and a real example, such
that the event of interest is the time of relapse of the considered variable, which can
represent the time up to default of a component, the time to a new crisis of a determined
disease or to the time of purchases of a determined product.

The estimates of the parameters are obtained via maximum likelihood. Procedures of
interval estimation are presented, as well as tests based in the statistics of Wald and the
maximum likelihood ratio are carried out for the parameters of interest.

Keywords: recurrence events, Hybrid Intensity Function, Poisson Process, Maximum

Likelihood Estimation, Wald Test, Likelihood Ratio.
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Capitulo 1

Introducao

Uma particularidade da anélise de sobrevivéncia e confiabilidade se refere ao fato
de que existem situacoes nas quais um evento de interesse do pesquisador pode ocorrer
vérias vezes em uma unidade amostral. Na literatura, dados referentes a situagoes como
estas sao chamados de dados de eventos recorrentes e aparecem freqiientemente em dreas
como biomedicina, economia, engenharia e confiabilidade industrial, atuaria, criminologia
e demografia. Alguns exemplos especificos nesta drea podem ser encontrados em Cook &
Lawless (2002).

Na area biomédica, podemos citar a recorréncia de um tipo de tumor em pacientes com
cancer, recorréncias de epilepsia e episédios de pneumonia, entre outros. Em engenharia
e confiabilidade industrial a estrutura de dados de eventos recorrentes pode aparecer no
estudo de sistemas mecénicos ou eletronicos, na andlise de defeitos em um software e na
verificacao da presenca de rachaduras em estruturas de concreto, dentre outros.

Nesta estrutura de dados, para cada unidade amostral é observado o niimero de eventos
ocorridos em um determinado perifodo de tempo, os tempos de ocorréncia de cada um
destes eventos e, além disso, podemos ter disponivel um vetor de covaridveis e um vetor
de indicadores de censura.

O objetivo deste trabalho, reside em entender e caracterizar o processo de recorréncia
de eventos nas unidades amostrais e possivelmente a comparagao de tratamentos, com
base no tempo para cada evento distinto, o mimero de eventos, os tipos de eventos e as
interdependéncias entre eventos, visando explicar a natureza da variagao entre unidades

amostrais em termos de tratamento, covaridveis e até mesmo em situagoes de censura.
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Uma breve descricao em relagao ao comportamento do tempo de sobrevivéncia serd
apresentado na Secao 1, deste capitulo, assim como as suas possiveis peculiaridades (even-
tos recorrentes, censura e presenga de covaridveis). No capitulo 2, o modelo proposto sera
estudado, tal que este incorpora o Processo de Poisson e o nimero de eventos concomi-
tantemente, considerando um tnico sistema recorrente, isto é, um tnico individuo ou
componente.sendo que no capitulo 3 é realizada uma simulagao e no tiltimo capitulo,

trabalhamos com um exemplo real.

1.1 Conceitos Basicos

Nesta secao iremos apresentar alguns conceitos bédsicos em relacao ao comportamento

do tempo de sobrevivéncia e suas peculiaridades.

1.1.1 Descricao do Comportamento do tempo de Sobrevivéncia

O comportamento do tempo de sobrevivéncia pode ser descrito por vérias funcoes
matematicamente equivalentes, Nelson (1982). A fungao de densidade de probabilidade é
definida como o limite da probabilidade do evento de interesse acontecer no intervalo de
tempo [t,t + At], e é expressa por:

Pt <T <t+At)
At—0 At

Y

em que f(t) > 0 para todo t.
A funcao de sobrevivéncia é a probabilidade de um individuo sobreviver mais do que

um determinado tempo ¢ e ¢ dada a seguir:

S(t)y=P(T >t)=1-F(1), (1.1)

em que F'(t) é a fungdo acumulada da fungao densidade f(¢).

A funcao de risco é definida por:

< >
h(t) Alimo Pt<T< tAJtr At/T > t)
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A fungao de risco (1.2) ¢ interpretada como a taxa instantanea de falha que se modifica
com o passar do tempo.

Podemos observar que algumas distribuicoes conhecidas podem ser descritas de acordo
com o seu comportamento. A distribuicao exponencial acomoda funcoes de risco cons-
tantes, a distribuicao Weibull, fung¢oes monotonicamente decrescente ou crescente em ¢;
enquanto a log-logistica e a log-normal acomodam fungoes de risco unimodais.

Além das relacoes mencionadas anteriormente, descrevemos a seguir algumas outras
relagoes importantes.

Considere a funcao de densidade de uma varidvel aleatéria ¢, dada por:

F(t)=1-S(t), (1.3)

em que S(t) é definida em (1.1),enquanto sua funcao de densidade ¢ a derivada da equacao
(1.3), ou seja,

a(1 — S(t))

f(t) = — =5'(t). (1.4)

Além disso, a fungao de risco (1.2) pode ser escrita como

hit) = 22 (1.5)

Entao, substituindo (1.4) em (1.5) temos:

_S(t)  —allog S(1))
i) = S ot

em que o logaritmo de S(t) assume a relacao

log S(t) = — /O h(u)du. (1.6)
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Aplicando exponencial em (1.6) temos,

S(t) = exp(— /O h(u)du), (1.7)

em que S(0)=L.

A fungao de risco acumulada é obtida por meio da integragao de h(t), ou seja,

Substituindo a fun¢ao de risco acumulada (1.8) em (1.7) temos:

S(t) = exp[=H(1)],

como S(00) = 0 entao H(oo) = limy_o, H(t) = 00, €

Substituindo também (1.7) em (1.9) temos,

f(t) = h(t) exp(—/0 h(u)du). (1.10)

Estas relagoes sao muito utilizadas, afinal, obtendo qualquer uma dessas funcoes,
podemos chegar nas demais e assim obter quantidades de interesse, como média, proba-
bilidades, sobrevivéncia e taxas de risco.

Algo que deve ser levado em consideracao, e que mais adiante serd abordado, é o fato
de nao trabalharmos necessariamente com a funcao de risco, isto ocorre porque estamos
trabalhando com eventos recorrentes, entao desta forma a funcao de intensidade é a mais

conveniente.

1.1.2 Peculiaridades em Sobrevivéncia

A anilise de sobrevivéncia e confiabilidade se faz peculiar devido as caracteristicas

especiais, inerentes aos tipos de dados que sao normalmente disponiveis para andlise

(Louzada-Neto, et al., 2002).
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Aqui sao discutidas algumas das principais caracteristicas dos dados de sobrevivéncia
e confiabilidade, que estao diretamente ligadas a este trabalho: a presenca de censuras,

eventos recorrentes e a presenca de covaridveis.

Censura

Em dados de andlise de sobrevivéncia e confiabilidade, ¢ usual a presenca de obser-
vacoes parciais ou incompletas. Isso decorre do fato que o tempo até a ocorréncia de um
evento nao ¢ medido, sendo que valores grandes desta varidvel necessitam de mais tempo
para serem observados. Logo, existe a possibilidade de o evento de interesse nao ocorrer
até o final do estudo. Existe também a situagao na qual nao é possivel mais obter in-
formacoes sobre uma determinada unidade amostral sem que o evento de interesse tenha
ocorrido. Por exemplo, em um estudo sobre o tempo até a ocorréncia de uma doenca em
um grupo de pacientes, existe a possibilidade de ébito de qualquer unidade da amostra
dentro do periodo estudado. Quando as informacoes relativas a uma ou mais unidades,
por algum motivo, ficam inacessiveis, diz-se, em andlise de sobrevivéncia e confiabilidade,
que uma ou mais censuras ocorreram.

Em geral, as censuras podem ocorrer de vérias formas, de acordo com diferentes meca-
nismos, dentre os quais se podem citar: censuras do tipo I, censuras do tipo Il e censuras
aleatorias (Lawless, 1982). Por exemplo, em anélise de sobrevivéncia, se o estudo termina
em um instante pré-estabelecido e alguns dos tempos até a ocorréncia de um evento nao

sao observados para algumas unidades amostrais, tem-se a censura do tipo I.

Caso o estudo termine apds a ocorréncia de uma determinada quantidade pré-estabeleci
da de censuras, dentre as unidades em estudo, tém-se a censura do tipo II. O tipo de
censura aleatdria é mais comum na pratica médica. Isto acontece, por exemplo, quando
um paciente é retirado no decorrer do estudo sem ter ocorrido a falha, ou entao, se o
paciente morrer por uma razao diferente da estudada.

Geralmente, as censuras de tipo I e aleatérias sao observadas com maior freqiiéncia
em estudos biomédicos, enquanto em experimentos industriais, as censuras do tipo II sao
predominantes. Além disso, as censuras podem ainda ser classificadas como: censura a
direita, & esquerda e intervalar.

A censura a direita ocorre quando a unidade estd em observagao e, em algum tempo



1. INTRODUCAO 6

dentro do periodo de estudo, seja pela sua exclusao da amostra ou pelo final do estudo,
as respectivas informacoes tornam-se inacessiveis apds este tempo.

A censura a esquerda acontece na situacao na qual o evento de interesse ja ocorreu
quando uma unidade é incluida no grupo de unidades em estudo.

A censura intervalar é um tipo mais geral de censura que acontece quando se sabe

somente que a censura ocorreu dentro de um certo intervalo de tempo, digamos ¢ e t;.

Eventos Recorrentes

Experimentos relacionados com dados de eventos recorrentes sao comuns em anélise
de sobrevivéncia e confiabilidade, sendo que, neste tipo de experimento, a definicao do
evento de interesse deve ser feita de forma clara e concisa. Como exemplo de experimentos
com dados de eventos recorrentes podemos citar:

1. Uma empresa do ramo automobilistico estd lancando um novo veiculo no mercado e
pretende negocid-lo com, no minimo, um ano de garantia total. Para oferecer esta garantia
ao consumidor, ela necessita de uma estimativa do nimero e custo médio acumulado de
reparos deste veiculo no periodo de um ano.

2. Uma cooperativa que oferece servicos hospitalares possui um grupo de pacientes
que se submeteram a uma cirurgia, e tem-se o interesse em estimar o nimero de vezes
que esses pacientes reutilizarao os servigos oferecidos pela cooperativa.

3. Uma administradora de cartoes de crédito tem o interesse em estimar qual serd o
numero de vezes que um grupo de clientes deixard de pagar a fatura, apés um determinado
tempo ¢.

4. Uma empresa prestadora de servigos oferece uma garantia de seis meses pelos
servicos prestados e deseja expandir essa garantia para doze meses. Para isto, ela necessita
de uma estimativa do niimero e custo médio de revisoes de seus servicos em um ano.

Existem algumas situagoes nas quais nao se sabe exatamente quais foram os tempos
em que os eventos de interesse ocorreram nas unidades amostrais, sendo possivel apenas
observar intervalos de tempo, nos quais se sabe que os eventos ocorreram. Aqui é feita a
suposicao de que os tempos de recorréncia de eventos sao exatamente conhecidos.

Em experimentos com dados de eventos recorrentes existe um conjunto de varidveis

que podem ser observado em cada unidade amostral tais como: niimero total de eventos
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em um determinado perfodo de tempo, tempos de recorréncia dos eventos, tempos entre
os eventos, e, em muitas situagoes, o custo relacionado a cada recorréncia. A Figura 1.1
ilustra as possiveis varidveis observdveis em um experimento na presenca de trés eventos

recorrentes para uma unidade amostral (Louzada-Neto, et al., 2002).

Inicio Final
| h¥4 LY J
I ’ ” '
1 2 3 mmero de eventos
4 bt g *  fempo entre
ti £2 2 evenios
—

tempo botal para
i cada evento

¥

3
w

Figura 1.1.Varidveis observdveis em uma unidade amostral com trés eventos recorrentes.

Um exemplo que pode ser citado, ¢ o niimero de crises de bronquite de uma crianga

de 10 anos ao longo de sua vida, desta forma terfamos o tempo total para cada evento e

também o tempo entre eventos.

Presenca de Covariaveis

Em vérias situagoes praticas podemos observar nos dados, além do tempo de so-
brevivéncia e da varidvel indicadora de censura, a presenca de varidveis explicativas ou
covaridveis que representam a heterogeneidade existente na populacao, tais como, idade,
sexo, entre outras, e também possiveis tratamentos ou testes, aos quais os individuos ou
componentes sao submetidos.

Neste contexto o objetivo da andlise de sobrevivéncia estd centrado na relagao entre

os tempos de sobrevivéncia e as varidveis explicativas de interesse.

Aqui consideramos situagoes em que as quantidades observadas em cada individuo
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sao representadas pela tripla (¢;,6;,2;), para i = 1,2,...,n, em que t; denota a varidvel
tempo de sobrevivéncia, d; denota a varidvel de censura, tal que J; = 1 representa uma
observagao sem censura e §; = 0 uma observagao censurada e z!= (z,, ...,2,;,) denota o
vetor de k covaridveis.

Os modelos de sobrevivéncia para este tipo de dados sao construidos a partir de dois
componentes, um aleatério e outro deterministico, isto no ponto de vista paramétrico.
Assim o componente aleatério é representado por uma distribuicao de probabilidade vin-
culada ao comportamento do tempo de sobrevivéncia, enquanto que o componente deter-
ministico é representado pelo relacionamento entre os pardmetros desta distribuicao e as
covariaveis.

Considerando o modelo exponencial dada sua funcao de probabilidade, podemos escrevé-

la da seguinte forma:

f(t,0;) = wiexp{—p;t},

em que ¢; > 0 representa a taxa constante de falha no i—ésimo nivel da covaridvel z;,
1=1,..., k.

O componente deterministico da formulacao do modelo para dados de sobrevivéncia
na presenca de covaridveis é representado por uma funcao que estabelece o relacionamento
entre o pardmetro da funcao de distribuicao do tempo de sobrevivéncia e as covaridveis.

Este relacionamento pode ser representado genericamente por:

v; = 9(Bz), (1.11)

em que ¢g(.) é uma fungdo positiva e continua, 3 é um vetor de coeficientes a serem
estimados e z; ¢ um vetor de covaridveis.

Quando somente uma covaridvel ¢ considerada, reescrevemos (1.11) na forma:

¢; = exp{—(B8y + B12:) }, (1.12)

em que 3, e 3, sao coeficientes a serem estimados, tal que —oo < f,,3; < oo para
i=1,.. k.

Considerando uma amostra aleatéria 11, ..., T, e que associado a T; exista um vetor



1. INTRODUCAO 9

de covaridveis z; e uma varidvel indicadora de censura 9;, a funcao de verossimilhanca,
baseada nas informacoes disponiveis, (t1,01,21), ..., (tn, dn, 2n), pode ser escrita de (1.11)

e de (1.12), na forma (Lawless, 1982):

L(Blz) = []fCilz)"9" % tlz),
=1

n K k
L) = [Lexp{=b:B0+ By Y Bz} exp{—tiexp{=(8y+ 81 Y B)}.

E assim podemos calcular os estimadores de méxima verossimilhanga (EMV'), que
pode ser feito via métodos computacionais.
Quando temos grandes amostras, as inferéncias sobre 3 podem ser baseadas na apro-

ximagao assintética dos estimadores de méxima verossimilhanca (Cox e Hinkley, 1974).

B = (Bo=B1)~N(57 1—;1(3))7

em que I,(B3) ¢ a matriz de informacio observada com elementos definidos por:

_ 0%log(L(8]2))

Ing(B) = R |

BOﬂBl7

sendo p, ¢ = 1,2.Assim,

0 log(L(Bl2)) _ 9*log(L(5]2))

p=lLg=1—1I=

R 52
L _ Olog(L(B2))
p=la=2=le=""5;5s
P _ Plog(L(B2))
p=2a=1=lr =555

B P ~ D%log(L(B)z))  9%log(L(Bz))
e R

A parte de Processos de contagem que conta como a base deste trabalho, foi estudada
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e encontra-se no apéndice deste trabalho, caso haja o interesse de consulta.



Capitulo 2

Sistemas Reparaveis com funcao de
intensidade Hibrida Poisson/Ntmero

de eventos

Existem varios modelos para a andlise de dados de eventos recorrentes. Metodologias
baseadas no processo de Poisson e no processo de renovacao sao freqiientemente utilizadas.
O processo de Poisson é utilizado quando o interesse é modelar o tempo total de estudo,
enquanto que o processo de Renovagao é utilizado para modelar o tempo intervalar, ou
seja, o tempo entre eventos, como ja tratado no capitulo anterior, ver Nelson, (1995).

Todavia o modelo proposto neste trabalho, envolve o nimero de eventos recorrentes
e nao o tempo intervalar, isto foi realizado em virtude de que em muitas situagoes a
quantidade de eventos influencia os préximos tempos de recorréncia, ou seja, a partir daf
teremos um Processo de Poisson Perturbado.

A Secao 2.1 trata da formulacao do modelo, a Secao 2.2 descreve a estimacao de ma-
xima verossimilhancga e teste de hipétese. A Se¢ao 2.3, um exemplo com dados artificiais,
incluindo as estimativas dos parametros, e a Secao 2.4 conclui com algumas observagoes

a extensao deste capitulo.



2. SISTEMAS REPARAVEIS COM FUNCAO DE INTENSIDADE HIBRIDA POISSON/NUMERO DE
EVENTOS

2.1 Formulacao do Modelo

Processos envolvendo eventos recorrentes sao comuns em confiabilidade e vérias ou-
tras dreas, desta forma considere um sistema repardvel, observando um tempo ¢ > 0,
e suponha que os eventos ocorram nos tempos (ti,t,...), tal que t; < t3. Dado que
r; = t; —tiq(com tg = 0 ei = 1,2,....), assim x; denota o tempo entre os eventos, e
N(s,t) denota o nimero de eventos no intervalo [s,t), a notagao N(t) também pode ser
usada para representar N(0,t), ver Lawless e Thiagarajah (1996).

Geralmente, um modelo de probabilidade para um determinado ponto no processo
pode ser especificado em termos de uma condicional ou uma funcao intensidade completa
(FIC).

Definimos H; = {N(s) : 0 < s < t} como o histérico do processo acima para o tempo

t. Entao a FIC ¢é dada por:

A& H) = mP{N@,HAAtt) —1H,}

(2.1)

No6s observamos que a fungao média para o processo ¢ definida como P(t) = E{N(t)},
e que p(t) = P'(t) é chamado de razao de ocorréncia, ou apenas de funcao razao. Agora
para processos em que os eventos nao ocorrem simultaneamente, a fungao razao é dada
por im P{N(¢,t + At) = 1}/At.

At10

Para processos de Poisson a fungao intensidade e a fungao razao sao as mesmas devido
sua perda de memdria, mas isto geralmente nao acontece e a fungao razao nao especifica
0 processo unicamente.

Processos de Poisson sao processos em que (2.1) ¢ da seguinte forma

At, Hy) = p(t), (2.2)

neste caso p(t) ¢ a intensidade e a fungao razao. Para processos de Poisson, bem se sabe,
t

que N(t) tem uma distribuicdo de Poisson com média P(t) = / p(p)du e que o nimero

0
de eventos em seqiiéncia relacionados com os tempos de intervalos sao independentes.

Processos de renovagao, por outro lado, sdo modelos os quais (2.1) é da forma:
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At Hy) = h(t — txgo). (2.3)

em que tyu—) € o 1ltimo evento antes de ¢. Entao (2.3) implica que os tempos x; entre
0s sucessivos eventos sao independentes e identicamente distribuidos (iid), com fungao de
risco h(z), que é a maneira que os processos de renovagao sao normalmente definidos.

Como jé se sabe, o processo de Poisson homogéneo, no qual p(t) é constante, sao
também processos de renovagao com z}s seguindo uma distribuigao exponencial, todavia,
as familias dos processos de Poisson e renovagao sao distintas, ver Cox e Isham (1980) ou
Ross (1983).

N6s podemos usar (2.1) para formular modelos incorporando os tempos de tendén-
cia (Poisson) e nimero de eventos. Geralmente, podemos estabelecer efeitos de eventos
passados dentro do modelo.

Desta forma considerando a equagao em (2.1),temos:

At, Hy) = €920, (2.4)
em que z(t)= (z1(t),....., 2p(t)) € um vetor de fungdes que pode depender de ¢t e Hy, e
0 =(61,....,0,) ¢ um vetor de parametros desconhecidos. Todos os vetores sdo considera-

dos vetor coluna.

Vérios modelos comuns sao casos especiais de (2.4). Estes incluem processo de Pois-
son com funcdo intensidade: a) p,(t) = exp(a + Bt) e b) py(t) = at®, dados por a)
2(t) = (1,t),0 = (a, B) e b) z(t) = (1,logt), 0 = (loga, 3) respectivamente. Métodos
estatisticos para estes modelos tem sido considerado por vérios autores (e.g., Ascher e
Feingold, 1984; Bain e Engelhardt, 1980; Cox e Lewis, 1966; Crowder et al., 1991; Law-
less, 1987; Lee e Lee, 1978).

Assumindo que tempos de recorréncia dos eventos sao observados, inferéncia paramé-
trica para modelos da forma (2.4) mostram-se diretos e répidos através de desenvolvi-
mento computacional. O restante deste capitulo desenvolve e investiga procedimentos de
inferéncia, observando-se que varidveis explicativas podem ser incluidas nos termos z;(t)
em (2.4) , ainda que este trabalho nao inclua este tipo de situagao. Todavia o modelo que

iremos tratar tem como z(t) = (1,¢, N(t)) e 0 = (a, B,7) , assim a funcdo intensidade
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pode ser escrita como:

A(t, Hy) = eotProN®), (2.5)

O que podemos verificar no modelo (2.5), é que o parametro « funciona como risco
de base, ou seja, independentemente do tempo de ocorréncia do evento ele ja estard
implicito, agora o parametro 3 é caracterizado como o coeficiente do tempo, ou seja, ele
serd significante se o tempo interferir na funcao intensidade. O 1ltimo parametro que é
dado por v, também sé terd significincia se a fungao de risco, no caso a intensidade por

se tratar de eventos recorrentes depender da quantidade de eventos.

2.2 Meétodos de Maxima Verrosimilhanca

Nos consideramos a funcao de verossimilhanca para um simples processo obser-
vado no intervalo de tempo (0,7]. A verossimilhanca é proporcional para densidade
de probabilidade para dados observados, na qual ¢é da forma {n eventos, no tempo
th < ...... <t, <T}; em quen > 0. Geralmente, a verossimilhanca para um processo com

intensidade (2.1) é dado por:

n

1(6) = [\t H,) exp{— / (¢, Hy)dt). (2.6)

i=1
Neste caso A(t, H;) ¢ dado por (2.4), tal que i = 1,2,...,n, representa as recorréncias.
Em particular 7" nao estd pré-especificado, mas pode ser considerado como o 1ltimo
tempo, sendo assim T' =1, .
Para o modelo da forma (2.4), a fungao do log da verossimilhanga [(6) = log L(0) é
dada por:

=1

1(0) = ie/z(tzy - / RECrT (2.7)

A funcao escore é dada por:
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T
U, (0) = 8(;(99) = er(ti) — /zr(t)eelz(t)dt, parar =1,....,p, (2.8)
0

i=1
e a matriz de informacao observada p x p I(#) dada por:

o ;
(0) =~ / (1) (1) Ot (2.9)

0

Em casos especiais nés podemos avaliar as integrais em (2.7) — (2.9) analiticamente,
mas em geral a integragao nimerica é necessaria.

Se o numero total esperado de eventos é grande e apropriadas condi¢oes no mod-
elo sao asseguradas, entao, para encontrar as estimativas ou testes para 6 nés podemos
tratar € como tendo aproximadamente uma districao normal com média 6 e matriz de
variancia-covariancia I,(f) 1. Escores ou estatisticas de verossimilhanca podem também
serem usadas de forma usual.

Considerando a fungao dada em (2.4), dado que o modelo proposto por este estudo
tem que z(t) = (1,t,N(t)) e @ = (o, 3,7)", a fungdo intensidade ¢ dada por (2.5).

Desta forma a fungao de verossimilhanga (2.6) considerada, ¢ dada por:

n

T
L(0) = Hea+ﬂt+’yN(t) . eXp{_/eanLﬂtﬂN(t)dt}‘ (2.10)
0

i=1

As equacoes de méximo da verossimilhanga ou equacao escore e a matriz de informagao
observada I, (6) s@o encontradas através das devidas substituicoes de z(t) = (1,¢, N(t))’
e @ = (a,3,7) , nas equagoes (2.8) e (2.9). Considerando inicialmente a funcao de dis-

tribuigdo condicional acumulada, dado que T'=t,, e N(¢;) = (i — 1), temos:
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F(t;) — F(t;—1) S(t;)
F(t;|t; = Pt<tjt>tiq) = =1- 2.11
( | 1) ( | 1) S(tifl) S(tifl) ( a’)
S(tiltia) = 1= F(tiltis)
t;
Sttilti 1) — exp(— / A(B)dt) (2.11b)
ti—1
t
S(tfti) = exp(= [ expla-+ Bt + (i~ D))
ti—1
,e(a+(i—1)“r)(e(ﬁti),e(ﬁtifl))
S(ti’ti_l) =€ B (212)

Através de (2.12), podemos encontrar a fungao densidade utilizando a férmula dada

m (1.3).

L _elat(=1)) (o(Bt) _(Bti-1)y
f(tz"ti—l) _ ea+,8t+7(zfl)e 3

Sabendo que a fungao de verossimilhanga é dada por (2.6), através da fungao densidade

e sobrevivéncia temos:

" n
(I .
ﬁE t; 75 (n— 1 = _le(zfl)wﬁtn %2_1: —1)y+Btp_1

L(w, B,v|dados) = e"e =1 ¢ i=1 i (2.13)
Aplicando agora o logaritmo na fungao (2.13), temos:
In(L) = na+ BY t; +y> (i —1) — %Z iDy+st g & ze =Lyt (2.14)
i=1 i=1 =1 i=1

Também encontramos as expressoes da primeira derivada, desta forma elas sao dadas

a seguir.

«
— (i—=1)y+pBt; i—1)y+0Bt;
=n— 6 —l— Ze
aa 6 1= /8 =1
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e ie(i71)7+5ti (75@)5 — v ie(ifl)qﬂrﬁti
i=1

Jln(L) n =
= St — ! 5
B i=1 6]
eaie(i71)7+5ti71 (ti—l)ﬁ _ eaie(i71)7+ﬁti,1
+ i=1 i=1
62
Jln(L) n e ”
= i—1) — =S el=DrtBti; 1
AP P P 3 (=1)
G WIS Ty
+—=Y el TR — 1)
Bi=

Como o principal interesse é encontrar os estimadores de maxima verossimilhanga,
neste modelo nao encontraremos problemas para estima-los, uma vez que a integral en-
volvida foi de facil resolucao, diferentemente do modelo proposto por Lawless e Thiagara-
jah (1996). O encontro das estimativas ¢ feito através do software R, através da rotina

optim.

2.3 Exemplo (dados artificiais)

Para ilustrar o uso do modelo (2.10), e associd-lo com processo de inferéncia, nés con-
sideramos o subconjunto de dados gerados pela inversa da funcao densidade condicional,

sendo esta dada por:

O (E=1)7 (Bt _Pli—1)

f(tiltioy) = ex P00 7 . (2.15)

Considerando os parametros para geracao do modelo sendo o = 2,5 = 0.8 e v =
—0.1, foi gerado um conjunto de dados correspondente & 55 recorréncia de tal forma que

arredondamos para apenas 2 casas decimais, assim os dados sao encontrados na Tabela

2.1.
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Tabela 2.1. Conjunto de dados simulado através da funcao dada

em (2.15) (55 recorréncias)

0.05 0.21 024 042 061 0.72 0.79 089 1.03 1.15 1.18
1.50 169 1.70 1.78 1.81 1.82 1.89 192 1.99 200 2.05
242 251 257 261 312 3.14 3.71 3.75 380 3.81 3.99
4.07 410 415 4.52 463 480 533 535 542 552 582
6.16 6.28 6.29 6.57 6.62 6.66 6.85 7.01 7.04 7.25 7.26

Com o conjunto de dados gerado, consideramos o modelo (2.5) e encontramos as
estimativas dos parametros e a matriz de Informacao Observada respectivamente, através

da utilizacao do software R, assim temos:

0 = (2.4945709, 1.0818178, —0.1545671),

) 55.00013  192.1218  1485.004
1,(0) = 190.57057  948.4795  7240.210
1485.00438 7240.2103 55504.390

A estimativa da matriz de covariancia I,(f)"'d4 a variancia padrao (tirando a raiz
obtemos os desvios das estimativas padronizadas) para (;4, Be fy sa0 0.077949475,0.29474982
e 0.005512137 respectivamente.

A Figura 2.1 expoe o gréfico do tempo acumulativo de recorréncia versus nimero
acumulativo de recorréncias no tempo em relacao ao conjunto de dados gerados a linha
continua apresentada no gréfico é referente ao conjunto de dados obtidos através das
estimativas dos parametros do modelo ajustado. Assim podemos verificar que os valores

estimados sdo muito préximos dos valores originais (gerados inicialmente).
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tempo de recorréncias

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

nimero de recorréncias

Figura 2.1. Tempo acumulativo de recorréncia versus nimero acumulativo de recorréncias

no tempo

Apesar das estimativas terem sido verificadas, temos que analisar se os parametros sao
realmentes significativos, desta forma verificaremos se existe ou nao o comportamento de
tendéncia, referente ao processo de Poisson e também se o ntimero de recorréncia influencia
ou nao este processo, ou seja, se podemos dizer que realmente temos um Processo de
Poisson Perturbado. Entao iremos trabalhar com o teste de hipétese de Wald.

A hipétese a ser testada inicialmente, serd em relacao ao comportamento de tendéncia,
desta forma a hipétese nula é dada por Hy : = 0. O teste de Wald é utilizado para
verificacao de nao rejeicao ou rejeicao da hipétese Hy. Esta estatistica é baseada em
W? = 32/S%(3), em que S?(B) = (I3x3(3)~"!), desta maneira a estatistica /2 ¢ comparada
com uma distribuicao qui-quadrado com nivel de significancia de 5%, assim X%,0.05 = 3.841.

Realizando os célculos, temos:

Wg = 1.0818178/0.29474982 = 3.970587.

Através do valor obtido pela estatistica de Wald em relacao ao parametro 3, podemos

verificar que este valor é maior que 3.841, assim podemos rejeitar a hipétese nula, ou seja,
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temos evidéncia que existe comportamento de tendéncia.

Agora analizando o parametro referente ao nimero de ocorréncia, iremos testar a
hipétese nula que ¢ dada por Hy : v = 0, sendo a estatistica de teste W2 = ~2/ 52(&),
em que SQ(&) = ([3><3(’:}/)_1), desta maneira a estatistica ¥W? ¢ comparada com uma
distribuicao x7 s, tal que x3 5 = 3.841.

Realizando os célculos, temos:

W2 = (—0.1545671)%/0.005512137 = 4.33425.

~

O valor obtido foi de 4.33425, que também ¢ maior que x7 o5 = 3.841, desta maneira
rejeitamos a hipotese nula, ou seja, estes dados tem influéncia em relacao ao nimero de

eventos que ja ocorreram.

2.4 Conclusoes e Observacoes

Modelos da forma (2.5) s@o tteis para explorar uma série de eventos, particularmente
quando pode-se ter um comportamento de tendéncia relacionado com o niimero de even-
tos, gerando assim um Processo de Poisson Perturbado. Como ilustracao, foi realizado
um exemplo, no qual verificamos as estimativas dos parametros atraves do software R,
verificamos se estas estimativas eram significantes ou nao para o modelo.

Desta forma, concluimos através do exemplo que os dados comportam um Processo de
Poisson Perturbado, ou seja, o tempo de recorréncia depende do nimero de ocorréncias.
Em suma, observamos que existem varias consideracoes a serem trabalhadas, entao
desta forma no Capitulo 3, serd realizado um estudo mais aprofundado em relacao ao

modelo proposto, na tentativa de avaliar melhor as condigoes que este podera ser utilizado.



Capitulo 3
Simulacao

Neste capitulo, desenvolvemos anédlises em relagao ao modelo proposto em (2.5), isto
foi realizado em virtude de verificar as condigoes nas quais o modelo é vidvel ou nao,
assim analisaremos qual a consisténcia da fungao inversa apresentada em (2.15), de gerar
dados de diferentes tamanhos e também serao realizados testes de hipéteses para validar
o modelo.

Primeiramente utilizando novamente a inversa da fungao densidade condicional (2.15),
foram gerados conjuntos de dados com 10, 25, 50, 100, 150 e 300 recorréncia para realizagao
da verificacao da consisténcia dos estimadores e na secao 4.2 a consisténcia dos testes de

hipéteses.

3.1 Consisténcia dos Estimadores

Um estimador é consistente quando seu valor se aproxima do verdadeiro valor do
parametro a medida que aumenta-se o tamanho da amostra, Lehmann (1999).

Considerando a Tabela 3.1, apresentada a seguir, temos na primeira coluna os niimeros

de recorréncias consideradas, na segunda coluna o valor das estimativas do parametro «,

na terceira as estimativas de 3 e na quarta as de 7.



3. SIMULACAO 22

Tabela 3.1.Estimativas dos Parametros, utilizando a fungao (2.15)

n a 8 v

10 0.9911541 29.0343849 -3.5022875
25 1.6173930 2.9772930 -0.2847253
50 2.4921083 0.9808284 -0.1418630
100 2.1268794 0.6932792 -0.0892514
150 1.94619481 0.69247182 -0.08491928
300 2.0000001 0.7999990 -0.1000242

Os valores dos parametros utilizados para encontrar as estimativas foram: o = 2,5 =
0.8 e v = —0.1, sendo que a quantidade de recorréncias consideradas foram 10, 25, 50,
100, 150 e 300.

O que podemos visualizar através da Tabela 3.1, é que as estimativas dos parametros
nao sao interessantes para menos de 50 recorréncias, todavia quando o niimero de recor-
réncia aumenta as estimativas vao se aproximando do verdadeiro valor do parametro,
desta forma podemos afirmar que os estimadores dos parametros estabelecidos sao consis-
tentes e desta forma podemos estar assegurados em relagao a forma de geracao da funcao

inversa apresentada em (2.15).

3.2 Testes de Hipdteses

Fundamentado nos conceitos estatisticos, um dos problemas provenientes da mode-
lagem é o de testar hipoteses, para verificacao se os parametros envolvidos no mesmo sao,
ou nao significativos. Entao é realizado uma determinada afirmacao sobre um modelo,
usualmente sobre o pardmetro testado, e assim desejamos saber se os resultados experi-
mentais provenientes de uma amostra contrariam ou nao tal afirmagao.

O objetivo do teste estatistico de hipétese é, entao, fornecer uma metodologia que nos
permita verificar se os dados amostrais (no caso do estudo em questao, dados gerados)

trazem evidéncias que apéiam ou nao uma hipétese estatistica formulada.
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3.2.1 Estatistica de Wald

Como tratado anteriormente, o teste de hipétese é realizado em virtude de avaliar se
a hipdtese testada, no caso a hipdétese nula, é ou nao rejeitada. Todavia fundamentado

neste conceito, realizamos o Teste de Wald que ¢ dado por:

~2

W, = —— (3.1)

s*(@)

quando o pardmetro analisado é dado por «, que representa o risco base da funcao inten-

sidade dada por (2.5), e

~2

Wy = —L (32)

s%(7)

quando o parametro analisado é dado por v, que caracteriza a influéncia da quantidade

de eventos recorrentes no modelo.

Desta forma os testes de hipéteses foram fundamentados em Hy: o« =0 e Hp : vy =0,
utilizando um nivel de significancia de 5%, sendo que foram gerados valores de tal sorte
que inicialmente o risco base era igual a zero (a = 0), para 10, 25, 50, 100, 150 e 300
recorréncias em uma mesma unidade amostral, obtendo-se entao a segunda coluna de
valores da Tabela 4.2. Em seguida, realizamos o teste para o parametro v=0, sendo este
relacionado com a influéncia do niimero de ocorréncia do evento, em que os valores obtidos
se encontram na terceira coluna.

Para realizacao do teste, a estatistica de Wald foi comparada com o valor x7 g5 =
3.841, assim verificamos a quantidade de vezes, em 999 reamostras, que o valor calculado
através da simulagao excedia o valor da qui-quadrado estabelecida Através da Tabela 4.2,

podemos verificar os resultados obtidos, que sao apresentados em porcentagem.
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Tabela 3.2. Valores em Porcentagem em relacao ao niimero de vezes

que a Estatistica de Wald excedeu a Xio.os: 3.841

n Wa=o Wy
10 16,9 49,6
25 9,6 35,7
50 7,0 12,1
100 6,9 8,6
150 6,6 7,8
300 6,2 6,9

Analisando a Tabela 3.2, verificamos que para 10 ocorréncias, considerando apenas o
o = 0, (risco base) 16,9% dos valores sao maiores que x7 o5 = 3.841, sendo que o esperado
seria apenas 5% (dado que o modelo de geragdo tem a = 0), isto também ¢é verificado
para o parametro 7y, porém isto comega a melhorar a partir de 50 recorréncias. Todavia os
valores encontrados nao satisfazem as suposicoes, ja que o nivel de significancia adotado
¢ de 5%.

Devido aos valores obtidos na simulacao apresentada anteriormente, verificamos que a
teoria assintética nao é conveniente, pois mesmo para grande reamostras nao conseguimos
obter os resultados necessdrios para justifica-la, em virtude deste fato o procedimento apre-
sentado a seguir é referente a valores empiricos para a estatistica de Wald, desconsiderando
desta forma a distribuicao x7 5, que é referente a teoria assintética.

Assim os valores apresentados na Tabela 3.3, referem-se & porcentagem dos nimeros
de estatisticas de teste, no caso a de Wald, que excederam o valor empirico. Desta forma,
segue o procedimento utilizado para realizacao dos cdlculos dos valores apresentados:

1. Geramos dados com o = 0,3 = 0.8 e v = —0.1, e calculamos a Estatistica de Wald
Empirica;

2. Os valores estimados serao os parametros para nova geragao de valores, porém
a = 0, calcula-se as estatistica de Wald (Este processo repete-se 399 vezes);

3. As estatisticas obtidas sao ordenadas e calcula-se o 95° percentil, e compara-se com

a Estatistica de Wald Empirica calculada no passo 1.
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Os 3 passos sao repetidos 499 vezes.

O mesmo procedimento ¢ realizado para o parametro +.

Tabela 3.3. Valores em Porcentagem em relacao ao niimero de vezes

que a Estatistica de Wald excedeu a Estatistica de Wald Empirica

n Wa=o Wr_o
10 7,36 22,72
25 6,89 23,08
50 5,02 10,69
100 4,98 5,09
150 4,99 4,53
300 5,01 4,26

Através da Tabela 3.3, observamos que para o parametro « os valores obtidos sao
coerentes com o nivel de significincia de 5%, desta forma podemos dizer que existe uma
confiabilidade de 95%. Agora realizando a mesma simulacdo, porém com os parametros
a=2,0=08evy =0, nao obtivemos valores muito satisfatérios quando se trata de
uma pequena quantidade de ocorréncias, todavia isto se torna mais interessante apds 50
recorréncias, com uma significincia empirica nao maior que 10% e na medida que o niimero
de recorrécias aumentam no caso 100, 150 e 300 podemos afirmar que a confiabilidade de

95% foi atendida. Os cédigos utilizados nesta simulacao encontram-se no Apéndice.

3.2.2 [Estatistica de Razao de Verossimilhanca

Outro teste de hipdtese também considerado foi o da Razao de Verossimilhanga (RV),
sendo este baseado na comparacao entre os maximos com restricao e sem restricao do
logaritmo da funcao de verossimilhanca e tem uma distribuicao assintética qui-quadrado
com k graus de liberdade, tal que k sera considerado igual a 1 e o nivel de significancia
igual a 5%, assim X7 o5 = 3.841.

A estatistica de razao de verossimilhanca é dada por:

RV = 21(6) — 21(6) (3.3)
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em que [(#) é dado pelo logaritmo da verossimilhanga calculado com todos os parametros
e [(0) o valor do logaritmo da verossimilhanca considerando um dos parametros iguais a
0, isto é, o teste da razao de verossimilhanca é obtido através da comparacao entre os
modelos com e sem os pardmetros sendo testadas.

Como segue na Tabela 3.4, consideramos primeiramente a hipétese nula Hy : o =0
e desta forma geramos os dados em relacao ao tempo de recorréncia, tal que o nimero
de recorréncias foram: 10, 25, 50, 100, 150 e 300, os valores dos parametros considerados
foram: a = 0,5 = 0.8,7 = —0.1 e em cada situacao calculamos a estatistica de RV 999
vezes, e em seguida comparamos-as com a X%,0.05 = 3.841. Este procedimento foi realizado
tanto para «, quanto para 7y (Hy : v = 0), porém aqui utilizamos os parametros de acordo
com o teste, « = 2,5 = 0.8,7 = 0, e os resultados referente ao mimero de vezes que os

valores da RV excederam o valor de 3.841 considerado, encontram-se em porcentagem na

Tabela 3.4.

Tabela 3.4. Valores em Porcentagem em relacao ao nimero de vezes

que a Estatistica de RV excedeu a X%,0.05: 3.841

n Wa=o Wry—
10 63,1 78,8
25 48,3 62,8
50 42,7 41,2
100 40,9 35,4
150 28,5 28,0
300 11,4 16,3

Os valores apresentados na segunda coluna foram calculados levando em conta o = 0,
B = 0.8, v = —0.1, e através da funcao de verossimilhanga, calculamos [(f) o valor da
log-verossimilhanca para esta situacao, em seguida estimamos os valores dos pardmetros
e assim obtemos o valor de [(f), e desta maneira realizamos os célculos da Razao de
Verossimilhanga (3.3), isto foi realizado 999 vezes como ja foi dito anteriormente. Por-
tanto, através dos valores apresentados pela Tabela 4.4, verificamos que apesar do valor

de geracao do parametro « ser igual 0, os valores das estatisticas excederam o valor da

X3 005 = 3.841 em 63,1% das vezes quando o nimero de ocorréncias ¢ 10, e na medida
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que o nimero de ocorréncias foi aumentando este nimero vai diminuindo tanto para o
parametro «, quanto para o parametro 7, porém estes valores nao se mostraram satis-
fatérios em relacao ao nivel de significancia esperado.

Em virtude dos valores encontrados nao serem aceitdveis em relacao a teoria as-
sintética, realizamos a simulagao considerando o valor empirico da fungao de Razao de
Verossimilhanga, assim como j4 foi feito para a estatistica de Wald. A seguir, segue o
procedimento utilizado para realizacao dos cédlculos dos valores apresentados na Tabela
3.9:

1. Primeiramente consideramos a = 0, § = 0.8, v = —0.1 e desta forma geramos os
dados, referentes ao tempo de recorréncia dos eventos;

2. Em seguida, as estimativas dos pardmetros, de acordo com os dados gerados em
(1) foram encontradas;

3. Calculamos entao, a estatistica de Razao de Verossimilhanca Empirica, dada por
(3.3);

4. Agora, considerando os parametros estimados anteriormente, porém a = 0, geramos
novos dados;

5. Através dos dados gerados, calculamos as estimativas dos parametros e desta forma
calculamos a estatistica de RV novamente;

6. Os procedimentos quatro e cinco sao realizados 499 vezes, ou seja, teremos 499
estatististicas de RV, todavia apenas o valor que representa o 95° percentil é utilizado
para ser comparado com o valor da estatistica de RV empirica, obtida em (3);

Todos estes procedimentos citados anteriormente foram realizados 399, e assim con-
seguimos os valores que se encontram em porcentagem na Tabela 3.5.

Os passos apresentados referem-se ao parametro «, sendo este o parametro que retrata
o risco base da fungao intensidade apresentada em (2.5). Para o parametro v, a simulagao
foi realizada de forma similar, todavia nos passos (1) e (4), v = 0, os valores que iremos
apresentar na Tabela 3.5, referem-se ao niimero de vezes em porcentagem que a RV do

95° percentil foi maior do que RV empirica.
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Tabela 3.5. Valores em Porcentagem em relacao ao niimero de vezes

que a Estatistica de RV excedeu a Estatistica de RV Empirica

n Weo—o Wry_o
10 18,79 12,28
25 12,03 15,04
50 7,69 8,96
100 5,96 7,26
150 5,63 6,02
300 433 5,16

Através da Tabela 4.5, verificamos que & medida que o nimero de recorréncia em
uma mesma unidade amostral aumenta, a porcentagem dos valores que excedem o valor
empirico diminui, aproximando-se do valor de significAncia de 5%, porém o valor nominal
nao foi atingido de forma precisa, mas podemos considerar que o modelo proposto é
interessante para um grande niimero de recorréncias

Ainda podemos considerar que acima de 50 recorréncias a significAncia empirica nao
¢ maior que 10% tanto para o parametro «, quanto para o parametro 7. Os cédigos

utilizados nesta simulacao encontram-se no Apéndice.

3.3 QQ- Plot

Podemos utilizar recursos computacionais e em particular simulagoes para inferir
distribuicoes amostrais de quantidades de interesse. Na teoria de estatistica existem
varios resultados que podem ser ilustrados via simulacao, o que ajuda na compreensao e
visualizacao dos conceitos e resultados, como ja vimos na secao apresentada anteriormente.

Este uso de simulacoes é apenas um ponto de partida, pois estas sao especialmente
lteis para explorar situagoes onde resultados tedricos nao sao conhecidos ou nao podem
ser obtidos.

Uma forma eficaz de comparar distribuigoes empiricas e tedricas é comparar os quantis
das distribuicoes e para isto utilizamos o qg-plot. O qg-plot é um gréfico dos dados

ordenados contra os quantis esperados de uma certa distribuicao. Quanto mais préximo
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os pontos estiverem da bissetriz do primeiro quadrante mais préximos os dados observados

estao da distribuicao considerada.

A Figura 3.6 ilustra os qg-plots da Estatistica de Wald de acordo com o niimero
de observacoes, isto é, de acordo com o nimero de recorréncias. A estatistica de Wald
foi escolhida em virtude de seus resultados referentes a simulagao apresentada na segao

anterior.
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Figura 3.6. QQ-Plots em relagao ao niimero de recorréncia considerado

O que podemos concluir é que quanto maior o nimero de recorréncias, mais os pontos
se aproximam da bissetriz do primeiro quadrante, desta forma podemos dizer que mais

préximos os dados observados estao da distribuicao considerada, considerando a estatistica

de Wald.

3.4 Conclusoes e Observacoes

O modelo proposto sugere a anélise de tempos de recorréncias de uma determinada

varidvel de interesse em uma mesma unidade amostral, focando a importancia da quan-
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tidade de eventos que podem estar ocorrendo nesta unidade, referindo-se a um Processo
de Poisson Perturbado, ou seja, uma componente representando o Processo de Poisson e
a outra o Nimero Eventos ocorridos nesta unidade.

Como podemos verificar através dos testes de hipéteses a significAncia nominal foi
atingida, entretanto acima de 50 recorréncias a significAncia empirica se torna mais in-
teressante, porém nao maior que 5%, considerando o teste de Wald e nao maior que
10% considerando a estatistica de Razao de Verossimilhanca. Em relacao a consisténcia
dos estimadores, verificamos que quanto maior o nimero de recorréncia as estimativas se
aproximam cada vez mais do verdadeiro valor do pardmetro e através dos qqg-plots veri-
ficamos também que os dados gerados aproximam-se da distribui¢ao, no caso do modelo
considerado, levando em consideracao a estatistica de Wald.

Um exemplo com dados reais serd muito interessante para validar o modelo e sera

realizado no capitulo 4.



Capitulo 4

Exemplo- Dados Reais

Devido ao modelo proposto requerer tempos de recorréncia de um mesmo individuo
ou de um mesmo componente, neste capitulo iremos apresentar um exemplo com dados
reais com as condicoes estabelecidas. A necessidade de exemplificar o modelo hibrido
proposto é de fundamental importancia para validar o mesmo, em situagoes problemas
nas quais ele poderd ser utilizado.

O exemplo apresentado refere-se a um individuo que faz compras de uma revendedora
da empresa de cosméticos, sendo que o evento de interesse é referente ao momento no
qual o individuo adquire produtos dessa revendedora, representado pela varidavel tempo.
A coleta de dados foi possivel, gracas a um conjunto de dados de sete anos cedido por
uma consultora, tendo este mais de 50 recorréncias.

A procura por um conjunto de dados com mais de 50 observagoes se fez necessdria,
devido as simulacoes e resultados obtidos no capitulo 3, sendo que estes apontavam que
o modelo é adequado para um grande nimero de recorréncias.

O objetivo deste modelo na situacao problema envolvida relaciona-se com a verificagao
da influéncia do mimero de compras anteriores no tempo das compras futuras, desta forma

o conjunto de dados encontrados encontra-se na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1. Conjunto de dados reais, valores em dias (57 recorréncias)

14 76 86 148 212 252 274 310 356 396 407
511 576 580 608 616 619 641 652 677 680 695
814 842 864 875 1040 1048 1231 1246 1260 1264 1321
1346 1357 1372 1490 1526 1584 1753 1757 1782 1814 1908
2016 2056 2059 2149 2167 2178 2239 2290 2300 2369 2369
2408 2430

O conjunto de dados apresentado na Tabela 4.1, refere-se ao tempo em dias de uma
nova compra feita pela cliente considerada, todavia o modelo proposto trabalha com dados
representados em nimeros decimais, entao decidimos trabalhar com os dados nao em dias,
mas sim em anos. Considerando o que foi dito até o momento o conjunto de dados da

Tabela 4.1, foi dividido por 360 que representa o ano comercial.

Tabela 4.2. Conjunto de dados reais, valores em anos (57 recorréncias)

0.04 021 024 041 059 070 076 086 099 1.10 1.13
1.42 1.60 1.61 1.69 171 172 178 1.81 188 1.89 1.93
226 234 240 243 289 291 342 346 350 3.51 3.67
3.714 377 381 414 424 440 487 488 495 5.04 5.30
5.60 571 572 597 6.02 605 622 636 639 6.58 6.59
6.69  6.75

Através da Tabela 4.2, podemos observar que os dados coletados referem-se a um
periodo de 7 anos, como ja tratado préviamente, assim sendo, verificamos que esta cliente
efetua compras e é fiel a esta revendedora no perfodo de 2001 até o ano de 2007, consi-

derado.
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4.1 Estimativas

Considerando agora o conjunto de dados ja em decimais apresentado na Tabela 4.2,
podemos estimar os parametros utilizando o modelo proposto em (2.5), tal que os codigos
para realizacao deste encontram-se no Apéndice referente ao capitulo 4.

As estimativas dos parametros sdo 6 = (2.47004,1.315204, —0.1659582), tal que a

matriz de Informagao observada de Fisher ¢ dada por:

A 56.98301  188.6643 1596.459
L,(0) = 188.66434 878.7202 7332.701
1596.45930 7332.7011 61380.727

A estimativa da matriz de covariancia I,(f) 'dd a variancia padrao (tirando a raiz
obtemos os desvios das estimativas padronizadas) para &, Be 7 sao 0.07183600, 0.40583449
e 0.006191541 respectivamente e a fun¢ao de maxima verossimilhanga L(6) = 67.05319.

Apesar das estimativas terem sido verificadas, temos que analisar se os parametros sao
realmente significativos para validar o modelo, desta forma verificaremos se existe ou nao
o comportamento de tendéncia, referente ao processo de Poisson e também se o nimero
de recorréncia influencia ou nao este processo, ou seja, se podemos dizer que realmente
temos um Processo de Poisson Perturbado. O teste de hipdtese de Wald serd utilizado.

A hipétese a ser testada inicialmente, serd em relacao ao comportamento de tendéncia,
desta forma a hipétese nula é dada por Hy : = 0. O teste de Wald ¢é utilizado para
Veriﬁca(;?,o de nao rejeicao ou rejeicao da hipétese Hy. Esta estatistica é baseada em
W§ =0 /S*(B), em que S*(8) = (Isx3(f) "), desta maneira a estatistica W3 ¢ comparada
com uma distribui¢ao qui-quadrado com nivel de significancia de 5%, assim x3 o5 = 3.841.

Realizando os célculos, temos:

W2 = 2.470042/0.40583449 = 15.0335.

Através do valor obtido pela estatistica de Wald em relagao ao parametro 3, podemos
verificar que este valor é maior que 3.841, assim podemos rejeitar a hipétese nula, ou seja,

temos evidéncia que existe o comportamento de tendéncia.
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Agora analizando o pardmetro referente ao nimero de ocorréncia, iremos testar a
hipétese nula que é dada por Hy : v = 0, sendo a estatistica de teste W2 = &2 / 52(&),
em que 52(&) = (ngg(’%)il), desta maneira a estatistica ¥W? ¢ comparada com uma
distribuicao s o5, tal que x7 o5 = 3.841.

Realizando os célculos, temos:

W? = (—0.1659582)%/0.006191541 = 4.4483.

O valor obtido foi de 4.4483, que também é maior que X7 5 = 3.841, desta maneira
rejeitamos a hipoétese nula, ou seja, estes dados tem influéncia em relacao ao niimero de
eventos que ja ocorreram.

Apés a verificacao da significAncia dos parametros, iremos verificar os tempos esti-
mados de acordo com os valores dos parametros estimados, desta maneira a Figura 4.1,
apresenta através dos pontos os verdadeiros valores, ou seja o tempo de recorréncia das
compras, enquanto que a linha continua apresenta os valores dos tempos de compras

estimados.

1000 1500 2000 2500
I I I

tempo da compra em dias

500
I

T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

nimero de compras

Figura 4.1. Gréfico das estimativas dos tempos de vendas em relagao ao nimero de vendas
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O que podemos observar é que os tempos estimados de compra sao muito préximos
dos tempos reais, desta forma podemos dizer que o modelo é adequado.

Este modelo se faz interessante devido estarmos trabalhando nao apenas com a varidvel
tempo, mas também com a varidvel niimero de eventos e como ja vimos no capitulo 4, este
modelo se faz interessante a partir de 50 recorréncias, nao obstante podemos utilizé-los

em varias situacoes.

4.2 Conclusoes e Observacgoes

O que podemos concluir em relacao a todo o trabalho apresentado, é que o modelo
proposto em (2.5) é adequado quanto estamos trabalhando com um niimero superior a 50
recorréncia, desta forma iremos verificar um processo de Poisson Perturbando, em que o
nimero de ocorréncia influenciam no tempo das recorréncias.

O exemplo com dados reais, ajudou-nos a verificar melhor as situagoes nas quais
o modelo proposto poderd ser utilizado, e como pudemos visualizar através da Figura
4.1, os tempos estimados encontram-se muito préximos dos tempos observados, portanto
possiveis previsoes para verificar os futuros tempos de compras sao interessantes.

Contudo, verificamos também os possiveis valores nos quais os pardmetros devem
assumir para que os valores gerados sejam significativas, assim analisando o parametro «,
referente ao risco base da fungao dada por (2.5), caso ele tenha valores negativos o primeiro
valor de geracao aumento,e se o valor dele for positivo, diminui o primeiro valor, desta
forma verificamos que o pardmetro « é responsavel pelo inicio dos tempos de recorréncia
dos dados. O pardmetro (3, também foi analisado, e assim observamos que os valores
atribuidos a ele nao poderao ser negativas, todavia se os valores estiverem entre 0 e 1,
verificamos o aumento da amplitude dos dados, e se ele for maior do que 1, existe uma
diminuicao da amplitude.

O parametro v, foi o mais interessante de ser analisado, ja que ele pode assumir valores
positivos e negativos, porém sua modificagdo em relacao a décimos modifica demais a
estrutura da geracao, sendo que se ele for negativo aumenta muito a amplitude e se ele for
positivo ele diminui demais a amplitude. Apds esta andlise fica fdcil visualizar possiveis

conjuntos de dados que serao aptos a se adequar ao modelo proposto, nao esquecendo
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porém que estes devem estar na estrutura de decimais.
Portanto fica a proposta do modelo de intensidade Poisson Perturbada pelo Nimero

de Ocorréncias para dados de eventos Recorrentes com suas validagoes em cardter classico.



Apéndice A
Processos de Contagem

O desenvolvimento de modelos estatisticos baseados em processos de contagem para
analisar dados de eventos recorrentes foi originalmente introduzido por Aalen (1978).
Esse trabalho de Aalen serviu de inspiracao a vérios modelos de sobrevivéncia definidos a
partir de intensidades de processo de contagem, quantificando ocorréncias de um evento
de interesse ao longo do tempo. O cardter temporal desses modelos traduz a caracteristica
dindmica das unidades em anélise de sobrevivéncia que se movem entre um niimero finito
de estados. Por exemplo, mudanca de um individuo do estado vivo para o estado morto,
que é uma situagao usual neste tipo de dados.

Existe uma extensa literatura sobre modelos de processo de contagem. Esta abor-
dagem nos proporciona ferramentas bastante poderosas, capazes de generalizar diversas
situagoes. Os modelos freqiientemente utilizados para dados de eventos recorrentes, que
proporcionam o aprendizado sobre o processo individual, sao aqueles baseados no processo
de Poisson e processo de renovacao. Esses modelos sao conhecidos como modelos de inten-
sidade. Cox e Isham (1980) e Cox e Lewis (1966) sao alguns exemplos para situagoes nas
quais covaridveis nao estao presentes. Covaridveis sao, entretanto, tratadas por Andersen
et al. (1993), Follmann & Goldberg (1988), Prentice et al. (1981) e Cox (1972b), entre
outros.

Com relagao a interpretagao dos modelos, pode ser dito que, se for empregado uma
representacao de Poisson para os processos individuais, o tempo total de estudo estd sendo
modelado, enquanto que, considerando o processo de renovagao, é o tempo intervalar, ou

seja, o tempo entre eventos que estd sendo modelado. Como discutido por Lipschutz e
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Snapinn (1997), modelar o tempo total parece natural se os eventos podem ser vistos
como independentes; também ¢é razodvel assumir que eles podem se desenvolver simul-
taneamente, com o risco para a ocorréncia de cada evento iniciando no mesmo tempo.
Nesse contexto, os eventos ordenados refletem a ordem de suas ocorréncias no tempo. Por
outro lado, modelando o intervalo de tempo, considera-se situagoes em que o risco para o
préximo evento inicia depois de o evento prévio ter ocorrido.

Alguns conceitos de processos de contagem aplicados & andlise de sobrevivéncia sao

relatados neste apéndice.

A.1 Conceitos Basicos

Um processo estocédstico {N(t),t > 0} é dito um processo de contagem se N(t)
representa o numero total de “eventos” que ocorreram até o tempo t. Propriedades
importantes sao dadas a seguir:

1. N(t) > 0.

2. N(t) é um valor inteiro.

3. Se s <t entdo N(s) < N(t).

4. Se s < t entdao N(t) — N(s) representa o niumero de eventos que ocorreram no
intervalo (s, ]

Alguns exemplos que envolvem o processo de contagem sao apresentados.

(a) Se considerarmos N (t) o nimero de pessoas que entraram em um shopping até o
tempo ¢, entao {N(¢),t > 0} é um processo de contagem, no qual um evento corresponde
a entrada de uma pessoa no shopping.

(b) Se considerarmos que um evento ocorre sempre que uma crianga nasce, entao
{N(t),t > 0} ¢ um processo de contagem, em que N(t) ¢ o numero total de pessoas que
nasceram até o tempo ¢.

(c) Seja N(t) o nimero de ligacoes telefonicas que chegam a uma central telefonica
até o tempo ¢, entao {N(t),t > 0} ¢ um processo de contagem.

Dizemos que um processo de contagem possui incrementos independentes se as va-
ridaveis aleatérias que representam o nimero de eventos que ocorrem em intervalos dis-

juntos de tempo sao independentes. Isto é, para quaisquer ty < t; < ... < t,, teremos
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que as varidveis aleatérias N (tg), N(t1) — N(tg), N(t2) — N(t1), ..., N(t,) — N(t, — 1) sdo
independentes. Intuitivamente, podemos dizer que num processo com incrementos inde-
pendentes, os “acontecimentos” do passado nao influenciam o futuro. E razodvel supor
que os exemplos (a) e (c) possuem esta caracteristica, no entanto o mesmo nao ocorre em
(b).

Dizemos também que um processo de contagem possui incrementos estaciondrios se
a distribuicao de qualquer varidvel aleatéria que representa o nimero de eventos que
ocorrem em um intervalo de tempo depende somente do comprimento do intervalo. Isto
¢, para todo t,se h > 0, temos que P{N(t +h) — N(t) =n} = P{N(s+ h) — N(s) = n}.
No exemplo (c) esta hipétese nao é razodvel, uma vez que a ocorréncia de ligagoes entre

1 e 2 da tarde é muito mais provavel que a ocorréncia de ligacoes entre 1 e 2 da manha.

A.2 Processo de Poisson

Um dos mais importantes tipos de processo de contagem é o processo de Poisson,
que ¢é tratado em detalhes na maioria dos livros de processos estocésticos (ver Karlin &
Taylor, 1975). Um processo de contagem {N(t),t > 0} ¢ um processo de Poisson com
taxa A > 0, se:

i) N(0) =0.
ii) O processo tem incrementos independentes.

iii) Para todo s,t > 0,

e (pt)"

P{N(t+s)— N(s) =n}= .y

,n=20,1,...

Pelo item (iii), podemos concluir que N(t + s) — N(s) é uma varidvel aleatéria que
tem distribuicao de Poisson com taxa ¢t e o processo tem incrementos estaciondrios, pois
a probabilidade ¢ fungao apenas de t (comprimento do intervalo). Disto, sabemos que
a taxa ¢ do processo representa o nimero médio de chegadas em qualquer intervalo de
tempo de comprimento unitério.

Para determinar se um processo de contagem é um processo de Poisson, devemos
verificar as condigoes (i), (ii) e (iii). As condigoes (i) e (ii), em geral, seguem do nosso

conhecimento prévio sobre o processo, mas a condigao (iii) ndo parece de facil verifi-
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cagao. Por isso, apresentaremos uma outra definicao, que é equivalente a esta. Antes,
precisaremos definir o seguinte conceito:
Uma funcao f(.) é dita ser o(h) se converge “mais réapido” para zero que a fungao h,

quando h — 0. Alguns exemplos de funcoes deste tipo sdo 22 e 3.

h

Defini¢ao: Um processo de contagem {N(t),¢ > 0} ¢ um processo de Poisson com taxa
w >0, se:

i) N(0) =0

ii) O processo tem incrementos independentes e estaciondrios

iii) P{N(h) =1} = ph+ o(h)

iv) P{N(h) > 2} = o(h)

Os itens (i) e (ii) da definigdo, em geral, seguem da natureza do processo. O item
(iii) significa que a probabilidade de ocorrer um evento em um intervalo de tamanho h
(h pequeno) é aproximadamente Ah. O item (iv) garante que dois eventos nao ocorrem
simultaneamente no mesmo intervalo.

O exemplo a seguir ilustra melhor a idéia.

Clientes chegam a um banco segundo um processo de Poisson com taxa A. Suponha
que dois clientes chegam na primeira hora. Qual a probabilidade que ambos tenham

chegado durante os 20 primeiros minutos?

2 eventos

A

2 eventos

| | |
| | | >

1/3 hora 1 hora tempo
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P{N(3)=2,N(1)=2}
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J— 2! 0! —
- ()\)Zef)\
2!

el

Generalizando para s < t, temos que N(s)|N(t) = n ~ binomial(n, s|t), isto é:

o =i =n = () () (-5

n eventos

A
7 k eventos N

—— >

0 S t tempo

O Processo de Poisson é uma abordagem freqiientemente utilizada para modelar even-
tos recorrentes, que permite conhecer o processo individual. O desenvolvimento de mo-
delos estatisticos baseados no processo de contagem para analisar dados de eventos recor-
rentes foi originalmente introduzido por Aalen (1978).

Lawless & Nadeau (1995) utilizaram o processo de Poisson para desenvolver modelos
que enfocam o nimero esperado de eventos ocorridos em um determinado intervalo de
tempo, desta forma o interesse pode ser caracterizar o processo de ocorréncia de eventos
para um individuo ou verificar a comparacao de tratamentos com base no tempo de cada
evento distinto, no nimero de evento, no tipo de evento e na interdependéncia entre eles,
pelo fato deste ser utilizado quando modelamos o tempo total em estudo.

Como discutido por Lipschutz e Snapinn (1997), modelar tempo total parece natural
se os eventos, em algumas situacoes especiais, podem ser vistos como independentes, as-
sim é razoavel assumir que eles podem ser desenvolvidos simultaneamente, com o risco

para a ocorréncia de cada evento comegando ao mesmo tempo. Neste contexto, os eventos
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ordenados simplesmente refletem a ordem de suas ocorréncias no tempo. Por exemplo,
pacientes com sindrome de imunodeficiéncia humana podem experimentar a recorréncia
oportunista de infecgoes. Eles podem estar em risco para um tipo de infecgao, tal como
candidfase superficial, em vérias localizagoes no comeco do estudo, com o primeiro e se-
gundo eventos subseqiientes refletindo a ordem de suas ocorréncias em tempo progressivo.

Observe que a base para modelar dados de eventos recorrentes, com suposi¢ao de
que o risco de experimentar um evento é independente do estado corrente é claramente
um modelo de Markov. A distribui¢do do nimero e eventos em um intervalo (s,t] é a
distribuicao de Poisson com média ¢, por exemplo.

Considerando situacoes em que n individuos sao observados, tendo cada um deles m;
eventos (i = 1,....,me j = 1,....,m;) e m; representa a ocorréncia de um determinado
evento, assim os dados do i—ésimo individuo consistem no nimero total m; de eventos
(tempo de vida) observados por um periodo de tempo (0,7} e a época ordenada dos m,
isto é , os tempos de vida no tempo, 0 < t;; < t;n < ..... < tim,; < T;.

Baseados nos modelos do processo de Poisson um individuo com um vetor de covaridvel

z tem ocorréncia de eventos com funcao intensidade definida como segue:

f(t, ) = o(t) exp(2'B).

em que () é a taxa de falha e z’3 é a incorporagao de uma regressao, tal que os 3 sejam

0s parametros e z as covariaveis.

A.3 Processo de Renovacao Ordinario

O processo de Renovacao foi desenvolvido para modelar tempo entre eventos, ver
Cox (1962). Suponha que temos uma populagao de componentes com os seus respectivos
tempos de falhas, X, tal que esta é uma varidvel aleatéria continua com f.d.p. f(x). E
interessante notar que a falha do componente pode ser dada por védrias interpretacoes.

Vamos supor que analisaremos um componente novo no tempo 0. Este componente
falha no tempo Xi, ele é reposto imediatamente por um componente novo com tempo de

falha X, assim a segunda falha ocorrerd depois de um tempo total de X; + Xo.

Este processo é continuo, ou seja, um componente é reposto imediatamente apds a
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falha, por um componente novo.
O tempo do r—ésimo componente utilizado é X, e a r-ésima ocorréncia de falha é

dada pelo tempo S, em que

Sr=X1+ . + X, (A.1)

Se {Xj, Xy, .....} sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas,
todas com f.d.p. f(x), nés chamamos o sistema de um processo de renovagao (ordinario).

Se o tempo de falha seguir uma distribuicao exponencial com f.d.p. e %" nds
chamamos o processo de renovacao ordindrio de processo de Poisson com taxa ¢ cons-
tante.

Nos agora definiremos algumas situagoes utilizadas para um processo de renovagao
ordindrio.

i) Para alguns valores fixados de r nés podemos desejar saber o tempo em que a
r—ésima renovagao ocorrerd, isto é, precisamente a varidvel aleatéria S, definida em
(A.1).

ii) Fixado um tempo ¢, definimos a varidvel aleatéria N(t), como o nimero de reno-
vagoes ocorridas em (0,t), o componente novo que comeca a funcionar no tempo ¢t = 0
nao deve ser contado como uma renovacao. A varidvel aleatéria N(t), é frequentemente
a varidvel no processo de mais interesse e geralmente podemos selecionar dois tempos
fixos distintos para calcularmos o nimero médio de renovacoes, como por exemplo, 1, to

(t1 < t) e definir

N(t1,ts) = N(ts) — N(t), (A.2)

como sendo o nimero de renovagoes em (ty,ts).

Podemos verificar que, formalmente, a propriedade de N(t;,t2) pode ser obtida do
mesmo modo que N(t).

iii) Nosso interesse pode estar em encontrar o valor médio de N(t). Desta forma a

funcao renovagao é expressa por
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Note que, para a varidvel aleatéria N(ty,t2) nés temos de (A.2) que

E(N(ty,t3)) = P(ta) — P(ty). (A.4)

iv) Considere para algum tempo ¢, a funcao p(t), definida por

E(N(t,t+ At))
t)= li : = P'(t). A5
p(t) A0+ At ®) (4.5)
esta funcao é chamada de renovacao densidade e especifica o nimero médio de renovacoes
esperado em um intervalo préximo de t. Dado as varidveis aleatérias {X,} serem con-

tinuas, sem concentracao de probabilidade no tempo de falha zero, a probabilidade de

mais que uma falha no intervalo de tamanho At ¢ dado por o(At)%. Segue que

p(t) = lim prob{uma, ou mais ,renovacgao em (t,t + At)}.
At—>0+ At

(A.6)

Uma alternativa na interpretacao de p(t) é que se temos um nimero muito grande m
de processos de renovagao independentes em operacao simultaneamente, mp(t) é o nimero
de renovagoes no intervalo de tempo (¢,t + At).

v) Dado ¢ um tempo fixado, definimos a varidvel aleatéria U; como o comprimento do
tempo medido antes de t (backward), até a tltima renovagao ou até o tempo estabelecido
t. Se nao houver nehuma renovacgao até t, U, é definida como t. Entao U; é a idade do

componente em uso até o tempo 7.

«— It —.‘=~| ’

{a)

|:— Vi
1

(b}

Figura A: Definigao de tempo recorrente Uy, V/,.
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vi) Similarmente, dado V; como o tempo medido de ¢ até a préxima renovagao ocorrer
apoés o tempo fixado t.

Esta varidvel aleatéria é chamada de tempo recorrente forward (para frente), outro
nome utilizado é tempo de vida residual, para V; a vida do componente permanece em

uso até o tempo t.

A.4 Estimacao dos parametros do modelo

Nesta secao, serao apresentados dois tipos de intervalos de confianga sendo estes o

assintotico e o Bootstrap, estes serao utilizados nos proximos capitulos.

A.4.1 Intervalo Assintético

Intervalos de confianca para os parametros podem ser baseados na distribui¢ao normal
assintética.

O intervalo assintético pode ser construido utilizando os estimadores de médxima
verossimilhanga (EMV) e suas variancias estimadas. Sejam 6’ = (a, 3,7) e L(«, 3,7)
a funcdo de verossimilhanca correspondente, e [(«, 5,7v) = log L(«, 3,7). Seja 0 o ve-

tor de EMV’s para . Para obtermos inferéncias para # podemos utilizar a normalidade

assintética dos EMV (Cox e Hinkley, 1974),

& ~ N(a, I; Y (a)), (A7)

B~ N(BLH(B)),

4~ Ny, 11 (7).

em que «a, 3 e v sao os parametros utilizado no modelo que serao propostos a partir do
capitulo 3, assim [ ((;4),] (B) el (’y) sao os elementos da diagonal principal da matriz de
informacao de Fisher observada.

Desta forma, o calculo dos intervalos de confianca de 95% sao dados por:
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a+1.96\/ I 1(a),

B+1.96\ 1;1(9),
5 +£1.96\/ I:1(7).

A utilizacao de (A.7) é direcionada pelo tamanho da amostra, que deve ser suficien-
temente grande. Alternativamente, uma vez que muitas situacoes sé6 podemos dispor de
amostras pequenas ou moderadas, podemos utilizar a técnica Bootstrap paramétrico e/ou
nao-paramétrico (Davison e Hinkley, 1997) na construgao de intervalos de confianga e

testes de hipéteses.

A.4.2 Intervalo Via Bootstrap

O termo Bootstrap é utilizado para denominar uma técnica de simulacao que visa

a obtencao de estimativas intervalares empiricas para os estimadores dos pardmetros de

interesse, através da reamostragem do conjunto de dados original. Essa técnica foi intro-
duzida por Efron (1979).

Sejam «, 3 e v os pardmetros de interesse. Para cada amostra, calculamos os EMV’s

para «, [ e v e temos no final de R reamostras, a] < ... < a;,Bi <. < B; eq; <..<

AR valores dos EMV ordenados. Utilizamos:

Y ri1)(2

~x

) © Yrin(i-3)

)

Tri1)(g) © Vren(1-2)

*

5(R+1)(%) € 5(R+1)(1—

wle

como sendo os limites inferiores e superiores do intervalo 100 (1 — ) % de confianga para
«, [ e v respectivamente. Estipulamos, o nimero de reamostragens R que é fixado aqui
em 999.

Dessa forma, através de (A.8) podemos obter intervalos de confianga percentil Boot-
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strap 100 (1 — o) % para os parametros de interesse.

Existem dois tipos bésicos de Bootstrap. O Bootstrap paramétrico em que os EMV’s
sao obtidos através do modelo ajustado, isto é, geramos dados do modelo ajustado com
os valores dos pardmetros fixados nos EMV obtidos da amostra original, e o Bootstrap
nao-paramétrico que serd utilizado neste estudo, em que os EMVs sao baseadas em R
reamostras com reposicao obtidas da amostra original. Maiores detalhes sobre a técnica

podem ser obtidos em Efron e Tibishirani (1993), Davison e Hinkley (1997) e Hall (1986).



Apéndice B
Codigos

B.1 Utilizado no Capitulo 2

# Programa referente- Modelo Hibrido Poisson-Nimero de Eventos
# Processo de Poisson Perturbado
#
t=numeric()

#————Geragao dos Valores +#

n=>55

t=numeric()

alpha=2
beta=0.8
gama=-0.1
a=0

for(i in 1m){

set.seed(123*1)

u=runif(1,0,1)
x=exp(alpha+beta*a+(i-1)*gama)
y=beta*log(1-u)
z=exp(alpha+(i-1)*gama)
tli}=log((x-y)/2),/beta

a=t[i]
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}

t=round(t,2)
# -#
n=Ilength(t)

t0=numeric()

param=numeric()

x=numeric()

y=numeric()

t0[1]=0

for(iin 2:n){

t0[i]=t[i-1]

}

fungao=function(param){

alpha <- param([1]

beta <- param|2]

gama <- param|3]

for(i in 1:m){
x[i|=exp(alpha+beta*t[i]+gama*(i-1))
yli]=exp(alpha+beta*t0[i]+gama*(i-1))
2[i]=(i-1)

}

w=sum(x-y)/beta
-(n*alpha+beta*sum(t)+gama*sum(z)-w)
}

po=c(alpha,beta,gama)

optm3 <- optim(par=po, fn=fungao, method="BFGS” hessian=T)
optm3

a=solve(optm3$hessian)
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B.2 Utilizado no Capitulo 3

B.2.1 Teste de Wald Empirico

# Programa referente- Modelo Hibrido Poisson-Nimero de Eventos
# Teste de Wald Empirico
#
t1=numeric()
t=numeric()
b=numeric()

#———Geracao dos Valores +#

for(j in 1:399){

n=300

alpha=0 #(com alpha=0)
beta=0.8

gama=-0.1

al=0

p1=0

x1=numeric()

yl=numeric()

zl=numeric()

ul=numeric()

for(i in 1m){

set.seed (1*1+2%j)
ul[i]=runif(1,0,1)
x1[i]=exp(alpha+beta*al+(i-1)*gama)
y1[i]=beta*log(1-ul[i])

if(y 1[i]>x1[i]){

y1fi=p1}
z1[i]=exp(alpha+(i-1)*gama)
tli]=log((x1[i]-y1[i]) /z1[i]) /beta
al=t[i]
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pl=min(y1)

}

# -#
nl=length(t)

t0=numeric()

param=numeric()

x=numeric()

y=numeric()

z=numeric()

t0[1]=0

for(i in 2m1){

t0[i]=t[i-1]}

fungao=function(param){

alpha <- param][1]

beta <- param|2]

gama <- param|3]

for(iin 1:n1){
x[i|=exp(alpha+beta*t[i]+gama*(i-1))
yli]=exp(alpha+beta*t0[i|+gama*(i-1))
zi]=(i-1)

}

w=sum(x-y)/beta
-(n*alpha+beta*sum(t)+gama*sum(z)-w)
}# fecha funcao
pol=c(alpha,beta,gama)

optml <- optim(par=pol, fn=fungao, method="BFGS” hessian=T)
alpha2=optm1$par[1]
beta2=optm1$par[2]
gama2=optm1$par[3]
varcov=solve(optm1$hessian)

wl.novolj]=alpha2~2/varcov|1,1]
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N Reamostrando
reamostras=499

t1=numeric()

t=numeric()

wl=numeric()

w2=numeric()
w3=numeric()
cont.alpha=0

cont.beta=0

cont.gama=0

#——Geragao dos Valores

#————————Reamostragem
for(s in l:reamostras){
alpha=0

beta=beta2

gama=gama2

a2=0

p2=0

x2=numeric()

y2=numeric()

z2=numeric()

u2=numeric()

for(i in 1:n){

set.seed (i+s+2%j)
u2[i]=runif(1,0,1)
x2[i]=exp(alpha+beta*a2+(i-1)*gama)
y2[i]=beta*log(1-u2[i])

i(y2[i]>x2[]){

y2[i]=p2}
z2[i]=exp(alpha+(i-1)*gama)
t[i]=log(abs((x2[i]-y2[i])/z2]i])) /beta
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a2=t[i]
p2=min(y2)
}

i i
nl=length(t)

tO=numeric()

param=numeric()

x=numeric()

y=numeric()

z=numeric()

t0[1]=0

for(i in 2:m1){

tO[i]=t[i-1]}

fungao=function(param){

alpha <- param][1]

beta <- param|2]

gama <- param|3]

for(i in 1m1){

x[i]=exp(alpha+beta*t[i| +gama*(i-1))
yli]=exp(alpha+beta*t0][i]+gama*(i-1))
z[i]=(i-1)

}

w=sum(x-y)/beta
-(n*alpha+beta*sum(t)+gama*sum(z)-w)
}# fecha funcao

po=c(alpha2,beta2,0)

optm <- optim(par=po, fn=fungao, method="BFGS” hessian=T)
alphal=optm$par[1]
betal=optm$par|2]
gamal=optm$par|3]

varcov=solve(optm$hessian)
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wl[s]=alphal~2/varcov[l,1]
cat(”\n”,”reamostragem=".s,”loop="j)} # fecha a reamostragem
a=sort(wl)

b[j]=a[475]

}

for(i in 1:399){

if (wl.novoli]>bli])

cont.alpha=cont.alpha+1}

(cont.alpha/399)*100

B.2.2 Teste de Razao de Verossimilhanca Empirico

# Programa referente- Modelo Hibrido Poisson-Numero de Eventos
# Teste de Razao de Verossimilhanca Empirico
#
t=numeric()
cont.rv=0
RV=numeric()
cont.alpha=0
RV .novo=numeric()
b=numeric()

#————Geracao dos Valores #

for(j in 1:399){

n=300
alpha=0
beta=0.8
gama=-0.1
al=0
pl=0

x1=numeric()
y1l=numeric()

zl=numeric()
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ul=numeric()
for(i in 1:n){

set.seed(1%i4-2%))

uli]=runif(1,0,1)
x1[)]=exp(alpha-+beta*al +(i-1)*gama)
y1[i]=beta*log(1-ul[i))

if(y1[i]>x1[i]){

y1[i]=p1}

z1[{]=exp(alpha+ (i-1)*gama)
t[i]=log((x1[i]-y1[i]) /z1[i]) /beta

al=t[i]

pl=min(y1)

}
#

nl=length(t)

tO=numeric()

param=numeric()

x=numeric()

y=numeric()

z=numeric()

t0[1]=0

for(i in 2:m1){

t0[i]=t[i-1]}

fungao=function(param){

alpha <- param([1]

beta <- param|2]

gama <- param|3]

for(i in 1:m1){

x[i]=exp(alpha+beta*t[i| +gama*(i-1))
yli]=exp(alpha+beta*t0][i]+gama*(i-1))
z[i]=(i-1)
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¥

w=sum(x-y)/beta
-(n*alpha+beta*sum(t)+gama*sum(z)-w)

}# fecha funcao

pol=c(alpha,beta,gama)

optml <- optim(par=pol, fn=fungao, method="BFGS” hessian=T)
p=c(alpha,beta,gama)

optm.verdl=fungao(p)

alpha2=optm1$par[1]

beta2=optm1$par|2]

gama2=optm1$par[3]

RV .novo[j|=2*optm.verd1-2*optm1$value

# Reamostrando

reamostras=499

#————Geragao dos Valores +#
for(s in l:reamostras){

alpha=0

beta=beta2

gama=gama2

a2=0

p2=0

x2=numeric()

y2=numeric()

z2=numeric()

u2=numeric()

for(i in 1:n){

set.seed (i+s+2%))

u2[i]=runif(1,0,1)
x2[i]=exp(alpha+beta*a2+(i-1)*gama)
y2[i]=beta*log(1-u2[i])

if(y2[i] >x2[i]){
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y2[i]=p2}

z2[i|=exp(alpha+(i-1)*gama)
t[i]=log(abs((x2[i]-y2[i])/z2[i])) /beta

a2=t[i]

p2=min(y2)

}

# -#
nl=length(t)

tO=numeric()

param=numeric()

x=numeric()

y=numeric()

t0[1]=0

for(i in 2m1){

t0[i]=t[i-1]}

fungao=function(param){

alpha <- param([1]

beta <- param|2]

gama <- param|3]

for(i in 1:n1){
x[i]=exp(alpha+beta*t[i]+gama*(i-1))
yli]=exp(alpha+beta*t0[i]+gama*(i-1))
2[i]=(i-1)

}

w=sum(x-y)/beta
-(n*alpha+beta*sum(t)+gama*sum(z)-w)
}# fecha funcao

po=c(0,beta2,gama?2)

optm <- optim(par=po, fn=fungao, method="BFGS” hessian=T)
p=c(0,beta2,gama?2)

optm.verd=fungao(p)
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alphal=optm$par][1]
betal=optm$par|2]
gamal=optmS$par|3]
RV[s|=2*optm.verd-2*optm$value

cat(”\n”,”reamostragem=",s,”loop="j)} # fecha a reamostragem

a=sort(RV)
b[j]=a[475]
}

for(i in 1:399){

if (RV.novo[i]>bli])
cont.alpha=cont.alpha+1}
(cont.alpha/399)*100

B.3 Utilizado no Capitulo 4

#Programa para o cédlculo das estimativas, referente ao exemplo com dados reais
#
t=c(0.04,0.21,0.24,0.41,0.59,0.70,0.76,0.86,0.99,1.10,1.13,1.42,1.60,1.61,1.69,
1.71,1.72,1.78,1.81,1.88,1.89,1.93,2.26,2.34,2.40,2.43,2.89,2.91,3.42,3.46,3.50,
3.51,3.67,3.74,3.77,3.81,4.14,4.24,4.40,4.87,4.88,4.95,5.04,5.30,5.60,5.71,5.72,
5.97,6.02,6.05,6.22,6.36,6.39,6.58,6.59,6.69,6.75)
n=length(t)
t0O=numeric()
param=numeric()
x=numeric()
y=numeric()
z=numeric()
t0[1]=0
for(i in 2:m){
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fungao=function(param){

alpha <- param][1]

beta <- param|2]

gama <- param|3]

for(i in 1:n){
x[i]=exp(alpha+beta*t[i|+gama*(i-1))
yli]=exp(alpha+beta*t0[i|+gama*(i-1))
2li]=(i-1)

}

w=sum(x-y)/beta
-(n*alpha+beta*sum(t)+gama*sum(z)-w)
}

po=c(2,1,-0.2)

optm <- optim(par=po, fn=fun¢ao, method="BFGS" hessian=T)
alphal=optm$par][1]
betal=optm$par|2]
gamal=optmS$par|3]

#Verificacao

t.novo=numeric()

n=>57

alpha=alphal

beta=betal

gama=gamal

a=0

for(i in 1m){

set.seed(123*1)

u=runif(1,0,1)
x=exp(alpha+beta*a+(i-1)*gama)
y=beta*log(1-u)
z=exp(alpha+(i-1)*gama)
t.novo[i]=log((x-y)/z) /beta
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a=t.novoli
}
plot(t*360, xlab="niimero de compras’, ylab="tempo da compra em dias’,xlim=c(0,60),ylim=c(0,8*360))

lines(t.novo*360,col="red’)
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