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Resumo

Testes de vida acelerados sé@o frequentemente utilizados em experimentos industriais para
obter medidas sobre a con..abilidade de produtos. Nestes testes, as unidades sdo submetidas a
niveis de estresse mais altos que os usuais e as informacdes obtidas sdo utilizadas para inferir sobre
a con...abilidade dos produtos, em condi¢6es normais de operacdo. Um problema pratico, refere-se
a precisao de inferéncias obtidas por aproximagdo normal assintotica dos estimadores de maxima
verossimilhanca, quando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado. Nesta dissertacao
sdo descritos os efeitos de algumas reparametrizacdes na precisdo da estimacdo intervalar do
parametro de interesse, aqui representado pelo tempo médio de falha. O interesse é obter uma
parametrizacdo que proporcione estimativas de maxima verossimilhanca independentes com boa
aproximacao normal assintdtica. Um estudo de simulacdo apresenta a probabilidade de cobertura
dos intervalos de con..an¢a quando somente pequenos ou moderados tamanhos de conjuntos de
dados séo considerados. O efeito da presenca de censura também foi investigado no estudo de
simulacdo. A metodologia € ilustrada com dados reais de um teste de sobrevivéncia acelerado
com containers pressurizados de Kevlan/Epoxy 49. Sob o enfoque Bayesiano, métodos ”Markov
Chain Monte Carlo” sdo propostos para avaliar a con..abilidade das unidades. O efeito da

reparametrizacdo na convergéncia das cadeias € estudado.



Abstract

Accelerated life tests are frequently used in industrial experiments to obtain measures on the
reliability of products. In these tests, the units are submited at higher levels of stress than usual
and the informations obtained are utilized to inference on the reliability of the product, under
normal operating conditions. A practical problem, refers to the accuracy of inferences obtained
by asymptotic normal approximation of the maximum likelihood estimator, when the sample size
is small or moderate. In this dissertation are described the ezects of several reparametrizations
on the accuracy of the interval estimation of the parameter of interest, here represented by the
mean lifetime. The idea is to obtain a parametrization in order to have independent maximum
likelihood estimates with good asymptotic normal approximation. A simulation study presents
the coverage probability of the con..dence intervals when only small or moderate size datasets
are available. The eoect of the presence of censoring was also investigated in the simulation
study. The methodology is illustrated on a real dataset of an accelerated life test at pressurized
containers of Kevlan/Epoxy 49. Under the bayesian perspective, Markov Chain Monte Carlo
methods are proposed to evaluate the reliability of products. The ecect of reparametrization on

convergency of the chains is studied.
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Capitulo 1

Introducao

Os constantes avancos tecnoldgicos, aliados a grande competicdo em escala mundial, tém
obrigado as empresas a investir cada vez mais na producao de bens con..&veis, com menor custo
de producdo possivel. A con..abilidade de um produto esta intimamente ligada a sua durabili-
dade e é um fator fundamental na decisédo de compra do consumidor. Nas Ultimas décadas, a
de..nicdo de con..abilidade mais encontrada nos textos especi..cos é a seguinte: ”Con..abilidade
de um produto é a probabilidade de bom funcionamento do mesmo, durante periodo de tempo
e condigdes de uso especi..cados” (Freitas e Colosimo, 1997).

Para a obtencdo de medidas sobre a con..abilidade de um componente é necessario o plane-
jamento de um experimento baseado em uma amostra de n componentes, tendo como variavel
resposta os tempos de sobrevivéncia. Um experimento considerado simples, pode ser realizado
colocando-se todos os n componentes em funcionamento, sob condic¢fes usuais, e esperar até que
todos falhem. Porém, dependendo das caracteristicas do componente sob teste, um experimento
realizado em condic¢Bes normais de funcionamento, pode ter uma duracéo excessivamente longa
ou gerar um custo elevado. Além disso, com os constantes avancos tecnoldgicos, o produto pode
tornar-se ultrapassado mesmo antes de seu langamento no mercado.

Neste contexto, surgem os testes de sobrevivéncia acelerados, nos quais os produtos sdo
testados sob condicgdes de estresse, como por exemplo pressdo ou temperatura, em niveis mais
altos do que os usuais. Entdo, os tempos de sobrevivéncia desses componentes sao utilizados
para fazer inferéncias sobre quantidades de interesse, tal como o tempo médio de sobrevivéncia

do componente em condi¢fes normais de funcionamento.



Formalmente, seja 1" uma variavel aleatoria ndo negativa, denotando o tempo de sobrevivén-
cia de um componente, com funcéo densidade de probabilidade (f.d.p.) dada por f (¢, ), onde
A é um vetor de parametros e seja S um vetor de variaveis fisicas que estressam o0 componente
com niveis maiores do que os usuais de funcionamento. Deve-se supor que (Mann, Schazer e

Singpurwalla, 1974):

a) a intensidade do nivel de estresse (caracterizado por S) nao altera a distribuicdo do tempo

de sobrevivéncia, mas os niveis de estresse infuenciam os valores dos parametros em A\;

b) a relacdo entre A\ e S (relagdo estresse-resposta) é conhecida, isto é, A = ¢g(S,«,0,...) ,
exceto por um ou mais parametros «, [, ..., € € valida para um determinado intervalo de

variagdo das variaveis em S.

Nos testes de sobrevivéncia acelerados, consideram-se k& niveis aleatorizados de uma ou mais
variaveis estresse em S, aplicados ao componente. Em cada nivel i de estresse, i = 1,..., k,
uma ou mais unidades sdo submetidas a teste. Neste tipo de experimento, o objetivo é fazer
inferéncias sobre A ou fungdes de A\ (sob especi..cagdes de projeto do componente), baseadas nos
tempos de sobrevivéncia obtidos para valores das varidveis em S mais altos que os usuais (dentro

do intervalo valido para a relacdo entre \ e S).

1.1 RelagOes Estresse-Resposta

A repeticdo de um experimento, seja qual for sua ..nalidade, mesmo mantidas ..xas as
condi¢des originais (por exemplo, tensdo, temperatura ou pressao), nem sempre apresentara
0s mesmos resultados. No caso dos testes de sobrevivéncia acelerados, podem ocorrer tempos de
sobrevivéncia distintos para um mesmo nivel de estresse, ou seja, uma variabilidade dentro de
cada nivel de estresse. Portanto, pode-se dizer que o tempo de sobrevivéncia esta relacionado a

variavel estresse, segundo um modelo:
tempo = f (estresse) + erro . (1.2)

Ou seja, pode-se dizer que os modelos utilizados em testes de sobrevivéncia acelerados possuem

dois componentes, um deterministico e outro probabilistico (Freitas e Colosimo, 1997).



O componente probabilistico que explica a variabilidade dos tempos de sobrevivéncia, dentro
de cada nivel de estresse, esta representado na expressao (1.1) pelo termo do erro, sendo de...nido
pela distribuicdo de probabilidade suposta para os tempos de sobrevivéncia. O componente
deterministico é representado pela fungdo f (estresse), mais conhecida como relagdo estresse-
resposta.

O tempo de sobrevivéncia de um componente pode estar ligado a inUmeras variaveis fisicas,
e em geral torna-se inviavel considerar todas estas variaveis, possiveis causadoras da falha.
Portanto, séo utilizados como relacéo estresse-resposta, modelos que tenham algum signi..cado
fisico ou quimico, que objetivam isolar somente as varidveis com maior infuéncia sobre o meca-
nismo de falha do componente e consequentemente, sobre o tempo de sobrevivéncia do mesmo

(Louzada-Neto, 1991).

1.2 Algumas das Relacbes Estresse-Resposta mais utilizadas em

Testes de Sobrevivéncia Acelerados

Considere a variavel aleatéria 7', de..nida anteriormente, com f.d.p. f (¢,A). Em particular,

seja T" > 0 com distribuicdo exponencial, com f.d.p. dada por

f (t, /\Z) = )\z exp {—/\it} s (12)

onde A; > 0, (A\; € A) é um parédmetro desconhecido representando a taxa constante de falha em
um determinado nivel 7 de estresse, i = 1,...,k .

Entre as relagOes estresse-resposta mais utilizadas na prética, destacam-se o modelo Lei de
Poténcia Inversa, 0 modelo de Taxa de Reagdo de Arrhenius e o0 modelo de Eyring (Mann,

Schawzer e Singpurwalla, 1974).

1.2.1 O Modelo Lei de Poténcia Inversa

Este modelo é determinado a partir de consideragdes da teoria cinética e energia de ativacéo.

Alguns exemplos de aplicagdo incluem lampadas incandescentes, fadiga de metais, isolantes,



dielétricos, etc. A relacdo de Poténcia Inversa tem a seguinte forma,
Nl=— (1.3)

onde V; é o i-ésimo nivel da variavel estresse de voltagem V', e « e 3 sao parametros tais que,
a>0e —oo< <o
1.2.2 O Modelo de Taxa de Reacdo Arrhenius

O modelo de Taxa de Reacdo de Arrhenius, também conhecido como modelo de Arrhenius,

representa a taxa de falha como uma funcao da variavel estresse temperatura. Este modelo é

Ai = exp {a - é} , 1.4

dado por

onde V; é o i-ésimo nivel da variavel estresse de temperatura V, e « e [ sd0 pardmetros

desconhecidos, —co < «, 3 < o0.

1.2.3 O Modelo de Eyring

Este modelo, derivado dos principios de mecanica quantica, expressa a variacdo da taxa de

falha como uma funcéo da temperatura de operacdo e é dado por,

)\Z-:V%exp{a—%}, (1.5)

onde V; é o i-ésimo nivel da variavel de estresse temperatura V, e o e ([ sdo parametros
desconhecidos, — oo < a, 8 < .

E importante salientar que as relagdes estresse-resposta descritas acima podem ser validas
somente dentro de um determinado intervalo de variacdo das variaveis estresse envolvidas, e nédo
podem ser aplicadas fora deste limite. Isto é devido ao fato que pode ocorrer uma mudanga no
mecanismo bésico de falha, impondo a necessidade de utilizacdo de um outro modelo (Mann,

Schaver e Singpurwalla, 1974).



1.2.4 A Relagao Estresse-Resposta Geral

As relacfes estresse-resposta mais comumente encontradas na literatura e utilizadas na
pratica em testes acelerados, que consideram somente uma varidvel fisica de estresse (mode-
lo Lei de Poténcia Inversa (1.3), modelo de Taxa de Reacdo de Arrhenius (1.4) e modelo de
Eyring (1.5)), podem ser expressas como casos particulares da relacdo estresse-resposta geral
(Klein e Basu, 1981). Ou seja, assuma que o relacionamento entre )\; e a variavel estresse X,

com k niveis aleatorizados é dado pela relacdo estresse-resposta geral,

Ni = exp{—(Z; + By + B1Xi)} (1.6)

onde X — {—10g V;, para o modelo Poténcia

1 . .
77, para os modelos Arrenhius e Eyring

7 —log V;, para 0 modelo de Eyring
N 0, para os modelos Poténcia e Arrenhius

B, = log «, para 0 modelo Poténcia
0= —a, para os modelos Arrenhius e Eyring

e [, = [, paraos trés modelos (Poténcia, Arrenhius e Eyring).

1.3 Dados Censurados

Ainda tendo como interesse 0 planejamento de experimentos e..cientes, isto €, experimentos
que permitam a obtencao de estimativas em um curto espaco de tempo e com um custo reduzido,
é possivel utilizar mecanismos de censura, ou seja, informacdes incompletas ou parciais.

Geralmente os testes terminam com alguns itens ainda em funcionamento, e isto ocorre
principalmente com itens submetidos a niveis de estresse menos intensos. E importante ressaltar
gue, mesmo censurados, todos os resultados provenientes do experimento devem ser considerados
nas inferéncias. Se os dados censurados ndo forem considerados, podem ocorrer resultados
viciados. Por exemplo, se ndo forem consideradas as observacdes censuradas de um experimento,
realizado para obtencéo de estimativas para o tempo médio de sobrevivéncia de um componente,

resultados subestimados podem ser obtidos.



Existem trés mecanismos de censura diferenciados. Censura por tempo, ou do tipo | é aquela
em que o teste é terminado apds um periodo preestabelecido de tempo. E usada em combinagdo
com informac@es anteriores sobre o produto, possibilitando o planejamento do tempo de duragdo
do experimento. Neste tipo de censura, 0 nUmero de falhas e todos os tempos de sobrevivéncia
sdo variaveis aleatorias. Censura por falha ou do tipo 11 é aquela em que o teste é ..nalizado apds
um namero preestabelecido de falhas. Este tipo de censura é geralmente utilizado quando nao
se tem informacdo sobre a durabilidade do produto em estudo. Assim, garante-se um ndmero
minimo de dados necessérios a andlise estatistica. Um terceiro mecanismo de censura € o do tipo
aleatorio. Neste esquema, um item pode ser retirado (ou substituido) durante o transcorrer do
teste, sem ter falhado. Isto pode ocorrer, por exemplo, se o item falhar por uma razao diferente

da estudada (Freitas e Colosimo, 1997).

1.4 Revisao Bibliogra..ca e Objetivos

Os testes de sobrevivéncia acelerados tém sido tema de pesquisa de varios autores. Entre
estes, pode-se citar, Louzada-Neto e Achcar (1993). Considerando um modelo exponencial,
uma relagdo estresse-resposta geral e dados sob um esquema de censura do tipo I, os autores
desenvolvem uma metodologia Bayesiana para determinar o nivel de estresse X;, e qual o periodo
de tempo Y, devem ser considerados no teste de controle de qualidade de um determinado lote.
Mattos e Migon (2001), assumindo uma distribuicao Weibull para os tempos de sobrevivéncia,
propdem o uso de métodos MCMC (Markov Chain Monte Carlo) para avaliar a con..abilidade
de componentes submetidos a experimentos acelerados na presenca de censuras.

Assumindo uma distribuicdo exponencial, um esquema de censura do tipo Il e 0 modelo
de Eyring como relacdo estresse-resposta, Louzada-Neto e Pardo-Fernandez (2001) estudam o
efeito de reparamametrizacdo na precisao de inferéncias sobre o tempo médio de sobrevivéncia,
guando o tamanho da amostra é pequeno ou moderado.

Considerando dados censurados do tipo I, com distribuicdo Weibull, obtidos em experimento
acelerado, Vander Wiel e Meeker (1990) mostram que intervalos de con..anca baseados na razéo
de verossimilhancgas, apresentam probabilidade de cobertura mais proximas as nominais, quando

comparadas as probabilidades de cobertura de intervalos de con..anca obtidos via aproximacéo



Normal assintotica.

Jeng e Meeker (2000), comparam diferentes procedimentos para obtencéo de intervalos de
con..anca para dados com distribuicdo Weibull e censura do tipo I. Os procedimentos sdo classi...-
cados em trés grupos: intervalos obtidos via aproximagdo normal assintotica, razdo de verossim-
ilhangas e bootstrap paramétrico. A probabilidade de cobertura dos intervalos de con..anca é
veri..cada através de um estudo de simulacéo

Nesta dissertacdo sdo consideradas a distribuicdo exponencial e a relacdo estresse-resposta
geral para descrever os tempos de sobrevivéncia dos componentes. Também é considerado um
esquema de censura do tipo II.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma. No Capitulo 2, é apresentada uma analise
classica sobre inferéncia em testes de sobrevivéncia acelerados, considerando-se o0 modelo estresse-
resposta geral (1.6). O problema da precisdo dos intervalos de con..anga, baseados na teoria
normal assintética, para pequenas amostras é discutido. Ainda neste capitulo, sdo estudadas
algumas reparametrizages dos parédmetros envolvidos com a ..nalidade de se obter além de
uma melhor aproximacdo normal assintética, ortogonalidade entre os parametros. No capitulo
3, sdo detalhados os procedimentos para obtencdo de intervalos de con..anga via aproximacao
normal assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanga. Um estudo de simulagéo, sobre a
probabilidade de cobertura dos intervalos de con..an¢a é considerado. Considerando densidades a
priori vagas para os parametros envolvidos, é determinada no Capitulo 4 uma anélise Bayesiana
do modelo estresse-resposta geral (1.6). Métodos MCMC (Markov Chain Monte Carlo) séo
propostos para avaliar a con..abilidade de componentes submetidos a experimentos acelerados
na presenca de censuras. E estudado também o efeito de reparametrizacdo na convergéncia
das cadeias obtidas. Finalmente, no capitulo 5, sdo apresentadas as conclusfes alcancadas e

perspectivas futuras de trabalho, relacionadas aos temas abordados nesta dissertagéo.



Capitulo 2

Analise Classica do Modelo

Estresse-Resposta Geral

Dentre as técnicas estatisticas existentes, a aproximacdo normal assint6tica dos estimadores
de maxima verossimilhanca ¢ um dos procedimentos mais utilizados em problemas praticos.
Como esses resultados séo validos assintoticamente, devem ser usados com cautela para pequenas
amostras. Na &rea de con..abilidade é comum a presenca de pequenas amostras, devido a
necessidade de contencdo de custos e obtencdo de dados num curto periodo de tempo. Neste
caso, é importante salientar a necessidade da veri..ca¢do da precisdo de inferéncias baseadas nesta
aproximacdo. Além da obtenc&o de estimadores com uma boa aproximagdo normal assintotica,
também tem-se interesse na obtencdo de estimadores assintoticamente independentes.

Neste capitulo, considerando uma distribuicdo exponencial para os tempos de sobrevivén-
cia, o0 modelo estresse-resposta geral e um esquema de censura do tipo Il, sdo encontrados o0s
estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros envolvidos. Além disso, é estudada a
precisdo das inferéncias obtidas a partir da aproximacao normal assintdtica de tais estimadores.
Para obten¢do de melhores aproximacgdes normais e estimadores assintoticamente independentes,

0 uso de reparametrizacGes é explorado.



2.1 O Experimento em Testes de Sobrevivéncia Acelerados com

Dados Censurados e uma Variavel Estresse

Considere um teste de sobrevivéncia acelerado, com £ niveis aleatorizados de uma variavel
estresse V € S. Em cada nivel de estresse V;, i = 1, ..., k, colocam-se n; unidades em teste, e
o término do experimento ocorre quando uma quantidade pré-..xada r; das unidades falha em
cada nivel, caracterizando um esquema de censura do tipo II.

Assim, denotando por 7' o tempo de sobrevivéncia de uma unidade em teste, para cada nivel
de estresse V;, i = 1, ..., k, tém-se t;1, ti2, ..., tir, tempos observados, ordenados e ndo censurados,

e n; — r; observagoes censuradas iguais a t;.,, como pode-se observar na Tabela 1.

Tabela 1. Esquema de um experimento utilizado em testes de sobrevivén-

cia acelerados com uma variavel estresse e dados com censuras de tipo Il

i Vi n; T Dados do experimento
1 Vi ny 1 11, 112, ey gy By oo b
2 Vs no 9 to1, t22,..., tor,, t;—m, ...,t;_m
+ +
k Vk N Tk tkla th, ey tk’r‘k> tk%, ceny tk%

(+) Observacdes censuradas

2.2 Formulacdo do Modelo

Seja T uma variavel aleatéria ndo-negativa, como de..nida anteriormente, denotando o tempo
de sobrevivéncia de um componente ou dispositivo, seguindo uma distribuicdo exponencial com
f.d.p. dada por

J(t ) = Niexp{—\it}, (2.1)

onde )\; > 0 é um pardmetro desconhecido representando a taxa constante de falha no i-ésimo

nivel de estresse V; , i =1,2,...k.



O tempo medio de sobrevivéncia sob o nivel de estresse V; € dado por,
0; =1/ ). (2.2)

Sob o nivel usual de funcionamento, o tempo medio de sobrevivéncia serd denotado por 6,,.
A contribuicdo individual de cada unidade nédo censurada para a composic¢éo ..nal da funcéo
de verossimilhanga é dada pela densidade (2.1), enquanto que cada unidade censurada con-

tribuira com a sua funcéo de con..abilidade, que no i-ésimo nivel de estresse, é dada por

S(t,\i)=P(T >1t)= /too fu, Ai)du = /too Aiexp {—A\ju} du = exp {—=\it}. (2.3)

Dessa forma, a fungdo de verossimilhanca para \;, sob o i-ésimo nivel de estresse V;, é dada

por

Li(h) = | TT £t M) | (S(tirs )™ 77 (2.4)

Desenvolvendo (2.4) obtém-se

i — . T
Li(\) = H AjeAitii {e_)‘iti’"i} = \"expg —\; Z tij + (i — 1) tir,
j=1 j=1

De..nindo o tempo total de teste para o i-ésimo nivel como A; = Zg;l tij + (ni — 1) tir,,

tem-se

Li (\i) = A exp { =N} (2.5)

Para k niveis aleatorizados de estresse, a funcéo de verossimilhanca para o vetor de parame-
tros A\ = ()\1, Ao, oy )\k) é

k
L) =] exp[- XA} (2.6)
i=1
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2.3 Estudo das diferentes reparametrizacoes

Por simplicidade, considere um vetor de parametros bidimensional o7 = (01,02). Entre-
tanto, os conceitos descritos permanecem validos para o caso multidimensional. Seja L(0) a
correspondente funcdo de verossimilhanga e [(0) = log L(0). Seja 6 o estimador de maxima
verossimilhanca de §. Para se fazer inferéncias sobre # pode-se usar a aproximacdo assintotica

do estimador de méxima verossimilhan¢a dada por (Cox e Hinkley, 1974),

~T o~ o~ o~ o~
0 = (01,0, % N, ((91,92),1*1(91,92)), 2.7)

sendo 1(64,02) a matriz de informacéo de Fisher, com elementos de..nidos por

ol 0l 0?1
I;;(01,602) = E <89i%> =—-F <—80i89]~> ) (2.8)

Em algumas situacGes, pode-se ter interesse em inferéncias sobre funcdes dos paréametros

originais, g@. Neste caso pode-se utilizar o método Delta (Miller, 1981) dado por

9(0) = 901,02) 4 N (9(01,02). 7" 9(0) 17 (01,02) v 9(0) ) 29)
onde
dg 0
vTg(0) = <8—i,8—i> : (2.10)

Estes resultados sdo validos assintoticamente e portanto devem ser utilizados quando o
tamanho da amostra é grande. Se a amostra for pequena ou moderada esta aproximacgdo pode
nao ser valida. Por isso é sensato tomar-se precaucfes ao aplica-las na pratica, veri..cando se
a distribuicdo dos estimadores com os quais se esta trabalhando realmente aproxima-se da dis-
tribuicdo normal. Um bom indicador para poder considerar (2.7) como uma boa aproximacio
é o fato da matriz de informacgdo de Fisher para esses parametros ser constante (elementos néo
dependerem dos parametros) (Sprott, 1973, 1980).

Por outro lado, também tém-se interesse em estimadores que, de alguma forma, sejam inde-
pendentes. Se 1(6;,62) é a matriz de informacao de Fisher, diz-se que os parametros 6, e 0, sdo

ortogonais quando em (2.8),

11



I12(01,02) =0 (2.11)

O fato de dois parametros serem ortogonais, tem como importante consequéncia o fato
de seus estimadores de maxima verossimilhanca serem assintoticamente independentes, isto é,
guando estima-se um parametro, tal estimativa néo € intuenciada pela estimativa do outro. Uma
proposta para a obtencdo de parédmetros ortogonais é dada pela solucdo da seguinte equacao

diferencial (Cox e Reid, 1987),

0 ..
_Iij = Ila—ej, 1,] € {1, 2} . (2.12)

Como pode-se observar, a matriz de informacéo de Fisher é que informa se a parametrizacao
apresenta, ou néo, as propriedades desejadas.

Sempre visando encontrar uma melhor aproximacdo assintotica e independéncia entre os
parametros, pode-se fazer dois tipos de parametrizagdes da funcdo de verossimilhanca (2.6).
Aplicar uma parametrizacdo nos parametros de regresséo g, e 5; do modelo estresse-resposta
geral e entdo usar o método Delta (Miller, 1981) para fazer inferéncias sobre o parametro de
interesse 6,, ou ainda introduzir o pardmetro 6, na verossimilhanca e assim fazer inferéncias

diretamente a respeito deste.

2.3.1 Inferéncias baseadas nos parametros de regressao

Considerando a verossimilhanca dada em (2.6) e 0 modelo estresse-resposta geral em (1.6),

obtém-se a fungéo de verossimilhanga para os parametros 5, e 3y,

k
L (Bo,81) o< exp {—507" — Bray — e o ZAz‘e_Zi_ﬁle} : (2.13)

=1

onde » = S°F | ; & 0 nimero total de falhas observadas e a; = % |, X;.

O logaritmo da funcéo de verossimilhanca para 3, e 3, € dado por,

k
(8o, B1) x {—ﬂor — Bra1 — e Z Ai@ZiﬁlXi} : (2.14)

=1

12



As primeiras derivadas de [ (5, 3;) com respeito a 3, e 3, séo dadas por,

k
ol (ﬂo’ﬂl) -8 —Z;—B3,X;
— L x—r+ePo Aje 2P 2.15
o > (2.15)
AL (By, By) :
PO« —a + 67’60 XiAieizii’ngi. 2.16
e ey (2.16)

Igualando a zero as primeiras derivadas (2.15) e (2.16) e resolvendo o sistema de equacdes em

By e (1, obtém-se os estimadores de maxima verossimilhanca para os parametros dados por,

~ r
By = —log [Zk_l AieZithi] , (2.17)

e 3, que é solugdo da equacao

S ke BN e
Zle Aie*Zi*f/élXi o .

As segundas derivadas parciais da fungéo log-verossimilhanca [ (3, 5;) (2.14), com respeito

a [, e 3, séo dadas por,

(B0 BY) _ gy 4z,
0001 6 N A LB X (2.19)
o 2
L(BoB1) _  py N g2 4z,
TP PY) B0 NT X2 pye %01 i (2.20)
o 2
P10 B) _ g\ Z-BX,
9 —e 0 XZAle 7 ﬁlX’L_ 221
05905, 2 &2

Assumindo-se que os tempos de sobrevivéncia sdo censurados utilizando o esquema de censura

do tipo Il, os r; s&o .x0s, i =1, ..., k, logo F (A;) = %. Substituindo A; por (1.6), obtém-se

E(A) i

VT S = it ot BN} @22

13



Substituindo a expressdo (2.22) em (2.19), (2.20) e (2.21), respectivamente, tém-se

E { _82l (ﬂO?ﬂl) } =,
932

a2
SETE
_821 (50751) _
E{ 98005, } S
onde ag = S | r X2,

Logo, a matriz de informacéo de Fisher para (3, e 3, é dada por,

T —ai
I(By, B1) = , (2.23)
—al as
e
_ 1 az ai
I (50751) = 5 . (2.24)
raz —ai | g g
Considerando a aproximacgdo normal assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca,
tem-se que,
(50ﬁ1) ~N {(ﬂOaﬂl) It <30a31>} (2.25)
isto é,
-~ az -~ r ~ al
- - 2 — e , = —.
var (ﬂo) ras — a% var (ﬁl> rag — a% cov (ﬂo ﬂl) rag — a2

Observe que os elementos da matriz (2.23) sdo constantes, o que implica numa boa apro-
ximac¢do normal assintética para os estimadores de maxima verossimilhanca, EO e El (Sprott,
1973 e 1980), e portanto as inferéncias sobre ﬁo e 31 podem ser baseadas em (2.25). Entretanto,
pode-se notar que a matriz de informacéo de Fisher ndo é diagonal, indicando uma dependéncia
entre os parametros. Visando a obtencdo de estimadores assintoticamente independentes, Mann,

Schawzer e Singpurwalla (1974), sugerem um pequeno melhoramento na relagéo estresse-resposta
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(1.5), sem modi..car sua caracteristica basica, de..nindo,

k ]
il T

V=
Z?:l T

(2.26)

como a média ponderada dos Vi‘l's. Logo, o0 modelo de Eyring com uma variavel estresse (1.5),

pode ser rescrito na forma,

Xi = Viexp{a* = p* (V1 =V)}. (2.27)

(2

Rescrevendo a relacéo estresse-resposta geral (1.6), segundo o modelo de Eyring modi..cado

(2.27), tem-se

Xi =exp {—(Zi+ 05+ 07 (Xi — X)) }, (2.28)

k
~ =1 TiXi
onde X = &= 7iXi
i=1T4

Considerando a expressdo (2.28) e a funcdo de verossimilhanca (2.6), a nova funcéo de

verossimilhancga para 3 e 57 é dada por,
k J—
L (835, B1) o exp {—ﬂé;r — Bidi —e 0y AieZiﬁl(XiX)} , (2.29)
=1

onde d; = Zle r; (X; — X) e A; como de..nido na pagina (10).

Os estimadores de maxima verossimilhanca de 5; e 37 sdo dados por,

o~k r
= -] — |, 2.30
Bo og [ ?:1 Aiezi,gf(xix)] ( )

5k 4 ~ ~
e 3, é a solugéo da equacao

S (X = X) A B X) — g (2.31)
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Considerando a relagdo estresse-resposta (2.28), obtém-se

_ Tiexp {ﬁf (XZ —Y)}

E (AZ) e_Zi_ﬁg

(2.32)

As esperangas das segundas derivadas parciais 621 (635, 3%) / 0352, 9%1(85,5%) | 0B503% e

D%1(B5, 83) / 0B32, a menos do sinal, sio dadas por,

E{—@?l <ﬁ*§,m>} .
o;

LB S~ v oy
E{ 0805, }__;”(X“X)_O’

027 (% g% . 2
E{W} = Zri (X; — X)2 =d; =as — %, respectivamente.

=1

Logo, a matriz de informagdo de Fisher com respeito a 3; e 57 é dada por,

* % r 0
1(8s, B7) = 2 (2.33)
0 ag — 71
e
10
—1 * ok r
I (8, B1) = [ } : (2.34)
0 L
T(lgfal
Considerando a aproximacao normal assintética dos estimadores de maxima verossimilhanca,
tem-se que
(E()?El) &N{(ﬁ?)?ﬁ?)ﬂlil (BO?B:[)}! (235)
isto &,

~% 1 ~x% o~k A~k
var (ﬁo) = o var (ﬂl) = % e cov (ﬂo,ﬁl) =0.

ras — aj

Nota-se que a matriz (2.33) é constante e diagonal, ou seja, além de uma boa aproximacéo
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normal assintética, os parametros sdo ortogonais.

2.3.2 Inferéncias sobre 6,

Como em geral o interesse é obter inferéncias sobre o tempo médio de sobrevivéncia, sob o
nivel de funcionamento usual 6,, e de (2.2) e (1.6), tem-se que 6,, = exp (Z,, + By + 51 Xu), isto

e,

ﬂo = lOg (eu) - Zu - ﬂlXus (236)

pode-se rescrever a funcgéo de verossimilhanca (2.13) em termos de 6,, e 3,. Substituindo 3, por

(2.36) na funcdo de verossimilhanca (2.13), obtém-se
k
L (eu,ﬁ1) o 9;7‘ exp {_ﬂl (al - TXu) . 9;1 ZAie(ZiZu)Jrﬁl(XuXi)} . (237)
i=1
A funcéo log-verossimilhanca para 6,, e 3, é dada por,
k
1 (04, B1) o< —rloghy, — By (a1 — rX,) — 0,1 ZAie_(Zi—Zu)+ﬁ1(Xu—Xi), (2.38)

i=1

Os estimadores de méxima verossimilhanca de 6, e 3, sdo dados por,
~ 1 k ~
.=~ ;Ai exp {— (Z; — Zu) + By (X — Xi)} , (2.39)

e 3, que é solucdo da equacéo,

Sk LA (X — X)) exp {— (Zi — Z4) + By (X — XZ-)} o
=4 X, (2.40)

Z?:l Ag exp {_Zi —+ E1 (Xu — XZ)} "

Calculando as segundas derivadas parciais da funcéo log-verossimilhanca (2.38), obtém-se

1 (u, 2 &
(802 ) _ v _ 7 2 Aiexp{= (Zi = Zu) + By (Xu = Xi)}, (2.41)
u u U j=1
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82l (euaﬁl) 1 -

90,05, 02 ;Az‘ (Xi — Xu) exp {— (Zi — Zu) + By (Xu — Xi)} (2.42)
° 2 k
1 (0w, B1) 1
03 S = ;Az‘ (Xi — Xu)exp{— (Zi — Zu) + B (Xu — X)} . (2.43)

Como E(A;) =ri/ \ishi = exp{—(Z; + By + 5, Xi)} e By =logb, — Z,, — ;X,, tem-se

que
730y
exp{—(Zi — Zu,) + B (Xu — Xi)}

Desta forma, a matriz de informac&o de Fisher para 6, e 3, é dada por,

E(4;)

% %
IOy, By) = | "= ™ (2.44)
bip,
Ou
e sua inversa por,
_ 0> by -3
1704, By) = . ol (2.45)
T‘b2 — bl _b T
0. 02

onde by = 3% i (X — Xu) e by = SO (Xi — XW)2

Considerando a matriz de informagéo de Fisher (2.44), observa-se que seus elementos nédo séo
constantes (dependem de 6,,). Em geral, isto implica em uma aproximacéo assintotica normal
imprecisa para os estimadores de méaxima verossimilhanca de 6, e 3;, quando sdo consideradas
amostras pequenas e moderadas (Sprott, 1973, 1980).

Se a partir da funcdo de verossimilhanca para 4, e 3, (2.37), for considerada a reparame-

trizacdo 6 = log#,,, isto ¢, A, = ¢°, obtém-se a fungdo de verossimilhanca para é e 3y,
k
L(6,0) ox e™ exp {—ﬁl (01— X)) —e S Aie—<zi—zu>+ﬂ1<xu—xi>} . (2.46)
=1

Resolvendo o sistema de equagdes 0l (6, 3,) /06 =0 e 9l (6,3;) /0B, = 0, com respeito a 6
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e [(3;, respectivamente, obtém-se os estimadores de maxima verossimilhanga,

~ k . _(Zi_Zu)+B (Xu_Xi)
§ = log [Zu Aie : ' ] (2.47)

e 3, que é a solucdo da equacdo

k (X — ~(Zi—Zu)+B1 (Xu—Xi) .
izl Alk(Xz X1)e i %X, (2.48)
Zi:l Aie*(Zi*Zu)‘hgl(Xu*Xi) 'S

Como E (4;) = rie=(%u=8) Jexp {—ZZ- + 3, (X — Xi)}, a matriz de informag&o de Fisher e

a sua inversa para ¢ e [, sdo dadas por,

T b1
I(6,81) = (2.49)
by by
e
1 by —b1

1_1(6751) =

respectivamente.

Tbg — b% _bl r

Os elementos de (2.49) sdo constantes, indicando uma boa precisdo na aproximacgado assin-
totica a distribuicdo normal. Entretanto a matriz ndo é diagonal, ou seja, existe correlagdo entre
0s parametros.

Como veri..cado anteriormente, as reparametrizacdes (6., 5;) e (8,3;) ndo proporcionam
as duas propriedades desejadas simultaneamente. A seguir é considerada a reparametrizacéo
ortogonal proposta por Cox e Reid (1987), associada a uma reparametrizacéo logaritmica, com
0 objetivo de obter uma parametrizacdo que possibilite ao mesmo tempo uma boa aproximacao
normal assintdtica e parametros ortogonais, isto é, uma parametrizacdo assintoticamente inde-
pendente.

Como observado em (2.37), (3, € estimado na presenca do parametro 6,. Para simpli..car
esta estimacdo, pode-se utilizar a reparametrizagdo ortogonal (Cox e Reid, 1987), que consiste

em transformar os parametros originais ¢,, e 3, em parametros ortogonais ¢ e 3;. O parametro
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(2.50)

00,

ortogonal ¢ ¢ obtido resolvendo-se a equacédo diferencial (2.12), dada por,
—1I =1 —,
0u7ﬁ1 euygu 8ﬂ1

onde Iy, ¢, € Iy, 3, SA0 0s elementos da matriz de informacao de Fisher (2.44) com respeito a 0,
e do produto cruzado (0., 3;), respectivamente.

Inicialmente, pode-se observar que a fungéo de verossimilhanga para 6, e 5, (2.37) pode ser

} : (2.52)

rescrita na forma
. k
17"7 — 9;1 Z Aie*(Zi*Zu%i’ﬁl(Xqul)

=1

L (euvﬁl) X 9177“ exXp {ﬂ

onde X = M é a média ponderada de (X, — X;), i =1,..., k.
A matriz de informacéo de Fisher (2.44), rescrita em funcdo de ?, é dada por,
. X
10w, 8) =] "o ™ (2.52)
_% by

Substituindo os elementos de (2.52) na equacédo diferencial (2.50), tem-se

a,

Xdp =

Uma solucdo dessa equacéo diferencial é dada por ?ﬁl =log (0,) + c(¢), onde ¢ () € uma

funcdo arbitraria de .
Considerando ¢ (p) = —log (¢), obtém-se
0, = e X, (2.53)
Como, de (2.2) e (1.6), 0, = exp {— (Zy + By + 5 X.)}, tem-se que
P 2.54
P e GutBo) (2.54)

Logo, 3, pode ser escrito como,
20



S (Xu —§>

By = —logd ———= % (2.55)
e Fup

Substituindo a expressdo (2.55) na funcéo de verossimilhanca (2.13), obtém-se a fungédo de

verossimilhanca para os parametros ortogonais ¢ e [3;, dada por

L(so,ﬁl)ocsoreXp{ 1ZA 2t (XX X)}. (2.56)

Os estimadores de méxima verossimilhanca para ¢ e 3, sdo dados por,

Zkfl Aie_(Zi_Zu)+Bl (Xu_Xi _§)

o= &= : (2.57)
,
e Bl é a solucéo da equacao,
k _ . —
34 (Xu X - X) ~Zm 2B (Xu=XimX) _ (2.58)
=1

A matriz de informag&o de Fisher com respeito aos parametros ¢ e 3, é dada por,

I(p, 1) = , (2.59)

o §)=

onde e; = 3% | 7y (X - X — X)

Pode-se observar que através da reparametrizacéo ortogonal adotada para o parametro 6,
um primeiro passo foi dado com relagdo & obtencdo de uma parametrizagdo assintoticamente
independente, isto é, a matriz (2.59) é diagonal, implicando em uma parametrizacdo ortogonal
(Cox e Reid, 1987). Porém, inferéncias sobre os parametros ¢ e (3; via aproximacao normal
assintotica dos estimadores de méxima verossimilhanga, em geral, ndo terdo boa precisdo (os
elementos de (2.59) nédo sdo constantes). Este problema pode ser solucionado utilizando-se a
reparametrizacdo logaritmica, isto &, 1 = log ¢ (¢ = €?).

Considerando ¢ = e¥ e a funcdo de verossimilhanca (2.56), obtém-se a funcio de verossi-
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milhanga para ¢ e 3;, dada por,

k —
L (%, B) o e exp {—6‘1” Y Ao BB (¥u-%:-X) } . (2.60)

=1

Os estimadores de méxima verossimilhanca para ¢ e 3, sdo dados por,

~

Sk Aief(zﬁzu)ﬁal (xu-x,-X)

¥ = log (2.61)
T
e @1 é a solucdo da equacao
k _ ~ =

34 <Xu X, — 7) oG 2 th (Xu-XioX) _ (2.62)

i=1

A matriz de informag&o de Fisher para ) e 3, é dada por,
r 0

I1(¢,8) = : (2.63)

061

onde e; é dado em (2.59).

Pode-se notar que os elementos de (1, 3,) sdo constantes, indicando que inferéncias baseadas
na aproximacdo normal assintética terdo uma boa precisdo. Além disso, I(¢, 3;) € uma matriz
diagonal, o que implica em ortogonalidade entre os parametros. Ou seja, 0s estimadores de

maxima verossimilhanga ¢» e [3; s@o assintoticamente independentes.

2.4 Aplicacdo numérica e resultados obtidos

Considerando uma distribuicdo exponencial para os tempos de sobrevivéncia, um esquema de
censura do tipo Il e 0 modelo de Eyring como relagdo estresse-resposta, Louzada-Neto e Pardo-
Fernandez (2001) realizam um estudo sobre o efeito de reparametrizacdo na precisdo de infe-
réncias obtidas por aproximac¢do normal assintética do estimador de maxima verossimilhanca.
Como o modelo de Eyring ¢ um caso particular do modelo estresse-resposta geral, é utilizado

nesta dissertacdo o mesmo conjunto de dados utilizado pelos autores citados acima. Os dados
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foram obtidos de um experimento feito com recipientes pressurizados de Kevlan/Epoxy 49,
submetidos a dois niveis de pressdo, V' (psi), mais severos que os usuais (3700 e 4000 psi),
extraidos de Barlow, Toland e Freeman (1986). Considere-se que o objetivo do experimento é

predizer o tempo de sobrevivéncia dos recipientes, sob o nivel de estresse usual V' = 3600 psi.

Tabela 2. Teste de sobrevivéncia acelerado com recipientes pressurizados

de Kevlan/Epoxy 49 (Barlow, Toland e Freeman, 1986).

1 Vi n; | T Dados nédo censurados (horas)

225.2 503.6 1087.7 1134.3 1824.3
1920.1 2383.0 2442.5 3708.9 3708.9
4908.9 9556.0 6271.1 7332.0 7918.7
7996.0 9240.3 9973.0

1(3700 | 24 | 18

19.1 24.3 69.8 71.2  136.0 199.1
403.7 4322 4534 5141 514.2 5H541.6
5449 5542 664.5 694.1 876.7 9304
1254.9 1275.6 1536.8 1755.5 2046.2 6177.5

2 (4000 | 24 | 24

Os resultados obtidos para os parametros 3, 3; x 1074, 85, 3%, 0, x 1074, 8, p x 1073 e 4,

estdo resumidos na Tabela 3.
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Tabela 3. Estimativas de maxima verossimilhanca

e |.C. obtidos por aproximacao normal assintGtica.

Param. e.m.v. 1.C. 95 %
By = 10.30 [2.50 , 18.11]
(ﬁOaﬁl) ~
B, =10.16 [7.15 , 13.18]
| Bo=-15.98 [—16.29, —15.68]
(ﬁOaﬁl) o~k
3; =10.16 [7.15 , 13.18]
0, = 1.69 059 , 2.79]
(Qua ﬂl) ~
B =10.16 [7.15 , 13.18]
5=19.73 [0.08 , 10.38]
(6aﬁ1) ~
B =10.16 [7.15 , 13.18]
$ =243 [1.69 , 3.16]
(Sp,ﬁl) ~
, = 10.16 [7.15 , 13.18]
¢ =779 (749, 8.10]
(wa ﬂl) ~
B =10.16 [7.15 , 13.18]

onde e.m.v. signi..ca estimativa de maxima verossimilhanca.

2.5 Retrospecto das reparametrizacdes estudadas

Na Figura 1, é apresentada uma sintese sobre o efeito causado pelas reparametrizacdes consi-
deradas, quanto a ortogonalidade entre os parametros (coluna 4) e a viabilidade da aproximacéo
normal assint6tica (coluna 5). Sdo apresentados também os contornos da verossimilhanca (niveis
0.50, 0.75, 0.90, 0.95), com as respectivas matrizes de informacdo de Fisher.

Analisando as parametrizagdes considerando as duas propriedades desejadas, tem-se que as
reparametrizagdes (g, 31), (v, 1) € (¥, B1) apresentam esta propriedade, e no caso da precisdo
na aproximagao normal, esta € alcancada pela parametrizagédo (3,, 3;) e pelas reparametrizagdes

(85, 671), (6,81) e (v, 3,). Apenas as reparametrizacdes (53, 57) e (¢, 3;) proporcionam as duas

propriedades simultaneamente.
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Figura 1. Efeito das reparametrizacbes e contornos das verossimilhancas

correspondentes aos niveis 0.50, 0.75, 0.90 e 0.95.
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Capitulo 3

Probabilidade de Cobertura dos

Intervalos de Con..anca

Um procedimento comum em Inferéncia Estatistica é a utilizacdo da aproximacdo normal
assintotica para obtencdo de intervalos de con..anca para parametros de interesse ou fungdes
destes. Entretanto, estes procedimentos podem ndo apresentar probabilidades de cobertura
préximas aos valores nominais, principalmente quando o nimero de falhas é pequeno. Jeng e
Meeker (2000) mostram que tais procedimentos apresentam uma precisdo razoavel apenas para
um numero esperado de falhas grande (maior que 100 unidades).

Neste capitulo, através de um estudo de simulacdo, sdo veri..cadas as probabilidades de
cobertura dos intervalos de con..anca obtidos por aproximacdo normal assintdtica. O efeito de
reparametrizacdo na precisdo dos intervalos é veri..cada. O efeito da presenca de censura foi

também investigado no estudo de simulagéo.

3.1 Intervalos de Con..anca

Considere § = (01,02) um vetor de parametros, onde 6; é o parametro de interesse e 65 0
parametro nuisance. Seja Cp.1—, um intervalo de con..anca (IC) para #; com probabilidade de
cobertura nominal 1 — o, onde n é o tamanho da amostra. O procedimento para obtencao de
Cn:1—q € dito ter precisdo de k-ésima ordem se P(0; € Cri1—0) =1 —a+ O (n_k/Z). Se n3o

existir o termo O (-) na equagcdo, diz-se que o procedimento para obtencéo de Cy,.;_ € exato. Em
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algumas aplicagdes somente um limite de con..anca (LC) é requerido, por exemplo um limite
inferior (LI) ou um limite superior (LS). Estes LC’s sdo obtidos utilizando-se os respectivos

limites de um IC, com um ajuste adequado no nivel de con..anca (Jeng e Meeker, 2000).

3.1.1 Procedimento por aproximacao normal

Satisfeitas as condicOes de regularidade, o estimador de maxima verossimilhanca de um vetor

de parametros 0 ¢ assintoticamente normal e e..ciente (Serfing, 1980). Denotando a matriz de
2

informacdo de Fisher por Iy e n [36@1] um estimador que converge em probabilidade para

Iél’l) quando n — oo, onde 19(1’1) é o termo (1,1) da inversa de Iy. Entdo a distribuicdo de
(62-9)

86@1

é aproximadamente N (0, 1) para grandes amostras. Portanto, um IC por aproximagao
normal com 100 (1 — ) % de con..anga pode ser obtido de 01 + z(l,a/g)sAegl, onde z(;_q/2) € 0
quantil 1 — «;/2 da distribui¢do N (0,1). O estimador n [36@1} ’ é obtido da inversa da matriz de
informacdo de Fisher local (Nelson, 1982).

3.1.2 Probabilidade de cobertura

Embora alguns casos especiais permitam a obtencdo de quantidades pivotais, que possibili-
tam a obtencdo de ICs exatos (Lawless, 1982), o procedimento desenvolvido nesta dissertacdo
baseia-se em aproximacdes estatisticas, ou seja, envolve uma possivel discrepancia entre as proba-
bilidades de cobertura nominal e a probabilidade de cobertura real, obtida para o IC. Estudamos
aqui o coe..ciente de con..anca ou probabilidade de cobertura (PC), 1 — «, 0 qual é a frequén-
cia relativa com que o IC deveria conter o verdadeiro valor do paréametro #;, em uma série de

repetices do experimento em que os dados foram gerados.

3.2 Estudo de simulacéo

Esta secdo descreve o experimento de simulacdo comparando os resultados obtidos para as

diferentes reparametrizacoes.
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3.2.1 Especi..cacbes Gerais

Este experimento de simulagdo foi elaborado com o objetivo de analisar o efeito que as
reparametrizacdes descritas no capitulo 2 exercem na precisdo dos intervalos de con..anca para
diferentes tamanhos amostrais e presenca de censura do tipo Il. Os LC’s 100 (1 — a) % foram
calculados para o = 0.05. Portanto, os IC’s 90% podem ser obtidos pela combinagdo dos

respectivos limites inferior e superior.

3.2.2 Probabilidades de Cobertura

O estudo de simulagdo desenvolvido baseia-se em amostras geradas com distribuicdo expo-
nencial e 0 modelo estresse resposta-geral para os 3 modelos: Eyring, Arrenhius e Poténcia.
Os valores dos parametros do modelo estresse resposta-geral foram ..xados em G, = —10 e
B, = 70000 para os modelos Eyring e Arrenhius, e (5, = 5.7 e 3, = 0.6 para 0 modelo Poténcia.
Dois niveis de estresse foram considerados.

Foram geradas 1000 amostras para cada combinagéo de relagio estresse-resposta (Eyring,
Arrenhius e Poténcia), parametrizagdo, tamanho amostral (n = 5, 10, 20, 30, 50, 70, 100 para
cada nivel de estresse) e presenca ou ndo de censura tipo Il (nos niveis 30%, 50% e 75%).

Os resultados deste estudo estdo sumarizados nos gréa..cos das probabilidades de cobertura
versus o tamanho amostral, para os intervalos de con..anca e separadamente para os limites
superiores e inferiores. As ..guras 2 e 3 apresentam os resultados para a parametrizacdo (3, 5;)
e reparametrizacdo ((;,07), e as ..guras 4 a 9 os resultados para as demais reparametrizagoes.
Nos gra..cos das Figuras 2, 4, 6 e 8 ha uma linha horizontal em PC = 0.95 e duas linhas
horizontais em PC = 0.9344 e 0.9655, que correspondem respectivamente aos limites inferior
e superior do IC de 99% para PC = 0.95. Nos gra..cos das Figuras 3, 5, 7 e 9 ha uma linha
horizontal em PC = 0.90 e duas linhas horizontais em PC = 0.8844 e 0.9156, que correspondem

respectivamente aos limites inferior e superior do IC de 99% para PC = 0.90.
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Modelo de Eyring

Prob. de Cobertura

Limites de Con..anca (sem censura)
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Figura 2. Gra..cos das probabilidades de cobertura dos limites inferiores (linhas tracejadas)

e superiores (linhas continuas) dos I.C. de 90% versus o tamanho amostral (n = 5, 10, 20,

30, 50, 70 e 100), para o modelo de Eyring. Os niimeros (1, 2) nas linhas, correspondem as

probabilidades de cobertura obtidas com as parametrizacdes (3, 51) € (55,07 ), respectiva-

mente.
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Modelo de Eyring

Intervalos de Con..anca (sem censura)
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Figura 3. Gra..cos das probabilidades de cobertura dos I.C. de 90% versus o tamanho

amostral (n = 5, 10, 20, 30, 50, 70 e 100), para o modelo de Eyring. Os numeros (1, 2)

nas linhas, correspondem as probabilidades de cobertura obtidas com as parametrizacfes

(Bo, 31) € (B5,07), respectivamente.
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Modelo de Eyring

Prob. de Cobertura

Limites de Con..anca (sem censura)
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Figura 4. Gra..cos das probabilidades de cobertura dos limites inferiores (linhas tracejadas)

e superiores (linhas continuas) dos I.C. de 90% versus o tamanho amostral (n = 5, 10, 20,

30, 50, 70 e 100), para o modelo de Eyring. Os nameros (3, 4, 5, 6) nas linhas, correspondem

as probabilidades de cobertura obtidas com as reparametrizaces (0., 5;), (6,51), (¢,01)

e (1,0;), respectivamente.
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Modelo de Eyring

Intervalos de Con..anca (sem censura) Intervalos de Con..anca (Censura 30%)
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Figura 5. Gra..cos das probabilidades de cobertura dos I.C. de 90% versus o tamanho
amostral (n = 5, 10, 20, 30, 50, 70 e 100), para o modelo de Eyring. Os nameros (3, 4, 5, 6)

nas linhas, correspondem as probabilidades de cobertura obtidas com as reparametrizacfes

(97“51)7 (6751)7 (90761) € (1/}761)' respeCtivamente-
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Modelo de Taxa de Reacédo de Arrhenius
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Figura 6. Gra..cos das probabilidades de cobertura dos limites inferiores (linhas tracejadas)

e superiores (linhas continuas) dos I.C. de 90% versus o tamanho amostral (n = 5, 10, 20,

30, 50, 70 e 100), para o0 modelo de Taxa de Reacdo de Arrhenius. Os nimeros (3, 4, 5, 6)

nas linhas, correspondem as probabilidades de cobertura obtidas com as reparametrizacoes

(9U7ﬁ1)7 (6751)7 (90761) € (1/}761)' respeCtivamente-




Modelo de Taxa de Reacédo de Arrhenius

Intervalos de Con..anca (sem censura)
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Figura 7. Gra..cos das probabilidades de cobertura dos I.C. de 90% versus o tamanho

amostral (n =5, 10, 20, 30, 50, 70 e 100), para o modelo de Taxa de Reacéo de Arrhenius.

Os nameros (3, 4, 5, 6) nas linhas, correspondem as probabilidades de cobertura obtidas com

as reparametrizacdes (6., 51), (6,81), (v,51) e (¥,5), respectivamente.




Modelo Lei de Poténcia Inversa

Prob. de Cobertura

Limites de Con..anca (sem censura)
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Figura 8. Gra..cos das probabilidades de cobertura dos limites inferiores (linhas tracejadas)

e superiores (linhas continuas) dos I.C. de 90% versus o tamanho amostral (n = 5, 10, 20,

30, 50, 70 e 100), para o0 modelo Lei de Poténcia Inversa. Os nimeros (3, 4, 5, 6) nas linhas,

correspondem as probabilidades de cobertura obtidas com as reparametrizagdes (6, 3;),

(6761)7 (@751) e (w7ﬁ1)’ respeCtivamente-
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Modelo Lei de Poténcia Inversa
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Figura 9. Gra..cos das probabilidades de cobertura dos I.C. de 90% versus o tamanho

amostral (n = 5, 10, 20, 30, 50, 70 e 100), para o modelo Lei de Poténcia Inversa. Os

nimeros (3, 4, 5, 6) nas linhas, correspondem as probabilidades de cobertura obtidas com as

reparametrizagdes (0., 51), (8,61), (¢,01) e (¥,5;), respectivamente.
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Considerando as Figuras 2 e 3, pode-se notar que os LCs e ICs obtidos para a parametrizacéo
(Bo, B1) e reparametrizacdo (3;,7) apresentam boa precisdo mesmo para pequenas amostras e
niveis altos de censura.

Para as demais reparametrizacGes (Figuras 4 a 9), os resultados sdo compativeis para todos o0s
modelos. As PCs dos ICs 90% para os parametros sdo proximas a 0.90 quando as parametrizacdes
(6,81) e (v,8;) sao consideradas, mesmo quando o tamanho da amostra é pequeno e para um
alto nivel de censura. Da mesma forma, as PCs para os limites de con..anca aproximam-se de
0.95 guando n cresce, somente para estas reparametrizagdes (cujas matrizes de informacéo de
Fisher apresentaram elementos constantes). As baixas PCs dos ICs sdo relacionadas as baixas
PCs dos ICs dos limites superiores.

Na ..gura 10 sdo apresentados os contornos e superficies das verossimilhancas para as repara-
metrizagoes (6., 3,) e (¢,3;) considerando dois niveis de censura. Observando-se os contornos,

nota-se que a reparametrizacdo (6., 3;) é mais sensivel & presenca de censura.
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Capitulo 4

Analise Bayesiana do Modelo

Estresse-Resposta Geral

Entre as motivacdes para o uso de inferéncia Bayesiana, alguns autores destacam a pos-
sibilidade de obter-se a mesma qualidade nas inferéncias obtidas por métodos classicos, com
um namero menor de dados disponiveis. Esta consideracao é importante em andlise de con..a-
bilidade, pois nesta area é comum a presenca de pequenas amostras, resultante da pressdo por
contencao de custos e da necessidade de obtencéo de estimativas para os parametros de interesse
num curto periodo de tempo (Martz e Waller, 1982).

No capitulo 2, é estudada a precisdo das inferéncas sobre o tempo médio de sobrevivéncia 6.,
obtidas por aproximacdo normal assintotica dos estimadores de maxima verossimilhanca. Para
se obter melhor precisdo em tais aproximagdes, 0 uso de reparametrizacdes € explorado.

Neste capitulo, sob 0 enfoque Bayesiano, é avaliado o efeito que as mesmas reparametrizagdes
consideradas no capitulo 2, exercem na convergéncia das cadeias. Assim como naquele capitulo,
é assumida uma distribuicdo exponencial para os tempos de sobrevivéncia, um esquema de
censura do tipo Il e o modelo estresse-resposta geral. Como observado por Mattos (1999),
em algumas das parametrizacfes analisadas no capitulo 2, existe uma alta correlacdo entre os
parametros, tornando lenta a convergéncia das cadeias. Isto pode indicar a necessidade de uma
reparametrizacdo do modelo.

Para a obtencao de inferéncias sobre os parametros de interesse, é utilizada uma metodologia
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Bayesiana via MCMC, e o efeito de reparametrizacdo na convergéncia das cadeias é estudado.

4.1 Elementos basicos da Inferéncia Bayesiana

Sob uma perspectiva Bayesiana, ndo ha uma distingdo fundamental entre as observacdes
e 0s parametros do modelo. Seja P (7,60) a distribuicdo de probabilidade conjunta de todas
quantidades aleatdrias. Esta distribuicdo conjunta é composta por duas partes: uma distribui¢éo
apriori P (6) e a verossimilhanca L (6). Especi..cando P (6) e L (6) tem-se o modelo de probabili-
dade, P (T,0)=L(0)P(0).

Apos a observacdo dos dados, o teorema de Bayes é usado para determinar a distribuicéo
condicional de ¢ dado T,

P(0) L (0)

Esta é a chamada distribuicdo a posteriori de 6 e é o objeto de estudo de toda Inferéncia
Bayesiana. Qualquer funcéo de (4.1), por exemplo, momentos e quantis, podem ser expressos
em termos de esperancas a posteriori de fungdes de 6. A esperanca a posteriori de uma funcgdo
f(0) é dada por,

_ @) P©) L)

As integrais desta expressdo tém sido a fonte da maioria das di..culdades em Inferéncia
Bayesiana, especialmente quando # tem dimensdo grande. Em muitas aplicacGes, avaliar ana-
liticamente E'[f (9) |T] é impossivel. Uma alternativa € a utilizacdo de métodos aproximados de
integracdo, tal como a aproximacéo de Laplace (Kass, Tierney e Kadane, 1990). Este método
é considerado mais preciso quando comparado aos métodos baseados em simulacdo, mas pode
apresentar uma di..culdade na implementagdo. Além disso, tal método pode tornar-se ine..ciente
em alguns casos, como por exemplo em densidades a posteriori multimodais.

Uma outra alternativa, é a utilizacdo de métodos aproximados, baseados em simulacéo es-
tocastica ou de Monte Carlo, tal como os métodos de Monte Carlo via cadeias de Markov,

MCMC.
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4.2 Métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov (MCMC -
Markov Chain Monte Carlo)

Os métodos de Monte Carlo via Cadeia de Markov, fazem parte de uma classe de métodos
aproximados, para obtencdo de amostras para 0s parametros de interesse, baseados em simulagdo
estocastica ou de Monte Carlo. A metodologia MCMC esta baseada na substituicdo da expressao
analitica da densidade, por uma amostra gerada a partir desta densidade. A grande vantagem
deste método é a possibilidade de gerar uma amostra de uma densidade, sem a necessidade de
conhecé-la.

Seja 7 (A) a densidade que se tem interesse em amostrar e § = (01,05, ...,0,,) 0 pardmetro
de interesse. A metodologia MCMC esta baseada na construcdo de uma densidade de transicéo
q (0,0") tal que a cadeia de Markov correspondente, irredutivel e aperiddica (Gilks, Richardson e
Spiegelhalter, 1996), tenha = (.) como funcdo de equilibrio. Um valor gerado 6 de 7 (.) é obtido
atraves do seguinte algoritmo:

1. Iniciar com 6 = (%) e o contador da cadeia ¢ = 1;

2. Gere uma valor ) através de ¢ <9(t‘1), 0);

3. Incremente ¢ de uma unidade e retorne a etapa 2.

Algumas observagdes devem ser consideradas:

1. Para t su..cientemente grande, 6) ¢ um valor de 6 gerado por 7 (.). Condigdes de con-
vergéncia podem ser encontradas em Tierney (1994);

2. Uma amostra de 7 (.) pode ser construida através de um conjunto de valores da cadeia
apos convergéncia;

3. A independéncia entre esses valores pode ser obtida, selecionando-se os valores da cadeia
Unica, apos cada salto de tamanho s, ou gerar varias cadeias e escolher os valores para compor
a amostra de 7 (.) ap6s a convergéncia. (Gelman e Rubin (1992), Geyer (1992), entre outros).

Em Inferéncia Bayesiana, os métodos de MCMC sao extremamente importantes, devido a
frequente complexidade das distribuicOes a posteriori. Entre os métodos mais utilizados, pode-se
destacar o algoritmo Metropolis-Hastings (Hastings, 1970) e o amostrador de Gibbs (Geman e

Geman, 1984).
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4.2.1 Amostrador de Gibbs

O Amostrador de Gibbs foi desenvolvido por Geman e Geman (1984), no contexto de restau-
racdo de imagens. Gelfand e Smith (1990) generalizaram seu uso, como uma aproximacgdo para
0 ajuste de modelos estatisticos. A partir de entdo, devido a facilidade de implementacéo, o
amostrador de Gibbs passou a ter uma grande utilizacdo em Inferéncia Bayesiana.

Este método permite gerar uma amostra de = (), a partir de amostragens iterativas das
densidades condicionais completas dos parametros. A transicdo é feita através das densidades
condicionais, da seguinte forma: Dados os valores iniciais 00 = 050),020),...,0@ , gera-se
o de 7 (1], 00, ..., 00)), 05 de (021,017,057, ... 6% ) ..., 0% de (0], 01", 051) ) e
obtém-se a primeira iteracéo 031), 0&1), - 0%).

Apos a M-ésima iteracdo, toma-se o conjunto de N valores (9@, veey 9?,?) parat = M + si,

i=0,..,N—1.

4.2.2 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo proposto por Metropolis et al. (1953) foi desenvolvido para estudar as pro-
priedades de equilibrio de grandes sistemas de particulas, tais como elétrons em um atomo.
Hastings (1970) sugere uma generalizacdo deste algoritmo, para utilizacdo na simulacdo de
desvios normais e Poisson, e de matrizes aleatorias ortogonais. A seguir é apresentada uma
descricdo resumida deste algoritmo.

Seja ¢ (0,0*) uma transicdo, isto é, uma probabilidade de movimento de 6 para 6*. Geral-
mente 0 processo se move de # para #* com mais frequéncia do que de #* para 6, violando a
condigéo de reversibilidade

™ (0)q(0,0") =7 (0%)q (6", 0).

Este fato pode ser eliminado diminuindo-se 0 nimero de movimento de 6 para 6*, intro-
duzindo uma probabilidade de movimento «. O algoritmo de Metropolis-Hastings (Hastings,
1970) é de..nido por:

1. Inicialize # com o valor arbitrario 09 e t = 1;

2. Gere 0* de ¢ (G(t),9*> e u de uma distribuicdo uniforme (0,1);

8 o — min J 1 F@a(070) .
3. Seja o = min {1, m(6@)q(6@ 6% [
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4. Se u < o faca 0+ = ¢*; sendo faca 6+ = o)
5. Repita (2) e (3) até que a distribuicdo estacionaria (Gilks, Richardson e Spiegelhalter,
1996), tenha sido obtida.

Escolha de ¢ (6,0")

Para implementacgdo do algoritmo Metropolis-Hastings é preciso escolher uma densidade ge-
radora de candidatos adequada. Um consideravel nimero de trabalhos tém sido dedicados a
questdo de como esta escolha deve ser feita. A seguir sdo descritos, de forma resumida, apenas
as mais usadas na pratica.

a) Uma familia de densidades geradora de candidatos, que consta do trabalho de Metropolis
etal. (1953), é dada por ¢ (6,6%) = q1 (6* — 6), onde ¢; (.) € uma densidade multivariada (Muller,
1993). Neste caso, 0* = 6 + ¢ onde ¢ é a variavel incremento com distribuicéo ¢; (.). Note que

quando ¢; é simétrica, ¢; (¢) = ¢1 (—¢), entdo a probabilidade de movimento se reduz a:

= min ™ () .
o= {1, . (Q(t)) }

b) Uma segunda familia de densidades geradoras de candidatos é dada pela forma ¢ (6,60*) =

g2 (6%) (Hastings, 1970). Neste caso os candidatos sdo gerados independentemente da iteracéo
anterior.

c) Uma terceira escolha, que parece ser uma solugdo e..ciente quando possivel, é explorar
a forma conhecida de 7 (.) para especi..car uma densidade geradora de candidatos (Chib e
Greenberg, 1995). Ou seja, se 7 (6) o ¢ (0)h(0), onde h () é uma densidade que pode ser

amostrada e ¢ (6) uniformemente limitada, toma-se

q(0,6%) = h(67).

Neste caso particular, tem-se

a =min < 1, ¢ ") .
) <9(t)>
Uma questéo importante a ser considerada é a variancia da geradora de candidatos ¢ (6, 6%),
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pois esta tem uma grande infuéncia na e..ciéncia do algoritmo. Pelo menos dois fatores depen-
dem diretamente dela: o primeiro é a taxa de aceitacdo (porcentagem de vezes que ocorre um
movimento de 6 para 6*) e o segundo é a regido do espaco amostral que é coberta pela cadeia.
Como exemplo, considere-se a situacdo em que a cadeia tenha alcancado a convergéncia e a
densidade esteja sendo amostrada em torno da moda. Logo, se a variancia de ¢ (0, 6*) for muito
grande, muitos dos candidatos gerados serdo muito distantes do valor corrente e consequente-
mente terdo uma baixa probabilidade de aceitacdo. Por outro lado, se a variancia de ¢ (¢,0*) for
muito pequena, a cadeia mover-se-a muito lentamente e regifes com baixa probabilidade serao
pouco visitadas. Estas duas situa¢des provavelmente implicardo numa alta autocorrelagdo entre

os elementos da cadeia (Chib e Greenberg, 1995).

4.3 Diagnoésticos de Convergéncia

Por tratar-se de um método aproximado, uma questdo fundamental no uso de métodos
MCMC é a garantia de que as cadeias geradas realmente pertencam a distribuicdo de interesse.
Desta forma, alguns aspectos importantes devem ser considerados. Se as itera¢fes ndo forem
efetuadas em um namero necessario ao alcance da convergéncia, as simulacdes podem ser nao-
representativas da distribuicdo de interesse. Além disto, as iteracdes dentro da fase inicial de
uma cadeia (burn-in) devem ser descartadas para reduzir a possibilidade de tendéncias, causadas
pelos valores iniciais.

Existem outras questfes criticas, como por exemplo, o niUmero de cadeias a ser gerado,
comprimento das mesmas e escolha de valores iniciais. Recomendacdes na literatura tém sido
divergentes, variando desde muitas cadeias de comprimento curto (Gelfand e Smith, 1990), até

varias cadeias de comprimento longo com diferentes valores iniciais (Gelman e Rubin, 1992).

4.3.1 O risco da convergéncia lenta ndo diagnosticada

Um problema grave ao fazer inferéncia utilizando simulagédo via Cadeia de Markov é que ao
término das iteracdes, podem haver areas do espaco paramétrico que ndo foram visitadas pela
cadeia ..nita. Isto deve-se ao fato das simula¢fes moverem-se muito lentamente, ou estarem

presas a regides restritas da distribuicdo de interesse. Gelman e Rubin (1992) veri..cam que
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guando analisadas separadamente, algumas cadeias parecem ter convergido, mas replicacfes
independentes, com pontos de partida dispersos, podem mostrar que a convergéncia ainda nao
ocorreu. Isto pode ser causado por uma alta correlagdo entre os parametros e nestes casos
indica-se uma reparametrizacdo do modelo.

Da mesma forma, uma autocorrelacdo acentuada dentro das cadeias, também pode implicar
em convergéncia lenta. Na presenca de autocorrelacdo, os gra..cos de trajetdrias das cadeias
(traces) apresentardo um comportamento mais suavizado, com uma oscilagdo menos intensa.
Uma reparametrizacdo pode auxiliar a reduzir a autocorrelacdo. Alternativamente, pode-se
aumentar o intervalo para escolha dos elementos da cadeia que irdo compor a amostra (Gilks,
Richardson e Spiegelhalter, 1996).

Para monitorar a convergéncia das cadeias existem varios critérios, denominados diagndsticos
de convergéncia. Best, Cowles e Vines (1995) salientam que nenhum critério de convergéncia é
isento de falhas e recomendam o uso de uma combinacdo de diagndsticos. Dentre os métodos de
diagnostico de convergéncia existentes, os mais utilizados séo os diagnésticos de Gelman e Rubin
(1992), Raftery e Lewis (1992), Geweke (1992) e Heidelberger e Welch (1983). Estes métodos es-
tao implementados no software CODA - Convergence Diagnostics and Outputs Analysis Software
for Gibbs Sampling Output (Best et al., 1995) e sdo utilizados nesta dissertagdo para veri..cacio
da convergéncia das cadeias geradas pelo software WinBUGS - Bayesian inference Using Gibbs
Sampling for Windows (Spiegelhalter et al., 2001). A seguir é apresentado um breve resumo
da teoria e implementacdo destes diagndsticos. Para maiores detalhes sobre estes software e

diagnosticos, consultar as referéncias especi..cas.

4.3.2 Diagnostico de Gelman e Rubin

O diagnostico de convergéncia de Gelman e Rubin (1992) analisa a convergéncia das cadeias
geradas, comparando sequéncias com diferentes pontos de partida e veri..cando se sdo indistin-
guiveis. Este diagnostico exige duas ou mais cadeias paralelas, cada uma com diferentes valores
iniciais. Este método esta baseado na comparacdo das variancias dentro da cadeia e entre as
cadeias, para cada variavel.

Considere J sequéncias paralelas a partir da iteracdo M, com saltos s e de comprimentos V.

Seja O;; o elemento ¢ (¢ = 1,..., V) da sequéncia j (j = 1,...,J). De..na as seguintes variancias:
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variancia dentro da sequéncia j

e variancia dentro das cadeias ;
1 2
j=1

Observe que W é um estimador néo viciado de o2 (variancia a posteriori). De..na também a

variancia entre as cadeias

onde E.j = sz\il QZJ/N e?., = sz\ilg]/‘] .
Considerando a variabilidade global envolvendo os JN valores, que estima a variancia da
distribuicdo a posteriori,
N-—-1 1

32:Var(9|y):TW+NB,

é possivel monitorar a convergéncia da cadeia de Markov, estimando-se o fator para o qual o

parametro de escala da distribuicdo a posteriori marginal de cada varidvel pode ser reduzido,

VR =

S|

Assim, monitorando o tamanho da sequéncia N através de \/fi isto é, escolnendo N tal
que \/E ~ 1, tomam-se as JNN observacdes como a amostra ..nal da distribuicdo limite .
Geralmente M € escolhido como sendo a metade da sequéncia gerada para um determinado
valor de s, dependendo do grau de independéncia da conjunta 7. Segundo Gelman, Carlin, Stern
et al. (1995), a condicéo \/E aproximadamente igual a 1, depende do problema em quest&o.
Para muitos casos, valores abaixo de 1.2 sdo aceitaveis, mas para a analise ..nal de um conjunto
de dados especi..co, um nivel maior de precisdo pode ser exigido.

Os diagndsticos de Gelman e Rubin, reportados pelo software CODA, sé@o o0s quantis 50% e
97% da distribuicdo amostral de \/E Estes quantis sdo estimados somente da segunda metade de

cada cadeia. Se ambos quantis sdo aproximadamente 1.0, a convergéncia pode ser diagnosticada,
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isto é, as amostras da segunda metade de cada cadeia podem ser consideradas como originadas

da distribuicdo estacionaria.

4.3.3 Diagnostico de Raftery e Lewis

O diagnostico de Raftery e Lewis (1992b) aplica-se a cadeias Unicas. A proposta deste
método é determinar com antecedéncia o nimero de iteracdes necessarias, para um determinado
nivel de precisdo.

Baseando-se numa amostra inicial de tamanho n e uma preciséo especi..cadas pelo usuario, o
diagnostico de Raftery e Lewis, implementado no software CODA, apresenta os seguintes valores

a) thin (S): o salto de tamanho s para selecdo dos elementos da cadeia que irdo compor a
amostra;

b) burn-in (M): o nimero de iteracdes iniciais que devem ser descartadas;

c) total (N): o nimero total de iteragdes que devem ser geradas;

d) lower bound (Nmin): o nimero minimo de iteracdes necessarias para estimar um determi-
nado quantil (padrdo do CODA = 2,5° percentil) se as amostras na cadeia fossem independentes;

e) dependence factor (l): fator de dependéncia, % gue mede 0 incremento no nUmero
de iteracOes necessarias ao alcance da convergéncia, devido a dependéncia entre as amostras na
cadeia. Valores de | muito maiores que 1.0 indicam uma elevada autocorrelacdo dentro da cadeia
e consequentemente problemas com convergéncia. Raftery e Lewis (1992a) sugerem que I > 5.0

indica falha na convergéncia e neste caso uma reparametrizacdo do modelo é aconselhada.

4.3.4 Diagnostico de Geweke

O diagnostico de convergéncia de Geweke (1992) é apropriado para cadeias simples. Para
cada variavel, a cadeia de tamanho n é dividida em duas partes, onde a primeira contém x%
(padrdo do CODA é 10%) das primeiras iteracOes e a segunda, y% (padrao do CODA é 50%) das
Gltimas iteracBes da cadeia. Se a cadeia inteira é estacionaria, as médias das 1¢ e 2% partes devem
ser similares. Segundo o método, calcula-se a média amostral e variancia assintotica para as duas
partes, sendo Z a diferenca entre as duas médias dividido pelo desvio-padrdo de suas diferencas.
Se a cadeia convergir, quando n 4, oo, a distribuicdo amostral de Z 4, N (0,1). Valores de

Z nos extremos de uma distribuicdo Normal padrdo indicam que a cadeia ndo convergiu na
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primeira parte (10% primeiras iteracdes). Deve-se descartar estas primeiras iteracOes e executar

novamente o diagnostico com x% das iteracdes seguintes.

4.3.5 Diagnostico de Heidelberger e Welch

O método de Heildelberger e Welch (1983), inicialmente desenvolvido para detectar um
estado transiente em sequéncias simuladas de eventos discretos, também é apropriado para ser
utilizado como um diagnostico de convergéncia para cadeias geradas via método MCMC. O
método usa a estatistica de Cramer-von-Mises para testar a hipdtese nula, de que os valores
gerados para cada variavel formam um processo estacionario. Se a hipotese nula é rejeitada, o
teste é repetido ap6s 10% das iteracOes iniciais serem descartadas. Se a hipdtese € novamente
rejeitada, mais 10% das iteracOes sdo descartadas. Este processo é repetido até que uma porcao
das interacBes (de comprimento > 50% do numero total de iteracdes) passe pelo teste de
estacionaridade, ou até que 50% das ja tenham sido descartadas e a hipdtese nula ainda for
rejeitada. Se este ultimo caso ocorre, o software CODA apresenta a estatistica de Cramer-
von-Mises e indica que o teste de estacionaridade falhou (failed), valores ausentes (NA) sdo
mostrados em todas outras colunas da tabela gerada pelo método. Isto indica que um nimero
maior de iteragdes € necessario para o alcance da convergéncia.

Se o teste de estacionaridade(stationarity test) é aceito (passed), o software CODA apresenta
0 numero de iteracbes a ser mantido(# of iters. to keep), o nUmero de iteracles iniciais a ser

descartado (# of iters. to discard) e a estatistica de Cramer-von-Mises (C-vonM stat.).

4.4 Estimacao Bayesiana

Nesta se¢do ¢ utilizada uma metodologia Bayesiana via MCMC para obtencdo de inferéncias
sobre parametros de interesse. Assumindo uma distribuicdo exponencial para os tempos de
sobrevivéncia, um esquema de censura do tipo Il e a relagdo estresse-resposta geral, sédo obtidas
as fungdes de verossimilhanca para cada parametrizacéo,

i) Parametrizacéo original,

=1

k
L (B, B1) o exp {—507” — Ba1 — e o0 ZAie_Zi_ﬁlXi} : (4.3)
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onde » = S-F | 7; é o nimero total de falhas observadas, a; = > | 7, X; e —o0o0 < g, 8, < o0 ;

i) Modi..cacdo proposta por Mann, Schazer e Singpurwalla (1974),

k J—
L (85, 1) o exp {—ﬂz;r —Bidi —e N Aiezimxix)} ,

=1

_ [
onde X = 217X,

i=1"Ti

iii) Reparametrizacdo em termos de 6,

o k
L (04, 83,) o 0, exp {—gﬁ —0,1y Aie—@i—zu”ﬁl(xu—xi)} : (4.9)

i=1

— k . _ Y.
onde X = Z'=1“5X“ Xi) o 0, >0;

iv) Reparametrizacao logaritma em 6,

k
L(8,3;) e exp {—617"7 —et ZAie(ZiZ“)Jrﬁl(X“Xi)} , (4.5)

i=1

onde 6 =1logh, € —0<d<00;

v) Reparametrizacio ortogonal,

k =
L(p,B1) < ¢~ "exp {—so‘l ZAie_(Z"_Z“Wl (¥u-x:-%) } , (4.6)

=1

onde ¢ = Queﬂj é um parametro ortogonal a 6,, obtido resolvendo-se a equacéo diferencial
(2.12) (Cox e Reid, 1987);

vi) Reparametrizacdo logaritma em o,

L(w,ﬁl)oce exp{—e wZA —(Zi=Zu) Hal(X“ Xi X)}, 4.7

onde ¢ =logy € —oo < Y < oo.
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4.4.1 Densidades a Priori Nado-Informativas

Para representar o grau de conhecimento sobre os pardmetros de interesse, foram conside-
radas para os parametros 3, 51, 55, 81, 0 € @ prioris normais com média p; = 0 e variancias
0?,...,0%, respectivamente. Para os parametros ndo-negativos 6,, e ¢, foram consideradas prioris
log-normais com parametros u, =0 e variancias o2 e o2, respectivamente.

4.4.2 Densidades a Posteriori Conjuntas

Denotando por P (9|T') a densidade a posteriori para um vetor de pardmetros genérico bidi-

mensional, 8 = (01, 02), e supondo prioris independentes para ¢; e 0, obtém-se

P(91,92|T) X P(Ql)P(QQ)L(Ql,QQ) .

Assim, para cada parametrizacdo, obtém-se as respectivas densidades a posteriori,

- B 8
P (By, B1|t) x exp {—Bor — Bya1 — e Po ZAie*Z“ﬁlxi S (R —12} , (4.8)

2
Pt 201 20%

k _ *2 *2
P (35, B1]t) o exp {_ggr _Bidy — e B ZAie—Zi—ﬂ’{(X,-—X)} B B ’ 4.9)

2 2
= 205  20%

— k (log 8.)* B2
P (0u, By]t) o< 0,V exp {—ﬁlrf — 0,1 Agem P AR XX 09 Su)

P 20% 202
(4.10)
5 = R (ZiZ) 1By (Xu-Xs) _ O- PR
P(6,04]t) x e exp —f1rX —e ;Aie e 27‘% - 27:% : (4.11)

— 2 2
—(r1) 1 —(Zi=2u)+8, (Xu—Xi—X)  (log )" b7
P (p, B1|t) x ¢ ( exp { g Ase 1( ) — 720% — —20% . (4.12)

k = 2 2
P (3, By]t) o ™" exp {—e"” 3 A B A (XX X) —12} . (413)

i=1
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4.4.3 Densidades Condicionais

As densidades condicionais para cada parametrizacdo sdo dadas por,

P(ﬂo|ﬁ1,t)o<exp{ ﬂor_eﬁoZA ~Zi—B1 Xi _ 5

i=1

}

k 2
7 ax. P
P (8118, t) x exp{—ﬂlal — ebPo E :Aie Zi—P1 Xi _ 2012 ’
2

k J—
P e {5 Y g EA T

i=1

k JR—
P o g =53 B0 |

i=1

k
P (0u]61,t) o< 6,7 exp {_ 0,1 Aje (i Zu)H0 (XuX0) _ (log bu)”

|
4}
o

B

)

205

i=1

k
P (B1]0u,t) oc exp {—517“7 — 1Y A B B0 (KX

=1

k
P (5|ﬁ1, t) X 6767“ exp {— 675 ZAief(Zi*Zu)Jﬁgl(Xu*Xi) _

=1

k
P (51]6,t) o exp {—ﬁlry —e? ZAie*(Zi*Zu)Jr@(Xu*Xi) _

=1

k

P (p]B1,t) o o~V exp {_90_1 > Ao~ B2 th (XumXi-X)

=1

k =
P (Blp, t) o< exp {—Sp_l ZAief(Zifzu)+,81(Xu7Xifx> B

i=1

P (1]81,t) o< exp{—e ¢ZA —(Zi~2u) +51(Xu X; X)

k =
P (B1]1,t) oc exp {_e_¢ ZAie*(Zi*Zu)Jr,Bl (Xquifx) B
=1
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4.5 Aplicagdo numérica e resultados obtidos

Considerando uma distribuicédo exponencial para os tempos de sobrevivéncia, um esquema de
censura do tipo Il e 0 modelo de Eyring como relagdo estresse-resposta, Louzada-Neto e Pardo-
Fernandez (2001) realizam um estudo sobre o efeito de reparametrizacdo na precisdo de infe-
réncias obtidas por aproximagao normal assintotica do estimador de maxima verossimilhanca.

Como o modelo de Eyring é um caso particular do modelo Estresse-Resposta Geral, neste
capitulo é utilizado como aplicacdo o mesmo conjunto de dados utilizado por Louzada-Neto
e Pardo-Fernéndez (2001) e que também foi utilizado como aplicagdo numérica no capitulo 2.
Os dados (Tabela 2), foram obtidos de um experimento feito com recipientes pressurizados de
Kevlan/Epoxy 49, submetidos a dois niveis de pressao, V' (psi), mais severos que o0s usuais (3700
e 4000 psi), extraidos de Barlow, Toland e Freeman, (1986). Considere-se que o objetivo do
experimento é predizer o tempo de sobrevivéncia dos recipientes, sob o nivel de estresse usual
V' = 3600 psi.

As estimativas obtidas via método MCMC, para cadeias de 10.000 iteracdes, geradas pelo

software WinBUGS, sé@o apresentadas na Tabela 4.
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Tabela 4. Estimativas

L o . Intervalos de
Parametrizagdo | Média | Mediana

Credibilidade
Bo 10.02 10.01 [1.11,19.92]

(ﬂOvﬂl)
By 10.06 10.05 6.64,13.91]
. o 0 —16.01 —16.00 [—16.32, —15.71]

(ﬂOvﬂl)
1 10.19 10.19 [7.17,13.25]
0w 1.83 1.71 [0.90, 3.49]

(euvﬁl)
051 10.12 10.14 [6.88,13.21]
6 9.74 9.73 [9.13,10.50]

(57 ﬁl)
5, 10.08 10.10 6.89, 13.30]
© 2.58 2.54 [1.90,3.51]

(907 ﬁl)
B4 10.24 10.28 [7.17,13.31]
Y 7.82 7.82 [7.52,8.14]

(¢> ﬂl)
By 10.12 10.12 [7.28,13.30]
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Na Figura 11, tém-se as densidades a posteriori obtidas, para as parametrizagdes estudadas.
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Figura 11. Densidades a Posteriori
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4.6 Retrospecto das ParametrizacOes estudadas

Nesta secdo, é analisado o efeito causado pelas reparametrizacdes, com relagdo a convergén-
cia das cadeias. Inicialmente, sdo apresentadas algumas tabelas e ..guras, pelas quais pode-se
avaliar se de fato, os itens: correlagdo entre os parametros, autocorrelagdo dentro das cadeias e
comportamento das mesmas, sdo infuenciados pelas reparametrizacdes em estudo. Logo apds,
sdo apresentados os resultados reportados pelos diagnésticos de convergéncia implementados no

software CODA.
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Parametrizacéo Scatter Plot Correlacéo
(B0, B1) 0.9990
(50, 81) -0.01080
(O 1) m 0.84900
(6,81) | 0.88800
(: 81) -0.02340
(¥,8) m 0.00293

Figura 12. Correlacdo entre os parametros
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o 00 F 00k
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T T T T T T
0 20 40 0 20 40
lag lag
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0L 00 00 F
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( ws /81) 0.0 I--_-_-—_—- 0.0 --—-----———
-05 | -05 |
1.0 F -1.0
T T T T T T
0 20 40 0 20 40
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DELTA chains 1:3 B1 chains 1:3
1.0 1.0
6 0.5 —III 0.5 —III
( 751) 00 | .-_--I-_—- 00 | .-_--I-_—l-
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
T T T T T T
0 20 40 0 20 40
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( ﬁ ) 1.0 1.0 +
w, 04 0.5 —l 0.5 —I
’ 00 | 00 F .
05 | 05
-1.0 F -1.0
T T T T T T
0 20 40 0 20 40
lag lag
PSI chains 1:3 B1 chains 1:3
1.0 | 1.0
(. 81) | ost], os
0.0 | 0.0 |-Fe-
-0.5 |+ -05
-1.0 -1.0
T T T T T T
0 20 40 0 20 40
lag lag

Figura 13. Autocorrelacdo dentro das cadeias
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Tabela 5. Autocorrelacdo dentro da cadeia

Parametrizacao Lag 1 Lag 5 Lag 10 Lag 50
Bo 0.99800 0.98900 0.97900 0.89500

(o 51) 081 0.99800 0.98900 0.97900 0.89400
. o 0.13900 0.00814 0.00376 0.01490
55, 51) 1 0.15900 0.01620 0.00161 -0.00598
(6..5,) 6., 0.80100 0.59300 0.41000 -0.01920
081 0.92800 0.69500 0.47200 -0.00159

(6.5,) ) 0.93000 0.74900 0.57800 0.09380
081 0.92100 0.72900 0.56200 0.07260

® 0.21900 0.01150 -0.00557 0.01030

(:fon) 081 0.72300 0.19700 0.05470 -0.00720
P 0.15000 0.01010 0.00483 0.01660

W) 081 0.15500 -0.00827 -0.00557 -0.01480

Observando as Figuras 12 e 13, nota-se que a parametrizacdo original (3,,3;) apresenta
uma forte correlacao entre os parametros e também uma autocorrela¢do acentuada, mesmo para
um lag = 50 (Tabela 5), enquanto que este problema é solucionado quando a reparametrizacao
(85, 57) é utilizada.

Com relagdo as parametrizacbes em que 6, esta presente na verossimilhancga, veri..ca-se
que a reparametrizacdo (¢, ;) proporciona a ortogonalizacdo dos parametros do modelo. Esta
reparametrizacdo apresenta resultados satisfatorios, mas devido a autocorrelacdo apresentada
(Tabela 5), recomenda-se um salto > 10, para escolha dos elementos que irdo compor a amostra,
na cadeia gerada para 3;. A reparametrizacdo (v, 3;), destaca-se pelas pequenas correlagdo e
autocorrelacdo apresentadas.

O efeito causado pelas baixas correlagdes e autocorrelacdes, proporcionadas pelas reparame-
trizagbes (035, 31), (¢,51) e (¥, 5;), .ca evidenciado na Figura 14, na qual pode ser observado
o comportamento livre das respectivas cadeias. Nesta mesma ..gura, também pode-se veri..car

o efeito prejudicial causado ao comportamento das cadeias nas demais parametrizac6es, devido
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as grandes correlagdes e

autocorrelacdes apresentadas.
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Figura 14. Comportamento das cadeias
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4.6.1 Diagnoésticos de Convergéncia

Tabela 6. Diagnoéstico de Geweke

Parametrizacéo Z
0 19.5
BorB) | "
081 19.4
. 0 0.533
(ﬁ0> ﬁl)
1 -1.210
0. -7.38
(eua ﬂl)
Ioh -5.23
) -5.73
(65 ﬁl)
Ioh -4.39
% 0.61
(907 ﬁl)
B4 -1.33
0 -1.14
W, ﬂl)
Ion -1.83

No diagnostico de Geweke (1992), os resultados obtidos para Z (segunda coluna da Tabela 6)
ndo mostram evidéncia contra a convergéncia das cadeias nas reparametrizacées (53, 1), (¢, 51)
e (¢, ;). Porém, os valores extremos de Z, obtidos para as demais parametrizac@es, sugerem
que os 10% primeiros elementos das respectivas cadeias, ndo provém da mesma distribuicao dos

ultimos 50%.
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Param.

01

02

(ﬁOaﬁl)

BO chains 1:3 B1 chains 1:3
2.0 | 2.0
3 A —— I -3 i W ——
1.0 + 1.0 +
0.5 /_,-'—-—'-"'—'_'_/_ 05 F /_,-f—'—'-"—'—_/_
0.0 |- 0.0 |
T T T T T T
1 5000 1 5000
iteration iteration
* 0k
(ﬁo’ ﬁl) BO chains 1:3 B1 chains 1:3
10 | 15 |
05 L 10+
05 |
0.0 |- 0.0 |
T T T T T T
1 5000 1 5000
iteration iteration
0
( w 61) THETAuU chains 1:3 B1 chains 1:3
15 | 15 |
1.0 + >—¢-’“—" 10 | )}-W"—“‘—'_“_
05 | 0.5 |
0.0 |- 0.0 |
T T T T T T T T
4001 6000 8000 4001 6000 8000
iteration iteration
(6,61)
s M1 R
DELTA chains 1:3 B1 chains 1:3
O e —— 15
05 10 |F <
' 05 |
0.0 | 0.0 |
T T T T T T
1 5000 1 5000
iteration iteration
(907 ﬁl)
PHI chains 1:3 B1 chains 1:3
1.0 F wosee 15 |
1.0
05 | o
05 |
0.0 | 0.0 |
4061 60;30 80;30 I 40;31 60b0 8060 I
iteration iteration
(%, 1) PSI chains 1:3 B1 chains 1:3
1.0 | 7 1.0 | o=
05 | 05
0.0 |- 0.0 |
T T T T T T
1 5000 1 5000
iteration iteration

Figura 15. Diagnéstico de Gelman e Rubin
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Tabela 7. Diagnostico de Gelman e Rubin

Parametrizacéo mediana quantil 97.5%

Bo 1.98 3.37

(ﬁOa ﬁl)
01 1.98 3.38
. o 1.00 1.00

(ﬁOa ﬁl)
1 1.00 1.00
0. 1.01 1.05

(eu’ ﬂl)
01 1.03 1.06
) 1.03 1.08

(65 ﬁl)
01 1.02 1.06
% 1.00 1.01

(QO, ﬁl)
01 1.00 1.00
P 1.00 1.00

(1}/}, ﬁl)
01 1.00 1.00

Os resultados obtidos para o diagnostico de Gelman e Rubin (Figura 15 e Tabela 7), suge-
rem que as amostras 5001 a 10000, das trés cadeias geradas nas reparametrizacdes (3;,37).
(p,81) e (¢, 5;) podem ser consideradas como provindas das respectivas distribui¢des marginais
a posteriori de cada variavel. Os resultados apresentados pelas reparametrizacbes (6,,03;) €
(6,4,) séo aceitaveis. Em contrapartida, os resultados obtidos para a parametrizacdo (5, 3;)

indicam ndo convergéncia das respectivas cadeias, ou seja, existe a necessidade de um nimero

maior de iteracoes.
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Tabela 8. Diagnostico de convergéncia de Raftery e Lewis

Parametrizacédo | Salto | Burn-in | Nmin Total Fator Dep. (1)
Bo 4 180 203676 54.37
(B0, B1) 3746
B4 1 102 110486 29.49
. o 0 1 3 4172 1.11
(85, 67) 3746
1 1 2 4007 1.07
0., 3 18 21399 5.71
(O, B1) 3746
01 1 35 37791 10.08
1) 1 35 39897 10.65
(6,57) 3746
01 1 29 30738 8.20
© 1 3 4411 1.18
(¢, B1) 3746
B4 1 15 16336 4.36
P 1 2 3897 1.04
Ion 1 3 4302 1.15

Os resultados da Tabela 8, reportados pelo diagndstico de Raftery e Lewis , sugerem que
as cadeias convergiram quase que imediatamente nas reparametrizacdes (5;, 57) e (v, 5;). Os
baixos valores sugeridos como salto (thin), iteragbes iniciais descartadas (burn-in) e total de
iteracdes (total), foram possiveis, devido a baixa correlacao entre os parametros e autocorrelacao
dentro das cadeias (Figuras 12 e 13), proporcionadas pelas respectivas reparametrizacfes (Chib
e Greenberg, 1995). A reparametrizacao (i, 3;) apresenta problemas de convergéncia para 3, (I
= 4.36). J& a parametrizacgdo (3, 3,) e reparametrizacoes (6., 5;) e (6, 3;), todas com um fator
de dependéncia superior ao limite sugerido por Raftery e Lewis (1992), (I < 5.0), indicando a

necessidade de uma reparametrizacdo do modelo.
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Tabela 9. Diagndstico de convergéncia de Heidelberger e Welch

. - Teste de Ne° de iteragdes Ne° de iteragdes iniciais Estatistica
Parametrizacéo
estacionaridade a ser mantido a ser descartado C-vonM
Bo failed NA NA 3.5400
(ﬁO ) ﬁl ) .
081 failed NA NA 3.5000
. o 0 passed 10000 0 0.3110
(ﬁO ) ﬁl )
1 passed 10000 0 0.0653
0., passed 8000 2000 0.0758
(eu’ ﬁl)
081 passed 8000 2000 0.1390
0 passed 9000 1000 0.4530
(67 ﬁl )
081 passed 8000 2000 0.3260
% passed 10000 0 0.1190
(907 ﬁl )
081 passed 10000 0 0.2160
P passed 10000 0 0.1070
(¢7 ﬁl)
081 passed 10000 0 0.0772

Segundo o diagnostico de Heidelberger e Welch (Tabela 9) os melhores resultados foram
obtidos pelas reparametrizacdes (3, 57), (¢, 51) e (¥, B1) . Pode-se observar que para a parame-
trizacdo (8,, ;) a hipotese de estacionaridade é rejeitada., con..rmando os resultados obtidos
pelos diagnosticos de Geweke, Gelman e Rubin e Raftery e Lewis.

Analisando os resultados reportados pelos diagnosticos de convergéncia, conclui-se que as
reparametrizagdes (55, 57), (v,01) e (v, ;) proporcionam uma reducdo acentuada da corre-
lacdo entre os parametros e também da autocorrelacdo dentro das cadeias e consequentemente,

reduzem signi..cativamente o niUmero total de iteracdes necessarias ao alcance da convergéncia.
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Capitulo 5

O Efeito de Presenca de Censura na

Convergéncia das Cadeias

Um problema de interesse é saber qual o efeito da presenca de censura na convergéncia
das cadeias. Para estudar este efeito, um conjunto de dados com distribuicdo exponencial e
relacdo estresse-resposta geral (1.6) com parametros ..xados em 3, = —10 e §; = 70000, tal que
Z; = —logV; e X; = 1/V;. Dois niveis de estresse foram considerados, com n = 25 para cada
nivel de estresse. Censura tipo Il foi entdo introduzida na amostra nos niveis 50% e 75%.

Foram consideradas somente as reparametrizacdes (6,,3;) e (¥, 3;), tendo em vista que
ambas contém o parametro de interesse ou uma fungdo do mesmo, sendo que na analise classica
desenvolvida no capitulo anterior, estas reparametrizacfes apresentaram respectivamente, a pior
e a melhor performance.

Os resultados deste estudo, obtidos via método MCMC, para cadeias de 10000 iteracdes

estdo sumarizados nas tabelas e gra..cos a seguir.
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5.1 Resultados Obtidos

Tabela 10. Estimativas

Parametrizacgdo Média | Mediana Intervalos de e.m.v Intervalos de
Credibilidade Con..anca
(0w, B1) 0 28700 26400 [12900, 60500] 26232 [5976, 46487]
Semcensura | (; | 68900 69400 | [54300,84500] 69017 | [54049, 83985]
(0, 1) 0, | 17170 14200 | [5117,47060] 13796 [0, 28569]
Censura 50% 051 59950 59850 [39020, 81880] 59757 [39000, 80514]
(0w, B1) 0 25300 17300 [4300, 94400] 17951 [0, 46246]
Censura 75% | (3, | 71400 70000 | [41200,102000] 72645 | [42091, 103198]
(W, 3;) 0 6.87 6.87 6.60, 7.16] 6.85 [6.57, 7.13]
Sem censura 081 68900 68900 [53700, 84300] 69017 (54049, 83985]
(W, 3,) 0 6.69 6.68 6.32,7.09] 6.65 [6.27, 7.04]
Censura 50% 081 59600 59600 [38300, 80200] 59757 [39000, 80514]
(W, 3,) 0 6.38 6.36 [5.84,7.01] 6.30 5.73, 6.86]
Censura 75% 081 73100 73300 [42000, 106000] 72645 [42091, 103198]

Na Tabela 10 encontram-se as estimativas obtidas via método MCMC. Para efeito de com-

paracdo sdo apresentadas as estimativas de maxima verossimilhanca obtidas utilizando-se o

mesmo conjunto de dados.
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Parametrizacéo

Scatter Plot

Correlacéo

(9u>ﬁ1)

o ul‘;%}‘&ﬂna

Censura 75%

0.887
Sem censura
Ou,
(0u; 51) 0.862
Censura 50%
O,
(0u; 1) 0.781
Censura 75%
. 61) -0.00225
Sem censura
(7/% ﬁl) _00191
Censura 50%
(wv ﬁl) -00108

Figura 16. Correlacdo entre os parametros
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Figura 17. Autocorrelacdo dentro das cadeias




Tabela 11. Autocorrelacdo dentro da cadeia

Parametrizacdo Lag 1 Lag 5 Lag 10 Lag 50
(0w B1) 0 0.86600 0.73400 0.60300 0.07440
Sem censura Ion 0.96000 0.82000 0.67500 0.12100
(0w, 1) 0., 0.92200 0.78900 0.69900 0.31300
Censura 50% B34 0.98000 0.90800 0.82600 0.42500
(0w, B1) 0., 0.95800 0.84800 0.77000 0.45100
Censura 75% B34 0.99100 0.95400 0.90900 0.58300
(v, 51) Y 0.00626 -0.00232 0.00568 0.00263
Sem censura 81 0.01120 0.00708 -0.00485 -0.01940
(v, 51) Y 0.48900 0.04340 0.00200 0.01800
Censura 50% B34 0.48100 0.01920 -0.01890 0.01290
(v, 57) Y 0.78100 0.33600 0.11300 -0.00729
Censura 75% B34 0.76600 0.28600 0.08510 -0.00338

A Figura 17 e Tabela 11 mostram que a presencga de censura na amostra causou um aumento
na autocorrelacio para a reparametrizacao (0, 3;), principalmente no nivel de 75% de censura.
Com relagdo a reparametrizacao (v, 3;), mesmo para um nivel de 75% de censura, o problema
da autocorrelacdo acentuada pode ser facilmente solucionado tomando-se os elementos que irdo

compor a amostra com uma salto maior que 10.

69



Param.

g e : oy
(Qua ﬂ 1 ) . i
Sem censura
0 10000 g 0 10000
(Ous B1) | ’
Censura 50%
g i, : g
(Qua ﬂ 1 ) o d
Censura 75%
0 “Cmg‘ 10000 k 0 m;;z”b(?n 0000
. i
(dja ﬂ 1 ) E
Sem censura
g =) aobo B 5 ) Toobo
(1/}7 5 1) )
Censura 50% m
(dja ﬂ 1 )
L ) 5000 10000 L ) 5000 10000

eeeeeeee

aaaaaaaaa

Figura 18. Comportamento das cadeias
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5.1.1 Diagnosticos de Convergéncia

Tabela 12. Diagnoéstico de Geweke

Parametrizacéo Z
(0w, B1) 0. 2.55
Sem censura 081 1.41
(0, 1) 0. 6.76
Censura 50% 081 4.92
(0w, 31) 0., 13.00
Censura 75% Ioh 21.80
(¥, B1) (G -0.57
Sem censura 081 0.61
(¥, B1) (8 -1.38
Censura 50% 081 -0.39
(¥, B1) (8 0.76
Censura 75% 081 -0.28

Pelo diagnostico de Geweke, os valores obtidos para Z ndo mostram evidéncia contra a
convergéncia das cadeias na reparametrizacao (v, 3;). Ja os valores extremos de 7, obtidos para
a reparametrizacéo (6,,3,), sugerem que os 10% primeiros elementos das respectivas cadeias,

nao provém da mesma distribuicdo dos ultimos 50%.
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Figura 19. Diagnostico de Gelman e Rubin
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Tabela 13. Diagnostico de Gelman e Rubin

Parametrizagéo mediana quantil 97.5%
(0, B1) 0. 1.01 1.02
Sem censura B 1.01 1.02
(0, 1) 0. 1.04 1.12
Censura 50% B 1.04 1.12
(0w, 31) 0., 1.05 1.15
Censura 75% B 1.08 1.24
(1, By) © 1.00 1.00
Sem censura B 1.00 1.00
(1, By) ¥ 1.00 1.00
Censura 50% B 1.00 1.00
(1, By) W 1.00 1.01
Censura 75% B 1.00 1.01

Os resultados obtidos para o diagndstico de Gelman e Rubin (Figura 19 e Tabela 13), sugerem
que as amostras 5001 a 10000 das seis cadeias geradas pela reparametrizacdo (¢, 3;) podem
ser consideradas como provindas das respectivas distribuicbes marginais a posteriori de cada
varidvel. Em contrapartida, os resultados obtidos para a reparametrizacdo (6., 3,) sdo aceitaveis

apenas ha auséncia de censura.
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Tabela 14. Diagnéstico de convergéncia de Raftery e Lewis

Parametrizacéo Salto | Burn-in | Nmin Total Fator Dep. (1)
Ous Ou 6 36 32766 8.75

(O 1) 3746
Sem censura Ion 1 42 45802 12.2
Ou, Ou 6 60 62802 16.8

(O 1) 3746
Censura 50% o 1 60 65493 17.5
Ou, Ou 5 60 72130 19.3

(O 1) 3746
Censura 75% Ion 1 93 103300 27.6
, 1 2 3878 1.04

(¥, B1) (G 3746
Sem censura Ion 1 2 3723 0.99
, 1 4 4597 1.23

(¥, B1) (G 3746
Censura 50% Ion 1 5 5921 1.58
, 1 6 6952 1.86

(¥, 81) P 3746
Censura 75% Ion 3 18 17412 4.65

Os resultados da Tabela 14, reportados pelo diagnéstico de Raftery e Lewis, sugerem que as
cadeias convergiram quase que imediatamente para a reparametrizacdo (¢, 3,), exceto no nivel
de censura igual a 75% para a cadeia gerada para (3,, indicando problemas de convergéncia
(I = 4.65). J& os resultados para a reparametrizacdo (6,,(;), indicam a necessidade de uma

reparametrizacdo do modelo.
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Tabela 15. Diagnostico de convergéncia de Heidelberger e Welch

Parametrizaco Teste de N° de iteracGes N° de iteracGes iniciais Estatistica
estacionaridade a ser mantido a ser descartado C-vonM
(Ou, B1) Ou passed 9000 1000 0.168
Sem censura B passed 9000 1000 0.213
(0w, B1) O passed 5000 5000 0.316
Censura 50% B passed 5000 5000 0.318
(Ous B1) 0. failed NA NA 1.51
Censura 75% B failed NA NA 1.02
(¢, B7) P passed 10000 0 0.109
Sem censura B passed 10000 0 0.180
(¢, B7) P passed 10000 0 0.361
Censura 50% B passed 10000 0 0.157
(¢, B7) Y passed 10000 0 0.201
Censura 75% B passed 10000 0 0.072

Segundo o diagnostico de Heidelberger e Welch (Tabela 15), para a reparametrizacao (6, ;)
a hipdtese de estacionaridade é rejeitada, ao nivel de 75% de censura.
Como esperado, os melhores resultados foram obtidos pela reparametrizag&o (¢, 3; ), mostrando-

se menos sensivel & presenga de censura.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Nesta dissertacdo, considerando uma distribuicdo exponencial para os tempos de sobrevivén-
cia e a relacdo estresse resposta-geral, foi veri..cado o efeito de reparametrizacdo em testes de
sobrevivéncia acelerados, sob abordagens classica e Bayesiana.

Na abordagem cléssica, capitulos 2 e 3, é estudado o efeito de reparametrizacdo na pre-
cisdo de inferéncias baseadas na aproximacdo normal assintotica dos estimadores de maxima
verossimilhanca. O interesse especi..co nesta abordagem foi encontrar uma parametrizacao que
proporcionasse uma aproximacao normal assintOtica precisa, assim como parametros assinto-
ticamente independentes. Através de um estudo de simulacéo, veri..cou-se a probabilidade de
cobertura dos intervalos de con..anga obtidos por aproximacédo normal assintotica. O efeito da
presenca de censura tipo Il também foi investigado no estudo de simulagdo. Com base nos re-
sultados obtidos, veri..cou-se que somente as reparametrizagdes (3;,57) € (¢, 3;) apresentaram
as duas propriedades simultaneamente. Uma importante observacdo a ser considerada, é que as
parametriza¢fes com parametros ndo limitados apresentaram uma maior precisao.

Nos capitulos 4 e 5, sob o enfoque Bayesiano, foi avaliado o efeito que as mesmas reparame-
trizacBes consideradas na abordagem classica, exercem na convergéncia das cadeias, ao utilizar-
se métodos MCMC na estimacdo. Os resultados reportados pelos diagnosticos de convergéncia
evidenciam uma acentuada reducdo da correlagdo entre os parametros e também da autocorre-
lacdo dentro das cadeias e consequentemente um signi..cativa reducdo no nimero total de iter-

acOes necessarias ao alcance da convergéncia, quando consideradas as reparametrizagdes (55,07),

(0, 51) & (¢, 81)-
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Como continuagéo deste trabalho, propde-se o estudo do efeito causado pelas reparametriza-
¢Oes aqui estudadas, considerando outros tipos de intervalos de con..anga, tais como, intervalos

obtidos por técnicas bootstrap e razdo de verossimilhancas.
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