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Resumo

Neste trabalho apresentamos brevemente os conceitos que definem a analise de sobrevi-
véncia de longa duragao. Dedicamo-nos exclusivamente ao modelo de mistura padrao de
Boag (1949) e Berkson & Gage (1952), sendo que nos preocupamos com sua formulagao,
apresentamos a funcao probabilidade de imunes, que ¢ derivada do proprio modelo e
investigamos a questao da identificabilidade. Motivados pela possibilidade de que um
planejamento experimental leve a uma selecao viciada da amostra, estudamos as distri-
buicoes ponderadas de probabilidade, mais especificamente a familia das distribuicoes
exponenciais ponderadas e suas propriedades. Estudamos duas distribuicoes pertencentes
a essa familia, a distribuicao exponencial length biased e a distribuicao beta exponencial.
Fazendo uso do pacote GAMLSS em R, realizamos alguns estudos de simulacao com o
intuito de evidenciar o erro cometido quando se ignora a possibilidade de que a amostra

seja proveniente de uma distribuicao ponderada.

Palavras-chave: Modelos de longa duracao, Modelo de mistura padrao, Distri-
buicoes de probabilidade ponderadas, Distribuicao exponencial length biased, Distribuicao

beta exponencial, GAMLSS.



Abstract

In this work, we briefly introduce the concepts of long-term survival analysis. We de-
dicated ourselves exclusively to the standard mixture cure model from Boag (1949) and
Berkson & Gage (1952), showing its deduction and presenting the imunes probability
function, which is taken from the model itself and we investigated the identifiability
issues of the mixture model. Motivated by the possibility that a experiment design
can lead to a biased sample selection, we studied the weighted probability distributions,
more specifically the weighted exponential distributions family and its properties. We
studied two distributions that belong to this family; namely, the length biased exponential
distribution and the beta exponential distribution. Using the GAMLSS package in R,
we made some simulation studies intending to evidence the bias that occur when the

possibility of a weighted sample is ignored.

Keywords: Long-term models, Standard mixture cure models, Weighted pro-
bability distributions, Exponential distribution, Length biased exponential distribution,

Beta exponential distribution, GAMLSS.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos para dados de sobrevivéncia com fracao de cura vém ganhando destaque
em analise de sobrevivéncia e confiabilidade. Esses modelos admitem que na populacao
observada existem elementos que nao sao suscetiveis ao evento de interesse. A proporc¢ao

desses elementos imunes chamamos de fracao de cura.

Numa situacao menos geral, consideremos um grupo de pessoas com uma deter-
minada doenca e que foram submetidas a um certo tratamento. Nesse caso o evento de
interesse é a morte de um paciente devido a doenca em questao, mas serd que alguns

individuos nesse grupo nao podem estar curados?

E baseado em situacdes como essa que Boag (1949), Berkson & Gage (1952),
Yakovlev & Tsodikov (1996), Chen et al. (1999), Rodrigues et al. (2009) e outros
propuseram modelos cada vez mais complexos e com o intuito de explicar melhor o

mecanismo biologico envolvido.

Nesse cenario em que existem imunes na populacao de doentes, ao realizarmos a
amostragem para um experimento podemos cometer um erro de planejamento ao consi-
derar que a amostra obtida tem as mesmas caracteristicas da populacao da qual ela se
originou. No caso clinico podemos dizer que pacientes com tempos de vida mais longos
terao mais chance de serem incluidos na amostra. Isso sugere que amostra obtida nao é
uma amostra aleatoria simples, mas sim uma amostra viciada. Esse fato é que nos motivou
a introduzir o conceito das varidveis aleatorias ponderadas no ambito dos modelos de longa

duragao.
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Variaveis aleatorias ponderadas surgem naturalmente quando a propria populacao
impoe restricoes, normalmente desconhecidas, que impedem uma amostragem casual
simples. Introduzimos uma funcao de peso para contornar essas restricoes. Dessa forma,
o mecanismo de selecao transforma uma variavel aleatéria na sua versao ponderada. As
variaveis ponderadas podem também ser provenientes de um planejamento experimental
deficiente. Navarro et al. (2001) apresentam um exemplo em que se pretendia estimar o
tempo médio de permanéncia de turistas no Marrocos. Nesse estudo foram selecionados
turistas em hotéis e turistas que passavam por postos nas fronteiras. Percebeu-se que o
tempo médio dos turistas que ficavam nos hotéis era duas vezes maior do que os que eram
abordados nas fronteiras. Utilizamos uma varidvel ponderada na modelagem a fim de
levar em consideracao esse vicio. Desse modo, pode-se fazer um planejamento contando

com essa possibilidade, tirando proveito de uma amostra ponderada.

Bayarri & DeGroot (1992) apresentam um exemplo em que se desejava estudar
a populacao de criminosos de um pais. Seria muito caro e talvez impossivel obter uma
amostra aleatoria dessa populacao. Entao, considerou-se preferivel estudar a populacao
de criminosos ja presos, resultando numa amostra ponderada. Cnann (1985) diz que um
problema comum em estudos com humanos é que os individuos sao observados apds o
diagnostico da doenca, que é quando eles entram no estudo. Desse modo, os individuos
com menor tempo de vida, aqueles que morreram antes de iniciar o estudo, nunca sao
observados. Nessa situacao a amostragem ¢ viciada, proveniente de uma variavel aleatoria

ponderada.

A proposta desse trabalho foi de juntar esses dois topicos, construir o modelo de
mistura padrao com uma distribuicao exponencial ponderada para o tempo de vida dos
individuos em risco e verificar o impacto nas estimativas quando admitimos que o tempo
de vida segue uma distribuicao exponencial simples, mas a amostra vem de uma variavel

ponderada.

1.1 Organizacao dos Capitulos

No capitulo 2 apresentamos uma breve revisao dos conceitos da analise de sobre-

vivéncia de longa duracao e exploramos mais detalhadamente a formulacao do modelo
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de mistura padrao. Confrontamos algumas vantagens e desvantagens desse modelo,
abordamos a questao da identificabilidade e uma funcao que retrata a probabilidade de

cura dos individuos com relagao ao tempo.

No capitulo 3 apresentamos a definicao das varidveis aleatorias ponderadas enfati-
zando a familia das distribuigoes exponenciais ponderadas e algumas de suas propriedades.
Dedicamo-nos a duas distribui¢oes dessa familia, a saber, a distribui¢ao exponencial length

biased e a distribuicao beta exponencial.

No capitulo 4 construimos os modelos de mistura padrao exponenciais ponderados
ao admitirmos as distribuicoes vistas no capitulo 3 para o tempo de vida. Utilizamos o
pacote GAMLSS em R (Rigby & Stasinopoulos, 2007 ) para realizar algumas simulacoes.
O objetivo destas é mostrar alguns exemplos de como se comportam os estimadores dos
parametros dos modelos e comparar os resultados quando ignoramos a ponderagao na

amostra.

Por tdltimo, temos um apéndice sobre o pacote GAMLSS. Explicamos brevemente
os modelos GAMLSS e como funciona o pacote desenvolvido em linguagem R para ajustar

esses modelos.



Capitulo 2

Analise de Sobrevivéncia de Longa

Duracao

A anélise de sobrevivéncia ¢ uma area da Estatistica amplamente desenvolvida.
Nela estamos interessados na previsao de tempos de vida de individuos sob um determi-
nado risco de falha, na comparagao entre dois tratamentos e na identificacdo de fatores

de risco de uma certa doenca, entre outros.

Diversos estudos em andlise de sobrevivéncia sao efetuados utilizando modelos
estatisticos. Modelos estes que podem ser de natureza paramétrica, nao-paramétrica ou
semi-paramétrica. Os modelos ndo-paramétricos dependem exclusivamente dos dados. Ja
nos modelos paramétricos impoe-se que os dados seguem uma distribui¢ao de probabili-

dade que envolvem parametros a serem estimados.

Neste texto trataremos de modelos paramétricos, pois deles podem ser construidas
as funcoes de verossimilhanca com as quais podemos aplicar tanto a teoria frequentista

como a teoria bayesiana.

Os conjuntos de dados caracteristicos da anélise de sobrevivéncia sao compostos
por tempos de vida e informagoes pertinentes a cada individuo. Mas nem sempre esse
tempo de vida é observado, ja que existe a possibilidade de pacientes desistirem do
experimento. Casos como este, ou quando o paciente morre de alguma causa que nao
¢ a de interesse do estudo, caracterizam observacoes censuradas. E importante enfatizar

que, mesmo sendo incompletas, essas observacoes censuradas trazem alguma informacao
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e nao devem ser descartadas.

Os mecanismos de censura mais comuns sao:

e Censura tipo 1. A censura do tipo 1 acontece quando no planejamento, o tempo
de vida limite é estabelecido. Assim, as observagoes com tempos de vida maiores

do que ou iguais a esse tempo limite serao classificadas como censuradas.

e Censura tipo 2. A censura do tipo 2 acontece quando a duracao do estudo é
determinada por um nimero estipulado de falhas. Assim, atingido esse nimero de

falhas, os individuos restantes terao seus tempos de vida censurados.

e Censura aleatdéria. Esse tipo de censura acontece quando o acompanhamento do
individuo é interrompido por uma causa que nao seja a de interesse. Por exemplo,
o paciente abandona o tratamento, o paciente morre devido a uma outra causa ou

ele é removido para um tratamento intensivo.

Independentemente de qual tipo seja, a censura pode ainda ser classificada como
informativa ou nao-informativa. A censura nao-informativa é independente do risco em
estudo. Ja na censura informativa a perda do individuo esta associada ao risco em estudo,

como por exemplo o individuo ser retirado do tratamento devido a complicacoes de satude.

Desse modo, os dados na analise de sobrevivéncia podem ser escritos como um
par (¢;,0;), em que t; corresponde ao tempo de vida ou ao tempo de censura e d; é o

indicador de censura, tal que

5 1, se t; é um tempo de falha,
7; p—
0, se t; € um tempo de censura,

i=1,2..n.

Seja T uma variavel aleatoria nao negativa, usualmente continua, representando

o tempo de vida e f(t) a funcdo de densidade dessa variavel, tal que

Ammeu:L

A funcao de distribuicao da variavel T é definida como

F@:Pﬁgﬂ:AvWWL
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Podemos especificar a varidvel aleatoria T também através das funcoes de sobrevivéncia

e de risco.

Definigao 2.1 A fungao de sobrevivéncia S(t) é definida como sendo a probabilidade de
que o tempo de vida T de um individuo seja maior do que um instante de tempo t. Ou

seja, ¢ a probabilidade de um individuo sobreviver até um tempo ¢ determinado, dada por
S(t)=P[T >t] = / flu)du =1— F(t).
t

A funcao de sobrevivéncia apresenta as seguintes propriedades:

e S(0)=1,
o lim 5(t) =0,

e S(t) é decrescente.

As funcgoes de sobrevivéncia e de densidade se relacionam por meio de

d

f(t) = —aS(t). (2.1)

Definicao 2.2 A funcao de risco é definida como

Pt <T <t+AtT >4
At—0 At

E interpretada como uma taxa de falha instantanea no tempo ¢ condicional & sobrevivéncia

até o tempo t.

Colosimo & Giolo (2006) afirmam que a fun¢ao de risco da mais informagoes
sobre o problema do que a funcao de sobrevivéncia, pois existem casos em que diferentes
funcoes de sobrevivéncia podem ter formas semelhantes, enquanto que as respectivas
funcoes de risco podem diferir completamente, destacando a importancia da fungao de

risco na modelagem.

A funcao de risco também pode ser expressa como

= 1) = —ilogSt

() = So @ (t). (2.2)
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Uma forma de estimar a curva da sobrevivéncia foi proposta por Kaplan &
Meier (1958), o chamado estimador produto limite ou estimador de Kaplan-Meier (EKM).
Este método, nao-paramétrico, consiste em uma adaptacao da fungao de sobrevivéncia
empirica, que considera tantos intervalos de tempo quantos forem o nimero de tempos de

falha distintos. Os limites dos intervalos de tempo sao os tempos de falha da amostra.

Considere

o t(1) <t <..<tw),osk tempos de falha distintos e ordenados,
e d; o ntimero de falhas em t(;), j = 1,2, ..., k,

e n; o nimero de individuos sob risco em Z(;), ou seja, os individuos que nao falharam

e ndo foram censurados até o instante imediatamente anterior a ()

Definimos o estimador de Kaplan-Meier como

. ni — ds d.

S(t) = <2 = 1--2).

0= T1 %% 11 (-2
Jtgst Jtgst

O estimador de Kaplan-Meier inclui censuras, elas afetam as contagens n;. Cada

termo do produto é visto como uma estimativa da probabilidade condicional de se estar

vivo no instante £(;) dado que se sobreviveu até o instante £¢;_y).

Vejamos um exemplo de uma curva de sobrevivéncia estimada pelo EKM. O
conjunto de dados, presente em Kersey et al. (1987), é referente aos tempos (em anos) de
recorréncia de leucemia apos dois tipos de transplantes, alogénico (Grupo 1) e autogénico
(Grupo 2). O conjunto de dados é composto por 46 individuos no Grupo 1, com 13
observagoes censurados e 44 individuos no Grupo 2, com 9 observacoes censuradas. Os
dados estdo reproduzidos em Maller & Zhou (1996, p. 92). A figura 2.1 mostra a curva

de sobrevivéncia estimada usando o EKM para os dois grupos.

Observando o grafico notamos que apds um certo tempo nao ocorrem mais mortes
e a curva se estabiliza num patamar. Isso sugere que os individuos censurados ao final do
estudo possam ser imunes ao risco em questao ou entao que eles foram curados durante
o processo. Tendo em vista esse fenémeno precisamos de um modelo estatistico que

comporte essa possibilidade de cura.
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FIGURA 2.1: Estimativa de Kaplan-Meier de acordo com o tipo de transplante.

2.1 Modelos de Longa Duracao

Os modelos de longa duracao surgiram como uma maneira de superar as limita-
coes dos modelos tradicionais, ja que nessa nova classe de modelos admite-se que uma
parte da populacao é imune ao evento de interesse. Alguns modelos ja sao consagrados
em andlise de sobrevivéncia. Boag (1949) e Berkson & Gage (1952) propuseram um
modelo de mistura atribuindo uma variavel binaria para separar os individuos imunes dos
suscetiveis. Posteriormente surgiram modelos mais complexos que tentam explicar melhor
o mecanismo biologico envolvido, entre eles destacamos o modelo de tempo de promocao

de Yakovlev & Tsodikov (1996) e o modelo unificado de Rodrigues et al. (2008).

Nos modelos de longa duragdo podemos classificar os individuos em duas ca-
tegorias, os suscetiveis e os imunes. Os suscetiveis sao aqueles sob risco de falha e os

imunes sao os que nao estao sujeitos ao evento de interesse (falha), sdo os que em teoria
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possuem tempos de falha infinitos, levando em consideracao o risco de interesse. Assim,
os individuos imunes sempre serao censurados no final do experimento e nao poderemos

fazer distincao deles dos que foram censurados no processo.

Com esse novo cenério precisamos reescrever as funcgoes de sobrevivéncia e de
risco, pois para individuos imunes a funcao de sobrevivéncia nao seré igual a 0 quando
o tempo tende a infinito. Dessa forma acrescentamos um parametro que correspondera
a fracao de curados. Primeiramente, a funcao de densidade da variavel aleatéria 1" deve

ser flexibilizada de forma que

/ fu)du =p < 1.
0
Agora podemos definir uma nova fungao de sobrevivéncia impropria, que denotaremos

por S*.
Definicao 2.3 A funcao de sobrevivéncia impropria é dada por
S*(t) =1 —p+/ flu)du, >0,
t
com as seguintes propriedades:

e Se p =1, entdo S*(t) = S(t),
e 5*(0) =1,
e S*(t) é decrescente,

e lim S*(t)=1—p.

t—o0

Notemos que a tltima propriedade concorda com a idéia da curva de sobrevivéncia
se estabilizar a partir de um certo instante de tempo. Assim, o ponto em que a curva se

estabiliza é justamente a probabilidade de imunes (fragdo de cura) da populacao.

Podemos estender as relagoes (2.1) e (2.2) para as fungoes improprias e definir as

funcoes densidade e de risco improprias, dadas por

d

) = —2S)
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2.1.1 Modelo de Mistura Padrao

Um dos modelos mais utilizados na andlise de sobrevivéncia é o modelo de mistura
de padrao de Boag (1949) e Berkson & Gage (1952). Esse modelo ¢ derivado da atribui¢ao
de uma variavel de Bernoulli B;, nao observavel, aos individuos suscetiveis e imunes da
amostra. Nessa atribui¢ao, um individuo é dito suscetivel se B; = 1, com P[B; = 1] =pe
B; = 0 se o individuo for imune, com P[B; = 0] = 1—p. A probabilidade 1 —p é chamada

fracao de cura.

Como temos duas subpopulagoes na amostra, teremos duas funcoes de distri-
buigao acumuladas. Individuos suscetiveis (B; = 1) possuem fungao de distribuigao
acumulada F(t) propria. Os individuos imunes terdo fungao de distribuicao acumulada

degenerada em 0, pois em teoria seus tempos de vida sao infinitos, isto é,

PIT <t|B; = 1] = F(t)

Assim, para a populacdo como um todo teremos uma mistura das duas subpopu-

lacoes e a funcdo de sobrevivéncia S*(t) serd impropria e da forma

S*(t) = P[T>t]=P[T >tB; = 0|P[B; = 0] + P[T > t|B; = 1|P[B; = 1]

= 1—p+pSt), (2.3)

em que S(t) é a funcdo de sobrevivéncia do grupo suscetivel e 1 — p é a fracdo de cura.

Dessa forma, o modelo de mistura padrao pode ser visto como um modelo de
mistura das duas subpopulacoes envolvidas, e ele é caracterizado pelas fungoes de sobre-

vivéncia em (2.3) e pela funcao densidade

) = 580 = i), (2.4)

em que f(t) é a fun¢ao densidade propria relativa ao grupo dos suscetiveis.

Notemos que as relacoes mostradas acima satisfazem as propriedades das funcoes

de densidade e sobrevivéncia improprias que caracterizam os modelos de longa duracao.
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A funcao de densidade f*(¢) é uma funcdo impropria, pois
| rwa= [ prwie=p [ rwa=p<i
0 0 0

Para a funcao de sobrevivéncia, a verificacao das propriedades na definicao 2.3 é
imediata. Portanto, as fun¢oes que caracterizam o modelo de mistura padrao sao funcoes

impréprias e o modelo ¢ de longa duragao.

Fazendo uma analogia a construcao da funcao verossimilhanca para dados censu-
rados com censura nao-informativa como em Colosimo & Giolo (2006), consideramos um
conjunto de dados observados t = (t1,1s,...,t,) e construimos a fungio verossimilhanga

usando as funcoes de densidade e sobrevivéncia improprias, cuja expressao €

L(0,p;t) o< [ [{f (t::0)} {57 (t::0)} " = [ [ {pf (£::0)}” {1 — p+ pS(t:;0)}' ™ (2.5)
i=1 =1
em que O ¢ um possivel vetor de parametros para a distribuicao dos tempos de

vida e ¢; ¢ um indicador de censura.

E importante notar que a fungio verossimilhanca em (2.5) ndo exprime a dis-
tribuicao conjunta dos dados. Essa funcao verossimilhanca é marginalizada em relacao
ao numero de causas de falha, que nao é observavel. A justificativa de que essa funcao
de verossimilhanga é marginalizada é um teorema presente em Rodrigues et al. (2008).
Esse teorema é formulado para o modelo unificado, proposto pelos autores, que modela

M causas competidoras para a falha.

Como o modelo de mistura padrao é um caso particular do modelo unificado, pois
temos somente uma causa de falha, o teorema justifica essa funcao de verossimilhanca
composta pelas funcoes improprias. A versao para o modelo de mistura padrao desse

teorema estd apresentada a seguir.

Teorema 2.1 A fungao de verossimilhanga em (2.5) é uma fungao de verossimilhanga

marginal.

Demonstracao A verossimilhanca do modelo unificado é dada por

L(O,pit) o > J[{S(t:0)}™ % {mif(t:;0)}" P(M; = my),

m =1
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em que @ ¢é o vetor de parametros da distribuicao dos tempos de vida do grupo suscetivel,
M; é o niimero de causas as quais o individuo ¢ estd exposto e t; é o tempo de vida

observado, censurado ou nao.

Como temos somente uma causa de falha, pois trabalhamos com uma variavel
Bernoulli, teremos que M; assumird os valores 0 e 1 e consequentemente, como vimos
anteriormente, P(M; =0) =1—pe P(M; = 1) = p. A demonstragao segue considerando

as seguintes situacoes:

n

LO,pit) o« > []{st:6)}™ P(M HZ{S t;;0)}™ P(M; = m;)

m =1 =1 m
n

= [ {8(t:6)}° P(M; = 0) + {S(t;;6)}' P(M; = 1)

n

— Hl—p—&—pS%@ Hs*tz,e

[} (5111

L(O,p;t) = ZH {S(t:;0)}™ " mif(ti; 0) P(M; = m;)

m =1
n

= I3 (St 0)y™ " mif (t: ) P(M; = my)

=1 m

= H{S t:;0)} " 0f(t;0)P(M; = 0) + {S(t::0)}" Lf (t;: ) P(M; = 1)

=1

= pr(ti§ 0) = Hf*(ti§ 0).

Combinando as duas situagoes obtemos o resultado enunciado. m

2.2 Funcao Probabilidade de Imunes

Vimos que quando existem individuos imunes na populacao, a curva de sobre-
vivéncia atinge um patamar constante apés um longo periodo de tempo e os individuos

que ainda estao vivos ao final do estudo sao dados como censurados. Mas entre esses
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individuos censurados ao final do experimento, nao poderia acontecer mais uma falha no
proximo instante de tempo? Fica aqui a diavida de que entre os individuos censurados ao

final do experimento possam existir individuos que nao sao imunes.

Assim, suponha que um individuo teve seu tempo de falha censurado. Qual a
probabilidade de que esse individuo seja curado ou imune? Para calcular essa probabili-
dade nos baseamos na variavel B; com distribuicao de Bernoulli que divide a populacao

em imunes e suscetiveis.

Dado que um individuo ¢ sobreviveu até o instante de tempo ¢ > 0, denotamos a

probabilidade de que ele seja imune por
p(t) = P[B; = 0|T > t].

Pelo Teorema de Bayes,

P[B;=0,T >t] P[T > t|B; =0]P[B; = 0]

) =—pr>qg = P[T > 1]

Sabemos que P[T < t|B; = 0] = 0; entao, P[T > t|B; = 0] = 1. Juntando isso ao

fato de que P[B; = 0] =1 — p e levando em conta (2.3), temos

_1l=p 1-p
C1—pF(t)  S*(t)

p(t) (2.6)

Chamamos essa funcao de funcao probabilidade de imunes e podemos interpreta-la
como uma medida de plausibilidade de que o individuo esteja curado, ou seja, a medida
que o tempo passa, maior é a probabilidade de que um individuo em risco seja imune ou

curado.

A funcao probabilidade de imunes é crescente em ¢, de um valor 1 — p quando
t = 0, que corresponde a nenhuma informacao a respeito da imunidade do individuo além
da taxa de cura, a um valor 1 quando t — oo, que corresponde & certeza de imunidade

do individuo se o seu tempo de vida for bem grande.

Podemos utilizar essa funcao como uma medida de eficiéncia entre dois tratamen-
tos, ja que quanto mais rapido for o crescimento da curva, mais eficaz é o tratamento no
sentido de que a certeza de que os individuos estejam curados é maior em menos tempo.

Assim, o melhor tratamento sera aquele que tiver uma curva mais alta e mais inclinada.
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A determinacao da funcao probabilidade de imunes pode ser feita de forma

paramétrica ou nao-paramétrica.

Na abordagem nao-parameétrica utilizamos o estimador de Kaplan-Meier Fekm(t)
para a fungdo de distribui¢do da populagao F*(t) e segundo Maller & Zhou (1996) e
Balka et al. (2009) consideramos como estimativa nao-paramétrica da fracdo de cura
Dekm = 1 — min(S’ekm(t)). Assim, a formulacdo ndo paramétrica da funcao probabilidade

de imunes fica da seguinte forma:

~ 1_ﬁekm
Pekm t;pae = - = .
g ( ) 1-— Fekm(t;G)

Na abordagem paramétrica, impomos um modelo estatistico paramétrico para
a funcao de distribuicao da populacao. Entao, utilizamos a teoria da verossimilhanca
para estimar os parametros desse modelo e com essas estimativas calculamos a funcao
probabilidade de imunes. Assim, a formulacao paramétrica da funcao probabilidade de
imunes fica da seguinte forma:
(1) = ——L
1 — F*(t)
em que p é o estimador de méaxima verossimilhanca de p e F*(t; 0) ¢ o estimador de

méxima verossimilhanca de F*(¢; @) obtido pela propriedade da invariancia.

2.2.1 Exemplo

Consideremos o conjunto de dados referente ao tempo de recorréncia de leucemia
que usamos anteriormente. Inicialmente calculamos a funcao probabilidade de imunes
de forma nao-paramétrica e depois impondo que os tempos seguem uma distribuicao

exponencial com parametro \.

Para esse exemplo, observamos na figura 2.2 que a curto prazo (em torno de seis
meses) o grupo 1 (alogénico) tem maior probabilidade de cura. Por outro lado, a partir
de seis meses, o grupo 2 apresenta maior probabilidade de cura, ou seja, a longo prazo o

grupo 2 apresenta uma probabilidade de cura maior que o grupo 1.

Assim, os graficos sugerem que a curto prazo o transplante alogénico (grupo 1) é
mais eficaz, mas a curva do transplante autogénico (grupo 2) cresce mais acentuadamente,

indicando um tratamento mais eficaz a longo prazo.



2. Analise de Sobrevivéncia de Longa Duragao 15

(@)
o
- ]
|
|
|
|
-
@ | jmmmmm e
o |
-
|
|
©
©
5
< ]
o
N
N
--- Alogénico
o | — Autogénico
o
T T T T T T
0 1 2 3 4 5
Tempo (anos)
(b)
eJd
[se}
g
©
©
T
<
3
N
8
--- Alogénico
o | — Autogénico
o
T T T T T 1
0 1 2 3 4 5

FIGURA 2.2: Funcgoes

estimacao paramétrica

Tempo (anos)

probabilidade de imunes (a) estimagao nao-paramétrica e (b)



2. Analise de Sobrevivéncia de Longa Duragao 16

2.3 Vantagens e Desvantagens do Modelo de Mistura

Padrao

O modelo de mistura padrao foi um dos primeiros modelos paramétricos em
analise de sobrevivéncia de longa duracao. Mas como qualquer modelo estatistico, ele

tem vantagens e desvantagens.

A atribuicao da varidvel Bernoulli a condicao dos pacientes implica numa fécil
formulacao do modelo, dependendo somente de algumas nocoes de probabilidade. Por
outro lado, esse modelo nao exprime o mecanismo biologico envolvido, algo que, por
exemplo, jA ndo acontece no modelo de tempo de promogao de Yakovlev & Tsodikov
(1996) em que se modela o nimero de causas que competem para a ocorréncia do evento

de interesse.

Uma outra caracteristica do modelo de mistura padrao é que ele nao ¢ um modelo

de riscos proporcionais. Basta observar a funcao de risco do modelo,

B () = — pf(t)
1—p+pS(t)
Note que se considerarmos f(t) como a fungao de risco base, comum a todos os individuos,

o resto da expressao ainda depende de ¢ através da funcdo de sobrevivéncia S(t).

Segundo Ibrahim et al. (2001) uma desvantagem, do ponto de vista bayesiano, é
que quando associamos covariaveis ao parametro p, ao utilizarmos distribuicoes a prior:
nao informativas para os coeficientes da regressao, obtemos distribuicoes a posterior:

improéprias.

2.4 Identificabilidade do Modelo

Uma questao importante a ser levantada é sobre a identificabilidade do modelo

de mistura. Li et al. (2001) fornece a seguinte definigao de identificabilidade.

Definicao 2.4 A classe dos modelos de mistura H é identificavel se para quaisquer dois
membros de H dados por SY(t;01,2) =1 —pi(x) +p1(x)Si(t; 01| B; = 1,2) e S5(t;05,2) =
1 — pa(x) + po(x)Sa(t; 02| B; = 1,x), entdo Si(t;601,x) = Si(t;02,2) se, e somente se,
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p1(x) = pao(x) e S1(t;01|B; = 1,x) = Ss(t; 02| B; = 1,x), para todo vetor de covariaveis x

e para quase todo ¢ € (0,00).

No cenario em que trabalhamos, a fun¢ao de sobrevivéncia S(t) é especificada
por uma distribuicao paramétrica e p é um parametro constante, ou seja, ele nao depende
de covariaveis. Entdo, apresentamos o teorema a seguir, presente em Li et al. (2001), que

abrange um caso mais geral em que p é uma fungao de um vetor de covaridveis .

Teorema 2.2 O modelo de mistura dado por (2.4) no qual especificamos uma distribuigao

paramétrica para S(t) é identificavel independentemente se p(x) é paramétrica ou nao.

Demonstragao Pela defini¢do acima, supondo que Si(t;61|B; = 1,2) = Sa(t;02|B; =
1,z) e p1(x) = po(z) a implicagdo que S} (¢;01,x) = S5(t; 602, x) é imediata. Precisamos
mostrar a outra implicagdo. Suponhamos que S} (¢;01,x) = S;(t;09,x). Por (2.3) segue
que

= C.

Como o lado esquerdo depende somente de = e o lado direito somente de t, essa
razao ¢ igual a uma constante positiva ¢ que nao depende nem de x nem de t. Dessa
forma, S5(t;02]Y = 1) ndo pertence & mesma familia paramétrica que Si(¢;61]Y = 1) se

¢ # 1 a nao ser que 6; = 6.

Entao, temos ¢ = 1, o que implica em py(z) = po(z) e Si(t;6,]Y = 1) =
Sa(t; 65]Y = 1) e portanto, o modelo é identificavel pela defini¢do 2.4. m

Como foi dito anteriormente, esse teorema considera p como uma funcao de um
vetor de covaridveis x e para o caso em que p é um parametro constante uma demonstracao
analoga pode ser efetuada. Logo, podemos incluir como uma vantagem do modelo de
mistura padrdo sua identificabilidade no caso em que a fun¢ao de sobrevivéncia S(t) é

especificada através de uma distribuicao de probabilidade.



Capitulo 3

Distribuicoes de Probabilidades

Ponderadas

Suponha que a realiza¢do = de uma v.a. X, com uma fun¢do densidade f(x;0)
seja incluida no registro de um pesquisador com probabilidade proporcional a w(x; 0, ¢),
uma funcao de peso nao-negativa, que dependa dos dados e que pode ou nao depender
dos parametros da fun¢do densidade f(z;60) ou de um outro parametro perturbador ¢.

Essa observacao registrada nao foi obtida de X mas sim de uma v.a. ponderada Xp,,4.

Distribuicoes ponderadas ocorrem naturalmente em contextos em que a proba-
bilidade de uma observagao ser incluida na amostra seja multiplicada por uma funcao
de peso nao-negativa. Segundo Rao (1985), quando temos uma amostra em maos, nem
sempre sabemos a qual populacao ela pertence. Com isso em mente, podemos questio-
nar a possibilidade de que essa amostra tenha sido retirada de uma populacao por um

mecanismo ponderado.

Amostras desse tipo podem ter caracteristicas de sobredispersao, subdispersao ou
um vicio de selecao. Isso acontece devido a influéncia da fun¢ao de peso. Distribuicoes de
probabilidades ponderadas sao utilizadas na tentativa de criar um modelo mais apropriado

para dados obtidos de populacoes sem um referencial.

Artigos recentes apresentam modelos ponderados. Del Aguila et al. (2001)
apresentam uma versao ponderada para amostragem viciada de diversos modelos es-

tatisticos, entre eles os modelos normal, binomial negativa e Poisson. Kokonendiji et

18
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al.(2008) propdem um modelo Poisson ponderado com um mecanismo de identificacao de

sobredispersao ou subdispersao.

Seja X uma varidvel aleatoria nao negativa com funcao densidade f(x;6). Se-
gundo Gupta & Kirmani (1990), definimos a variavel ponderada X,,,q4, associada a variavel
X, com funcdo de peso w(zx; 6, ¢), através da fun¢io densidade ponderada

w(z;0,¢) f(x;0)
E(w(X;0,¢))

fpond(x;evgb) = (31)

em que E(w(X;60,¢)) é a esperanca em relacao a fungao densidade f(z;60). Como em
Rodrigues (2008) a funcdo de peso pode ser escrita na forma exponencial, w(x;0,¢) =
e @09 com t(x;0, $) uma funcido dos dados que pode ou ndo depender dos parametros
do modelo ou de um parametro pertubador e r uma constante conhecida. Nessa nova
fun¢ao densidade ponderada, a fungao densidade de origem f(z;6) assume o papel de

uma distribuicao "pai".

Com a funcao densidade ponderada em maos podemos definir, como em Gupta

& Kirmani (1990), as fungoes de sobrevivéncia e de risco ponderadas, dadas por

E(w(X;0,¢)|X > x)
E(w(X;6,9))

Spond(x) = S(z;0) (3.2)

w(z; 0, )
E(w(X;0,0)|X > z)

hponda () = h(z;0). (3.3)

Observemos que a ponderacao funciona como um fator de correcao da funcao
densidade original, no sentido em que a ponderacao pode ampliar ou reduzir a contribuicao

das caudas da distribuicao "pai".

Antes de vermos alguns resultados sobre densidades ponderadas, apresentamos
algumas definicoes que serao tteis na compreensao de alguns resultados presentes nesse

capitulo.

Definicao 3.1 Uma v.a. X é estocasticamente maior que uma v.a. Y (X >4 Y) se para

qualquer a, P(X > a) > P(Y > a).

Definicao 3.2 Seja X uma v.a. com primeiro e segundo momentos finitos. O coeficiente

de variagao (CV) de X é dado por CV = EE/(CL;()X).
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Definicao 3.3 Sejam X e Y duas v.a. com respectivas informagoes de Fisher Ix(0) e
Iy(0). A v.a. X é dita mais informativa que a v.a. Y (X >p Y) se, e somente se,

]X(Q) > ]y(@)

Os seguintes resultados, presentes em Gupta & Kirmani (1990) relacionam a v.a

ponderada com a sua v.a. "pai”.

Teorema 3.1 Seja X uma v.a. nao negativa e X,,,q a v.a. ponderada associada.

e Se w(x;0,¢) é mondtona crescente, hponq(z;6) < h(z;60). Entdo, Spemd(r;0) >

S(x;0) (X <st Xpond), para todo x.
e Se w(x;0,¢) ¢ mondtona decrescente, hyond(z;0) > h(z;6). Entdo, Spona(x;0) <

S(x;0) (X >s Xpona), para todo .

Corolario 3.1 Seja X uma v.a. nao negativa e X,,,q a v.a. ponderada associada com

funcao de peso w(x; 0, ¢). Sao validas:

o E(Xpona) > E(X) se Cov(X, w(X)) > 0.

o E(Xpona) < E(X) se Cov(X, w(X)) < 0.

3.1 Distribuicoes Exponenciais Ponderadas

A distribuicao exponencial é bastante utilizada na modelagem de tempos de vida,
apesar da restricao de sua funcao de risco ser constante. Com o intuito de se livrar dessa
restricao e aproveitar as propriedades das densidades ponderadas, utilizamos a distribuicao
exponencial como distribuicao "pai". Desse modo definimos a familia das distribuicoes

exponenciais ponderadas as distribuicoes da seguinte forma

w(z; 0, ¢)0e
E(w(X;0,0))

f(z;0,0) =

Rodrigues (2008) apresenta uma série de resultados sobre a familia das exponen-

ciais ponderadas, entre eles destacamos os seguintes.
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Teorema 3.2 Sejam X,,,q uma v.a. com distribuicao exponencial ponderada e X a
correspondente v.a. com distribui¢do exponencial com parametro 0. Entao, X o >s X

(Xpond <st X) se t(z; 0, $) é monotona crescente (monoétona decrescente), com 7 > 0.

Teorema 3.3 Seja X,,,q uma v.a. com distribui¢do exponencial ponderada. Se t(z;6, ¢)

¢ uma funcao estritamente convexa e r > 0 (r < 0), entdo CV(Xpona) > 1 (CV(Xpona) <

1).

Teorema 3.4 Seja X,,,q uma v.a. com distribuicao exponencial ponderada e X a cor-

respondente v.a. com distribuicao exponencial com parametro 6. Entao, temos que

Xpond >r X.

Demonstracao A informacao de Fisher da v.a. ponderada X,,,q pode ser escrita como

(1) )
2 42 R
Ixpna(0) = 1x(0) + — 75 1og Eg(w(X;0,6)) — - Eg(log w(X3 6, 9)).

Pela desigualdade de Jensen, (1) é maior do que ou igual a (2) e portanto,

IX (0) ZIX(H).

pond

Neste trabalho, apresentaremos duas distribuigoes exponenciais ponderadas, a

length biased e a beta exponencial.

3.2 Distribuicao Exponencial Length Biased

Em diversas situacoes é razoavel pensar que quanto maior for o tempo de vida
de um paciente, maior é a chance de ele ser selecionado para uma amostra. Esse fato
aponta a possibilidade de uma amostragem viciada e uma distribuicao ponderada pode

ser empregada a fim de compensar esse vicio na amostra.

Tomaremos w(x; 0, ¢) = x como fun¢ao de peso, ou seja, tomamos uma funcao
de peso igual & magnitude da observacao. Chamaremos essa distribui¢cao ponderada de

exponencial length biased (elb).
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Para escrevermos a funcao densidade e a funcao de sobrevivéncia dessa nova

variavel ponderada, devemos calcular as esperangas em (3.1) e (3.2). Iniciamos com

E(w(X:6,6)) = B(X) = 7.

A esperanga condicional em (3.2) e (3.3) e sera calculada em relagao a distribuicao

exponencial truncada, que é dada por

68795

f(s, I‘) _ e—0z

0 se s<uz.

se s>,

Calculando a esperanca condicional,

sfe0s

EwX)|X >z) = E(X\X>:c):/oo ds.

6—933

Resolvendo essa integral por partes obtemos

Ew(X)X >12) = EX|X >u2) =w+%.

Assim, a funcao densidade, a funcao de sobrevivéncia e a funcao de risco da v.a.

exponencial length biased sao dadas por

few(x;0) = w00 (3.4)

Sap(x:0) = e %(1 + 0x), (3.5)
z0

helb(x; 9) = T+ % (36)

Comparando as funcoes S e heyp com as respectivas fungoes de sobrevivéncia

S(x;0) e risco h(z;0) da v.a. exponencial, vemos que

Sep(z;0) > S(z:;0)

hew(z;0) < h(x;0).

Observemos que a funcao densidade f.p(x;6) corresponde a uma distribuigao
Gama(2,0). Mais geralmente, poderfamos utilizar w(x) = 2% (¢ > 0) como fungao de
peso, o que resultaria numa distribui¢ao Gama(¢ + 1,0). Entretanto, na literatura as

citacoes a funcao de peso length biased sao sempre da forma como utilizamos aqui.
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FIGURA 3.1: Comparacao de uma distribuicao exponencial com uma exponencial length

biased

Vejamos graficamente o impacto da ponderacao sobre distribuicao exponencial
"pai". Na figura 3.1 notamos que na distribuicdo exponencial temos uma grande concen-
tracao de massa em torno da origem. Com a ponderacao, essa massa foi dispersada e a

cauda da distribuicao ponderada ficou mais pesada.

Como mencionado no inicio desse capitulo, a funcao de peso de uma v.a. ponde-
rada pode ser escrita na forma exponencial, w(z; 6, ¢) = e™@%9) No caso da distribuicio

exponencial length biased, a funcao de peso escrita na forma exponencial ¢ dada por

w(r) =z = €87,

Logo, r = 1 e t(z;0; ¢) = logx. Agora, a partir da funcao de peso tentamos relacionar a
distribuicao ponderada com a distribuicao "pai"utilizando os teoremas da secao 2.1. Ao

olharmos para a estatistica log x, vemos que ela é uma fun¢ao monétona crescente. Como
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r =1, pelo teorema 3.2, a distribuicao exponencial length biased é estocasticamente maior

do que a distribuicao exponencial "pai".

Vejamos agora o comportamento do coeficiente de variacao da distribuicao ex-
ponencial length biased. Como r > 0, segundo o teorema 3.3 o C'V da distribuicao
exponencial length biased seria maior do que 1 se a estatistica t(x; 0, ¢) fosse estritamente
convexa. Mas nesse caso t(z;0,¢) = logz ndo é convexa, pois sua 2% derivada nao é

positiva em todo o seu dominio. Portanto, o teorema 3.3 nao se aplica.

Entretanto, podemos analisar quais fatores influenciam o C'V' dessa distribuicao.
O CV da distribuicao exponencial length biased, o qual denotaremos por CV,y, pela
definicao (3.2) ¢ dado por

- VCLT(Xelb) . \/75 B \/§
CVelb = m = ? = . (37)

CVp, € menor do que 1, isso significa que a distribui¢ao exponencial length biased

¢ menos dispersa que a distribuicao exponencial.

Vejamos como se comporta a funcao de risco da distribuicao exponencial length
biased. Pela figura 3.2 vemos que a exponencial length biased s6 comporta funcoes de
risco crescentes. Isso era esperado, pois ela é uma distribuicao Gama(2,6), que tem risco

crescente quando o parametro de forma é maior do que 1, e nesse caso temos o valor 2.

3.3 Distribuicao Beta Exponencial

Tendo em vista a frequente utilizacao da distribuicao exponencial em anélise de
sobrevivéncia e da confiabilidade, Nadarajah & Kotz (2006) propuseram a distribuigao
beta exponencial como uma forma de generalizar a distribuicdo exponencial. Além de
conter a distribuicao exponencial como caso particular, a distribuicao beta exponencial é

mais flexivel em se tratando da forma de suas funcoes de densidade e risco.

A formulagao dessa distribuicao vem da possibilidade de se derivar uma nova
classe de distribuigbes a partir da fungao de distribuicdo acumulada (f.d.a.), G(z), de
uma variavel aleatoéria. A f.d.a. dessa nova distribuicao generalizada é dada por

_ BG(CE) (av b)

F(x) = Ig@(a,b) Blab)

(3.8)
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FIGURA 3.2: Funcao de risco da distribui¢ao exponencial length biased para diferentes

valores de 0

em que a e b sdo parametros, ambos maiores do que zero, e Bg)(a,b) denota a funcao

beta incompleta, definida por
Yy
By(a,b) = / w1 — W) dw
0

Para construir a distribuicao beta exponencial, utilizamos a f.d.a. da distribuicao
exponencial com parametro 6 na expressao (3.8). Dessa forma as funcoes de densidade e

de risco sao dadas por
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coma>0,b>0,60>0ex>0.

Outras distribui¢oes podem ser geradas da mesma forma, apenas mudando a
f.d.a a ser inserida em (3.8). Nadarajah & Kotz (2006) citam que a distribui¢ao beta
exponencial é, nesta classe de distribui¢oes, uma das mais trataveis, diferentemente da
distribuicao beta Weibull que, apesar de ser mais geral, nao possui expressoes fechadas

para os seus momentos.
Notemos que a distribuicao beta exponencial admite, como casos particulares, as

distribuicoes:

e exponencial com parametro 6, quandoa=1e b=1,
e exponencial com parametro b0, quando a =1 e

e exponencial exponenciada quando b = 1.

Como resultado do acréscimo dos parametros a e b, as funcoes de densidade e
risco da distribuicao beta exponencial apresentam vérias formas, como mostra a figura

3.3. Nesses gréaficos estamos assumindo que b =6 =1

Como os graficos sugerem, o parametro a é o Gnico responsavel pela mudanca na
forma da distribuicao. Esse fato pode ser confirmado através do estudo do comportamento
das derivadas da funcao de densidade. As derivadas de primeira e segunda ordem do

logaritmo da fun¢ao de densidade sao dadas por

d _ (a—1)fe "
(&
d2 1— 92 —0x

Analisamos o comportamento de (3.9) e (3.10) para a < 1 e para a > 1. Para
a < 1, a expressao em (3.10) é positiva; portanto, a expressao em (3.9) é crescente, com

log f(0) = —o0 e log f'(c0) = —b#, implicando que a fungdo f(z) é decrescente.

Para o caso em que a > 1, a expressao em (3.10) é negativa, o que torna (3.9)

decrescente, com log’ f(0) = co e log’ f(c0) = —b6, 0 que implica a existéncia de um tnico
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ponto xq tal que f'(z¢) = 0, ou seja, f(x), tem uma tnica moda. Assim, f(z) é crescente

para x < xo e decrescente para x > g, em que o é o ponto que anula (3.9).

Para encerrar a caracterizacao da distribuicao beta exponencial, apresentaremos

as expressoes para a funcao geradora de momentos, a funcao caracteristica, a esperanca

e a variancia. A fungao geradora de momentos é definida como M(t)=E(e'*), e para a
distribuicao beta exponencial é dada por
6 (e.0)
M) = ——— (t—bO)z 1 — —0x afld )
0= Frag [ ey
Substituindo y = e, a integral se simplifica de forma que
B(b— £t a)
M) = ——2%—= 3.11
= "5 (311)

A funcdo caracteristica de uma v.a. X, definida por ®(t) = E(e'X), que para a
distribuicao beta exponencial se torna

oty = 20— 0.9 Sg(_a’%b;“)

A partir de (3.11) obtemos as expressoes da esperanga e da variancia, dadas por

U(a+b) —W(b)

E(X) = 7 (3.12)
e
V() — V'(a +b)
Var(X) = 7 (3.13)
em que U(z) = LlogT(z), também conhecida como fungdo digama e ¥’ ¢ a funcdo
trigama .

Analisando a complexidade das funcoes que caracterizam a distribuicao beta
exponencial, que vantagens ela leva sobre, por exemplo, a distribuicao Weibull como uma
generalizacao da distribuicao exponencial? Um ganho em se trabalhar com a distribuicao
beta exponencial é que essa distribuicao faz parte da familia das distribuicoes exponenciais

ponderadas, o que nos fornece algumas informacoes sobre ela de antemao.

Teorema 3.5 A distribuicao beta exponencial com funcao densidade

0
B(a,b)

f(CL‘; a, b, 8) — —b@z(l . —Gx)a—l'

pertence a familia das distribuigoes exponenciais ponderadas.
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Demonstracao A funcao de densidade beta exponencial, pode ser escrita como
(1 _ 6—61’)@—1
bB(a,b)

w(z)
E(w(z))

f(x;a,0,0) = ble 00"

Como o denominador bB(a,b) é constante, ele farda o papel da esperanca da fungao de

—9:0)(1—1

peso. Ja o numerador fara o papel da func¢do de peso, w(x) = (1 —e . Entao, a

partir dessa funcao de peso, calculamos a sua esperanca.

Ew(X)) = /Ooow(x)g(x)dx = /000(1 — e ) phe 07

Fazendo a mudanca de variavel 7 = e 7%, temos

B(w(X)) = /10 _a- Tg:lbwdf - b/01(1 — )"l = bB(a,b).  (3.14)

Portanto, a distribuicao beta exponencial pertence a classe das distribuicoes

exponenciais ponderadas, com fungao de peso w(z) = (1 — e )71, m

Analisamos a 1% derivada da funcao de peso da distribuicao beta exponencial,
dada por

%w(x) = (a—1)e (1 — e707)72,

O parametro a é o Unico responséavel pela mudanca no sinal da derivada. Assim, quando
a > 1 temos que a derivada da funcao de peso é positiva, implicando que a fun¢ao de peso
é crescente. Por outro lado, quando 0 > a > 1 a derivada da funcao de peso é negativa,

implicando que a funcao de peso é decrescente.
Com a func¢ao de peso explicitada, podemos escrevé-la na forma exponencial

6 -0z a—1 —9y
?,U(I) _ (1 i e—gx)a—l _ elog((l—e eyt e(a—l)log(l—e b )

Dessa forma temos r = a — 1 e t(x;6,¢) = log(1l — e_%x). Para qualquer valor
de r, t(z;0, ¢) é uma funcdo crescente e portanto, pelo teorema (3.2), se r > 0 temos que
a distribuicao beta exponencial é estocasticamente maior que a distribuicao exponencial

"pai"com parametro 6 = b6.

Com relacao ao coeficiente de variagao, assim como aconteceu com a distribuicao
exponencial length biased, a fungao t(x; 0, ¢) ndo é estritamente convexa. Entdo, calcula-

mos o CV da distribuigao beta exponencial e tentamos explicitar os casos em que ele é
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maior ou menor do que 1. Juntando a definigao 3.2 com (3.12) e (3.13) temos

(¥ () = ¥ (a+ )
U(a +b) — U(b)

C%e =

Vejamos a tabela 3.1 onde apresentamos o valor do C'V,, para alguns valores de

TABELA 3.1: C'V,, para alguns valores de parametros

a b CVpe
1 1 1

001 1 94312
2 1 07453

1 001 1
1 2 1
11 1
11 1

0,01 0,01 1,7314
2 2 07211

Calculando o C'Vj,. para varios valores dos parametros a e b constatamos numeri-
camente que se a for menor do que 1, o valor de C'Vj, é maior que 1. Isto implica que o
desvio padrao é maior que a esperanca, caracterizando sobredispersao. Por outro lado, se
a for maior que 1, o valor de C'V,, é menor do que 1 e teremos que o desvio padrao sera
menor que a esperanca, caracterizando subdispersao. Vale ressaltar que para o caso em

que a = 1, temos que C'V}, = 1.

Concluimos entao que a distribuicao beta exponencial acomoda situagoes em que

temos sobredispersao (C'V > 1) e subdispersao (CV < 1).



Capitulo 4

Modelo de Mistura Padrao Exponencial

Ponderado

Neste capitulo formulamos o modelo de mistura padrao utilizando as distribuicoes
exponenciais ponderadas vistas no capitulo anterior para, em um cenéario de longa duracao,

modelar o tempo de vida de individuos sob risco.

Inicialmente definimos o modelo de mistura padrao exponencial como um modelo
base para a comparacao com os modelos ponderados. Verificamos também o comporta-
mento da funcao probabilidade de imunes, apresentada na secao 2.2, em cada um dos

modelos.

Realizamos simulacoes com dois propositos. O primeiro foi de verificar o erro
de estimacao cometido quando ignoramos a possibilidade de ponderacao e utilizamos um
modelo nao ponderado. E segundo, analisamos o comportamento dos estimadores em

cada um dos trés modelos para diferentes tamanhos de amostra.

Para a estimacao dos parametros envolvidos utilizaremos o pacote GAMLSS em
R (Rigby & Stasinopoulos, 2007). Este pacote oferece recursos que serdo tteis para
verificar a qualidade do ajuste dos modelos aos conjuntos de dados. Mais detalhes sobre

o GAMLSS podem ser encontrados no Apéndice A.

31
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4.1 Modelo de Mistura Exponencial

O modelo de mistura padrao exponencial é definido admitindo-se que o tempo
de vida dos individuos em risco segue uma distribuicao exponencial com parametro 6.
Recorrendo as equagoes em (2.3) e (2.4), basta substituir no modelo de mistura padrao as
funcoes de densidade e sobrevivéncia da distribuicao exponencial. Desse modo, o modelo

de mistura padrao exponencial é dado por

Seap(t) = 1—p+pe® (4.1)

feacp (t) = pee_etv

de modo que a funcao de probabilidade de imunes para o modelo exponencial é dada por

I—p

Peap(t)

O comportamento dessa funcao depende de p e 6. O valor de p altera somente
o ponto em que a curva comeca. Ja o valor de 0 altera a velocidade de crescimento da
curva. No grafico 4.1 consideramos o valor p = 0,25. Nele vemos que o valor de 0 altera

somente a velocidade de crescimento da curva.

4.2 Modelo de Mistura Exponencial Length Biased

O modelo de mistura padrao exponencial length biased é definido admitindo-
se que o tempo de vida dos individuos em risco segue uma distribuicao exponencial
length biased. Seguindo o procedimento anterior, basta substituir no modelo de mistura
padrao as funcoes de densidade e sobrevivéncia da distribuicao exponencial length biased

encontradas em (3.4) e (3.5).

Assim, o modelo de mistura padrao exponencial length biased é dado por

Sap(t) = 1—p+pe (14 6t) (4.3)

felb(t) = pt02€79t.
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FIGURA 4.1: Funcao probabilidade de imunes do modelo exponencial para diferentes

valores de 6.

Comparando (4.1) e (4.3) podemos ver que o modelo exponencial length biased
é uma versao corrigida do modelo exponencial. Essa correcdo faz com que o modelo
exponencial length biased se aproxime do modelo exponencial & medida que a taxa 6
cresce. Isso ocorre pois quando @ cresce, o termo e~ % decresce muito mais rapidamente
do que a correcao (1+6t) cresce. Uma outra relagdo interessante entre esses dois modelos

é a seguinte:

Sein(t) > Seap(t). (4.4)

[lustremos graficamente os fatos citados acima. Na figura 4.2 temos as duas
fungoes de sobrevivéncia com os parametros p = 0,65 e § = 2 e em seguida as mesmas

funcoes, mas com o parametro 6 = 20.
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FIGURA 4.2: Funcoes de sobrevivéncia do modelo exponencial e exponencial length

biased: (a) 0 =2 e (b) 6 =20
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A fungao probabilidade de imunes do modelo exponencial length biased é dada

por

l—p
en(t) = ) 4.
pen(?) 1 —p+pe 91+ 6t) (4.5)

[lustramos na figura 4.3 como essa funcao se comporta quando variamos o para-

metro 0. Nesse grafico consideramos p = 0, 25.
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FIGURA 4.3: Funcao probabilidade de imunes do modelo exponencial length biased para

diferentes valores de 6.

Pelo grafico vemos que assim como acontece com o modelo exponencial, o valor
de 6 controla a velocidade do crescimento da curva. Comparando esse grafico com o
referente ao modelo exponencial, notamos que para o mesmo valor de 6 a curva da funcao
probabilidade de imunes cresce mais rapidamente nele do que no modelo length biased.
Esse fato é esperado, visto que partindo de (4.4) e observando a estrutura da fungao

probabilidade de imunes temos pesp(t) > pen(t).
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4.3 Modelo de Mistura Beta Exponencial

De forma analoga aos modelos anteriores, definimos o modelo de mistura padrao
beta exponencial ao admitirmos que o tempo de vida dos individuos em risco segue uma
distribuicao beta exponencial. As funcoes de sobrevivéncia e densidade do modelo beta

exponencial, com parametros 6, a e b sdo as seguintes:

Bl_e—et (a,7 b)
() = 1— _— 4.
Sel) p+ro (16)
e
pee—th 1 — 6—915 a—1
fult) = G- )"
B(a,b)
lembrando que para a = 1 e b = 1, o modelo se reduz ao modelo exponencial com

parametro 6. A fungao probabilidade de imunes do modelo beta exponencial é dada pela

expressao

1—p
1—e—0t (avb) '

5 (4.7)
L=p+r—50n

Dre(t) =

A figura 4.4 mostra como essa funcao se comporta para alguns valores de a e b,

quando fixamos os valores # =1 e p =0, 25.

4.4 Estudo de Simulacao

Tendo em vista a possibilidade de utilizar fun¢oes densidades ponderadas no
modelo de mistura padrao exponencial e sob a premissa de que as observacoes obtidas
podem nao ser provenientes da v.a. em estudo e sim de uma versao modificada da mesma,
surge a questao dos estimadores. Como eles se comportam quando ignoramos a ocorréncia

de uma v.a. ponderada?

Para responder em parte a essa questao, realizamos um estudo de simulagao que
consistiu em gerar amostras das duas distribuicoes ponderadas apresentadas anterior-
mente e confrontar as estimativas dos parametros desses modelos com as estimativas
do modelo exponencial. Inicialmente geramos 5000 amostras, com censuras, de um

modelo exponencial length biased. Para esse modelo os parametros fixados foram 6 = 2
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FIGURA 4.4: Funcao probabilidade de imunes do modelo beta exponencial para diferentes

valores de (a,b).

e p = 0,75. Para cada amostra estimamos os parametros do modelo exponencial e do
modelo exponencial length biased. Repetimos esse procedimento de geragao e estimacgao
para o modelo beta exponencial, em que utilizamos os parametros a = b = 0 = 2
e p = 0,75. Comparamos os modelos ponderados com o modelo exponencial através
da média, do desvio padrao (DP) e do erro quadratico médio (EQM) das estimativas.
Variamos o tamanho das amostras em n = 50, 100 e 200 para tentar avaliar como ele afeta
estas propriedades dos estimadores. A estimagao dos parametros foi efetuada utilizando o
pacote GAMLSS em R (Rigby & Stasinopoulos, 2007). Para o modelo exponencial length

biased, os resultados estao apresentados na tabela 4.1.

Os resultados mostram que as médias das estimativas nao foram muito afetadas
pelo aumento no tamanho da amostra, mesmo com uma amostra pequena elas ja ficaram

proximos dos valores verdadeiros. A estimativa do parametro € no modelo exponencial foi
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TABELA 4.1: Resultados da simulacao com o modelo exponencial length biased.

Tamanho da amostra (n) modelo Média DP EQM
50 exponencial p 0,75641 0,0669 0,0045
6 09751 0,1291 1,0670

length biased p 0,7499 0,0662 0,0044

6 2,0318 0,2560 0,0665

100 exponencial p 0,7536 0,0476 0,0023
6 0,9670 0,0902 1,0751

length biased p 0,7497 0,0471 0,0022

6 2,0148 0,1791 0,0323

200 exponencial p 0,7542 0,0333 0,0011
6 0,9641 0,0633 1,0772

length biased p 0,7504 0,0330 0,0011

6 2,0085 0,1254 0,0158

aproximadamente metade do valor da mesma no modelo exponencial length biased. Isso fez
com que o valor do EQM para o modelo exponencial ficasse em torno de 1 enquanto que o
EQM do modelo exponencial length biased se manteve proximo de zero e diminuiu quando
aumentamos o tamanho da amostra, conforme o esperado. Comportamento contrario ao
EQM de 6 no modelo exponencial que apresentou um leve crescimento. O comportamento
dos desvios padrao de 0 foi de acordo com o esperado. Eles diminuiram com o aumento
do tamanho amostral. Os valores para o modelo length biased foram aproximadamente o

dobro dos valores do modelo exponencial.

Sobre o parametro p, o EQM e o DP dos dois modelos foram muito semelhantes
e um fato curioso aconteceu, pois as médias das estimativas também foram semelhantes
nos dois modelos. Esse fato é citado em Shao & Zhou (2004). Estes autores observaram
que havia uma grande diferenca no desvio, mas que as estimativas de p praticamente
nao diferiam. Eles justificaram esse acontecimento dizendo que a estimativa de p é
predominantemente determinada pelos valores dos dados proximos da cauda direita,
enquanto que a funcao de verossimilhanca é influenciada por todo conjunto de dados

mais igualmente, causando a diferenca no desvio global.
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Vejamos na tabela 4.2, os resultados da simulacao envolvendo o modelo beta

exponencial.

TABELA 4.2: Resultados da simulagao com o modelo beta exponencial.

Tamanho da amostra (n) modelo Média DP EQM
0,7483 0,0653 0,0042
2,3970 0,3032 0,2495
beta exponencial p 0,7471 0,0720 0,0051

50 exponencial

> T

a 1,8465 0,4112 0,1926

b 1,5392 10,1358 0,2307

0 2,2207 0,3075 0,1432

100 exponencial p 0,7522 0,0451 0,0020
0 23724 0,2098 0,1827

beta exponencial p 0,7521 0,0459 0,0021

1,8563 0,2882 0,1037

b 1,5782 0,1059 0,1891

0 2,2129 0,2108 0,0897

200 exponencial p 0,7511 0,0318 0,0010
6 2,3693 0,1459 0,1576

beta exponencial p 0,7510 0,0315 0,0009

a 18815 0,2068 0,0568
1,6134 0,0816 0,1561
02,2242 0,1465 0,0717

S

Os resultados da simulacao mostram que as médias das estimativas nao sofreram
grandes altera¢oes com o aumento do tamanho da amostra. Novamente a média das
estimativas do parametro p para ambos os modelos ficaram muito proximas, assim como
os valores de DP e de EQM de p. Com relacao aos outros parametros, eles se comportaram
de forma inesperada. As médias nao ficaram tao proximas dos valores verdadeiros, mesmo
que ao aumentar o valor da amostra a aproximagcao tenha melhorado, indicando que talvez
o aumento do tamanho amostral nao tenha sido suficiente. Os valores de DP e de EQM

dos estimadores dos parametros a, b e # diminuiram & medida que o tamanho amostral
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aumentou, conforme o esperado.

Em simulac¢oes preliminares foi constatado que o algoritmo de maximizacgao do
GAMLSS teve problemas de convergéncia no modelo beta exponencial. As estimativas
dos parametros se apresentaram muito dependentes dos valores iniciais. Essa dependéncia
nao so6 afetou as estimativas, mas também o tempo gasto com o processamento, ja que
o algoritmo demorou muito mais para convergir. A solucao encontrada foi sugerida em
Rigby & Stasinopoulos (2005) nas réplicas aos comentarios de outros pesquisadores. Os
autores afirmam que problemas de convergéncia podem ocorrer quando o modelo que
estd sendo ajustado é muito inadequado para os dados ou quando os valores iniciais
utilizados sao extremamente pobres. Nesse segundo caso foi sugerido um ajuste preliminar
com valores iniciais quaisquer e em seguida utilizar as estimativas desse primeiro ajuste
como valores iniciais para um segundo ajuste. Essa estratégia apresentou melhoras nas
estimativas, talvez o tamanho amostral utilizado nao seja grande o suficiente para um

ajuste mais preciso.

4.5 Exemplo - Dados de Leucemia

Para este exemplo aproveitamos o conjunto de dados que foi apresentado no
capitulo 2. Os dados sao referentes a um estudo sobre recorréncia de leucemia em pacientes
que foram submetidos a dois tipos de transplantes, alogéncio e autogénico. Utilizaremos
o pacote GAMLSS para o ajuste dos trés modelos abordados nesse capitulo: o modelo
exponencial, o modelo exponencial length biased e o modelo beta exponencial. Inicial-
mente realizaremos a andlise em cada grupo separadamente. Em seguida consideraremos
o grupo como uma covariavel ligada & fracao de cura. Utilizando as ferramentas do

GAMLSS compararemos o desempenho dos modelos.

4.5.1 Grupo 1 - Alogénico

O primeiro grupo consiste de 46 observacoes, sendo que dessas, 13 sao censuradas.
Ajustamos os trés modelos e obtivemos as seguintes estimativas para os parametros de

cada um. Calculamos os intervalos de confianca de 95% assintoticos e via bootstrap nao-
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paramétrico com 5000 replicacgoes.

TABELA 4.3: Estimativas dos parametros e intervalo de confiaca - Grupo 1.

Modelo Parametro Estimativa Intervalos de confianca de 95%
Assintotico Bootstrap

exponencial P 0,7278 (0,5726 ; 0,8421) (0,5908 ; 0,8640)

0 1,4343 (0,9731 ; 2,1141) (0,9151 ; 2,1914)

length biased D 0,7214 (0,5682 ; 0,8333) (0,5878 ; 0,8522)
0 2,9889 (2,3154 ; 3,8583) (2,0395 ; 4,4617)

beta exponencial P 0,7286 (0,5727 ; 0,8432) (0,5905 ; 0,8631)
a 0,9678 (0,5128 ; 1,8267) (0,7103 ; 1,4791)

b 0,9079 (8,2x10711 ; 9,9x10'9)  (0,7534 ; 1,2729)

0 1,5264 (8,4x107 ; 2,7x10'%)  (0,9270 ; 2,4304)

Pela tabela 4.3 vemos que o valor das estimativas de p é praticamente o mesmo

nos trés modelos, esse fato era esperado como vimos anteriormente. Notemos a proximi-

dade nas estimativas dos modelos exponencial e beta exponencial. Isso ocorre devido a

estimativa do parametro a ser proxima de 1, que faz com que o modelo beta exponencial

se aproxime do modelo exponencial. Os intervalos de confiaca confirmam esse fato, ja

que o valor 1 estd presente no intervalo para o parametro a. Ainda sobre os intervalos de

confianca, os intervalos assintoticos e os obtidos por bootstrap ficaram préoximos, exceto

pelos intervalos assintoticos para os parametros b e # do modelo beta exponencial. Esses

intervalos apresentaram amplitudes muito grandes, reflexo do alto valor para a variancia

dos estimadores.

TABELA 4.4: Medidas de qualidade do ajuste - Grupo 1.

Modelo Desvio global  AIC BIC
exponencial 92,45 96,45 100,11
length biased 105,61 109,61 113,26

beta exponencial 92,45 100,45 107,76

Na tabela 4.4 temos a confirmagao da proximidade entre os modelos exponencial
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e beta exponencial, pois as medidas de qualidade de ajuste para esses modelos foram bem
proximas. Os valores do desvio global, AIC e BIC do modelo length biased foram maiores

que os outros dois, indicando que esse modelo é o menos adequado para esses dados.

Os graficos wormplot (Rigby & Stasinopoulos, 2007), graficos QQ sem a ten-
déncia, indicam os modelos exponencial e beta exponencial como melhor ajustados, pois
todos os pontos pertencem a regiao central delimitada pelas duas curvas tracejadas. Pela
figura 4.5(b) vemos que para o modelo length biased temos pontos nao pertencentes a essa

regiao central, indicando que esse modelo nao é adequado para esse conjunto de dados.
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FIGURA 4.5: Gréaficos wormplot: (a) exponencial (b) length biased e (c) beta exponencial.
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Por dltimo, analisamos as curvas de sobrevivéncia preditas por cada um dos
modelos e comparamos estas com a curva estimada nao parametricamente pelo estimador

de Kaplan-Meier.
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FIGURA 4.6: Curvas de sobrevivéncia preditas por cada um dos modelos para o grupo 1

e estimativa de Kaplan-Meier.

Pela figura 4.6 confirmamos que os modelos exponencial e beta exponencial sao
bem préximos e que o modelo length biased ajusta mal os dados, sobrestimando a curva
no inicio passando a subestima-la a partir de 1 ano até aproximadamente se igualar as
demais ap6s 4 anos. Concluimos que para o grupo 1 o modelo exponencial é mais indicado,
j& que apresenta menores valores de AIC e BIC que o modelo beta exponencial, além de

ser um modelo muito mais simples que ele.
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4.5.2 Grupo 2 - Autogénico

O segundo grupo consiste de 44 observagoes dessas quais nove sao censuradas.

Novamente ajustamos os trés modelos e obtivemos as seguintes estimativas para os para-

metros:

TABELA 4.5: Estimativas dos parametros e intervalos de confianca - Grupo 2.

Modelo Parametro Estimativa Intervalos de confianca de 95%
Assintotico Bootstrap

exponencial P 0,7966 (0,6474 ; 0,8931) (0,6674 ; 0,9102)

0 2,6809 (1,8939 ; 3,7948) (2,0225 ; 3,5137)

length biased D 0,7972 (0,6492 ; 0,8931) (0,6691 ; 0,9095)

0 5,3955 (4,2382 ; 6,8688) (4,0908 ; 7,0458)

beta exponencial P 0,7958 (0,6466 ; 0,8924) (0,6363 ; 0,8872)

2,5096 (1,8801 ; 3,3500) (1,6005 ; 5,9622)

b 1,5688 (1,5048 ; 1,6355) (1,1125 ; 2,3946)

0 3,1700 (3,0474 ; 3,2976) (2,2499 ; 2,3946)

Pela tabela 4.5 vemos que novamente os valores das estimativas de p ficaram bem
proximos e que o modelo beta exponencial estd bem diferenciado do modelo exponencial,

j& que os intervalos de confianca para o parametro a nao contém o valor 1.

TABELA 4.6: Medidas de qualidade do ajuste - Grupo 2.

Modelo Desvio global AIC  BIC
exponencial 45,01 49.01 52,58
length biased 34,51 38,561 42,08

beta exponencial 32,97 40,97 48,11

A tabela 4.6 mostra que o modelo exponencial apresenta os maiores valores para
o desvio global, AIC e BIC, indicando que entre os trés modelos analisados ele é o que

pior se ajusta aos dados.
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FIGURA 4.7: Graficos wormplot: para o grupo 2 (a) exponencial (b) length biased e (c)

beta exponencial

Pela figura 4.7(a) vemos que para o modelo exponencial temos pontos nao perten-

centes a essa regiao central, indicando que esse modelo nao ¢ adequado para esse conjunto

de dados e pela figura 4.8 confirmamos esse modelo nao é adequado, pois ele nao segue

a tendéncia do estimador de Kaplan-Meier. Os modelos length biased e beta exponencial

produziram curvas de sobrevivéncia preditas muito parecidas. Concluimos entao que para

o grupo 2 o modelo length biased ¢ o mais adequado ja que apresenta menores valores

de AIC e BIC que o modelo beta exponencial e ainda ¢ um modelo mais simples, pois

envolve dois parametros contra quatro do modelo beta exponencial.
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FIGURA 4.8: Curvas de sobrevivéncia preditas por cada um dos modelos para o grupo 2

e estimativa de Kaplan-Meier.

4.6 Comparacao Entre os Tipos de Transplante

Vimos que para o conjunto de dados de leucemia o modelo beta exponencial
obteve um desempenho muito proximo dos modelos que foram ditos melhor ajustados para
cada grupo. Sendo assim, podemos utiliza-lo nos dois grupos, o que possibilita efetuarmos
uma comparacao da eficicia dos tratamentos os quais cada grupo foi submetido. Para

isso utilizaremos a funcao probabilidade de imunes.

Para o modelo beta exponencial a funcao probabilidade de imunes foi obtida em

(4.7). Calculamos a fungao para os dois grupos e o grafico delas pode ser visto na figura

4.9.
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FIGURA 4.9: Funcao probabilidade de imunes do modelo beta exponencial para os dois

grupos

Pelo grafico, vemos que ambos os tipos de transplantes comecam com uma proba-
bilidade de cura baixa, mas a curto prazo o transplante alogénico tem um aumento maior
nessa probabilidade. No entanto, a partir de um ano, o tratamento autogénico apresenta
um crescimento bem acentuado e permanece com uma probabilidade de cura superior a
do transplante alogénico. Desse modo é possivel determinar a eficacia de cada tratamento
a curto e a longo prazo, dando uma perspectiva melhor ao individuo que va se sujeitar a
algum deles. Observemos que essa conclusao é andloga & que foi obtida na secao 2.2.1,
mas no caso anterior foi considerado o modelo exponencial, que mais tarde concluimos

ser inadequado para o grupo 2. Se observarmos as curvas para os dois modelos notamos
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que para o grupo 2, a curva do modelo beta exponencial estd bem mais alta. Isso reflete

o fato de o modelo beta exponencial conseguiu explicar melhor os dados.

Para determinar se os grupos tém efeito sobre a fracao de cura podemos incluir a
variavel grupo como uma covariavel do modelo ligada a fracdo de cura. Ajustamos nova-
mente o modelo beta exponencial e obtivemos que o p-valor do coeficiente da covariavel
grupo nao é significativo (p-valor—=0.62886). Desse modo, concluimos que nao ha efeito

da variavel grupo sobre a fracao de cura.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

A proposta desse trabalho foi juntar o conceito das distribui¢ées ponderadas com
o modelo de mistura padrao em anélise de sobrevivéncia. Fomos motivados por situacoes
em que as amostras nao sao realmente amostras aleatorias simples mas sim amostras

ponderadas.

Neste trabalho vimos brevemente o que caracteriza um modelo de longa duracao
em andlise de sobrevivéncia. Apresentamos o modelo de mistura de padrao e como ele é
construido a partir de uma variavel binaria que classifica os individuos de uma populacao

em imunes e suscetiveis.

A investigacao sobre as distribuicoes ponderadas se restringiu a classe das distri-
buicoes exponenciais ponderadas, que inclui a distribuicao exponencial length biased e a
distribuicao beta exponencial. Nessa classe pudemos verificar mais facilmente a influéncia

da funcao peso na dispersao das distribuicgoes.

Com os estudos desenvolvidos nesse texto observamos que realizar uma analise
tradicional quando a amostra é proveniente de uma v.a. ponderada resulta em estimativas
bastante viesadas para os parametros dos modelos, exceto a fracdo de cura. Através de
simulacoes pudemos quantificar esse erro, quando comparamos as estimativas em cada

modelo utilizando a média, o desvio padrao e erro quadratico médio.

Extensoes desse trabalho seriam investigar novas distribuicoes exponenciais pon-
deradas e suas propriedades e abordar o modelo de mistura padrao exponencial ponderado

sob o ponto de vista bayesiano.
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Apéndice A

Pacote GAMLSS para R

O GAMLSS ¢ uma estrutura geral para o ajuste de modelos de regressao em que
a distribuicao da variavel resposta nao esta restrita a nenhuma familia de distribuicoes.
A sigla vem do inglés, Generalized Additive Models for Location, Scale and Shape, que

pode ser traduzido como Modelos Aditivos Generalizados para Locacgao, Escala e Forma.

Modelos GAMLSS sao modelos de regressao semi-paramétricos. Eles sao pa-
ramétricos no sentido em que admitimos uma distribuicao de probabilidades para a
variavel resposta e o termo "semi"vem do fato de que na estimacao dos parametros da
distribuicao da resposta, como funcao das variaveis explicativas, podem ser empregadas

técnicas nao-paramétricas de suavizacao de fungoes.

A proposta do GAMLSS foi feita por Rigby & Stasinopoulos (2005) com o
intuito de superar limitacoes dos modelos lineares generalizados (GLM) e modelos aditivos

generalizados (GAM).

Como nos modelos GAMLSS a distribuicao da variavel resposta nao estéa restrita
a nenhuma familia de distribui¢oes, podemos trabalhar com distribui¢oes altamente as-
simétricas, discretas ou continuas. A parte sistematica do modelo é expandida de forma
a permitir a modelagem dos parametros da distribuigao da resposta como funcao linear
e/ou nao linear, paramétrica e/ou nao paramétrica aditiva das variaveis explicativas e/ou

efeitos aleatorios.

Sejam y7 = (y1,%2,...,yn) 0 vetor da varidvel resposta Y e gi(.) a funcdo de

ligacao dos parametros da distribuicdo de Y com as variaveis explicativas. O modelo
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estatistico geral do GAMLSS para os k parametros da distribuicao de Y é dado por

Ji
ge(0k) = XiB + > Zixvjs (A.1)

i=1
em que 37 = (Bik, Boks -, Bs) € 0 vetor do parametros, X, ¢ a matriz do modelo com

dimensao (n x Ji). Zj, é uma matriz de delineamento conhecida e ~;;, é um vetor de

parametros de efeitos aleatorios.

Como submodelo, temos a formulagao semi-paramétrica aditiva do modelo GAMLSS

dada por
Jk
9 (0k) = XeBi + > hylae), (A.2)
j=1
em que z;, sao colunas da matriz Xy e hjg, (j=1,2,...J;) sdo func¢oes suavizadoras nao-

paramétricas.

Quando nao existem termos aditivos em nenhum dos parametros da distribuicao

de Y, temos um modelo GAMLSS linear simples dado por

O modelo (A.2) pode ser estentido para o caso nao linear

9r(O) = hi( Xy Br) + i hie (i), (A.4)

que chamaremos de modelo GAMLSS nao-linear semiparamétrico aditivo. E quando no

modelo (A.4) ndo existem termos aditivos temos o modelo GAMLSS ndao-linear dado por

A.1 Pacote GAMLSS em R

Juntamente com a formulagao dos modelos GAMLSS, Righy & Stasinopoulos
(2005) publicaram um pacote com a implementacao do GAMLSS no R. A atual versao

do pacote suporta distribuicoes da varidvel resposta com até quatro parametros.

A sintaxe do GAMLSS é bem simples e foi baseada na dos pacotes GLM e GAM,

fazendo com que a transicao destes pacotes para o pacote GAMLSS ocorra sem problemas.
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Dada essa simplicidade, a inclusao de covaridveis no modelo é bem facil, bastando o
acréscimo de um argumento na funcao gamlss para especificar quais sao as covariaveis e

a qual parametro elas sao relacionadas.

Existem extensoes do pacote GAMLSS que ampliam seu uso, esses pacotes adi-

clonais sao

gamlss.cens para ajustar modelos com dados censurados,

gamlss.dist contendo mais familias de distribuicoes,

gamlss.mx para ajustar distribuicoes de misturas finitas,

gamlss.nl para ajustar modelos nao lineares e

gamlss.tr para distribuicoes truncadas.

A extensao gamlss.dist permite também a implementacao de novas familias
de distribuicoes, o procedimento é simples e requer, além das fungoes de densidade e
distribuicao acumulada, todas as derivadas de primeira e segunda ordem do logaritmo da
funcao densidade. No caso das derivadas, nao necessariamente elas precisam ser analiticas

podendo ser obtidas através de algum método numérico de diferenciagao.

O pacote dispde de mais de um algoritmo de maximizacao. O primeiro, desenvol-
vido por Righy & Stasinopoulos (2005), ndo depende de valores iniciais muito precisos para
garantir a convergéncia. O segundo ¢ uma generalizagao do algoritmo de Cole & Green
que utiliza as derivadas da funcao de densidade e tem um desempenho melhor quando as
estimativas dos parametros do modelo sao altamente autocorrelacionadas. Existe ainda

um terceiro algoritmo que é uma mistura dos dois algoritmos citados anteriormente.

Uma das vantagens desse pacote é a analise de residuos e a verificacao de ajuste
do modelo aos dados. Facilmente obtém-se os graficos da densidade estimada dos residuos,
graficos QQ dos residuos e o wormplot que nos da indicios do ajuste do modelo, assim

como as medidas AIC, BIC e desvio global.
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A.1.1 Exemplo

Vamos ilustrar a funcionalidade do programa através de um exemplo, por sim-
plicidade os dados foram simulados. Consideremos tempos de vida censurados gerados
de uma distribuigdo Gama(2,6) com p da fracao de cura igual a 0,75. Implementamos
o modelo de mistura padrao com distribuicao exponencial length biased para o tempo de

vida. O modelo é dado pelas seguintes funcoes de densidade e sobrevivéncia

fup(x) = pr?e 0 (A.6)

Sldp(ac) = 1—-p+ p6791<1 + Ql’) (A7)

E importante lembrar que a estrutura do pacote é fixa quanto & nomenclatura

dos parametros, sao eles u, o, v, 7. Nesse caso, p é o parametro p e 6 ¢ o parametro o.

Foi necesséria a implementacao dessa familia exponencial ponderada de longa du-
racao, para isso a extensao gamlss.dist foi utilizada, assim como a extensao gamlss.cens

pois estaremos modelando a versao para dados censurados da familia implementada.

Falta ainda uma série de especificacdoes como as fungoes de ligacao que serao
disponibilizadas, informar se a distribuicao é continua ou discreta, o ntimero de para-
metros envolvidos, os valores que esses parametros podem assumir, valores inicias para
a maximizagao e as derivadas do logaritmo da fungao densidade. Com a nova familia

implementada, vamos ajustar o modelo aos dados. O comando utilizado foi o seguinte:

m.pond=gamlss (Surv(tempo,censura)”~1,family=cens(EP) ,n.cyc=1000)

Nesse comando especificamos que estamos utilizando a versao censurada da fa-
milia implementada, que foi chamada de EP e estipulamos como 1000 o nimero maximo

de iteracoes para garantir a convergéncia do algoritmo.

O programa foi bem veloz e a convergéncia do algoritmo é atingida em 2 ou 3
iteragoes. Utilizamos a funcao summary para obter sumario das informacoes contidas no

objeto GAMLSS recém criado.

> summary(m.pond)

e ok ok ok ok skok ok ok ok sk ok sk ok ok ok ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok ook ok ook skoskok sk skok ok skeok ok sk ok ok kokok skokok sk skokok skokok kokok

Family: c("EPrc", "right censored Lenght Biased Weighted Exponencial Mixture Model" )
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Call: gamlss(formula = Surv(tempo, censura) ~ 1, family = cens(EP), n.cyc = 1000)

Fitting method: RS()

Mu link function: logit
Mu Coefficients:
Estimate 8td. Error t value Pr(>ltl])

1.174e+00 2.521e-01 4.658e+00 1.006e-05

Sigma link function: log
Sigma Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)

6.964e-01  8.691e-02 8.013e+00 2.380e-12

No. of observations in the fit: 100
Degrees of Freedom for the fit: 2
Residual Deg. of Freedom: 98

at cycle: 2

Global Deviance: 220.3789
AIC: 224.3789
SBC: 229.5892
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Nesse sumério encontramos qual familia foi utilizada para o ajuste, qual algoritmo
foi escolhido. Vemos também as funcgoes de ligacao de cada parametros assim como as
estimativas e a significancia deles. Observemos que os valores das estimativas apresentados
no sumario precisam ser transformados pelas suas respectivas fungoes de ligacao, o que

pode ser feito com os comandos

> m.pond$mu.fv[1]
[1] 0.7613868

> m.pond$sigma.fv[1]
[1] 2.006536

Por dltimo temos o niimero de observagoes, os graus de liberdade, o ntimero de

iteragoes e os valores do desvio global, AIC e BIC.

Juntamente com essas medidas de ajuste o programa do GAMLSS também oferece

uma analise de residuos, a fungao plot mostra os gréaficos de residuos contra os preditos,
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residuos contra um indice ou uma variavel especificada, a densidade estimada dos residuos

e um QQ-Plot.
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FIGURA A.1: Graficos dos residuos, densidade estimada e QQ-Plot.

A funcao plot também fornece informacoes sobre a média, variancia, coeficiente

de assimetria e curtose dos residuos.
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Summary of the Quantile Residuals

mean =
variance =
coef. of skewness =

coef. of kurtosis =

-0.03951061
0.8833122
0.04980854
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Filliben correlation coefficient = 0.9961603

K 3K 3k 3k 5k 5k k 3k ok 5k >k %k >k >k >k 3k 3k 5k 5k 5k 5k 5k %k >k %k %k >k >k >k 5k 5k 5k 5k %k 5k >k %k %k %k >k >k >k >k 5k 5k 5k %k %k >k >k %k %k >k >k > > > 5k 5k %k %k %k >k %k %k Xk ¥

Mais uma ferramenta de diagnoéstico oferecida pelo pacote GAMLSS ¢é o grafico
wormplot, que é uma versao sem tendéncia do QQ-Plot. No wormplot, pontos na regiao
entre as curvas indicam que o modelo estd bem ajustado aos dados, enquanto que a

presenca de pontos dentro dessas regioes dao evidéncias de que o ajuste é ruim.

Deviation

Unit normal quantile

FIGURA A.2: Grafico wormplot.

Pelo grafico acima, temos todos os pontos entre as duas curvas, isso sugere que
o modelo estd bem ajustado ao conjunto de dados. O pacote também dispoe de um
comando que da os graficos do deviance perfilado e intervalos de confianca perfilados para

cada um dos parametros.

O comando é o prof.dev, essa rotina calcula o deviance perfilado para véarios

valores do parametro para calcular o intervalo. Devemos informar o objeto gamlss que
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estamos utilizando, qual parametro estamos interessados, os valores minimo e maximo
que deve ser calculado o deviance, o tamanho do incremento que seré adicionado a cada

passo e a confianca desejada.

prof.dev(m.pond, "mu" ,min=0.5,max=0.9,step=0.01)

prof.dev(m.pond,"sigma",min=1.5,max=2.5,step=0.01)

O intervalo de confianca perfilado obtido para o parametro p foi:

1C, = (0,6665343; 0, 843524)

e intervalo de confianga perfilado obtido para o parametro 6 foi:

ICy = (1,683624; 2, 367436)

Os comandos mostrados nesse pequeno tutorial sao apenas aqueles que foram
utilizados no decorrer deste trabalho, o pacote GAMLSS oferece mais recursos e os
detalhes podem ser encontrado no manual do pacote e num artigo publicado pelos autores

do pacote.
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FIGURA A.3: Deviance e IC para p

Profile Global Deviance

Global Deviances
226 228 230
| | |

224

222
|

220

Grid of the sigma parameter

FIGURA A.4: Deviance e IC para 6




