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Resumo

Nesta dissertação de mestrado nós trabalhamos com o processo de Cox-Ingersoll-

Ross, que foi originalmente proposto por John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll Jr. e

Stephen A. Ross em 1985. Este processo é amplamente utilizado em modelagem

financeira, por exemplo, para descrever a evolução de taxas de juros ou como o

processo de volatilidade no modelo de Heston. A equação diferencial estocástica que

define este processo não possui solução fechada, logo faz-se necessária a aproximação

do processo via algum método numérico. Na literatura diversos trabalhos propõem

aproximações baseadas em esquemas de discretização intervalar. Nós aproximamos

o processo de Cox-Ingersoll-Ross através de um método numérico do tipo Euler-

Maruyama baseado na discretização aleatória proposta por Leão e Ohashi (2013)

sob a condição de Feller. Neste contexto, mostramos que esta aproximação possui

uma ordem de convergência exponencial e utilizamos técnicas de simulação Monte

Carlo para comparar resultados numéricos com valores teóricos.

Palavras-chave: Processo de Cox-Ingersoll-Ross, aproximação do tipo Euler-

Maruyama e simulação Monte Carlo.
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Abstract

In this master’s thesis we work with Cox-Ingersoll-Ross (CIR) process. This

process was originally proposed by John C. Cox, Jonathan E. Ingersoll Jr. and

Stephen A. Ross in 1985. Nowadays, this process is widely used in financial

modeling, e.g. as a model for short-time interest rates or as volatility process in

the Heston model. The stochastic differential equation (SDE) which defines this

model does not have closed form solution, so we need to approximate the process

by some numerical method. In the literature, several numerical approximations

has been proposed based in interval discretization. We approximate the CIR

process by Euler-Maruyama-type method based in random discretization proposed

by Leão e Ohashi (2013) under Feller condition. In this context, we obtain an

exponential convergence order for this approximation and we use Monte Carlo

techniques to compare the numerical results with theoretical values.

Keywords: Cox-Ingersoll-Ross process, Euler-Maruyama-type method and Monte

Carlo simulation.
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Caṕıtulo

1

Introdução

Os modelos de equações diferenciais estocásticas (EDEs) são extremamente importantes

e assumem um papel fundamental em diversas áreas de aplicação incluindo qúımica, biologia,

mecânica, economia e finanças. Na área financeira a incerteza do mercado e o grande número de

variáveis envolvidas tornam as atividades financeiras arriscadas e a predição do mercado incerta.

Neste contexto, a maioria dos modelos financeiros existentes buscam ajudar os investidores

no gerenciamento do risco e utilizam as EDEs para descrever a evolução de certas variáveis

financeiras como o preço do ativo, a taxa de juros ou a volatilidade das ações.

Os modelos de taxa de juros e de volatilidade estocástica são amplamente populares no

mercado financeiro e muitos foram os modelos desenvolvidos ao longo do tempo. É neste

sentido que listamos na tabela 1.1 alguns dos principais modelos de taxa de juros e as equações

diferenciais estocásticas que os definem.

Modelos de taxa de juros Equação Diferencial Estocástica
Vasicek (1977) dXt = κ (θ −Xt) dt+ εdWt

Dothan (1978) dXt = κXtdt+ εdWt

Rendleman (1980) dXt = κXtdt+ σXtdWt

Courtadon (1982) dXt = κ (θ −Xt) dt+ σXtdWt

Cox et al. (1985) dXt = κ (θ −Xt) dt+ σ
√
XtdWt

Vasicek exponencial dXt = Xt (θ − κ log (Xt)) dt+ σXtdWt

Tabela 1.1: Modelos de taxa de juros.
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1 Introdução

Na tabela anterior o processo X := {Xt : 0 ≤ t ≤ T} representa o valor da taxa de juros

ao longo do tempo e sem perda de generalidade definimos este processo em um intervalo finito

[0, T ], podendo este ser infinito. Observamos que os parâmetros κ, θ são estritamente positivos,

ε ≥ 0 e W := {Wt : 0 ≤ t ≤ T} é um movimento Browniano unidimensional.

Hull e White (1987) desenvolveram um dos primeiros modelos de volatilidade estocástica o

qual assumia que as dinâmicas de preço e de volatilidade eram dadas por processos estocásticos

independentes. As principais desvantagens deste modelo são a suposição de independência

e a falta de um componente de reversão à média na dinâmica de volatilidade. Esta última

deficiência foi superada mais tarde quando Stein e Stein (1991) propuseram um modelo com

estrutura de reversão à média. Porém, o problema de independência ainda permaneceu, só mais

tarde quando os modelos de Heston (veja, Heston (1993)) e 3/2 (veja, por exemplo, Ahn e Gao

(1999)) foram propostos, esta dificuldade foi superada. Neste contexto, listamos na tabela 1.2

os modelos de volatilidade estocástica supracitados junto com os sistemas estocásticos que os

definem.

Modelos de volatilidade estocástica Sistema estocástico

Hull e White (1987)
dSt = µStdt+ VtStdW

(1)
t

dVt = γVtdt+ ε2VtdW
(2)
t

Stein e Stein (1991)
dSt = µStdt+ VtStdW

(1)
t

dVt = κ (θ − Vt) dt+ ε2dW
(2)
t

Heston (1993)
dSt = µStdt+

√
VtStdW

(1)
t

dVt = κ (θ − Vt) dt+ ε2
√
VtdW

(2)
t

Modelo 3/2
dSt = µStdt+

√
VtStdW

(1)
t

dVt = κ (θ − Vt) dt+ ε2 (Vt)
3
2 dW

(2)
t

Tabela 1.2: Modelos de volatilidade estocástica.

Na tabela anterior o processo S := {St : 0 ≤ t ≤ T} representa o preço do ativo no instante

t ∈ [0, T ], V := {Vt : 0 ≤ t ≤ T} representa a volatilidade do preço do ativo neste instante,{
W

(1)
t : 0 ≤ t ≤ T

}
e
{
W

(2)
t : 0 ≤ t ≤ T

}
são dois movimentos Brownianos possivelmente

correlacionados com coeficiente de correlação ρ ∈ [−1, 1]. Os parâmetros µ, κ, θ são constantes

pertencentes ao intervalo [0,∞) e ε é uma constante estritamente positiva.

Neste trabalho nós estudamos o processo de Cox-Ingersoll-Ross que foi originalmente

proposto por Cox et al. (1985) e é utilizado tanto como um modelo de taxa de juros quanto

como o processo de volatilidade no modelo de Heston. Diferente do modelo de Black-Scholes

(veja, Black e Scholes (1973)) cuja a EDE possui solução fechada e desta forma a simulação

via Monte de Carlo é facilmente obtida através da geração de números pseudo-aleatórios da

distribuição do processo estocástico resultante, a EDE que define o modelo de Cox-Ingersoll-

Ross não segue esta representação simples. Para este modelo podemos aproximar sua solução

via algum método numérico segunda uma certa discretização. Em Andersen et al. (2002),
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Andersen e Lund (1997), Bacinello (2000), Barone-Adesi e Sorwar (2002), Broadie e Kaya

(2006) e Gkamas (2001), por exemplo, os autores discretizam o processo de Cox-Ingersoll-Ross

via um método do tipo Euler-Maruyamma (veja, por exemplo, Kloeden e Platen (1992) e

Glasserman (2004)) sobre uma discretização determińıstica.

Uma das motivações para se estudar modelos como o de Cox-Ingersoll-Ross é que eles

possuem uma estrutura não linear, cujos coeficientes não satisfazem a condição global de

Lipschitz, impossibilitando o uso da análise de convergência de métodos numéricos para

EDEs convencional (veja, por exemplo, Kloeden e Platen (1992) e Milstein (1995)). O

estudo de convergência deste tipo de EDE, com ou sem a ordem de convergência, tem sido

estabelecido em diversos artigos, como por exemplo em Alfonsi (2005), Bossy e Diop (2004),

Deelstra e Delbaen (1998), Gyöngy e Rásonyi (2011), Higham e Mao (2005) e Bossy e Diop

(2004). Neste sentido, Higham e Mao (2005) apresentam um estudo onde mostram que um

método do tipo Euler-Maruyama sobre uma discretização determińıstica fornece aproximações

para o primeiro e o segundo momento do processo resultante da equação que define o modelo

de Cox-Ingersoll-Ross e ainda mostram a convergência forte de tal aproximação. Em Alfonsi

(2005) um ambiente de trabalho para analisar aproximações do processo de Cox-Ingersoll-Ross

é apresentado juntamente com um extenso estudo de simulação. No entanto, somente em

Bossy e Diop (2004) uma ordem de convergência não logaŕıtmica é obtida.

Assumindo a condição de Feller sobre os parâmetros do processo de Cox-Ingersoll-Ross,

Dereich et al. (2011) utilizam uma aproximação do tipo Euler-Maruyama baseada em uma

discretização determińıstica e mostram que a convergência da aproximação é de ordem 1/2, no

caso (
E
[

sup
0≤t≤T

∣∣Xt −X t

∣∣p]) 1
p

≤ Cp
√

log (∆)
√

∆

em que, X := {Xt : 0 ≤ t ≤ T} é um processo de Cox-Ingersoll-Ross, X :=
{
X t : 0 ≤ t ≤ T

}
é a aproximação do tipo Euler-Maruyama do processo X, Cp > 0 é uma constante e ∆ > 0

representa o comprimento dos incrementos da partição. Em Alfonsi (2013) o autor baseia-se

no trabalho de Dereich et al. (2011) e prova que a convergência ocorre com ordem 1, no caso

(
E
[

sup
0≤t≤T

∣∣Xt −X t

∣∣p]) 1
p

≤ Cp∆.

Inspirados pelo trabalho de Dereich et al. (2011) é que apresentamos nesta dissertação um

estudo de convergência de uma aproximação do tipo Euler-Maruyama do processo de Cox-

Ingersoll-Ross considerando a discretização aleatória proposta por Leão e Ohashi (2013) e

mostramos que a ordem de convergência é exponencial.

Mais precisamente, dada uma base estocástica (Ω,F ,F,P) e o movimento browniano

unidimensional W = {Wt : 0 ≤ t ≤ T} definimos para todo k ∈ N os tempos de parada T k0 = 0

3



1 Introdução

e

T kn := inf
{
T kn−1 < t <∞ :

∣∣∣Wt −WTkn−1

∣∣∣ = 2−k
}
, n ≥ 1. (1.1)

A partir do qual derivamos o processo de saltos Ak :=
{
Akt : 0 ≤ t ≤ T

}
tal que

Akt :=
∞∑
n=1

2−kηknI{Tkn≤t}, 0 ≤ t ≤ T, (1.2)

em que,

ηkn :=


1; se WTkn

−WTkn−1
= 2−k e T kn <∞;

−1; se WTkn
−WTkn−1

= −2−k e T kn <∞;

0; se T kn =∞.
(1.3)

Na sequência, nós utilizamos a transformação de Lamparti do processo de Cox-Ingersoll-

Ross, isto é, nós consideramos o processo Y := {Yt : 0 ≤ t ≤ T} tal que Yt =
√
Xt para todo

t ∈ [0, T ], que pela fórmula de Itô satisfaz

dYt =

(
α

Yt
+ βYt

)
dt+ γdWt, Y0 =

√
x0,

com

α :=

(
κθ

2
− ε2

8

)
, β := −κ

2
e γ :=

ε

2
.

Consideramos então, a partição T gerada por todos os tempos de parada definidos em (1.1)

e definimos a aproximação do tipo Euler-Maruyama para o processo Y da seguinte forma:

Y k
Tkn+1

:= Y k
Tkn

+

(
α

Y k
Tkn+1

+ βY k
Tkn+1

)
∆T kn+1 + γ∆AkTkn+1

, ∀ T kn ∈ T e n ≥ 0, (1.4)

em que, ∆T kn+1 := T kn+1 − T kn , ∆ATkn+1
:= ATkn+1

− ATkn e Y k
0 =
√
x0.

Assim, a aproximação do tipo Euler-Maruyama Xk para o processo X de Cox-Ingersoll-Ross

é dada por

Xk
Tkn

=
(
Y k
Tkn

)2

, ∀ T kn ∈ T .

A partir da qual consideramos a função

Xk
t :=

∞∑
n=0

Xk
Tkn
I[Tkn ,Tkn+1[

(t), ∀t ∈ [0, T ],

que torna Xk um processo de saltos. E então estabelecemos o seguinte teorema:

4



Teorema: Seja 2κθ > ε2 e T < ∞. Então, para todo 1 ≤ p ≤ 2κθ

ε2
existe uma constante

Cp > 0 tal qe

E

[
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p] ≤ Cp2
−pk.

E assim,

P

[
lim
k→∞

(
sup
Tkn∈T

∣∣∣Xk
Tkn
−XTkn

∣∣∣p) = 0

]
= 1.

Nós apresentamos também um algoritmo totalmente baseado nos incrementos de tempos

de parada
{
T kn+1 − T kn

}
para simular a aproximação Xk do processo X e utilizamos técnicas

de simulação Monte Carlo para calcular um estimador µ̂t para µt := E (Xt) e avaliamos que o

v́ıcio |µ̂t − µt| é menor que 2−k o que concorda com o teorema supracitado.

Esta dissertação esta organizada da seguinte forma. No caṕıtulo 2 apresentamos uma revisão

de cálculo estocástico e algumas definições necessárias para a compreensão do texto. No caṕıtulo

3 definimos o processo de Cox-Ingersoll-Ross e exibimos algumas de suas propriedades. No

caṕıtulo 4 usamos uma abordagem do tipo Euler-Maruyama para aproximar o processo de

Cox-Ingersoll-Ross baseado em um método de discretização aleatório e por fim mostramos que

este método numérico converge a uma taxa de ordem exponencial. No caṕıtulo 5 apresentamos

um estudo de simulação em que, utilizamos técnicas de simulação Monte Carlo para estudar os

momentos teóricos via resultados numéricos. Por fim, no caṕıtulo 6 apresentamos uma conclusão

a respeito do trabalho desenvolvido nesta dissertação e as intenções de pesquisa futura.
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Caṕıtulo

2

Preliminares

A primeira EDE que surgiu na literatura buscava explicar o movimento irregular de pequenas

part́ıculas imersas numa solução, observado pioneiramente em 1823 pelo botânico inglês Robert

Brown, ele notou que as part́ıculas em suspensão numa solução adquiriam uma espécie de

movimento aleatório que posteriormente ficou conhecido como movimento Browniano. Einstein

em sua tese de doutorado propõem uma explicação matemática para esta dinâmica e em

1930 surge uma modelagem via EDE que trata-se do modelo de Ornstein-Uhlenbeck para o

movimento browniano (veja, Uhlenbeck e Ornstein (1930)). Neste caṕıtulo, apresentamos um

definição teórica para o movimento browniano em seguida introduzimos a teoria de equações

diferenciais estocástica, onde formalizamos o conceito de integral estocástica.

2.1 Definições

Sejam (Ω,F ,P) um espaço de probabilidade qualquer e [0, T ] um intervalo real finito. Um

processo estocástico é uma função mensurável X (t, ω) definida no espaço produto [0, T ]×Ω em

que, para cada t ∈ [0, T ] a função X (t, ·) é uma variável aleatória e para cada ω ∈ Ω, X (·, ω) é

uma função mensurável denominada caminho aleatório. Buscando simplificar a notação iremos

denotar a variável aleatória X(t, ·) simplesmente por Xt reduzindo também a forma com a

qual indicaremos o processo estocástico {X(t, ω) : t ∈ [0, T ] e ω ∈ Ω} que será escrito como

{Xt : t ∈ [0, T ]}.
Apresentamos a seguir as definições de filtragem e de processo adaptado à filtragem

que são fundamentais para o compreensão desta dissertação.

Definição 2.1.1 Uma filtragem definida em [0, T ] é uma famı́lia crescente F :=

{Ft : 0 ≤ t ≤ T} de σ−álgebras, isto é, Fs ⊂ Ft para 0 ≤ s < t ≤ T .

7



2 Preliminares

Definição 2.1.2 Uma base estocástica (Ω,F ,F,P) é dita satisfazer as condições usuais se

(i) F0 contém todos os conjuntos P− nulos de F ;

(ii) Ft =
⋂
u>tFu, ∀t ∈ [0, T ], isto é F é cont́ınua a direita.

Neste trabalho assumimos que as condições usuais são sempre satisfeitas e que todo processo

estocástico é adaptado à filtragem.

Definição 2.1.3 Um processo estocástico {Xt : 0 ≤ t ≤ T} é dito ser adaptado a filtragem

F := {Ft : 0 ≤ t ≤ T} se para cada t ∈ [0, T ], a variável aleatória Xt é Ft-mensurável.

No decorrer deste trabalho nos deparamos também com o conceito de tempo de parada cuja

definição é dada a seguir:

Definição 2.1.4 A variável aleatória τ : Ω → [0, T ] é denominada tempo de parada com

respeito a filtragem F := {Ft : 0 ≤ t ≤ T} se {ω : τ(ω) ≤ t} ∈ Ft para todo t ∈ [0, T ].

Observamos que podemos substituir na definição T por ∞. Intuitivamente falando, nós

podemos pensar em τ como o tempo que se para de jogar um jogo. A condição para τ ser um

tempo de parada significa que a decisão de parar de jogar o jogo antes ou no tempo t deve ser

determinada pela informação fornecida por Ft.
O espaço vetorial sobre o qual definimos a integral estocástica é um espaço de Hilbert,

é neste sentido que expomos na próxima seção uma revisão deste conceito. Apresentamos,

também, algumas desigualdades que serão úteis para as demonstrações dos resultados que serão

estabelecidos no caṕıtulo 4.

2.2 Espaço de Hilbert

Definição 2.2.1 Dado um espaço vetorial H sobre um corpo K, uma aplicação

〈·, ·〉 : H ×H → K

diz-se um produto interno se para cada x, y, z ∈ H e cada λ ∈ K se tem

(i) 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉;

(ii) 〈λx, z〉 = λ〈x, z〉;

(iii) 〈x, y〉 = 〈y, x〉;

(iv) 〈x, x〉 ≥ 0;

(v) 〈x, x〉 = 0⇔ x = 0.
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Aqui, 〈y, x〉 designa o conjugado de 〈y, x〉.
Um espaço vetorial com produto interno diz-se um espaço com produto interno. E a

partir deste podemos definir um espaço normado, que trata-se de um par (H, ‖ · ‖) em que

H é um espaço vetorial e ‖ · ‖ é uma norma em H.

Definição 2.2.2 Seja H um espaço vetorial sobre K. Uma norma H é uma aplicação que a

cada vetor x ∈ H faz corresponder um número real ‖x‖ com as seguintes propriedades:

(i) ‖x‖ = 0⇔ x = 0;

(ii) ‖λx‖ = |λ|‖x‖, para cada x ∈ H e para cada λ ∈ K;

(iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖para cada x, y ∈ H.

Exemplo 2.2.1 Em R ou em C o valor absoluto | · | é um norma, ou seja, (R, | · |) e (C, | · |)
são espaços normados.

Exemplo 2.2.2 Em Rn e Cn podemos definir as seguintes normas:

‖x‖p =

{
(
∑n

i=1 |xi|p)
1
p , se 1 ≤ p <∞,

sup1≤i≤n |xi|, se p =∞.

Estes espaços generalizam os do exemplo 2.2.1. Usa-se `np para denotar o espaço normado

(Kn, ‖ · ‖p). Observamos que quando tomamos n =∞, o espaço `∞p continua sendo um espaço

normado.

Exemplo 2.2.3 Em C[a, b], espaço das funções cont́ınuas definidas no intervalo [a, b], podemos

definir a seguinte norma:

‖x‖p =


(∫ b

a
|x(t)|pdt

) 1
p
, se 1 ≤ p <∞,

supa≤t≤b |x(t)|, se p =∞.

Dado um espaço normado (H, ‖ · ‖) podemos definir um espaço métrico, isto é, um espaço

H que está munido com uma métrica

Definição 2.2.3 Dado o espaço normado (H, ‖ · ‖), definimos a métrica d como sendo a

função

d : H ×H → R

(x, y) 7→ d(x, y) := ‖x− y‖

tal que

9
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(i) d(x, y) = 0⇔ x = y;

(ii) d(x, y) = d(y, x);

(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) para quaisquer x, y, z ∈ H.

O conceito de isometria entre espaços métricos é fundamental para a discussão sobre integral

estocástica que é realizada na seção 2.4. Neste contexto apresentamos a seguinte definição:

Definição 2.2.4 Sejam (H1, d1) e (H2, d2) dois espaços métricos e f : H1 → H2 uma aplicação

entre espaços métricos. Dizemos que f é uma isometria se

d2 (f(x), f(y)) = d1(x, y)

quaisquer que sejam x, y ∈ H1.

Os espaço com produto interno cujas sequências de Cauchy (veja, por exemplo, Lima

(1970)) são convergente em relação à métrica induzida pelo produto interno designam-se

espaços de Hilbert. Neste contexto, estabelecemos na proposição seguinte as desigualdade

de Young, Hölder e Minkowski, cuja demonstração pode ser encontrada em Kreyszig (1989).

Proposição 2.2.1 Dado p ∈ (1,∞) escolha-se q ∈ (1,∞) tal que 1
p

+ 1
q

= 1. E estabelecemos:

(i) Desigualdade de Young: ab ≤ ap

p
+
bq

q
, ∀a, b ≥ 0;

(ii) Desigualdade de Hölder ‖xy‖ ≤ ‖x‖p‖y‖q, x, y ∈ Rn;

(iii) Desigualdade de Minkowski: ‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p, x, y ∈ Rn,

em que ‖ · ‖p é como foi definido em 2.2.2 e 2.2.3.

2.3 Movimento Browniano

Os resultados obtidos com este trabalho tem principalmente influência na área financeira e

durante o decorrer desta obra o leitor se deparará com muitas entidades definidas via processos

estocásticos que são dados em função do movimento browniano, neste sentido, decidimos

por definir este processo que assume um papel importante na estruturação de nossa teoria.

Assumiremos no decorrer deste caṕıtulo que toda atividade econômica ocorre em um intervalo

finito I = [0, T ].

Definição 2.3.1 Um processo estocástico {W (t, ω) : 0 ≤ t ≤ T} é chamado movimento

browniano se satisfaz as seguintes condições:
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1. P {ω : W (0, ω) = 0} = 1.

2. Para qualquer 0 ≤ s ≤ t, a variável aleatória Wt−Ws tem distribuição normal com média

0 e variância t− s.

3. W (t, ω) tem incrementos independentes, isto é, para qualquer 0 < t1 < t2 < · · · < tn, as

variáveis aleatórias Wt1, Wt2 −Wt1, · · · , Wtn −Wtn−1, são independentes.

4. Os caminhos aleatórios do processo W (t, ω) são cont́ınuos quase certamente.

Em Lévy (1948), o autor usa o método de interpolação para construir o movimento

Browniano. Neste sentido, nós apresentamos a seguir um esboço desta construção. Para mais

detalhes, sugerimos a leitura de Hida (1980).

Seja φ := {φn : n ≥ 1} uma sequência de variáveis aleatórias independentes com média 0 e

variância 1. Defina a sequência X := {Xn(t) : n ≥ 1} de processos estocásticos para t ∈ [0, 1]

de forma que:

X1(t) =

{
0, se t = 0;

φ1, se t = 1,

e utilize interpolação linear para obter X1(t) para os outros valor de t ∈ [0, T ]. De X1(t), defina

X2(t) =

 X1(t), se t = 0 ou t = 1;

X1(t) +
1

2
φ2, se t =

1

2
,

e novamente utilize interpolação linear para obter X2(t) para os outros valores de t ∈ [0, T ].

Note que X2(t) mantem o valor de X1(t) para t = 0. Já quando t = 1
2

nós utilizamos φ2 e X1(t)

para definir X2(t) e então obtemos que a variância de X2(t) é 1
2

o que concorda com a variância

de um movimento browniano no ponto t = 1
2
. Usando indução podemos definir Xn+1(t) em

função de Xn(t) da seguinte forma:

Xn+1(t) =


Xn(t), se t =

k

2n
, k = 0, 2, . . . , 2n;

Xn(t) +

(
1

2

)n+1
2

φ2n−1+ k+1
2
, se t =

k

2n
, k = 1, 3, . . . , 2n − 1,

e utilizamos a interpolação linear para obter os valores de Xn+1(t) para outros valores de t.

Seja D o conjunto dos números racionais diádicos, assim para cada t ∈ D segue da definição

de Xn(t) que existe um número N = N(t, ω) tal que Xn(t) = XN(t) para todo n ≥ N . Então

para cada t ∈ D, o seguinte limite existe

lim
n→∞

Xn(t) = X(t).
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Hida (1980) demonstra que as propriedades de 1 à 4 da definição 2.3.1 são satisfeitas para

o processo X(t). Portanto este processo é um movimento Browniano.

Mostrada a existência de um movimento browniano podemos estabelecer algumas

propriedades simples que seguem direto da definição. Por exemplo, para um movimento

browniano {Wt : 0 ≤ t ≤ T} fixo seguem as seguintes proposições:

Proposição 2.3.1 Para qualquer 0 ≤ t ≤ T , Wt é uma variável aleatória com distribuição

normal com médio 0 e variância t. Para qualquer 0 ≤ s, t ≤ T nós temos E [WtWs] = min {s, t}.

Demonstração:

Pela condição (1) nós temos que Wt = Wt−W0 e então pela condição (2) concluimos que Wt

tem distribuição normal com média 0 e variância t. Agora, assuma sem perda de generalidade

que s < t assim,

E [WtWs] = E
[
Ws (Wt −Ws) +W 2

s

]
= E [Ws]E (Wt −Ws) + E

(
W 2
s

)
= s.

Proposição 2.3.2 Para 0 ≤ t0 ≤ T e λ > 0 fixos, os processos estocásticos W̃ 1
t := Wt+t0−Wt0

e W̃ 2
t = W (λt)/

√
λ são também movimentos brownianos.

A demonstração desta proposição é uma simples verificação das condições enunciadas na

Definição 2.3.1 (veja, por exemplo, Kuo (2006) para detalhes).

O Movimento Browniano não é diferenciável em nenhum ponto de sua trajetória (veja,

Mörters e Peres (2010)) isso porque as trajetórias não são suficientemente suaves para que as

derivadas à esquerda e à direita em determinado ponto sejam iguais e além disso este processo é

de variação ilimitada, isto é, para P = {0 = t0, t1, · · · , tn = T} uma partição do intervalo [0, T ]

verifica-se que

lim
‖∆t‖→0

n∑
i=1

(
Wti −Wti−1

)2
= T,

em que, ‖∆t‖ := supi (ti − ti−1) com i ∈ {1, 2, · · · , n} (veja, Kuo (2006)). Estas duas

razões fazem com que os métodos clássicos de integração não sejam aplicáveis às trajetórias

do movimento browniano. Precisamos, então, dar sentido à integrais da forma∫ T

0

f(t)dWt, (2.1)

em que f é uma função determińıstica ou uma trajetória de um processo estocástico. A

formalização desta integral foi realizada pelo matemático Kyoshi Itô. A seguir, apresentamos

uma construção para este tipo de integral baseada no trabalho de Øksendal (2003).
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2.4 Integral Estocástica

Primeiramente, suponha que estamos interessados em modelar o preço de um ativo financeiro

representado pelo processo estocástico {St : 0 ≤ t ≤ T}. Suponha ainda que a dinâmica deste

processo possa ser modelada através de uma equação que soma um termo determińıstico a um

fator aleatório

dSt
dt

= b(t, St) + σ(t, St)αt (2.2)

em que b e σ são funções dadas e αt representa o termo aleatório. Podemos reescrever (2.2) da

seguinte forma

dSt = b(t, St)dt+ σ(t, St)αtdt (2.3)

= b(t, St)dt+ σ(t, St)dWt, (2.4)

em que, {Wt : 0 ≤ t ≤ T} é um processo estocástico tal que dWt = αtdt. Denominamos

a equação (2.4) de equação diferencial estocástica. Nós consideraremos um modelo de

mercado browniano então utilizaremos o processo {Wt : 0 ≤ t ≤ T} como sendo um movimento

browniano.

Considere a seguinte partição P = {t0, t1, ..., tn} ⊂ [0, T ] de modo que 0 = t0 < t1 < ... <

tn = T . O intervalo [ti−1, ti] de comprimento ti − ti−1 será chamado de i-ésimo intervalo da

partição P . Evidentemente,
∑n

i=1 (ti − ti−1) = T . Considere a versão discretizada de (2.4):

∆Stk = b(tk, Stk)∆tk + σ(tk, Stk)∆Wtk

⇒ Stk − Stk−1
= b(tk, Stk)∆tk + σ(tk, Stk)∆Wtk ,

em que, ∆tk := tk − tk−1 e ∆Wtk := Wtk −Wtk−1
. Logo, pela recursividade obtemos

Stn = S0 +
n∑
k=1

b(tk, Stk)∆tk +
n∑
k=1

σ(tk, Stk)∆Wtk . (2.5)

Observe que se aplicarmos o limite na equação acima com ∆tj → 0, seria natural utilizar a

definição usual de integral para reescrever (2.5) como uma equação dada por integrais, porém

não sabemos se o limite do lado direito aplicado à (2.5) realmente existe. Caso esse limite

exista, obteŕıamos:

ST = S0 +

∫ T

0

b(u, Su)du+ “

∫ T

0

σ(u, Su)dWu”. (2.6)

Note que precisamos tomar cuidado com a passagem de (2.5) para (2.6), primeiro porque
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ainda não conseguimos garantir a existência do limite e segundo porque a integral

“

∫ T

0

σ(u, Su)dWu”, (2.7)

em que, Wt é o movimento browniano unidimensional, ainda não faz sentido. Para dar sentido

à (2.7), vamos considerar a seguinte definição.

Definição 2.4.1 Um processo estocástico f : [0, T ] × Ω → R é dito simples se for constante

por partes na variável t, isto é, se existir uma partição 0 = t0 < t1 < ... < tn = T do intervalo

[0, T ] tal que

f(t, ω) :=
n∑
i=1

f (ti−1, ω) I[ti−1,ti)(t), (2.8)

em que I(·) denota a função caracteŕıstica do intervalo [ti−1, ti) ⊂ [0, T ] e n ∈ N.

Para definir a integral

“

∫ T

0

f(u, ω)dWu”, (2.9)

vamos considerar primeiramente f como sendo um processo estocástico simples definido em

[0, T ] como na equação (2.8).

É natural definirmos,∫ T

0

f(t, ω)dWt :=
n∑
j=1

f(tj−1, ω)
(
Wtj −Wtj−1

)
. (2.10)

O próximo exemplo que pode ser encontrado em Øksendal (2003) indica a dificuldade que

surge quando tentamos estender esta definição para processos mais gerais. Esta dificuldade está

relacionada com o fato das trajetórias do movimento browniano terem variação ilimitada.

Dado um movimento Browniano {Wt : 0 ≤ t ≤ T} e um intervalo [0, T ] consideremos, para

cada n ∈ N, os seguintes processos simples:

ϕn(t) =
m−1∑
i=0

W i
2n
I[ i

2n
, i+1
2n )(t) +W m

2n
I[ m2n ,T ](t) se

m

2n
≤ T ≤ m+ 1

2n
;

ψn(t) =
m−1∑
i=0

W i+1
2n
I[ i

2n
, i+1
2n )(t) +WT I[ m2n ,T ](t) se

m

2n
≤ T ≤ m+ 1

2n
.
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Então, de acordo com (2.10), temos:

E
(∫ T

0

ϕn(t)dWt

)
=

m−1∑
i=0

E
[
W i

2n

(
W i+1

2n
−W i

2n

)]
+ E

[
W m

2n

(
WT −W m

2n

)]
=

m−1∑
i=0

E
(
W i

2n

)
E
(
W i+1

2n
−W i

2n

)
+ E

(
W m

2n

)
E
(
WT −W m

2n

)
= 0

pela independência dos incrementos do movimento browniano, os quais tem média zero. Por

outro lado,

E
(∫ T

0

ψn(t)dWt

)
=

m−1∑
i=0

E
[
W i+1

2n

(
W i+1

2n
−W i

2n

)]
+ E

[
WT

(
WT −W m

2n

)]
=

m−1∑
i=0

[
E
(
W 2

i+1
2n

)
− E

(
W i+1

2n
W i

2n

)]
− E

(
WTW m

2n

)
+ E

(
W 2
T

)
=

m−1∑
i=0

[
i+ 1

2n
− i

2n

]
+ T − m

2n

= T

onde usamos a Proposição 2.1 e notamos que o somatório é telescópico (veja a definição, por

exemplo, em Lima (1970)).

Podemos perceber com esse exemplo que, embora os processos simples ϕn e ψn aparentem

ambos serem boas aproximações para o processo {Wt : 0 ≤ t ≤ T}, suas integrais de acordo

com (2.10) não são próximas entre si, não importando quão grande n seja escolhido. Com

isso, podemos perceber que é razoável aproximar uma dada f(t, ω) considerando-se processos

simples
∑n

j=1 f(t∗j−1, ω)I[tj−1,tj)(t) onde Pn = {0 = t0 < ... < tn = T} é uma partição de [0, T ] e

t∗j−1 ∈ [tj−1, tj) e então podemos definir
∫ T

0
f(t, ω)dWt como um limite (num certo sentido) das

integrais destes processos simples quando a norma da partição ‖∆t‖ := sup
(
tnj − tnj−1

)
tende à

zero. Porém, com o exemplo supracitado, podemos observar que este limite vai depender dos

pontos t∗j ’s escolhidos.

Logo, diferentemente do que ocorre com a Integral de Riemann, os pontos t∗j influenciam no

valor da integral. Se tomarmos

1. t∗j = tj (o primeiro ponto do intervalo) teremos a integral de Itô, denotada por

∫ T

0

f(t, ω)dWt,
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2. t∗j =
tj + tj+1

2
(o ponto médio do intervalo) teremos a integral de Stratonovich, denotada

por ∫ T

0

f(t, ω) ◦ dWt.

Nesta dissertação nos depararemos apenas com a integral de Itô e nos preocuparemos, então,

em discutir para qual classe de processos estocásticos iremos definir esta integral estocástica.

Aqui, assumimos que f(tj, ω) depende apenas do comportamento do movimento browniano até

o tempo tj, na verdade f(tj, ω) poderá depender também de outras informações, mas não do

comportamento futuro do movimento browniano. Esta idéia intuitiva é formalizada em termos

de σ-álgebras.

Dado o movimento browniano {Wt : 0 ≤ t ≤ T} definido em um espaço de probabilidade

(Ω,F ,P) consideremos uma filtragem F := {Ft : 0 ≤ t ≤ T} do espaço (Ω,F ,P) tal que

(i) σ(Ws, 0 ≤ s < t) ⊂ Ft, ∀t > 0,

(ii) σ(Wt+λ −Wt, λ ≥ 0) é independente de Ft ∀t > 0.

Com isso, podemos definir a classe Lp ([0, T ]× Ω) e em seguida apresentaremos a definição

formal da Integral de Itô.

Definição 2.4.2 Sejam o intervalo [0, T ] com T > 0 e um espaço de probabilidade (Ω,F ,P),

em que é definido o movimento browniano {Wt : 0 ≤ t ≤ T} e uma filtração {Ft : 0 ≤ t ≤ T}
satisfazendo (i) e (ii), definimos Lp ([0, T ]× Ω) como a classe dos processos estocásticos f(t, ω)

que satisfazem

(i) {f(t, ω) : t ∈ [0, T ]} é um processo mensurável, isto é, a função (t, ω) 7→ f(t, ω) é B(R)×
F-mensurável, em que B(R) denota a σ-álgebra de Borel do intervalo [0, T ];

(ii) {f(t, ω) : t ∈ [0, T ]} é adaptado à filtragem {Ft : 0 ≤ t ≤ T}, ou seja, para cada t ∈ [0, T ],

a variável aleatória f(t, ·) é Ft-mensurável;

(iii) E
(∫ T

0
| f(t, ω) |p dt

)
<∞.

Concluimos assim que a classe L2 ([0, T ]× Ω) é um espaço de Hilbert com relação ao produto

interno definido no item (iii).

Definição 2.4.3 Chamaremos de elementares todos os processos simples de L2 ([0, T ]× Ω).

Definição 2.4.4 Seja f um processo elementar então a integral de Itô de f é definida pela

equação (2.10).

O Lema abaixo apresenta as principais propriedades relacionadas com a Integral de Itô para

processos elementares:
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Lema 2.4.1 Sejam ϕ e ψ processos elementares, a e b números reais, então:∫ T

0

aϕ(t) + bψ(t)dWt = a

∫ T

0

ϕ(t)dWt + b

∫ T

0

ψ(t)dWt; (2.11)

E
(∫ T

0

ψ(t)dWt

)
= 0; (2.12)

E

[(∫ T

0

ϕ(t)dWt

)2
]

= E
(∫ T

0

ϕ2(t)dt

)
. (2.13)

Observe que a propriedade (2.11) é análoga a propriedade operacional da Integral de

Riemann, além disso, ela garante que as Integrais de Itô geram um espaço vetorial. A igualdade

(2.13) é chamada de Isometria de Itô, e é uma propriedade fundamental para a extensão do

conceito de Integral de Itô para toda a classe L2 ([0, T ]× Ω). A descrição teórica dessa extensão

pode ser vista em Øksendal (2003) ou em Kuo (2006), mas é importante destacarmos três

pontos principais: o lema que permite realizar a extensão; a definição da Integral de Itô em

processo estocásticos mais gerais e o comportamento das propriedades da Integral de Itô nesses

tipos de processos.

Lema 2.4.2 Seja {Xt : 0 ≤ t ≤ T} um processo estocástico em L2 ([0, T ]× Ω). Então existe

uma sequência {ϕn}∞n=1 de processos elementares tais que

lim
n→∞

E
(∫ T

0

| Xt − ϕn(t) |2 dt
)

= 0.

Definição 2.4.5 Seja {Xt : 0 ≤ t ≤ T} um processo estocástico em L2 ([0, T ]× Ω). Fixemos

uma sequência {ϕn}∞n=1 de processos elementares tal que

lim
n→∞

E
(∫ T

0

| Xt − ϕn(t) |2 dt
)

= 0.

e definimos ∫ T

0

XtdWt := lim
n→∞

∫ T

0

ϕn(t)dWt

como um limite em L2(Ω).

Teorema 2.4.1 Sejam {Xt : 0 ≤ t ≤ T} e {Yt : 0 ≤ t ≤ T} processos estocásticos em

L2 ([0, T ]× Ω), a e b números reais, então:∫ T

0

(aXt + bYt) dWt = a

∫ T

0

XtdWt + b

∫ T

0

YtdWt; (2.14)
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E
(∫ T

0

XtdWt

)
= 0; (2.15)

E

[(∫ T

0

XtdWt

)2
]

= E
(∫ T

0

X2
t dt

)
. (2.16)

E
[(∫ T

0

XtYtdWt

)]
= E

(∫ T

0

XtYtdt

)
. (2.17)

A demonstração dos lemas e dos teoremas apresentados nesta seção são facilmente

encontrados na literatura (veja, por exemplo, Kuo (2006), Protter (2004) ou Øksendal (2003))

e desta forma decidimos por não expô-las neste texto.

Portanto, fornecemos um sentido para a integral estocástica (2.9) e consequentemente para a

EDE (2.4). As soluções de equações como (2.4) são em geral desconhecidas, então necessitamos

de métodos numéricos para encontrar aproximações razoáveis para elas. Estes métodos simulam

as trajetórias de St(ω) e são baseados em discretizações intervalares.

A análise de convergência tradicional para métodos numéricos para EDEs assume que os

coeficientes que compõem a equação (2.4) satisfazem a condição global de Lipschitz, isto é

‖b(x)− b(y)‖+ ‖σ(x)− σ(y)‖ ≤ L |x− y| , x, y ∈ R.

No entanto, os coeficientes de algumas EDEs não satisfazem esta condição, o que dificulta

a análise de convergência de EDEs desta natureza. O processo de Cox-Ingersoll-Ross, por

exemplo, é definido por uma EDE de caráter não linear que não satisfaz a condição global de

Lipchtiz. Neste sentido é que nos motivamos em estudá-la nesta dissertação.

Um importante resultado que nos permite estudar a solução de EDEs, é a Fórmula de Itô

(veja por exemplo Protter (2004)), que é o análogo estocástico da regra da cadeia convencional

do cálculo de Leibniz-Newton.

Teorema 2.4.2 Seja X um processo de Itô, isto é

Xt = X0 +

∫ t

0

f(s)dWs +

∫ t

0

g(s)ds, 0 ≤ t ≤ T, (2.18)

em que, X0 é F0−mensurável, f ∈ L2 ([0, T ]× Ω) e g ∈ L1 ([0, T ]× Ω). Suponha que F seja

uma função cont́ınua com derivadas parciais ∂F
∂t
, ∂F
∂x

e ∂2 F
∂x2

cont́ınuas. Então F (t,Xt) é também

um processo de Itô e

F (Xt)− F (X0) =

∫ t

0

∂F (Xu)

∂u
du+

∫ t

0

∂F (Xu)

∂Xu

dXu +
1

2

∫ t

0

∂2F (Xu)

∂X2
u

d [X,X]u , (2.19)

em que [·, ·] denota a variação quadrática do processo (veja definição em Protter (2004)).
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2.4 Integral Estocástica

O modelo de Black-Scholes é um modelo para a precificação de opções e foi proposto

independentemente por Black Scholes e Merton. Este modelo é dado via uma equação diferencial

estocástica e possui solução anaĺıtica que é facilmente determinada pela Fórmula de Itô, cuja

demonstração é realizada no exemplo a seguir.

Exemplo 2.4.1 Para uma base estocástica (Ω,F ,F,P) e [0, T ] um intervalo finito fixo nós

definimos o modelo de Black-Scholes através da seguinte equação diferencial estocástica

dSt = µStdt+ σStdWt, (2.20)

em que S := {St : 0 ≤ t ≤ T} é um processo estocástico que representa o preço descontado de

um ativo, W := {Wt : 0 ≤ t ≤ T} é um movimento Browniano, µ representa o retorno esperado

do preço descontado, σ representa a volatilidade do ativo e assumimos que s0 é uma constante

positiva que expressa a condição inicial de S. Vamos mostrar que

St = s0 exp

{(
µ− 1

2
σ2

)
t+ σWt

}
, (2.21)

para todo t ∈ [0, T ].

Podemos reescrever a equação (2.20) como sendo um processo de Itô

St = s0 + µ

∫ t

0

Sudu+ σ

∫ t

0

SudWu, 0 ≤ t ≤ T, (2.22)

em que, {St : t ≥ 0} é um processo estocástico adapatado à filtragem F tal que

E
(∫ T

0

| St |2 dt
)
<∞

.

Então, consideramos o movimento Browniano geométrico

St = F (Yt) = s0 exp {Yt} , (2.23)

e utilizando a equação (2.19) para o processo {Yt : 0 ≤ t ≤ T} tal que Yt =

(
µ− 1

2
σ2

)
t+σWt

temos que

F (Yt) = F (Y0) +

(
µ− 1

2
σ2 +

1

2
σ2

)∫ t

0

s0 exp {Yu} du+ σ

∫ t

0

s0 exp {Yu} dWu,
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o que implica em

St = s0 + µ

∫ t

0

Sudu+ σ

∫ t

0

SudWu.

Portanto, a solução da equação (2.20) é dado pelo movimento browniano geométrico (2.23).

Agora, utilizamos a teoria exposta neste caṕıtulo para realizarmos o estudo numérico a

respeito do processo de Cox-Ingersoll-Ross.
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Caṕıtulo

3

Processo de Cox-Ingersoll-Ross

No decorrer desta dissertação assumimos estar em um modelo de mercado Browniano a

tempo finito 0 < T < ∞ equipado com a base estocástica (Ω,F,F ,P) gerada pelo movimento

Browniano unidimensional W := {Wt : 0 ≤ t ≤ T} com instante inicial t = 0, em que Ω :=

C (R+,R) := {f : R+ → R cont́ınuas : f(0) = 0}, F é a σ−álgebra completa de Borel, P é a

medida de Wiener em Ω e F := {Ft : 0 ≤ t ≤ T} é o P−completamento da filtragem natural

gerada por W .

O processo de Cox-Ingersoll-Ross foi originalmente proposto por John C. Cox, Jonathan E.

Ingersoll e Stephen A. Ross em 1985 e é amplamente utilizado em modelagem financeira, por

exemplo, para descrever a evolução de taxas de juros ou como o processo de volatilidade do

modelo de Heston. Neste caṕıtulo, apresentamos o processo de Cox-Ingersoll-Ross e exibimos

algumas de suas propriedades.

3.1 O processo e suas propriedades

Dadas as constantes κ > 0, θ ≥ 0 e ε > 0, o processo de Cox-Ingersoll-Ross X :=

{Xt : 0 ≤ t ≤ T} é definido através da seguinte dinâmica estocástica

dXt = κ (θ −Xt) dt+ ε
√
XtdWt, X0 = x0 (3.1)

em que W := {Wt : 0 ≤ t ≤ T} é um movimento Browniano unidimensional e x0 é uma

constante estritamente positiva.

Nesta dissertação, nós focamos em um ambiente de trabalho no qual

P (Xt > 0 para 0 ≤ t ≤ T ) = 1,
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3 Processo de Cox-Ingersoll-Ross

uma suposição frequentemente utilizada quando estamos interessados em modelar a evolução

de taxas de juros. Pelo teste de Feller esta afirmação é verdadeira se, e somente se, 2κθ > ε2

(veja o Caṕıtulo 5 de Shreve e Karatzas (1991)).

A equação (3.1) não possui solução fechada, porém é conhecido que esta equação admite uma

única solução forte não negativa (veja, por exemplo o Caṕıtulo 5 de Shreve e Karatzas (1991)).

O primeiro e o segundo momento do processo X também pode ser calculado explicitamente.

Neste sentido,a equação (3.1) pode ser vista como um processo de Itô

Xt = x0 + κ

∫ t

0

(θ −Xu) du+ ε

∫ t

0

√
XudWu,

e consideramos a função F (Xt, t) := eκtXt para todo 0 ≤ t ≤ T . Note que

∂F (Xt, t)

∂t
= κeκtXt,

∂F (Xt, t)

∂Xt

= eκt e
∂2F (Xt, t)

∂X2
t

= 0,

são funções cont́ınuas então podemos aplicar a fórmula de Itô. Assim,

F (Xt, t)− F (X0, 0) =

∫ t

0

∂F (Xu, u)

∂u
du+

∫ t

0

∂F (Xu, u)

∂Xu

dXu +
1

2

∫ t

0

∂2F (Xu, u)

∂X2
u

d [X,X]u

= κ

∫ t

0

eκuXudu+ κθ

∫ t

0

eκudu− κ
∫ t

0

eκuXudu+ ε

∫ t

0

eκu
√
XudWu

= κθ

∫ t

0

eκudu+ ε

∫ t

0

eκu
√
XudWu

= θeκt − θ + ε

∫ t

0

eκu
√
XudWu.

Portanto,

Xt = θ + (x0 − θ) e−κt + εe−κt
∫ t

0

eκu
√
XudWu.

Tomando o valor esperado e utilizando a propriedade 2.15 nós conclúımos que

E (Xt) = θ + (x0 − θ) e−κt.

Para o cálculo do segundo momento, vamos considerar St := F (Xt) para todo 0 ≤ t ≤ T .

Assim,

dSt = κθeκtdt+ εe
κt
2

√
StdWt.
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3.1 O processo e suas propriedades

Como a função G (St) = S2
t é tal que

dG (St)

dSt
= 2St e

d2G (St)

dS2
t

= 2,

são funções cont́ınuas, podemos novamente aplicar a fórmula de Itô. Logo,

G (St)−G (S0) =

∫ t

0

dG (Su)

dSu
dSu +

1

2

∫ t

0

d2G (Su)

dS2
u

d [S, S]u

=

∫ t

0

2SudSu +

∫ t

0

d [S, S]u

= 2κθ

∫ t

0

eκuSudu+ 2ε

∫ t

0

e
κu
2 (Su)

3
2 dWu + ε2

∫ t

0

eκuSudu

=
(
2κθ + ε2

) ∫ t

0

eκuSudu+ 2ε

∫ t

0

e
κu
2 (Su)

3
2 dWu.

Portanto,

X2
t = e−2κtx2

0 +
(
2κθ + ε2

)
e−2κt

∫ t

0

e2κuXudu+ 2εe−2κt

∫ t

0

e2κu (Xu)
3
2 dWu.

Tomando o valor esperado e utilizando a propriedade 2.15 nós temos que

E
[
(Xt)

2] = e−2κt

[
x2

0 − θ2 − ε2θ

2κ
− 2θ (x0 − θ)−

ε2 (x0 − θ)
κ

]
+

(2κθ + ε2) θ

2κ
+
(
2κθ + ε2

) (x0 − θ)
κ

e−κt.

Como V ar (Xt) = E (X2
t ) − E2 (Xt) nós conclúımos que a variância do processo de Cox-

Ingersoll-Ross é dada por

V ar (Xt) =
ε2

κ
x0

(
e−κt − e−2κt

)
+
ε2θ

2κ

(
1− 2e−κt + e−2κt

)
.

Em Broadie e Kaya (2004) e Broadie e Kaya (2006) os autores mostram que o processo X

tem distribuição qui-quadrado não central:

Xt ∼
ε2 (1− e−κt)

4κ
χ2
ν

[
4κe−κtx0

ε2 (1− e−κt)

]
, 0 ≤ t ≤ T,

em que χ2
ν(α) é uma variável aleatória qui-quadrado não central com ν graus de liberdade e

parâmetro de não centralidade α. Os graus de liberdades são iguais a ν = 4κθε−2.

Desta forma, podemos extrair resultados acerca do p-ésimo momento do processo X, como

pode ser observado nos lemas 3.1.1 a seguir.
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3 Processo de Cox-Ingersoll-Ross

Lema 3.1.1 Seja 2κθ > ε2, T <∞ e p > −2κθ

ε2
. Então,

sup
0≤t≤T

E [(Xt)
p] <∞.

Lema 3.1.2 Seja 2κθ > ε2, T <∞ e q ≥ 0. Então,

E
[(∫ T

0

X−1
s ds

)q]
<∞.

A demonstração do lema 3.1.1 pode ser encontrada em Abramowitz e Stegun (1972) e a

prova do lema 3.1.2 é uma consequência do teorema 3.1 de Hurd e Kuznetsov (2008) e do

lema A.2 de Bossy e Diop (2004). Estes resultados são fundamentais na demonstração da

convergência do método numérico que será proposto no próximo caṕıtulo.
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Caṕıtulo

4

Aproximação do tipo Euler-Maruyama

Neste caṕıtulo, nós apresentamos o esquema de discretização proposto por Leão e Ohashi

(2013) e o utilizamos para definir um método do tipo Euler-Maruyama para simular o processo

de Cox-Ingersoll-Ross definido no caṕıtulo anterior.

A partir de agora vamos utilizar N := {1, 2, . . .} para indicar o conjunto dos números

naturais e para todo a, b ∈ N, nós escrevemos a ∨ b e a ∧ b para indicar o máximo e

o mı́nimo entre a e b, respectivamente. Além disso, se S e J são tempos de parada

então [[S, J ]] := {(ω, t) : S(ω) ≤ t ≤ J(ω)}, [[S, J [[:= {(ω, t) : S(ω) ≤ t < J(ω)}, ]]S, J ]] :=

{(ω, t) : S(ω) < t ≤ J(ω)} e [[S]] := {(ω, t) : S(ω) = t} denotam os intervalos estocásticos.

4.1 Transformação do processo de Cox-Ingersoll-Ross

Consideramos X := {Xt : 0 ≤ t ≤ T} um processo de Cox-Ingersoll-Ross dado conforme a

seguinte dinâmica estocástica:

dXt = κ (θ −Xt) dt+ ε
√
XtdWt, X0 = x0, 0 ≤ t ≤ T, (4.1)

em que W := {Wt : 0 ≤ t ≤ T} é um movimento Browniano unidimensional, κ, θ ≥ 0, ε > 0 e

x0 > 0.

Nós não trabalhamos diretamente com o processo de Cox-Ingersoll-Ross, mas com a

trasformação Y := {Yt : 0 ≤ t ≤ T} tal que Yt =
√
Xt, para todo 0 ≤ t ≤ T . Uma vez

que
dYt
dXt

=
1

2
(Xt)

−1/2 e
d2Yt
dX2

t

= −1

4
(Xt)

−3/2
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4 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

são funções cont́ınuas para todo t ∈ [0, T ], a fórmula de Itô nos garante que

Yt − Y0 =

∫ t

0

dYs
dXs

dXs +
1

2

∫ t

0

d2Ys
dX2

s

d [X,X]s

=

∫ t

0

1

2
(Xs)

−1/2
[
κXs (θ −Xs) ds+ ε (Xs)

1/2 dWs

]
−
∫ t

0

1

8
(Xs)

−3/2 ε2Xsds

=

∫ t

0

(
κθ

2
− ε2

8

)
(Xs)

− 1
2 ds−

∫ t

0

κ

2
(Xs)

1
2 ds+

∫ t

0

ε

2
dWs.

Tomando,

α :=

(
κθ

2
− ε2

8

)
, β := −κ

2
e γ :=

ε

2
,

segue que

dYt :=

(
α

Yt
+ βYt

)
dt+ γdWt.

A condição de Feller assegura que para 2κθ > ε2 a variável aleatória Yt é estritamente

positiva para todo 0 ≤ t ≤ T . Então podemos afirmar que a função f : R+ → R tal que

f (x) :=
α

x
+ βx,

satisfaz para α > 0 e β ∈ R a condição unilateral de Lipschitz

(x− y) [f (x)− f (y)] ≤ β (x− y)2 , 0 ≤ s < t ≤ T. (4.2)

É fácil mostrar que a afirmação (4.2) é verdadeira, basta observar que pela condição de

Feller

2κθ ≥ ε2 ⇒ κθ

2
≥ −ε

2

8
⇒ α =

(
κθ

2
− ε2

8

)
> 0

assim,

(x− y) [f (x)− f (y)] = (x− y)

[
α

x
+ βx− α

y
− βy

]
= (x− y)2

(
β − α

xy

)
≤ β (x− y)2 .

Esta propriedade é fundamental para demonstrar os resultados a respeito da convergência

do método numérico que será proposto neste caṕıtulo. Estes resultados dependem também de

propriedades a cerca do q-ésimo momento da transformação Y que estão sumarizadas no lema

seguinte que extráımos de Dereich et al. (2011).
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4.1 Transformação do processo de Cox-Ingersoll-Ross

Lema 4.1.1 Seja 2κθ > ε2 e T <∞. Então, para todo q ≥ 1 nós temos que

E [|Yt − Ys|q] ≤ c |t− s|
q
2 , para s, t ∈ [0, T ],

E

 sup
0≤s<t≤T
|t−s|≤∆

|Yt − Ys|q

 ≤ c (|log (∆)|∆)
q
2 , para ∆ ∈ (0, 1/2],

E
[

sup
0≤t≤T

|Yt|q
]
<∞.

Demonstração: Para 0 ≤ s ≤ t, nós temos que

Yt − Ys =

∫ t

s

α

Yu
du+

∫ t

s

βYudu+ γ (Wt −Ws) .

Logo, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

|Yt − Ys| ≤ γ |Wt −Ws|+ |t− s|
1
2

(∫ T

0

α2

Y 2
u

du

) 1
2

+ |t− s|
1
2

(∫ T

0

β2Y 2
u du

) 1
2

. (4.3)

Tomando o valor esperado e aplicando a desiguladade de Minkowski vem que

{E [|Yt − Ys|q]}
1
q ≤ γ {E [|Wt −Ws|q]}

1
q + |t− s|

1
2

{
E

[(∫ T

0

α2

Y 2
u

du

) q
2

]} 1
q

+ |t− s|
1
2

{
E

[(∫ T

0

β2Y 2
u

) q
2

]} 1
q

.

Uma vez que Yu =
√
Xu para todo 0 ≤ u ≤ T podemos aplicar os lemas 3.1.1 e 3.1.2 na

desigualdade anterior, o que nos fornece

{E [|Yt − Ys|q]}
1
q ≤ γ {E [|Wt −Ws|q]}

1
q + c1 |t− s|

1
2 , (4.4)

em que c1 é uma constante real positiva.

Como |Wt −Ws|q ≈ |t− s|
q
2 (veja, por exemplo, o Caṕıtulo 1 de Kuo (2006)) nós

conclúımos que

E [|Yt − Ys|q] ≤ c |t− s|
q
2 ,

o que prova a primeira afirmação.

Para mostrar a veracidade da segunda afirmação, basta observamos que a desigualdade (4.3)

somada ao fato de que

E
[

sup
0≤s<t≤T

|Wt −Ws|q
]
≤ c2 (|log(∆)|∆)q/2

27



4 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

para ∆ ∈ (0, 1/2] e c2 uma constante real positiva (veja, por exemplo Fischer e Nappo (2009))

e com a propriedade |Wt −Ws|q ≈ |t− s|
q
2 , nos temos que

E

 sup
0≤s<t≤T
|t−s|≤∆

|Yt − Ys|q

 ≤ c |[log (∆)|∆]
q
2 .

A terceira afirmação segue do fato de

|Yt| ≤ y0 + γ |Wt|+ t
1
2

(∫ T

0

α2

Y 2
u

du

)
+ t

1
2

(∫ T

0

β2Y 2
u du

) 1
2

somada aos lemas 3.1.1 e 3.1.2 e ao fato de que

E
[

sup
0≤t≤T

|Wt|q
]
<∞.

�

Agora vamos fixar uma discretização aleatória para o intervalo finito [0, T ] e em seguida

definir um método do tipo Euler-Maruyama para aproximar o processo Y .

4.2 Discretização Aleatória

Dado um movimento Browniano W := {Wt : 0 ≤ t ≤ T}. Para cada número inteiro positivo

k, nós definimos T k0 := 0 e

T kn := inf
{
T kn−1 < t <∞ :

∣∣∣Wt −WTkn−1

∣∣∣ = 2−k
}
, n ≥ 1. (4.5)

Nós observamos que
{
T kn : n ≥ 0

}
é uma sequência de F−tempos de parada para todo k fixo

em que
{
T kn+1 − T kn : n ≥ 0

}
é uma sequência i.i.d com a mesma distribuição que T k1 (veja,

Burq e Jones (2008)). Em Burq e Jones (2008) os autores mostram uma fórmula expĺıcita para

a função geradora de momentos de T k1 , a partir da qual conclúımos que existe uma constante

c > 0 tal que

E
[(

∆T kn+1

)q]
= c.2−2qk, ∀q ∈ N e ∀T kn ∈ T , (4.6)

em que ∆T kn+1 := T kn+1 − T kn , T :=
{
T kn : n ≥ 0

}
é a partição gerada pelos tempos de parada

definidos por (4.5).

Com base na sequência de tempos de paradas
{
T kn : n ≥ 0

}
, podemos definir para cada

k ∈ N o processo de saltos unidimensional Ak :=
{
Akt : 0 ≤ t ≤ T

}
tal que

Akt :=
∞∑
n=1

2−kηknI[[Tkn ,∞) (t), 0 ≤ t ≤ T, (4.7)
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4.2 Discretização Aleatória

em que,

ηkn :=


1; se WTkn

−WTkn−1
= 2−k e T k,jn <∞,

−1; se WTkn
−WTkn−1

= −2−k e T k,jn <∞,
0; se T kn =∞,

(4.8)

e I(·) representa a função indicadora.

Na Figura 4.1 nós consideramos uma trajetória de um movimento Browniano W e fixamos

um ńıvel de discretização k ∈ N. Ilustramos, desta forma, o comportamento do processo de

saltos Ak relativo a W .

Figura 4.1: Processo de saltos relativo a uma trajetória do movimento Browniano.

Observando a Figura 4.1 percebemos que o processo de saltos Ak é uma aproximação do

movimento Browniano W , no sentido que para um ńıvel de discretização suficientemente grande

esperamos que o processo Ak e o processo W tornem-se suficientemente próximos. Neste

contexto, Leão e Ohashi (2013) estabelecem o seguinte resultado:

Lema 4.2.1 Para cada k ∈ N o processo Ak :=
{
Akt : 0 ≤ t ≤ T

}
é tal que para todo 0 < T <

∞
sup

0≤t≤T

∥∥Wt − Akt
∥∥
∞ ≤ 2−k,

em que ‖·‖ denota a norma usual do espaço L∞ (P).

Definimos, ainda, para cada número inteiro positivo k a filtragem Fk :=
{
Fkt : 0 ≤ t ≤ T

}
gerada pelos processos de saltos Ak. Notamos que Fk é uma filtragem do tipo discreta (veja

por exemplo a página 321 de He et al. (1992)) no sentido que

Fkt =
∞⋃
i=0

(
Gki ∩

{
T ki ≤ t < T ki+1

})
, t ≥ 0, (4.9)
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4 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

em que, Gk0 := {Ω, ∅} e Gkn := Fk
Tkn

= σ
(
T k1 , . . . , T

k
n , σ

k
1 , . . . , σ

k
n

)
. Além disso, uma vez que Fk

Tkn
=

σ
(
Ak
s∧Tkn

: s ∈ Z+

)
, nós conclúımos que Fk

Tkn
= Fkt quase certamente em

{
T kn ≤ t ≤ T kn+1

}
.

Portanto, é posśıvel definir, para cada k ∈ N a base estocástica
(
Ω,Fk,Fk,P

)
gerada pelo

processo de saltos Ak, em que Ω e P são tais como foram especificados no caṕıtulo anterior.

4.3 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

Para a análise numérica do processo X de Cox-Ingersoll-Ross nós consideramos,

primeiramente, a aproximação Y k do tipo Euler-Maruyama relativa ao processo Y . E definimos

para cada k ∈ N

Y k
Tkn+1

:= Y k
Tkn

+

(
α

Y k
Tkn+1

+ βY k
Tkn+1

)
∆T kn+1 + γ∆AkTkn+1

, ∀ T kn ∈ T e n ≥ 0, (4.10)

em que, ∆T kn+1 := T kn+1 − T kn , ∆ATkn+1
:= ATkn+1

− ATkn e Y k
0 =
√
x0.

Portanto para k ∈ N fixo a aproximação do tipo Euler-Maruyama Xk para o processo X de

Cox-Ingersoll-Ross é dada por

Xk
Tkn

=
(
Y k
Tkn

)2

, ∀ T kn ∈ T ,

conclúımos então que Xk é uma aproximação estritamente positiva do processo X. Buscando

manter esta caracteŕıstica, podemos definir o processo Xk :=
{
Xk
t : 0 ≤ t ≤ T

}
da seguinte

forma:

Xk
t :=

∞∑
n=0

Xk
Tkn
I[Tkn ,Tkn+1[

(t), ∀t ∈ [0, T ],

isto é Xk é um processo de saltos.

Com isso estabelecemos o principal resultado deste trabalho:

Teorema 4.3.1 Seja 2κθ > ε2, T <∞ e k ∈ N fixo. Então, para 1 ≤ p <
2κθ

ε2
, temos que

E

[
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p] ≤ Cp2
−pk,

em que Cp > 0 é uma constante positiva e

P

[
lim
k→∞

(
sup
Tkn∈T

∣∣∣Xk
Tkn
−XTkn

∣∣∣p) = 0

]
= 1.

A fim de mostrar este teorema, estipulamos alguns lemas essenciais. O primeiro resultado

designa um limitante para o q−ésimo momento dos incrementos YTkn − YTkn−1
, ∀T kn ∈ T .

30



4.3 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

Lema 4.3.1 Seja 2κθ > ε2, T <∞ e k ∈ N fixo. Então, para todo q ≥ 1 nós temos

E

[
sup

Tkn−1≤u≤Tkn

∣∣YTkn − Yu∣∣q
]
≤ c2−qk, ∀ T kn ∈ T .

Demonstração: Para todo T kn ∈ T , nós temos

YTkn − Yu =

∫ Tkn

u

(
α

Ys
+ βYs

)
ds+ γ

(
WTkn

−Wu

)
=

∫ Tkn

u

α

Ys
ds+

∫ Tkn

u

βYsds+ γ
(
WTkn

−Wu

)
.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

∣∣YTkn − Yu∣∣ ≤ γ
∣∣WTkn

−Wu

∣∣+
(
T kn − u

) 1
2

(∫ T

0

α2

Y 2
s

ds

) 1
2

+
(
T kn − u

) 1
2

(∫ T

0

β2Y 2
s ds

) 1
2

.

Pelas desigualdades de Minkowski e de Holder, segue que

[
E

(
sup

Tkn−1≤u≤Tkn

∣∣YTkn − Yu∣∣q
)] 1

q

≤ γ2−k +

{
E

[(
∆T kn

) q
2

(∫ T

0

α2

Y 2
s

ds

) q
2

]} 1
q

+

{
E

[(
∆T kn

) q
2

(∫ T

0

β2Y 2
s ds

) q
2

]} 1
q

≤ γ2−k +
{
E
[(

∆T kn
)q]} 1

2q

{
E
[(∫ T

0

α2

Y 2
s

ds

)q]} 1
2q

+
{
E
[(

∆T kn
)q]} 1

2q

{
E
[(∫ T

0

β2Y 2
s ds

)q]} 1
2q

≤ c2−k,

em que c é uma constante positiva.

�

Para cada k ∈ N e n ≥ 0 definimos En := YTkn − Y
k
Tkn

como sendo o erro da aproximação do

tipo Euler-Maruyama avaliada no ponto T kn ∈ T . É neste sentido que o lema seguinte estabelece

um limitante para o p−ésimo momento de |En|.

Lema 4.3.2 Seja 2κθ > ε2, T <∞ e k ∈ N fixo. Para 1 ≤ p < 2κθ
ε2

, existe Cp > 0 tal que

E

[
sup
Tkn∈T

∣∣∣YTkn − Y k
Tkn

∣∣∣p] ≤ Cp2
−pk.
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4 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

Demonstração:

Para cada ω ∈ Ω e k um número inteiro positivo fixo, nós definimos

En := YTkn − Y
k
Tkn
, n ≥ 0,

como o erro avaliado nos tempos de parada T kn ∈ T . Então,

E0 = YTk0 − Y
k
Tk0

= Y0 − Y k
0 = (x0)1/2 − (x0)1/2 = 0

e,

En+1 − En = −
(
Y k
Tkn+1
− Y k

Tkn

)
+
(
YTkn+1

− YTkn
)

= −

[(
α

Y k
Tkn+1

+ βY k
Tkn+1

)
∆T kn+1 + γ∆AkTkn+1

]

+

∫ Tkn+1

Tkn

(
α

Yu
+ βYu

)
du+ γ

(
WTkn+1

−WTkn

)
.

Observamos que definimos para todo T kn ∈ T , ∆Ak
Tkn+1

:= Ak
Tkn+1
−Ak

Tkn
uma vez que ∆Ak

Tkn+1
=

∆WTkn+1
:= WTkn+1

−WTkn
e assim segue que,

En+1 − En = −

(
α

Y k
Tkn+1

+ βY k
Tkn+1

)
∆T kn+1 +

∫ Tkn+1

Tkn

(
α

Yu
+ βYu

)
du

= −f
(
Y k
Tkn+1

)
∆T kn+1 +

∫ Tkn+1

Tkn

f (Yu) du

= −f
(
Y k
Tkn+1

)
∆T kn+1 +

∫ Tkn+1

Tkn

(
f (Yu) + f

(
YTkn+1

)
− f

(
YTkn+1

))
du.

= −f
(
Y k
Tkn+1

)
∆T kn+1 +

∫ Tkn+1

Tkn

f
(
YTkn+1

)
du

−
∫ Tkn+1

Tkn

[
f
(
YTkn+1

)
− f (Yu)

]
du

=
[
f
(
YTkn+1

)
− f

(
Y k
Tkn+1

)]
∆T kn+1 −

∫ Tkn+1

Tkn

[
f
(
YTkn+1

)
− f (Yu)

]
du.

Nós definimos,

rn := −
∫ Tkn+1

Tkn

[
f
(
YTkn+1

)
− f (Yu)

]
du,
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4.3 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

e desta forma podemos escrever

En+1 = En +
[
f
(
YTkn+1

)
− f

(
Y k
Tkn+1

)]
∆T kn+1 + rn.

Multiplicando ambos os lados por En+1 nós obtemos

E2
n+1 = En+1En + En+1

[
f
(
YTkn+1

)
− f

(
Y k
Tkn+1

)]
∆T kn+1 + En+1rn

≤ 1

2
E2
n+1 +

1

2
E2
n + En+1

[
f
(
YTkn+1

)
− f

(
Y k
Tkn+1

)]
∆T kn+1 + En+1rn.

Pela condição unilateral de Lipschitz nós temos que

En+1

[
f
(
YTkn+1

)
− f

(
Y k
Tkn+1

)]
∆T kn+1 ≤ βE2

n+1∆T kn+1 ≤ 0. (4.11)

Logo,

E2
n+1 ≤ E2

n + 2En+1rn.

Aplicando recursividade e o fato de E0 = 0 segue que

0 ≤ E2
n ≤ 2

n−1∑
i=0

Ei+1ri, ∀ n ≥ 1.

Então,

sup
Tkn∈T

E2
n ≤ 2 sup

Tkn∈T
|En|

|T |−1∑
i=0

|ri| , (4.12)

em que |T | é uma variável aleatória que representa o número de elementos do conjunto T .

Desde que supTkn∈T |En| 6= 0 nós conclúımos que

sup
Tkn∈T

|En| ≤ 2

|T |−1∑
i=0

|ri| (4.13)

Para todo 0 ≤ i ≤ |T | − 1 nós temos que

|ri| =

∣∣∣∣∣
∫ Tki+1

Tki

[
f
(
YTki+1

)
− f (Yu)

]
du

∣∣∣∣∣
≤
∫ Tki+1

Tki

∣∣∣f (YTki+1

)
− f (Yu)

∣∣∣ du
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4 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

Note que se

f(a)− f(b) = β(a− b) +
α

ab
(b− a), a, b > 0.

Então,

|f(a)− f(b)| ≤ k1

(
1 +

1

ab

)
|a− b|

em que k1 > 0 é uma constante real. Assim, para todo 0 ≤ i ≤ |T | − 1.

|ri| ≤ k1

∫ Tki+1

Tki

1 +
1∣∣∣YuYTki+1

∣∣∣
 ∣∣∣YTki+1

− Yu
∣∣∣ du.

≤ k1 sup
Tki ≤u≤Tki+1

∣∣∣YTki+1
− Yu

∣∣∣ ∫ Tki+1

Tki

1 +
1∣∣∣YuYTki+1

∣∣∣
 du

= k1 sup
Tki ≤u≤Tki+1

∣∣∣YTki+1
− Yu

∣∣∣
∆T ki+1 +

∫ Tki+1

Tki

1∣∣∣YTki+1
Yu

∣∣∣du


≤ k1 sup
Tki ≤u≤Tki+1

∣∣∣YTki+1
− Yu

∣∣∣
∆T ki+1 +

1∣∣∣YTki+1

∣∣∣∆T ki+1 sup
Tki ≤u≤Tki+1

1

|Yu|



Logo, para 1 ≤ p ≤ 2κθ

ε2
, o Lema 4.3.2 e as desigualdades de Minkowski e de Hölder

garantem que

(E [|ri|p])
1
p ≤ k1

E

( sup
Tki ≤u≤Tki+1

∣∣∣YTki+1
− Yu

∣∣∣)p
∆T ki+1 + ∆T ki+1

1∣∣∣YTki+1

∣∣∣ sup
Tki+1≤u≤Tki

1

|Yu|

p
1
p

≤ k1

[
E

[(
sup

Tki ≤u≤Tki+1

∣∣∣YTki+1
− Yu

∣∣∣)pq]] 1
pq

×

E


∆T ki+1 + ∆T ki+1

1∣∣∣YTki+1

∣∣∣ sup
Tki+1≤u≤Tki

1

|Yu|

pq′



1
pq′

≤ k1

{
E

[(
sup

Tki ≤u≤Tki+1

∣∣∣YTki+1
− Yu

∣∣∣)pq]} 1
pq

×

{E [(∆T ki+1

)pq′]} 1
pq′

+

E


∆T ki+1

1∣∣∣YTki+1

∣∣∣ sup
Tki ≤u≤Tki+1

1

|Yu|

pq′



1
pq′
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4.3 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

≤ k1

{
E

[(
sup

Tki ≤u≤Tki+1

∣∣∣YTki+1
− Yu

∣∣∣)pq]} 1
pq

×

{E [(∆T ki+1

)pq′]} 1
pq′

+
{
E
[(

∆T ki+1

)2pq′
]} 1

2pq′

E

 1∣∣∣YTki+1

∣∣∣2pq′
(

sup
Tki ≤u≤Tki+1

1

|Yu|

)2pq′



1
2pq′


≤ k1c12−k

c22−2k + c32−2k

E

 1∣∣∣YTki+1

∣∣∣2pq′
(

sup
Tki ≤u≤Tki+1

1

|Yu|

)2pq′



1
2pq′


em que,
1

q
+

1

q′
= 1 com q, q′ > 1 e ci é uma constante real positiva para i = 1, 2, 3. Uma vez

que,

E

 1∣∣∣YTki+1

∣∣∣2pq′
(

sup
Tki ≤u≤Tki+1

1

|Yu|

)2pq′
 ≤ 1

2

E

 1∣∣∣YTki+1

∣∣∣4pq′
+ E

( sup
Tki ≤u≤Tki+1

1

|Yu|

)4pq′



≤ 1

2

E
[(
XTki+1

)−2pq′
]

+ E

( sup
Tki ≤u≤Tki+1

1

|Yu|

)4pq′


≤ 1

2

 sup
0≤t≤T

E
[
(Xt)

−2pq′
]

+ E

( sup
Tki ≤u≤Tki+1

1

|Yu|

)4pq′


< L,

em que L > 0 é uma constante positiva.

Tomando M := k1c1c2 + k1c1c3L constante positiva, nós conclúımos que

(E [|ri|p])
1
p ≤M2−3k.

Uma consequência da igualdade (4.6) é o fato de que E [|T |p] = T p22pk então, a partir da

desigualdade (4.13) segue para todo 1 ≤ p ≤ 2κθ

ε2
e k ∈ N fixo que
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4 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

E

[
sup
Tkn∈T

∣∣∣YTkn − Y k
Tkn

∣∣∣p] ≤ 2pE

|T |−1∑
i=0

|ri|

p
= 2pE

E

|T |−1∑
i=0

|ri|

p

|T | − 1 = n


= 2p

∞∑
n=0

E

|T |−1∑
i=0

|ri|

p

|T | = n+ 1

P (|T | = n+ 1)


= 2p

∞∑
n=0

{
P (|T | = n+ 1)E

[(
n∑
i=0

|ri|

)p]}

≤
∞∑
n=0

{
P (|T | = n+ 1)

[
n∑
i=0

E
1
p (|ri|p)

]p}
≤Mp2−3pkE [|T |p]

= (MT )p 2−kp.

Portanto, para Cp := (TM)p,

E

[
sup
Tkn∈T

∣∣∣YTkn − Y k
Tkn

∣∣∣p] ≤ Cp2
−pk.

�

Lembrando que Yt =
√
Xt para todo 0 ≤ t ≤ T e utilizando o lema anterior nós derivamos

o seguinte resultado:

Teorema 4.3.1 - Parte 1: Seja 2κθ ≥ ε2, T < ∞ e k ∈ N fixo. Então para todo

1 ≤ p ≤ 2κθ

ε2
, existe uma contante Cp > 0 tal que

E

[
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p] ≤ Cp2
−pk.

Demonstração: Para k ∈ N fixo e para todo T kn ∈ T nós observamos que(
YTkn − Y

k
Tkn

)2

=
(√

XTkn
−
√
Xk
Tkn

)2

= XTkn
+Xk

Tkn
− 2
√
XTkn

Xk
Tkn
.

Se min
(
XTkn

, Xk
Tkn

)
= XTkn

então

XTkn
≤ Xk

Tkn
⇒ −2

√
XTkn

Xk
Tkn
≥ −2Xk

Tkn
.
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4.3 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

Logo, (
YTkn − Y

k
Tkn

)2

≥ XTkn
−Xk

Tkn

.

Por outro lado se min
(
XTkn

, Xk
Tkn

)
= Xk

Tkn
segue que

Xk
Tkn
≤ XTkn

⇒ −2
√
XTkn

Xk
Tkn
≥ −2XTkn

.

e assim, (
YTkn − Y

k
Tkn

)2

≥ Xk
Tkn
−XTkn

.

Portanto, ∣∣∣Xk
Tkn
−XTkn

∣∣∣p ≤ (YTkn − Y k
Tkn

)2p

,

para qualquer 1 ≤ p ≤ 2κθ

ε2
.

Então a partir do lema 4.3.2 conclúımos que

E

[
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p] ≤ Cp2
−pk,

com k ∈ N fixo.

�

Explorando os resultados anteriores nós estabelecemos o seguinte teorema:

Teorema 4.3.1 - Parte 2: Seja 2κθ ≥ ε2, T <∞ e k ∈ N fixo. Então para 1 ≤ p <
2κθ

ε2

P

[
lim
k→∞

(
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p) = 0

]
= 1.

Demonstração: Para qualquer ε > 0, a desigualdade de Markov garante que

P

[(
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p) > ε

]
≤ 1

εp
E

[
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p]

em que 1 ≤ p ≤ 2κθ

ε2
.

Logo, a partir do Teorema 4.3.1 - parte 1, segue que

P

[(
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p) > ε

]
≤ Cp2

−pk

εp
,

em que Cp é uma constante positiva.

37



4 Aproximação do tipo Euler-Maruyama

Como,
∞∑
k=1

Cp
2pkεp

<∞,

nós obtemos, pelo segundo teste da comparação, que

∞∑
k=1

P

[(
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p) > ε

]
<∞,

Portanto, pelo critério da convergência quase certa, nós conclúımos que

P

[
lim
k→∞

(
sup
Tkn∈T

∣∣∣XTkn
−Xk

Tkn

∣∣∣p) = 0

]
= 1.

�

Demonstrada a convergência do método numérico proposto, apresentamos no próximo

caṕıtulo um algoritmo totalmente baseado nos incrementos de tempos de parada definidos

em (4.5) com o objetivo de comparar valores teóricos a resultados numéricos.
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Caṕıtulo

5

Simulação

Neste caṕıtulo, nós apresentamos um algoritmo totalmente baseado nos incrementos de

tempos de parada
{
T kn+1 − T kn : n ≥ 0

}
para simular a aproximaçãoXk do tipo Euler-Maruyama

para o processo de Cox-Ingersoll-Ross X e utilizamos técnicas de simulação Monte Carlo para

comparar o estimador µ̂t com o parâmetro µt := E (Xt) com t ∈ [0, T ].

5.1 O Algoritmo

Seja k ∈ N um ńıvel de discretização fixo. O algoritmo para a simulação do processo de

Cox-Ingersoll-Ross é dado através dos seguintes passos:

Passo 1: Simulação dos tempos de parada
{
T k` : ` ≥ 1

}
e do processo de saltos

Ak.

(1) Geramos os incrementos
{
T k`+1 − T k` : ` ≥ 0

}
de acordo com o algoritmo descrito por

Burq e Jones (2008) e, consequentemente, os Fk−tempos de parada
{
T k` : ` ≥ 1

}
, de

forma que todos os Fk−tempos de parada são tais que T k` ≤ T .

(2) Geramos a famı́lia i.i.d ηk =
{
ηk` : ` ≥ 1

}
independente de

{
T k` : ` ≥ 1

}
, de acordo com

a variável aleatória ηk1 que possui distribuição Bernoulli com parâmetro 1/2 tal que ηk1 ∈
{−1, 1}. Isto simula o processo de saltos Ak.
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5 Simulação

Algorithm 1: Pseudocódigo dos tempos de parada T k e dos processos de saltos Ak.

Data: Tempo de Maturidade T , Nı́vel de discretização k

Result: Vetores de tempos de parada T k, famı́lia ηk, processo de saltos Ak.

1 T ← Burq and Jones (k, T ) Vetor de Fk−tempos de parada gerado pelo

algortimo descrito por Burq e Jones (2008)

2 n← Length(T ) n é o tamanho de T
3 n0 ← 0.0

4 A0 ← 0.0

5 for i← 1 to d do

6 ηi ← Amostra de um elemento gerado a partir de uma distribuição Bernoulli (0.5)

7 Ai ← Ai−1 + 2−kηi

Passo 2: Simulação da aproximação do tipo Euler-Maruyama Xk para o processo

de Cox-Ingersoll-Ross

Com o Passo 1, obtemos a partição T k :=
{
T k` : ` ≥ 1

}
, a famı́lia ηk e os processos de saltos

Ak para k ∈ N. O próximo passo mostra como calcular aproximações para o processo X.

(1) Nós consideramos a estat́ıstica de ordem T gerada por todos os tempos de parada definidos

por (4.5).

(2) Para a partição T , nós aplicamos um método do tipo Euler-Maruyama para avaliar a

aproximação Xk de X.

Algorithm 2: Pseudocódigo a aproximação Xk do processo de Cox-Ingersoll-Ross X.

Data: Partições T k, Famı́lias ηk e processos de saltos Ak. Nı́vel de discretização k

Result: Aproximação do processo de Cox-Ingersoll-Ross Xk
`

1 n← Length(T ) n é o tamanho de T k

2 for `← 1 to n do

3 Simulaç~ao de Xk na partiç~ao T utilizando uma aproximaç~ao do tipo

Euler-Maruyama.

4 Xk
` ← Euler-Maruyama

(
T , ηk, Ak

)
5.2 Resultados

Para o estudo de simulação nós tomamos κ = 7.26, θ = 0.04, ε = 0.6 e x0 = 0.09. Utilizamos

os ńıveis de discretização k = 3, k = 4, k = 5 e k = 6 em um intervalo fixo [0, T ] com T = 1. E,

realizamos 5.000 simulações, cujos resultados estão sumarizados na tabela 5.1.

Na Tabela 5.1 nós apresentamos os resultados associados ao método do tipo Euler-Maruyama

considerando uma discretização aleatória como a proposta por Leão e Ohashi (2013). Para
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5.2 Resultados

cada ńıvel de discretização nós fixamos os tempos t = 0, t = 0.25, t = 0.5, t = 0.75 e t = 1 a

partir dos quais nós calculamos µt e comparamos com o estimador µ̂1
t . Apresentamos, então,

o v́ıcio, o erro quadrático médio (EQM) e um intervalo de confiança para o v́ıcio |µt − µ̂t| com

95% de confiança, que denotamos por IC(|µt − µ̂t|, 95%).

Tabela 5.1: Simulação associada a um método do tipo Euler-Maruyama considerando uma
discretização aleatória.

k Tempos µt µ̂t |µt − µ̂t| EQM IC(|µt − µ̂t|, 95%).
0.25 0.04814 0.04905 0.00091 8.28× 10−7 (-0.00102, 0.00102)
0.5 0.04133 0.04218 0.00086 7.34× 10−7 (-0.00093, 0.00093)

k = 3 0.75 0.04022 0.03954 0.00067 4.54× 10−7 (-0.00087, 0.00088)
1 0.04004 0.03984 0.00020 3.81× 10−8 (-0.00088, 0.00088)

0.25 0.04814 0.04906 0.00092 9.42× 10−7 (-0.00102, 0.00102)
0.5 0.04133 0.04189 0.00056 3.18× 10−7 (-0.00093, 0.00091)

k = 4 0.75 0.04022 0.04009 0.00012 1.48× 10−8 (-0.00090, 0.00091)
1 0.04004 0.03997 0.00007 4.90× 10−9 (-0.00088, 0.00087)

0.25 0.04814 0.04741 0.00074 5.43× 10−7 (-0.00100, 0.00148)
0.5 0.04133 0.04107 0.00026 6.74× 10−8 (-0.00090, 0.00089)

k = 5 0.75 0.04022 0.04016 0.00005 2.60× 10−9 (-0.00087, 0.00088)
1 0.04004 0.03956 0.00048 2.26× 10−7 (-0.00086, 0.00086)

0.25 0.04814 0.04790 0.00024 5.82× 10−8 (-0.00099, 0.00099)
0.5 0.04133 0.04085 0.00048 2.30× 10−7 (-0.00086, 0.00086)

k = 6 0.75 0.04022 0.03938 0.00083 6.95× 10−7 (-0.00087, 0.00087)
1 0.04004 0.03979 0.00024 5.99× 10−8 (-0.00087, 0.00088)

Analisando a Tabela 5.1 observamos que o v́ıcio |µt − µ̂t| é sempre menor que 2−k para

qualquer valor de t e de k. Isto concorda com o fato da aproximação do tipo Euler-Maruyama

proposta neste trabalho possuir uma taxa de convergência exponencial. Além disso, o intervalo

de confiança para o v́ıcio sempre contém o zero, o que é um indicativo de que o estimador seja

não viesado.

Por fim, apresentamos no próximo caṕıtulo uma conclusão em relação ao trabalho

desenvolvido nesta dissertação e as intenções de pesquisa futura.
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Caṕıtulo

6

Conclusão

Nesta dissertação, propomos uma aproximação do tipo Euler-Maruyama para o processo de

Cox-Ingersoll-Ross baseada no esquema de discretização aleatória proposto por Leão e Ohashi

(2013) e mostramos que esta aproximação converge a uma taxa de ordem exponencial.

Apresentamos um algoritmo completamente baseado na informação gerada pelos tempos de

parada definidos em (4.5) e utilizamos técnicas de simulação Monte Carlo para comparar

resultados numéricos com valores teóricos.

O modelo de Heston é composto por duas equações diferenciais estocásticas, uma que

especifica a dinâmica de preço e outra relativa à dinâmica de volatilidade, esta última

é dada atrávés de um processo de Cox-Ingersoll-Ross, cuja aproximação possui ordem de

convergência exponencial quando consideramos um ambiente de trabalho como o estabelecido

nesta dissertação. O próximo passo deste trabalho é buscar argumentos matemáticos que

formalizem este tipo de convergência para a dinâmica de preço que compõem o modelo de

Heston.
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