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Resumo

Esta dissertacao apresenta as abordagens Cldssica e Bayesiana para os modelos de cresci-
mento sigmoidais de Gompertz e de Richards.

Sao consideradas as suposi¢oes de homoscedasticidade e heteroscedasticidade multi-
plicativa dos erros.

Para a andlise Cléssica foi utilizado o método de mdaxima verossimilhanga onde a
obtencao das estimativas dos pardmetros ocorreu através de métodos iterativos.

Para a andlise bayesiana, foram consideradas prioris nao informativas de Jeffreys e
para a obtencao dos resumos a posteriori utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hastings.

Ambos os métodos foram ilustrados através de dados simulados e reais.



Abstract

This work presents a classical and a Bayesian approaches to two sigmoidal grownth curves,
the Gompertz and the Richards models.

We consider the homoscedastic assumption and a multiplicative heteroscedastic struc-
ture.

For the classical approach we use the maximum likelihood method and for bayesian
approach we consider non-informative priors. The posterioris summaries were obtained
by the use of the Metropolis-Hastings algorithm.

The illustration of both approaches is made using a simulated and a real data set.
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Capitulo 1

Introducao

A andlise de dados de crescimento é de fundamental importancia em diversas dreas de
pesquisa cientifica. Bidlogos sao interessados em descrever o crescimento e tentar com-
preender sobre seus mecanismos. Quimicos sao interessados na formulacao de produtos de
reacoes quimicas ao longo do tempo.Na agricultura sao 6bvias a economia e as vantagens
administrativas em se conhecer como e quao rdpido as plantacoes crescem e esse conhe-
cimento pode ajudar na melhora das condicoes ambientais. Na medicina h& interesse no
crescimento infantil, em como os tumores crescem e o efeito dos tratamentos sobre seus
crescimentos. Cientistas sociais tem interesse no crescimento da populagao, em novos
partidos politicos, na oferta de alimentos e na demanda de energia.

Os modelos de crescimento podem ter véarios niveis de complexidade e, dependendo
do objetivo da pesquisa, o modelo considerado pode ser intratdvel do ponto de vista da
inferéncia.

A maior parte dos modelos utilizados na anélise de dados de crescimento sao nao
lineares e comumente sao deduzidos a partir de consideragoes tedricas do processo de
estudo.

Em geral, em aplicagoes, temos interesse em modelar uma varidvel resposta que au-
menta com o tempo e quando os dados sao colocados em um grafico observamos uma
forma em "S"(Figura 1.1) com certa tendéncia a estabilizagao.

Uma curva sigmoidal inicia em algum ponto fixo, com a razao de crescimento aumen-

tando monotonicamente até atingir o ponto de inflexao, e, logo em seguida, essa razao
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decai até atingir algum valor final (Figura 1.2).
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Figura 1.1.- Curva de crescimento Figural.2.-Taxa de crescimento

Considere, por exemplo, o estudo de Piitter (1920) em que o crescimento animal pode
ser interpretado como resultado da contraposi¢ao entre sintese de energia e consumo de
energia, ou seja, das forcas de anabolismo e catabolismo de materiais em construcao no
organismo (ver Fitzhugh, 1974). Havera crescimento a medida que a construgao de energia
prevalece sobre o seu consumo. O organismo alcanca um estado de equilibrio se, e quando,
os dois processos sao equivalentes. Esta idéia pode ser expressa pela relacao

dy

==y — kyn,
o =y = ky

Em outras palavras, a mudanca de peso é dada pela diferenca entre os processos de
sintese e consumo, 7 e k sao constantes de anabolismo e catabolismo respectivamente, e
as componentes m e n indicam que os iltimos sao proporcionais a alguma poténcia do
peso corporeo .

Podemos citar também uma situacao de crescimento onde existem evidéncias de que
a razao de crescimento em uma particular variacao do tempo é proporcional & quantidade
final de crescimento, a qual pode ser expresso por Z—ZZ = k(o —1y), onde k é a constante de
proporcionalidade do crescimento padrao, a é o crescimento limite, isto é, o maior cresci-

mento possivel atingido e y é a resposta (altura, peso, producao, entre outras) observada

em um particular tempo t.
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Fazendo z = a—y em % = k(a — y) obtemos
0z oy 0z
= o D E ks (=1
ot oty 2 (=);
% = —kz < z=-exp(—kt) <= exp(—kt)=a—y, (1.1)

1
y=a—exp(—kt) < yza(l—aexp(—kt)).

1
Denotando — = 3, temos y = a (1 — fexp (—kt)), que é a funcao de crescimento
a
monomolecular (ver Draper e Smith 1981).
Assumindo que os y;; ¢ = 1,...,n, sao observacoes de y nos tempos ti,ts,....,t, €

considerando as expressoes em 1.1, temos o seguinte modelo de regressao nao linear

yi = a (1 — Bexp (—kt;)) + &

A literatura apresenta vérios modelos de crescimento sigméide (Seber e Wild, 1989;
Ratkowsky, 1983), dos quais destacamos os modelos Logistico, Gompertz, Tipo-Weibull,
Morgan-Mercer-Flodin e de Richards, dados abaixo.

yi = all+exp(f—ryx) " +e (Logistico);

yi = aexp|—exp (S —yx;)] +e&; (Gompertz);

y; = a— fexp (—vxf) + & (Tipo Weibull);
yi = [By+axl] [y+a] g (M.M.F.);

yi = al+exp(f— ”y:ci)]i% +¢; (Richards),

onde ¢; é uma varidvel aleatéria normalmente distribuida com média zero e varidncia
constante o2.

Em todos os modelos, o parametro « corresponde & assintota da curva, ou o cresci-
mento maximo, o parametro [ corresponde ao intercepto no eixo y (isto é, o valor de
y quando = = 0), ou o tamanho inicial e o parametro v refere-se a taxa com a qual a

resposta muda do valor inicial (determinado pela magnitude de § ) para o valor final
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(determinado pela magnitude de « ), ou seja, determina a taxa de crescimento da curva.
O parametro 0, presente em alguns modelos, fornece maior flexibilidade & curva. Todos
os parametros possuem valores positivos.

Para fazer inferéncias nesses modelos, em geral, é considerado um processo iterativo.
Os estimadores de minimos quadrados e a construcao de testes de hipéteses ou intervalos
de confianga sao baseados em resultados assintéticos. Para avaliar a precisao desses
resultados, usualmente utilizamos medidas que avaliam a extensao do comportamento
nao linear, como alguns estudos de simulacao (Ratkowsky, 1983).

Também é comum o uso do método de maxima verossimilhanca (ver Kalbfleish, 1985)
para estimacao dos parametros do modelo e de resultados assintéticos usuais na construcao
de testes de hipédteses e intervalos de confianga.

Quando os resultados inferenciais obtidos nao sao muito precisos, consideramos dife-
rentes parametrizagoes que podem melhorar a precisao dos resultados obtidos (Bates e
Watts, 1981). Apesar disso, muitas vezes nao é adequado utilizar transformagdo nos
pardmetros originais, pois, em geral, estes pardmetros possuem interpretacoes fisicas ou
biolégicas relacionadas ao experimento. Nestes casos, uma andlise Bayesiana pode ser de
grande interesse pratico.

Quando a varidncia dos erros de um modelo variam, por exemplo, de acordo com o
tamanho da varidvel explicativa, pode-se dizer que a suposicao de homoscedasticidade
nao estd sa-tisfeita e o modelo pode ser chamado de heterosceddstico. Um tipo bastante
comum de heteroscedasticidade acontece quando o incremento da varidvel explicativa é
acompanhado por um aumento na dispersao dos pontos. Isso implica que a varidncia dos
erros serd tanto maior quanto maiores forem os valores da varidvel explicativa. Desta
forma, se a heteroscedasticidade nao for considerada nas andlises, inferéncias sobre os
pardmetros do modelo podem ser afetadas por alguns valores de erros relacionados com
altos valores da varidvel explicativa.

Os modelos de crescimento existentes na literatura nao levam em consideragao a
presenca de heteroscedasticidade, mesmo quando ela existe. Toda andlise cldssica ou
Bayesiana ¢ feita considerando apenas modelos homoscedésticos.

Nesta dissertagao apresentamos uma andlise Cldssica e Bayesiana dos modelos de

Gompertz e de Richards envolvendo heteroscedasticidade.
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No Capitulo 2 fazemos uma inferéncia cldssica homosceddstica e heterosceddstica para
os Modelos de Gompertz e de Richards utilizando as estimativas de méxima verossimi-
lhanca dos pardmetros e seus respectivos intervalos de confianca.

Inferéncia classica utilizando bootstrap para o Modelo de Richards homosceddstico,
com uma transformagao de Box e Cox, foi estudada por Loibel (2004) e a anilise classica
do Modelo de Gompertz foi estudada por Mazucheli (1994).

No Capitulo 3 apresentamos uma andlise Bayesiana homoscedéstica e heteroscedds-
tica dos modelos de crescimento nao linear de Gompertz e de Richards, considerando
densidades a priori nao informativas de Jeffreys. Nos dois modelos utilizamos o método
Metropolis-Hastings para amostragem das condicionais desconhecidas. O algoritimo Metropolis-
Hastings é utilizado quando a posteriori condicional a ser amostrada nao é conhecida.

Anélise Bayesiana para o Modelo de Gompertz homosceddstico foi desenvolvida por
Mazucheli (1994) utilizando aproximagao de Laplace nos calculos das densidades a posteri-
ort marginais e a andlise Bayesiana para o Modelo de Richards homoscedéstico utilizando
método de simulacao de Monte Carlo em Cadeias de Markov e, mais especificamente,
o algoritmo de Gibbs Sampling em conjunto com o algoritmo Metropolis-Hastings, foi
estudada por Loibel (2004).

Nos Capitulos 4 e 5 apresentamos uma aplicagao simulada dos parametros em questao

e no Capitulo 6 uma aplicacao com dados reais.



Capitulo 2

Analise Classica

2.1 Introducao

O Modelo de Gompertz é muito utilizado e é baseado na lei de mortalidade de Gompertz.
O matematico holandés Benjamim Gompertz mostrou em 1825 que a taxa de mortalidade
cresce em progressao geométrica. O gréfico da taxa de morte em escala logaritmica,
apresenta-se como uma reta e é conhecida como funcao de Gompertz. Este modelo tem
sido usado para crescimento individual de organismos (Kroll, Tornero, 1994) e também
para crescimento de tumores, considerando, neste caso, o crescimento do niimero de células
cancerosas (Cahales et al., 2001).

O Modelo de Richards foi inicialmente usado para estudar o crescimento em organismos
individuais (por exemplo, peso versus idade). Posteriormente, foi também utilizado para
crescimento populacional. Esse modelo é uma generalizacao de outros modelos como o
Logistico, o Gompertz, o Brody e o Von Bertalanffy. E interessante notar que todos
esses modelos podem ser usados tanto para o crescimento dos individuos como para o
crescimento das populagoes.

Neste capitulo faremos uma inferéncia cldssica para os Modelos de Gompertz e de
Richards, supondo homoscedasticidade e heteroscedasticidade, utilizando as estimativas

de méaxima verossimilhanca dos pardmetros e seus respectivos intervalos de confianga.
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2.2 Analise Classica Homoscedastica

2.2.1 Modelo de Gompertz

O modelo de Gompertz é freqiientemente usado para estudos de populacoes e crescimento
animal em situacgoes onde o crescimento nao é simétrico em torno do ponto de inflexao.

A razao de crescimento de Gompertz é dada pela seguinte equacgao diferencial:

of(x)
ox

=k-f(z) (loga—log f(x)),k>0ea>0, f(x) >0Ve>0.

A funcao de Gompertz é determinada considerando:

0z  Of(x) 0z -1 _
dr Oz '8f(:t)_k'f($)'z'<M)__kz'

0z
Como — = —kz, podemos tomar

ox

z=exp[(=k) (z = )]

entao:
log 5 = e (k) (2 = )]
o ' = exp () (2 — )
o ) = —exp (k) (2~ )]
o I ep (—exp () (- )

f(x) = cvexp (= exp [(=k) (z = 7)]), — 00 <& < 00,
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Tomando g = kv e k = =, temos:

f(z) =aexp(—exp (B —7z)), —oo <z < o0

Como
of(x)
ox

=k- f(z) -loga — k- f(z)-log(f()),

considerando a sua derivada e igualando a zero, encontramos o ponto de inflexao

o (20 .
%:k-loga—k:-log(f(x))—k(—i)):O;
k- (loga —log(f(z)) — 1) = 0;
k~logm:k<:>m:e<:>f(x):€;.

Assim, o ponto de inflexao ocorre em x = 7.

Para a curva de Gompertz, log y ¢ monomolecular, isto significa que em muitas medidas
de tamanho, como peso, drea, comprimento e altura, podem ser dadas por curvas de
crescimento com mesma forma.

Wrigh (1926) foi quem inicialmente utilizou este modelo como um modelo de cresci-
mento, mas esta formulacao foi totalmente empirica e em 1940, Medawar a utilizou como

modelo de crescimento para coracdo de frangos (ver Seber e Wild, 1989).

Funcgao de Verossimilhanca

Na determinagao da funcao de verossimilhanca utilizamos uma certa parametrizacao do

modelo de Gompertz. Considerando

f(z)=aexp(—exp(f—7x)), —00 <z <0

e tomando uma amostra de tamanho n, uma relagao entre a varidvel resposta y e a varidvel

independente x é dada por:

yi = [ (i) + &,
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ou seja,

v = aexp (—exp (8 —yx)) +é&

onde (x;,v;); i =1,2,...,n; sdo pares de observagoes, a, 5 e 7y sdo os parametros a serem
estimados e ;51 = 1,2, ...,n, sao os erros independentes e identicamente distribuidos tal
que g; ~ N(0,0?).

Podemos escrever a funcao de verossimilhanca L («,3,7,0?%) para a, 3,7 e o2 da

seguinte forma

—.

L (05567750—2) = 202

{(W); e [_ [ys = - exp (—exp (8 - m))P] } |

=1

Para facilitar a leitura, considere

0=(a,0,7) e ai=exp(f—m).

Assim,

ly; — a - exp (—a;))?

NE

w3
.
Il
—_

L(0,0%) = (2m0?) 2 -exp | —

202

A AN
Por definicdo, os estimadores de mdxima verossmilhanca 6 e o2 sdo o valores que
maximizam a fungao de verossimilhanga L (6, 0?) .Para simplificar os célculos ¢ comum
A A
determinarmos 6 e o2 a partir da funcao log-verossimilhanca

3 i — - exp (o)

l (0,02) x —glog (02) —:

202
Calculando as primeiras derivadas em relacao a 6 e o2, temos

g -
=1
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ol,0%) 1 Zn :
oy o2 @ i1 lyi — a-exp(—a;)] - @i - a; - exp (a;) ;
ol (0,0? n 1 -
(802 )__@4_@'2 [yi — - exp (—a;)]” .

i=1

O estimador de o2 pode ser obtido analiticamente resolvendo-se a equacao

n 1 -

——— > (i~ a-exp(—a;)’ =0;

202 204 <
=1

isto é

—o’n = —Z (y; — - exp (—a;))”.
i=1

Deste modo,

5 (- exp ()’

]
0'2:

n

Os estimadores de a, 3 e v sao obtidos através da resolucao do sistema

4 n

> lyi —a-exp(—a;)] - exp(a;) =0

i [(y: — - exp(—a;))] - a; - exp (—a;) = 0

3
n

~

[y

[(yi — - exp(=ai))] - @i - a; - exp (a;) = 0

\ ¢

—_

Como a resolugao analitica deste sistema é de extrema complexidade, temos que uti-
lizar um método iterativo, como por exemplo, Newton-Raphson ou Quase-Newton para

obtermos os estimadores de méxima verossimilhanca de «, 5 e ~.

Inferéncias sobre os parametros o, 3,7 e sobre o?

Geralmente a inferéncia sobre os parametros é feita considerando a normalidade assin-
tética dos estimadores de méxima verossimilhanga (ver Kalbfleish,1985). Assim, para
amostras suficientemente grandes e sob certas condigoes de regularidade (ver Seber e

Wild,1989), o seguinte resultado é encontrado

A A A A
(0,02) ~ N, [(0,02) ,I_1 (6’,02>] ,



2. ANALISE CLASSICA 11

A N
onde I (0,0? | é a matriz informagao de Fisher observada definida como (ver Seber e

Wild, 1989)

o b CF
I<«9,02) =19 n | (2.1)

A
204
onde _ )
da 0B 0
o 02 0

F(0)=|9a 08 Ov

of. 0fu 0fn
(90 98 0711y

Para o modelo em questao, temos y; = « - exp (—a;), entao

exp (—aj) —aajexp(—ai) azjaiexp(—ay)

exp (—ay) —aagexp(—az) axgazexp(—asg)

exp (—a,) —aayexp(—a,) ar,a,exp(—ay,) b
exp(car)  exp(ea) .. exp(-a)
F'(0)= | —aayexp(a;) —aagexp(ag) ... —aa,exp(ay,) :
azia; exp (—ay) argazexp (—az) ... azpa,exp(—ay) b
onde F. ' () ¢ a matriz transposta de F. (6).
Conseqiientemente, F. ' (0) F. () é simétrica e tal que

g1 —Qga Qg3

F (9) F ((9) = | —agy a294 —a295 , (2.2)
ags  —algs  a’gs 07

onde gy = > exp (—2a;); go = D a;exp(—2a;); g3 = Y w;a; exp (—2a;);
=1 =1 i=1

ga = Y.atexp(—2a;); g5 = d.xatexp(—2a;) e gs = > r?a?exp(—2a;).
i=1 =1 i=1

)



2. ANALISE CLASSICA

12

Substituindo 2.2 em 2.1 temos

g1
nA 1 | —ag2
2] _
I (970' ) = ;
ags

0

—Qge
04294
—04295

0

Qags 0
—ozzg5 0
a296 0
n
0 v
202

A A
0=0;02=02

(2.3)

A A
-1 <0, 02)) , pelo teorema central do limite temos

a—

= 2 N(0,1),
i (0.7)

os intervalos de confianga (1 — p) assint6ticos para a, e v sdo

Ie(a) =

AN 1 AN A 1 A A
Ic(B) = |B—2—pj2 -4/ In (9,02>;ﬁ+zp/2- I (8,02) :

N 1 N 2 A\ -1 N 2
Ie(y) = |y —2_p2 ([ 153 (0,02 |57+ 2ps2- [ 153 (0,0

O intervalo de confianca exato para o2, pode ser obtido da estatistica pivotal Q, dada,

por (ver Seber e Wild, 1989),

cuja distribuicao é qui-quadrado com (n-3) graus de liberdade. O intervalo 100(1 — p)%

de confianca para o2 ¢, entao, dado por

A A

TLO'2 TLO'2

Ic (‘72) = 2 P 3
X(n—3); p/2 X(n-3); (1-p)/2
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2.2.2 Modelo de Richards

A razao de crescimento, proposta por Richards em 1959, é uma generalizagao da razao de
2
crescimento proposta por Von Bertalanffy em 1938 (ver Seber e Wild, 1989).com § = 3

fixo, dada por
0f(z)

L — (@) - €5 (@) 24)

sendo f(x) o tamanho e z o tempo.

A taxa de crescimento do animal com peso f(z) é a diferenca entre as forgas de
anabolismo e catabolismo. Onde anabolismo ¢ a sintese de um novo material e catabolismo
¢ a perda continua do material em construcao.

Entao a funcao de Richards é determinada considerando g—i =0 em f(z) = a, ou
seja,

n-ao’—¢a=0+ £=n-a’"" (2.5)

Substituindo 2.5 em 2.4, temos:

U oy (f@) =m0t f) e 2= B ). [(M) _ —1]7

onde

por substituicao

o @) [0 - e <
o @) [ ] 5

Considerando
y=a' = (f@) P sed<louy=(f(x) " —aPsed>1

Pela regra da cadeia
9y _ o %
oxr Oz Of’
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ou .
7 =T [(%?) —4-Ul—®-qm»ﬂ,a>x
% = —k (al—é (f(x))176> 7 5<1
W — k() o), 51
portanto
W= —ky = y—ewlk @ o
o' — (f(x)) " =exp[—k(z—c)] sed <1
ou seja,
f@) = [at™* = exp [~k (z = ] 77 se d <1

(fa)' 7 =% = exp |~k (z —c¢)] se d > 1;

1

f(x)=[a"" +exp[—k(z—c)]] "% sed > 1.

Fazendo 9% f /0%x = 0 encontramos o ponto de inflexao da curva:

R V1) e BRI T
(s ) et =0

1 aéfl

00+ (@) = n-a o () = (5
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Funcao de Verossimilhanca

Utilizando esta parametrizacao do modelo de Richards

fl@)=all+exp(8—r2)]7 ,

tomando uma amostra de tamanho n, a relagao entre a varidvel resposta y e a varidvel

independente x é dada por:
;1
yi=a[l+exp (B —vyx)]° +ei

onde (x;,y;), 1 =1, 2,..., n, sdo os pares de observagoes, «, 3, 7 € § 0s pardmetros a serem
estimados e ¢;, ¢ = 1,2, ..., n, os erros independentes e identicamente distribuidos tal que
e; ~ N(0,0?).

Considerando a funcao de verossimilhanca L («, 3,7,d,0% | x,y) , onde x = (z1, T2, ..., T,)

’
J

ey = (y1,%2,---,Yn), Para «, 3,7, 9, 0> como

172
n yi—a- (1+exp (8 —yai)7 |
L (a,5,7,5,02 | x, y) = H (27?02) 2.exp |— 557 ;
e fazendo 0 = (o, 3,7,0) e a; = exp (8 — yz;) , temos
_ 172

Slyi—a(l+a) 0
=1

NS

L (9,02) = (27m2)

cexp | — 952

Calculando a funcao log-verossimilhancga

n 112
[yz- —a(l —I—ai)Tl

1(0,0%) o —glna2 — =

202 ’
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e as suas primeiras derivadas, temos

8l(8,02)_ 1 " =1 71.
a—a—ﬁiﬂ (Z/i—()c(l%—ai)f?)(l—i—az)é,
a(0,0%) 1 (yi—a(1+az-)%) a(l+a)7 a;
86 B _%izl (]. + CLZ') ’

oL (0,0?) 1 < <yi—a(1+ai)%> a(l+a;)? xa

87 o) — (1 + Cli) 7
81(9,0'2) 1 - -1 —1 .
9% 20262;(yi—a(1+ai)5)a(1+ai)5ln(l—i—ai),
ol (0,0?) n 1 « -1\2
e = gt (et @)
i=1

O estimador de o2 pode ser, desta forma, obtido analiticamente

i=1
0'2 =

o S (mera)T)

n

Os estimadores de «, 3 e v e § sao obtidos através da resolugao do sistema abaixo,

usando um método iterativo.

;

,_.

(yl_a + a; T1) 1+a1 5 :0;

NE

(y _a(l—i_al)%) (14a;)™ o a; = 0;

M=

1
(yZ —a(l+ aZ)Tl> a(l+ cLi)7Tl x;a; = 0;

Y —a(l +ai)%> a(l +ai)%1 In(1+a;) =0.

=5

Il
R

7

>

\ =1

/N

Inferéncias sobre os parametros o, 3, v, e sobre 2.

A anilise classica é feita considerando a distribuicao assintética dos estimadores de méx-

A A A A
(9,02> ~ Ns [(9,02) I (9,02>] ,

ima verossimilhanca
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A N
sendo ! (9, a2> a Matriz Informacdo de Fisher definida por 2.1 agora com

da 08 Oy 90
F(9)=|0a 098 0Oy 0o

Ofn Ofn 0Of, 0Ofn
|90 98 oy 96 1,

—_

Considerando y; = « (1 + a;)" ¢ , onde a; = exp (8 — ;) ,temos

- 1 1 1 .
1 a(l+a) da; a(l+a) dza a(l+a) dln(l+a;)
(1 + al) 9 — 3
6(1—’—&12 (5(1—}-@11) 51
(14 ),% a(l+az) day a(l4+a) dxsas a(l+az) §In(l+ as)
a JR—
F (0) = 2 5 (1+ ay) 6 (1+ag) 52
_1 1 1
(1+an),% a(l4an) dan al+ay) dapa, a(l+an) <521n(1+an)
L d(1+ay) d(1+ay) 4] i P
e
- a a a 7
r —=r —r =T
1 52 5T 52
a o’ a? a?
-T2 S5 — 376 7
\ . 5 52 2 3
E'O)F@O)=]| | JCRC S , (2.6)
<73 —=3Teé T8 —379
) 52 6> 63
a a? o? a?
—r4 ——=T7 —=T9 —T N
A A S P/
n 2 n (6+2) n (0+2)
onder; => (14a;) 0; ro=>a;(1+a;) o ; r3=> aw;(l+a;) 7 ;
i=1 i=1 i=1
n 2 n (26+2) n (26+2)
ra=> (14+a) ¢ In(1+a); rs=>0ad?(1+a;) & ;re=>.a’x;(1+a;) o ;
i=1 i=1 i=1
(6+2) (264+2)

rr=>a;(14+a) ¢ .In(l+a); rg=>.a?x?(1+a;) § ;
: i=1

:1: (6+2) n 2
g = Zaixi (1—|—ai)7 4 1D(1—|—a1) € T — 2(14—&2‘)75 .ln2 (1+a2)
i=1 =1
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Substituindo 2.6 em 2.1

a a a 0
r ——r —r —r
1 572 5T ik
@ o? a? a? 0
—=<Tr2 =75 Te 7
A A 1 R § §
) o2 5 3 (52 6 52 8 53 9 )
a a? a? o?
7 T@Et @ sl 2
0 0 0 0 — R
| 20’2 a 9:@02102

onde os intervalos de confianca ficam definidos por

AN

Ie(a) = a— Z_p/2 - ;77 <9,02) La+ Zp/2 - ;2

A A
Ie(B) = |B—2_pp- I, (9, o’

-/\
Ic(7> = |7V — Z—p/2 " 133 2 (
(A A
[e(8) = |6 — 2 pn - I3"? <0, o?
no

Considerando a estatistica pivotal Q, Q) = —-, (Seber e Wild, 1989), o intervalo de
o

confianga 100(1-p)% para o2 é

N N

no? no?

Ic (02) =

b

2 )
X(n—4);p/2 X(n—4); (1-p)/2

onde 2 _ 4, p € 0 p—ésimo quntil superior da distribuigao qui-quadrado com (n-4) graus de

liberdade.
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2.3 Analise Classica Heteroscedastica

2.3.1 Introducao

Quando os erros de um modelo variam, por exemplo, de acordo com o tamanho da varidvel
explicativa, pode-se dizer que a suposi¢ao de homoscedasticidade nao estd satisfeita e o
modelo pode ser chamado de heteroscedéstico.

Na Figura 2 pode-se verificar um tipo bastante comum de heteroscedasticidade, onde
o incremento da varidvel explicativa é acompanhado por um aumento ou diminuigao na
dispersao dos pontos. Isso implica que a varidncia dos erros serd tanto maior ou menor
quanto maiores forem os valores da varidvel explicativa.

Com isto, inferéncias sobre a estimacao dos pardmetros a partir de um determinado
modelo, podem ser facilmente afetadas por alguns valores de erros relacionados com altos
valores da varidvel explicativa, quando esta heteroscedasticidade nao for considerada nas

andlises.

2(heteroscedasticidade)

Heterascedastica

TN

EL M O
1

B3 EoH ]
3.pdf

Figura 2 - Gréfico da dispersao heterosceddstica dos dados.

Os modelos de crescimento existentes na literatura nao levam em consideragao esta
heteroscedasticidade, mesmo quando ela existe, e toda a andlise cldssica ou Bayesiana é

feita considerando homoscedasticidade
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Nesta se¢ao propomos modelos de crescimento de Gompertz e de Richards heteroscedés-
ticos como objetivo de precisar as estimativas dos pardmetros de cada modelo.
Supondo que os erros seguem distribuigao normal com média zero e variancia o2,
a estrutura heterosceddstica considerada neste trabalho é a multiplicativa, ou seja, a
varidncia dos erros é proporcional a uma poténcia desconhecida de uma das varidveis
explicativas,
2, A
7

Var (g;) = 0? = o?x;

7 )

2

com A representando o grau de heteroscedasticidade e 0 um padrao comum entre todas

as variancias dos erros.

2.3.2 Modelo de Gompertz

Funcao de Verossimilhanca

Considerando o Modelo de Gompertz
yi = aexp (—a;) + &,

com

a; = exp (5 — i),

e supondo que os erros sao independentes e seguem distribuigoes normais ¢; ~ N (0, 0?),
oug; ~ N (0,0%2}), o vetor de erros € = (1,9, ...,£,) € tal que € ~ N, (0,0°%), onde

Y. = diag (xf, ey x;\l) . Assim, a funcao densidade de probabilidade para € é dada por

n

fe = Hffz (gi)7

=1

_ 1
onde f., (g;) = (2m0?) UQexp{—Fs?}, -00 < g; < 00, considerando que g; =
0;

(y; — cvexp (—ay)) -

A funcao de verossimilhanga L (0,02 | x,y) ¢ dada por

L(0.0" | xy) =] (2m0?) ™ exp {— L (s — aexp (—ai))2} :

202
i=1 t
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onde 0 = («, 5,7, A).

A fungao log-verossimilhanca é dada por:

(yi—a eXP(*ai))Q'

= —21n(27) — Ino? - AZln<fc’z) 5y o

=1

Calculando as primeiras derivadas de [ (6,02 | x,y) em relagao a 6 = (

temos
(0,0%) 1 S[yi—a-exp(—a;)] ‘
Te e o b ();
alg,0%) 1 [y —a-exp(—a,)] .
T——g' ; 2 - a; - exp (—a;) ;
oL,0%) . Z —a- eXp —a;)] i as - exp (a):

vy

oL (0, 0%) B 1 - [y; — a - exp (—a;)] _
o - 57 Zzl - -log(z;);

(3

oL(0.0%) n +L,Z”:[yi—oz-exp(—ai)]2_

do? 202 20* x;

=1

O estimador de o2 pode ser obtido analiticamente resolvendo a equacao

no, 1 i[%—wexp(—ai)f_o,
207 20% ) 7

isto é

s =y —aexp(—a;)”
S P |
i=1 i

Of,/87fy,A) 60-2

Y
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Deste modo,
n

(yi —a-exp (—%))2

)
n;

7
0'2:

1

A A
Os estimadores de o, 3, v e A, c/)\z, B, % e A, sao obtidos através da resolucao do sistema

z”: lyi — a - exp (—a;)]

2z o -exp (a;) =0
2”1[% —0 oD exp (~a) =0
i lyi — « -xej\ip (—ai)] czi - ag - exp (a;) = 0
| o Zi[yi ~a -;;p(—az-)] Toga; =0

Como a resolugao analitica deste sistema é de extrema complexidade, temos que uti-
lizar um método iterativo, como por exemplo, Newton-Raphson ou Quase-Newton para
obtermos os estimadores de méxima verossimilhanga de «, 3, v e A.

Inferéncias sobre os parametros o, 3, 7, \ e sobre o>

Para amostras suficientemente grandes e sob certas condigoes de regularidade (ver Seber

e Wild,1989), considerando agora 0 = («a, 3,7, A), temos

AN A A
<9,02) ~ Ns [(9,02) It (9,02>] ,

com

d1 —O[dg O[dg —Oéd4 0
—ady  o?ds —a?ds ad; 0
A 1
1 (9,0'2> = ; Oédg —052d6 Oé2d8 —Oédg 0 (28)

—Oéd4 Oéd7 —Oédg Oédlg 0
n

0 0 0 0 — AA

L 202 ] 0=0;02=02

onde d; = 3 a7 exp(—2a;); dy = Y 2, a;exp(—2a;); ds = Y w7 a; exp(—2a;);
i=1 —1 i=1

1=

dy = Y x; exp(—2a;) log(z;); ds = > x;*a? exp(—2a;);
i=1 =1

7
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de = > x; >‘+1a2 exp(—2a;); dy = ZﬁjAai exp(—2a;) log(x;);
i:l =1
ds = Zx M202 exp(—2a;); dg = Y. a7 M a; exp(—2a;) log(x;) e
i=1
dyg = Zm; exp(—2a;) log(x;).
i=1

AN A A
Como (8, 02) X Ns ((9, o?), ! (0, 02>>, pelo teorema central do limite temos

A
o —

2= 2 N(0,1),
it (6

os intervalos de confianca (1 — p) assintéticos para «, 8 v e A s@o

O intervalo de confianca exato para o2 é dado por

A A
2 2

Ie (02) _ no : no

2 2
X(n—4);p/2 X(n—4); (1-p)/2

2.3.3 Modelo de Richards

Funcgao de Verossimilhanga

Counsiderando o modelo

f(@)=all+exp(8—r2)]7 ,
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e tomando uma amostra de tamanho n, a relagao entre a varidvel resposta y e a varidvel

independente x é dada por

—1

yi=a[l+exp(f—yx)]° +e,

onde (z;,y;); 1 =1, 2, ..., n; representa os pares de observagoes, «, 3, v e § os parametros
a serem estimados e €;; 1 = 1,2, ..., n, os erros independentes e identicamente distribuidos
tal que g; ~ N(0,07).

Considerando a funcao de verossimilhanga L (o, 8,7, 0, X, 0% | x,y) para a, 3,7, 9, \, o2

CO1mo

n N 2
L (6,0 |x,y) =[] (2n02) " exp {—% (y ~all w]?l) } ,

=1
onde 0 = (o, 5,7,0, ).

A funcao log-verossimilhanca é dada por

1(0,0° | x,y) =In(L(#,0%|x,y)) =

i=1 ¢

Calculando as suas primeiras derivadas em relacao a 6 e o2, temos

N(0,0% 1 L .
da _ﬁiZI (yi_&(1+@i)5>(1+ai)57
ol (0,0?) 1 — (yi—a(1+ai)%)a(1+ai)%ai

=1
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a0,0%) 1 & (yi_OC(lﬂLai)%) a(l+a)?

0y 025 P <1+6L1) ’
3[(6’,02) 1 " =1 -1
= i —a(l+a;)? 1+a;)7 log(1+a;);
- 0252;(@/ a(l+a)7 )a(l+a)7 log(1+a)
o@,0*) 12 1 — (yi_a[l"_ai]%)
= _§¢:Z11n (x;) + 202; m -log(z;)

Jdo? )

1\ 2

n i 1 iT

8[(0,0’2) o N 1 Z(y Oé[ +a] )
202 204z:1 '

O estimador de 02 pode ser obtido analiticamente

Os estimadores de «, 3, v, § e A, sao obtidos através da resolugao do sistema abaixo,

usando um método iterativo.

Inferéncias sobre os parametros o, 3, v, J, A e sobre o

Para amostras suficientemente grandes, com 0 = («a, 3,7,9,\) , temos

A A AN
<9,02) ~ Ng [(9,02) It (9,02>] ,

com
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ki —Sky Sk Sk ks 0
o 0455 (2342 5042 a?
ks Sk —?m ?ks ~Sky 0
a a? a a o?
A /\2 gks -kt ko —3k11 —?ku 0
I(0,07) = ) 52 52 52 2 , (2.9)
Sk —%ke Sk Sk ks 0
P SR S S
ks — ke —ky -k o2k 0
5 5o 5 M2 52 15
n
L 0 0 0 0 0 rﬂ - G:é\;a2:aA2
onde
n (6+2)
k= ZxZA(lea,)W : ko = Zx;’\ai(l—l—ai)f 5
i=1 =1
n (642) n 2
ks =2, "a; (1 +a;)" 0 ; ky=Y2;"(14+a)" 0 In(l+a);
i=1 i=1
n 2 n (26+2)
ks = Zx;’\ (14 a;)” 9 log(x;); ke = Zx;’\a? (14a) ¢
i=1 i=1
n (20+2) n (5+2)
k=S a2e; " (1+a;)” 0 ; ks =27 a; (14+a;)” ¢ .In(1+a);
i=1 i=1
no (5+2) n s (20+2)
ko=> ;" (14+a;) ¢ a;log(z;) ko= > a2x; " (1+a;)” 3
=1 i=1
n i1 _(6+2) n Nl _(0+2)
k=Y ax; " (1+a;)” 5 In(1+a); ko= 2" (14+a;) ¢ a;log(;);
i=1 =1
n 2 n 2
ki3 = Zx;’\ (I14+a;)" 0 In? (1+a;); kiy = Zx;’\ (14 a;)” 9 a;log(x;) In (1 + a;) ;
i=1 i=1
n 2
k15 = ZZL’;2)\ (1 + (lz')_g 10g2(ZL’z)
i=1

Os intervalos de confianga sao definidos por

i A
Ie(a) = a— Z_p/2 11_11/2 (9,02
A AN
Ie(B) = |B =2y I337"? (9,02
12 (A4
Ic (7) = |7V = Z—p/2 133 (97 o’

5\ A “12 (O

A
0_2

)
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A A A AN
Ic(d) = [5 — 2 - 1" <9702) TEENCRS i <0’02>] |

A A A A A
Ic(\) = {)\ T Fep/2 15;1/2 (97 U2> s A+ 22 15:51/2 (97 02>} .

E o intervalo de confianga 100(1-p)% para o2 ¢ dado por

N N

no? no?

Ic (02) =2 )
X(n-5); p/2 X(n-5); (1-p)/2



Capitulo 3

Analise Bayesiana

3.1 Introducao

O procedimento cldssico usual para andlise de modelos nao lineares utiliza um método
iterativo para obtencao das estimativas dos parametros, porém as distribuicoes obtidas
dos estimadores sao assintéticas.

Um procedimento alternativo que pode contornar esse problema é o uso de méto-
dos Bayesianos (ver Box e Tiao, 1973), o qual considera os parametros como varidveis
aleatdrias e nao como constantes desconhecidas. Se a distribuicao dos erros for suposta
conhecida, podemos conduzir a andlise sem a necessidade de envolvimento com teorias
assintéticas (ver Mazucheli, 1994).

O uso de métodos Bayesianos, além de ser uma alternativa de anédlise, permite ainda
a incorporacao de conhecimento a prior: através de uma densidade a priori que seja
informativa e caso nao exista conhecimento a priori, consideramos densidades a priori
nao informativas.

Neste capitulo apresentamos uma andlise Bayesiana dos modelos de crescimento de
Gompertz e de Richards, considerando densidades a prior: nao informativas de Jeffreys
(ver exemplo Box e Tiao, 1973).

Nos dois modelos utilizamos o método Metropolis-Hastings para encontrar as estima-
tivas dos parametros.

O algoritimo Metropolis-Hastings ¢ utilizado quando a posterior: a ser amostrada,

neste caso, a densidade condicional, nao é conhecida.
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Seja ¢ (0,0") uma transi¢do, isto é, uma probabilidade do movimento de 6 para 6*.
Geralmente o processo se move de # para 6 com mais freqiiéncia do que de 6" para 6,

violando a condicao de reversibilidade
m(0)q(0,67) =m(07)q(07,0).

O algoritmo de Metropolis-Hastings é dado por

1) Inicie com um valor arbitrario 6©;

2) Gere 0" de q (G(j), 9*) e u de uma Uniforme (0, 1);
(0" ¢q (9* 9(3‘))

<))

4) Seu < «a, faca 9(3“) 6*, sendo faca UV = U0

3) Seja @ = min

5) Repita (2) e (3) até que a distribuigao estacionéria tenha sido obtida.
Os métodos para escolher ¢ (6,0") sao
(a) q(0,0) = q1 (67,0), onde q; (.) é uma densidade multivariada. Neste caso, §* =
0 + ¢, onde ¢ é a varidvel incremento com distribuicao q; (.). Se qi (¢) =q; (—¢) entdo
7 (0%)
- (9@)

(b) ¢ (0,0%) = ¢z (6%) . Forma uma cadeia independente da iteragdo anterior.

a = min ¢ 1,

(c) Se m(A) xx ¢(8)h(#), onde h(f) ¢ uma densidade que pode ser amostrada e ¢

uniformemente limitada, tomamos ¢ (6,0") = h(f). Neste caso particular temos o =
¢ (07)

b & (9(]’))

3.2 Anadlise Bayesiana Homoscedastica.

min

3.2.1 Modelo de Gompertz
Densidade a priori Nao Informativa de Jeffreys

Uma das grandes vantagens do uso de métodos Bayesianos é que podemos incorporar na
analise informacao a priori sobre os parametros. E quando nao temos opiniao formada

sobre os parametros, o grau do desconhecimento pode ser representado por uma priori
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nao informativa. Iniciamos com a densidade a priori nao informativa de Jeffreys.
A densidade a priori nao informativa de Jeffreys para os parametros 6 = (a, 3,7) e

o? & dada por:

N[ =

p(0,0%) = {det [I(0,0%)]}

onde I (0,0%) é a matriz informagao de Fisher definida por 2.3.

(3.1)

Assumindo independéncia a priori entre 6 e o (ver Seber e Wild, 1989), temos

p(0,0°) =p(®)-p(c?),

onde
p(9) o {det [F/(6) - F (9)]}2
p(0?) %

conseqiientemente, a priori nao informativa de Jeffreys para o modelo de Gompertz é

dada por

[NIE

p(0,0%) o< {det [F' (0) - F (6)]}

SHE

Considerando F" - (0) F' - (#) definido em 2.2, podemos escrever

det [F'- (0) F - (0)] = o {g19496 + 2929395 — 9594 — 9195 — 9236 } -

Desta forma, a priori nao informativa de Jeffreys é dada por

Y

P (9 02) - 042141 (@7)”2

o

onde A; (3,7) é dado por

A1 (B,7) = 919496 + 2929395 — 9394 — G195 — GaJe»

€ g1, 92, 93, 91,95 € gs como definidos em 2.2.
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Densidade a posteriori Conjunta para 0 e o

Especificada a densidade a priori nao informativa para os parametros 6 e o temos, pelo

Teorema, de Bayes, que a densidade a posteriori conjunta para 6 e o é dada por

2 __ p(0,0*)L(6,07
p(6,0% %) = [ [p(8,0%) L(0,0?)dodd’

onde L (0,0) é a fungado de verossimilhanga, definida no capitulo anterior por

Z[y — a-exp (—a;)]

202

L(6,0%|x,y) = (270) "2 -exp | —

Fazendo as devidas substituicoes, temos

QA (B,7)? oD exp | =5 (0)
202

p(evo-2 |X7Y) =

[ [a?4, (8,7)"? —(n+1) exp [—%Sl (9)} dodb

ou, simplesmente,
1
p (6.0 | x,y) o a®A (8,7)7 0" exp {‘ﬁ& <9>} ,
o

onde

Sy (0) = Z [yi — a -exp (—a;)]* e Ap(B,7) como definido anteriormente.

i=1
Integrando p (0,02 | x,y) com respeito a o e fazendo a seguinte reparametrizagao

i:1 [yl — Q- €eXp (_a’i)]Z Sl (0)

w= isto é w =
2 2

1
V=0, do= v, e o=,
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obtemos

Logo a densidade a posteriori conjunta para «, 3,y é dada por

Ay (8,7)

pla, B, | xy) W

Posterioris condicionais para «, 3,7

Como h&d uma grande dificuldade em obter as posterioris marginais exatas, trabalhamos
com as posterioris condicionais, ou seja

Oé2

plal]B,y) o« W;

A (B,7)
(Sy ()"

A2 (8.7) .
(Sy ()"

p(Bla,y)

p(vla,p)



3. ANALISE BAYESIANA 33

3.2.2 Modelo de Richards
Densidade a priori Nao Informativa de Jeffreys

Utilizando no Modelo de Richards a priori nao informativa de Jeffreys dada por 3.1 para

os parametros 6 e 02, com 6 = («, 3,7,9), e assumindo independéncia a priori entre 6 e

o? temos
p(0,5%) =p(0)-p (o),

onde

p(0) o< {det [F7(0) - F (9)]}%
e

p(o?) o -
e, portanto, 1
2

P (9,02) o {det [F' 0)-F (9)]}

Q|+

com F'(0) - F (f) definido em 2.6, podemos escrever

det (F7-(0) F - (0)) = %(—27’27”47“67’9 — 213747677 + 27T 4718 + 2737475y

+2r176T7Tg — 2r9T3T7rg — TATsT + TITE + 13rZ — rir2rg — rirsre

2.2 2 2 2
+ryry + r1rsTsTi0 + 2191310 — r3rsT10 — 17710 — 7‘27“87‘10).

a priori nao informativa de Jeffreys para o Modelo de Richards é, entao,

3

a
p(6,0%) 5 .A;/z (B,7,9).

)

Q|+

onde

Ay (B,7,0) = —2roryrere — 213747617 + 20raraTrrs + 21r3raTsTy
2 2,2 2,.2 2 2
+2r 1679 — 21973y — TATETR + TiTE + T3TE — T1rETs — Ty

2,.2 2 2 2
+T2T9 —+ r1T5T9T10 + 2T27’37”6T10 — 7’37’5T10 — 7’1T6T10 — 7’27’87"10).
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Densidade a posteriori Conjunta para 0 e o?

Utilizando o Teorema de Bayes, encontramos a posteriori conjunta para 6 e o

2 _ p (97 02) L (97 02>
p(Q,O' v ‘ X’y) - ffp(Q’JZ)L(ao'?)dadH.

Sabendo que

2

[yz- —a(lta)?

202 ’

n -

L(0,0%|x,y) = (2m0%) 2 -exp |—* !

fazendo
n

5(0) =3 [y —a- (L ra) ]

i=1

podemos escrever a densidade posteriori conjunta de 6 e 0 como

3 1l {_52(0)]'

«Q —-n
p(0,0%]x,y) st 42 (8,7.,9) / —oexp | ==

Integrando p (6,02 | x,y) com respeito a o, temos a posteriori conjunta para «, 3,7, §

ontl 202

[ o® 1 Sy (0
p<aa67’7a5|X7Y)O</§A;/2(67’775) eXp{— 2( )}dO',
0

a4, (8,7,0)
5 (S5 (0))"?

p(a,B,7,0 | x,y)

Posterioris condicionais para «, 3,7, 0.

Novamente, pela dificuldade em obter as posterioris marginais exatas, calculamos as pos-

tertoris condicionais para cada pardmetro

043

p(a/B,7,0) W;
Ay% (8,7.9)

(8o 8) x T
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A% (8,7,6)
(S2 (0))"?

A% (8,,0)
5 (S5 (0))"*

p(v/a,B,0) o

p(6/a, B,7)

Estas posterioris condicionais nao possuem um niicleo com uma distribuicao conhecida,
desta forma utilizamos o algoritmo de Metropolis-Hastings para a andlise Bayesiana do

modelo.

3.3 Anadlise Bayesiana Heteroscedastica

3.3.1 Introducao

Nesta se¢ao vamos propor modelos de crescimento de Gompertz e de Richards he-terosceddsticos
com uma abordagem bayesiana. O objetivo principal é a busca de melhores estimativas

para os parametros de cada modelo.
2

Supondo que os erros seguem distribui¢cao normal com média zero e varidncia o7, a

estrutura heterosceddstica considerada é a multiplicativa, onde a varidncia dos erros é
proporcional a uma poténcia desconhecida de uma das varidveis explicativas,
Var () = 0? = o’z

(2

com ) representando o grau de heteroscedasticidade e 02 um padrdo comum entre todas

as variancias dos erros.

3.3.2 Modelo de Gompertz

Iniciando com o Modelo de Gompertz
yi = aexp (—a;) + &,

como definido no estudo Capitulo 2.
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Inferéncia Bayesiana sobre o, 3,7 com \ e 0? desconhecidos

Considerando A e o desconhecidos, atribuimos uma densidade a priori nao informativa

de Jeffreys para 6 = (o, 3,7, A), uma densidade a priori nao informativa de Jeffeys para

2

o°.
a priori nao informativa de Jeffreys para 6 é dada por
Oé2 Al 67 Y, )‘
p(0) x VAT,
o
onde

AL (8,7, N) = —2dadadads — 2dsdadsdy + 2dadsdsds + 2dsdsdsdy
+2dy dgdrdy — 2dsdsdrdy — Bdsds + B2 + 22 — dyd2ds — dydsd?
+d3dy + didsdsdig + 2dadsdedig — dijdsdig — didgdig — d3dsdp).

e a priori de Jeffreys para o2 é
1
p(o?) oc . (3.2)
o
Supondo independéncia entre 6 e o2, temos a densidade a priori conjunta de 6 e

o%dada por

N[ =

1
p(0,0%) =p(0)p (0?) x A1 (8,7,))
Pelo Teorema de Bayes, a densidade a posteriori conjunta de 0 e 02 &

1
2

p(0,0° | x, y) x Ba?A; (8,7, N2 L(0,0]x,y)
1
X %OﬂAl (67 s )‘)5 (33)
x [ [(2#0%?)_1/2 exp {—552; " (y; — avexp (—ai))2}] (3.4)
=1

mamu@%»iﬂrkgﬁu@)m]

=1

X exp {—#Z%* (y; — aexp (—ai))Q} : (3.5)

Integrando p (0,02 | x,y) com respeito a o, temos a densidade a posteriori conjunta
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de a, 5,7 e A\,

P, By A | x,y) o a24y (B, N T (22) 7

=1
(nt1)

xJo 2 exp {—#Zl‘? (yi — cvexp (—ai))z} do
0 i=1

Considerando o fato que do?/do = 20, ou seja, do = (202)_1/2 do?, temos

P, B,y A %, y) o a4, (8,7, M)A ()7

=1

o] 1 n
X f (0‘2)_5_5_1 exp {—ﬁzl‘:A (yZ — aexp (—ai))2} do?
0 -

n —(n+1)/2
x oA (8,7, )\)1/2 I1 (332\)71/2 (in_/\ (y; — aexp (—ai))2>

=1 i=1

X

o8

. n (nt+1)/2
CORER (Z (v — aesp <—a@->>2>

X exp {—%%ZI;A (y; — avexp (—ai))Q} do?.
=1

. (n+1)/2
o] n+1

Visto que [ (02)_( > +1) ( E x; M (yi — anP(—@i))2>
0 i=1

X exp {—#ZIE;)‘ (y; — cvexp (—ai))2} do? = 1 uma vez que o integrando corre-
i—1

n+1 «—
sponde a uma distribui¢do Gama Invertida de parametros ; e Zx; My — aexp (—a;))?,
i=1

a posteriori conjunta de «, 3,7 e A é, portanto,

n ~1/2
a® A (8,7, )‘)1/2 (sz\>

i=1

p(a,B,7, A x,y) (3.6)

n (n+1)/2
(Z%—A (i — acexp (—az‘))Q)
i=1

As determinagoes das posterioris marginais via integracao da posteriori conjunta pre-

sente em 3.6 é analiticamente impraticdvel. Utilizamos, portanto, as densidades a poste-
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riori condicionais, dadas por

plalpB,7,A)

Al (67 Y5 )\)1/2

- (nt1)/2°
(Zmi_A (yi — cvexp (—ai))2>

Ay (8,7, M)

- (nt1)/2
(Zm;’\ (y; — aexp (—ai))2>
- " ~1/2
A1 (8,7, M) <H$A>
n = (n+1)/2°
(in)\ (y; — aexp (—ai))2>
i=1

3.3.3 Modelo de Richards

p(B|a,v,A)

p(yla,B,A) o

pA e, B,y) o

Aqui propomos o Modelo de Richards heteroscedastico ja estudado na parte cldssica.

-1
yi:a[l_‘_ai]?—i_&v &q ~N(070—?)'

Inferéncia Bayesiana sobre «, 3,7 e § considerando \ e ¢? desconhecidos

Considerando \ e 02 desconhecidos, atribuiremos as densidades prioris nao informativas
de Jeffreys para 0 = (a, 3,7,0,\) e o2.

a priori nao informativa de Jeffreys para 6 é dada por

O-/SAZ (ﬁa 7, 57 /\)1/2
5o ’

p(f) o (3.7)
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onde

As (B,7,0,\) = 2kskskskokiyn — 2kskskskokis — 2kakskrkgkyo
+2kykskrkokiy — 2kakskskokig — 2kskakrkskys
—2kskykrkokyy — 2kskskrkgkiy — 2kskskrkokys
—2kokakok11k1o — 2kokskski1k1o + 2kskskekiikio
—2kokskgki1k1s + 2kokskgkiokis — 2kokskoky1k1a
+2kokskokiokis — 2kokykrki1kis 4+ 2kokykrkiok14
+2kokskgkioks + 2kokakokiokia — 2kakskrki1k14
+2kokskrkiokis + 2kakskskiokia + 2kakskokiokas
+2kskskgkq1k1s — 2kskskekiokia + 2kskskeki1k14
—2kskskekiok13 — 2kakskekiok1s + 2kokskrky3kys
+2k1kskokq1k1o + 2k1krkgki1kis — 2k krkgkiak1a
+2k1krkoki1kia — 2k1krkoki2kis — 2k1kskokioki1a
+2k1kek11kiokia + kikekiokizkis — 2kokskek?,
hokgksh?, — 2kpkskok?, — 2kskak2ki + 2kskskZhn
hegksh2hig — 2k2krkskn + 2k2krkokis + 2k2kskokis
—kikekiok?, — ki1kek?ykis — kikeki kis — kikakiokis
—k1k2kok1s — k2kekiokis — kikekiokis — k1kZkiskis
—k2kekiskis — 2k2ky1kiokiy — k2kiokisks + kik2k3,
RORZR2, R k22, 4 K2kok?, + K2kak?, + K2koh?,
+k3kdkio + kEkikio + k3kikis + k2kZks + k3k3kas

+k2kZkis + k3kiokdy + K3k ks + k3k? ks

Adotando também a densidade a priori de Jeffreys para o2 dada por 3.2, temos que,

2

supondo independéncia a priori entre 6 e o2, a densidade a priori conjunta de 6 e o2 &

dada por
053A2 (67 e 57 )\>1/2

542

D (9, 02) =p@)p (02) x
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Pelo Teorema de Bayes, a densidade a posteriori conjunta de 0 e o2 é dada por

053142 (ﬁ: e 57 >‘>1/2

p(0,0% | xy) 513 L(0,0]x,y) (3-8)
> 5102
Xﬁ (2ﬂa2x>‘)_1/2 ex —L Moy —all ; %1 2
i p 202%‘ yi — [l + aj
i=1
a®Ay (8,76, 0% | o B a1
o AT 0N ) T ()
=1
X ex —LG:x_’\ ~—Oz[1~|—a~]_Tl 2
p 952 — i Yi i
3 1/2 n "
x aA2(6751/75>)‘) (02)*1751_[( ?)_1/2

Integrando p (0,02 | x,y) com respeito a o, temos a densidade a posteriori conjunta

de a, 5,7v,0 e A

aB A (87,002 T4 ~1/2
p(0]%,y) oc TAELEN T (42)

%
i=1

0o (nt1) n —1\ 2
X [o7 2 exp —#in’\(yi—a[l—kai}cS) do.

0 i=1
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Considerando que do?/do = 20, ou seja, do = (202)_1/ ? do?, temos

aB A (B0 N2 1 —1/2
p(0|x,y) %(557—)1:[1 (z7)
1 n szﬂ <yia[1+a¢] é >

X [(0?)7272 exp ¢ —= do?
0

202

n 9 —(n+1)/2
o /2 ™ — _ -1
x —4—3A2('Bg’5’)‘) [T (=) 1/2 ( E z; <yi —al+a]d ) )

=1 i=1

o n+1 N 2 (n+1)/2
x [ (02) "2 2t (Zx (yz—oz 1+az]T> )
0

n

Zw;* <y¢au+ai] _Tl>

_ =1 d0'2

X exp 557

. (n+1)/2
Visto que [ (0?)”
0

do? = 1,pois é a integral de uma distribuicao

X exp

Gama Invertida de

1N\ 2
parémetros Z ( —all+a] s > , a posteriori conjunta de «a, 3,7,0 e

Aé

n —-1/2
o® Ay (B,7,0, M) (m)

=1

(Zx (yz —al+ ai]_Tl)2> (n+1)/2

As determinagoes das posterioris marginais via integracao da posteriori conjunta pre-

pla,B,7,0, | x,y) (3.9)

sente em 3.9 nao é uma tarefa simples. A integral é analiticamente impraticavel de ser
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resolvida. Isto requer o uso de densidades a posteriori condicionais dadas por

3
p(a’ﬂ7775>)\) XX o

o\ (n1)/2
Y -1
T; (yi_a[1+ai] 5 > )
=1

Ag (8,7, 8,\)"

n 1\ 2 (n+1)/2;
-2 ot ¥
( x; <yi—04[1—|—ai]6>)
=1

p(Bla,y,0,)) o

1/2
p(’y‘aﬂﬁafs;)\) XX A2(57775;)\)

1/2
PO, B, A (8,7,6,0)

n N2 nr1)/2°
=1

~1/2
As (B,7,6,7) 12 (H:c )
p(Aa,B,7,0) )

n . (n+1)/
<Z%‘A (y—oz 14+ a)® )

i=1



Capitulo 4

Aplicacao da Analise Classica

4.1 Modelo de Gompertz

Para implementagao de métodos iterativos, os valores iniciais dos pardmetros sao essen-
ciais para a convergéncia do algoritmo.

Os valores iniciais para os parametros foram obtidos segundo Ratkowsky (1983) da
seguinte forma

i) O primeiro passo para obter as estimativas iniciais dos parametros, o qual é igual-
mente vilido para outros modelos, é plotar o gréfico y versus x. Uma estimativa inicial
razoavel de «a, denotada por «g, pode ser obtida visualmente por uma assintota ao maior
valor aproximado da resposta de y quando = tende ao infinito.

ii) Através da linearizacao de

20 = log [— log [%H = 3 — vyxo.
0

obtemos os valores iniciais de [ e v, denotados por 3, e v,, respectivamente.

iii) Os valores ajustados de ayg, 3, € 7, podem ser usados como estimativas iniciais para
obter a estimativa de maxima verossimilhanca dos parametros assumindo erros aditivos
ou multiplicativos, usando o algoritmo de Gauss-Newton ou Quase-Newton.

Nesta secao, ilustramos a metodologia desenvolvida para o modelo de Gompertz no
Capitulo 2 através de dados simulados.

Os valores utilizados para a geragao dos dados foram o« = 150; = 1,7; v = 0,1 e
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0? = 1. Para obtencao dos dados homosceddstidos e heterosceddsticos foram utilizados
os valores de A = 0; 0,5; 1 e 2. Foram obtidas amostras de tamanhos n = 10,n = 50 e
n = 100, através da fungao mvrnorm do software R-Gui 2.0.0.

A analise clédssica foi implementada através da andlise das estimativas de méxima
verossimilhanga, dos erros padrao e dos intervalos de confianga assintéticos. Esses valores
foram obtidos com o uso do software SAS, através da fungao NLMIXED.

A Figura 3 apresenta o diagrama da dispersao dos dados em torno da curva sigméide
para os valores de \ especificados em cada gréfico utilizando uma amostran = 10.

A Figura 4 apresenta o diagrama de dispersao dos dados em torno da curva sigméide
para os valores de A especificados em cada gréfico em uma amostra n = 50.

A Figura 5 apresenta o diagrama da dispersao dos dados em torno da curva sigméide

para os valores de \ especificados em cada gréfico para uma amostra n = 100.
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Figura 3 - Gréifico da Heteroscedasticidade para o Modelo de Gompertz

com amostras de tamanho 10
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Figura 4 - Gréfico da Heteroscedasticidade para o Modelo de Gompertz

com amostras de tamanho 50
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Figura 5 - Gréfico da Heteroscedasticidade para o Modelo de Gompertz

com amostras de tamanho 100.

As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam o resumo da inferéncia classica feita para o modelo de

Gompertz para uma amostra de tamanho n=10, n=50 e n=100, respectivamente.



4. APLICACAO DA ANALISE CLASSICA

48

Tabelal - Resumo da Andlise Cldssica para o Modelo de Gompertz n=10

Com valores reais o = 150; 3 =1,7; v =0,1; o2 =1

A=0 Parametros EMV  Erro Padrao I1C(95%)
Q@ 149,920 0,416 [148,965; 150,835]
3 1,699 0,026 1,642; 1,760]
7 0,099 0,001 [0,097; 0,103]
o? 0,409 0,476 [0,360; 1,471]
A=0,5 Parametros EMV  Erro Padréao IC(95%)
« 150,135 1,183 [147,180; 152,555]
3 1,704 0,043 [1,608; 1,801]
0 0,101 0,003 [0,094; 0,106]
A 0,511 0,181 [0,493; 1,758]
o? 0,238 0,330 [-0,463; 0,944]
A=1 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)
a 150435 1,278 [142,440; 157,050]
6] 1,706 0,065 [1,553; 1,848]
»y 0,101 0,005 [0,088; 0,111]
A 1,074 0,861 [0,067; 2,758]
o2 0,145 0,226 -0,331; 0,649]
A =2 Parametros EMV  Erro Padrao 1C(95%)
@ 152,845 1,979 [132,095; 203,135
6] 1,740 0,106 [1,291; 2,009]
~ 0,106 0,017 [0,049; 0,147]
A 2,021 0,826 [1,234; 2,600]

o2 0,119 0,179 [-0,242; 0,505]
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Tabela2 - Resumo da Andlise Clédssica para o Modelo de Gompertz n=>50

Com valores reais o = 150; 3 =1,7; v =0,1; 02> =1

A =0 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)
« 150,010 0,199 [149,610; 150,405]
6] 1,699 0,016 [1,666; 1,733]
v 0,099 0,001 [0,098; 0,102]
o? 0,715 0,462 [0,050; 1,761]
A=0,5 ParAmetros EMV  FErro Padrao I1C(95%)
o 150,000 0,403 [149,285: 150,893]
3 1,697 0,025 1,649; 1,741]
v 0,101 0,001 [0,097; 0,1025]
A 0,513 0,198 [0,129; 0,906]
o 0,955 0,361 [0,226; 1,659]
A=1 Parametros EMV  FErro Padrao IC(95%)
a 150,220 1,149 [147,920; 152,500]
3 1,694 0,047 [1,635; 1,783]
0 0,098 0,003 [0,094; 0,105]
A 1,015 0,200 0,638; 1,411]
o? 0,933 0,357 [0,215; 1,625]
A =2 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)
« 151,645 2,901 [133,650; 169,510]
6] 1,688 0,150 [1,377; 2,003]
~ 0,098 0,012 [0,074; 0,124]
A 2,037 0,200 [1,647; 2,433]
[ ]

o? 0,923 0,345 0,216; 1,595




4. APLICACAO DA ANALISE CLASSICA

50

(a=150; (=1.7; ~=0.1;

A=0; o%=1)

Tabela3d - Resumo da Andlise Clédssica para o Modelo de Gompertz n=100

A=0 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)
o 150,035 0,141  [149,740; 150,310]
3 1,634 0,012 [1,626; 1,721]
ol 0,100 0,001 [0,098; 0,101]
o2 0,964 0,376 [0,209; 1,667]
A=0,5 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)
« 150,090 0,406 [149,280; 150,890]
3 1,697 0,023 [1,651; 1,742]
o 0,099 0,001 [0,097; 0,102]
A 0,512 0,199 [0,129; 0,907]
o2 0,952 0,356 [0,225; 1,647]
A =1 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)
o} 150,250 1,147 [147,920; 152,520]
3 1,695 0,044 [1,602; 1,782]
~ 0,095 0,003 [0,094; 0,105]
A 1,013 0,199 [0,638; 1,411]
o? 0,935 0,262 [0,217; 1,625]
A =2 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)
a 151,644 2,901 [133,650; 169,510]
I6; 1,686 0,150 [1,376; 2,000]
Y 0,097 0,012 0,073; 0,124]
A\ 2,038 0,200 [1,647; 2,433]
o? 0,922 0,345 0,218; 1,576]

Analisando as estimativas de méaxima verossimilhanca, percebemos que estao muito

préximas dos valores reais dos paradmetros, independentemente do grau de heteroscedasti-
cidade e do tamanho da amostra, com excecao do parametro o2, que tem suas estimativas
bem distantes do valor real quando a amostra é pequena, n=10. Os erros padrao e os

intervalos de confianca sofrem uma pequena variagao com a mudanca do grau de he-
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teroscedasticidade.

4.2 Modelo de Richards

Os valores iniciais para os parametros foram obtidos segundo Ratkowsky (1983), da
seguinte forma

i) O primeiro passo para obter a estimativa inicial dos parametros, é plotar o grafico
y versus x. Uma estimativa inicial razodvel de «, denotada por «g, pode ser obtida
visualmente por uma assintota ao maior valor aproximado da resposta de y quando z
tende ao infinito.

ii) Através da linearizacao de

5
2o = log [log (%> — 1] = [ — yxy.
Yo

obtemos os valores iniciais de 3 e -, denotados por (3, e 7,, respectivamente.
iii) A estimativa 0y de ¢ é encontrada no grafico dos dados na forma y versus x através
de uma estimativa do ponto de inflexdo denotado por (zy,ys) seguindo uma aproximacao

weyf:a(l—i-é)_l/é

usada por Causton(1969), onde x; =

Logo, por duas observagoes visuais do grafico de y versus x. obtém-se:

(1) a assintota oy

(2) o ponto de inflexao (zr,yy),

e estamos aptos a determinar o ajuste das estimativas iniciais dos quatro parametros
o, By, 7o € 0o para, entao comegarmos o procedimento do algoritmo de Gauss-Newton ou
Quase-Newton.

Nesta secao, ilustramos a metodologia desenvolvida para o Modelo de Richards no
Capitulo 2 através de dados simulados.

Os valores utilizados para a geracao dos dados foram a = 150; = 1,7; v = 0,2,
§ = 0,02 e 02 = 1. Para obtencao dos dados homosceddsticos e heterosceddsticos foram
utilizados os valores de A = 0; 0,5; 1 e 2. Foram obtidas amostras de tamanhos n =

10,n = 50 e n = 100, através da funcao mvrnorm do software R-Gui 2.0.0.

A anélise classica foi implementada através da andlise das estimativas de médxima
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verossimilhanga, dos erros padrao e dos intervalos de confianga assintéticos. Esses valores
foram obtidos com o uso do software SAS, através da fungao NLMIXED.

A Figura 6 apresenta o diagrama da dispersao dos dados em torno da curva sigméide
para os valores de \ especificados em cada grafico para uma amostra n = 10.

A Figura 7 apresenta o diagrama da dispersao dos dados em torno da curva sigméide
para os valores de \ especificados em cada grédfico para uma amostra n = 50.

A Figura 8 apresenta o diagrama da dispersao dos dados em torno da curva sigméide

para os valores de \ especificados em cada gréfico para uma amostra n = 100.
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com amostras de tamanho 100

As Tabelas 4, 5 e 6, apresentam os resumos da inferéncia cldssica feita para o Modelo

de Richards para amostras de tamanho n=10, n=50 e n=100, respectivamente.
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Tabela 4 - Resumo da Anélise Cldssica para o Modelo de Richards n = 10
com valores reais a« = 150; B=1,7; v=0,2; §=0,02 e 02=1

A =0 Parametros EMV  FErro Padrao IC(95%)
« 149,885 0,348 [149,095; 150,620]
6] 1,319 0,856 [0,371; 2,584]
’y 0,209 0,009 [0,188; 0,229]
5 0,019 0,065 0,010; 0,056]
o2 0,292 0,238 -0,242; 0,823]
A=0,5 Parametros EMV  Erro Padréao IC(95%)
@ 149,795 0,989 [147,395; 151,975]
3 1,321 0,649 [0,160; 2,386]
o 0,220 0,025 [0,163; 0,279]
5 0,017 0,164 [0,016; 0,549]
A 0,502 0,041 [0,088; 0,949]
o2 0,265 0,190 [-0,187; 0,680]
A=1 Parametros EMV  Erro Padrao I1C(95%)
« 149,775 0,995 [147,505; 151,990]
3 1,295 0,579 0,050; 2,262]
- 0,211 0,019 [0,171; 0,255]
) 0,018 0,113 [0,016; 0,413]
A 0,913 0,429 [0,077; 2,010]
o? 0,357 0,296 [-0,239; 1,065]
A =2 Parametros EMV  Erro Padrao I1C(95%)
« 156,060 1,231 [138,605; 198,660]
3 1,487 0,712 0,912; 2,956]
- 0,241 0,179 [0,154; 0,640]
5 0,018 0,479 0,017; 0,108]
A 2,282 0,484 1,245, 3,377]

V]

o 0,493 0,458 [-0,458; 1,524]
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Tabela 5 - Resumo da Anélise Cléssica para o Modelo de Richards n=50
com valores reais a = 150; B=1,7;, v=0,2; §=0,02 e 02=1

A =0 Parametros EMV  FErro Padrao IC(95%)
« 149,950 0,179 [149,585; 150,310]
3 1,778 0,911 [0,116; 2,679]
N 0,204 0,005 [0,194; 0,213]
5 0,015 0,052 0,013; 0,171]
o2 0,772 0,405 0,014; 1,575]
A=0,5 Parametros EMV  Erro Padréao IC(95%)
@ 149,880 0,509 [148,855; 150,915]
6] 1,398 0,930 [0,247; 2,175]
v 0,208 0,011 [0,186; 0,230]
5 0,019 0,108 0,017; 0,127]
A 0,598 0,267 [0,045; 1,139
o2 0,787 0,415 [0,020; 1,645]
A=1 Parametros EMV  FErro Padrao 1C(95%)
o 149910 0418 [147,55; 152,94]
3 1,240 1,371 [0,798; 2,391]
7 0,222 0,026 [0,092; 0,279]
5 0,028 0,233 0,021; 0,132]
A 1,068 0,249 [0,517; 1,565]
o2 0,868 0,444 [0,028; 1,696]
A =2 Parametros EMV  Erro Padrao I1C(95%)
« 152,250 1,571 [128,725; 170,900]
6] 1,990 1,249 [0,1661; 2,496]
v 0,233 0,106 [0,120; 1,844]
5 0,024 0,635 0,013; 0,471]
A 2,068 0,262 [1,512; 2,594]

V]

o 0,849 0,393 [-0,058; 1,683]
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Tabela 6 - Resumo da Anilise Cldssica para o Modelo de Richards n=100

com valores reais a = 150; B=1,7; v=0,2; §=0,02 e 02=1

V]

A =0 Parametros EMV  FErro Padrao IC(95%)
« 150,005 0,126 [149,750; 150,260]
3 1,227 1,116 [1,003; 3,423]
y 0,199 0,001 [0,196; 0,203]
o 0,018 0,001 [0,011; 0,019]
o? 0,884 0,188 [0,259; 1,160]
A=0,5 Parametros EMV  Erro Padréao IC(95%)
@ 149,866 0,366 [149,140; 150,592]
3 1,445 1,300 [0,435; 2,724]
o 0,207 0,008 0,191; 0,223]
5 0,016 0,081 0,015; 0,157]
A 0,551 0,194 [0,165; 0,937]
o2 0,949 0,355 [0,245; 1,654]
A=1 Parametros EMV  Erro Padrao I1C(95%)
« 149,760 0,321 [147,820; 151,900]
3 1,149 1,541 [0,148; 2,574]
vy 0,209 0,018 [0,179; 0,247]
) 0,023 0,162 [0,015; 0,177]
A 0,984 0,197 [0,598; 1,394]
o2 1,001 0,371 [0,243; 1,719]
A =2 Parametros EMV  Erro Padrao I1C(95%)
« 147,280 1,558 [132,720; 162,305]
6] 1,339 2,633 [-1,793; 9,315]
7 0,271 0,124 [0,021; 0,524]
5 0,026 0,188 0,024; 1,229]
A 2,048 0,193 1,655; 2,435]
[ ]

o 0,899 0,331 0,224; 1,563
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Analisando as estimativas de m&axima verossimilhanca percebemos que as mesmas
estao muito préximas dos valores reais dos parametros, independente do valor de \ (grau
de heteroscedasticidade) e do tamanho da amostra, com excegao do parametro o2, que
tem suas estimativas bem distantes do valor real quando a amostra é pequena(n = 10)
e do pardmetro (3, que teve suas estimativas um pouco distantes do valor real. Os erros
padrao e os intervalos de confianga sofrem uma pequena variagdo com a mudanca do grau

de heteroscedasticidade.



Capitulo 5

Aplicacao da Analise Bayesiana

5.1 Modelo de Gompertz

Como tivemos dificuldade em reconhecer o nicleo das posterioris condicionais de cada
pardmetro buscamos uma funcao envelope que pudesse ser utilizada na geracao das
amostras dos parametros.

Na determinagao da funcao envelope para « utilizamos uma sequéncia de valores de
a e contruimos graficamente sua densidade a partir da posteriori condicional, mantendo
fixos os valores dos outros parametros. Em seguida encontramos uma fungao, no caso uma
Gama, que envolvesse o maximo possivel a densidade condicional plotada. O processo foi
repetido para os outros parametros.

Disponibilizadas as fungoes envelope, iniciamos o processo Metropolis-Hastings. Foram
geradas 2 cadeias de 20.000 valores para cada um dos parametros «, 3, v e A. Em cada
cadeia descartamos os primeiros 3.000 valores com o objetivo de estabilizé-la. Dos 17.000
valores restantes tomando 1 de cada 10, uma amostra de 1.700 valores foi utilizada para
caracterizar a distribuicao a posteriori de cada pardmetro.

A anadlise de convergéncia das cadeias geradas foi realizada através do procedimento
CODA, implementado no software R, utilizando o diagnéstico de Gelman & Rubin verificando-
se que as cadeias apresentaram convergéncia.

As Figuras 9 e 10 mostram algumas determinagoes das fungoes envelope para os

parametros, considerando diferentes valores de \ e diferentes tamanhos amostrais.
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Figura 9 - Determinacao de funcao envelope considerando n =10 e A = 0.
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Figura 10 - Determinagao de fungao envelope considerando n =50 e A = 1.

As Figuras 11, 12, 13 e 14 mostram os graficos de Gelman & Rubin e os Tracos a pos-

teriori de cada pardmetro, considerando amostras com n = 10 e A = 0 (homosceddstico)

en =50 e A =1 (heteroscedasticidade moderada).
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Figura 11-Gréficos de Gelman & Rubin para uma amostran =10e A =0,

para os pardmetros «, [ e 7y, respectivamente.
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Figura 14-Gréficos dos Tragos a posteriori para uma amostra

n =50 e A =1, para os parametros «, [, 7 e A, respectivamente.

Observamos que hd uma uniformidade nos tracos a posteriori e que o critério de
convergéncia de G & R foi satisfeito.

Para implementar a metodologia Bayesiana foi utilizada a fungdo MCMC (Markov
Chain Monte Carlo) no pacote CODA do software R-Gui 2.0.0.

Foram obtidas as médias a posteriori, os erros padrao e os intervalos de credibilidade
para cada parametro em questao.

As Tabelas 7, 8 e 9 mostram os resumos Bayesianos para o Modelo de Gompertz.
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Tabela 7 - Resumo da Andlise Bayesiana para o Modelo

de Gompertz n = 10 com valores reais a = 150; [ =1,7; ~=0,1

A =0 Parametros Meédia Erro Padrao I1C(95%)
@ 149,700 0,023 [149,200; 150,200]
6] 1,701 0,009 [1,682; 1,719
v 0,101 0,00004 [0,099; 0,102]
A=0,5 Parametros Média Erro Padréao IC(95%)
« 149,532 0,778 [148,000; 151,100]
3 1,719 0,019 [1,680; 1,757]
v 0,099 0,001 [0,098; 0,102]
A 0,354 0.145 0,119; 0,678]
A =1 Parametros Meédia Erro Padrao 1C(95%)
« 148,684 1,823 [145,000; 152,200]
6] 1,747 0,026 [1,697; 1,800]
¥ 0,098 0,001 [0,096; 0,102]
Y 0,864 0,169 0,553; 1,231]
A =2 Parametros Meédia Erro Padrao I1C(95%)

a 145,315 2,025 [123,900; 167,100
B 1,863 0,099 [1,666; 2,061]
5 0,094 0,007 [0,081; 0,108]
A 1,734 0,231 [1,283; 2.199]
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Tabela 8 - Resumo da Andlise Bayesiana para o Modelo

de Gompertz n = 50 com valores reais a = 150; £ =1,7; ~v=0,1

A =0 Parametros Meédia FErro Padrao I1C(95%)
a 149,000 0,172 [149,500; 150,200]
6] 1,706 0,006 [1,693; 1,718]
’y 0,091 0,0002 [0,090; 0,100]
A=0,5 Parametros Média Erro Padréao IC(95%)
« 149,745 0,462 [148,800; 150,600]
3 1,709 0,012 [1,684; 1,734]
0 0,101 0,0006 [0,098; 0,102]
A 0,438 0,159 [0,175; 0,785]
A =1 Parametros Meédia Erro Padrao 1C(95%)
« 149,468 0,988 [147,600; 151,400]
3 1,717 0,021 [1,675; 1,760]
¥ 0,090 0,001 [0,087; 0,101]
A 0,758 0,254 [0.300; 1,293]
A =2 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)

a 147,905 1,360 [135,500; 160,500]
B 1,770 0,072 [1,633; 1,913]
5 0,097 0,005 [0,087; 0,107]
A 1,973 0,097 [1,785; 2,169]
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Tabela 9 - Resumo da Andlise Bayesiana para o Modelo

de Gompertz n = 100 com valores reais « = 150; S =1,7; v=0,1

A =0 Parametros Meédia Erro Padrao IC(95%)
« 149,900 0,093 [149,700; 150,100]
3 1,738 0,061 [1,654; 1,891]
’y 0,091 0,0002 [0,089; 0,100]
A=0,5 Parametros Média Erro Padréao IC(95%)
o 149,700 0,302 [149,100; 150,200]
6] 1,702 0,009 [1,685; 1,719
v 0,090 0,004 [0,089; 0,101]
A 0,601 0,192 [0,2382; 0,980]
A =1 Parametros Meédia Erro Padrao 1C(95%)
« 149,209 0,556 [148,100; 150,300]
6] 1,705 0,016 [1,671; 1,738]
vy 0,099 0,001 [0,098; 0,101]
A 1,170 0,154 [0,872; 1,475]
A =2 Parametros EMV  Erro Padrao IC(95%)
a 146,526 1,156 [138,300; 154,700]
6] 1,701 0,049 [1,609; 1,797
’y 0,101 0,003 [0,099; 0,102]
A 1,898 0,143 [1,233; 2,102]

Verificamos que as médias a posteriori estao bem préximas dos valores verdadeiros
dos parametros, exceto o valor da estimativa de a que parece ser afetado pela presenca
de alta heteroscedasticidade. Os intervalos de credibilidade de o também parecem ser
afetados pela presenca de alta heteroscedasticidade, no sentido em que os mesmos vao

aumentando com .
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5.2 Modelo de Richards

Similarmente ao procedimento desenvolvido no modelo de Gompertz, no modelo de Richards
também tivemos que ir em busca de funcoes envelope devido a dificuldade em reconhecer
o miicleo das posterioris condicionais de cada parametro

Disponibilizadas as fungoes envelope, iniciamos o processo Metropolis-Hastings. Foram
geradas 2 cadeias de 20.000 valores para cada um dos parametros «, 3, v, 6 e A. Em cada
cadeia também descartamos os primeiros 3.000 valores com o objetivo de estabilizd-la e
dos valores restantes tomamos uma amostra de 1.700 valores, selecionada considerando
passos de 10 em 10. A amostra foi utilizada para caracterizar a distribuicao a posteriori
de cada paradmetro.

A andlise de convergéncia das cadeias geradas também foi realizada através do pro-
cedimento CODA através do diagndstico de Gelman & Rubin.

As Figuras 15 e 16 mostram algumas determinacées das fungoes envelope para os



5. APLICACAO DA ANALISE BAYESIANA

71

parametros, considerando diferentes valores de \ e diferentes tamanhos amostrais.
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Figura 15 - Determinagao de fungao envelope considerandon =10e A =0 .
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Figura 16 - Determinacao de funcao envelope considerando n =50 e A = 1.
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As Figuras 17, 18, 19 e 20 mostram os grificos de Gelman & Rubin e os Tragos a
posteriori de cada parametro, considerando amostras com n =10 e A= 0 (homosceddstico)

en = 50 e A = 1 (heteroscedasticidade moderada).
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Figura 17-Gréficos de Gelman & Rubin para uma amostra n = 10 e A =0,

para os parametros «, (3, v e 0, respectivamente.
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Figura 20-Gréficos dos Tracos a posteriori para uma

amostra n = 50 e A = 1, para os pardmetros o, (3, v, 0 e A\, respectivamente.

Novamente observamos que ha uma uniformidade nos tragos a posteriori e que o

critério de convergéncia de G & R foi satisfeito.
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Similar ao modelo de Gompertz, a implemencao da metodologia Bayesiana foi através
da funcao MCMC (Markov Chain Monte Carlo) no pacote CODA do software R-Gui 2.0.0.
Foram obtidas as médias a posteriori, os erros padrao e os intervalos de credibilidade para
cada pardmetro em questao.

As Tabelas 10, 11 e 12 mostram os resumos Bayesianos para o Modelo de Richards.

Tabela 10 - Resumo da Anadlise Bayesiana para o Modelo de Richards n = 10
com valores reais « = 150; S =1,7; v=20,2; 6 =0,02.

A =0 Parametros Meédia Erro Padrao 1C(95%)
a 149,700 0,246  [149,200; 150,200]
6] 1,703 0,014 [1,675; 1,731]
¥ 0,199 0,001 [0,198; 0.201]
5 0,019 0,0002 [0,018; 0.020]
A=0,5 Parametros Média Erro Padrao IC(95%)
o} 150,059 0,184 [146,400; 153,700]
6] 1,697 0,033 [1,633; 1,760]
~ 0,203 0,002 [0,197; 0,204]
) 0,021 0,001 [0,018; 0,022]
A 0,525 0,138 [0,056; 0,591]
A =1 Parametros Meédia Erro Padrao IC(95%)
a 149,360 1,669  [146,100; 152,700]
3 1,644 0,038 1,569; 1,719]
o 0,202 0,003 [0,196; 0,208]
5 0,021 0,002 0,018; 0,024]
A 0,737 0,133 [0,499; 1,013]
A =2 Parametros Meédia Erro Padrao IC(95%)
o 146,205 2,723 [129,400; 164,200]
3 1,631 0,125 [1,396; 1,878]
¥ 0,216 0,010 [0,195; 0,238]
) 0,026 0,006 [0,014; 0,040]
A 1,607 0,205 [1,218; 2,018]
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Tabela 12 - Resumo da Andlise Bayesiana para o Modelo de Richards n = 50
com valores reais « = 150; S =1,7, v=0,2; 6§ =0,02.

A =0 Parametros Meédia FErro Padrao IC(95%)
« 149,900 0,181 [149,500; 150,300]
3 1,708 0,008 [1,691; 1,726]
vy 0,199 0,0002 [0,198; 0,200]
5 0,019 0,0001 0,019; 0,020]
A=0,5 Parametros Média Erro Padréao IC(95%)
« 148,939 1,813 [145,400; 152,500]
I6] 1,673 0,018 [1,637; 1,709
0 0,201 0,001 [0,199; 0,202]
o 0,021 0,0003 [0,019; 0,021]
A 0,409 0,175 [0,128; 0,795]
A =1 Parametros Meédia FErro Padrao IC(95%)
Q@ 149,673 1,199 [147,300; 152,100]
3 1,641 0,038 [1,567; 1,715]
»y 0,202 0,001 [0,199; 0.205]
5 0,021 0,001 0,019; 0,023]
Y 0,699 0,242 [0,281; 1,212]
A =2 Parametros Meédia Erro Padrao 1C(95%)
a 154,206 2,172 [140,600; 168,500]
3 1,456 0,152 [1,168; 1,765]
¥ 0,210 0,007 [0,196; 0,224]
5 0,024 0,003 0,018; 0,031]
A 1,779 0,202 1,308; 2,179]
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Tabela 13 - Resumo da Anélise Bayesiana para o Modelo de Richards n = 100
com valores reais « = 150; f=1,7, v=0,2; 6§ =0,02.

A =0 Parametros Meédia Erro Padrao IC(95%)
« 150,001 0,124 [149,700; 150,200]
3 1,704 0,006 1,694; 1,717]
’y 0,199 0,0002 [0,199; 0,200]
) 0,019 0,0001 [0,019; 0.020]
A=0,5 ParAmetros Média FErro Padrao I1C(95%)
a 147,624 1,771 [143,800; 151,100]
3 1,697 0,013 [1,670; 1,724]
vy 0,200 0,001 [0,199; 0,201]
5 0,025 0,0002 0,019; 0,026]
A 0,582 0,118 [0,365; 0,830]
A =1 Parametros Meédia FErro Padrao IC(95%)
« 148,962 0,894 [147,200; 150,700]
3 1,693 0,031 [1,632; 1,754]
0 0,201 0,001 [0,198; 0,202]
5 0,023 0,001 0,019; 0,025]
A 1,129 0,166 [0,809; 1,452]

A =2 Parametros Meédia FErro Padrao IC(95%)

a 144,705 2,767 [133,5; 156,100]
3 1,620 0,140 [1,348; 1,892]
5 0,202 0,006 [0,189; 0,213]
5 0,027 0,002 0,015; 0,028]
A 1,772 0,084 [1,567; 1,869]
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Os resultados encontrados foram similares aos encontrados no modelo de Gompetz.
Verificamos que as médias a posteriori estao bem proximas dos valores verdadeiros dos
parametros, exceto o valor da estimativa de a que parece ser afetado pela presenca de

alta heteroscedasticidade.



Capitulo 6

Comparacao da Analise Classica com

a Analise Bayesiana

Para a comparacao das metodologias cldssica e Bayesiana na modelagem dos dados, foram
geradas 200 amostras. Foram obtidas as médias, os erros quadraticos médios e as prob-
abilidades de cobertura de cada parametro dos modelos, considerando os graus de he-
teroscedasticidade A = 0;0,5;1 e 2 e tamanhos amostrais dos dados gerados n = 10,50 e
100 para verificar se diferentes tamanhos amostrais e diferentes graus de heteroscedasti-

cidade influenciavam na estimacao dos pardmetros.

6.1 Comparacgao através do Modelo de Gompertz

Na Tabela 14, temos as médias obtidas em cada caso. Podemos verificar que, em geral,
as médias cldssicas e Bayesianas estao muito préximas, com excecao das médias de «
considerando heteroscedasticidade média (A = 1) no caso Bayesiano e forte (A = 2) nos
casos Cldassico e Bayesiano, onde as médias sofreram leve alteragoes.

Na Tabela 15 verificamos que os erros quadrédtricos médios no método cldssico sao
maiores que no método Bayesiano, principalmente com a presenca de heteroscedasticidade
média (A = 1) e forte (A = 2). O tamanho da amostra parece nao influenciar na obtencao
dos erros quadréticos médios..

As Taxas de Cobertura, apresentadas na Tabela 16, apresentam desvantagens no

método cldssico em relagao ao método bayesiano, pois em todos os casos as taxas de
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cobertura cldssicas sao menores que as taxas Bayesianas. Percebemos, também, a in-
fluéncia do tamanho amostral, pois para amostras pequenas (n = 10) temos taxas de
cobertura abaixo de 85% (no caso do parametro v, com A = 0,5 e n = 10, a taxa de-
cobertura éda ordem de 65%). A presenga de heteroscedasticidade parece nao influenciar

nas taxas de cobertura.
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Tabela 14 - Médias obtidas através de 200 amostras.

(Valores Reais: o = 150; 5 =1,7; 7v=0,1)

Médias Cléssicas A = 0

Médias Bayesianas A = 0

Parametros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n =50 n =100
Q 149,920 150,010 150,035 o} 150,183 149,254 152.459
6] 1,699 1,699 1,634 6] 1,673 1,686 1,713
y 0,099 0,099 0,100 y 0,101 0,100 0,099

Médias Cléssicas A = 0,5

Meédias Bayesianas A = 0,5

Parametros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n =50 n =100
o 150,135 150,090 150,090 e} 150,582 150,676 149,226
6] 1,704 1,697 1,697 I6] 1,974 1,961 1,708
y 0,101 0,101 0,081 y 0,099 0,107 0,101
A 0,511 0,513 0,512 A 0,424 0,431 0,474

Meédias Cléssicas A =1

Médias Bayesianas A = 1

Parametros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n =50 n =100
o 150,435 150,220 150,250 o} 152,459 152,458 151,479
6] 1,706 1,694 1,695 I6] 1,713 1,712 1,703
7y 0,101 0,098 0,095 ¥ 0,099 0,098 0,101
A 1,074 1,015 1,013 A 0,987 0,998 0,997

Meédias Cléssicas A = 2

Médias Bayesianas A = 2

Parametros  n=10 n=50 n=100 | Parametros n=10 n=50 n=100
o 152,845 151,645 151,644 « 150,302 149,513 143,044
6] 1,740 1,688 1,686 6] 1,777 1,798 1,683
0 0,106 0,098 0,097 ¥ 0,097 0,096 0,101
A 2,021 2,037 2,038 A 1,756 1,875 1,989
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Tabela 15 - Erros quadraticos médios obtidos com 200 amostras..

(Valores Reais o = 150; =1,7; v =0,1)

Erros Clédssicos A =0

Erros Bayesianos A = 0

Parametros  n=10 n=50 n=100 | Parametros n=10 n=50 n=100
Q 0,317 0,049 0,019 o) 0,110 0,026 0,694
6] 0,002  0,0002 0,0001 B 0,0001  0,0003  0,0003
y 0,00004 0,0001 0,00003 7y 0,00001 0,00001 0,00001

Erros Classicos A = 0,5

Erros Bayesianos A = 0,5

Parametros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n =50 n =100
o 0,262 0,163 0,162 Q@ 0,571 0,136 0,046
6] 0,008  0,0005 0,0004 I6] 0,0004  0,0002  0,0003
¥ 0,00003 0,00001 0,00002 y 0,00004 0,00001 0,00001
A 0,309 0,044 0,045 A 0,005 0,010 0,012

Erros Cléssicos A = 1 Erros Bayesianos A = 1

Parametros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n =50 n =100
! 1,479 1,310 1,321 o} 0,394 0,695 0,294
6] 0,036 0,002 0,002 I6] 0,0003  0,0002 0,0003
0 0,00001 0,00007 0,00006 ¥ 0,00001 0,00003 0,00001
A 0,851 0,046 0,047 A 0,001 0,001 0,001

Erros Cldssicos A = 2

Erros Bayesianos A = 2

Parametros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n =50 n =100
! 1,773 1,152 1,242 o 0,187 10,8454 0,131
6] 0,047 0,023 0,022 6] 0,001 0,001 0,001
7y 0,207 0,0002 0,0001 7y 0,0001 0,0001 0,0002
A 0,516 0,048 0,048 A 0,026 0,003 0,022
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Tabela 16 - Taxas de cobertura obtidas com 200 amostras.

(Valores Reais: a = 150; f=1,7; v=0,1)

Coberturas Cléassicas A =0

Coberturas Bayesianas A = 0

Parametros n =10 n =50 n =100 | Parametros n =10 n =50 n =100
84,00% 92,50% 97,50% 94,50% 96,50% 97,00%
6] 70,50% 80,00% 88,00% 71,50% 89,50% 97,50%
v 74,00% 90,50% 95,00% ¥ 95,50% 95,00% 94,00%
Coberturas Cléssicas A = 0,5 Coberturas Bayesianas A = 0,5
Parametros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n =50 n =100
« 78,50%  96,00% 96,00% Q@ 93,50% 95,50% 82,00%
6] 76,50% 80,50% 87,50% B 94,50% 94,50% 81,00%
y 65,50% 95,00% 95,00% 0 97,50% 95,00% 96,50%
A 83,500% 94,00% 94,00% A 91,50% 90,00% 91,50%

Coberturas Classicas A = 1

Coberturas Bayesianas A = 1

Parametros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n =50 n =100
o 79,50% 96,00% 95,50% o 97,00% 98,00% 97,50%
6] 79,50% 78,50% 86,50% B 97,50% 97,00% 98,50%
0 76,00% 96,00% 96,50% 0 94,00% 94,00% 94,00%
A 82,00% 93,50% 94,00% A 93,50% 94,50% 97,00%

Coberturas Cldssicas A = 2

Coberturas Bayesianas A = 2

Parametros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n =50 n =100
o 80,50% 93,50% 93,50% o 96,00% 94,50% 91,00%
6] 70,50% 78,00% 86,00% B 94,50% 97,50% 94,00%
7y 72,50% 96,50% 96,50% v 93,50% 94,40% 96,00%
A 82,50% 89,00% 89,50% A 87,50% 95,00% 98,50%
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6.2 Comparacao através do Modelo de Richards

Na Tabela 17 podemos verificar que as médias classicas e Bayesianas para o pardmetro o
estao afastadas do valor real quando consideramos heteroscedasticidade média (A = 1) e
forte (A = 2). O parametro /3 é subestimado no método cléssico, principalmente para baixa
e média heteroscedasticidade. J& os outros parametros parecem nao sofrerem influéncia
do tamanho amostral nem da presenca de heteroscedasticidade.

Na Tabela 18, temos os erros quadraticos médios. O método Bayesiano apresentou
menores erros quadraticos em comparacao com o método cldssico. Um alto grau de
heteroscedasticidade afeta os erros quadraticos médios no caso cléssico e, de uma maneira
geral, os erros quadraticos médios descrecem com o aumento da amostra.

As Taxas de Cobertura, apresentadas na Tabela 19, apresentam desvantagens no
método cldssico em relagao ao método bayesiano, pois em todos os casos, as taxas de

cobertura cldssicas sao menores que as taxas Bayesianas.
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Tabela 17 - Médias obtidas através de 200 amostras.

(Valores Reais a=150; [=1,7; ~+=0,2; 6 =0,02)

Meédias Cléssicas A = 0

Médias Bayesianas A = 0

Parametros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n =50 n =100
Q 149,885 149,950 150,005 o} 153,329 149,666 141,337
6] 1,319 1,777 1,227 Ié] 1,697 1,599 1,763
y 0,209 0,204 0,199 y 0,204 0,242 0,156
) 0,019 0,016 0,012 ) 0,013 0,027 0,014

Médias Cléssicas A = 0,5

Médias Bayesianas A = 0,5

Pardmetros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n=10 n =50 n =100
« 149,795 149,880 149,866 o 150,119 149,074 150,582
6] 1,321 1,398 1,145 6] 1,393 1,715 1,974
0 0,171 0,208 0,207 0 0,246 0,195 0,199
o 0,022 0,019 0,016 ) 0,022 0,019 0,018
A 0,512 0,598 0,551 A 0,471 0,438 0,424

Meédias Cléssicas A = 1 Médias Bayesianas A =1

Parametros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n =50 n =100
o 149,775 149,910 149,760 o 153,329 142,005 160,394
6] 1,295 1,242 1,149 I6] 1,697 1,232 1,332
v 0,211 0,222 0,209 v 0,204 0,244 0,279
o 0,019 0,028 0,023 ) 0,013 0,023 0,019
A 0,913 1,068 0,984 A 1,224 1.311 1,545
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Médias Cléssicas A = 2 Médias Bayesianas A\ = 2

Pardmetros nm =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n=50 n =100

156,060 152,250 147,280
1,487 1,599 1,534
0,241 0,233 0,271
0,019 0,014 0,025
2,282 2,068 2,048

159,503 150,582 149,231
2,271 1,974 1,788
0,195 0,204 0,283
0,012 0,013 0,023
1,761 1,897 1,954

> 0o, 2 & 2
> o 2 ™ 9
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Tabela 18 - Erros quadréticos médios obtidos com 200 amostras.

(Valores Reais a=150; [=1,7; ~+=0,2; 6 =0,02)

Erros Clédssicos A =0

Erros Bayesianos A = 0

Parametros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n=50 n =100
! 0,380 0,037 0,015 o) 0,003 0,001 0,049
6] 1,833 0,241 0,305 6] 0,0003  0,0005  0,0003
y 0,022 0,0003 0,0002 y 0,00001 0,00002 0,00003
) 0,001 0,003 0,004 o 0,0005 0,0002  0,0001

Erros Cléssicos A = 0,5

Erros Bayesianos A = 0,5

Parametros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n =50 n =100
« 1,705 0,291 0,154 o 0,001 0,0004 0,072
6] 1,442 1,112 0,590 o] 0,001 0,001 0,001
y 0,061 0,015 0,008 v 0,0001 0,0002 0,0004
o 0,001 0,0002 0,0008 ) 0,004 0,003 0,004
A 1,026 0,099 0,043 A 0.0001 0,001 0.005

Erros Cléssicos A = 1 Erros Bayesianos A = 1

Parametros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n =50 n =100
o 1,561 0,448 0,096 o 0,0003 0,011 0,042
6] 1,908 1,615 1,869 g 0,0004 0,0002 0,0004
0 0,045 0,039 0,029 y 0,0001 0,0002 0,0001
o 0,001 0,001 0,0004 4] 0,0003 0,0001 0,0002
A 0,583 0,102 0,048 A 0,0008 0,001 0,002
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Erros Cldssicos A = 2

Erros Bayesianos A = 2

Pardmetros n =10 n =50 n =100 | Pardmetros n =10 n =50 n =100
o 1,609 1,811 1,047 « 0,565 0,727 0,726
I5; 1,957 1,849 1,660 6] 0,001 0,001 0,0019
vy 1,685 1,314 1,401 y 0,0003 0,0001 0,0001
) 0,622 0,082 1,587 ) 0,0002 0,0002 0,0002
A 1,217 0,223 0,036 A 0,004 0,007 0,0007
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Tabela 19- Taxas de cobertura obtidas com 200 amostras.

(Valores Reais a=150; p=1,7; ~+=0,2; § =0,02)

Coberturas Cléassicas A =0

Coberturas Bayesianas A = 0

Parametros n =10 n =50 n =100 | Parametros n =10 n =50 n =100
o} 89,00% 92,50% 96,50% o) 95,00% 95,00% 96,00%
6] 70,00% 83,50% 98,00% B 96,500% 93,50% 97,50%
y 84,40% 94,00% 88,00% ¥ 90,50%  95,00% 92,50%
) 83,50% 91,00% 84,00% 4] 89,00% 95,50% 94,00%

Coberturas Cléassicas A = 0,5

Coberturas Bayesianas A = 0,5

Pardmetros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n=50 n =100
« 86,00% 92,00% 93,50% o 95,50% 92,50% 93,50%
6] 72,50% 73,50% 82,00% B 93,50% 97,00% 94,50%
0 90,00% 95,00% 92,50% ¥ 93,50% 97,00% 97,50%
o 88,50% 93,50% 93,50% ) 96,50% 95,00% 97,00%
A 69,00% 91,50%  93,0% A 93,50% 93,00% 91,50%
Coberturas Cléssicas A = 1 Coberturas Bayesianas A = 1
Parametros n =10 n =50 n =100 | Parametros n =10 n =50 n =100
« 88,00% 87,00% 96,00% o 95,00% 93,50% 95,00%
6] 67,00% 80,50% 66,00% B 96,50% 95,50% 94,00%
0 93,00% 95,50% 94,00% 7y 90,50% 95,00% 90,00%
o 73,00% 96,50% 83,00% ) 95,50% 68,50% 94,50%
A 84,50% 84,00% 72,00% A 94,50% 92,50% 95,50%
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Coberturas Cldssicas A = 2 Coberturas Bayesianas A = 2

Parametros n =10 n =50 n =100 | ParAmetros n =10 n =50 n =100
87,00% 92,50% 95,50% 85,00% 95,00% 95,00%
91,50% 96,50% 94,50% 95,00% 99,50%  100%

88,00% 90,00% 87,50% 96,50% 98,50% 99,00%
92,50% 96,00% 95,50% 97,50% 99,50% 98,50%
92,00% 91,50% 95,00% 97,00% 96,00% 97,50%

> 0o, 2 & 2
> 0o, 2 » 2




Capitulo 7
Uma Aplicacao

Neste Capitulo realizamos uma modelagem de dados de natureza sigmoidal utilizando as
metodologias descritas nos Capitulos 2 e 3 para os modelos de Gompertz e de Richards.
Os dados sao medidas de pesos corporais de 13 frangos de corte fémeas da linhagem
Hubbard, alimentados com uma certa ragao comercial. As aves foram identificadas por
um anel de aluminio numerado colocado em suas asas direitas. Cada ave foi pesada
semanalmente, durante um periodo de sete semanas, sendo as avaliacoes feitas sempre
nos mesmos horarios e dias da semana. Os pesos individuais das aves estao apresentados
na Tabela 20, os pesos médios das aves e respectivos desvios padroes estao apresentados
na Tabela 21 e os perfis individuais dos pesos estao ilustrados na Figura 21. Os dados

sao provenientes de uma pesquisa realizada na EMBRAPA - Sao Carlos.
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Tabela 20 - Pesos corporais, em gramas, de frangos de corte fémeas.

Semanas 1 2 3 4 5t 6 7
Fémeas
1 122 291 500 712 1041 1430 1760
2 129 314 551 830 1096 1485 1820
3 133 308 563 857 1085 1422 1660
4 135 348 584 854 1109 1493 1760
5 110 286 556 782 1105 1538 1870
6 130 302 518 740 1009 1337 1630
7 133 336 630 831 1108 1514 1760
8 138 337 618 937 1144 1570 1820
9 153 352 637 830 1052 1464 1820
10 138 332 484 767 1132 1548 1870
11 137 329 576 844 1127 1391 1660
12 133 298 464 670 988 1387 1720
13 142 345 598 844 1172 1570 1860

Tabela 21 - Pesos médios corporais (em gramas) das aves e respectivos desvios padroes.

Semana

Média

Desvio Padrao

1
2
3
4
)
6
7

133, 310
321, 380
559,920
807, 540

1089, 850
1473, 000
1770, 000

2,800
6, 290
15, 390
19, 690
14, 880
20, 880
22,950
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Figura 21 - Pesos corporais, em gramas, de frangos de corte fémeas,

durante as sete primeiras semanas de idade.

Verificamos, pelos resultados apresentados na Tabela 21 e pela Figura 21, que hd um
aumento na variabilidade dos pesos com o aumento das idades das aves e, aparentemente,

a partir da sexta semana os pesos tenderao a estabilizar-se em algum lugar no tempo.

7.1 Analise Classica

Foram obtidas as estimativas de médxima verossimilhanca considerando modelos homoscedés-
ticos e heterosceddsticos. Na obtencgao de estimadores clédssicos foram utilizados o software
SAS, através da funcao NLMIXED.e valores iniciais para os parametros como descrito nas
Secoes 4.1 e 4.2. Para o modelo de Richards, considerando heteroscedasticidade, um dos
parametros, (3, nao convergiu.Assim, nao foi possivel obter o intervalo de confianga assin-
tético para este pardmetro.

A Tabela 22 mostra as estimativas de maxima verossimilhanca para «, que representa
o crescimento méaximo; para (3, que corresponde ao intercepto com o eixo y, ou seja o

peso inicial; para -, que determina a taxa de crescimento da curva; para J, presente

2

somente no modelo de Richards, o qual permite maior flexibilidade a curva, e para ¢ e
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A.Ambos modelos, (1) Gompertz e (2) Richards, sdo considerados com as suposigoes de
(a) homoscedasticidade e de (b) heteroscedasticidade. As Figuras 23 e 24 mostram os
graficos dos ajustes dos pesos segundo os modelos (1) e (2), respectivamente.

No caso homoscedédstico, verificamos que as estimativas da assintota a e do parametro
[ sdo maiores no modelo (1) do que no modelo (2) porém o modelo (2) apresenta maior
variabilidade do que o modelo (1). Como mostram as Figuras 22 e 23, os ajustes via
modelos cléssicos (1) e (2) prevéem estabilidade dos pesos além da décima terceira semana
de vida das aves, porém esta estabilidade é alcangada com um peso menor no modelo (2).

No caso heterosceddstico, verificamos (com relagdo ao caso homosceddstico) uma
diminuicao na estimativa da assintota « e as estimativas das varidncias diminuiram bas-
tante. Nas Figuras 22 e 23 podemos verificar que a suposicao de heteroscedasticidade
proporciona uma estabilidade dos pesos por volta da décima terceira semana de vida
das aves. Pelos resultados apresentados na Tabela 22 verificamos que a suposicao de
homoscedasticidade nao é satisfeita no tratamento destes dados, pois as estimativas do
parametro A nos modelos (1) e (2) sao significativamente diferentes de zero (A = 2,046

no modelo de Gompertz e A = 1,899 no modelo de Richards).
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Tabela 22 - Estimativas de méxima verossimilhanca.

Suposigdo Modelo Parametro Estimativa Erro Padrao IC(95%)

(a) (1) Q 3664, 830 322,820 (3023, 640; 4306, 130]
3 1,389 0,018 1,352; 1, 425]
v 0,244 0,017 [0,210; 0, 279]
o2 60, 107 4,455 [51,258; 65, 958]

(2) o 3058, 620 510,040 [2045, 480; 4071, 760]

3 1,242 0,989 1,149 1,950]
y 0,319 0,097 [0,316; 0,512]
) 0,185 0,284 [0,179; 0, 750]
o? 60, 824 4,618 (51, 649; 69, 997]

(b) (1) a 2056,880 206,650  [2546,390; 3367, 370]
3 1,408 0,011 [1,387; 1, 429]
" 0,292 0,015 [0, 261; 0, 323]
02 14,478 3,196 18, 125; 20, 826]
A 2,046 0,342 [1,367; 2, 724]

(2) o 2629, 760 168,970 [2294, 130; 2965, 390]

164 1078
¥ 0,365 0,018 0, 328;0,401]
5 0,181 0,002 [0,177; 0, 185]
o? 16,511 3,932 8, 699; 24, 322]

A 1,899 0,372 [1,161;2,638]
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Figura 22 - Ajuste dos pesos segundo os modelo classico de Gompertz.

MOGDELS DE RICHARDS

= .
= e . a -
— - . R
= — e d e e T
3] -
. n
-~ _ o oL,
" _a=n e LM a
r
- 0 L5} T “
12 - - o
D _I." [}
LS
= o
== i

-

0% )

Mes=
!
1
[y N
ml-rll".l.l,[\_

[N}

CEs T Hosceds S5l oo
—=—  CASG WRTAMECAdASE oo
J pesos DD s

S
" e

] gl M a0 47

S EFUNES

Figura 23 - Ajuste dos pesos segundo os modelo classico de Richards.
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7.2 Anadlise Bayesiana

Na obtencao de estimadores Bayesianos foram atribuidas prior: nao informativa de Jef-
freys para os parametros dos modelos. A verificagao de convergéncia do algoritmo Metropo-
lis ocorreu via critério de Gelman & Rubin.

Foram obtidos os resumos Bayesianos a posteriori considerando as duas suposicoes
distintas: homoscedasticidade e heteroscedasticidade nos erros. A implementacao da
metodologia Bayesiana ocorreu via algoritmo de Metropolis-Hastings no software R.

A Tabela 23 mostra os resumos Bayesianos a posteriori para os modelos (1) e (2),
considerando homoscedasticidade e heteroscedasticidade nos dados em estudo.

No caso homosceddstico, verificamos que, (como na metodologia cldssica), as médias
a posteriori da assintota o s@o maiores no modelo (1) do que no modelo (2) enquanto que
as médias a posteriori de [ e v sao maiores no modelo (2). Como mostram as Figuras
24 e 25, os ajustes via modelos bayesianos (1) e (2) prevéem estabilidade dos pesos muito
além da décima terceira semana de vida das aves, porém esta estabilidade é alcancada
com um peso menor no modelo (2). Em comparagdo com as Figuras 22 e 23 (modelos
cléssicos) esta estabilidade é alcangada para valores menores em ambos os modelos.

No caso heteroscedéstico, verificamos que (com relagao ao caso homosceddstico) houve
pequena diminui¢do das médias a posteriori da assintota « nos modelos (1) e (2). As
estimativas do parametro A sdo menores no modelo (2) do que no modelo (1). Nos
modelos (1) e (2) as médias a posteriori de o sao bem menores do que as estimativas
de méxima verossimilhanga do mesmo pardmetro. Nas Figuras 24 e 25 podemos verificar
que a suposicao de heteroscedasticidade proporciona uma estabilidade dos pesos por volta
da décima terceira semana de vida das aves. A suposi¢ao de homoscedasticidade nao é
satisfeita no tratamento destes dados, pois as estimativas do pardmetro A nos modelos
(1) e (2) sdo maiores que zero. A estabilidade do parametro « é alcancada para valores

menores em comparagao com os valores das Figuras 22 e 23 (modelos cldssicos)
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Tabela 23 - Resumos Bayesianos a posteriori

Suposigdo Modelo Parametro ~ Meédia  Erro Padrao  Int. Cred. (95%)
(a) (1) a 2584,852 60,248  [1968,000;2605, 000]
Ié] 1,809 0,051 [1,707;1,913]
7 0,409 0,009 [0,391; 0, 427]
(2) o 1841, 725 38,578 [1767,000; 1919, 000]
I6] 8,915 0,140 [8,650;9, 199
" 1,518 0,028 1,463;1,575]
5 3,558 0,159 13, 251; 3, 870]
(b) (1) o 2256,562 149,932 [1951,000; 2548, 000]
I6] 1,566 0,011 [1,544;1, 589
y 0,449 0,001 [0, 448; 0, 451]
A\ 2,776 0, 600 [1,689; 3,994]
(2) « 1584, 968 117,128 [1362, 000; 1823, 000]
I6] 7,551 0,265 [7,027;10, 092]
7 1,462 0,112 [1,247; 1, 698]
5 3,121 0,105 [2,925; 3, 336]
A 2,156 0,611 [1,563; 3, 954]
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Figura 24 - Ajuste dos pesos segundo os modelo bayesiano de Gompertz
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Figura 25 - Ajuste dos pesos segundo os modelo bayesiano de Richards.

A Figura 26 (a) mostra os tragos a posteriori de a, 3 e y para o modelo de Gompertz
(1) e a Figura 26 (b) mostra os tragos a posteriori de «, (3, v e § para o modelo de

Richards (2), ambos considerando homoscedasticidade.
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Figura 26-(a) Gréaficos dos Tragos a posteriori para os parametros

a, [ e~ do modelo de Gompertz.
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(b) Graficos dos Tragos a posteriori para os parametros

«, B, v e d do modelo de Richards.
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A Figura 27 (a) mostra os tragos a posteriori de «, 3, v e A para o modelo de Gompertz
(1) e a Figura 27 (b) mostra os tragos a posteriori de a, (3, v, § e A para o modelo de

Richards (2), ambos considerando heteroscedasticidade.

gompaplihetalpha gompaplihetbeta

Tragn para alpha Tragn pa

88.pdf 89.pdf
gompaplihetgamma gompaplihetlambda

Tragn [a'a gamima

90.pdf ol.pdf

Figura 27-(a) Graficos dos Tragos a posteriori para os parametros

a, B, v e A do modelo de Gompertz.
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(b) Gréficos dos Tragos a posteriori para os parametros

a, B, v, 6 e A do modelo de Richards.
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Observamos que existe uniformidade nos tracos a posteriori para os modelos (1) e (2)
tanto no caso homosceddstico como no caso heterosceddstico.

A Figura 28 (a) mostra as densidades a posteriori de «, 3 e v para o modelo de
Gompertz (1) e a Figura 28 (b) mostra as densidades a posteriori de a, 3, v e 0 para o

modelo de Richards (2), ambos considerando homoscedasticidade.
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Figura 28-(a) Graficos das densidades a posteriori para os parametros

«, [ e~ do modelo de Gompertz.
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(b) Graficos das densidades a posteriori para os parametros

a, B, v e d do modelo de Richards.

A Figura 29 (a) mostra as densidades a posteriori de «, 5, v e A para o modelo de
Gompertz (1) e a Figura 29 (b) mostra as densidades a posteriori de «, 3, v, § e A para

o modelo de Richards (2), ambos considerando heteroscedasticidade.
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Figura 29-(a) Graficos das densidades a posteriori para os parametros

a, B, v e A do modelo de Gompertz.
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(b)Griéficos das densidades a posteriori para os parametros

a, B, 7, 6 e A do modelo de Richards.
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Observamos que ha simetria das densidades a posteriori em torno das médias a pos-
teriori.

A Figura 30 (a) mostra os gréficos de Gelman & Rubin de «, 3 e v para o modelo de
Gompertz (1) e a Figura 30 (b) mostra os gréficos de Gelman & Rubin de «, 5, v e §

para o modelo de Richards (2), ambos considerando homoscedasticidade.
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Figura 30-(a) Graficos de G & R de «, 8 e v no modelo de Gompertz.
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(b) Graficos de G & R de a, 3, v e 6 no modelo de Richards.

A Figura 31 (a) mostra os graficos de Gelman & Rubin de «, 3, v e A para o modelo

de Gompertz (1) e a Figura 31 (b) mostra os graficos de Gelman & Rubin de a, 3, 7, 0 e

A para o modelo de Richards (2), ambos considerando heteroscedasticidade.
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Figura 31-(a) Graficos de G & R de «, 3,7 e A no modelo de Gompertz.
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(b) Graficos de G & R de
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Observamos que houve convergéncia do algoritmo para todos os pardmetros, pois os

diagnésticos se estabilizam em valores préximos de 1.



Capitulo 8

Conclusao

Nesta dissertacao desenvolvemos uma anélise Cléssica e Bayesiana dos modelos de Gom-
pertz e de Richards envolvendo heteroscedasticidade. A motivacao do estudo surgiu pelo
fato que os modelos de crescimento existentes na literatura nao levam em consideracao a
presenca de varidncia nao constante para os erros. Atualmente, os ajustes dos modelos
sao elaborados considerando apenas modelos homoscedésticos.

Na inferéncia classica para os modelos de Gompertz e de Richards homoscedésticos
e heterosceddsticos utilizamos as estimativas de maxima verossimilhanca dos pardmetros
e seus respectivos intervalos de confianga, sendo que na aplicacao de dados simulados os
resultados apresentaram-se satisfatérios.

Apresentamos uma andlise Bayesiana dos modelos de crescimento de Gompertz e de
Richards homoscedésticos e heteroscedasticos, considerando densidades a priori nao in-
formativas de Jeffreys. Nos dois modelos utilizamos o método Metropolis-Hastings para
a obtencao de amostras das marginais a posteriori. A aplicacao desta metodologia em
dados simulados mostrou resultados similares ou, as vezes, mais satisfatérios que os re-
sultados encontrados na anédlise cldssica.

Na comparacao das andlises Cldssica e Bayesiana para os dois modelos, a andlise
Bayesiana, em geral, mostrou vantagens em relagao, principalmente, aos erros quadréticos
e as taxas de cobertura.

O grau de heteroscedasticidade forte, em alguns casos, influenciou os erros quadréati-
cos médios cldssicos nos dois modelos considerados, e também, as médias cldssicas e

Bayesianas no modelo de Richards.
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No tratamento de dados reais, verificamos que, em geral, as médias a posteriori nao
estao tao proximas das estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros de inter-
esse. Quando consideramos a presenca de heteroscedasticidade, hd uma diminuicao das
médias a posteriori do parametro o em ambos os modelos, ou seja, as estimativas para o
peso maximo atingido pelas aves € menor quando consideramos heteroscedasticidade. O
que reforca a idéia de que devemos sempre verificar a possibilidade de usarmos modelos
heteroscedésticos.

Para dar continuidade ao trabalho pretendemos determinar a magnitude do erro de
estimacao ao usarmos um modelo homoscedéstico em dados heterosceddsticosde e a parte

de discriminacao de modelos.
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