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Resumo

A anélise estatistica para o estudo de dados continuos tem sido desenvolvida em
grande parte com base no modelo normal, que se destaca sobretudo no contexto de modelos
lineares e nao lineares. No estudo da regressao linear univariada, mesmo aceitando como
razodvel a suposicao de simetria para os erros, em muitas situacoes praticas essa suposicao
de normalidade pode nos levar a inferéncias pouco apropriadas sobre os pardmetros de

interesse.

Na literatura classica é suposto que os erros seguem uma distribuicao normal com mé-
dia zero e variancia desconhecida. Neste trabalho, pretendemos flexibilizar essa suposi¢ao
de normalidade, dispondo de novas classes de distribuigoes assimétricas. A primeira classe
considerada ¢ a proposta por Azzalini [3], que inclui a distribui¢do normal como um caso
particular. A segunda é a dos modelos flexiveis de Ma & Genton [22] e a terceira é a classe
de distribui¢oes normais assimétricas estendidas, proposta por Arellano-Valle & Azzalini
[2]. Estas duas ultimas foram incluidas como propostas alternativas ao modelo de Az-
zalini [3]. Com esse objetivo, métodos de inferéncia baseados na abordagem bayesiana,
serao desenvolvidos para estimar os pardmetros envolvidos no modelo de regressao linear

simples com erros assimétricos.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana, MCMC, Distribuicao normal assimétrica, Mod-
elo flexivel,Parametro de assimetria, Distribuicao normal assimétrica estendida, Sele¢ao

de modelos, Modelo com efeito aleatério, DIC, BIC.



Abstract

The statistical analysis of the continuous data set has been developed in most cases for
normal models, specially, in the linear and nom linear models context. In the simple linear
regression models, even accepting as reasonable the normal error assumption, usually it

can take misleading inferences for the parameter of interest.

In the classical literature is supposed that the errors follow the normal distribution
with zero mean and unknown variance. In this work, we intend to make the normality as-
sumption flexible using a new class of asymmetric distributions. The first class considered
was studied by Azzalini [3], which includes the normal distributions as a particular case.
The second flexible class was introduced by Ma & Genton [22] and the third one is the
extended normal distributions proposed by Arellano-Valle [2]. These two last ones had
been enclosed as alternative proposals to the model of Azzalini [3]. With this purpose,
inferences procedures based on Bayesian approaches, will be developed to estimate the

parameters involved in the simple linear regression models with asymmetrical errors.
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Capitulo 1

Introducao

Na prética a intuicao leva a especular que assimetria é resposta a influéncia de fatores
que definem a populacao. Entre estes fatores cita-se o fato de a populagao ter limites
inferior e superior, muito comum na prética. Como exemplo, se a populacao tiver um
limite inferior bem definido e o seu limite superior é nao definido, a relacao de proximidade
relativa da média com esse limite inferior decide a intensidade da sua assimetria a direita.
Por aproximacao relativa entenda-se a distdncia dada em unidade padrao. Para ilustrar
este exemplo cita-se a idade dos alunos de primeiro ano de um curso de graduacao. A idade
minima destes alunos é bem definida, digamos 16 anos, enquanto que a idade mdxima
nao é bem definida. Neste caso, um histograma acusa assimetria a direita e a intensidade
dessa assimetria parece estar ligada ao fato de a média estar mais préxima ou nao do
limite inferior. Se coletarmos uma mostra de tamanho n de uma populacao com idades
entre zero e 200 anos, a assimetria do histograma da amostra de idades que porventura
venha ocorrer serd mais por influéncia de outros fatores aqui nao considerados e menos

pela influéncia destes limites.

A distribui¢ao normal assimétrica foi formalmente introduzida por Azzalini [3], que
propos uma nova classe de distribuicoes que inclui a normal como um membro préprio.
Nessa proposta, que é para o caso univariado, Azzalini chega a generalizar para o caso
multivariado. Henze [18] obtém a densidade proposta por Azzalini via transformacao de
varidveis, onde a varidvel em questao é obtida como uma combinagao linear de varidveis

aleatodrias independentes, e esse método permite a obtencao de seus momentos de ordem
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fmpar, além de ter grande utilidade na simulacio desta varidavel. E facil de ser simu-
lada em linguagem R [8]. Em 1996, Azzalini & Dalla Valle [6] trabalham com o caso
multivariado, com énfase para o caso bivariado e apresentam a construgao da densidade
via condicionamento e via transformacao de varidveis. Em 1999, Azzalini & Capitanio [4]
publicam artigo abordando o caso multivariado, usando a construcao por condicionamento
e, baseados nesta construcao, determinam a distribui¢ao marginal de um subvetor de um
vetor com distribuicdo normal assimétrica multivariada. Ainda baseados na construcao
por condicionamento determinam também a distribuicao de transformacoes lineares e das
formas quadréticas de vetores com distribuicoes assimétricas, estudam condicoes de inde-
pendéncia entre vetores, entre formas quadréaticas e entre vetores e formas quadréticas.

Estendem a abordagem para distribuicoes com parametros de locagao e escala.

Aqui trabalharemos apenas com o caso univariado. Portanto, todas as referéncias a
distribuicao normal assimétrica serao para o caso univariado, a menos de meng¢ao em con-
trario. No capitulo 2 serao estudados as definigoes e teoremas introdutérios. As formas
de construgao da densidade sao apresentadas no capitulo 3, bem como os modelos de dis-
tribui¢oes normais assimétricas flexiveis de ordem k, de Ma e Genton [22] e a apresentacao
de alguns exemplos. No capitulo 4 ¢ discutida a estimacao dos parametros envolvidos e
sao propostos métodos de inferéncia baseados nas abordagens bayesiana e cldssica. Um
grande problema enfrentado por todos os pesquisadores é a estimacao do parametro de as-
simetria. Ha propostas bayesianas e nao bayesianas, e todas ainda apresentam problemas,
que sao levantados naquele capitulo, mas a abordagem bayesiana tem mostrado melhores
resultados. Ainda no capitulo 4 é apresentado os resultados do trabalho de Branco &

Rodrigues [12].

No capitulo 5 sao introduzidos dois modelos de regressao linear simples, que se diferem
pela distribuicao dos erros e a inferéncia bayesiana dos parametros de interesse. No
capitulo 6 sao apresentados mais trés modelos de regressao linear simples como alternativa
aos modelos do capitulo 5, e no capitulo 7 é feita a aplicacao dos modelos apresentados nos
dois capitulos anteriores. No capitulo 8 sao feitas propostas futuras como continuidade

das pesquisas.



Capitulo 2

Classe de distribuicoes normais

assimeétricas

2.1 Lema e representacao estocastica

Lema 1. Sejam f, uma fungao densidade de probabilidade simétrica em torno de 0 e G

uma funcdo de distribuicio acumulada, tal que G’ é simétrica em torno de 0. Entao
f(z) =2fo(2)G{w(2)}, —00 <z < o0, (2.1)

¢ uma fungao densidade para alguma fungao w(.) fmpar.
Demonstracao. Sejam Y e X varidveis aleatérias independentes, com densidades fj e
G’ respectivamente, e considere-se uma funcio W = w(Y’) fmpar, ou seja w(—y) = —w(y)

para todo y € R. Entao, dado y temos que
P{W < w(y)} = P{yo € R; w(yo) < w(y)}

= P{—vyo; w(yo) <w(y)}
= P{—yo; —w(y) > —w(y)}
= P{—yo; w(—y0) > —w(y)}

=P{y €R; w(y) > —w(y)}
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=P{W > —-w(y)}.
Portanto W = w(Y') tem densidade simétrica em torno de 0. Considere-se ainda a fungao
Z =X —w(Y). Temos que, dado z,

P[X —w(Y) < z] = P{(z0,) € R* zy— w(yo) < 2}

= P{(=0,—y0); w0 —w(yo) < z}

= P{(=z0,—v0); — o+ w(yo) = —2}
= P{(=20,—¥0); — 20— w(—y0) = —2}
= P{(z1,51) € R 21 —w(y) > -2}

— P[X —w(Y)>—2].

Portanto, Z também tem densidade simétrica em torno de 0. Para concluir o lema temos

que

1/2=PX —w(Y) <0] = Ey {P[X —w(Y) <OY]} = /RG{w(z)}fo(Z)dz n

Uma versao simplificada deste lema ¢é vista em Azzalini [3], onde se exige que G seja
absolutamente continua. Nessa versao temos que w(z) = Az um a um. Em Ma & Genton
[22] & desenvolvida uma classe mais flexivel de fungoes assimétricas com multimodalidade,

0 que ¢é visto em mais detalhes no capitulo 3.
Representagao estocdstica

Sejam Y e X varidveis aleatérias independentes como definidas na demonstracao do

lema 1. Defina-se a varidvel aleatéria Z, dada por

p Y, seGX)<Gw(Y)),
—Y, caso contrdrio.

Entao, Z tem densidade dada por (2.1) [7].
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2.2 Definicao e propriedades

Definicao 1. Uma varidvel aleatéria Z tem distribuicao normal assimétrica padrao com

parametro de assimetria A\ se sua densidade é dada por
f(z) =2¢(2)®(N\z), z€R, (2.3)

onde A é uma constante em R, e ¢(.) e ®(.) denotam a fungao densidade de probabilidade
(fdp) e a fungao de distribuicao acumulada (fda), respectivamente, da distribuigao normal
padrao N(0,1). Para denotar que Z tem distribui¢ao normal assimétrica padrao com

pardmetro de assimetria A\ escreve-se

Z ~ SN(\).

Esta definigao é uma versao bastante simplificada do lema 1, onde w(z) = \z. A Figura
2.1 mostra o comportamento de f(z) para trés valores diferentes de A\ e o programa em
R [8] para o tragado do gréfico é dado no apéndice B, programa B.1. E fécil notar que a
normal padrao estd incluida como um caso particular desta definicao, quando A = 0. Ou
seja, uma familia de densidades normais assimétricas padrao inclui a distribuicao normal
padrao como um membro préprio e, nessa familia, o que define a assimetria da densidade,
a esquerda ou & direita, bem como a sua intensidade, é o valor de A. O comportamento
da distribuicao normal assimétrica padrao, de um modo geral, é esbocado através das
propriedades a serem vistas nesta se¢do, todas elas decorrentes das defini¢oes em (2.3),
e em (2.8). Para que estas propriedades sejam desenvolvidas deveremos ter em maos
a construcao da funcao de distribuicao acumulada da distribuicao normal assimétrica

padrao, que é dada a seguir.
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Figura 2.1 : Funcao densidade da distribuicao normal

assimétrica para trés diferentes valores \.

Funcgao de distribuicao

Denotaremos por F'(z; \) a fungao de distribuigao acumulada da densidade dada pela

definigao (2.3), isto é

Fz0) =2 / Oo / i 6(t) d(u) du dt.

A regiao de integragao é denotada por A na Figura 2.2 para valores positivos de z e
A. Recorremos a fungao T'(h,a), estudada por Owen [24] e usada por Azzalini [3] para a
construcao da fungao de distribuicao acumulada da densidade normal assimétrica padrao.
Para h e a positivos, T'(h,a) fornece a integral da densidade normal padrao bivariada na

regiao z > h, 0 < y < ax, no plano (z,y), ou seja,

T = [ [ o) otw) dy de

Entao, com o auxilio da Figura 2.2 é possivel verificar que, para valores positivos de z e
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' ren=2 [ [ o0 o) dua
—2[/_;/_:¢(t) dudt—/ /At¢ ) du dt
o[ s wa—a [ /% ) du .
Portanto,

F(z X)) = ®(2) — 2T (2, A), (2.4)

onde T'(z,\) é a integral de ¢(t) ¢(u) sobre a regiao B da Figura 1.2.

Se hy > hy > 0, temos

T(hs, a) /h/ o(x dyda:</hl/ &(z) o(y) dy dz = T(hy, a)

Portanto T'(h, a) é decrescente em h. Temos ainda

——/hoo/oaxqb(x) ) dy dx—/ / 6(x) o) dy dx = T(h, —a), (2.5)
—h,a):/;:/omgb(x) ) dy dx—/ / 6(x) 6(y) dy dz = T(h,a),  (2.6)

9T (h,1) = &(h) B(—h). (2.7)

Portanto, pelas propriedades de T'(h,a) e verificando a Figura 2.2, temos que (2.4)
vale também para valores negativos de z e A, isto é, (2.4) é a expressao geral da funcao

de distribui¢do acumulada da densidade dada por (2.3).
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Figura 2.2 : Representacao da funcao T'(h,a).

Propriedade 1. A densidade SN(0) ¢ a N(0,1).

Demostragao. Para A = 0 temos que

Ou seja, a distribuicdo N(0,1) é um caso particular da distribuicdo SN(A) quando
A=0.

Propriedade 2. Se Z ~ SN()\) entdao Y = |Z| ~ HN(0,1), onde HN(0,1) repre-
senta a distribuicao denominada half-normal com densidade dada por f(y) = 2¢(y)I1y>01(y)-

Demonstracao. A varidvel aleatéria Y é dada por

Z, seZ >0
Y —

-7, se Z <0.

Para y < 0 temos P(Y <y)=0. Para y > 0, por (2.4) e (2.6) temos que
PlY <y|=P[-y<Z<0]+[0<Z <y

={F(0,2) = F(=y, )} + {F(y,\) — F(0,\)}

= {[®(0) = 2T(0, )] = [®(—y) — 2T (=y, M)]}
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+{[®(y) — 2T (y, N)] = [®(0) — 2T(0, A)]}
=®(0) — 27(0, ) — ®(—y) + 2T (—y, \)
+ ®(y) — 2T (y, A) — ®(0) + 2T°(0, \)
= ®(y) — ®(—y) +2T(y, A) — 2T(y, A)
= P(y) — ().
Derivando P [Y < y] em relagio a y (y > 0) temos

OP[Y <y

9 = o(y) — (=1)o(—y) = o(y) + o(—y) = d(y) + ¢(y) = 26(y).

Para concluir basta definir que

Propriedade 3. Se Z ~ SN()) entao, quando A\ — oo, Z L, HN(0,1).
Demostragao. Se Z ~ SN (M), entdo sua densidade é dada por

f(2) = 20(2)®(Az).

Quando Z < 0 temos que ®(Az) — 0 e, portanto f(z) — 0.
Para Z = 0 temos f(0) — ¢(0) V A. Para Z > 0 temos que ®(\z) — 1, quando

A — 00, 0 que resulta em f(z) — 2¢(z), quando A — ocom

Propriedade 4. Se Z ~ SN(\), entdo —Z ~ SN(—\).
Demostracao. f(—z) = 2¢(—z)P [A(—2)] = 2¢(2)P(—Az2) m

Propriedade 5. Se Z ~ SN()) entao a fdp de Z é unimodal e log f(z) é uma fungao

concava [3].

Propriedade 6. 1 — F(—z,\) = F(z,—\).
Demostragao. Por (2.4), (2.6) e (2.5) temos que

1—F(=2z;0) =1—[®(—2) — 2T (-2, )]
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— 11— [B(—2) — 2T(2, )]

= 1—®(—2) +2T(2,\)

—1—®(—2) —2[~T(z,\)]

— ®(2) — 2T(z, =)
=F(z;=)\) u

Propriedade 7. F(z,1) = {®(2)}.
Demostragao. Por (2.4) e (2.7) temos

F(z;1) = ®(2) — 2T(2,1)

Propriedade 8. sup |®(z) — F(z,\)| = 7' arctan || [3].

Propriedade 9. Se Z ~ SN()) entao Z% ~ x3.

Demostragio. Seja Y = Z%. Ao transformar varidveis, isso implica Z = +Y1/2 ¢

9z _ 1

PN Entao, pela propriedade 4 temos

fz(y)I%Z\/lQ_ﬂeg@<)\yé>+%2 L g (o)
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1
_ 1 LA
- (2) yiledv g

2.3 Extensoes para o caso univariado

Apresentaremos nesta secao algumas versoes estendidas de distribui¢oes normais as-
simétricas para o caso univariado. Estas versoes sao obtidas através da inclusao de
parametros de locacao e escala, vistas também nas segoes 3.4 e 3.5. O caso apresen-
tado nas duas primeiras secoes deste capitulo pode ser chamado de distribuicao normal
assimétrica padrao em referéncia & normal padrao. Distribuicoes com parametros de lo-
cagdo e escala podem ser vistas em Azzalini [3], Azzalini & Capitanio [4], Azzalini &

Capitanio [5] e Azzalini & Dalla-Valle [6].

2.3.1 Parametros de locacao e escala

Definicao 2. Uma varidvel aleatéria Y tem distribui¢ao normal assimétrica com parametro
de assimetria A\, parametro de posicao i e pardmetro de escala o, com o > 0, se sua den-

sidade é dada por

) =26ty a0, yer (2.

o
onde A ¢(.) e ®(.) denotam a funcdo densidade de probabilidade (fdp) e a fungdo de
distribuigdo acumulada (fda), respectivamente, da distribuigdo normal padrao N(0,1).

Como notagao escrevemos Y ~ SN (i, o2, \).

SeZ ~SN(AN)eY =pu+oZ, entao Y ~ SN (u, 0%, \). Ou seja, qualquer combinagao
linear de uma varidvel aleatéria normal assimétrica também tera distribuicao normal
assimétrica

Demonstracao. A densidade de Z é dada por

Escrevendo Z em funcao de Y temos que

Y —p
o

Q=

0z
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Pontanto, a densidade de Y é dada por

r=20(UE) 0 (1)

Nas propriedades a seguir consideramos Y ~ SN (i, 02, \).

Propriedade 10. Y, = a +bY ~ SN (a + bu, b*0?, \) para a e b reais.

Demosntracao. A densidade de Y é dada por

s =20(120) 0 (321,

Escrevendo Y em funcao de Y temos que

Yo —a oY
Yy — |25
b 0Y5

1
;-

Logo, a densidade de Y5 é dada por

Flye) = %qﬁ (W) o (AW) .

Propriedade 11. A funcao geradora demomentos de Y é dada por

M(t) = 2exp (“ 2_05)2> o (5 t?T“) :

_
ondeé—m 9].

Propriedade 12. A média e a variancia de Y sao
2

EY) = p+o0d \/i

T

Var(Y) = o® {1 — %52} :

Esta propriedade 12 é demonstrada na secao 4.1 do capitulo 4.
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Propriedade 13. O terceiro momento e o coeficiente de assimetria sao dados, re-

spectivamente, por

2 2 2
E(Y?) :/f’—l—3u306\/j + 3uc® + 30’36\/j - =
v T T
2 4 2 ,173%/°2
weyEe -2
s T T

este ultimo assumindo valores no intervalo (—0.99527 , 0.99527) [9]. Mais detalhes podem
ser encontrados em Pewsey [26] e Azzalini [3]. No capitulo 4 temos uma abordagem um
pouco mais detalhada sobre a funcao geradora de momentos e sobre as estimativas dos

parametros de interesse pelo método dos momentos.



Capitulo 3

Construcoes de uma distribuicao

normal assimétrica

Neste capitulo sao abordadas algumas formas de se obter a classe de distribuigoes
caracterizada pela densidade dada em (2.3) e (2.8). Nos trés primeiros casos a construgao
serd feita a partir de uma distribuicao normal bivariada. No quarto caso, versao de Cart-
inhour [13], parte-se de uma distribui¢do normal multivariada, e a partir desta forma de
construcao sao apresentados e desenvolvidos alguns exemplos. No tltimo caso é consid-
erada uma versao de Arellano-Valle & Azzalini [2]. A representagdo estocdstica, vista
no capitulo 2, também é uma maneira de se construir a distribuicao normal assimétrica.
Ainda neste capitulo é feita uma interpretacao bayesiana para a distribuicao normal as-

simétrica. Por tltimo é apresentado o modelo flexivel de Ma & Genton [22].

3.1 Construcao por condicionamento

X
Considere-se o vetor aleatério bivariado X = ' , X ~ Ny(0,9), onde
Xo
146
0= , com |[§] < 1.
o 1

Defina-se Z 2 X,|[X; > 0]. Entdo Z ~ SN()), onde \ = s
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Demonstracgao.
_ _ fx, (22) P (X1 > 0] = 1)
fz(2) = fX2|X1>0(ZU2) = P (X, >0) .
Temos que
1 =0
O l— | 1= 1-4°
=0 _1_
1-6%2  1-62

Portanto, a densidade conjunta de (X, X5) é dada por

[ AC o p— (o w0 ("
X1,Xo\ X1, X2) = ——— =75 €XP [—z |\ 1 x
b 27T|Q]1/2 2 b Ta

1 1 1

1 1 1
= W exXp —Em (37% — 2.]71372(5 + fL'g — 563(52 + :13352)]

1 1 1
— W exp _§m [(27 — 221220 + 230%) + (1 — &%) x%}]

]_ 1 1 , 1
B WGXP [_5(1_—52) (27 — 2x1290 + 2350%) — §x§]

1 1 1 ( 5)2 " 1 ( 1 2)
=——exp |-+ (1 — 22 ——exp | —=x
2#(1—52) 2(1_52) V2r 2"
= fxix. (T1]z2) X fx, (22).
Temos entao que
Xy~ N(0,1), X;~N(0,1) e

Xl‘[XQ = 132] ~ N (5{[‘2, 1-— 52) .
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Logo,
P(X;>0/Xy=a9)=P X1 — 0w > —0xy
V=) i-9)
=P Z< 0zs
(1-6%)
=& _ 0z
(1-207)

Temos ainda que P (X; > 0) = % , 0 que completa a demonstragao, ou seja

f2(2) = 20(2)0 (ﬁ—j) . (3.1)

3.2 Representagao de Henze[18]

A representacao estocdstica de Henze [18] consiste em construir a distribui¢ao nor-
mal assimétrica como uma combinagcao linear de varidveis aleatérias independentes, e este
método facilita em muito os trabalhos de simulacao, uma vez que, a partir desta repre-
sentacao, pode-se implementar algoritmos computacionais para a geragao de amostras.

Lema. Sejam X, ~ N(0,1) e X; ~ N(0,1) independentes, § € (—1,1) e Z =

§|Xo| + V1 —62X,. Entdo

J

Z ~ SN(A), onde A= (3.2)

Demonstracgao.

Seja W = | Xy|. Entdao W ~ HN(0,1), pela propriedade 2. Temos

|X0| = W e

Xl -
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O jacobiano da transformagao é dado por

1 0 1
J: = —
-3 1 / )
V1-62 1—62 -4

Deste modo,

f\Xol(w) le (ﬂ) dw

T
fZ(Z):[ﬁ N

°r 2 Z — 0w
= | ——dw)¢ | ——— | dw
[\/1—52 V11— 6
(w762)2 B (z2—62z2
2(1-62) o 2(1-82)  dapy

9 7 1
— €
V2w g \/1—52\/27r

2€—z2/2 >

1
(&
N N N

—20(2) [ o(w)du =2¢<z>@<%> .

_ (w—62)2
2(1-462) dw

Vi
3.3 Estatisticas de ordem

Este método de construcao pode ser apresentado através do seguinte exemplo encon-
trado em Roberts [27]. Ao estudar o efeito de determinada doenga em uma amostra de
irmaos gémeos considerou-se apenas a idade do primeiro gémeo a adquirir a doenca. Se
considerarmos X; e X, as idades dos irmaos ao adquirirem a doenca, podemos supor que
conjuntamente estas varidveis tenham distribuicao normal bivariada. Como esperava-se
que os valores de X; e X, estivessem bastante proximos registrou-se apenas a varidvel

min (X7, X»). Esta varidvel tem distribui¢ao assimétrica. Considere-se o vetor

(;1) ~ Ny (0, Q)

2
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19
0 1

onde ) =

Seja W = min (X3, X»). Entao,

w

Fw(w) = Fx, x,(w,w) / /le X, (W, w) dridrs

—00 —O0

x] + x5 — 207109
= exp ] — dzidzs.
//QW 1/2 p{ 2 (1-6%) e

2
Fazendo-se 2 — 20x,29 = (11 — 0x3)” — 6°22 , temos que

&TQ) } d!EldLUQ

1 9 w — 0T
— / Eexp (—x2 /2) liiJ (ﬁ) dxs.

—00

Derivando em relacao a w em ambos os lados temos que

1—-946
fw(w) = 2¢(w) @ (WUJ) :

ou

fw(w) =2¢(w) ® (\w),

com \ =

1-62°

3.4 Versao de Cartinhour[13]

Na sua versdo de construgao da distribui¢do normal assimétrica Cartinhour [13] parte
de uma distribui¢ao normal multivariada, na qual todas as componentes do vetor aleatério
sao truncadas em um intervalo fechado. O problema consiste em determinar a distribuigao
de uma das compenentes sob influéncia do truncamento nas demais.

Seja x = (1,2, ..., Tn_1,T,) um vetor com densidade normal multivariada truncada,
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isto é,
4 Hewaen) | gep
flz) = P/ (2m)"|C - (3.3)
0, caso contrario,

onde A= C"!e R éum retangulo em R", isto &,
R:{<SL’1,...,JZ’”) eR": bl <z Sai,izl,...,n} (34)

e P é uma constante de normalizacao dada por

1 1 !
P = / _ e_i(l_ﬁ) A(g_ﬁ)dz . (35)
r /(2m)"|C]
Observe-se que A = C~!, onde C ¢ a matriz de covariancias e i o vetor de médias .

Representaremos a densidade marginal de z,, por f,(x,). Para obté-la, integraremos

a densidade multivariada em relagao as outras varidveis, isto é,

( an—1 Qn—

2 al
/ / / f(z) dxidxs ... dr,_q, by < x, < a,
falwy) = § fnt oz h (3.6)

\ 0, caso contrario.

Neste caso, se optarmos por uma mudanca de varidveis, que resulta em média 0 e uma
matriz de covaridncia diagonal, podemos complicar os limites de integracao. Nao devemos
nos esquecer de que estamos integrando sobre um retangulo, trazendo-nos desvantagem
na busca de nossos objetivos. Portanto, outra estratégia é a particao do vetor p e da

matriz C' tal que que permita que a densidade marginal f,(z,) seja expressa como

( an—1 al

g(zn) / / h(zy,z,) dz, , by <z <oap
fn(xn> = b1 b1 (37)

\ 0, caso contrario,
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onde z; = (z1,29,....,4,-1) € h(zy,z,) ¢é a densidade de uma distribuigdo normal
multivariada de dimensao (n — 1) e parametrizada por x,. Em outras palavras, o vetor
de médias da densidade é funcao de x,.

Da equagao (3.3) temos a forma quadratica Q/Ag , onde y = (g — H) , que sera

particionada para ser melhor manipulada. O primeiro passo é observar que

’ ’ Al a Yy
vay= (v, w)| -
(3.8)
=y, Avy, + 20’y Yn + annyy,
onde y, = Zy—[1 € Yp = Tn—[ly-
A expressao (3.8) pode ser desenvolvida da seguinte forma:
y Ay =y, Ay, + 20y, Y0 + Gnnty =
o ’ ' 2 1 a-1 2 ' a—1 2
=y, Ay, Ty atynay +y,aAia—ya Ay a+ ynan,
=y, A1y, + vy, ALAT 0+ yaa AT Ary,
+yrd AT AVAT e — yrd AT a + yhan,
=y, Ay, + v A" a) + d ATy A (y, + yn Al ) — o [@’Al‘l@ - ann} :
Temos entao,
y Ay = <g1 + ynAflg) A (gl + ynAf1@> -yl (@’Al‘lg — am> : (3.9)

Esta expressao pode ainda ser simplificada particionando a matriz de covariancias C'

e lembrando que A = C~1. Logo,

A a i ¢

1o

(3.10)

! !

a Ann c Cnn

o ~
—_
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Multiplicando a linha 1 da matriz A pela coluna 2 da matriz C', obtemos que

— (3.11)

Cnn

_ ’ _ /A /A ’
de onde temos A 'ac,, = —c a =52 e cpaAil=-c .

) - Cnn

Similarmente, multiplicando a linha 2 pela coluna 2 temos que

!

ac + Gy Cppn = 1. (3.12)

Substituindo (3.11) em (3.12) obtemos

1
—cAic

+ Qpp Cpn = 1
Cnn

! _ —
—CnnQ Al 1A1A1 1gcnn

+ Qun Cpn = 1
Cnn
= _Q/Al_lgcnn+ Ann Cpn = 1
- 1
= Qpy — aAja = —. (3.13)
Cnn

As equades (3.11) e (3.13) substituidas em (3.9) e levando-se em conta que y =

(g — H)’ resultam em

e A= (o + 7)Ao ) 2

nn

I

)

4 (20— p1)° : (3.14)

Cnn

onde z e pu sao particionados da forma

T = e p=1 . (3.15)
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Para completar a demonstragao, temos que

Al = [A4]

! J—
Ann — gAlla )

Usando (3.15) com (3.13) e o fato de que 1/ |A7'| = |Ay], temos
@em)"|cl = @2n)" ! |ATH (27) Can -

Portanto, a densidade marginal de x,, pode ser expressa como

( 1 1 (zn—pn)?

1 cnn
P \27cnn 27rcnn
an—1

Jn(zn) =

| 0, caso contrario,

onde

Xz
m(wn) = p, +

/ /\/% At emplemmlen) Aemen) g, d,
n 1

(3.16)

(3.17)

(3.19)

A equagao (3.18) tem a forma da equagao (3.7), onde queriamos chegar. Portanto,

fn(z,) pode ser obtida para um dado ,. E facil notar que se nio ocorrer truncamento,

a equagao (3.18) se reduz a normal univariada com média p,, e varidncia c,,. A equagao

(3.18) pode ser expressa como

M 67%@”;1:”)2 b < . < a

V2T Cnn n = WYWn
fo(@n) = (3.20)

0, caso contrario,
onde S(x,) pode ser escrita como
an—1 al
1 1 1 " Al —
=5 e zlmimml@n)] Al —mlza)l go gy , by, <z, <a,
)" 1

(3.21)
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e vista como uma fungao de assimetria. Isto é, (3.21) provoca uma distor¢do na simetria
da densidade normal com média p,, e variancia c,,. Em geral, quanto mais truncamento
houver, ou, de outra forma, quanto mais intenso o efeito do truncamento, mais assimétrica
serd fn(z,). O efeito do truncamento dependerd também da correlagdo entre a varidvel

X,, e as demais varidveis.

A fungdo S(z,) faz o mesmo papel da funcao G{w(z)} em (2.1). Ou melhor, a den-
sidade (2.1) é um caso particular da densidade (3.20). E mais, o método de construgao
por condicionamento ¢ um caso particular desta versao de Cartinhour [13]. Esta versao ¢
pouco usual na literatura, mas a sua importéncia estd na sua generalizacao, permitindo
trabalhar com qualquer tipo de condicionamento e permite trabalhar de forma direta com
casos em que a distribuicao normal assimétrica tenha parametro de locacao diferente de 0
e parametro de escala diferente de 1. A seguir a apresentagao de trés exemplos nos quais

os resultados sao obtidos utilizando a proposta de Cartinhour [13].

3.4.1 Exemplos

Exemplo 1: Consideremos o vetor

X 0 1 0
NNQ 9 )

Xo 0 01

onde a regiao R é dada por
R:{(x1,$2)€R2: 0 <z <oo, —oogxggoo}

eC=A=
01

Da equagao (3.5) temos que

T o1 1
P = / / —e’i(“’“)zdxdy: —.
vV (2m)? 2

0
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Podemos escrever (3.19) como

(L’Q—O

m@ﬁ20+<

)=a.

Substituindo o valor de P e o resultado de m(z3) em (3.21) temos

e
\ 2T

Tl :
S((L’g) = 2/ _%mldl’l =1.
0

Portanto, a densidade da marginal de X5 é dada por

fa(xs) = e~ 3% , —00< Iy <00,

ou seja, Xy ~ N(0,1). Neste caso nota-se que a condigdo de que X; > 0 nao afeta a

densidade marginal de X5 pelo fato de as duas marginais serem independentes.

. X, 0 16
Exemplo 2: Seja o vetor ~ No ., 0#0,com a
X 0 o 1
mesma regiao R do Exemplo 1. Temos
1 -5
oo | POl Lu|TF TP
- 1
0 1 e T
Neste caso, da equagao (3.5) temos que P = %, e de (3.19) temos que
m(xzy) = xad.
A fungao de assimetria é dada por
°r 1 —#(1’1—125)2
S(r3) =2 | ——=¢ 209 dry, —o00< Ty <00.
o A/ 2m(1—6%)
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Logo, a distribuicao marginal de X, é dada por

1 1 S S o
fo(z2) = em2" x 2/—6 s (17220 g
2

Neste exemplo podemos verificar que, devido a correlacao, o truncamento de X; é
responsavel por um comprometimento na simetria de fx,(zs). Neste e no exemplo 1,

onde X ¢ truncada na média, podemos escrever fy(z9) de outra forma:

fo(w2) = 26, (22) P(X > 0| X, = 13)
— ZL’25 _IQ(S
= 20, (2»)
ol ( Y 52)

(< i)

Logo, temos que

fa(w2) = 2¢(22)® (A12),

onde A = \/1577 ¢ o parametro de assimetria da distribuicao. Este caso se enquadra
perfeitamente na defini¢do em (2.3) e este resultado pode ser obtido também pelo método

do condicionamento ou pela representagao de Henze [18]. No exemplo 1 temos que A = 0.

Exemplo 3: Consideramos agora uma situacao mais geral. Suponhamos que

X1 N, 1y | o2 00109 ,
X, Lo do109 O3
1 o~
com elemento da regiao R dos exemplos 1 e 2.
o)

As expressoes de C' e A sao dadas por
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2 5 1 —3
O 01 0102 o A— 02(1-62)  o102(1-62)
do109 02 L 1

0102<1752) 03(1752)

Da equacao (3.5) temos

[e.9]

P = //fflfl’mz ) dxidre = P(X7 > 0) = P(xy — p1q > — i)
0 —o©
_ p<u<ﬂ)_¢z(ﬂ>_
01 01 01

De (3.21) obtemos

% (wo—p2) 2
(e / el ()
0

\/ 2703 (1 — 6%)

0'1

— 00 < Tg < 0.

Conseqiientemente, temos que

1 6720%(362*#2)2 1

V2103 o ()

7 1
o \/2ma3(1— %)

falwz) =

gl b

X

e

e

o1

% (29— 1ip) 2
x/ 1 e‘m[m—(“ﬁ%’”lﬂ day
0

2rao?(1 — p?)
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Hio2 + 201 — podor )

:i x2_'u2) L x Pl Z< 72
02¢( op @(ﬂ) N oo/ 1 — 62

_ i¢ (xg —,u2) 1 o [ P02 + 22007 — 00
02 02 ® <ﬂ> 03\/1—6°

. 1102
:i¢ <x2_ﬂ2> 1 Xq) |:x2 ,u2+ 50’1]50-1
() P

(=) N

1102

i¢ (m_MQ) Lo, [@_ufr 501]501
o

op P Z(ﬂ) a%\/1—52
g1

Finalmente, a densidade de X5|[X; > 0] pode ser escrita como

1 xz—ug) 1 o oy {@_M “1]
2| X1 T2) = — x @ oy " .
Ixa1x:50(22) 02¢< o9 o (ﬂ> V1 —4§202 02 00y

Este é um caso mais geral de distribuicao normal assimétrica e a densidade acima pode
ser obtida pelo método de construgao por condicionamento. Uma forma mais especifica
de se obter esta densidade também ¢é vista na secao 3.5, pelo método de construcao de
Cartinhour [13]. A abordagem de Cartinhour é pouco usual, mas permite calcular a

densidade de X5 seja qual for a condi¢ao ou o truncamento imposto a Xj.
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3.5 Versao de Arellano-Valle e Azzalini[2]

A versao de Arellano-Valle e Azzalini refere-se ao caso multivariado. Em nosso tra-

balho enfocamos o caso univariado.

X
Considere-se o vetor aleatério bivariado X = ' , X ~ Ny(0,9), onde
X
16
0= , com [0] <1.
o 1

Defina-se Z 2 Xo|[X1 4+ 7> 0] ou X5|[X; > —7]. Entdo, Z tem densidade dada por

1 . 5
fz(2) = Wqﬁ(z)@ (ﬂ + mx2> .
Demonstragao.
2 P X - X —
F2(2) = P o (z) = L2222 P((Xlli —7;') 2=t

Da secao 3.1 temos que a densidade conjunta de (X7, X5) é dada por

1 1 1 9 1 1,
my) = ——— (2 — 146 _=
Fxix, (w1, 72) o0 (1 _ 52) *xp [ 2 (1 — 52) (1 = 220) ] 8 \/%exp ( 2332)

= fxuxa(@1]z2) X fx, (22).
Temos entao que
Xo~N(01), X ~N(©01) e

X1|X2:l’2 ~ N(5$2,1—52)

Logo,
1 — 0Ty —T — 0T9

P >
V1=6  V1-62

P(Xl > —T|X2:l’2) =
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V11— 62
— % T+ 02,

Temos ainda que P (X; > —7) = P(X; < 71) = ® (7). Portanto,

T )
29 = ) (m_éQ ¢1—52“>'

o T . )
T2 m
V1-6 1-§
Veremos a seguir uma generalizacao deste caso onde (2 agora é matriz de covariancias.

H& uma certa semelhanga entre a versao de Arellano Valle e Azzalini [2] e a versao de

Cartinhour [13].
Considere-se o vetor

X1 ~ N 0 ’ O'% 50’10’2
X2 0 50’10’2 0'%

e seja Y = Xo|[X; + 7 > 0]. A densidade de Y é dada por

1 T 0 Ta
f(y)Z@—ﬁb( )@ <02\/1—52 \/1_520—2).

3.6 Interpretacao bayesiana

A distribuicao normal assimétrica surge pela primeira vez em um contexto bayesiano
no trabalho de O’'Hagan & Leonard [23]. Ao deduzirem a distribui¢ao a priori marginal
para a média ; de uma populagao normal, estes autores obtém como resultado a dis-
tribuicao normal assimétrica. Apresentamos aqui uma versao do trabalho de O’Hagan &

Leonard.
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Considere-se

w0~ N0, o?),
0 ~ N(0, 72),

sob a condicao 6 > 0. A densidade conjunta de (i, ) é dada por

fus 0) = [ ] 0) F(6)

1 1 T
= ——(u—0)" — —4
2roT exp{ 202 (1 =9) 272 }
1 1T, o 1
= — | = — 216 + 6*) + =62
QWUTeXP{ 2{02 (M o+ )+T2 ]}
1 171 , 200 (1 1
— B Bl R
QWUTGXP{ 2 [UZ'M o? * a2+7'2
1 1( . Z
= expq —= | )
2roT 2 _O% #4_%
Portanto,
0
: NN? 7Q )
0 0
onde
1 1
ol_| @& =
Temos que
Qg( ek &)
A 1 1
o2 o2
onde
1 /1 1 1
A‘ﬁ(ﬁ*ﬁ T
1111 1
AR
Portanto,
o2 4 72 -2
Q=
2 2
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e
0 2 4 2 2
" N, ’ o+ T T
0 0 T2 72
Fazendo
5= —_

Vo272
pelo método de condicionamento e pela defini¢ao em (2.8) temos que

T

A:
o

pl[0>0]~SN(0,0”+7°, ).

Para um dado valor de 02, quanto maior o valo de 72, mais credibilidade est4 se dando
ao fato de que € > 0 e maior serd o valor de \. Por outro lado, fixando-se o valor de 72,
quanto menor o valor de ¢? maior serd o efeito da influéncia de § > 0 na assimetria da

distribuicao a condicional de p.

3.7 Uma classe flexivel de distribuicoes assimétricas

Nesta secao é considerada uma classe mais flexivel de densidades que captam assime-

tria e multimodalidade, conforme proposta de Ma & Genton[22].

Um resultado de Wang et al. [33] confirma que uma fungao densidade g(z) admite,
para algum £ uma tnica representacao skew-simétrica, onde a expressao skew-simétrica

representa uma classe de densidades (que nesta se¢@o sera denotada por SS), dada por

g(x) =2f(x—¢) m(x—=¢), (3.22)

onde f : R — R, é uma fung¢do densidade simétrica e 7 : R — [0, 1] é uma fungao
de assimetrizagao satisfazendo a relagao m(—x) = 1 — m(x). Reciprocamente, uma funcao
g(.) definida por (3.22) é uma densidade. Por simetria tem-se que f(x) = f(—xz). O
Lema 1 e a defini¢do (2.3) sdo casos particulares dessa definigdo, quando £ = 0, para

m(x) = ®(A\x), onde f(.) e ®(.) representam a densidade e a fungdo de distribuigao
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acumulada da distribuicdo N (0, 1), respectivamente. Também as extensoes para o caso

univariado se enquadram nesta definicao.

Da familia de densidades f(.) que se enquadram nesta definigdo serd considerada
neste trabalho somente a classe Cjy, formada pelas fungdes f tais que f(z) — 0 quando
|#| — o0, da qual pertence a distribuigao N (u , o). Destas restrigoes a que nos interessa
¢ a distribuigao N (i , 0%). Quanto a classe de fungoes 7(.) de assimetria, esta forma um

conjunto de funcoes

onde H(.) é a funcao de distribuigdo acumulada de uma varidvel aleatéria continua
simétrica em torno de zero, que aqui é restrita a classe ®(w(x)), onde w : R — R ¢

uma func¢do continua fmpar, ou seja, w(—z) = —w(x).

Um polinémio W}, de ordem k, em R, é definido como uma combinagao linear

k
Wi(z) = ZBT:CT, onde 8, € R com f, # 0.

r=0

Seja W;, um polindémio de ordem k do tipo
k
Wi(x) = Zﬁrm’", onde 5, € R com (3, # 0,
r=1
r=1,3,5..,k, com k=2n-—1, neN.
Entao W}, é chamado de polinémio impar e satisfaz Wy (—z) = =Wy (z).
Dados 1,0 € R com o > 0, seja Py(z) uma fungao do tipo

k
Pi(z) = B, (**)" , onde 5, € R com B, #0,
r=1

r=13,5..,k k=2n—-1, n€N.
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Entao, Py(x) pode ser escrita como um polindmio na forma

k
Pi(2) = Zﬁrzr , onde 5, € R com 3, # 0,
r=1

r=13,5..,k k=2n—1, neN.

em z, estendido para uma reparametrizagao de = através da transformacao r = u + oz,

onde

ou seja, a densidade (3.22) se reduz a
2
9(x) = —f(2(2)) 7(Pel2(2)]).

3.7.1 Algumas ordens

Apresentamos nesta subsecao a familia de distribuicoes flexiveis de Ma & Genton
até ordem 9, dados p e 0%, As fungoes ¢(.) e ®(.) representam a densidade e a fungio
de distribuicao acumulada da N(0,1), respectivamente. Por convengao estes modelos

serao chamados de distribuicoes flexiveis generalizadas skew-normal de ordem k, e serao

denotados por FGSN.

FGSN de ordem 1
g(x):§¢(f—ﬂ) @(51 m‘“),ﬁleR.

o o

Notagao: X ~ FGSN(u, 0%, 3;) ou X ~ SN(u, o2, 8;).

FGSN de Ordem 3

g(x):§¢(f’f;ﬂ) <I>[61 (x;“)+ ﬁ?,(””;“)g],ﬁl,ﬁgem

Notagao: X ~ FGSN(u, o2, B4, B3)-

FGSN de Ordem 5

=3 o (75 oo (5) ¢ (52) 0 (5]
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517 ﬂ?n 65 € R

Notagéo: X ~ FGSN(M? 027 617 637 55)

FGSN de Ordem 7

=20 (152) ol (52) o (552 o (552)

517 635 557 67 € R

Notagao: X ~ FGSN(u, 02, By, B3, Bs, B7).

FGSN de Ordem 9

=30 (150) oo (55) ¢ (54) o (15)

617 537 657 677 69 € R

NOtagéo: X ~ FGSN(,M, 027 617 ﬁS; 557 67769)'

Para um modelo FGSN de ordem k impar qualquer pode-se propor a notacao

X ~ FGSN*(u, o2, B).

A distribui¢ao normal assimétrica definida por Azzalini [3] tem densidade de primeira

ordem dada por

o(r) = ~f(=(2)) 7(Py[=(2)]).

Nesta familia a quantidade méxima de modas depende da ordem k. As densidades

que mais nos interessam neste trabalho sao do tipo

g(x) = ;f(Z(SU)) m(Pslz(2)]), (3.23)
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de ordem 3, que tem bimodalidade. Esta densidade ainda é pouco explorada e pouco se
sabe sobre ela. Ainda nao se tem, por exemplo uma expressao fechada para a média e
para a variancia. Uma outra questao que se pode levantar é como saber o niimero maximo

de modas da distribuicao a partir de um conjunto de dados.



Capitulo 4

Inferéncia e discussao dos métodos

Neste capitlulo sao discutidos diferentes métodos de inferéncia para os parametros
do modelo normal assimétrico. A inferéncia nos modelos assimétricos ainda é objeto de
investigacao e sao poucos os resultados obtidos. As abordagens pelo método cldssico sao
as que apresentam mais problemas de identificabilidade e de sub ou super estimacao, tanto
no método dos momentos como no de maxima verossimilhanga. Outros problemas sao
os de admissibilidade no caso de estimadores de momentos e nao convergéncia no caso
de maxima verossimilhanga, para particulares resultados amostrais [9]. Tais dificuldades
estao relacionadas essencialmente ao fato de que o conjunto de valores admissiveis para o

coeficiente de assimetria para o modelo normal assimétrico é limitado.

Branco & Dey [11] usaram a metodologia cldssica com o implemento do algoritmo
EM para estimar os pardmetros em um modelo de regressao linear simples, supondo que
os erros sao independentes e identicamente distribuidos com distribuicao t-assimétrica.
Levantamos aqui a necessidade de se usar métodos bayesianos naquele mesmo trabalho,

para que as estimativas possam ser comparadas.

A abordagem bayesiana tem apresentado melhores resultados mesmo quando sao es-
pecificadas distribuigoes a priori nao informativas. Esta abordagem é de facil implemen-
tagdo em sistemas como R [8] e WinBUGS [32], por exemplo. Na linguagem BUGS ja

estao prontas as geracoes das cadeias de Markov.
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4.1 Inferéncia pelo método dos momentos

Devido & propriedade 9, os momentos de ordem par centrados na origem de uma
variavel aleatéria Z ~ SN () sdo os mesmos da N (0, 1), enquanto que os de ordem impar

podem ser obtidos com o uso do resultado devido a Zacks [34], que é enunciado no Lema

2.

Lema 2. Seja U ~ N(0,1). Entao

E{<I>(aU+b)}=<I>(\/%>.

onde a e b sdo reais.

Este lema ¢ usado no cdlculo da fungéo geradora de momentos (fgm)de Z ~ SN(\).

A fgm de Z é dada por

o0

1 1.2
Mz(t)=F etz:/etZQ e 22 ®d(N\z) d

—00

o0

:2/ \/127 exp (—%(z—t)2+§><b()\z) i

= 2exp (g) ZV% exp (—% (z — t)2) ® (\z) dz.

Da transformacao u =z — ¢t temos que u +t =z e

8_u:1 = Ou = 0Ox.
oz
Segue que
My(t) =2 £ /@(A[ +t]) ! .. d
7(t) = 2exp 5 U \/%exp 2u U

e, devido ao Lema 2,

My(t) =2 ¢% E[® (AU + At)]



38

4. INFERENCIA E DISCUSSAO DOS METODOS

onde
A

Derivando em relacao a t obtemos

M t2 2 2 )2
? aZt(t> = 2te z ®(it) —1—5\/; e e

Temos entao que
OMy(t)
E(Z) =
(Z) T

t=0

Para calcular a varidncia precisamos obter o segundo momento. Inicialmente obtemos

2 2 ;2 2
éaM&@):2{eg®wﬂ+ﬁ[w2(M&)+5%V%JZQ;}}
T

ot?
2 2
+5\/§{tet22 e 62te§ e },
T

e
02 My(t)
—_— =1.
otr |,
Portanto,

Var(Z) = BE(2*) - [E(Z)]’

2
=1-§=.
s
Para calcular o terceiro momento de Z centrado na origem partimos de

3
—8 My(t) =2t et2/2q)((5t) +2 et2/25\/§e(&)2/2
ot3 T

1 2
+ 4t 2P (5t + 23’ /2 B (5t + o3el* /25— (0)°/2
(3t (5t T
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(5t

2 2
S 98%2 (t— %) e 7 TAY

+462tie’

V2r

02 2
+ 5\/2 R B L 6\/2 (t— %) e +3r°
m m
—53\/2 R 53\/1 (t — 6%) e it
m m

:3(5\/2 + 53\/2.
t=0 T T

Seja X = p+0Z,onde Z ~ SN(A). Temos entao que

Logo,
9P My
ot3

XNSN([L, o2, )\),

de modo que

E(X)=p+ aa\/g e Var(X)=o? (1 - 52%) :

E importante observar que quando A = 0 temos que
E(X)=upu e Var(X)=o%

Portanto neste modelo de densidade p é um parametro de locagao e 02 é um parametro de
escala. Note-se que a densidade s6 é centrada em p quando A = 0. A variancia é sempre

menor que a varidncia do respectivo modelo de densidade normal.

O terceiro momento de X centrado na origem é dado por

2 2 2
E(X?) =p®+ 3@305\/i+ 3uo® + 303(5\/j — 0?’53\/i .
m m m

O método dos momentos consiste em estimar os pardmetros populacionais através de
sistemas de equagdes que envolvem os momentos amostrais. Considere-se z = (z1, 22,
., zp) amostra aleatéria de tamanho n de uma varidvel aleatéria Z ~ SN( A), isto

é, 21, 29, ... , Zp € uma seqiiéncia de observagoes de varidveis aleatérias independentes e
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identicamente distribuidas. Os momentos amostrais centrados na origem sao dados por
1 n
k
Mk:—g zi, k=1,2 3, ...,
n =
1=

e os momentos amostrais centrados na média sao dados por

onde
n
1
Zz = — E Zi:Mla
n <
=1

que é o momento amostral de ordem 1 centrado na origem, mais conhecido como média

amostral. Por uma questao de comodidade usaremos a notacao s> para ms, estimador de
mdxima verossimilhancga para a variancia populacional.

Branco & Arellano-Valle [9] apresentam os resultados que sao reproduzidos a seguir.

Sejam X ~ SN (u, 02, \) e Yy, Ya, ..., Y, uma amostra da varidvel aleatéria padronizada

X -

Y —
S

Entao, Y ~ SN(uy, 02, \), onde
u—7x

Temos que ¥y = 0, sy = 1 e mg = % E y?. Tgualando os momentos amostrais aos
i=1 ~
momentos populacionais obtemos o seguinte sistema de equacgoes:

MY_’_O-Y(S\/gZO

o} [1- %52} =1
i+ 3oy 0\ J2 + By %+ 3036,[2 — o3\ 2 = my
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Deste sistema obtemos

9 1/3
~ —1
Hy = <4 _ ﬂ_m3) S )

Gy =1+ iy

5= Iy )2
Oy s

Portanto, os estimadores de momentos dos parametros envolvidos sao dados por

este ultimo sob a condigao ‘5‘ < 1, caso contrario ¢ é inadimissivel e A nao esta definido.

Estes estimadores nao se comportam bem com a distribuicao normal, isto é quando § = 0,
. nador d = . . 9 -~ b esti

pols o estimador de momentos o< super estima o parametro o e i super ou sub estima

i, dependendo do sinal de iy .

4.2 Inferéncia pelo método de mdaxima verossimil-
hanca

Considere-se z = (21, 29, ... , 2,) Uma amostra aleatéria de tamanho n de uma varigvel

aleatéria Z ~ SN( A). A fungdo de verossimilhanga é dada por

L\ 2) = H 26(z;) ®(Azi) o [[ 2(A\z1).

=1

Se A é positivo e suficientemente grande, é grande a probabilidade de z; > 0, V i . Entao,
neste caso L(\; z) é uma fungdo monétona crescente em A e, portanto, o estimador que

maximiza a fungdo de verossimilhanga (e.m.v.) serd infinito, o que levaria a inferir que
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Z ~ HN(0,1). O mesmo raciocinio pode-se ter no caso de A suficientemente distante, a
esquerda de 0. Liseo [20] apresenta mais detalhes para outras amostras que nos levam ao

mesmo problema.

Considere-se agora somente amostras onde o e.m.v. de A é finito. Para obter o e.m.v.
para o pardmetro \ precisamos maximizar o logaritmo da funcao de verossimilhaca, dado

por
n

I(A) = Z log [26(2;)] + log ®(Az;)]

i=1
A primeira derivada é

' "z (M
(=3 0

As raizes desta derivada sé podem ser obtidas numéricamente. A informagao de Fisher é

dada por

Ie(3) = nE {M} ,

D2(\Z)
de onde obtemos

Ir()) = / 222 (2 )“fp((A ))dz. (4.1)

Seja X = i+ 0Z, onde Z ~ SN()). Temos entdao que X ~ SN(u, 02, \) e a matriz
de informacao de Fisher é dada por

2
Lot (o) i )
o2 o
(Z) 1+2/\ +A
IF(M? 027 >‘) = ( 1+o'>\2 al) 2+X2%ay __Aag ’
p) o
\/2/m <1+)\2)3/2 — Aa1 a2
I - % 42 i

onde a; = Ey [ZW(( ;] k=0, 1,2

Um dos aspectos probleméticos é que esta matriz ¢é singular quando A\ = 0, e isto pode
impedir que avaliemos a existéncia de assimetria usando testes baseados nesta matriz, tais
como o teste de Wald. E conveniente destacar que este tipo de situacao ocorre comumente

quando a média é superparametrizada, como é o caso deste modelo normal assimétrico
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onde a média depende de u, 02 e X\. Azzalini [3] e Azzalini & Capitanio [4] removem
este inconveniente adotando uma reparametrizacao mais apropriada para o modelo. A
maior dificuldade com o método de méaxima verossimilhanca é que estudos de simulacao
tém mostrado que o estimador de médxima verossimilhanga do parametro de assimetria
pode nao ser limitado, ainda que o verdadeiro valor deste parametro seja finito [9]. Uma
alternativa é usar o algoritmo EM que requer a obtengao de uma varidvel latente.Uma

outra alternativa é considerar o enfoque bayesiano.

4.3 Inferéncia bayesiana

A abordagem bayesiana é a que tem proporcionado melhores resultados nas inferén-
cias sobre os pardmetros de interesse, principalmente com relagao ao pardmetro de as-
simetria A. Sao propostos aqui dois métodos pela abordagem bayesiana que sao o uso de
MCMC utilizando a representacao de Henze [18] e o métodos de uns, este tltimo sugerido
no sistema WinBUGS [32] e visto em mais detalhes na segao 5.2. A sigla MCMC ¢é uma
abreviagao para o método de Monte Carlo com cadeias de Markov. As duas metodologias
tém sido bastante 1iteis e equivalentes e tém sido usadas em todos os casos de simulagao
para demais inferéncias dos paramtros de interesse. E interessante observar que o método
dos uns é usado somente em Winbugs, mas evidenciamos a possibilidade de ser testada a

sua implementacao em R.

Sob a abordagem bayesiana, além do modelo normal assimétrico especificado para o
conjunto de dados condicionado ao vetor de parametros (u, 02, \), deveremos ter também
uma distribuicao para este vetor de parametros. Seja 0 = (u,0% \) e seja 7(f) uma
densidade a priori dada para o vetor 6. Neste caso podemos supor uma distribuicao a
priori 7(#) multivariada para o vetor 6 ou considerar independéncia entre os parametros.
Nas simulacoes desta dissertagao é assumida a independéncia entre os pardmetros de
interésse. Seja x = (w1, Ta, ... , T,) amostra aleatéria da varidvel aleatéria X. Se
considerarmos # multivariado, a distribuicao a posteriori conjunta para os pardmetros da

varidvel X é dada mediante aplicagao do teorema de Bayes, ou seja,

_ wOL6/
0 = o0/ 4
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Uma questao relevante aqui é a escolha da distribuicao a priori para os parametros
da distribuicao de X. Em principio, toda inferéncia bayesiana é baseada no conceito
subjetivo de probabilidade [9]. Ver ainda Paulino et. al. [25]. Uma distribuigao a priori
subjetiva para 6 deverd descrever a nossa incerteza a respeito deste vetor de parametros,
baseando-se no nosso conhecimento prévio a respeito do problema [9]. Entao, se tivermos
evidéncia de que o pardmetro A\ é positivo, podemos atribuir ao mesmo uma densidade
marginal a priori que expresse essa positividade, como por exemplo uma exponencial. No
caso de o ou 02 que é sempre positivo podemos atribuir uma distribuicao a priori IG
(gama inversa). Ao parametro p também podemos fazer suposicoes quanto a ser positivo,

negativo ou igual a 0, ou ainda pertencente a um intervalo qualquer de variagao.

4.3.1 Representagao de Henze[18]

A represntagao de Henze, além de ser 1itil em simulagoes de amostras de uma varigvel
aleatéria X ~ SN(u,0% )\), tem uma outra utilidade que é a estimagao do vetor § =

(u, 0%, )\), e isto é devido a propriedade a seguir.
Propriedade 14. Seja Z ~ SN(\) e T ~ HN(0,1). Entao Z|T' =t ~ N(0,1) [18] .

A propriedade 15 a seguir é uma extensao da propriedade anterior.

Propriedade 15. Seja X ~ SN(u,0%, \) e T ~ HN(0,1). Entao,
X|T=t~N [p+dot, o (1—6%)] (4.2)

(Henze [18]).

Estas duas tltimas propriedades permitem a estimacao dos pardmetros de interesse

através de algoritmos computacionais.

4.3.2 Exemplos

Apresentamos nesta subsecao dois exemplos nos quais a estimacao dos parametros é

feita mediante métodos bayesianos.



4. INFERENCIA E DISCUSSAO DOS METODOS 45

Exemplo 5: Uma opcao é considerar os pardmetros independentes e dar a eles as
seguintes distribuicoes a priori:
p~ N (a7 b2)7
o ~ IG(u,v) e
A~ N (:U’)\ ) Ui)?

tomando § = \/1);7 .

A densidade a posteriori para o vetor # é dada por

(1, 0% Az, £) o (7))

1 & , 1 , 1 , U
X exp [—mzm—u—éat} —pl—a) —RM—M) —;]-

=1

As densidades a posteriori marginais para os trés parametros sao dadas por

1 - 1
2 2 2
m(plo®, A, z,t) oc exp [—m ;1 (¥; — p — dot)” — b_2('u —a) ] ;
(0|, A, 2, t) o (02)_(u+%+1) exp SR En (z; — pp— dot)? — .
T 202(1 —52) — ! o2
e
(A, 0%, 2, t) o< exp SR Y (z; — pp— dot)? — L()\—/L 2.
T 202(1 - §%) = 203 A

Exemplo 6: Neste caso sao consideradas distribuicoes a priori nao informativa para o
vetor (u1,0?) e t de Student para A considerando A1 (1, 0?) . Este exemplo é um resumo do
trabalho de Branco & Rodriguez [12]. Temos dois casos nos quais a distribui¢ao a priori
para o vetor (i, 0) nao é informativa (7T (,0) ox %), e para A ¢ dada uma distribuicao
priori 7(A) = t(a,b;d), onde t(a,b;d) denota a distribui¢do ¢ de Student centrada em
a, com parametro de escala b e com d graus de liberdade. Nos dois casos a seguir a

distribuicao ¢ de Student para a priori de A estd centrada em 0.
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Caso 1

(o) o 7,
d~U(—1,1).
Temos entao que A ~ ¢(0,1/2;2).

Caso 2

m(p,0) o< 7,

A~ t(0,72/4;1/2).

Esta distribuicao a priori para A é uma aproximacao da distribuicao de Jeffreys pro-

posta por Liseo & Loperfido [21] .

Pela representacao estocdstica de Henze, propriedade 16, a distribuicao de Y é dada

por
Yi|M702)/\7Ti f\c'l N /4L+La 02 (1_52) )
V14 A2
iid
T~ HN(O, ].),
i = 1,...,n. Para implementar a inferéncia bayesiana utilizando o sistema WinBUGS

Branco & Rodriguez [12] fazem algumas observagoes e adaptagoes. Nao é possivel con-
siderar uma distribuigao a priori imprépria do tipo 7 (i, 0) % A distribuicao a priori

imprépria para o vetor (u, o) é aproximada por
1
p~ N(0,0.001) e =~ Gama(0.01,0.01) .
o

Além disso, o WinBUGS nao aceita uma distribui¢ao ¢ de Student com niimero de graus

de liberdade menor ou igual a 2. E considerada entéo a formulagao hierarquica equivalente

/\|w~N(O,£) e w~ Gama (51725) .
w 2°2

Visando a implementagao das simulagoes MCMC com o amostrador de Gibbs efetu-

amos a reparametrizacao

772:02(1—(52) e f[B=o0b
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de forma que
YHT@‘;MJ%ﬁ ~ N (N“‘BTl , 772)

i~ HN(O, 1),
i =1,...,n. Por transformacao de varidveis [12] obtemos
1 1 32 d
f (M?B’naw) X ?eXp (—5%) w%_l exp (_§w) .

As distribuicoes condicionais utilizadas pelo amostrador de Gibbs sao dadas por

d+1 1[5
wlp, 8,1, 7,Y ~ Gama (7’5 (W+d)>’

R 2
(yi—wB 1 > =1 m,

Ti P 9 7w7Y'\’N ,
|/1’ﬁ77 (772_’_62 772_"62

M‘ﬁanawaT7YNN 121—,— ,

1 n+1 1 [ws
ﬁm,@w,T,YNGama( 5 ’§<Tﬁ+2(yz’—ﬂ—ﬁﬁ)>>



Capitulo 5

Modelo de regressao com erro

normal assimétrico

A estatistica para estudo de dados continuos tem sido desenvolvida em grande parte
com base no modelo normal, o qual se destaca sobretudo no contexto de modelos lineares
e nao lineares. No estudo da regressao linear univariada, mesmo aceitando como razoével
a suposicao de simetria para os erros, em muitas situagoes préticas essa suposicao de
normalidade pode nos levar a inferéncias pouco apropriadas sobre os parametros de in-
teresse. Um exemplo, é quando a distribuicao dos erros é simétrica, porém com caudas
mais pesadas que a normal. Neste caso, diferentes pesquisadores sugerem utilizar mod-
elos baseados em distribuicoes simétricas que permitam reduzir a influéncia de valores

extremos, como por exemplo, a distribui¢ao t de Student.

Jeffreys [19] assume erros independentes e identicamente distribuidos, com distribuigao
t de Student univariada. Em 1976, Zellner [36] publica um trabalho no qual faz andlise
bayesiana e nao bayesiana de um modelo de regressao cuja densidade da varidvel resposta
¢ multivariada t de Student. Nesse trabalho, Zellner usa um vetor de locagao zero, para
o vetor de erros, onde os erros sao nao correlacionados, porém nao sao independentes,
e possuem distribuicao marginal t de Student univariada, que inclui as distribuigoes de
Cauchy e normal como casos especiais. Outros trabalhos de andlise de regressao bayesiana,

onde os erros tém uma distribuigdo com caudas pesadas podem ser vistos em Geweke [16].

Um outro exemplo surge quando a distribuicao dos erros apresenta uma assimetria
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que depende de um parametro A. Uma opgao é usar o modelo (5.2). Outra opgao é o
modelo (5.3). Neste trabalho ¢ ajustado um conjunto de dados reais ao modelo (5.3) e
desenvolvidos métodos de inferéncia, baseados na abordagem Bayesiana para estimar os
parametros envolvidos. Uma terceira opcao é usar uma classe de modelos que incluem
assimetria e caudas pesadas. Branco & Dey [11] usam a distribui¢do t de Student as-
simétrica e consideram dois modelos. No primeiro caso é considerada uma distribuicao
multivariada do vetor de erros, onde as componentes desse vetor sao dependentes mas

nao correlacionadas. No segundo caso os erros sao independentes.

Por tltimo podemos listar outras opgoes que podem ser desenvolvidas dependendo do
conjunto de dados. Uma delas é a introdugao de modelos lineares com efeitos aleatérios,
no qual o efeito aleatério pode inclusive ter uma distribuigao mais flexivel do que a normal.
Uma outra alternativa pode ser encontrada em Ma & Genton [22], que apresentam uma

maior flexibilidade para a densidade dos erros do modelo, podendo ser multimodal.

5.1 Modelos

Na estatistica o modelo linear geral usado para expressar a relagao entre as varidveis
Y e x é dado por
Y =p(z)+e,

onde Y e ¢ sdo varidveis aleatérias e p(z) ¢ uma fungao de z, definida em um dominio
D. Neste trabalho a varidvel = é considerada nao eleatéria e, portanto, u(x) sera tam-
bém nao aleatéria e é definida como a parte deterministica do modelo. A varidvel Y é
chamada de varidvel dependente ou varidvel resposta e a varidvel x de varidvel indepen-
dente ou preditiva. Por exemplo, se Y representa a pressao sangiiinea, desconhecida, de
um individuo e = a sua idade, conhecida, entdo p(x) representa o valor preditivo para a
sua pressao sangiiinea, a menos de um erro €. De outra forma, se for medida a pressao
sangiifnea do individuo, obtém-se o valor Y e entao a diferenga Y — p(z) representa o
desvio do valor observado com relagdo ao valor esperado u(x). Este desvio é denotado
por € e nao é observavel, mas a sua distribuicao é conhecida, geralmente com esperanca

zero, e é considerada como parte do modelo.



5. MODELO DE REGRESSAO COM ERRO NORMAL ASSIMETRICO 50

Quanto a funcdo p(z) esta geralmente tem expressao matemdtica conhecida envol-
vendo parametros desconhecidos, e é de interesse estimé-los. A expressao modelo linear

significa que p(x) é uma fungdo linear do tipo

(@) = Bo + P11 (x) + Poga(2) + - + Brar()

onde ¢;(x) é uma fungdo conhecida de x e ndo contém parametros desconhecidos.

Neste trabalho serd considerado apenas o modelo linear dado na sua forma mais sim-
ples, ou seja

Y=a+px+e.

Os dois modelos analisados neste capitulo se distinguem apenas pela distribuicao do

erro. A seguir, a descricao e o desenvolvimento destes dois modelos.

5.1.1 Modelo linear simples com erro normal

Considerando-se uma amostra aleatéria de tamanho n, este modelo é dado por

Y, =a+Bxi+e, &S N0,0%), i=1,2,..n, (5.1)

onde

=Y, —a—pfx;,

e sua densidade é dada por

1/2
fle) = (%) % exp{—% 6?} :

Temos que a densidade conjunta do vetor € é dada por

n/2 n
1 1 1 )
fle) = <%) o exp{—ﬁ 2 51} :

Temos também que

ind.

Y ~ N(a+ﬂxi,a2),
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e sua densidade é dada por

1/2
flys) = ( 1) 1 eXP{— ! (yi—&—ﬁxi)2} yi=1,..,n.

m) o 202
Logo, a densidade conjunta do vetor Y é dada por
1\"* 1 1 & )
=(— — exp{ ——— . —a — P .
@) (2%) gn P 202 — (v fai)
Os parametros de interesse sao «, 5 e o2. A funcao de verossimilhanca tem expressao
Lo, 02'17)o<i ex ——i (i — a — Bx;)?
Y ) ) O_n p 20_2 — yl (2 .
onde D denota o conjunto de dados.

Este modelo, como ja comentado, ¢ o caso mais simples de regressao linear e os
parametros de interesse podem ser facilmente estimados tanto pelo método cléssico (pelo
método de minimos quadrados), quanto pelo método bayesiano através de MCMC. O
problema é que na préatica nem sempre as suposicoes de independéncia e normalidade

para o erro sao verificadas, o que podem comprometer as estimativas e demais inferén-

cias.

5.1.2 Modelo linear simples com erro normal assimétrico

Como ja foi observado no inicio desta secao o erro nao é observivel, mas tem dis-
tribuicao especificada, sendo razodvel em diversas aplicagoes supor que a esperanga do
mesmo seja zero. Sao apresentadas aqui duas versoes deste modelo, e apés uma ligeira

andlise justifica-se a escolha da versao (5.3) como o modelo a ser adotado.

Modelo nao centrado

Considerando-se uma amostra aleatéria de tamanho n, este modelo é dado por

Y, =a+ Bx; +oe; gi%SN(O,l,)\) ., 1=1,...,n. (5.2)
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Temos entao que

Y; g SN (a+ﬁxi, o, )\) ,

e, por (2.8), a densidade de y;|a, 3,02, \ é

o sitn) = 2o (Bt g (4wt B,

1=1,...,n.

Neste modelo temos, pela propriedade 12 que

A 2 A 2
S A W
L+ X2V L+ X2V
Temos entdo que F(g;) = 0 se, e somente se, A = 0, caso em que ¢; ~ N(0,0?). Para

a, 3, >0, o grifico da reta y* = o + fx é mostrado na Figura 5.1.

Quando se pensa na previsao para Y por este modelo, a tendéncia natural, e pre-
ciptada, é considerar y = a + fz; como preditor de Y|z;. Neste caso, para a e  nao

viciados, F (yj*) = a+ fz; # E(Y;). Ou seja, a menos de A = 0, este preditor de Y|z

subestima ou sobreestima Y, conforme o sinal de A, com um vicio dado por —o \/’\—2 \/g .
1+

Um preditor para y|z é §y =a + Br+5 A — \/g
14+

O residuo assimétrico para este modelo é dado por

A 2
Ei:Y;—E(YZ-):a+ﬁ$i+aei—a—ﬁxi—o—\/j
s

V1+ M\

A \/5 .
=0l ——F——\/— | =0¢g; ,
VI NV

onde, devido & propriedade 10,

el ~ SN —L\/?,l,/\ ,
VI NV
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Podemos entao escrever Y; como

A 2
K:E(K)+Ei:a+a—\/j+ﬁxi+a€f.
V1INV T

Ty

Figura 5.1 : Representacao de uma reta

de regressao sob o modelo (5.2).

Modelo centrado

Uma outra proposta é o modelo

A 2
Y,=a+ px;+0e;, ¢,~SN ——\/j s Lo A, 1=1,...,n,
V1IN VT

(5.3)
Onde oa=a-+ \/%\/g
+

Na representacao da Figura 5.2 podem ser visualizadas as retas de regressao corespon-

dentes aos dois modelos, em um mesmo conjunto de dados, com A\ > 0.

Neste novo modelo temos, pela propriedade 12, que

EE)=0 e EY)=a+px;, i=1,..,n
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Portanto, se a e 8 forem estimadores nao viciados, Y; = a + Sx; é um preditor nao

A~

viciado para Y|z, onde E(Y;) = a + fx; = E(Y;).
Convém observar que os dois modelos sao equivalentes, com o mesmo coeficiente an-
gular para a reta de regressao, enquanto que os coeficientes lineares dos dois modelos

~ . o A 2 . L. .
sao tais que @« = a + o T 2, mas o modelo (5.3) se mostra mais pratico, pois a um

profissional de qualquer area nao interessa o valor preditivo a menos ou a mais de uma

constante, e gostaria de obter a predi¢ao centrada.

O modelo a ser adotado como modelo linear simples com erro normal assimétrico com
parametro de assimetria A é o modelo centrado e, uma vez adotado este modelo, temos

que as funcoes densidade de ¢; e Y; sao dadas por

2 C i VT C Vi VT
fle) == ¢ - @ |n— ,

f(yi)=§¢<yi _Oé_ﬁxi_ﬂ) @()\ Yi —Oé—ﬁ%‘—,u)’

g o

. A
i1=1,...,n,onde u =0
B VP

2
i

Mod. (5.3)

Mod. (5.2

Figura 5.2 : Representagao das retas

de regressao sob os modelos (5.2) e (5.3).
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Entao, a fungao densidade conjunta do vetor Y é dada por

f@):H%(b(yi —04—03%—#) (13(/\ Yi —a;5$i—ﬂ>
i=1

2\ yi —a— B —p\ T Yi —a—Bri—p
- (3) Mo (=) To (p =),

2

Os parametros de interesse sao «, 3, 0° e A, e a funcao de verossimilhanca tem ex-

pressao

Neste capitulo sdo analisados apenas os modelos (5.1) e (5.3). No préximo capitulo sao

apresentadas mais trés propostas de modelo de regressao linear com erros assimétricos.

5.2 Analise bayesiana

5.2.1 Modelo (5.1)

Distribuicao a posteriori de «, 3 e 02 considerando independéncia a priori entre

os parametros

A funcao de verossimilhanca é dada por

1 1 — )
L(a,B, 0% D) x — exp{ —— ; —a— PBax; .
ot D) L {53 -]
Supondo independéncia a priori entre estes pardmetros, sao consideradas as seguintes
distribuicoes:

a~ N(py, 02) o B~ N(ug, 03) e 0 ~IG(u,v).

o
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A densidade conjunta a posteriori para estes pardmetros é dada por

& (O[,B, 02 | D) X (02)7(% +”+1) exp {_LG: (yz - Of—ﬁxi)Z}

X eXp{—% [Jiz (o —po)* + GLQ (5—%)2] - i},

a B
de onde obtemos as distribuigoes condicionais requeridas pelo amostrador de Gibbs:
n
02> (yi— Bri) + pa0” ) 5
o°o

2 1=1 e
al|p, 0, D~N
T no? + o? "noZ+o? |

O’% (OéZZBZ + ZZBZ yl> +,U50'2 9 9
=1

i=1 o Uﬁ

n ? n
2 2 2 2 2 2
o g Ty + 0 o E Ty + 0
i=1 i=1

Bla,o*, D~N

n

n 1 2
o2 | o, B, D~ IG <u+§ ) 5;(%—&—&1&1) — U).

Para aplicagao destes resultados tomamos um conjunto de dados de Zelner [35], pdgina
64, que relaciona as varidveis renda pessoal e investimento pessoal. Os dados estao no
Apéndice A. A renda pessoal é considerada como varidvel resposta (Y) e o investimento

pessoal como varidvel independente (x), e a este conjunto de dados é ajustado o modelo

(5.1). As estimativas bayesianas pelo MCMC (veja programa no apéndice C1) foram

4=345,70 e B =3,029.

enquanto que as estimativas de minimos quadrados sao

a=2344,70 e [ =3,049.

Note-se que as estimativas para « e [ sao equivalentes pelos dois métodos, mas as esti-

mativas pelo método dos minimos quadrados requer menos tempo, o que torna este iltimo
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método o melhor para este caso. Estes resultados serao comparados com os resultados

que estao na préxima subsecao.

2

Distribuicao a posteriori para «, 3 e 0°, sob distribuicao a priori nao informa-

tiva para os parametros.

Considere-se a distribuicao a priori
9 1
(o, B,0%) x —.
o

Assim, a distribui¢ao conjunta a posteriori para os pardmetros é dada por

1 1 <
77(%5702@ ) i) X g+l exp{_T‘QZ(yl _a_/Bl‘i)Q} :

=1

Apo6s operagoes algébricas vistas em Zelner [35] temos as distribuigbes a posteriori para

os trés parametros, dadas por

7By 1) ox o+ T (5-B)|

onde
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i=1
Em Zelner [35] sdo apresentadas as estimativas de «a e 3, através destas distribuigoes

a posteriori, para o exemplo desta subsecao e as médias a posteriori para a e 3 sao:

Note-se que os resultados sao equivalentes para os trés métodos apresentados nesta sub-
secao. No trabalho de Zellner nao ¢ apresentada a estimativa de o2 , e desta forma nao

temos como compara-la.

5.2.2 Modelo (5.3)

2

Distribuicao a posteriori de o, 3, 0° e A considerando independéncia a priori

entre os parametros

Os parametros de interesse sao «, 3, 02 e A, e a funcao de verossimilhanca é dada

por
n

1 1
L(a, B, 02,/\|D)ocﬁ exp{—— (yi—a—ﬁxi—u)Q}

202 4
=1

XH‘I)(/\ Yi —04—5%—#).
g
i=1

— A 2
ondep—am \/;

Supondo «, 3, 02 e X independentes a priori, adotamos as seguintes distribuicoes:

awN(ua,ai), BNN(MB,J%) , OQNIG(U,’U) e )\NN(,u)\,ai).

A distribuicdo a posteriori conjunta para a, 3, 02 e A é dada por

n

(a,8,0% AD)  (0%) (F 1) exp{—i (o= By — ) — 5 (0= po)?

202
i=1 o
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1 21 2 u | T yi —a— Br; —
——— (b— ——= (A= - — DA
20_% ( :U“B) 20_?\ ( Mz\) 0_2 } H ( p )

onde D denota o conjunto de dados.

As distribuicoes condicionais requeridas para o algoritimo de Metropolis-Hastings sao

dadas por

Distribuicao a posteriori para «,3, 0?> e A considerando uma distribuicao a

priori nao informativa para o vetor (a, 3,0?)

Neste caso, a fim de obter as distribuicoes a posteriori para o, 3, o2 e A considerarmos

que

Al (a,B,UQ).
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Temos trés possibilidades de distribuigoes a priori para A e («, 3, 02%):

(i) = (a,B,0?) arbitraria, A~ N(a,b?),
(i) 7 (o, B,0%) x %5, A~ N (a,b?) e
(iii) 7 (a, B,02%) x 25 , 7w (A) arbitraria.

(&

Sob a representagao de Henze em (4.2) temos que

mn )\z 2
Y;|O-/7B>0-27)‘a7-i ’\C’l N<L+Oé+6xla ? )7

V1+ A2 142
Ti~ HN(0,1) e 7 11 (o, 8,0% X)
1=1,...,n.
Seja w; = ¢1; , onde ¥? passa a ser o parametro de escala dado por

0_2

V1t A2

Podemos entao reescrever a distribuicao de Y; como

Y; ’a7b>w2>)\>wi ~ N ()\wz +OZ+B£UZ ) ¢2) )
wilp? C HN0,4%) e  w;I(a,b,)).
Como quarta possibilidade considere-se as distribuicoes a priori

™ (o, B,%%N) e A~ N(a,b?).

1
v’

As distribuicoes a posteriori para a, 3, w,¥? X , onde B = (c, B), sao dadas por

1% \wy~N (E(g) —AB(w) ,v* (X X)_1> ,

2 A W’
w’ﬁﬂﬂ 7)‘7QNTNn 0; 1+)\265 1+)\2[n )
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2
VB, A w,y ~ IG (g : M) ,

( b*w'e + ay’ b*1)” )

A b 27w7 NN 9
By~ N P i Blaf s d?

onde ||z|| = +/> xi, B3 (y) = (X’X)f1 X'y e e =y — Xf. Mais detalhes sdo discutidos
i=1 -
em Arellano-Valle et al. [1].

5.2.3 Meétodo dos uns

Usaremos a densidade (2.8) para descrever o método que aqui chamamos de método dos

uns.

A densidade de Y; é dada por

f(yi | a,ﬁ,a2,/\) _ §¢ (?Jz‘ —Oz—aﬁxi —M> P (/\ yi—a—aﬁxi —M> (5.4)

e a funcao de verossimilhanca para o, b, 02 e \ é dada por

L(a, B,0% Nz, y) :ﬁ% ( —a—ﬁxi—u) @(Ayi_a_ﬁgci_ﬂ) (5.5)

A 2

onde p = — oq/=.

. 1422 g
Sejam U; , ¢« = 1,2,...,n , varidveis aleatérias independentes, com distribuicao de

Bernoulli, de parametro p; , onde
_f(yi|auﬂa0-27)‘) e 0< pz<]- (56)

Entao, a funcao de verossimilhanca para o, 3, 02 e A, em termos das varidveis U; , ¢ dada

por

LUi(a7670-27>\ H 1 - pz 1 o (57)

Considere-se Uy = 1, Uy = 1,...,U, = 1, resultado de uma amostra aleatéria das
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varidveis U;, onde tenha ocorrido o valor 1 para i = 1,...,n. Entao, a funcao de verossim-
ilhanga dada por (5.7) se reduz a forma (5.5). Este artificio é aceito pela linguagem
BUGS. Entéao, sob esta condigao passemos a considerar a verossimilhanga dada por (5.5),

para a, b, 02 e \, ou seja,

o o

“r 2 i — o — by — i —a — by —
L(a,b,az,A\z,g,uzl):H;ab(y e “)@(Ay ez “) (5.8)
=1

A partir de (5.8) vale o método bayesiano conhecido. Este método dos uns é usado

neste capitulo, em simulacao, e no capitulo 7.

5.2.4 Simulacgao

Efetuamos uma simulagao em um modelo de regressao linear simples com erros nor-
mais assimétricos (veja programa em R no apéndice B.2). Os passos sao os seguintes:
i) A varidvel X assume valores de 1 a 10, com cada valor replicado 100 vezes.
ii) Os valores dos parametros sao: a =5, 8 = 0.6, 02 =9, u = 2.140949 e \ = —2.
iii) Os erros ¢;, i = 1,2, ...,1000, foram gerados através da implementagao da repre-
sentagdo de Henze (veja método de construgao da distribui¢cdo normal assimétrica pela
representacao de Henze, capitulo 2, com € ~ SN (0,02, ))).

iv) Os valores da varidvel Y, varidvel resposta, foram gerados na forma
Yi :a+ﬁ$i+€i,

com valor esperado E(y;) = oz+5a\/g+ﬁa:i, 1 =1,...,n. Nos gréficos da Figura 5.3 temos

as densidades e os histogramas de Y e do erro simulados.

Os parametros do modelo, foram estimados pelo MCMC, através do programa C.1.
Fora considerada independéncia a priori entre os parametros e foram utilizadas as seguintes
distribuicoes:

a ~ N(0,1000), B ~ N(0,1000), o® ~ IG(0.01,0.01) e A ~ N (0, 1000)

Foram geradas trés cadeias com os seguintes valores iniciais:
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cadeia 1: (T=1,A=2,a4=0,5=0),
cadeia 2: (T=2,A=—-1,a=0.5,4=3)e
cadeia 3: (T=4, =1, a=1,5=2).

Foram tomadas 40000 amostras, descartadas as 10000 interacoes iniciais e dado um
salto de tamanho 10. Os resultados encontran-se a seguir. Na tabela 5.1 apresentamos
o indicador de convergéncia R (redu¢do potencial estimada da escala [15]) que ¢ um
indicador de convergéncia das cadeias. Nas tabelas dos sumaérios a posteriori do capitulo

7 também ¢é usado o indicador R para verificar a convergéncia das cadeias.

Ceneldade da 'y HisEgram a de v

De ikl e
0 DO+ D02 Qa2
| N T N Y N T T |
FreEcla
(k] =0

T T T —
o = o B o = = =
T T
Censldade do Bro Hls & gram a da Emo
. R
[ 7
2 £ R
3 - =
£ on £ g
g_I T T T T T = r T T 1
ERE- S D T - =z -1 0 1z
Bro Bro

Figura 5.3 : Densidades e histogramas

de Y e do erro para os dados simulados.
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Tabela 5.1 : Sumadrio a posteriori para os parametros sob o modelo (5.3).

Parametros média D.P. 2.5% Mediana 97.5% R
« 5,001 0,1380 4,717 5,003 5,266 1,001
6] 0,6153 0,0215 0,721 0,6139 0,6568 1,001
) -0,8962 0,0219 -0,9316 -0,8986 -0,846 1,002
A 22,057 0,2497 -2,564 -2,048 1,587 1,003
7 2,169  0,1313 1,900 2,170 2,417 1,001
o? 9,199 0,7248 7,856 9,162 10,66 1,001

Como esperado os resultados estao muito préximos aos valores escolhidos na geracao
dos dados. Os histéricos das cadeias de Markov para os parametros sob o modelo (5.3)
sao apresentados nas Figuras 5.4 e 5.5. Note-se que visualmente nao existes problemas
de convergéncia nas cadeias geradas. Com o salto igual a 10 foi evitado o problema de
correlacao nas cadeias geradas, o que é constatado na Figura 5.6. Pelo mesmo motivo,

o tamanho do salto usado na geracao das cadeias referentes aos resultados do capitulo 6

também é igual a 10.
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alfa chains 1:3

5.0
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a.0
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T
10001
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200m 2o

teration
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10001 20000 0000
teration
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Figura 5.4 : Histéricos das

cadeias de Markov para «a, 5 e .
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mu chains 1.3

3.0

257
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1.57

1000 20000 30000
teration
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B0

10004 20000 30000
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Figura 5.5 : Histéricos das cadeias de Markov para j e o°.
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Figura 5.6 : Correlagoes das cadeias geradas.



Capitulo 6

Modelos alternativos para o erro

Neste capitulo sdo propostos trés outros modelos como alternativa aos modelos (5.1)
e (5.3). O primeiro ¢ o modelo flexivel de Ma & Genton [22], mais exatamente o modelo
FGSN de ordem 3 que prevé bimodalidade (veja se¢do 3.7.1). No segundo modelo é
proposto que a varidvel resposta é estritamente positiva, supondo que os erros sao normais
e ¢ adicionado um efeito aleatério com distribuicao normal para para cada observacao.
No tltimo modelo os erros sao normais assimétricos e tém uma compenente aleatoria que,

para o conjunto de dados reais considerados nesta dissertacao, é devida ao fator sexo.

6.1 Modelo flexivel de Ma & Genton (2004)
Considere-se o modelo
yi=a+ Bxr;+¢& , g ~FGSN (u, o2, By, 63) , 1=1,..,n. (6.1)

E importante observar que para os modelos flexiveis de Ma & Genton ainda nao existem
na literatura expressoes fechadas para a esperanca e para a variancia. Alids, esta é uma

classe de densidades ainda em discussao e seu histérico de exploragao ainda é recente.
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6.1.1 Distribuicao a posteriori de «, 3, 02, i, 3, e 5
Os parametros de interesse sao «, 3, 02, u, 3, e 35 e a fungao de verossimilhanga é

dada por

1 1 <
L(Oé,57027l%51753/7)) X F eXp{_ﬁ : (yz—a—ﬁxz—uf}

=1

n 3
XHq){Bl (yi —04;5%—#>+53 (yz —Oé—aﬁIi—M) }
i1

Supondo «, 3, 02, i, 3; e 35 independentes, sao consideradas as seguintes prioris:

Q~ N(Mmai)v B~ N(ﬂ670%)7 o ~ [G(U,?}),

MNN(MWU;%)’ ﬁlNN(ﬂhU%) € 63NN(M370—§)'

A distribuigao a posteriori conjunta para «, 3, o2, u, 8, e 3 ¢ dada por

n

™ (a767027N761763/D) X (02)_(% +U+1) eXp{—% (yz — —Bl‘z —M)Q}

i=1

XHq){ﬁlyz « Oﬁxz M‘i‘ﬁg (yz a Uﬁmz M) }

As distribui¢Ges condicionais necessarias & implementagao do algoritmo de Metropolis-

Hastings sao dadas por

1 < 1
71—(04‘670—27“751’5371)) OCeXp{—TﬂZ(yz _Oé_ﬂxi _:u)2 - E(O&_Ma)2}

i=1

n 3
XHq){Blyi—Oé—ﬁiUi—ﬂ_i_ﬁg (yi—&—gﬂfﬁi—ﬂ) }7
i=1

g
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- Yi — o — pr;—p yi—a— B, — s
XH@ B4 o ‘f‘ﬁg( o ) )
i=1

n

7 (pla, B,0°, By, B3, D) o< exp {—% > (yi—a— B —p)’ - % (1 — uu)2}
=1 K

- yi —a =i —p yi — o — B — i\’
XHCI) Bl o +B3 o ’
=1
1
™ (ﬂl‘a7ﬂ70’27ﬂ7637p) X eXp{—T‘_% (Bl - N1)2}

n 3
XHq){Bl%—Oé—Uﬁﬁi—M_i_ﬂg(yi—a—aﬁIi—N> }
i=1

1
203

W(ﬁS‘aa67027ﬂ7ﬁl>D) ocexp{— (53_:U3)2}

- yi —a—fri—p yi — o — B — i\’
><H<1> B4 - —|—ﬁ3< . > .
i1

6.2 Modelo com efeito aleatério da observacao

Considere-se o modelo

y; = a+Bxi+y,+€, v YN (O, 03) , & YN (O, ag) , v le;, i=1,2,...,n.  (6.2)

onde ¢; é o erro de cada observacao e 7, o seu efeito aleatério.

Neste modelo o efeito de cada observacao é desvinculado do erro e na préatica pode
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haver restricao no modelo, como é o caso da varidvel Bfat que é a varidvel resposta do
conjunto de dados reais aqui considerado ( veja capitulo 6). A varidvel B fat representa

a porcentagem de gordura no organismo e deve ser positiva. Neste caso temos que
Y; >0
= E(a+ Bz +7;+&ly;) 20
— a+fr;+7, 20

ou seja,

Vi > ~Ti

onde 7; = a+ fr;, i =1,2,....n.
O objetivo é obter a distribui¢ao condicional de Y dado que 7, > — (a + fx;), ou,
de outra forma, obter a distribuigao de Y; — a — Sx;|y; + 7;. Para isto defina-se o vetor

aleatério normal bivariado

de modo que

Considere-se as reparametrizagoes

i Vi —a—fa;
Uozl eUlzﬁ.
Ty oz + 05

Logo,
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A quantidade

o o2 1/2
= —2 = i 6.4
NGETs (ag+ag> (64)

mede a correlacao entre as varidveis aleatdérias marginais Uy e U;. Desta, obtemos outra

quantidade que, similarmente ao lambda da normal assimétrica também serd chamada de

lambda e é dada pela relagao
) oy

N

A:

Temos também que

16
(1) = { ()
Ur 0714 1

Da condigao (6.3) temos que

U0+2>0.
Oy

Portanto, devido ao resultado de Arellano-Valle & Azzalini [2], veja segao 2.5, a densidade

de Y; é dada por

(o i)
) = 1 5 Y, —a— Bz, o \/1=62  \/1-62 \ /02402 . (6.5)
A\ Ere o(2)

Pela expressao de 0 em (6.4) temos que

P Tiy/02+02 n oy [ Yi—a—pux;
L (Yo b o o \ o
ozt o2 0z + 02

fyi) =
de forma que a fungao de verossimilhanca é dada por

n

1 1
L(a,B,02,62 | D) x ——————— exp{d ————— P — QL — :E,-z
(@.800.01P) (02 + o2)"/? p{ 2«/0§+agz < 4 )}

=1
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O~0¢ Oc 02402
. Ty
=1 @ p
N

6.2.1 Distribuicao a posteriori de «, 3, 02, ?/ , 0 e\

@ {Tm/Ug-‘ra?y i oy <Yi0151i)}

Supondo «, 3, 0% e 03 independentes, sao consideradas as seguintes distribuicoes a

priori:

a~ N(u,,d2), B~ N(,uﬁ,a%), o2 ~ IG(ug,v.), e 03 ~ 1G(uy,vy)
A distribuigdo a posteriori conjunta para «, 3, 02 e 0,27 é dada por

1
m (@, 8,02,05|D) m { QWZ ﬁ%f}
€ gl

As distribuigoes condicionais utilizadas no algoritmo de Metropolis-Hastings sao as

seguintes:

1
™ (a]B, 02, a D)ocexp{ QWZ _ﬁmi)Q_E(a_lua)z}

& Tin/02+02 o, (Y, —a— Bz
P € v 2y i i :
XH { 0,0 05< 02+ 02 >}
1
W(ﬁ|a,ag,03,D)o<exp{ QWE _61”2)2_@(6_#5)2}
v

i Tin/o:+02 o, (Y —a— B
XH(I){—V‘F_’Y(_ ;—O_g_'_o_?y )} )
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6.3 Modelo com efeito aleatorio de variavel binaria
Considere-se o modelo

iid

Vi=a+Bri+Zy+oe, e~SN(@O, 1, , i=1..n, (6.7)

onde

Z; = (I;,1-1,),

I 1, observacao tipo 1

0, observacao tipo 2.

e
V= (71>,
Y2

com

71 v,

O vetor v é o efeito aleatério da varidvel bindria no modelo. Para o conjunto de dados

usado no capitulo 7 temos que

1, observagao do sexo masculino

0, observacao do sexo Feminino.
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6.3.1 Distribuicao a posteriori de «, 3, 02, 7;, 7, € A

A funcao de verossimilhanca é dada por

1 1 ¢ 2
L(Oé7670-27717’727)\’p)0<; eXp{_ﬁ (yz_a_ﬁxl_Z27> }

g° -
=1

X

s_
[P

@{AYZ‘_O‘_M_Z”}.
g

Supondo a, 3, 02, v,, 7, € X independentes, sao consideradas as seguintes distribuicoes
172

a priori:

o~ N(ua,ai), B~ N(pﬁ,a%), 0% ~ I1G(u,v),
71NN(N170-%)7 ’YQNN(M27O-§)7 € ANN(M)\70-§\)

A distribuigdo a posteriori conjunta para «, 3, 02, v, 7, € A é dada por

(2 4o 1 " \?
’/T(CY7B,U2,’}/1,’}/2,)\’D)O((02) (2+ +1) eXp{_7Z (yl_a_ﬁmz_zzf}) }

202
=1
1 2 1 2 1 2
xexp{—ﬂ(a—ﬂa) ﬂ(ﬁ Mﬁ) _20-?\( _M,\) }
1 1 U
X exp {—T‘% (71 — M1)2 2_% (72 M2)2 - 2}

de onde obtemos as distribuicoes condicionais

=1

I N2 1
W(a|57027717727>\7p) ocexp{—ﬁ (3/1—04—5%—21’0 _E(Q_MQ)Q}

=1 o

g o{alimoinzzan)
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=1

xE@{A O‘ffﬁ n}’

1
d (ﬁ|a,02,71772,)\72)) X exp {_ﬁ

T (0-2|Oéa67’717727/\,p) XX (0’2)7(% Tv+ 1)

™ (M, B,0%,791,72, D) o< [] @

=1



Capitulo 7
Aplicacao

O método dos momentos foi de fundamental importancia para se obter a expressao
matematica para esperanca e para a variancia da normal assimétrica deduzidos por Az-
zalini [3], bem como para a deducao dos estimadores dos pardmetros envolvidos. Estes
estimadores fazem parte do Capitulo 3 deste trabalho e foram apresentados por Branco &
Arellano-Valle [9]. Estes resultados ja discutidos no Capitulo 4 apresentam estimadores
que nao se comportam muito bem no caso de uma distribuicao normal. Branco & Arellano-
Valle [9] propdem também o uso do algoritmo EM para a estimacao dos parametros pelo
método de maxima verossimilhanga. Branco & Dey [11] usam o algoritmo EM para esti-
mar os parametros de uma regressao linear simples onde os erros sao independentes e tém
distribuicao t assimétrica. Neste trabalho daremos preferéncia a abordagem bayesiana de-
vido aos melhores resultados obtidos. Desta forma, a menos de men¢ao em contrério,por
questao de comodidade quando se falar em métodos de inferéncia estaremos nos referindo

a abordagem bayesiana.

Neste capitulo trabalhamos com um cunjunto de dados extraido do arquivo "ais
data", incluido na biblioteca "SN"do sistema R, disponivel disponivel para download em
http://azzalini.stat.unipd.it/SN/index.html. Este conjunto de dados consiste de varidveis
indicadoras do condicionamento fisico de 202 atletas, sendo 100 do sexo feminino e 102
do sexo masculino. Trata-se de parte de um conjunto que contém 11 varidveis, das quais

selecionamos as varidveis B fat, indicadora da porcentagem de gordura corpérea, e Wit,
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indicadora da massa do atleta em quilogramas. A varidvel B fat é dada por

Wt
Bfat = —

onde Ht é dada em centimetros no conjunto de dados, mas na expressao acima precisa
ser transformada em metros. Este trabalho consiste em ajustar ao conjunto de dados um
modelo de regressao linear simples com B fat como varidvel resposta e Wt como varidvel
independente, onde os erros sao considerados independentes e para estes sao propostos e

discutidos os cinco modelos apresentados nos capitulos 5 e 6.

Na secao 7.1 sao discutidos os resultados da estimacao dos pardmetros de uma re-
gressao linear simples para cada um dos cinco modelos apresentados, baseada no método
dos uns, disponivel na linguagem BUGS. O outro método também ja mencionado usa
a representacao de Henze e tem se mostrado equivalente ao método dos uns. Na secao
7.2 a discussao serd com relagao ao tipo de modelo mais adequado ao conjunto de dados
citado. Esta discussao serd com base nas critérios de selegdo de modelos DIC (Deviance
Information Criterion [25]) e BIC (Bayesian Information Criterion [31] ), veja Apéndice
D. Na conclusao justificaremos o modelo com efeito aleatério do sexo como preferivel aos
outros modelos. Na Figura 7.1 sao apresentados o histograma e a densidade da varidvel
Bfat e na Figura 7.2 é apresentado o grafico de dispersao da relagao entre as varidveis

Wt e Bfat.
E conveniente aqui uma melhor nomenclatura dos modelos, que apresentamos abaixo.
Modelo 1: Modelo (5.1), com distribuigdo normal para os erros;
Modelo 2: Modelo (5.3), com distribuigdo normal assimétrica para os erros;
Modelo 3: Modelo (6.1), com distribui¢ao flexivel de Ma & Genton para os erros;

Modelo 4: Modelo (6.2), com distribui¢do normal assimétrica estendida (Arellano-

Valle & Azzalini, [2]) para os erros e o efeito aleatério de cada individuo;

Modelo 5: Modelo (6.7), normal assimétrico com efeito aleatério de varidvel bindria.

Neste conjunto de dados o sexo compoe os dois tipos de varidvel.
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7.1 Estimacao dos parametros

Modelo 1

Usaremos agora o método bayesiano para estimar os pardmetros, através do programa
do Apéndice C.2, supondo A = 0, ou seja, supondo o Modelo (5.1) da segao 4.1.1. Foram

consideradas as seguintes distribuicoes a priori:

a ~ N(0.001, 1000),
S ~ N(0.001,1000),
e

0% ~ I1G(0.01,0.01).
Foram geradas trés cadeias com os seguintes valores iniciais:

Cadeia 1: (1 =0.1,a=2,5=0),
Cadeia 2: (1 =04,a=0.5,3 = 3)
e

Cadeia 3: (1 =0.5,a0 =15, = 2).

As estatisticas, DIC e BIC obtidos estao relacionados abaixo.

Tabela 7.1 : Sumadrio a posteriori para os parametros do Modelo 1.

Parametros Meédia D.P. 2.5% mediana 97.5% R

a 134 239 8762 134 18,1 1,001
B 0,0014 0,031 -0,06 00014 0064 1,001
o2 3801 3,929 3198 3864 4744 1,001

DIC = 1314,650; BIC = 1327, 47.
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Modelo 2

Supondo agora o modelo (5.3) da segao 4.1.2 apresentamos as estatisticas e os valores

do DIC e BIC, programa do Apéndice C.3. Foram consideradas as seguintes distribuigoes

a priori:

a ~ N(0.001, 1000),
B ~ N(0.001,1000),

o2 ~ 1G(0.01,0.01),

e

A ~ N(0.001, 1000).

Foram geradas trés cadeias com os seguintes valores iniciais:

Cadeia 1: (1 =0.2,A =20, =2, =0),
Cadeia 2: (1 =0.9,A =15, =0.5,5 = 3)

e

Cadeia 3: (7 =0.5,A =60, = 15,3 = 2).

Tabela 7.2 : Sumadrio a posteriori para os parametros do Modelo 2.

Parametros Meédia D.P. 2.5% mediana 97.5% R
a 12,18 1,131 10,07 12,12 14,55 1,000
6] 0,0197  0,01434 -0,01077  0,02066  0,04586 1,001
o 0,9997 2,908E-4  0,9989 0,9998 0,9999 1,001
A 47,61 16,5 21,53 45,64 85,32 1,000
I -7,91 0,4005 -8,74 -7,891 -7,172 1,000
o? 98,59 10,03 80,87 97,87 120,0 1,001
DIC = 1230,880; BIC = 1259, 33.
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Modelo 3

Supondo agora o modelo (6.1) da segao 5.1 apresentamos as estatisticas e os valores

do DIC e BIC, programa do Apéndice C.4. Foram consideradas as seguintes distribuigoes

a priori:

a ~ N(0.001, 1000),
B ~ N(0.001,1000),
o2 ~ 1G(0.01,0.01),
B, ~ N(0.001, 1000)

(S

B4 ~ N(0.001,1000).

Foram geradas trés cadeias com os seguintes valores iniciais:

Cadeia 1: (1 =02,A=20,a0=2,3, =0,83 =1, u=05),
Cadeia 2: (1 =09, A=15,a=05,6,=3,83=3,u=7)

(S

Cadeia 3: (1 =0.5,A =60, = 15,5, = 2,83 =4, u = 6).

Tabela 7.3 : Sumadrio a posteriori para os parametros do Modelo 3.

Parametros Meédia D.P. 2.5% mediana 97.5% R
7,67 19,63 -39,03 8,594 41,58 1,006
0,01962 0,01411 -0,0109  0,02072 0,04512 1,000
B4 48,4 16,79 21,53 46,36 86,09 0,999
Bs 92202 2006 -4,676 1832 6922 0,999
7 -3,395 19,64  -37,26 -4,268 43,37 1,007
o? 98,32 9,973 80,58 97,67 119,7 1,001

DIC =1230, 590;

BIC =1259, 32.
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Modelo 4

Supondo o modelo (6.2) da segao 5.2 apresentamos as estatisticas e os valores do DIC

e BIC, programa do Apéndice C.5. Foram consideradas as seguintes distribuicoes a priori:

a ~ N(0.001,1000),
B3 ~ N(0.001,1000),
o2 ~ IG(0.01,0.01),
o2 ~ IG(0.01,0.01),
€

03 ~ 1G(0.5,0.1).
Foram geradas trés cadeias com os seguintes valores iniciais:

Cadeia 1: (1 =0.2,a=2,8=0,79 =0.1),
Cadeia 2: (1 =09, =0.5,8=3,7=0.2)
e

Cadeia 3: (1 =0.5,a0 =15,8=2,79 = 0.7).

Tabela 7.4 : Sumadrio a posteriori para os parametros do Modelo 4.

Parametros Meédia D.P. 2.5%  mediana 97.5% R

a 13,13 2,704 7,824 13,13 1846 0,998
3 2,618E-4 0,03536 -0,07038 5,781E-4 0,0697 1,003
5 0,0089  0,2477 0,06701  0,9968  0,9999 0,821
A 19,89 21,1  0,06716 12,39 7824 0,995
o2 4,454 10,9 0,007271 02816 40,1 0,904
o2 39,19 135  0,1754 42,1 55,53 0,949

DIC = —1284,500; BIC = 1335, 93.



7. APLICACAO

83

Modelo 5

Supondo o modelo (6.7) da se¢ao 5.3 temos as estatisticas e os valores do DIC e BIC

, resultados do MCMC, programa do Apéndice C.6. Foram consideradas as seguintes

distribuicoes a priori:

a ~ N(0.001, 1000),
B ~ N(0.001,1000),
o2 ~ 1G(0.5,0.01),
A ~ N(0.001, 1000),
~v, ~ N(0.001, 1000)
e

~, ~ N(0.001,1000),

Foram geradas trés cadeias com os seguintes valores iniciais:

Cadeia 1: (1=0.2,A=20,a=2,8=0,v, = 10,7, = 2),

Cadeia 2: (1 =0.9,A=15,a =0.5,8=3,7, = 8,7, = 9)

e

Cadeia 3: (1 = 0.5, A = 60,0 = 15, 8 = 2,7, = 7,7, = 6).

Tabela 7.5 : Sumadrio a posteriori para os parametros do Modelo 5.

Parametros Meédia D.P. 2.5% mediana 97.5% R
« -5,076 18,52  -36,26 -6,377 34,71 1,001
15} 0,2149 0,02163 0,1727 0,2149 0,2572 1,001
) 0,9188 0,07748 0,802 0,9322 0,9766 1,001
A 2,668  0,8365 1,343 2,575 4,544 1,000
Y1 -6,781 18,52  -46,39 -5,357 24,46 1,081
Yo 4,263 18,5 -395,38 5,65 35,4 1,008
o2 97.03 4,744 1847 26,78 37,02 1,000

DIC = 1069, 270; BIC = 1100, 93.
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7.2 Comparacao de modelos

Na simulacao apresentada no capitulo 4 foram considerados os mesmos modelos (5.1)
e (5.3), para os dados simulados. Os dados foram simulados em R, portanto os parametros
envolvidos eram conhecidos previamente. A simulacdo do modelo (5.1) com o mesmo
programa C.2, nao estd apresentada aqui mas pode ser repetida sob as mesmas condigoes.
Portanto pode ser feita uma comparacao empirica entre a estimativa dos parametros pelos
dois modelos e os seus valores previamente conhecidos. Observou-se que o modelo normal
compromete a estimativa de . Quanto ao modelo assimétrico, as estimativas da média
ocorreram muito préximo dos valores esperados para todos os pardmetros envolvidos, e as
estimativas das medianas de cada pardmetro estao proximas dos valores das respectivas
médias estimadas. Houve convergéncia das estatisticas de Gelman Rubin. Portanto,

naquele caso ¢ verificada por simulacao a validade do modelo (5.3).

Com relagao ao conjunto de dados reais que estd sendo trabalhado neste capitulo,
apresentamos primeiramente a comparagao entre o Modelo 1 e o Modelo 2. Para
cada modelo foram geradas 130000 interagoes e foram descartadas as primeiras 10000
interacoes para fazer inferéncias com as distribuicoes a posteriori. Para evitar problemas
de correlacao nas cadeias geradas foi dado um salto de tamanho 10 em cada simulacao.
Nos dois casos os histéricos das cadeias de Markov para os parametros indicam que nao
existem problemas de convergéncia nas cadeias geradas, e visualmente houve convergéncia
das estatisticas de Gelman-Rubin. Os valores dos critérios de informagao BIC e DIC
favorecem o Modelo 2 (veja tabela 7.6) e justifica a suposigdo de que os dados tém um

comportamento assimétrico.

Tabela 7.6 : Camparacao entre
os modelos 1 e 2.
Modelos DIC BIC
Modelo 1 1314,650 1327,47
Modelo 2 1230,880 1259,33

E importante explicar as diferencas no valor de o2 nestes dois modelos. Pelo Modelo
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2 = 38,91 e ¢ o valor da variancia de Bfat(varidvel resposta) por este

1 temos que o
modelo. Pelo Modelo 2 temos que 02 = 98,59. A variancia de Bfat por este Modelo
2 ¢ dada por

Var(Bfat) = o*(1 — %(52).

(veja secao 4.1). Entao, substituindo os valores das médias a posteriori dos parametros
envolvidos temos que

Var(Bfat) ~ 35, 86.

O Modelo 3 detecta a assimetria e a bimodalidade dos dados. De fato o histograma
e a densidade de Bfat apresentam bimodalidade como pode ser visto na Figura 6.1.
Por este modelo foram geradas 130000 iteracoes e foram descartadas as primeiras 10000
iteragoes para fazer inferéncias a posteriori. Para evitar problemas de correlacao nas
cadeias geradas foi dado um salto de tamanho 10 na simulacao. Os histéricos das cadeias
de Markov para os pardmetros indicam que nao existem problemas de convergéncia nas
cadeias geradas, e visualmente houve convergéncia das estatisticas de Gelman-Rubin. Os
valores dos critérios de informacao DIC e BIC para este modelo praticamente se igualam
aos respectivos valores para o Modelo 2, o que sugere que estes dois modelos explicam
de forma semelhante a relacao entre as varidveis. Este Modelo 3, que pertence a uma
familia que detecta assimetria e multimodalidade dos dados pode ser uma alternativa aos
modelos de mistura, embora ainda pouco estudado. Nesta simulacao foi considerada a
independéncia entre os parametros, fato que é passivel de discussao. Também h& que se
considerar que ainda nao se tem expressao fechada para funcao geradora de momentos e
portanto também para a média e a variancia e este e outros problemas deixam a discussao

deste modelo em aberto.

Quanto ao Modelo 4 o respectivo valor do critério de selecao BIC é positivo mas valor
do critério de selegao DIC é negativo. O critério DIC é bastante criticado como método
de selecao de modelos complexos e parece estar sujeito a interferéncia do comportamento
dos dados, como pode ser este o caso. Mas por outro lado este modelo apresenta também
problemas de convergéncia nas cadeias geradas. Decidimos entao descartd-lo da compara-

¢ao0, mas por ser este um modelo do que se esperaria ser mais preciso que os outros passa
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a ser tratado como proposta futura no préximo capitulo.

Por tltimo, dentre estes cinco modelos os critérios de selecao DIC e BIC favorecem o
Modelo 5 como o melhor modelo, justificando a suposicao de que os dados além de terem
um comportamento assimétrico, também estao sujeitos ao efeito do sexo de cada individuo
(veja tabela 7.7). Por este modelo foram geradas 130000 interagdes e foram descartadas
as primeiras 10000 interacoes para fazer inferéncias a posteriori. Para evitar problemas
de correlagao nas cadeias geradas foi dado um salto de tamanho 10 na simulacao. Os
histéricos das cadeias de Markov para os parametros indicam que nao existe problemas de
convergéncia nas cadeias geradas (veja Figuras 7.3 e 7.4) e visualmente houve convergéncia
das estatisticas de Gelman-Rubin, o que pode ser verificado na Figura 7.5. Comparado
com o Modelo 3, este modelo detecta a presenca de duas populagoes distintas no conjunto
de dados, enquanto aquele modelo detecta apenas a bimodalidade, sem explica-la. Neste
caso tem-se uma expressao fechada para a variancia e para as médias da varidvel resposta,
ao conrtdrio dos modelos 3 e 4. O pardmetro de escala da varidvel resposta por este
Modelo 5, que ¢é igual a 27,03 é menor se comparada com a escala da mesma varidvel
resposta pelo Modelo 2. Isso se explica pelo fato de no Modelo 2 ter sido considerada
apenas uma populacao, enquanto que neste sao consideradas duas populagoes distintas,
com a mesma varidncia. A tabela a seguir apresenta os quatro modelos considerados na

classificacao e estes estao ordenados segundo os valores dos critérios DIC e BIC.

Tabela 7.7 : Comparagao entre os

modelos considerados.
Modelos DIC BIC
Modelo 5 1069,27 1100,93
Modelo 3 1230,59 1259,32
Modelo 2 1230,88 1259,33
Modelo 1 1314,65 132747
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Figura 7.2 : Gréfico de dispersao para Wt vs B fat.
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Capitulo 8

Consideracoes finais

Para o conjunto de dados que usamos no capitulo 6, na comparacao dos modelos, os
critérios de selegao DIC e BIC selecionam o Modelo 5 (6.7) como o modelo que melhor
descreve a relacao entre as varidveis. Neste Modelo 5 o valor do coeficiente de assimetria
A € pequeno se comparado ao do modelo 2. Mas no Modelo 3 os valores dos coeficientes
B, e B4 sao também altos se comparados com o coeficiente de assimetria do modelo 5.
Quanto ao valor da variancia de B fat sob o Modelo 5, sao consideradas neste caso duas

populacoes com varidncias iguais. Para estimar esta varidncia usamos a expressao
* 2 2 2
Var(Bfat*) =0 (1— =67,
T

onde Bfat* é a notagao usada para a populacao referente a cada um dos sexos. Substi-

tuindo os valores de 2 e 6% obtidos pelo MCMC temos que
Var(Bfat*) ~ 12, 50.

A diferenca se explica pelo fato de que sob o Modelo 2 e também sob os outros modelos
é ignorada a presenca de duas populagoes. Se é ignorada a presenga de duas populacoes
entéo o valor da variancia ¢ afetado pela locacio de cada uma das populagoes. E o que
acontece sob os modelos 1, 2 e 4. O Modelo 3 embora seja um modelo de bastante
interesse pratico é pouco conhecido e ainda nao se tém expressoes para a sua funcao

geradora de momentos, para sua média e sua varidncia. Enfim, os trés modelos com
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alguma assimetria considerados na selecao de modelos do capitulo 7 sao propostas que
devem devem ter as suas investigacoes continuadas. Quanto ao modelo 4, fazemos sobre

este algumas consideracoes.

Devemos considerar que estes resultados nao sao conclusivos para o modelo 4. Este
detecta o efeito aleatério de cada individuo, mas nao detecta a presenca de duas populagoes
e apresenta problemas de convergéncia na geragao das cadeias de Markov para o pardmetro

03. Se isso explica o valor negativo para o critério de selecao DIC é uma suposicao que

2

deve ser investigada. Foram atribuidos para o7

os seguintes valores: a% =1, (T%/ = 10,

2 =

Ty

30. Foram geradas cadeias de Markov para os demais parametros, com 20000
interacoes, com o descarte das 10000 primeiras interacoes. Os resultados para 03 =1le

0?/ = 10, sao apresentados a seguir.

Tabela 8.1 : Sumaérios a posteriori para os parametros sob o Modelo 4

supondo ai =1.

Parametros Meédia D.P. 2.5% mediana 97.5% R

o) 13,3 2,54 8,039 13,29 1794 1,011
B 0,002838 0,03329 -0,05872 0,002769 0,07208 1,005
o 0,1609  0,008093  0,1452 0,1608 0,1772 1,001
A 0,163 0,00842  0,1467 0,1629 0,18 1,001
o? 37,93 3,953 30,86 37,67 46,45 1,001

o)

DIC = 1314,880; BIC = 1354, 62.

Note-se que para afy = 1 os resultados de o, 3, 0 e 02 estdo conferido com os resultados
dos mesmos parametros sob o Modelo 1, e isso é esperado para o Modelo 4 quando

02 — 0 (veja densidade em (6.5) e (6.6)).
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Tabela 8.2 : Sumédrios a posteriori para os parametros sob o

Modelo 4 supondo 03 = 10.

Parametros Meédia D.P. 2.5% mediana 97.5% R
« 13.45 2.394 8.927 13.31 18.36 1,020
I6; 8.637E-4 0.03144 -0.06426 0.002446 0.05942 1,015
)
A

0.5095  0.02555 0.46 0.5095 0.56 0,999
0.5933  0.04034 0.5181 0.5922 0.6758 0,999
o? 28.81 3.931 21.9 28.52 37.26 1,001

€

DIC = 1314,610; BIC = 1353,62.

Os gréficos dos histéricos das cadeias de Markov para os parametros em ambos os
casos indicam que nao ha problemas de convergéncia e estao de acordo com os gréaficos
das estatisticas de Gelman-Rubin, que também mostram convergéncia. Os valores para o
critério de selegao DIC sao positivos e, na comparagao com outros quatro modelos, levam
a mesma classificacao pelo critério de selecao BIC. Observe-se que nestes dois casos o
valor da soma de o2 + o2 coincide com o valor do parametro de escala sob o Modelo 2.

Para 03 = 30 ha problemas de convergéncia.

Como proposta para resolver este problema de convergéncia, pretendemos utilizar em

2

2 o1e . . .~ . . ~ .
2= (M\o.)” e utilizar as distribuigées a priori nao informativas

(6.5) a reparametrizagao: o

propostas por Branco & Rodriguez (2005), descritas na segao 4.3.
Outras propostas de futuros trabalhos sao listadas abaixo:
m O ajuste do Modelo 4 para cada sexo separadamente.

m Considerar a varidvel Bfat truncada também & direita, dado que, por ser uma
porcentagem deve ser menor ou igual a 100.

m Estimagdo dos parametros dos modelos através da representagdo de Henze (pro-

priedade 15).
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m Considerar, do mesmo conjunto de dados, outras varidveis explicativas para a
variavel B fat, como é o caso das varidveis bmi (indice de massa corpérea), Ht (altura) e

ssf (quantidade de dobras na barriga).

m Ajustar o conjunto de dados do apéndice A1 ao Modelo 2 e comparar com os

resultados sob o Modelo 1 apresentados na secao 5.2.1.
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Apéndice A
Conjuntos de dados

Sao apresentados neste apéndice os dois conjuntos de dados usados nesta dissertagao.

A.1 Renda Pessoal e investimento pessoal (Zelner|[35])

Nesta tabela estao listados os valores das varidveis do conjunto de dados considerado
na subsecao 5.2.1. Os valores da renda pessoal (Y) e do investimento pessoal (X) sao

dados em ddlar.

Individuo X Y Individuo X 'Y
1 39 433 11 22 372
2 60 483 12 17 381
3 42 479 13 27 419
4 52 486 14 33 449
5 47 494 15 48 511
6 51 498 16 51 520
7 45 511 17 33 477
8 60 534 18 46 517
9 39 478 19 54 548

—
jen)}

41 440 20 100 629
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A.2 Dados usados na aplicacao do capitulo 7

Este conjunto de dados é dado na forma de vetor que é o formato usados nos aplica-
tivos R e BUGS. Os valores de Wt sao dados em kilogramas. A ordem dos dados estd dada
segundo a ordem de cada individuo. Os primeiros 100 individuos sao do sexo feminino e

os 202 restantes do sexo masculino.

Bfat = ¢(19.75,

21.3, 19.88, 23.66, 17.64, 15.58, 19.99, 22.43, 17.95, 15.07,
98.83, 18.08, 23.3, 17.71, 18.77, 19.83, 25.16, 18.04, 21.79,
22.25, 16.25, 16.38, 19.35, 19.2, 17.89, 12.2, 23.7, 24.69, 16.58,
91.47, 20.12, 17.51, 23.7, 22.39, 20.43, 11.29, 25.26, 19.39,
19.63, 23.11, 16.86, 21.32, 26.57, 17.93, 24.97, 22.62, 15.01,
18.14, 26.78, 17.22, 26.5, 23.01, 30.1, 13.93, 26.65, 35.52,
15.59, 19.61, 14.52, 11.47, 17.71, 18.48, 11.22, 13.61, 12.78,
11.85, 13.35, 11.77, 11.07, 21.3, 20.1, 24.88, 19.26, 19.51,
23.01, 8.07, 11.05, 12.39, 15.95, 9.91, 16.2, 9.02, 14.26, 10.48,
11.64, 12.16, 10.53, 10.15, 10.74, 20.86, 19.64, 17.07, 15.31,
11.07, 12.92, 8.45, 10.16, 12.55, 9.1, 13.46, 8.47, 7.68, 6.16,
8.56, 6.86, 9.4, 9.17, 8.54, 9.2, 11.72, 8.4, 7.19, 6.46, 9,
12.61, 9.03, 6.96, 10.05, 9.56, 9.36, 10.81, 8.61, 9.53, 7.42,
9.79, 8.97, 7.49, 11.95, 7.35, 7.16, 8.77, 9.56, 14.53, 8.51,
10.64, 7.06, 8.87, 7.88, 9.2, 7.19, 6.06, 5.63, 6.59, 9.5, 13.97,
11.66, 6.43, 6.99, 6, 6.56, 6.03, 6.33, 6.82, 6.2, 5.93, 5.8,

6.56, 6.76, 7.22, 8.51, 7.72, 19.94, 13.91, 6.1, 7.52, 9.56,

6.06, 7.35, 6, 6.92, 6.33, 5.9, 8.84, 8.94, 6.53, 9.4, 8.18,

17.41, 18.08, 9.86, 7.29, 18.72, 10.12, 19.17, 17.24, 9.89, 13.06,
8.84, 8.87, 14.69, 8.64, 14.98, 7.82, 8.97, 11.63, 13.49, 10.25,
11.79, 10.05, 8.51, 11.5, 6.26),
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Wt = ¢(78.9,

74.4, 69.1, 74.9, 64.6, 63.7, 75.2, 62.3, 66.5, 62.9, 96.3, 75.5,
63, 80.5, 71.3, 70.5, 73.2, 68.7, 80.5, 72.9, 74.5, 75.4, 69.5,
66.4, 79.7, 73.6, T8.7, 75, 49.8, 67.2, 66, 74.3, 78.1, 79.5,
78.5, 59.9, 63, 66.3, 60.7, 72.9, 67.9, 67.5, 74.1, 68.2, 68.8,
75.3, 67.4, 70, 74, 51.9, 74.1, 74.3, 77.8, 66.9, 83.8, 82.9,
64.1, 68.85, 64.8, 59, 72.1, 75.6, 71.4, 69.7, 63.9, 55.1, 60,
58, 64.7, 87.5, 78.9, 83.9, 82.8, 74.4, 94.8, 49.2. 61.9, 53.6,
63.7, 52.8, 65.2, 50.9, 57.3, 60, 60.1, 52.5, 59.7, 57.3, 59.6,
71.5, 69.7, 56.1, 61.1, 47.4, 56, 45.8, 47.8, 43.8, 37.8, 45.1,
67, T4.4, 79.3, 87.5, 83.5, 78, 78, 85, 84.7, 92, 72.3, 83, 96.9,
85.7, 85.4, 85.3, 93.5, 86.8, 87.9, 87.2, 53.8, 89.8, 91.1, 88.6,
92.3, 97, 89.5, 88.2, 92.2, 78.9, 90.3, 87, 113.7, 98, 100.2,
79.4, 90.3, 77.7, 83.9, 75.5, 60.6, 71, 71.8, 76.8, 102.7, 94.25,
79, 66.6, 71.8, 74.8, 68.2, 62.3, 61, 7.5, 57.4, T1.4, 70.3,
80.2, 84.2, 111.3, 80.7, 97.9, 123.2, 72.9, 83, 75.9, 70.7, 67.1,
69.2, 67.05, 70.5, 70.8, 71, 69.1, 62.9, 94.8, 94.6, 108.2, 97.9,
75.2, T4.8, 94.2, 76.1, 94.7, 86.2, 79.6, 85.3, T4.4, 93.5, 87.6,
85.4, 101, 74.9, 87.3, 90, 94.7, 76.3, 93.2, 80, 73.8, 71.1,
76.7))



Apéndice B

Programas em R

B.1 Programa para geracao do grafico de uma dis-

tribuicao SN(\) dada por (2.3)

z<-seq(-4,4,length=80)

lam<-c(-5,0,5)

y<-matrix(NA,80,3)

for (iin 1:3)

y[,i]<-2*dnorm(z,0,1)*pnorm((lam[i]*z),0,1)

matplot(z,y,main="f(z)" ,type="1" xlab="2" ylab="1(z)" ,col=1,ylim=c(0,0.8))
legend(-3.8,0.6,paste("lambda="lam),lty=1:3,cex=0.75)

B.2 (Geracao de amostra de regressao com erro nor-
mal assimétrico

set.seed(1050)
n <- 1000

m <- 10 # ndmero de réplicas de Y
alpha <- 5
b <-0.6
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sigma <- 3
lambda <- -2
delta <- lambda/sqrt(1+lambda**2)
mu <- delta*sigma*sqrt(2/pi)
a <- alpha-mu
X <- matrix(sort(rep(1:m,trunc(n/m))),ncol=1)
U <- abs(rnorm(n,0,1))
V <- rnorm(n,0,1)
Z <- numeric()
E <- numeric()
Y <- numeric()
for(iin 1m) {
Z[i] <- delta*(U[i])+sqrt(1-delta™*2)*VTi]
E[i] <- Z[i]-delta*sqrt(2/pi)
Y[i] <- alpha + b*X[i] + sigma*E[i]}
par(mfrow=c(2,2))
plot(density(Y),main="Densidade de Y" xlab="Y" ylab="Densidade")
hist(Y,main="Histograma de Y",xlab="Y",ylab="Freqiiéncia",col="green3")
plot(density(E),main="Densidade do Erro",xlab="Erro" ,ylab="Densidade")
hist(E,main="Histograma do Erro" ,xlab="Erro",ylab="Freqiiéncia",col="Blue")
Y8 <- alpha + b*X
Y7 <-a+ b*X
points(X,Y,pch=20)
x11()
boxplot(Y X ,col = "lavender", notch = TRUE xlab="X" ylab="Y" main="BoxPLOT")
lines(X,Y7,type="1",lwd=2,col="red")
lines(X,Y8,type="1",lwd=2,col="blue").



Apéndice C

Programas em WinBUGS

C.1 Programa 1 para o Modelo 1

model
{
for (iin 1:N) {
Y[i] ~ dnorm(muli],tau)
mufi] <- alfat+beta*x[i]
¥
alfa ~ dnorm(350,0.001)
beta ~ dnorm(0.001,0.001)
tau ~ dgamma(0.01,0.01)
sigma2 <- 1/tau
sigma <- sqrt(sigma2)

}

Dados

list(N=20,Y=c( 433,483,479,486,494,498,511,534,478,440,
372,381,419,449,511,520,477,517,548,629),
x=¢(39,60,42,52,47,51,45,60,39,41,22,
17,27,33,48,51,33,46,54,100))
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Valores Iniciais
list(tau=1,alfa=100,beta=0)
list (tau=2,alfa=450,beta=3)
list(tau=4,alfa=40,beta=2)

C.2 Programa 2 para o Modelo 1

Model
{
for (iin 1:N) {
uns(i] ~ dbern(pli])
pli] <- (2/sigma)*(1/(sqrt(6.28)))*exp(-0.5*pow(feioli],2))*phi(lambda*feioli])
feioli] <- (e[i]-mu)/sigma
eli] <- y[i]-(alfa+beta™*x[i])
}
alfa ~ dnorm(0.001,0.001)
beta ~ dnorm(0.001,0.001)
tau ~ dgamma(0.01,0.01)
sigma2 <- 1/tau
sigma <- sqrt(sigma?2)
delta <- lambda/sqrt(1+pow(lambda,2))
mu <- sigma*delta*0.7978846
lambda <- 0

}

Dados
list(N=1000,y=c( dados da varidvel Y),x=c( dados da varidvel X),uns=c(1,1,...,1,1))

Valores iniciais
list(tau=1,lambda=2,alfa=0,beta=0)
list(tau=2,]lambda=-1,alfa=0.5,beta=3)
list(tau=4,lambda=1,alfa=1,beta=2)
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C.3 Programa para o Modelo 2

Model
{
for (iin 1:N) {
uns(i] ~ dbern(pli])
pli] <- (2/sigma)*(1/(sqrt(6.28)))*exp(-0.5*pow(feioli],2))*phi(lambda*feioli])
feioli] <- (e[i]-mu)/sigma
eli] <- y[i]-(alfa+beta™*x[i])
}
alfa ~ dnorm(0.001,0.001)
beta ~ dnorm(0.001,0.001)
tau ~ dgamma(0.01,0.01)
sigma2 <- 1/tau
sigma <- sqrt(sigma?2)
delta <- lambda/sqrt(1+pow(lambda,2))
mu <- sigma*delta*0.7978846
lambda ~ dnorm(0.001,0.001)

}

Dados
list(N=1000,y=c( dados da varidvel Y),
x=c( dados da varidvel X),uns=c(1,1,...,1,1,1))

Valores iniciais
list(tau=1,alfa=0,beta=0)
list(tau=2,alfa=0.5,beta=3)
list(tau=4,alfa=1,beta=2).
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C.4 Programa para o Modelo 3

model
{
for (iin 1:N) {
uns(i] ~ dbern(pli])
pli] <- (2/sigma)*(1/(sqrt(6.28)))*exp(-0.5*pow(feioli],2))*
phi(lambda*feio[i]+-etal*pow(feio[i],3))
feioi] <- (e[i]-mu)/sigma
eli] <- y[i]-(alfa+beta*x[i])
}
alfa ~ dnorm(0.001,0.001)
beta ~ dnorm(0.001,0.001)
tau ~ dgamma(0.5,0.1)
sigma2 <- 1/tau
sigma <- sqrt(sigma2)
mu ~ dnorm(0.001,0.001)
lambda ~ dnorm(0.001,0.001)
etal ~ dnorm(0.001,0.001)

}

Dados
list(N=1000,y=c( dados da varidvel Y),
x=c( dados da varidvel X),uns=c(1,1,...,1,1,1))

Valores Iniciais

list(tau=0.2,]lambda=20,alfa=2 ,beta=0,etal=1,mu=>5)
list(tau=0.9,lambda=15,alfa=0.5,beta=3,etal =3, mu="7)
list(tau=0.5,lambda=60,alfa=15,beta=2,etal=4,mu=6)
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C.5 Programa Para o Modelo 4

model
{
for (iin 1:N) {
uns(i] ~ dbern(pli])
p[i] <- (1/sqrt(sigma2+sigma2g))*(1/(sqrt(6.28)))*exp(-0.5*pow(feioli],2))*
phi(taul[i]*sqrt(sigma2+-sigma2g) /sigma*sigmag+
(sigmag/sigma)*feioli]) /phi(taul[i] /sigmag)
feioli] <- (e[i])/sqrt(sigma2+sigma2g)
eli] <- y[i]-(alfa+beta*x[i])
taulli] <- alfa+beta*x[i
¥
alfa ~ dnorm(0,0.001)
beta ~ dnorm(0.001,0.001)
tau ~ dgamma(0.01,0.01)
sigma2 <- 1/tau
sigma <- sqrt(sigma2)
tau2 ~ dgamma(0.5,0.1)
sigma2g <- 1/tau2
sigmag <- sqrt(sigma2g)
delta <- sigmag/sqrt(sigma2g-+sigma2)
lambda <- sigmag/sigma

}

Dados
list(N=1000,y=c( dados da varidvel Y),
x=c( dados da varidvel X),uns=c(1,1,...,1,1,1))

Valores Iniciais

list (tau=0.2,alfa=10,beta=0,tau2=0.1)
list(tau=0.9,alfa=12,beta=3,tau2=0.2)
list(tau=0.5,alfa=15,beta=0.1,tau2=0.7)
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C.6 Programa para o Modelo 5

model
{
for (iin 1:N) {
uns(i] ~ dbern(pli])
pli] <- (2/sigma)*(1/(sqrt(6.28)))*exp(-0.5*pow(feioli],2))*phi(lambda*feioli])
feioi] <- (e[i])/sigma
eli] <- y[i]-(alfa+beta*x[i]+gmal*Z1[i]+gma2*Z2[i])
}
alfa ~ dnorm(0.001,0.001)
beta ~ dnorm(0.001,0.001)
tau ~ dgamma(0.5,0.01)
sigma2 <- 1/tau
sigma <- sqrt(sigma2)
delta <- lambda/sqrt(1+pow(lambda,2))
lambda ~ dnorm(0.001,0.001)
gmal ~ dnorm(0.001,0.001)
gma2 ~ dnorm(0.001,0.001)

}

Dados
list(N=1000,y=c( dados da varidvel Y),
x=c( dados da varidvel X),Z1=c(dados da varidvel Z1),

Z2=c(dados da varidvel Z2),uns=c(1,1,...,1,1,1))

Valores Iniciais

list(tau=0.2,lambda=20,alfa=2,beta=0,gmal=10,gma2=2)
list(tau=0.9,]lambda=15,alfa=0.5,beta=3,gmal=8,gma2=9)
list(tau=0.5,lambda=60,alfa=15,beta=2,gmal=7,gma2=6)



Apéndice D
Critérios de selecao de modelos

Apdés a obtencao das estimativas dos pardmetros sob os modelos, através das técnicas
de MCMC, ¢é importante que se consiga uma medida que possibilite fazer a escolha do
melhor modelo. A escolha pode ser feita através de um critério de selecao de modelos.
Neste trabalho sao usados dois critérios de selegao: DIC (deviance criterion information)

e BIC (Bayesian information criterion).

Spieglhalter et al. [32] desenvolveram o critério de selegdo DIC, definido por
DIC = —2log p(y|0) + Py,

onde p(y|@) ¢ a fungdo de verossimilhanga do modelo considerado. A parcela pp ¢
definida por pp = D — D(0), onde D(#) = —2log p(y|0) ¢ a funcio deviance, § = E(0|y)
e D=E[D(0)]y].

O critério de selecao BIC [31] é definido por
BIC = —2logp(y|0@) + dlog N,

onde p(y|@) é a funcao de verossimilhanga do modelo considerado, d é a dimensao do

vetor de parametros e N o tamanho da amostra.

Como critério de selecao escolhe-se o modelo que apresentar o menor valor para o DIC

e o menor valor para o BIC.



Apéndice E

Lista de distribuicoes

Tabela E.1: Expressoes das fungoes de densidade de probabilidade a prior:

que foram utilizadas nesta dissertacao

notagao p/ priori fungao densidade de probabilidades E (0) Vv (0)
7 (6) ~ Bernoulli(p) T(0) =p"(1—p)'" p pl-p)
6 € {0,1}
7 (0) ~ Uniforme(a,b) T (0) =51 atb (bzg)Q
a<b
7 (0) ~ Gamal(a, b) 7 (0) =5y 0" " exp (=) a 5
a>0, b>0, 6>0
" T _ b7 p—(a+1) _ b b2
7 (0) ~ Inv-Gama(a, b) m(0) =50 exp (—b/6) s S e T
a>0, b>0, 6>0 a>2
PO~ No?)  rO) = e[ 0-p? o
>0
_ ) L o—py2) v 2
7‘-(9) ~ t(/L,O',U) n (0) - F(%)j\/ﬁ (1 + v (T#) ) H v—29
o>0 v>2




