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Resumo

Neste trabalho, consideramos o uso de Meta-andlise sob um enfoque Bayesiano.
Meta-andlise é uma técnica estatistica que combina resultados de diversos estudos in-
dependentes, com o propésito de descrever conclusoes gerais. Este termo foi introduzido
por Glass (1976) usado quando o nimero de estudos sobre alguma pesquisa cientifica é
pequeno. Os modelos propostos para Meta-andlise usualmente assumem muitos parame-
tros e o enfoque Bayesiano com MCMC (Monte Carlo em Cadeias de Markov) é uma
alternativa apropriada para combinar informacoes de estudos independentes. O uso de
modelos Bayesianos hierdrquicos permite combinacoes de varios estudos independentes,
para a obtencao de inferéncias precisas sobre um determinado tratamento. Como ilus-
tragao numérica consideramos conjuntos de dados médicos de diferentes estudos e, na
andlise, utilizamos modelos de efeitos fixos e aleatérios e mistura de distribui¢gdes normais
para o erro do modelo de regressao. Em uma outra aplicacao relacionamos Meta-anélise
e Educacao, através do efeito da espectativa do professor associada ao QI dos estudantes.

Palavras-chave: Anilise Bayesiana, modelos Bayesianos hierdrquicos, Meta-anélise,

modelos de efeitos aleatérios, mistura de distriuicoes, MCMC.



Abstract

In this work, we consider the use of Meta-analysis with a Bayesian approach. Meta-
analysis is a statistical technique that combines the results of different independent studies
with purpose to find general conclusions. This term was introduced by Glass (1976) and
it has been used when the number of studies about some research project is small. Usua-
lly, the models for Meta-analysis assume a large number of parameters and the Bayesian
approach using MCMC (Markov Chain Monte Carlo) methods is a good alternative to
combine information of independent studies, to obtain accutrate inferences about a speci-
fied treatment. As illustration, we consider real medical data sets on different studies,
in which, we consider fixed and random effects models. We also assume mixture of
normal distributions for the error of the models. Another application is considered with
educational data.

keywords: Bayesian analysis, Bayesian hierarchical models, Meta-analysis, effects

random models, mixture of distributions, MCMC.
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Capitulo 1

Introducao

E comum encontrar relatérios de estudos médicos (ou de outras dreas) sobre um
assunto, mas realizados sob diferentes condicoes.

A Meta-andlise pode ser definida como uma técnica estatistica que compara e combina
resultados de diversos estudos independentes, buscando uma estimativa mais precisa do
efeito de tratamento, e conclusoes gerais sobre o aspecto/assunto considerado.

O objetivo da técnica Meta-andlise é combinar informacoes de dados coletados sob
diferentes condicoes e com diferentes niveis de precisao para produzir conclusdes mais
amplas do que aquelas disponiveis de cada fonte de informacao. Esta técnica é muito
usada quando o nimero de estudos sobre algum assunto é pequeno (Fagard et al., 1996).

Avaliar separadamente os estudos similares, um por vez, pode deixar uma impressao
confusa, o que significa que um efeito real do tratamento nao esteja sendo detectado. Tal
problema pode ser reduzido usando Meta-andlise, pela combinacao dos dados de todos os
estudos relevantes.

As etapas envolvidas na Meta-andlise sao similares as de qualquer outro empreendi-
mento em pesquisa: formulacao dos problemas, colecao e andlise dos dados, e relatério
dos resultados. Previamente, é proposto um protocolo detalhado da pesquisa que in-
dique claramente os objetivos, as hipoteses a serem testadas, os subgrupos de interesse,
os métodos e os critérios propostos, buscando identificar e selecionar estudos relevantes.

Entre os anos de 1945 e 1970 existiam poucos artigos publicados, relacionados ao tema
de combinar resultados a partir de estudos distintos. Técnicas para combinar dados de

varios estudos sobre um mesmo tépico, especialmente na drea de ciéncias sociais, surgiram
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em meados de 1970, onde houve um aumento no nimero de artigos publicados sobre Meta-
andlise. A aplicacao da Meta-andlise originou-se na pesquisa educacional, teve aceitagao
imediata em medicina e o seu emprego tem se estendido em vérias dreas.

O termo Meta-andlise foi criado por G.V. Glass, em 1976, no seu artigo "Primary,
se-condary and meta-analysis of research", publicado na revista Educational Researcher.
Glass, pesquisador da drea da ciéncias sociais, mais precisamente da pesquisa educacional,
Considera a Meta-andlise como uma técnica especifica, estimulada pelo uso de métodos
de sintese quantitativa por cientistas sociais, particularmente por psicélogos.

G.V. Glass define Meta-andlise como "a anélise de uma grande colegao de resultados
de andlises provenientes de estudos individuais, tendo como préposito completar o que foi
encontrado". Ou seja, como uma andlise de andlises.

Segundo Egger et al. (1997), hé algumas consideragoes a fazer:

» A Meta-andlise exprime um plano cuidadoso, como qualquer projeto de pesquisa
cientifica, como um protocolo escrito e detalhado que estd sendo preparado com ante-
cedéncia;

» A definicao a priori de critérios qualificados para os estudos sao incluidos em uma
busca detalhada, de modo que estudos estao centrados para uma alta qualidade de Meta-
anélise;

» Diferentes métodos estatisticos existem para combinar os dados, mas nao existe um
unico "método correto";

Embora os estudos a serem combinados envolvam o mesmo assunto, hd, diferencas
entre eles, o que é denominado heterogeneidade entre estudos. A heterogeneidade é um
dos problemas usuais em Meta-andlise, uma solucao encontrada para resolve-la foi in-
corporar na andlise a variabilidade existente entre os estudos (ver Biggerstaff e Tweedie
(1997), mas devemos ter cuidado em combinar os resultados. Se a andlise mostrar resul-
tados homogéneos, entao as diferencas entre os estudos sao conseqiiéncias da variacao da
amostragem e um modelo de efeitos fixos é apropriado. Se a andlise mostrar resultados
heterogéneos, isso nao deve ser considerado como um problema para a Meta-andlise, mas
como indicacao de que os efeitos dos tratamentos diferem em circunstancias diferentes.

Em medicina, Meta-analise levara a resultados finais que podem ser estatisticamente

significantes - a favor ou contra determinado tratamento - ou serem inconclusivos (nao
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significantes). Se os resultados forem inconclusivos, ou seja, ndo forem constatadas dife-
rencas estatisticas entre os tratamentos, existem duas possibilidades:

(a) um tratamento realmente nao ¢ melhor do que o outro. Neste caso, o nimero
total de pacientes estudados deve constituir uma amostragem suficiente, dando poder
estatistico que permita a deteccao de efeitos clinicamente relevantes;

(b) o mimero de casos ou de eventos nos grupos estudados é insuficiente para responder
a questao, nesta circunstancia, mais ensaios clinicos sao necessarios.

Os modelos de Meta-analise que incorporam o componente de varidncia entre os es-
tudos, sao amplamente discutidos tanto na teoria cldssica quanto na Bayesiana. Autores
como Gelman (1995) e Larose e Dey (1997), consideram que a formulagdo de um mod-
elo Bayesiano hierdrquico oferece um mecanismo natural para descrever e explicar a he-
terogeneidade existente entre os estudos individuais, enquanto que a teoria cldssica para
conducao da Meta-andlise envolve a combinacao da magnitude de efeitos. Desta forma,
vamos consi-derar o uso de modelos Bayesianos hierdrquicos (ver Sillman, 1997) pois,
oferecem um sistema muito flexivel para combinar informacoes de véirios estudos como
fonte entre grupos de estudos.

Algumas das vantagens dos métodos Bayesianos sobre os cldssicos, na aplicacao da
Meta-anédlise, sao: que os primeiros oferecem uma estrutura conveniente para a incor-
poracao de informagoes disponiveis a priori, e sao aplicavéis a problemas para combinar
estudos com tamanhos amostrais pequenos, quando os estimadores Bayesianos devem ser
mais precisos do que os obtidos via méxima verossimilhanca. Uma outra vantagem, é o
grande nimero de pardmetros que geralmente estao presentes em uma pesquisa, fazendo
com que o uso de métodos clédssicos seja intratdvel. Assim, as inferéncias a serem con-
duzidas, observando-se os resultados da andlise, serao, possivelmente, mais precisas do
que aquelas obtidas pelo método classico.

As aplicagoes de Meta-andlise se estendem a védrios campos do conhecimento cientifico.
A primeira aplicacao ocorreu na drea das ciéncias sociais, como citado anteriormente,
mais precisamente em educagao. Somente mais tarde a Meta-anédlise foi descoberta pela
Medicina, Saide Piblica e campos de pesquisa para servigos de saide, como estudos
epidemioldgicos. Na drea médica, a Meta-andlise conseguiu aceitacao imediata em virtude,

principalmente, da possibilidade de obtencao de um tamanho amostral grande e pela
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combinacao de estudos menores, proporcionando uma resposta mais precisa (ver Egger et
al., 1997).

Existem inimeros artigos de aplicagao da Meta-anélise em medicina. Um exemplo
cldssico é o trabalho de Draper (ver Draper, 2000), que compara seis estudos clinicos
multicéntricos, nos Estados Unidos e Europa, sobre a utilizacao e efeito de aspirina e
placebo no tratamento de pacientes apés um ataque cardiaco. Esse trabalho foi abordado
na avaliagao de diferentes metodologias e enfoques em Meta-andlise.

O uso comum de Meta-anélise em medicina tem coincidido com o aumento de projetos
de pesquisa médica em experimentos clinicos aleatorizados e tem, evidentemente, be-
neficiado o aumento no nivel de interesse sobre a interpretacao de pequenos experimentos
clinicos e individualmente inconclusiveis (n&o significantes). Inegavelmente a medicina é a
area onde houve maiores avangos no uso da Meta-anadlise, até o presente momento. Talvez,
os motivos disso sejam as dificuldades praticas, os riscos, os custos e ainda as implicagoes
éticas que envolvem os experimentos com seres humanos, e mesmo a obtencao de dados
de pessoas submetidas a tratamentos médicos. Dai que cada vez mais pesquisadores
das &dreas biomédicas buscam no uso da Meta-andlise a solucao mais rdapida, segura e
econdmica de problemas, principalmente os que dizem respeito ao estabelecimento de
critérios que subsidiem a tomada de decisao por parte dos responsaveis pelas politicas de
satide publica.

Além de medicina e ciéncias sociais, o emprego da Meta-anédlise se estende a outras
dreas da pesquisa, com aplicagoes bastante diversas, como por exemplo em agronomia,
na qual ha estudos sobre a influéncia da aplicagao de diferentes dosagens de vinhaca na
producao de cana-de-agicar, em solos arenosos e argilosos. Em ecologia ha estudos sobre o
aumento do nimero e do tamanho em diferentes espécies de microorganismos de ambientes
terrestres, marinhos e lacustres e também hd estudos sobre os efeitos da elevacao do
CO, em plantas lenhosas. Em genética e melhoramento foi conduzida uma Meta-anélise
Bayesiana sobre a herdabilidade do quociente de inteligéncia em humanos e também
estudos sobre os componentes genéticos maternos para caracteristicas de importancia
econdmica em ragas cruzadas de bovinos de corte; podemos ver em Giannotti et al. (2002)
as estimativas de correlacao genética entre pesos ao nascer e a desmama em bovinos de

corte. Em zootecnia foi estudada a influéncia que diferentes composicoes nutricionais de
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dietas para gado leiteiro promovem na reducgao da febre do leite nos animais.

A proposta do trabalho é analisar modelos Bayesianos para combinar informacoes
de estudos independentes usando a técnica de Meta-andlise. Para tanto, utilizamos os
algoritmos de simulagdo Metropolis-Hastings e Gibbs Sampling (ver Casella e Georyge,
1992).

No capitulo 2, apresentamos uma breve introducao & inferéncia Bayesiana. No capi-
tulo 3 consideramos um modelo de efeitos aleatérios agrupados e Meta-analise Bayesiana,
aplicadoa a um conjunto de dados introduzido por Van Belle (1992), que descreve a eficé-
cia de uma nova droga antiepilética. No capitulo 4 apresentamos um conjunto de dados
introduzido por Larose e Dey (1997) e o analizamos através da Meta-andlise Bayesiana,
utilizando um modelo de regressao. No capitulo 5 vamos utilizar o mesmo conjunto de
dados do capitulo 4, considerando o modelo de regressao com uma mistura de duas dis-
tribuicoes normais para o erro.

No capitulo 6 apresentamos métodos cldssicos e Bayesianos de Meta-anédlise, con-
siderando um conjunto de dados introduzido por Draper et al. (1993), onde compara-se
o uso de aspirina e placebo para pacientes, ap6s um ataque cardfaco: no capitulo 7 apre-
sentamos um conjunto de dados de Meta-andlise em Educacao, analisado sob o enfoque

Bayesiano; e no capitulo 8 apresentamos as conclusoes finais.



Capitulo 2

Uma Introducao a Inferéncia

Bayesiana.

Os métodos Bayesianos sao métodos alternativos aos métodos cldssicos de inferéncia, que
podem melhorar a precisao e a interpretacao dos resultados. Entre as diferencas impor-
tantes que existem entre os métodos classicos e os Bayesianos salientamos: os métodos
Bayesianos permitem a incorporagao de informacoes a priori sobre os pardmetros do mo-
delo, e ao contrario dos métodos cldssicos, os métodos Bayesianos consideram o parametro
da distribuicao como uma varidvel aleatéria, associando a ele uma distribuicao de proba-

bilidade.

Axiomas bdsicos da probabilidade.

Sejam A e B dois eventos e {A;, i = 1,2,3,...} um conjunto de eventos. A probabi-
lidade P(A) ¢ um nimero que satisfaz,

axioma 1: 0 < P(A) <1e P(A)=1se A é o evento certo.

axioma 2: se os eventos A; sdo mutuamente exclusivos, P (U Ai> = Z P(4;).

axioma 3: P(AN B) = P(B/A)P(A).

Através da férmula de Bayes, que combina a informacgao vinda dos dados através da
verossimilhanca com a incorporacao de conhecimentos a priori, ou seja, com as infor-
macoes obtidas antes dos dados, obtém-se uma distribuicao denominada distribuicao a

posteriort.
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Férmula de Bayes.

A probabilidade condicional do evento A dado outro evento B é dado por,

P(B/A)P(A)

P(A/B) = =5

Se A; é um conjunto de eventos mutuamente exclusivos e exaustivos (formam um

particao do espaco amostral 2, isto é, UAi =QeP (U Ai) = Z P(A;) = 1), temos

P(B/A)P(A)
> P(B/A)P(A)

P(A;/B) = (2.1)

para todo i.
Assim,

P(A;i/B) o P(B/A;)P(4;).

Seja y =(y1, ..., y)" um vetor de dados ou observagoes de uma varidvel aleatéria y
com distribuigdo dada pela funcdo densidade de probabilidade f(y/f) na qual 6 é um
pardmetro. Assumir que 6 seja uma varidvel aleatéria com uma distribuicao dada pela
densidade 7(0), a distribuicao a priori para 6. Na inferéncia Bayesiana, toda inferéncia
sobre 0 & determinada pela distribuicao a posteriori para 6 dada por 7(6/y) obtida a
partir da férmula de Bayes (ver Box e Tido, 1992).

Os métodos estatisticos usuais sugerem uma funcao de verossimilhanga f(y/6) e em
adi¢ao vamos supor uma distribuigao a priori () que expressa nossa incerteza sobre 6
antes de observarmos os dados e a distribuicao a posteriori w(0/y) expressa nossa incerteza
sobre 6 apds observarmos os dados.

Pela férmula de Bayes (2.1), temos,

w(0)y) = OISO )5y /0).
/ 7(0)f (y/0)d0
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Densidades a prior: e a posteriori.

Uma das limitacoes dos métodos Bayesianos nas aplicagoes, em geral estd relacionada
a integracao da densidade conjunta a posteriori para obtencao das distribui¢coes marginais,
que na maioria das vezes é muito complexa. Neste sentido, uma alternativa é a utilizagao
de técnicas de simulagao, como os métodos Gibbs Sampling e Metropolis-Hastings ( var
Gelfand e Smith (1990)).

O algoritmo Gibbs Sampling ¢ um método de simulacao via cadeias de Markov que
fornece uma forma de obter uma amostra da distribui¢ao de interesse, baseada em suces-
sivas geragoes das distribui¢oes condicionais (ver apéndice A). Esse algoritmo é utilizado
no caso em que as distribuigoes condicionais marginais sao identificadas com uma dis-
tribuicao conhecida. Em modelos mais complexos, geralmente nao temos formas conheci-

das nas distribuigoes.

Componentes da inferéncia Bayesiana

Distribui¢ao a priori: usa a probabilidade como um meio de quantificar incerteza
sobre quantidades desconhecidas (varidveis).

Funcao de verossimilhanca: relaciona todas as varidveis num modelo de probabilidade
completa.

Distribuigao a posteriori: quando observamos algumas varidveis (os dados), usar a
férmula de Bayes para encontrar distribuigoes de probabilidades condicionais para quan-
tidades nao observadas de interesse.

Utilidades: se desejar quantificar o valor de consequéncias diferentes, é possivel usar

as probabilidades a posterior: como base para tomada de decisoes.

Modelo de efeito fixo e aleatério

No modelo de efeito fixo, os valores (populacionais) dos efeitos dos tratamentos sdo
constantes fixas, mas desconhecidas. Na modelagem para Meta-andlise, supondo estudos
homogéneos, medindo aproximadamente a mesma quantidade sem variagao entre estudos,
isto ¢, a resposta y; ¢ modelada como y; = u + &;, &; ~ N(0,S5?), onde S? é a variancia

da resposta, sendo que a variabilidade assumida é a variacao dentro do estudo. No caso
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do modelo de efeito aleatério, os efeitos dos tratamentos variam aleatoriamente de estudo
para estudo, como se fossem amostras de um universo de possiveis efeitos de tratamentos,
com média e varidncia proprias; assim, é possivel avaliar a variabilidade entre estudos a
partir de componentes de variancia.

O modelo de efeito fixo pode ser usado quando nao hé heterogeneidade significativa
entre os estudos, ou seja, ha variabilidade apenas dentro dos estudos e nao entre eles. Caso
haja heterogeneidade significativa entre os estudos, deve-se optar pelo uso do modelo de
efeito aleatorio, no qual estao presentes as varidncias dentro e entre os estudos.

Este problema pode ser evitado assumindo um efeito aleatério d;, o qual explica a
variabilidade entre estudos.

Assim, temos o modelo,

Yi =+ 0; + e,

na qual p é a média geral, §; ~ N(0,72) e g; ~ N(0, S?).

O modelo de efeito fixo é um caso especial do aleatério em que a varidncia entre os
estudos é nula, ou seja, 72 = 0.

Assumindo € uma varidvel aleatéria continua com distribuigao a priori 7(0), a dis-

tribuicao a posteriori para 0



Capitulo 3

Meta-analise Bayesiana em um

estudo médico.

3.1 Uma andlise Bayesiana do efeito de uma nova
droga antiepilética.

Muitas vezes, o objetivo principal do pesquisador é comparar uma nova droga com
uma ja existente, procurando estabelecer se essa nova droga traz sucesso maior, menor
ou igual que a existente na cura de uma determinada doenga. Outras vezes, o objetivo é
ajudar na melhoria do paciente com a doenga.

Como ilustracao vamos considerar um conjunto de dados, introduzido por Van Belle
(1992), de 15 relatos independentes de experiéncias clinicas de uma nova droga antiepilética.
A varidvel resposta (y; : mimero de pacientes melhores em cada estudo, considerando n;
pacientes) foi definida como a redugao acima de 50% na frequéncia da doenga do paciente
(ver Achcar et al., 2001).

Assim temos uma resposta dicotomica, ou seja, se o novo tratamento melhora a situa-
¢ao do paciente em mais de 50%, recebe o valor 1, caso contrdrio a resposta ¢ 0. Desta
forma, o niimero de pacientes com resposta positiva (y;) para cada estudo tem distribuigao
binomial com parametros n; e p;, ou seja, y; ~ b(n;,p;), 0 <p; <1,i=1,2,...,N.

Temos interesse em comparar um tratamento novo com um tratamento usual, levando

em consideragao N estudos independentes. Os dados da Tabela 3.1 sao se dois grupos
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distintos que estao sendo observados. Os seis primeiros estudos sao abertos ou sobre
o tratamento novo, que permitem investigar o efeito do tratamento sem outros efeitos
psicoldgicos. Os nove tltimos sao de estudos fechados ou sobre o tratamento usual, que
sao usados para controlar experiéncias clinicas, onde o paciente sabe que estd testando
um novo medicamento. Estes estudos oferecem uma estrutura adequada para incorporar
informacao, com uma priori apropriada para melhorar a precisao de inferéncia. Na coluna
1 temos o niimero de cada estudo, na coluna 2 a ordem cronoldgica do estudo, na coluna
3 o nimero total de pacientes (n;) e na coluna 4 o nimero de pacientes com resposta

positiva (y;) .

Tabela 3.1: Dados de 15 estudos independentes

sobre a eficdcia de uma nova droga antiepilética.

Estudo Original n;

Estudos abertos 1 1 30 17
2 7 16 8
3 9 69 41
4 10 23 13
5) 11 42 32
6 15 151 90
Estudos fechados 7 2 20 5
8 3 20 9
9 4 17 3
10 ) 15 7
11 6 18 8
12 8 17 9
13 12 19 1
14 13 51 12
15 14 59 17

Uma andlise classica dos dados é comparada com uma anélise Bayesiana, considerando

intervalos de confianca e intervalos de credibilidade, respectivamente.
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3.2 Analise Classica

Inicialmente, vamos definir algumas varidveis.
Seja,
n; : nimero total de pacientes que completaram o estudo ¢;
y; - nimero de pacientes com resposta positiva em cada estudo ¢; (3.0)

D; : propor¢ao observada de pacientes melhores durante o estudo i;

0; = log< Pi ) é o logaritmo da razao de risco (logito) de pacientes com resposta
positiva, i = 1,..., N (N = 15).
Considerando que as respostas sao dicotdmicas e os estudos sao independentes,

y; ~ b(n;,p;) e a funcdo de verossimilhanca para py, ..., py é dada por,

N yi
g i nz i Ny

i=1

O logaritmo da fun¢ao de verossimilhanca para py, ..., py é dado por,

L(p1,....,pn) = logL(p1,....pNn)

x i {yilog(lfp ) —l—nllog(l—pz)}

o > luillog(pi) — log (1 = p)] + milog (1 = py)].

Da equa(;ao = 0 tem-se,

yl Y; n;
- - =0,
pi (1—p) (1—m)

Dai, temos que o estimador de maxima verossimilhanca de p; ¢ dado por,

. Yi
pi=—. (3.1)

e, consequentemente, obtemos os estimadores é\i, onde 9: = log (121;) .
Sabemos que y; ~ b (n;,p;) e pi = 25 i =1,..., N e pelas propriedades da distribuigao

binomial de y;, temos que o valor esperado e a variancia de y; sao dados por,
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E(Z/z) = "D

Logo,

E(@) = D

. i(1—pi
Var(p:) = w

Um intervalo com 95% de confianca para p; é definido a partir do fato que

Z; = w ~ N(07 1)7 (32)
nipi(1 — pi)
ou,
7 = PiTDPi o N(0,1).
pi(1-pi)
A probabilidade de Z; estar contida no intervalo (—1.96,1.96), é
P{-1.96 < Z; <1.96} = 0.95. (3.3)
Assim, um intervalo com 95% de confianca para cada proporcao p;, i = 1,..., N, é dada
por,
—196,/ l+196,/ —p)
Usando os dados da Tabela 3.1 e as equagoes (3.0) e ) obtemos os valores estimados

parap; ef;, i =1,..., N. A Tabela 3.2 mostra os valores estimados de p; e 0; e os intervalos

de confianga.
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Tabela 3.2: Valores estimados para p; e #; e intervalos

de 95% de confianga para p; (IC(p;)).

~

Estudo Di 0; IC(py)
Estudos abertos 1 0.5666  0.2680  (0.3893; 0.7439)
2 0.5000  0.0000  (0.2550; 0.7450)
3 0.5942 0.3814  (0.4783; 0.7100)
4 0.5652  0.2623  (0.3626; 0.7678)
) 0.7619 1.1631  (0.6330; 0.8907)
6 0.5960 0.3888  (0.5177; 0.6742)
Estudos fechados 7 0.2500 -1.0986  (0.0602; 0.4397)
8 0.4500 -0.2007  (0.2319; 0.6680)
9 0.1765 -1.5402 (-0.0047; 0.3576)
10 0.4667 -0.1334 (0.2141; 0.7191)
11 0.4444 -0.2233  (0.2148; 0.6740)
12 05294 0.1177  (0.2921; 0.7666)
13 0.0526 -2.8910 (-0.0477; 0.1530)
14 0.2353 -1.1786  (0.1188; 0.3517)
15 0.2881 -0.9046 (0.1725; 0.4037)

IC(p;) : intervalo de confianga para p;, i = 1, ..., 15.

Observamos na Tabela 3.2 que os valores de p; para os estudos abertos apresentam, em
geral melhoria em mais de 50% dos pacientes, ao contrario dos estudos fechados. Lembra-
se que a resposta é significativa se o novo medicamento proporciona uma redugao superior

a 50% na frequéncia da doenca nos pacientes.

3.3 Anadlise Bayesiana

Na Meta-anédlise Bayesiana sugerida como uma possivel solucao para obtencao de

estimativas combinadas mais confidveis, tem como objetivo combinar estimativas através
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da Meta-analise, utilizando um modelo Bayesiano hierdarquico. O modelo Bayesiano hie-
rarquico proposto por Larose e Dey (1997), sera usado para descrever e analisar os dados
da Tabela 3.1. Na andlise Bayesiana hierdrquica, os pardmetros das distribuicoes dos
parametros, chamados hiperparametros, sao desconhecidos, mas a distribuicao é conhecida
(ver Gelman e Rubin, 1992). Na maioria das vezes, o problema é estruturado de forma
que existem relagoes probabilisticas a respeito dos pardmetros e hiperparametros, que
podem ser incorporados ao modelo através de distribuigoes a prior: hierdrquicas.

Para os dados da Tabela 3.1, consideramos, o modelo Bayesiano hierdrquico e as
distribuicoes a priori dadas por,

yi~b(ng,p),0<p;<1,i=12,...,N;

0, = log (151' ) i=1,2,.. N

pi

0; ~ N (pu+0p,02), —00 < 0; < +o0, k=1,2;

02 ~ IG (ag,by,), 02 > 0, ay, e by, conhecidos, k = 1,2;

p~ N (0,¢), —oo < pt < +00 e ¢ conhecido;

dp ~ N (0,d), —00 < 0 < +00; k= 1,2 e d conhecido.

Observe que 0; ¢é o logito estimado de melhora no i-ésimo estudo, logo é conveniente
assumir uma distribuicao normal, ja que os logitos tem dominio definido em toda reta.
y; tem uma distribuigao binomial, §; tem uma distribuigao normal, ¢ uma distribuigao
gama inversa, p e 0y tém distribuicoes normais.

Como citado anteriormente, temos dois grupos distintos no conjunto de dados e, desta
forma, a estrutura da média de #; contém uma média geral p mais um efeito aleatério
especifico para cada grupo d;, £ = 1,2, sendo que k£ = 1 refere-se aos estudos abertos e
k = 2 aos estudos fechados.

De (3.0) podemos definir p; em termos de 6;, isto &,

0; = log (1 bi ) ,isto ¢, ¥ = T bi , entao, p; (1 + 60’) =%,

— M %

Assim,
el
g = —————. 3.4
=1y (3:4)
Substituindo o valor de p; = 15291_ em (3.1), temos que a fungao de verossimilhanca

para 01, ...,0y é dada por,
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N egi Yi €9i i —Y;
L(fy,....08) H(l—i—e"i) (1— 1+69i> (3.5)

=1

-
Il

efiyi

(1+ el

®
=

=1

-
Il

para N = Ni+ N5, N; é o nimero de estudos abertos e Ny é o niimero de estudos fechados.

Distribuicao a priori conjunta

Assumindo independéncia a priori, a distribuicao a priori conjunta para 6., ...,0y,

o2, 03, 11, 01 e 6y & dada por,

71—(917"'70]\/?0-%?0-%7#751752) X (U%)i(%aﬂrl) X (Ug)i(%aﬂ»l)

xexp{—%‘% 56, —u—51)2} (3.6)

=1

N
1
X eXP{—ﬁ > (Oi—p— 52)2}
2.

Distribuicao a posterior: conjunta

Combinando a distribui¢ao a priori conjunta (3.6) com a fungao de verossimilhanga

dada em (3.5), obtemos a distribui¢ao a posteriori conjunta para 6, ...,0x, 0% 03, 11,0, e

0o, dada por,
2 2 2\~ (5L +a1+1) 1 2
m(01, ..., 0N, 07,05, 11,01, 09|D) o (o7) V2T exp _T‘_QZ(ei_M_(Sl)
Lj=1
N 1 N
x (02)~ (5 a2t exp {_F Z (0 — p— 52)2}
2 4=N1+1
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Utilizando o método de simulagdo MCMC (Monte Carlo em Cadeias de Markov) e
considerando os algoritmos Gibbs Sampling e Metropolis-Hastings encontramos as dis-

tribuicoes condicionais necessdrias para gerar valores da distribuicao a posteriori conjunta.

Distribuicoes condicionais

As distribuigoes condicionais a serem utilizadas com os algoritmos Gibbs Sampling e
Metropolis-Hastings, sao dadas a seguir.

A distribuicao condicional para p, dados os outros parametros é,

N N
m(u|d,0%,6,D) o exp . 1(91-—11—51)2—L > (‘91:—#—52>2—M—2
) » Yy 20_% . 20-% 2c
i=1 i=N1+1
L\ e 1y @52 _ 1
o eXp{ 307 > (1= 1) 20_3'2 (1 — ;) 26},
i=1 1=N1+1

na qual ,u(l) =0,—6; ¢ uz(?) =0; — 05. Isto &,

i

N N
1 L 1 2
2 2 (1) 2 ) o
m(p|d,0%,0,D) o exp{—Qa% <N1u — 2/ E 1 ) — 507 (Ngu — 2/ g 1 > — 2_(:}
2

i=1 i=N;+1
( _ _
| (3 (31— 02) + 2% (82 - )
X expy{ — - |1~
2 (248 1) (3 +25+1)
\ 1 2

_ — 2
N10'% (6’1 — 51) + NQO-% (6)2 — (52)
o XPY T 252 H= 2 2, ofo}
2( 7193 ) Nio5+ Nyoy + =2
\

0'20'2 ¢
Nio+Nioj+—1-2

Portanto,
Nyo3 (01 — 61) + Noo? (0 — 0 202
/’L|570-2797D ~ N 10—2( ! 1) 20_15 22 2)7 0-10-2 2 .2 Y (3'7)
N10%+N20%+01—:2 Nlo'g‘i‘NQO'%‘i‘al_:Z
Ny
_ 2.0
na qual & = (d1,92), 0 = (07,03), 0 = (01,....,0n), D = (y1,...,yn), h = F— e

N
0;

5 i=Ni+1

0y = N
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A distribuicao condicional para d;, dados os outros parametros é,

Ny 9

1 )

2 2 1
7(01|p,0%,60,D) exp{—Q—%E (0; — u—01) _Z_d}

i=1
Ny 2
1 0 o
o exp {—T,? > 6 — u{)? - ii} ,
i=1
na qual MEO) =0; — p. Isto é,

N1 2
1 )
7T(51|u,a'2,0,D) o eXp{——2 5 (Nﬂsf — 20, g M(p)) — —2;,}
o1 i=1

2

) o (E - )

oePA T Ny 1(71) o Moyl

\ 2(0_%_‘_3) o7 d

)

1 Ny (6, —
o« expl-—r | Mz
JEnli
L N1+%

Portanto,

Ny —p)  o? }

51’/"‘702> 07D ~ N 02 3 2
M+ N+

N1
>0
i=1

na qual 0> = (0,03), 8 = (61,...,0n), D = (y1,...,yn) € 1 = F—.

A distribuicao condicional para d,, dados os outros parametros é,

N 2
1 0
) 2.0,D ——5 Y (Oi—p—06)" =3
7T( 2|[1/,0', ) ) X exp{ QO_%iN1+1( H 2) Zd}
N 2
1 (0)\2 03
X expy —5 3 E (52—/%-)—— )
{ 202i:N1+1 2d

(0)

na qual p; ' = 0; — p.

Isto é,
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' —
1 ) (Lg (N2(6 — M)))
o exp{ — . NG 05 — N 1
2 ((7_22 + E) ‘7% d
o expld — 1 52— Ny (03 — 1)
2 o2
) ( o3 2> No + 72
L Nz-i-(%

Portanto,

Ny (6y — 2

8o, %6, D ~ N 2(0; !‘), LR
No+22  Np+ 22

N

i=Nj+1

na qual o° = (07,03), 8 = (61,...,0n), D = (y1,...,yn) € b = =5

A distribuigdo condicional para o2, dados os outros parametros é

N1
(M, 1 L
m (0%|M76707D) o (g?) ( 3+ 'H) X exp {—T‘% ;(91 — K= 51)2} X exp{—blaf}
. SR
o (U%)‘(T*‘”“) X exp {—_2 [— +35 Z(QZ — (p+61)) } :

1=

Portanto,

-1
N
0tlp.0.0,D ~ IG 71+a1,< +3 Z — (1 +61)) ) ,

na qual @ = (64,...,0n) e D = (y1,...,yn)-

A distribuigdo condicional para o2, dados os outros parametros

- 1
— — ¢ — —_— 2 S —
-z E (0; — p — 62) } X exp{ bgO’%}

o« (02) +“2+1>xexp{—i§ bi+§i:NZH<e (it ) }
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Portanto,

N. R o
U%'IJ”J’07DN1G 72+a2a <_ 5 Z 6 - :U“+52))> )

na qual @ = (64,...,0n) e D = (y1,...,yn)-

A distribuicao condicional para 6;, dados os outros parametros é,

N, N
1 1
7T(91|l1’7570-279(i)7D) & eXp{_f‘_% Z(el_ (/’L+61))2} X eXp{_F Z (91_ (M+52))2

2 j=Ny+1

0,yi (91*(%251@))2 1
o 20’k
‘ (1+¢%)
Assim,
) 0,yi— % *(N+5k)) 1
202

Notamos que nao obtemos uma distribuicao condicional conhecida para ;. Por essa
~ . . . / Ve z
razao, o algoritmo Metropolis-Hastings para gerar os 0,s serd empregado. O niicleo con-

siderado para 6#; segue uma distribui¢cao normal, assim temos:
7T(91|[L,5,0'2,H(2),D) OCN(/JJ—l—dk,O'i) X \I’(ez), (39)

na qual U(6;) = exp {#;yi — n;In(1 + €%)}, & = (61,02), 02 = (01,03), 0 = (01,....0N),
O = (01,...,0i1,0i41,..08) e D = (y1,...,un).

Com a parametrizagao original, temos dificuldades para conseguir a convergéncia para
o algoritmo Gibbs Sampling, especialmente para os pardmetros p e 0, £ = 1,2 que sao
parametros desconhecidos. Desta maneira, consideramos uma reparametrizagao para uma
reandlise dos dados dispostos na Tabela 3.1 definida da seguinte maneira &, = u + dx,
k = 1,2, na qual u+9; é a média do paradmetro 6;, assim &, segue uma distribuicao normal
com média 0 e variancia (c + d). A distribuigao a posteriori conjunta para 0y, ..., 0y, o2,

0-%7 51 e 527 é dada por,

}
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N 1 N
(03)"F oD exp {‘_ > (0i- @f} <

203
i=N1+1
11 &8 8
exXxpy ———5 — ——5 — — — ==
P bio? byl 2¢ 2d
ﬂ eeiyz
iy (L et

Com essa reparametrizagio temos as distribuigoes condicionais para o2, 6;, €, na qual

& =(&,&,), sdo determinadas.
A distribuigao condicional para o2 e o2, dados os outros parametros &,

) N, 1 1 A
al|£,0,D ~ IG 7"‘&17 <a+§;(91—§1) ) (310)
- _N .
0sl€,0,D ~ IG %—I—az, (%—l—% Z (9¢—€2)2> (3.11)
i=N1+1

Mesmo com a reparametrizagao, nao conseguimos identificar a distribuicao condicional
de #; com uma distribuicao conhecida. Por essa razao, o algoritmo Metropolis-Hastings

/ . . . . . ~ . .
para gerar os 0,s foi novamente empregado. Dessa maneira, a distribui¢ao condicional

para #; dados os outros parametros é dada por,

) buyi— 0= 1
™ (92|€, o 70(i)7 D) oce 7k X m (312)

O niicleo considerado para 6; continua sendo de uma distribui¢ao normal, assim temos:

7 (0:|€, 0%, 0(;), D) o Normal (£, 07) x ¥(6;), (3.13)

na qual U(6;) = exp {#;yi — n;In(1 + €%)}.
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A distribuicao condicional para &;, dados os outros pardmetros é,

1 & 52
(&), 0, D) oc exp {_T,z Z(ei - 51)2} X exp {—2—2} .

L =1

Isto é,
m(&|6%,0,D) o exp —L[NSQ—QSNé}—ﬁ
1 )y Y 20_% 161 14V1V1 26
N 1] &Nib,
ocexp{ 9 J%+c+ a% .
Portanto,
1 Ny0
(&]0%,6,D) o exp { ——— ——
2(Z2+ M) 4N
Assim,
N6 2
&lo2 0D~ N2 T (3.14)
U—c1+N1 U—CI+N1
Ny
_ >0
na qual 0® = (01,03), 0 = (01,....0n), D= (y1,...,yn) e 01 = S—.

A distribuicao condicional para &, dados os outros pardmetros é dada por,

- £
W(52‘U270,D) OCeXP{—r‘g Z (0 —52)2} X exp{—2—2}.

2 i=N1+1
Isto é,
m(&,]0%,0,D) o exp L [N2&5 — 26, No0,] — &
T 203 2d
&[Ny 1] | &Nob,
x exp{ 2 | o2 —|—d + p .
Portanto,
1 Noo
(&sl0?,0,D) o exp § ——— —
2 (% + M) %N,
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Assim,
N 2
6,002, D~ N 22 72 (3.15)
2+ Ny 2+ Ny
N
na qual 2 = (03,03), @ = (61,....,0x), D= (y1,...,yn) € O3 = Z:N}V:l

Considerando os dados da Tabela 3.1 e as distribuicoes a priori para os parametros
do modelo, com a; = as = 1, b = by = 0.1 e (c + d) = 0.001 assumindo independéncia
e prioris nao informativas para os parametros, geramos duas cadeias de Gibbs Sampling
cada uma com 110000 iteracoes. Para cada série consideramos saltos de tamanho dez,
e finalmente obtemos uma amostra de tamanho 16000. As 30000 primeiras observacoes
foram eliminadas ("burn in "). A convergéncia das amostras de Gibbs Sampling foi
monitorada usando o Método de Gelman e Rubin (1992) (\/E < 1.1 para todos os
parametros). A Tabela 3.3 mostra os sumdrios a posteriori e os valores \/ﬁ (critério

de Gelman e Rubin, 1992).
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Tabela 3.3: Sumadrios a posteriori

Parametros Meédia a  95% de intervalos \/E

posteriori  de credibilidade

£ 0.441 (0.062, 0.814)  1.00
& 0.832  (-1.299,-0.384)  0.99
2 15.11 (1.016, 31.05)  1.00
T 8.412 (1.033, 31.05)  0.99
i 0.591 (0.462, 0.708)  1.00
P2 0.578 (0.419, 0.71)  0.99
D3 0.600 (0.504, 0.692)  0.99
Da 0.593 (0.456, 0.716)  1.00
s 0.677 (0.567, 0.793)  0.99
Do 0.599 (0.528, 0.669)  0.99
P 0.2836 (0.154, 0.424)  1.00
s 0.3686 (0.228, 0.546)  1.00
Do 0.2586 (0.120, 0.404)  1.00
P10 0.3696 (0.221, 0.567)  1.00
pu 0.3659 (0.228, 0.549)  0.99
P12 0.3983 (0.247, 0.602)  1.00
P13 0.2082  (0.0712, 0.346)  1.00
Pa 0.2627 (0.166, 0.366)  1.00
P15 0.2944 (0.201, 0.396)  0.99

Da Tabela 3.3 note que 71 = é e Ty = 0_—13, também os indices de Gelman e Rubin
(\/}_A%), dos quais assumimos a convergéncia do algoritmo Gibbs Sampling.

Na Tabela 3.3 notamos que 02 < o2, indicando que estudos abertos formam um grupo
mais homogéneo do que os estudos fechados. Observamos também que para estudos
abertos, a média a posteriori para py, ..., pg estd no intervalo (0.57;0.67), e para os estudos

fechados a média a posteriori para pr, ..., p15 estd no intervalo (0.20; 0.39), que representa
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as médias dos pacientes com resposta positiva. Como em estudos abertos a média dos
pacientes com resposta positiva € maior que 0.5 e em estudos fechados é menor que 0.5,
concluimos que os estudos abertos tém uma maior eficdcia do que aos estudos fechados,
e estes resultados estdo de acordo com os resultados obtidos por Larose e Dey (1997).
Concluimos também que os estudos abertos formam um grupo mais homogéneo, do que
os estudos fechados, pois apresentam um intervalo menor para a média a posteriori.

A diferenca entre estudos abertos e fechados também pode ser verificada através de
uma estimativa da média para 6;, dada por &, = u + di, k = 1,2. Para estudos abertos,

e—0.832

O = 0.6085 e para os estudos fechados, p; se reduz a 15 —5z = 0.3032,

i se reduz a T 0441

onde 0.441 é a média a posteriori de 46, e (—0.832) é a média a posteriori de j1+ds. As
médias a posteriori ponderadas para estudos abertos e para estudos fechados sao dadas

respectivamente por (ver Fortulan, 1999),

6
E n;pPi
=1

MPyories = ——— = 0.6069

6
> i
i=1
15
E n;pPi
=7

M Preenados _15— = 0.3011.
>
i=T7
Com esses resultados notamos que as médias a posteriori £, = p+ 0k, k = 1,2, em re-
lacao a média ponderada, estao muito préximas. Portanto, concluimos, tanto pela analise
classica quanto pela Bayesiana, que os resultados para os estudos abertos sustentam a

eficdcia do medicamento.

3.3.1 Analise grafica.

A Figura 3.1 mostra as formas das distribui¢oes a posteriori, que podem ser inter-
pretadas considerando que estas representam uma aproximacao com relagao a verdadeira
distribuicao dos pardmetros. Da Figura 3.2 observamos que os pardmetros apresentam-se

nao correlacionados.
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Figura 3.1: Densidades a posteriori marginais.
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Figura 3.2: Graficos de autocorrelagoes.

A Tabela 3.3 mostra a convergéncia dos parametros a partir dos indices de Gelman e
Rubin que estao de acordo com o valor recomendado que é aproximadamente 1. Isto pode
ser verificado através da Figura 3.3 que & medida que aumenta o nimero de iteracoes,
temos um indicativo de convergéncia para os pardmetros do modelo. Na Figura 3.4, os

graficos sugerem convergéncia para todos os pardmetros.
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Figura 3.3: Gréficos dos indices R de Gelman e Rubin.
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Figura 3.4: Graficos das séries temporais.



Capitulo 4

Relacao entre o uso de estrégeno e a

incidéncia de caiAncer no endométrio.

Na literatura médica, hd indicios que o uso da terapia de reposi¢ao de estrégeno pode
aumentar o risco do cancer no endométrio. Uma possibilidade de redugao do risco é a
remocao de ambos os ovarios, antes da menopausa.

Nos ultimos anos, védrias pesquisas médicas estao direcionadas para o estudo do efeito
do estrégeno, pois existe a possibilidade desse hormoénio contribuir para o desenvolvi-
mento do cancer no endométrio (ver Adami (1992), Brinton e Schaier (1993) ou Kauf-
man et al. (1991)). Como existem pesquisadores independentes, em diferentes centros,
envolvidos neste projeto de pesquisa médica, uma combinagao dos resultados obtidos por
pesquisadores pode ser conveniente para uma andlise estatistica.

Cancer no endométrio apresenta um risco significativo para a saide e a Meta-anélise
pode ajudar a esclarecer muitos resultados contraditérios, entre os estudos que relatam
uma possivel associagao entre estrégeno e cancer no endométrio.

Para investigar se o uso de estrégeno estd produzindo cancer no endométrio, alguns
investigadores tém recorrido a Meta-andlise. Além do uso do estrégeno, podemos analisar
outros potenciais fatores de risco como duracao da terapia (tratamento com hormonios),
tipo de hormoénio usado, idade aproximada da menopausa, idade da primeira gravidez,
obesidade, entre muitos outros.

Em cada laboratério onde é feito um estudo deste tipo, sao determinados os riscos

relativos (ver Fleiss, 1973), ou medidas do grau de associacao entre o uso de estrégeno e
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a incidéncia de cancer, sendo muitas vezes aproximado por uma probabilidade relativa.

Um modelo Bayesiano hierdrquico, que é um sistema muito flexivel para combinar
informagao de vdrios estudos usados em Meta-andlise, é baseado no logaritmo do risco
relativo de pacientes contrairem céncer, recebendo ou nao estrégeno. O risco relativo de
usudrias de estrégeno, com respeito a cAncer no endométrio, pode ser calculado de forma
a seguir. Seja,

A: niimero de pacientes com céancer;

A: nidmero de pacientes sem cancer;

B: ntiimero de pacientes usudrias de estrégeno;

B: ntimero de pacientes ndo usudrias de estrégeno.

Além disso, seja,

e a: numero de casos expostos ou de pacientes com céncer entre as usudrias de es-
trégeno;

e b: nimero de controles expostos ou de pacientes sem cancer entre as usudrias de
estréogeno;

e c: nimero de casos nao expostos ou de pacientes com cancer entre as nao usudrias
de estrégeno;

e d: nimero de controles nao expostos ou de pacientes sem cancer entre as nao usudrias

de estrégeno.

A partir das definicoes acima, temos a seguinte tabela.

Tabela 4.1: Distribuicao de pacientes segundo

presenca de cancer e uso do estrégeno.

A A | Total

B a b a+b

B c d c+d
Total |a+c b4+d| n

Assim, definimos os riscos para dois grupos. O primeiro é definido a partir de pacientes
que sao usudrias de estrogeno e o segundo é definido a partir de pacientes que nao sao

usudrias de estrégeno.
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Para pacientes usudrias de estrégeno:

Q

[os]}

I
| s

A medida de associagao entre Og e Og é

@)

= = X

O P(A|B) _P(A]
~ Op  P(AB) " P(A]

Temos, n = a + b+ ¢+ d, assim,

P(AIB) = 55
P(A|B) = %5
P(A|B) = 3
P(AIB) = ;5

Desta forma, o risco relativo (RR) ¢ dado por,

axXd

RR=0 = )
bxc

S| S

(4.1)

(4.2)

Observe-se que se RR > 1, temos um indicativo de que a chance de uma mulher ter

cancer (endométrio) é maior para usudrias de estrégeno.

O objetivo principal desse estudo é obter conclusoes quantitativas relacionadas aos

efeitos de estrégeno sobre cancer no endométrio, e principalmente analisar o efeito de

outras covaridveis sobre o risco de cancer.
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4.1 O uso de estrégeno e a incidéncia de cincer no

endométrio.

Para pesquisarmos se existe alguma relacao entre estrégeno e cancer no endométrio,
vamos analisar os dados da Tabela 4.2, introduzidos por Larose e Dey (1997) sobre 8
diferentes centros médicos que avaliam o indice de cancer no endométrio. Para andlise dos
dados, consideramos uma Meta-andlise sob o enfoque Bayesiano (ver Achcar et al., 2001).
Uma andlise Bayesiana destes dados foi introduzida por Larose e Dey (1997), assumindo

uma extensao de componentes da va-ridncia hierdrquica do modelo de DuMouchel e Harris

(1983).

Tabela 4.2: Dados sobre cancer no endométrio.

Estudos | Resposta | Duracao do Trat. com Tipo de Obesidade
Estrégeno (em meses) Estrégeno

log(RR) | <12 [12,60) >60 | Conjugado Outro | Nao Sim

1 2.08 22 95 56 137 40 186 129

2 -0.06 68 12 11 68 134 584 126

3 0.76 49 70 121 334 122 405 146
4 1.58 18 25 39 74 10 - -

) 0.87 11 17 49 - - 722 140

6 0.71 57 85 39 - - 991 188

7 1.24 26 61 98 - - 596 190
8 1.99 8 17 27 o4 45 - -

Na Tabela 4.2, observamos que para alguns laboratérios héd informacoes perdidas para
as covaridveis e uma solucao encontrada foi considerar a média das observagoes completas
em cada vetor x,, ¢ = 1,2,3. De forma alternativa, poderfamos gerar as observacoes
perdidas em cada ciclo do algoritmo Gibbs Sampling (ver por exemplo Larose e Dey,
1997 ou Larose e Dey, 1995).

Para analisar os dados da Tabela 4.2, vamos considerar o modelo de regressao dado
por,

y=XB+wi+e, (4.3)
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na qual € % N(0, 02).
Seja y o vetor (n x 1) das respostas dadas por y = log(RR), onde (RR) denota o risco
relativo de uma mulher ter cAncer no endométrio entre as usudrias de estrégeno;

Seja X a matriz de covaridveis (n x 3) dada por, X = (x1,X2,X3), ou,

T11 T21 T31
T12 T2 T32
X = , (4.4)

Tin To2n T3n

na qual

x1: vetor de proporcoes de duracao de tratamento maior ou igual a 60 meses;

Xs: vetor de proporcoes de usudrias de estrégeno conjugado;

x3: vetor de proporcoes de individuos obesos em cada estudo;

B = (B4, By, B3): vetor de parametros de regressao;

d: mede a variabilidade entre os estudos, ou seja, 0 é uma varidvel "dummy", que
mede o efeito dos dois grupos diferentes (com informacao completa nas covaridveis, ou
nao);

w: vetor (n x 1) dado por w' = (wy, ...,wy), onde w; = 1 ouw; = 0 para i = 1,2, ...,n,

indicando informagao completa (ou néo) para as covarigveis, tal que,

Wn

e: vetor de erros com elementos €;, i = 1,2,...,n (n=8).

Associando o modelo (4.3) com os dados da Tabela 4.2, temos,
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0.42 0.77 0.41 0.42 0.77 0.41 1
0.12 0.33 0.18 0.12 0.33 0.18 1
0.50 0.73 0.26 0.50 0.73 0.26 1
Y 047 088 — _ 0.47 0.88 0.24 e 0 | (4.6)
0.64 — 0.16 0.64 0.65 0.16 0
021 — 0.16 0.21 0.65 0.16 0
053 — 024 0.53 0.65 0.24 0
0.52 0.54 — 0.52 0.54 0.24 0
na qual os valores das varidveis x1; e x32 sao obtidas por, r1; = m =042 e x39 =

126

ssit1ag — 0-18, seguindo o mesmo para as outras varidveis. Observe-se que para as ob-

servagoes perdidas, usamos as médias aritméticas dos valores observados, ou seja, usando

= 0.65 considerando o mesmo

os valores da matriz X, temos xq5 = 0'77+0'33+0'573+0'88+0‘54

valor para s, To7 € para xzy = HF01880.2640.1640.164024 — (.24 considerando o mesmo

valor para xsg.
A partir da (4.3) e (4.6), usamos o algoritmo Gibbs Sampling ( Gelfand e Smith, 1990)

para determinar as quantidades a posteriori de interesse.

4.2 Andlise Bayesiana

A partir do modelo (4.3), temos que y; = B,71; + Lo + B3z +0w;+ €51 = 1,2, .. n;
e que y; ~ N{B1x1; + ByTo; + P33 + dw;; 02} sao independentes.
A funcao de verossimilhanga para 6 = (8, 3;, 85, 83, 0%) é dada por,

Loy = ] Wexp{—@@—of} (47)

na qual €; = y; — By21; — Bya; — By — dwy, para i =1,2,..,n (n = 8).
Para uma anélise Bayesiana, consideramos independéncia a priori entre os parametros

e assumimos as seguintes distribuigoes a priori para &, 8;, B4, 33 € 02 :
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§ ~ N (0;a?) com a conhecido;

B,, ~ N (0;02) com m = 1,2,3; b,, conhecido;

0% ~ IG e, f] com e e f conhecidos.

Assumindo independéncia a priori entre os parametros e considerando by = by = b3 =

b, podemos expressar a distribuicao a priori conjunta para os parametros 3, d e o2 por,

7(6) o exp {—25—;} exp {— <§Z”g> } (02) Ve, (4.8)

na qual 6 é o vetor de todos os pardmetros do modelo e m = 1,2, 3.

A distribuigdo a posteriori conjunta para ¢, 3,, 3,, 85 € o é dada por,

7 (0]x,y) o exp —5—2 exp ——(ﬁgn) (02)_(e+1) e’giz (02)_% exp _L Zn:eg
’ 2@2 2b2 20.2 : i 9

na qual m =1,2,3 e ¢; ¢ dada em (4.7).
As distribuigoes condicionais a serem utilizadas com os algoritmos Gibbs Sampling e
Metropolis-Hastings, sao dadas a seguir.

A distribuicao condicional para o2, dados os outros parametros é,

T (02|9(02),x, y) o (02)_(e+%+1> exp {—%

154

i=1
Isto é,

0%0(,2),x,y ~ IG

n 1<,
e+§;f+§Zei] : (4.10)

i=1
na qual € = y; — 121, — Bo%2i — B3T3 — 0w, para i = 1,2, .. n.

A distribuicao condicional para ¢, dados os outros parametros é,

5 1 — 2
T ((5|9(5),x, y) o exp {_2_a2} exp {_Tc? Z <5wi _ M§0)> } :

na qual 11" = y; — By1; — Bowoi — Bytai, i = 1,2, ...

Isto é,
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52 1
™ (010, x,y) o e><p{—2—a2}exp{—f‘2 [(52Zw 252u§ )wl-”

( 2)

o exp{ — - 0 — >

n 2
DI
1 i=1
o exp{ — 0 — ~ > .
02+ a? 2
o 2
2 a“o i=1

\ i=1 7

Isto é,

(4.11)

na qual MEO) =y; — P171; — Boxo — Psrsi, i = 1,2, .., n.

A distribuicao condicional para [3,,, dados os outros pardmetros &,

2 1 — ) 2

=1

3
na qual ,u,gm) =y — 0w; — ZﬁjXﬁ, parai=1,2,..,n; m=1,2,3.
-1
i
Isto é,
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B 1 - ~ m
™ (ﬁm‘g(,@m)axa y) & €xp {_2_172 €xXp _TC'Q 5%12)(21@ - 2ﬂm2ﬂz )sz
=1 =1

( n 2)
| >
i=1
o exp{ — - = B — —
g O I B R
\ i=1 i=1 )
( \
n 2
Y " X
1 i=1
X expl — B — —
o2+ b2 Z X2,
2 b202 i=1
02402 ZX?m
\ i=1 J
Isto é,
2 m) ‘
b ZMZ sz b20-2

=1

o? Hﬂi)% o? +b2iX§u~
=1 =1

Bm|0(ﬁm)7 Xy~ N

3
na qual ,u(m) =y; — dw; — 6. X, parat=1,2,...n;m=1,2,3.
7 7<%
j=1

j#m
Desta forma, as distribui¢oes condicionais para (3, 35 € 5 individualmente sao dadas

por:
2 1)y
b Z; ti X1 b2
51160,), x,y ~ N — ; - , (4.12)
0%+ b2ZX2i 0%+ bszi
=1 i=1

na qual 1) _ i — PoXai — B3 X3, — dw;, para i = 1,2, ..,n;
122 Y 2 3
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b? 2": ) X

P b20,2

62|0(52)7Xay ~ N n ) n ) (413)
o2+ 02 X3 o2+ X3
i=1 i=1
na qual ,%(2) =y — 51 X1 — B3 X3 — 0w, para i = 1,2,..,m;
b2ZMZ('3)X3i 2 2
i= b g
63|0(,33)7Xay ~N : ) (414)

o2 +622X§i o2 +b22X§i
i=1 i=1
na qual ,ugg) =y; — 1 X1 — B Xo; — dw;, para i =1,2,..,n.

Interpretacao dos resultados.

Considerando o modelo (4.3) para os dados da Tabela 4.2, e as distribuigoes a priori
para os parametros do modelo, com a = b = e = f = 1 assumindo independéncia a priori
nao informativa entre os pardmetros, geramos duas cadeias de Gibbs Sampling. De cada
uma das cadeias com 110000 iteragoes e considerando saltos de tamanho dez, e finalmente
obtemos uma amostra de tamanho 16000, apés as 30000 primeiras observacoes serem
eliminadas ("burn in "). A convergéncia das amostras de Gibbs Sampling foi monitorada
usando o Critério de Gelman e Rubin (1992) (\/?2 < 1.1 para todos os parametros). A
Tabela 4.3 mostra os sumarios a posteriori e os valores \/E (Critério de Gelman e Rubin,

1992).
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Tabela 4.3: Sumédrios a posteriori para os

dados da Tabela 4.2 e o modelo (4.3).

Parametros Meédia a Intervalos de 95% \/E

posteriori  de credibilidade

8, 0.214 (-1.262;1.669)  1.00
B, 1192 (-2.372;-0.0103)  0.99
B, 9.71 (7.874; 11.53) 0.9
b -1.168 (-1.941; -0.372)  1.00
T 3.333 (0.9664; 7.162) 0.9

Apo6s obter os resultados da Tabela 4.3, vamos analisar se hd alguma relacao entre a
doenca e seus fatores de risco.

Dos intervalos de credibilidade na Tabela 4.3, podemos observar os fatores que indicam
efeitos significativos no risco relativo, ou seja, que levam ao aumento da incidéncia de
cancer entre as usudrias de estréogeno. Esses sao o tipo de estrégeno usado pelas mu-
lheres, indicado pela varidvel x,, a obesidade, indicada pela varidvel x3. A variabilidade
entre os estudos indicando se hé informacoes perdidas ou nao, representada por ¢, e
a variabilidade representada por 7, o inverso de 2. O fator duracao do tratamento com
estrégeno, indicado pela varidvel x1, nao apresenta efeito significativo sobre o risco relativo
(intervalos de 95% de credibilidade inclui o zero).

Também temos na Tabela 4.3 os indices de Gelman e Rubin. Por esses indices obser-
vamos convergéncia do algoritmo Gibbs Sampling.

A Figura 4.1 mostra os graficos das distribuicoes a posteriori e a Figura 4.2 mostra
os graficos das autocorrelagoes, onde as densidades se comportam de acordo com as dis-

tribuicoes a priori especificadas e os parametros apresentam-se nao correlacionados.
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beta 1 chains 1:2 sample: 16000 beta  chainz 1.2 sample. 16000 beta 2 chains 1:2 sample: 16000
IR 0s 0.5
0.4 0.4 0.4
0.2 o4 0.2 A
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delta chains 1:2 sample: 16000 tau chains 1:2 sample: 16000
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Figura 4.1: Densidades a posteriori marginais.
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Figura 4.2: Gréficos de autocorrelagoes.

A Tabela 4.3 mostra que os indices de convergéncia Gelman e Rubin que estao abaixo
do limite 1 recomendado, e as Figuras 4.3 e 4.4 mostram que & medida que aumenta

o nimero de iteracoes, ha um indicativo de convergéncia para todos os pardmetros do

modelo.
bets Lehane 17 beta 2 chainz 1:2 beta 2 chains 1:2
1.0y 15 1o
1.0
o 0.5 0.5
0.0 0.0 . . . . . o
30001 32000 i‘t%#l:lggn 36000 30001 32000 i‘t%?i!jggn SG000 3I:|I:III:|1 32I:III:|EI n%‘gjggn 3Ei|:lll:ll:l T
defta chainz 1.2 tau chains 1:2
1.5 1.5
1.0 1.0
0.5 [[3]
0.0 o.o

; i ' ; 30001 3F000 34000 36000
30001 32000 34000 38000 23000

Figura 4.3: Gréficos dos indices R de Gelman e Rubin.
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7 : betal chains 1:2 i :
4.D_I:neta1 chains 1:2 20 15.D_he‘ta3 chains 1:2
0.0y O L
a0 0 50
&t -4.0p (i1 §
30001  BOODD 20000 100000 30001 60000 80000 100000 30001 GO0D0 20000 100000
fteration iteration iteration
E_D_delta chains 1:2 15.D_TELI chains 1:2
0.0 0.0
2.0 a0
-4 o.o
20001 BO000 20000 100000 30001 GOO00 20000 100000
itergtion fteration

Figura 4.4: Gréficos das séries temporais.

Como motivagao para o préximo capitulo, vamos construir um histograma dos residuos
ou mesmo dos dados originais, para verificar como estes se comportam. Considerando o
modelo y; = Bx1; + Box2; + P33 + dw; + ¢; para os dados das Tabelas 4.1 e 4.2. Os
valores dos residuos sao: 0.095, —0.275, 0.165, 0.199, —0.043, —0.113, —0.425, 0.196.

Histograma dos residuos

Frequéncia

04 -03 0,2 -0,1 0,0 0.1 0,2
Erros

Figura 4.5: Histograma dos residuos.

O histograma dos residuos (Figura 4.5), mostra que os residuos possuem aproximada-
mente uma mistura de duas distribuicoes normais. Portanto, uma reandlise dos dados

usando uma mistura de duas distribuicoes normais para o erro do modelo é sugerida.



Capitulo 5

Modelo com mistura finita de

distribuicoes normais para o erro.

Neste capitulo introduzimos um modelo assumindo uma mistura finita de distribuicoes
normais para o erro, na presenca de covaridveis.

As mistura finitas de distribuicoes sao aplicadas a populacbes compostas de mais de
uma componente, ou seja, usual em problemas praticos, quando os valores da varidvel
aleatéria correspondem a duas ou mais condicoes diferentes.

Uma primeira aplicacao de mistura de distribuigoes ocorreu em 1890, quando W.R.
Weldon consultou Karl Pearson sobre um experimento que estava fazendo (ver Fuveritt
e Hand, 1981). Os dados deste experimento eram da razao entre o tamanho da cabega
e o comprimento do corpo inteiro, para 1000 caranguejos. Fazendo uma anélise gréfica,
observou-se assimetria, a qual Weldon sugeriu que poderia decorrer do fato da amostra
conter dois tipos de caranguejos e nao terem sido etiquetados quando coletados.

Em termos matemadticos, a distribui¢ao sugerida por Pearson (1894) para as medidas
dos caranguejos é a seguinte: f(x) = pN(uy,01) + (1 — p)N (s, 02), sendo que p é a
proporgao de caranguejos de espécie que seguem a distribuigao N(uq,0%) e (1 —p) é a
proporcao de caranguejos da espécie que seguem a distribuigao N (i, 02). O objetivo é
estimar a proporcao p de observagoes geradas da distribuigao normal (N (g, 01)). Temos
também o exemplo das distribuigoes de altura em uma populagao de adultos, que reflete
a mistura de individuos masculino e feminino na populacao. A mistura de modelos pode

ser usada em situacoes deste tipo, na qual a populagao é dividida em subpopulagoes.
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5.1 Modelo com mistura de distribuicoes para o erro.

Considere-se 0 modelo de regressao (4.3), na qual os erros tém uma funcao densidade

de probabilidade dada por,

flei) = ijfj<5i|:“jv o3). (5.1)

J

A expressao (5.1) representa uma mistura de .JJ modelos, onde, p; > 0 com ) p; = 1.
j=1
2

Os parametros py, pa, ..., ps sao chamados de propor¢des da mistura, f;(s;] I aj) Sao as

componentes da mistura e vamos assumir f;(g;|u;,0%) ~ N(u;,07%), j = 1,2 ja que é usual
assumirmos distribuicao normal para os erros, para melhor ajuste dos dados. Assume-se
que os erros sao independentes. Também vamos supor que pyp; + ... + pypy; = 0. Com

apenas dois componentes, temos pijy; + papty = 0, isto &, p, = —EXL Observar que

D2
_ 2
fj(5i|:uj7o-?) X0, leXp {_% (51' - ,uj) }

A distribuicao a posteriori conjunta para @ (vetor dos parametros) é dada por,
7 (Oly) =7 (8) x L(6). (5.2)

na qual 7 (@) é a distribui¢do a priori conjunta dos pardmetros e a fun¢ao de verossimi-

lhanca para 6 é dada por,

n 2
Lo) =] {ijfj(ffiwja%z-)} : (5.3)

i=1 (j=1
Buscando simplificar a distribuicao a posteriori e as distribuigoes condicionais comple-
tas, necessdrias para o algoritmo Gibbs Sampling, serao introduzidas varidveis latentes.
As varidveis latentes sao usadas para classificar as observagoes em relagao aos compo-
nentes, além de simplificar as condicionais através da eliminacao do somatorio da fungao

de verossimilhanga em (5.3).

Neste caso, vamos considerar uma mistura com dois modelos, ou seja, J = 2. Dessa
forma, temos um vetor Z; = (Zj,Zp), ¢ = 1,2,...n, para cada observagdo e

Ziy ~ Bernoulli(h;;), na qual h;; é a probabilidade de sucesso de cada componente da
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distribuigao de Bernoulli, definida por (ver Achcar, Mazucheli e Kass, 2001 e Diebolt e
Robert, 1994),
, 2
hil _ plfl(el‘:ulv 01) (54)

2 )
lejfj(eiluj,ai)
]:

parai=1,2,...nej=1,2.

Desse modo, assumimos que a distribuicao condicional para Z; tem uma distribuicao
de Bernoulli com probabilidade de sucesso h;1, ou seja, m(Z;;) o H hZ”(l — hi1)%2,
t=1,...,n, na qual

P 0, com probabilidade (1 — h;;);
i1 =
1, com probabilidade h;;.
Zia+Zis = 1e Z; faz com que a varidvel Z em cada observagao i seja atribuida a somente
uma das componentes da mistura.
A partir da distribuicdo de Bernoulli e da equagao (5.4), temos a distribui¢ao conjunta

para (Z1, ..., Z,) dada por,

T (Zy, . Zn) thﬂ hi )72
Zi1 Zio
- p1f1(€i|/i170'%) p1f1(5i|/ﬁ170%)
o H 5 ) x 11— 5 )
i=1 Z:lpjfj(gi‘uﬁaj) lejfmluj,aj)
J= J=
Zi1 Zio
- prfi(gilp, o) pa2.fa(€il g, 03)
« 11| - I :
i=1 ijfj(&mj»ffj) lejfj(€i|/~bj70j)
]:
n : z.
1 fr(eil iy, oD X [pa foleil o, 03)] 7
« H Zin+Zi2
=1
[ijfj<6l|lu’j7 ])]
n 2 Zij
HlHl{p f] El|:u]7 )}
i=1j=
(068

143 pifi el o 3)}

=1 ]:1

.
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Isto é,
2

ﬁH{L@MWﬁ%
= (5.5)

é €Z|:uj7 ])}

(5.5), temos a distribuicdo a posteriori conjunta para

—_

1=

7T<Zl,.

=

1

.
Il

Combinando as equagoes (5.3) e
(0,Z) dada por,
2
EECTI
~ ; <11 {Z%ﬁ@i%ﬂ?)}
{ijfj 52|N]a j)} =

:]:

Il
-

A

m(0,Z)y) o 7(

s

1 |j=1

.
Il

><

2
T il o))

15=1

::]:

%

Isto é,
(5.6)

n 2
7 (0. 2ly) o< (8 HHmzm%ﬂ“

Comparando a equagao (5.6) com a (5.2), observa-se que a fungao de verossimilhanga

é definida por,
(5.7)

n 2
= TIT1 [pifieiln;. 03]

i=1j=1

Como ilustracdo, vamos analisar os dados da Tabela 4.1 com o modelo (4.3) e com

uma mistura de duas distribui¢oes normais para o erro.

Neste caso, a distribuicao a posteriori conjunta para 6 = (pi, fiy, fls, 03, 03, 31, B2, B3, )

¢ dada por (5.6), na qual €¢; = y; — 5,71, — BoTa; — P33 — dw;.
Distribuicao a prior: conjunta

Assumindo independéncia entre as seguintes distribuicoes a priori para os parame-

tros:

n (5a 61) 627 63) x Constante;
0% ~ IG [a;,b;]; a; e b; conhecidos j = 1,2;
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pj ~ Nlcj;d3; ¢; e dj conhecidos j = 1,2;
p1 ~ Betale, f]; e e f conhecidos.

Isto é, a distribuicao a priori conjunta é dada por,
2 b;
(a;j+1) — 2 2 e— —
e {1 3} om0
7j=1

na qual 0= (p:l?ul?/’L270-%7O-§7617/827/6376)'

Observa-se que devemos assumir distribuigoes a prior: informativas para p;; j = 1,2;

ou seja, para assegurar a identificabilidade do modelo.

Distribuicao a posteriori conjunta

A distribuicao a posteriori conjunta para @ e Z é dada por,

7(0.2ly) o 7(0)x [TI1 [pifi(es/m; o)™
o {U (a?)f(aﬁl) e_"]az} X {U exp (—2—;? (1 — Cj)Q)} (5.9)

na qual 0 = (p17M17M27U%70376176275376)'

Distribuicoes condicionais

A partir da distribuigao a posteriori conjunta para €, determinamos as distribuigoes
condicionais utilizando o algoritmo Gibbs Sampling.

A distribuicao condicional para [3; dados os outros pardmetros é dada por,

n 2
SCCTERES 1) (UCE

na qual 6, € o vetor de todos os pardmetros, exceto 3y, &; = y; — 3171, — BoT2i — B33 —

owi,i=1,...,ne
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1 1 1
fileilp;, 0%) = exp {_F (i — Nj)Q} oC exp {_Tﬂ (ei — ,Uj)2} :

2#0? 9 J

Isto é,
n 2 Zij
i (61|0(ﬁ1),Z,y) o HH [exp{ 252 (&?i — ,uj)zH
i=1 j=1 J
1 n 2 ZZ
ISR ]
i=1 j=1 ~J
Assim,

1 < 1 <
7T(51|9([51)7Z7Y> OCeXP{—T‘gZZﬂ (&“M)Q— 2% 2 ZZ (&i — po) }
1 =1

=1

Vamos utilizar uma transformacgao para simplificar a distribui¢ao condicional. Seja,
(e —,u1)2 = (51x1i — )\%)>2, na qual )\S) = y; — Bowo; — [3x3; — 0w; — . Assim,
gi— i = (51331i - Ag?) 51371z - 2615’311 lz /\% Seja, (g; — #2)2 = <51$1i - )‘S)>2 g
na qual )\S) = y; — BoTo; — BTz — 0w; — g Assim, g; — p2 = (511*” — )\g)>2 =
B2, — 28,2102 + )\g)g. Entdo,

1 « 1 «
(8110, Z,y) eXp{_mZZzl( — )’ 5 QZZ (e M2)}

=1 =1
S Zaxd S Zoa? > ZomdD S Zowa?
o | 2o Znxl; D Zinx; o ZnTuNy D ZinTuy
1 =1 =1 =1 =1
R R P 5 o2 * o3
1 2 1 2

Definindo:
1 L 2 1 L 2
Av = 35> Znwy; + 55 ) Ziowy;
i=1 =1

By = Ul% > Z¢1£U1i)\%') + % > 2123711)\%?
i=1 =1
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Assim,
B
™ (51‘0(,81)7 Z>Y) o exp —7141 + 8,81
- 1 5 B 1?
exp{ ——— - — )
Py 74T |77 g
Entao,
B
B118(5,), 2,y ~ N{ ! A—l} .
Ay’
Portanto,
0'% ; lel'h)\ﬁ) + O'% 21 ZlQl'llAgj) 0_20_2
B1l6,), 2,y ~N§ ——— = ; 2 :
05 Zuxl; + 01 Y Zigwl, 05> Znat; + 01y Zina3,
i=1 i=1 i=1 i=1
(5.10)

na qual 63,) é o vetor de todos os parametros, exceto 3.

A distribuicao condicional para [, dados os outros pardmetros é dada por,

no 2
" <52|0(62)’Z’y) < HH pij 5z|ﬂ]a J)]Zija

na qual 83,y ¢ o vetor de todos os parametros, exceto 35, €; = y; — 8171, — BoTo; — B3w3; —

owi,i=1,...ne

1 1 2 1 2
fj(@"/ﬁjjgz) = exp {_@ (&' - Hj) } o exp {—T‘z (51' - Mj) } :
j j

’ z/ 271'0'?

Isto é,
Z. .

n 2 1 ) ij
™ (B16(s.), 2, ) HH {exp{ 5g7 (517 1) H
n 2
{ Z - ?72] (51‘_%‘)2}-

1

X exp

l\DI»—t

=1 j
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Assim,
n

1 I
m (52|9(52), ZvY) o exp {—r‘% ZZM (ei — #1)2 - T‘% ZZiZ (ei — #2)2} :

=1 i=1

Seja, (g, —py)* = ([5’2:522' - )\g))Z, na qual )\g) = y; — BT — B3T3z — dw; — fiy.
Assim, (2 — ) = (Bore — M) = B3, — 285m0 + AL Sea, (e — ) =
<ﬁ2x2i — Af})Q, na qual )\g) = y; — [1%1; — Paxsi — dw; — ly. Assim, (g — p2)2 =
(525”21' - )‘g))Q = (313, — 28,720 + AS. Ento,

1 1
7T (52|9(62)= Z, Y) o exp {_W Z Zi (e — M1)2 T 952 Z Zis (€ — Mz)Q}
=1 2 =1

< 5 - 9 ¢ 1 (2)
Yo Zuxy Y Zinky, ZinToihg, Y ZipTaidy
i—1 i=1 =1 i=1

B33 ;
o exp ——= + + 3 +
2 o2 o3 2 o2 o3
Definindo:
Ay = U% > Znwy; + fg > Zinwy;
i=1 i=1
B NN IR NG
By = e Z ZzleZ)\Qi + 3 Z Zz2332z>\2¢
=1 =1
Assim,
8,
™ (52|0(,82)7 Z»Y) o exp 5 + 858,
- 1 g By?
exp{ ——— S—— )
P 7oAt |27 4,
Entao,
By
B4105,), L,y ~ N {A_Q;A21} :
Portanto,
032 Znwads) + 03X Zinwa Ay o202
i=1 i=1
62|0(,32)’Z’YNN n n ) n L n )
03 ). Znxy + 01 )] Znws; 03 ) Zaxy + 01 ) Zinws,

=1 i=1 =1 =1

(5.11)
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na qual 63,y é o vetor de todos os parametros, exceto 3,.

A distribuicao condicional para [3; dados os outros parametros é dada por,
n 2 p
™ (53|0(53)7 Z7Y) X H H [pjf]<€z|lu“]’ U?)} N )
i=1 j=1

na qual 64, € o vetor de todos os pardmetros, exceto 33, €; = y; — 3171, — BoT2i — B33 —

owi,i=1,...ne

el o) = Ly Ly
fi(eilny, o5) = 2m?exp{ 207 (e — 1) }OCeXp{ 207 (e — 1) }
Isto é,
no 2 1 , Zij
(0o 2y) o TITT |esw {50 (5= )"}
i=1 j=1 J
1 n 2 ZZ
« o333 K o)}
i=1 j=1 ;
Assim,

1« 1«
0 (53\9(53), Z,y) oC exp {—27‘% ZZn (ei — M1)2 ~ o= ZZz'Z (ei — /L2>2} )

i=1 2 =1

Seja, (i —py)° = (ﬁ3x3i — /\g?)Q, na qual )\g) = y; — PByr1 — BT — dw; — fiq.
Assim, (g; — py)° = <ﬁ3x3i - )\g?)Q = (a2 — 2ﬁ3x3i)\§? + )\2)2. Seja, (g — f1p)° =
(ﬁ3m3i — )\g))Q, na qual )\gj) = 1y — Bi21 — BoTy — Ow; — fiy. Assim, (g; — py)? =
(533331- - Ag?)? = 8202, — 28,2502 + )\D”. Entéo,

n

1« 1
™ (8505,), Z,y) o exp {—r‘g Z Zin (ei — ) — 292 Z Ziy (i — M2)2}

i—1
. 2 . 2 . (1) S (2)
52 > Znxy; Zigxs; > ZnTzidy Zl Zin3i Ny,
3 |i=1 i=1 = iz
«CeXpy T 7+ 2 + s 2 + 2
01 O3 01 O3
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Definindo:
1 v 2 1 v 2
Az =5 ) Znws; + 53 > Lo,
i=1 =1

B = UL% > Zi1$3i)\$) + % > Zi2$3i>\$)
i=1 i=1

Assim,
B3 4
m (ﬁ3|0(53)7 Z,Y) & €exp _7 3+ 6333
. 1 8 Bs1?
exp ——— - —= :
P 7241 |78 4,
Entao,
By
63|0(53)7Z>YNN A_;AS :
3
Portanto,
033 Zunag Ay + 03 Y Zinwa )y 5202
=1 =1
B3’0(53)’Z’wa n n ; n Lz n )
03 > Zaxi + 01 Zipas; 05> Znws; + 01y Zinas,
=1 =1 =1 =1

(5.12)
na qual 6 g, € o vetor de todos os pardmetros, exceto (3

A distribuicao condicional para ¢ dados os outros parametros é dada por,
n 2 Z
T (5’0(5)7 Z7 y) S8 H H [pjfj(gi’ﬂja 0—32):| Y )
i=1 j=1

na qual 65 é o vetor de todos os pardmetros, exceto 9, €; = y; — 8121 — BT — B373; — 0w,

1=1,...,ne

1 1 2 1 2
fileilp;, 03) = exp{__g (&-#-) }OC@XP{——2 (Ei—ﬂ') }
Y 1/271'0’? 201’ ’ 20]‘ ’
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Isto é,
n o 2 1 ) Zij
77(5]0(5),Z,y) o HH[exp{—T‘z (51 u]) H
i=1 j=1 j
1 n 2 ZZ
o exp _QZ g?j (gz M])Q}
=1 j=1 J
Assim,

1 <& 1 <&
™ (5|9(5)7 Zle) & exp {_TU% Z Zin (i — M1)2 - E Z Zip (i — Mz)z} .
i=1 i=1

2
Seja, (g, — ,ul)2 = <6wi — )\2)) , na qual )\2) = y; — B121; — Poe; — B33 — puy. Assim,

2 2
(e; — ,u1)2 = (5% — )\g)) = 52%2 — 25wi)\2) + /\2)2. Seja, (g; — u2)2 = <6wz~ — )\Z)> ,

2) - 2 )
na qual Ay = y; — B121 — Boa; — P3xsi — [y Assim, (g, — py)” = <6wi — Ay ) =

2
0Pw? = 20wA;; + A . Entiio,

n

1 O 1
@ (5|9(5)7 Z;Y) o exp {—27‘% Z Zi (& — M1)2 - 27‘% Z Ziz (€ — M2)2}
i=1

i=1
52 > Zaw; Y Zpw? Y Zuwidy Y Ziowid
i=1 i=1 i=1 =1
o —— )
exp 5 P + - + p + 2
Definindo:
A4 = 0—12 Z Zﬂw? + % z Zigw?
Li=1 2i=1
B4 = 0—1% Z lewz)\fé) + Z ZZQwZ/\g)JLS
i=1 i=1
Assim,
62
T ((5|0(5), Z,y) o exp {—§A4 + 5B4}
o ! ) B 2
expl —— |0 — — .
P QAZI Ay
Entao,

B
4
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Portanto,

O'% 231 Zzlwz)\g) + O'% 231 Zlgwl)\fj) 0_20_2
1= 1= 1¥2
(5|0(5),Z,y~N n n ; n n
O'% ; Zﬂwf + 0'% ; ZZ'QCL)ZZ O'% ; Zﬂw? + O'% ; Zzgwf

Y

(5.13)
na qual 65 é o vetor de todos os parametros, exceto 9.

A distribuicao condicional para p; dados os outros pardmetros é dada por,

1 1 <
@ (Nl’e(ul)a Z,}’) & exp {_2_d2 (1 — 01)2} X €Xp {—T‘Q Z Zin (&i — M1)2} )
1

na qual 6, ) ¢ o vetor de todos os parametros, exceto iy, €; = y;— 121, BoT2i— B3T3 —0w;,
1=1,...,n.

Portanto,

1 1
& (M1|9(M1)7Z7y) o exp {—ﬁ (1 — 01)2} X €Xp {—WZZH (M% - 2#151‘)}
1 i

=1
2 1 Z Zil c Z Zzlgz
i=1 1, =1
o exp{ — + + —
b & | T ET A

Definindo: .
> Zi
A5 - d% + 1:372
1 N "
'21 Zi1€i cio3+d? '21 Zi1€;
Bs=g+ 0= —ax
Assim,
pi
T (:u1|9(u1)7 Z,y) o exp {—?A5 + ,ulB5}
. 1 B:1?
expy ———— - — .
p 214;1 :U“l A5
Entao,

By
111000y, L,y ~ N{—A5;A51}.
5



5. MODELO COM MISTURA FINITA DE DISTRIBUICOES NORMAIS PARA O ERRO. 55

Portanto,

2 2
= djoy

n
010'% + d% z Zilgl'
i=1

111160y, Z,y ~ N , (5.14)

na qual 6(,,) ¢ o vetor de todos os parametros, exceto p; e g; = y; — B171; — BT —

5333‘&‘ — &.di, 1= 1, o, N

Nota: observar da relagao pp1 + pop2 = 0, que pops = —pyp1 ou py = —% e
p2=1—p1.

Dali, gerar p1; de 7 (4]0 .,), Z,y) e calcular .
A distribuigao condicional para o2 dados os outros parametros é dada por,

7 (0202, 4,y ) (02)_(a1+%+1) ex L b —l—liZ- (i — p1y)°

11Y(c%)» Y 1 p 0'% 1 2 - i1 \& — Mg :
Isto é,
n 1 - )
0'%’0(05), Z,y ~ IG ap + 5; b1 + 5 ;Zﬂ (Ei — ,U,l) ] R (515)

na qual 6,2 ¢ o vetor de todos os pardmetros, exceto 02 e g =y — Byx1 — PoTa —
633331' — &ui, 1= 1, o, n.

A distribuigdo condicional para o2 dados os outros pardmetros é dada por,

_ a+2+1 1
W(U%Ie(ag)aZ,y> o (03) (es+3 )eXp{—U—g

] — N
bz+§;Zi2(€i—M2) ]}

Isto é,

a%|0(ag), Z,y ~IG

n 1 « 9
a2+§,b2+§;Zz‘2 (68 — o) ] 5 (5.16)

na qual 0(03) ¢ o vetor de todos os parametros, exceto 03 e & = y; — 3121 — BoTo —

63x3i - (5&)1‘, 1= ]_, .y N
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A distribuicao condicional para p; dados os outros parametros é dada por,

n

T (0110, Z,y) o pi (L —p) T x [leZﬂ] [H(l —p)Zi2]
=1

=1

n
n
e+¢§1Zﬂil f+ 2 Zia—1

o« py (1 —py) = )

Isto é,

P10, 2,y ~ Beta(€+zzi1;f+zzi2), (5.17)
=1 =1

na qual 6,y ¢ o vetor de todos os pardmetros, exceto p;.

Nota: py = 1 — py; basta atualizar p, a partir do valor gerado para p;.

Consideramos os dados da Tabela 4.1 e o modelo y; = x1;8; + 2285 + 385 + w0 + €,
i=1,2,..,n, dado em (4.3).

Com a distribuicao a priori para os pardmetros do modelo, assumindo os valores para
os hiperparametros a; = as = by = by =1, ¢y = —0.35,d; =20 e e = f = 3, geramos duas
cadeias de Gibbs, cada uma com 60000 iteracoes. Para cada série, consideramos saltos de
tamanho dez, e daf obtemos uma amostra de tamanho 10000. Eliminamos 10000 primeiras
observagoes geradas ("burn in"). A convergéncia das amostras de Gibbs foi monitorada
usando o Critério de Gelman e Rubin (1992), (\/E < 1.1 para todos os parametros) e
métodos graficos. O valor aproximado de ¢; = —0.35 foi obtido através do histograma
dos residuos (Figura 5.1).

Dessa forma, encontramos os resultados (ver Tabela 5.1) de interesse.
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Tabela 5.1: Sumédrios a posteriori

para os dados na Tabela 4.2 e o modelo 4.3.

Parametros Média a Intervalos de 95% \/E

posteriori  de credibilidade

3, 0.259 (-1.357;1.875) 0.9
B, -1.07 (-2.681;0.544) 0.9
B 9.734 (7.845;11.6) 0.99
b -1.085 (-2.028;-0.116) 0.9
11 -0.353 (-0.788;0.082) 0.9
Lo 0.338 (-0.062;1.353)  1.00
n 0.431 (0.136;0.755) 0.9
Do 0.568 (0.245;0.865) 0.9
1 2.181 (0.242;5.9) 1.00
o 2.251 (0.265;5.813) 0.9

Na Tabela 5.1, podemos observar que os fatores que indicam efeitos significativos no
risco relativo, ou seja, que levam ao aumento da incidéncia de céncer entre as usudrias
de estrégeno estao relacionados com a obesidade indicada pela varidavel z3, com a varia-
bilidade entre os estudos indicando informagoes perdidas ou nao, indicado por §, com a
proporc¢ao de residuos de tipo 1, indicada por p;, com a proporcao de residuos de tipo
2, indicada por py e com as varidncias indicadas por 71 e 7o, na qual 71 é definida pelo
inverso de o2 assim como para T, estas conclusoes sao obtidas através dos intervalos de
credibilidade, na qual nao incluem o zero. Analisando o fator duracao do tratamento com
estrégeno indicado pela varidvel xq, o tipo de estrégeno usado pelas mulheres indicado
pela varidvel x5 e as médias indicadas por p; e j5, Observamos que estas nao apresentam
indicagoes de efeitos significativos do risco relativo (intervalos de 95% de credibilidade
inclui o zero).

Também temos na Tabela 5.1 os indices de Gelman e Rubin. Por esses indices obser-

vamos convergéncia do algoritmo Gibbs Sampling.
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5.1.1 Anadlise gréfica.

As distribuicoes a posteriori para os parametros de interesse estao especificadas na
Figura 5.1, onde estas se comportam de acordo com as distribuigoes a priori especificadas

e na Figura 5.2 os pardmetros apresentam-se nao correlacionados.

betal chainz 1:2 sample: 10000 beta2 chains 1:2 zample: 10000 betad chains 1:2 sample: 10000
0.6 0.6 05
0.4 0.4 0.
0.2 0.2 0.2 _{/f\
oo 0.0 . i , ] 0.0
A0 20 oo 20 -10.0 5.0 o.o 0.0 a0 10.0
, I:I-:I-elta chains 1:2 =ample: 10000 mil chaing 1.2 sample: 10000 miZ chains 1:2 zample: 10000
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Figura 5.1: Densidades a posteriori marginais.
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1.I:I_tau[i] chainz 1:2
0.4¢
|:|_|:|. . - . - [
-0.4F
-1.0¢
] antag 40

Figura 5.2: Gréficos de autocorrelagoes.

A Tabela 5.1 mostra os indices de Gelman e Rubin que estao de acordo com o valor
recomendado que é aproximadamente 1, e na Figura 5.3 observa-se que & medida que
aumenta o nimero de iteracoes, temos um indicativo de convergéncia para todos os
pardmetros do modelo. A Figura 5.4, mostra uma indicacao de convergéncia para to-

dos os parametros, através do gréfico de séries temporais.
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Figura 5.3: Gréficos dos indices R de Gelman e Rubin.
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Figura 5.4: Graficos das séries temporais.

5.2 Critério de selecao de Modelos.

Para uma andlise detalhada dos dados, devemos sempre considerar o problema da
validade do modelo. Isto é, o problema da avaliacao e escolha do modelo que melhor
represente a situagao em estudo. Existem vdrios critérios baseados em aproximagoes ao
fator de Bayes (BF) para discriminar dois modelos M; e My, em especial o critério BIC
(Bayesian Information Criterion) e o critério DIC (Deviance Information Criterion).
Vamos considerar como critério de selegao o critério BIC (ver Paulino et al., 2003).

O critério BIC é definido por,
BIC; = —2 x E[In(L(6;]z, M;))] + pi x In(n),

na qual n é o tamanho da amostra e p; é o nimero de pardmetros sob o modelo M;,
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t = 1,2. Escolhe-se o modelo que apresenta maior valor de @i, 1=1,2.

Seja, M; o modelo com uma distribuicao normal para o erro e My é o modelo com
uma mistura de duas distribuicoes normais para o erro. Os valores para os dois modelos
Sao B/Ia =15.741 para M e @ = 31.772 para M.

De acordo com esses valores de §]\C’, o modelo My com uma mistura de duas dis-

tribuigoes normais para o erro é o melhor modelo para anédlise dos dados da Tabela 4.2.



Capitulo 6

Meta-Analise de efeitos de aspirina

em ataques cardiacos.

Na década de 70, seis grandes experimentos clinicos aleatorizados multicéntricos sobre
a eficiéncia do uso da aspirina no tratamento de pacientes, apés um ataque cardiaco
(infarto do miocardio, IM) por todas as causas, foram conduzidos na Europa e nos Estados
Unidos. Neste capitulo vamos analisar o conjunto de dados dispostos na Tabela 6.1, na
qual temos o niimero de pacientes e taxa de mortalidade para todas as causas desses seis
experimentos controlados e aleatorizados. Em particular, vamos apresentar uma anélise
cldssica baseada em testes de hipéteses e intervalos de confianca e compara-la com uma
andlise Bayesiana baseada em intervalos de credibilidade. Temos como objetivo principal
comparar o uso de aspirina e placebo em pacientes apds um ataque cardiaco.

As seis pesquisas em consideracao incluem duas realizadas na Inglaterra dirigidas
por ELWOOD ET. AL. (1974) denominada de UK-1 e por ELWOOD & SWETNAN
(1979), UK-2. Uma realizada na Alemanha e Austria, o "German-Autrian Multicenter
Study", GAMS, BREDDIN ET. AL.(1979). Outra pesquisa é o "Coronary Drug Project
Aspirin Study", CDPA (1976). A Quinta é a "Persantine-Aspirin Reinfarction Study Re-
search Group", PARIS (1980). E a tltima "Aspirin Myocardial Infarction Study Research
Group", AMIS (1980) ( ver Costa, 1999).

A Tabela 6.1 mostra o nimero de pacientes e a taxa de mortalidade para os dois

tratamentos em cada estudo.
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Tabela 6.1: Dados de uso de aspirina e placebo em pacientes

apd6s um ataque cardiaco.

Aspirina Placebo
Estudo | Nimero de Taxa de Numero de Taxa de
pacientes  mortalidade (%) | pacientes mortalidade (%)
UK-1 615 7,97 624 10,74
CDPA 758 5,80 771 8,30
GAMS 317 8,952 309 10, 36
UK-2 832 12,26 850 14,82
PARIS 810 10,49 406 12,81
AMIS 2267 10, 85 2257 9,70
Geral 5599 9,88 0217 10,73

Fonte: DRAPER, D.; GAVER, D.; GOEL, P., GREENHOUSE, J.; HEDGES, L.;

MORRIS, C.; TUCKER, J.; WATERNAUX (1993). Combining Information: Statistical Issues

and opportunities in research, Conteporary Statistics series, n.1, American Statistical Associa-

tion, Alexandria, Va.

A inspecao dos dados mostra indices de mortalidade semelhantes para os dois grupos,

havendo uma diferenca em sentido contrario no tltimo estudo (AMIS), na qual o indice

de mortalidade para aspirina é mais ou menos proximo de outros resultados obtidos,

em particular com os resultados obtidos em PARIS. No entanto, embora o indice de

mortalidade para placebo em AMIS nao apresente também uma grande diferenca em

relacao aos outros obtidos, a menos de UK-2, ele é menor do que o seu indice obtido para

aspirina.
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6.1 Analise Classica

Vamos considerar dados de dois grupos, na qual y;; e yo; s@o os nimeros de mortes
de pacientes que usam aspirina ou placebo, respectivamente.

Seja,

ny;: ndmero de pacientes que tomaram aspirina no hospital 7;

no;: numero de pacientes que tomaram placebo no hospital i.

Assumir que py; é a proporcao de mortes sob o tratamento com aspirina e py; é a
propor¢cao de mortes sob o tratamento com placebo. Para cada elemento da amostra,
consideramos a ocorréncia de um sucesso, caso a morte do paciente se verifique, e de
um fracasso, caso contrdrio. Desta forma yy; e yo; seguem distribuicoes Binomiais com
pardmetros ni;, p1; € No;, Poi, respectivamente.

Logo, E(yu) = nupu, E(ye) = neup, Var(yu) = nupu(l — pu) e
Var(yai) = n2ipai(1 — pai)-

Sejam pq; e py; os estimadores das probabilidades de morte para cada grupo e estudo
(hospital). As freqiiéncias relativas py; e pa; S20 por sua vez,

R Y .o Y2

Pii = — € P2 = —, (6.1)
N4 N2;

na qual ¢ = 1,...,6 (nimero de hospital).
Assim os valores esperados e as variancias das varidveis aleatérias pi; e pg; sao dadas

por,

. i 1
E(pli) = K (y—l) = Fnlipli = P1i

N1 10
- i 1
E(pa) = E (y_g) = —N2iP2 = P2i (6.2)
Mo, N9,
p : 1 Pl —pu
Var(]jli) = Var (y_1> = _inipli(l —ph;) = u
N1 ny; ni;
VCLT(in) = VCH" (y_2> — _277/22])21(1 —p2l) = M
Na; n2i No;

Como, ny; e ng; sao valores suficientemente grandes a distribuicao Binomial pode ser
aproximada pela distribuicao normal. Observe que y, = X; + X5 + ... + X,,, onde cada

X; tem uma distribui¢io de Bernoulli, com média g = p e varidncia o? = p(1 — p).
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Observar que y,, = nX, onde pelo TLC, X terd distribuicio aproximadamente normal,
com média p e variancia o2 = ’@. Logo, a transformacao 7, = nX terd a distribuicao
Yn ~ N(np,np(1 —p)) (ver Bussab e Moretin, 2003). Observe que X é a propria varidvel

p. Assim, a distribui¢do aproximadamente normal para p é dada por,

- (6.3)

, p(l —p)
pNN(n————)
Dessa forma, as distribuigoes para os estimadores de méxima verossimilhanca p; e po;
sao dadas por,
pri~ N {plia Pull = pu) } (6.4)

niq

~ a 7,1_ 7
DP2i NN{]?% M},

Na;

na qual i =1,...,6.

Assumimos que py; e po; sao independentes e p; = po; — py; (diferengas nas taxas de
mortalidade entre os dois tratamentos), i = 1, ..., 6.

Com os dados da Tabela 6.1 e de acordo com a expressao (6.1), obtemos os resultados

para ¥i;, P1i, Y2i, P2i € Pi, apresentados na Tabela 6.2.

Tabela 6.2: Dados de Y14, ﬁli; Y2, ﬁgz‘ (§] ]A)z

i Y1i Dii Ya2i Dai Di

1 49,02 0,0797 67,02 0,1074 0,0277
2 43,96 0,0580 63,99 0,0830  0,0250
3 27,01 0,0852 32,01 0,1036 0,0184
4 102,00 0,1226 125,97 0,1482  0,0256
5 84,97 0,1049 52,01 0,1281  0,0232
6 245,97 0,1085 218,93 0,0970 —0,0115

Geral 553,18 0,0988 559,78 0,1073  0,0085

As varidveis aleatérias po; — py; sao independentes e tém distribuicao normal, com

e H FAT e p1i(1—p1i) p2i(1—p2:) 2
média py; — py; € varidncia dada por o+ P isto ¢,
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A A Ao a 7 1-— i i 1-— i
pi = P2 —pri~ N {p2i — P Pl =~ pui) + B2 (1 = pzi) } . (6.5)
nig Nn2;
Logo, a varidavel padronizada é dada por,
7, = (pm' _pli) - (p2i _plz’) q N((), 1)’ (6.6)

\/1311'(1—1311') + p2i(1—p2:)

ni; n2;

na qual Z; é a diferenca das taxas de mortalidade dividido pelo erro padrao da diferenca
entre duas proporgoes.

Seja V; a variancia de p; e SE; o erro padrao da diferenga de mortalidade para o estudo
i,1=1,...,6.

Assim,

01i(1 — P1i) | P2i(l — Py
SEi:\/Vi:\/pl(n p1)+p2( pz)' (6.7)
1i :

Na;

Como ilustragao, vamos calcular o valor do erro padrao para i = 2 (CDPA), usando

os dados das Tabelas 6.1 e 6.2,

0,058(1 — 0,058)  0,083(1 — 0, 083)
E —
SE, \/ 758 * 771
= 0,013065

Portanto, SE, = 0,013065, que equivale a 1, 31%.

Teste de hipé6tese

Denotamos por Hy; a hipdétese a ser testada, e por Hy; a hipdtese alternativa. O
teste ird levar a aceitacao ou rejeicao da hipétese Hy;, o que corresponde, portanto, res-
pectivamente, & negacao ou afirmagao de Hy;.

Para a tomada de decisao, as hip6teses a serem testadas para cada estudo sao definidas
por,
Hyi: pi=0
Hy: pi>0 7

sob a hipétese nula de que nao ha diferenga na mortalidade entre aspirina e placebo.
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A estatistica de teste sob Hy; é dada por,

ﬁQi - ﬁl’i
\/ﬁli(l—ﬁu) + p2i(1—p2:)

nis n2;

Zi:

~ N(0,1). (6.8)

Assumindo um nivel de significAncia igual & 5%, a hipétese Hy; definida acima serd

rejeitada quando |Z;| > 1.96 para cada propor¢ao p;, i = 1,...,6.

Interpretacao

A Tabela 6.3 mostra o resultado dos testes de hipdteses dado pela expressao (6.8),

considerando um nivel o = 5% de significancia.

Tabela 6.3: Resultado da anélise para os 6 hospitais.

i pi%  SE;(%) Z; p — value

1 2,77 1,65 1,68 0,047«
2 2,50 1,31 1,91 0,028«
3 1,84 2,34 0,79 0,215
4 2,56 1,67 1,53 0,063
5 2,32 1,98 1,17 0,121
6 —1,15 0,90 —1,27 0,898

Geral 0,85 0,59 1,45 0,074

Em termos de diferengas significativas, somente o CDPA (estudo 2) apresenta um
nivel fortemente significativo (p — value = 0.028), e os estudos (UK-1 (estudo 1) e UK-2
(estudo 4)), revelam alguma significancia (0.047 e 0.063 respectivamente). O resultado
geral apresenta uma significincia de 0.074, sugerindo que a aspirina propicia uma certa

diminuicao no indice de mortalidade.

6.2 Anadlise Bayesiana

Vamos fazer o uso da Meta-andlise para combinar as informacoes dos 6 resultados

usando métodos Bayesianos, pois este captura caracteristicas individuais de cada estudo.
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A natureza diversa dos diferentes estudos, tanto em termos de delineamento como em
relacao aos métodos empregados na realizacao de cada um deles é a principal dificuldade
para combinar os resultados. Entao, para solucionar esta dificuldade incorporamos na
andlise a variacao entre os estudos.

Existem duas formas de combinar as informacoes em Meta-anélise, de acordo com a
modelagem da variagao entre as diferentes estimativas, a qual pode ter varidveis fixas ou
aleatérias e a diferenca entre as duas é a forma com que a variabilidade dos resultados

tratada (ver Egger et al., 1997). A modelagem da variagao entre os diferentes estudos

>

é uma etapa importante na conducao de uma Meta-andlise. Nos modelos de efeito fixo
assume-se que o tamanho populacional é um valor fixo, enquanto que nos modelos de
efeito aleatério assume-se uma varidvel aleatoriamente distribuida com média e varidncias

préprias.

6.2.1 Modelo com efeitos aleatorios

Na presenca de um efeito aleatério, assumimos o modelo hierdrquico,

na qual 6; YN {0,0%}, y; = p; & a diferenca entre as taxas (proporgoes de mortes sob
o tratamento com aspirina e com placebo) de mortalidade e €; é o erro estocdstico com
uma certa distribuicao, freqiientemente assumida como normal com média 0 e varidncia
V;, de tal forma que os ¢; sejam independentes, assumindo V; conhecido, 7 = 1, ...6.
Dada as diferengas nos estudos e protocolos de tratamentos, cada estudo tem um efeito
aleatério 6;, e as diferengas y; sdo observagoes aleatérias normais com y; ~ N {6;, 0% + V;}
e a normalidade para y; € justificada pelo grande tamanho amostral dentro de cada estudo

(ver Draper, 2000).

Distribuicao a prior:

Assumindo uma andlise Bayesiana hierarquica e as seguintes distribuigoes para os
parametros 6 e o

0 ~ N {a,b*}; a e b conhecidos;
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0% ~ IG [c,d]; ¢ e d conhecidos.
Assumindo independéncia a priori entre os parametros, 01, ...,0,,0, 02, a distribuicao

a priori conjunta é dada por,

1 < d 1 -
2 2 2 2\ —(c+1)
(01, ...,0,,0,07) ox exp {—@; (0, —0) } X exp {—; — @(9 —a) } X (O’ ) ,
(6.10)
naquali=1,..,n (n=_6).
Funcgao de verossimilhanga

A funcgao de verossimilhanca para os 6;, © = 1, ..., 6; é dada por,

L0y, ....0,) = Hf(ei\e H\/;T_Vexp{ 2612/1} (6.11)

)

2
o exp{_ Yi VHZ) }
i=1 v

Distribuicao a posterior: conjunta

N | —
M:
A

na qual €, = y; — 0;, (n = 6).

A distribuicao a posterior: conjunta é dada por,

1 — d 1 _
2 2 2 2\ —(c+1)
W(Qla“'aenvgva |Y) X exp{_20_2 § :(91 _9) } X exp{_02 o 2h2 (9 a) } X (0 )

=1

xexp{—%Z@}. (6.12)

Distribuicoes condicionais

A partir da distribuicdo a posteriori conjunta para 6., ...,0,,0, 0%, determinamos as

distribuicoes condicionais.
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A distribuicao condicional para 6 dados os outros pardmetros é dada por,

(Oveyy) o exp {—2ib2<9 - a>2} X exp {—#Z(ei - 9>2}

2 (% + )" o* (3 + 7%)
Assim,
n 2
. ac® + 0?3 0;
i=1
w(vig),y) x expl —
( (9) Y) p 9 (agiU:b2> o2 + nb?
Isto é,

2, 125~ g
ac®+b ;01 1202

0 ~ N — 6.13
Ve y o2 +nb2 ToZ2+4+nb? [’ (6.13)
na qual v(g) ¢ o vetor de todos os parametros, exceto 6.
A distribuicao condicional para ¢? dados os outros parametros é dada por,
—(ean 4 1 n
m(0%|V2)y) o« (0?) (et o5 « exp {_ﬁ (0; — «9)2}
o
i=1
x (02)7(c+%+1) exp 1 d+ 1 i (0; —60)*| 3.
o2 2 = !
Isto é,
2 n. 1 2
o2|V(p2),y ~ IG c+§,d+§;(0i—0)], (6.14)

na qual v(,2) é o vetor de todos os parametros, exceto o

A distribuicao condicional para #; dados os outros parametros ¢ dada por,

L 2 BN (yi_ei)Z
(0 v(e),y) o exp T552 (0; — 0)" p exp _izT
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Assim,
1 9% + O'Qyi 2
91' i) 9 - 91 -
(0 v(o,),y) o< exp ) <;2Vi2> [ Vot o2
z+0’
Isto é,

(6.15)

oV, + oy, o2V,
91|V(6’z)7yNN{ Ui, }7

Vi4+ 0?2 V4 o2

na qual v(y,) é o vetor de todos os parametros, exceto 6;,. i =1,....,n (n = 6).

i

Interpretacao

Considerando os dados das Tabelas 6.1 e 6.2 e o modelo (6.9), obtemos os sumarios a
posteriori para os parametros de interesse. Assumindo os valores para os hiperparametros
do modelo dados por, a = ¢ = d = 1 e b = 0.01, geramos duas cadeias de Gibbs
cada uma com 80000 iteracoes; para cada série, consideramos saltos de tamanho dez, e
finalmente obtemos uma amostra de tamanho 11000. As 30000 primeiras observacoes
foram eliminadas ("burn in"). A convergéncia das amostras de Gibbs foram monitoradas
usando o critério de Gelman e Rubin (1992), (\/E < 1.1 para todos os parametros).

A Tabela 6.4 mostra os sumarios a posteriori para os parametros.

Tabela 6.4: Sumadrios a posteriori.

Estimadores Valores Intervalos de 95% \/E

estimados  de credibilidade

01 2.543 (1.521, 3.602) 0.9
05 2.314 (111, 3.552) 1.0
05 1.882 (1.095, 2.662) 0.9
0, 2.393 (1.392, 3.438) 0.9
05 2.245 (1.358, 3.144)  1.00
06 0.679 (-1.389, 2.324) 0.9
9 2.003 (0.877,2.996)  1.00
T 1.452 (0.216, 4.327)  1.00

Na Tabela 6.4, observamos que os parametros 01, ...,05 e 7, na qual 7 é definido pelo

inverso de o2 indicam efeitos significativos, ou seja, o uso de aspirina diminuiu o fndice de
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mortalidade. Ao contrario dos outros parametros, 6g nao apresenta indicacoes de efeito
significativo (o intervalo de 95% de credibilidade inclui o zero). Isto também pode ser
observado na Tabela 6.1, onde somente no estudo 6 (AMIS) nao ha diminuicao da taxa
de mortalidade para pacientes recebendo aspirina.

Também temos na Tabela 6.4 os indices de Gelman e Rubin; por esses indices obser-

vamos a convergéncia do algoritmo Gibbs Sampling.

6.2.2 Analise grafica.

Gréficos das distribuigoes a posteriori para os pardmetros de interesse estao expos-
tos na Figura 6.1, os quais mostram que as mesmas se comportam de acordo com as
distribuicoes a priori especificadas e na Figura 6.2 temos os graficos onde os parametros

apresentam-se nao correlacionados.

fteta[1] chains 1:2 sample: 16000 0 8t-atzllfil chainz 1:2 zample: 16000 fteta 2] chainz 1:2 zample: 16000
0.8 E 1.5
0.6 0.6
0.4 0.4 1o
0.2 0.2 0.5
0.0 0.0 . ' . : . 0.0
0.0 z0 4.0 2.0 o.o 20 4.0 o.o 1.0 2.0 a0
tetal4] chains 1:2 sample: 16000 teta[f] chains 1:2 sample: 16000 teta[fi] chains 1:2 sample: 16000
0.8 1.0 0.6
L6
0.4 0.5 0.4
02 0.z
0.0 0.0 0.0
0.0 r0 4.0 0.0 1.0 2.0 3.0 5.0 0.0
tetam chainz 1:2 sample: 16000 . IStzlu chainz 1:2 zample: 16000
1. .
0.4
0.5 0.2
0.0 0.0
0 00 50 ' 0.0 5.0 10.0

Figura 6.1: Densidades a posteriori marginais.
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Figura 6.2: Gréficos de autocorrelagoes.

A Tabela 6.4 mostra os indices de Gelman e Rubin que estao de acordo com o valor

recomendado que é aproximadamente 1, e através da Figura 6.3 observa-se que a medida

que aumenta o nimero de iteracoes, temos um indicativo de convergéncia para todos os

pardmetros do modelo. A Figura 6.4, mostra uma indicacao de convergéncia para todos

os parametros através do grafico de séries temporais.
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Figura 6.3: Graficos dos indices R de Gelman e Rubin.
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Figura 6.4: Gréficos das séries temporais.

6.3 Modelo classico de efeitos aleatorios.

Considerando o modelo (6.9), na qual 6;, ¢; sdo varidveis aleatérias e 0; sao efeitos

aleatérios e tais que 0; ~ N {0;0%} e g; ~ N {0;V;}, com V; conhecidos, i =1, ....,6 e 0; e

g; sao independentes.

A partir do modelo (6.9), a média e a variancia de y; sdo dadas por,

var(y;) = wvar(0; +¢;) = var(6;) + var(e;) = o° + V;.

Dessa forma, obtemos a distribuicao de y; dada por,
g~ N {0074 V)

naquali=1,..,n (n=6).

(6.16)

Muitas vezes queremos considerar conjuntamente o estimador e a precisao com que
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se estima o pardmetro. A forma usual de se fazer isto é através dos chamados intervalos
de confianga, obtidos através dos estimadores de méxima verossimilhanca. Para isso
calculamos a funcao de verossimilhanca e consequentemente seus estimadores.

Funcgao de verossimilhanga

A funcao de verossimilhanca para 6 e o2 é dada por,

2 _ ! expl oL gy
L(0,0%) = p{ ( ; 9)} (6.17)

21 (02 4+ V) 2(0% +V;

2 -3 1~ (y; — 0)
(e + V) exp{—§;m}.

=1

1

7

O log-verossimilhanca ¢ dado por,

1(,0%) —%ZIOg((;?—i-Vi) - %Z% (6.18)

As derivadas primeiras sao definidas por,

ol _ - (yi — 0) _
5 = ;—(UZJFW_() (6.19)

n

o 1 1 I~ (i —0)°
do? _22024—%—’_2;(02—1—%)2—0'

=1

Os valores de 6 e o? foram estimados pelo método da méxima verossimilhanca dados

por Draper (2000),

n

02+V =0, isto ¢ 2Wi<yi—é>:0.

=1

Entao,
. Z ,%W
0=5—0!, (6.20)
> Wi
i=1
na qual W; =

0+V
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Para o2, temos:

=1 =1 (U +V;)27
isto é,
A\ 2
- 1 1 - (yz‘—9>
—~ 5> +V (&2+V;)2 (&2+Vi)2 = (A2+Vi)2
ou,

n

Z[W 6+ V= 1) + WP = SO (yi—éf,

i=1
o que leva a,
n n n
. . . A\ 2
SDIES SETES SIS
i=1 i=1 i=1

Portanto,

Intervalos de confianga aproximados

(6.21)

Consideramos intervalos de confianca aproximados para os parametros e o basea-

dos na distribuicio assintética dos estimadores de méxima verossimilhanca 6 de 6 e 62 de

o

Assim, as distribuictes assintéticas para @ e 62 sdo definidas por,

A

oo N {9; L,(é)*l}
N{o*1,(6%)7"}.

(6.22)

Desta forma, temos a informagao de Fisher (ver Fisher, 1932) observada para 6 e o2

dada por,

0%l &

10(9) - 002 Zl 02—|—V sz

s a?z " (y; — 0)
W) = 5 Y it e e

(6.23)
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Logo, substituindo os resultados de (6.23) em (6.22), temos:

hande -t (6.24)

noo n oo 9
(-s e+ S - o)
Assim, a distribuicao normal padronizada para Z; é dada por,

(6.25)

-0 -0 .
Zy = — = = ~ N(0,1).
—1 n N -
\/ ]O(Q) <Z VV1>
\/ i=1
Fixando a = 5% observamos pela tabela da distribui¢cao normal padronizada Z; que,

P(-1.96 < Z; < 1.96) = 0.95.

Substituindo o valor de Z; (6.25), obtemos o intervalo de 95% de confianca para 0,

que é a estimativa do efeito da aspirina no indice de mortalidade. Portanto, o intervalo

de confianga para 6 é definido por,

0 +1.96 (i W) 7 . (6.26)

=1

Da mesma forma, temos a distribuicao normal padronizada para Z, dada por,

~2
ol 2

7 L N(0,1). (6.27)

62 — o2
Z2 = 5 = =
V5o ¢ (—% SN2 4SS (g, 6)2)
=1 =1

Fixando a = 5% observamos pela tabela da distribui¢cao normal padronizada Zy que,

P(—1.96 < Zy < 1.96) = 0.95.
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Substituindo o valor de Z, (6.27), obtemos o intervalo de confianca para 6 dado por,

-1

1 n R n )
52 £ 1. B N 17 W3 (y; — 0)> . 6.28
; 96<2;z+;z<y> (629

Interpretacao

A Tabela 6.5 mostra os resultados dos estimadores de méxima verossimihanca para

0 e o2

Tabela 6.5: Resultados dos estimadores de méxima verossimilhanga.

Estimadores  Valores Erros  Intervalo de 95%
estimados padroes de confianca
0, 1.9543 1.0133  (-0.0235; 3.8934)
0, 1.9697 0.9169  (0.1767; 3.7302)
03 1.5482 1.1256  (-0.6304; 3.7068)
04 1.8689 1.0179  (-0.1153; 3.8188)
05 1.711 1.0781  (-0.3831; 3.7766)
06 -0.29 0.7369  (-1.7009; 1.1665)
0 1.4513 0.8144  (-0.1450; 3.0477)
o? 1.5013 1.6752  (-1.7821; 4.7847)

Analisando os estimadores 64, ..., 0, observamos que apenas os estimadores #; e 65
sao significativos para o modelo. Sob o ponto de vista Bayesiano hd evidéncia fortemente
a favor da utilidade da aspirina para reduzir a mortalidade, apés um ataque cardiaco.
Vidrios artigos mostram que a aspirina ajuda a diminuir o risco de ataques cardiacos e que

é, inclusive, mais benéfica do que se pensava.



Capitulo 7

Meta-analise em Educacao.

Raudenbush, 1984 estudou dezenove experimentos publicados entre 1966 e 1974, es-
timando o efeito da expectativa do professor associada ao QI dos estudantes. Estes dezen-
oves experimentos independentes estavam divididos em dois grupos de estudantes.

Temos, grupo 1 (grupo experimental) formado por alunos escolhidos aleatoriamente
entre os alunos com grande potencial (QI’s elevados) e o grupo 2 (grupo controle) formado
por alunos escolhidos aleatoriamente entre os alunos com baixo potencial (QI’s baixos).

O tamanho estimado do efeito do QI no desempenho dos estudantes é definido por,

i éz
SDi:p ’

na qual 7; é a média amostral das notas referente ao grupo 1, C; é a média amostral das
notas referente ao grupo 2 e SD;,, ¢ o erro padrao ponderado; para o grupo 1 e para o

grupo 2 os erro padroes sao definidos respectivamente por,

m;

3 (1, - 1)’ ¢y -
SDU = —1 ($ SDQz = =1 s (72)

na qual n; é o nimero de estudantes no grupo 1 e m; é o nimero de estudantes no grupo
2.

Desta forma, o erro padrao ponderado (S Di:p)2 ¢ definido por,
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(5D, = (= D (D)’ + (mi = 1) (SDw)”

ni—i—mi—Q

para i =1,...,19.

O contato prévio do professor com os alunos pode diluir o efeito do QI no desempenho
dos alunos, quanto maior for o contato prévio, menor serd a diferenca entre os dois grupos
de estudantes, isto é, menor o efeito do QI. Neste caso temos uma covaridvel x; definida
pelo tempo ou duragao do contato prévio entre o professor e o aluno (dado em semanas).

Podemos observar na Tabela 7.1 os dados dos dezenove experimentos indicados na
coluna 1, na coluna 2 temos a covaridvel x; indicando o tempo do contato prévio entre
o professor e o aluno, variando de 0 & 3 semanas, na coluna 3 o tamanho do efeito (y;)

variando de —0.32 até 1.18 e na coluna 4, temos o erro padrao de ;.
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Tabela 7.1: Resultados de dezenove experimentos estimando o efeito

da expectativa do professor associada ao QI dos estudantes.

Estudos(i) = vyi Vi

1 2 003 0.125
2 3 012 0.147
3 3 -0.14 0.167
4 0 118 0.373
) 0 026 0.369
6 3 -0.06 0.103
7 3 -0.02 0.103
8 3 -0.32 0.220
9 0 027 0.164
10 1 0.80 0.251
11 0 054 0.302
12 0 0.18 0.223
13 1 -0.02 0.289
14 2 023 0.290
15 3 -0.18 0.159
16 3 -0.06 0.167
17 1 030 0.139
18 2 0.07 0.094
19 3 -0.07 0.174

7.1 Anadlise Bayesiana

Vamos fazer o uso da Meta-andlise para combinar as informagoes dos dezenove expe-
rimentos usando métodos Bayesianos.
Cada estudo tem um efeito aleatdrio 6;, e os tamanhos y; sao observacoes aleatorias

normais com distribuigao y; ~ N {6;,V;} . Na presenga de um efeito aleatério, assumimos
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o modelo estatistico,

v = 0; + ¢,

na qual £; € uma varidavel erro com uma dada distribuicao, freqiientemente assumida como
normal com média 0 e variancia V;, de tal forma que os €; sejam independentes, assumindo
V; conhecido (dados na Tabela 7.1), i =1, ...19.

Uma anélise gréfica do tamanho do efeito (y;) e o tempo de contato (z;) é fundamental

para verificar como estes se relacionam.

Figura 7.1. Gréfico do tamanho do efeito estimado versus tempo de contato.

Podemos observar na Figura 7.1 que y; esta relacionada com z; numa forma linear;
desta forma, Bryk e Raudenbush (ver Draper, 2000) propuseram o modelo hierarquico
dado por: 6;|a, 3,02 nlr {a+ Bxy; 02}, na qual 6; sdo os efeitos aleatodrios.

Para melhorar o desempenho do algoritmo Gibbs Sampling vamos considerar cova-

ridveis centralizadas. Desta forma, o modelo de regressao passa a ser definido por,
yi=a+ B (x; —T) + &

na qual y; ~ N{a+ 0 (z; — 7),Vi}.
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Distribuicao a prior:

Assumir uma andlise Bayesiana hierdrquica e as seguintes distribuicoes a priori para
os parametros «, [3 e o2.
a ~ N{a;b*}; a, b conhecidos;
B~ N{c;d?}; ¢, d conhecidos;
0% ~ IG e; f]; e, f conhecidos.
Assumindo independéncia a priori entre os parametros, a distribuicao a priori con-

junta é dada por,

Funcgao de verossimilhanga

A funcao de verossimilhanca para os parametros #;, i = 1,...,19 é dada por,

L(0r,0,) — Hf(giyei):nﬁexp{_;ifi} (7.3)

naqual ¢, =y, —0;,i=1,....,n (n=19).

Distribuicao a posterior: conjunta

A distribuicao a posteriori conjunta para 01, ...,0,, a, 3, 0% é dada por,

1 & B 1< (g — 0
2 2
m(01, ..., On, @, 8,07y, x) o eXP{—@ Eﬁ (0; — o — B(z; — ) } X eXP{—§ E A
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Distribuicoes condicionais

A partir da distribuicdo a posteriori conjunta para 01, ...,0,, a, 5,02, determinamos
as distribuigoes condicionais necessdrias para o algoritmo Gibbs Sampling.

A distribuicao condicional para o dados os outros parametros é dada por,

1 1 <
T(alV(a), ¥, %) o eXp{—2—b2(a—a)2}Xexp{—ﬁzwi—a—

=1
( _ . o 2)
LN
I% + Z70'2
1
X exp{ — — |« : —
2(H+2)"" o (= + )
\ - - )
Assim,
. ao? + b2y ugl)
i=1
T(|V(a), ¥, X) X €Xp { — =5~
“ 2 (;35m) 0% +nb?
Isto é,
ao® + b E Mgl) b2 52
04|V(a)7y7x ~ N = 7 I (75)
02 + nb? 02 + nb?

na qual 1) _ 0; — B(x; — X) e v(,) € o vetor de todos os parametros, exceto a.
Hi (a)

A distribuicao condicional para [ dados os outros parametros é dada por,

7T<6|V(ﬁ)7Yax) X eXp{

X exp

(

2d?

1 1 —
(B — 0)2} X exp{ 5.2 2

6_

C

d2

> (i)

i=1
+ e

g

1

d2

3 (0:i—3)
+ =1 .

g

(i — = B((z: — f)))Q}

2)
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Assim,
( 3\
n 9 2
) co? + d? zjl(xl — a‘:)ug )
7T(6|V(5)7 Yy, X) X EexXp 4§ — 6 - zin
Y 3 7)
o2+4d? an (z;—7) =
\ i=1 Vs
Isto é,
co? +d* > (x; — f),ug?) Lo
= o
6|V(/3), y,X ~ N Zii ; — , (76)

RS (1 —7) P4 (s — )

=1 =1

na qual @) _ 0; — a e vg) € o vetor de todos os pardmetros, exceto [3.
Hi (8)

A distribuicao condicional para ¢? dados os outros parametros é dada por,

m (02|V(g2),y,x) X (02)7(e+%+1) 6_%2 X €Xp {—2L zn: (0 —a — B((zi — x)))2}

0—2
=1
(esn 1 l —
x (o?) (+2+I)6XP{_P f+§;<9i—a—ﬁ<<xi—:z->>>2”'
Isto é,
o*|Vip2), ¥y, x ~ IG 6+g;f+%;(Qi—a—ﬁ((wi—l’))f], (7.7)

na qual v(,2) ¢ o vetor de todos os parametros, exceto 0.

A distribuicao condicional para #; dados os outros parametros é dada por,

T(0:[vie,),y.X) o exp {—%‘2 > (0 —a—B((zi - x)))2} exp {_% 3 (yi ;/91-) }
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Assim,

n 2
(0] ) )V+a wi Vit oy
TV V@), Y, X) X €ex —
(91) y p 2( ) V_|_0—2
‘/;,4’,0.2 i=1

Isto é,

n

0i|v o, y,XNN{Z

1

(7.8)

/%(‘3)‘/2‘ + 0%y 0%V,
Vit o2 "Vi+o?

na qual /%(3) = a+f(z; — ) e v, ¢ o vetor de todos os parametros, exceto 0;, i = 1,...,n

(n = 19).

Interpretacao

Considerando os dados da Tabela 7.1 e as distribuicoes a priori para os parametros
do modelo dados em (7.1.1), coma =0, c =0, b = 10, d = 10, ¢ = 0.1 e f = 0.001
e assumindo independéncia a prior: nao informativa para os pardmetros, geramos duas
cadeias de Gibbs Sampling cada uma com 10000 iteracoes. Para cada série consider-
amos saltos de tamanho dez, e finalmente obtemos uma amostra de tamanho 12000. As
40000 primeiras observagoes foram eliminadas ("burn in"). A convergéncia das amostras
de Gibbs Sampling foram monitoradas usando o Método de Gelman e Rubin (1992)
(\/}_?i < 1.1 para todos os parametros). A Tabela 7.2 mostra os sumadrios a posteriori

e os valores VR (critério de Gelman e Rubin, 1992).
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Tabela 7.2: Sumarios a posteriori.

Parametros Média a  Intervalos de 95% \/}_A%

posteriori de credibilidade

0.1299 (-0.0558; 0.3141) 1.00

I&; -0.16  (-0.3249; -0.00029) 1.00
o? 0.0816 (0.022; 0.2278) 0.99
0, 0.0834  (-0.1663; 0.3265)  1.00
0, -0.0630  (-0.3465; 0.2355)  0.99
05 -0.0771  (-0.3718; 0.2169)  0.99
0, 0.4256 (0.029; 0.836) 0.99
05 0.405 (0.00095; 0.8138)  1.00
06 -0.0726  (-0.3542; 0.2123)  1.00
0, -0.0692  (-0.3533; 0.2202)  0.99
Os -0.0823  (-0.3874; 0.2145)  1.00
Oy 0.401 (0.0056; 0.7957)  1.00
610 0.2652  (-0.0264; 0.5738)  1.00
011 0.4104 (0.0089; 0.8182)  0.99
012 0.3999 (0.0008; 0.7984)  1.00
013 0.2411  (-0.0583; 0.5366)  0.99
014 0.0928 (-0.161; 0.3581)  1.00
015 -0.0785  (-0.3752; 0.2109)  1.00
016 -0.0710  (-0.3661; 0.2239)  0.99
017 0.2507  (-0.0365; 0.5395)  1.00
015 0.0874 (-0.1537; 0.323)  0.99
019 -0.0726  (-0.3734; 0.2213)  1.01

Comparando os valores encontrados na Tabela 7.2 com aqueles da Tabela 7.1, verifica-
se que os valores obtidos foram coerentes. Observa-se que quando o aluno nao tem nenhum

contado com o professor (x; = 0), isso para Oy, 05, 0y, 011 € 012, o efeito é significativo,
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ou seja, as expectativas dos professores sao altas, variando de 0.39 & 0.42 o efeito do QI.
Considerando x; = 1 e x; = 2, observa-se que as estimativas sao positivas, variando de 0.08
a 0.26, apesar de ser positivo, o intervalo inclui o zero, ou seja, nao sao significativos para
o modelo. Para z; = 3, ou seja, contato de trés semanas entre aluno e professor, temos um
menor efeito do QI; neste caso os parametros sao nao significativos para o modelo, pois
todas as estimativas sao negativas com intervalos incluindo o zero. Isto também pode ser
visto na Figura 7.1, quanto maior o contato prévio do aluno com o professor, menor o
efeito estimado. Analisando os resultados da Tabela 7.2, a convergéncia dos parametros
pode ser confirmada através do critério proposto por Gelman e Rubin, visto que os valores

obtidos estao préoximos de 1.

7.1.1 Anadlise grafica.

Graficos das distribuicoes a posterior: para os pardmetros de interesse estao expos-
tos na Figura 7.2, os quais mostram que as mesmas se comportam de acordo com as
distribuigoes a priori especificadas e na Figura 7.3 temos os gréficos de autocorrelagoes,

onde apresentam-se nao correlacionados & medida que aumenta o nimero de iteragoes.
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Figura 7.2: Densidades a posteriori marginais.
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Figura 7.3: Gréficos de autocorrelagoes.

A Tabela 7.2 mostra os indices de Gelman e Rubin que estao de acordo com o valor
recomendado que é aproximadamente 1, e através da Figura 7.4 observa-se que & medida
que aumenta o nimero de iteracoes, temos um indicativo de convergéncia para todos os
pardmetros do modelo. A Figura 7.5, mostra uma indicacao de convergéncia para todos

os parametros através do grafico de séries temporais.
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Figura 7.4: Gréficos dos indices R de Gelman e Rubin.
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Figura 7.5: Gréficos das séries temporais.



Capitulo 8

Conclusao final.

A metodologia da Meta-anilise é recomendédvel para a obtencao de valores combina-
dos de resultados provenientes de virios estudos independentes, em virtude de permitir
a comparagao e combinacao de resultados distintos, possibilitando uma conclusao geral
sobre o corpo da pesquisa. A Meta-anilise tem sido frequentemente empregada na drea
médica, principalmente na comparacao de grupos de estudo, utilizando, na maioria das
vezes a modelagem hierdrquica, e nas aplicacoes, podemos observar que a utilizagao do
modelo Bayesiano hierdrquico é bastante conveniente e tem sido muito titil para avaliar se
exis-te alguma associacao entre uma determinada doencga e seus fatores de risco e também
para analisar o efeito de aspirina em ataques cardiacos, assim como exemplificamos neste
trabalho.

O uso de métodos Bayesianos estd tornando-se cada vez mais popular em Meta-anilise.
Em especial, a simulacao de métodos baseada em MCMC tem sido uma alternativa pratica
de grande interesse em Meta-andlise, onde o modelo proposto pode ter também muitos
parametros, e a inferéncia cldssica usual pode ser dificil ou, as vezes, impossivel para ser
obtida.

Além do uso de modelos propostos considerado neste trabalho, estes podem ser apli-

cados para muitas outras situacoes de combinacoes de estudos, em diferentes aplicacoes.



Apéndice A
Algoritmo Gibbs Sampling

O Amostrador de Gibbs é um esquema iterativo de amostragem de uma Cadeia de
Markov cujo niicleo de transicao é formado pelas distribuig¢oes condicionais completas.
Para descrever esse algoritmo, supor que 7(0) seja a distribui¢ao de interesse, para,
0 = (61,...,0,), e que seja praticamente impossivel gerar amostras diretam
ente de 7(0); se, as densidades condicionais a posteriori m;(0;) = w(0|0_;),i = 1,...,p
estiverem disponiveis, entdo podemos gerar amostras de 7(f) através de sucessivas gera-
goes dessas distribuigoes condiconais ;(6;) (ver Casella e George, 1992 e Gelfand, (1995).

Este método pode ser descrito da seguinte maneira:

Passol: Inicialize o contador da cadeia £ = 1 e escolha valores iniciais para
0
0O = (0.0,

Passo2: Obtenha um novo valor para 6% = (ng), s G(k)) a partir de %~V através de

sucessivas geragoes de valores,

0~ (0,105, 00D
05~ (60,0617, ..., 00D
o)~ w(Balet", 05,00 )

p

k k k k—
00~ (6,0, 6P .. 0% 1)y

Passo3: Atualize o contador de k para k + 1 e retorne ao passo 2 até atingir a con-

vergéncia.



Apéndice B
Algoritmo Metropolis-Hastings

Este algoritmo ( ver Chib e Greenberg, 1994) é usado para gerar amostras de uma
densidade de forma indireta, quando nao se sabe gerar diretamente. Assim, seja a dis-
tribuicao de interesse denotada por m e supor que seja muito dificil ou impossivel gerar
amostras diretamente de 7. Se as densidades condicionais a posteriori nao tiverem formas
conhecidas, neste caso, usamos o algoritmo Metropolis-Hastings.

Neste algoritmo, se no estégio k a cadeia esta no estado z, o préoximo estado da cadeia
é encontrado gerando um valor candidato y de uma densidade arbitraria ¢(z,y). Se q(z, y)

satisfaz a condigao de reversibilidade da cadeia, entao:

q(x, y)m(x) = q(y, v)7(y)

e assim, temos um nicleo de transicao satisfatério e todos os valores gerados serao aceitos.

Mas, no entanto, para algum (x,y) podemos ter que

q(z,y)m(x) > q(y, v)m(y)

nesse caso, a cadeia se move de x para y com maior freqiiéncia do que de y para x. Para

corrigir isso, o nimero de movimentos de x para y é reduzido introduzindo a probabilidade

k-+1)

de ocorrer este movimento a(x,y) < 1. Se o movimento ocorre, entao ( = 7, caso

contrario zFt1) = gk,
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Assim, temos a relagao:

q(z, y)m(x)o(z,y) = q(y, 2)7(y).

A partir da relagao acima, temos que a condigao de reversibilidade da cadeia é satisfeita

por construcao e a probabilidade de aceitagao do valor gerado é:

min {%, 1} , se q(x,y)m(x) >0

afz,y) =
1 caso contrario
Com as defini¢oes acima o algoritmo segue da seguinte forma:
Passol: Inicie o contador da cadeia k = 1 e escolha o valor inicial para z, z(©;

k—1)

Passo2: Mova a cadeia para um novo valor y gerado da densidade q(z*~V,y);

Passo3: Calcule a probabilidade de aceitacio do movimento, a(x*~Y 3) e compara
com um valor u gerado de uma distribuigdo uniforme [0,1]. Se o movimento for aceito,
ou seja, u < oz(x(k_l), y), entao z®) =y, se nao for aceito, ¥ = 2~V e a cadeia nao se
move;

Passo4: Mude o contador de k para k41 e retorne ao passo 2 até obter uma distribuicao

estacionaria.



Apéndice C
Verificacao de convergéncia

Uma forma de verificar a convergéncia dos algoritmos Gibbs Sampling e Metropolis-
Hastings é gerar virias cadeias com diferentes condigoes iniciais para se certificar que se
trata de uma cadeia de Markov irredutivel, ou seja, que existe uma distribuicao de equi-
librio. Para verificar a convergéncia do algoritmo, podemos considerar varias técnicas, tais
como, (ver Gelfand e Smith, 1990), sugerem o uso de técnicas graficas para a verificagao
da convergéncia do seguinte modo:

Gerava-se um grande nimero de iteracoes N em m cadeias paralelas. Com a amostra
gerada, construa um histograma. O mesmo procedimento é repetido com N + k itera-
¢oes. Se nao houver diferenca perceptivel entre os graficos, entao pode-se concluir pela
convergéncia das cadeias.

Outra possibilidade para verificar a convergéncia é proposta por Gelman e Rubin
(1992). Este método € baseado em técnicas de andlise de variancia e sugere a convergéncia
da cadeia apenas quando a variancia entre as cadeias (m > 2) for bem menor que a
varidncia dentro de cada cadeia ou, quando os histogramas das cadeias misturadas sao
similares ao de cada uma delas isoladamente.

Esse método pode ser descrito da seguinte maneira:

Considerando m cadeias paralelas em uma fungao real t(f), tem-se m trajetérias

{tz(l),tz(?), ...,tl(»n)}, 1 = 1,...,m para cada t. Portanto, podem ser obtidas a varidncia
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entre as cadeias B e a variancia dentro das cadeias w, dadas por:

m n

B 0t ey 3 (W -6)

i=1 j=1

na qual, ¢; ¢ a média das observacoes da cadeia i e £ é a média dessas médias, i = 1, ..., m.
Sob convergéncia, todos m x n valores sao gerados da posterior: e a varidncia t pode

ser estimada de forma nao viciada por

=" 1) + (B

e a média desejada pode ser estimada por [i = 1.

Um indicador da convergéncia é dado pela reducao potencial estimada de escala
R = \/&2 Jw. Assim, & medida que n cresce, R convergird para 1. Logo, R pode ser
usado como indicador da convergéncia pela avaliacao de sua proximidade a 1, e entao,
admitindo que a convergéncia ocorreu, admitimos também que as amostras das iteragoes

selecionadas sao independentes e identicamente distribuidas sobre a distribuicao desejada.



Apéndice D

Alguns programas desenvolvidos no

WinBugs

1) Estes programas sao referentes ao exemplo introduzido no capitulo 3 de aplicacao
de uma nova droga antiepilética. Os programas foram feitos para cada grupo, ou seja,
o primeiro programa se refere aos estudos abertos e o segundo programa aos estudos
fechados.

e Programa 1

model

{

for (i in 1:N1)

{

y[i] 7 dbin (pli],ni])
logit(p[i]) <- thetali]
theta[i] ~“dnorm(qgsil, taul)
}

gsil “dnorm(0,0.001)

taul ~“dgamma(1,0.1)
sigmal <- 1 / sqrt(taul)

}
list(y=c(17,8,41,13,32,90), n=c(30,16,69,23,42,151), N1=6)
list(qgsil=0, taul=1)
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e Programa 2

Modelo

{

for (iin 1: N2)

{

y[i] = dbin (p[i],n[i])

logit(pl[i]) <- thetali]

thetali] = dnorm(gsi2, tau2)

}

gsi2 = dnorm(1,0.1)

tau2 ~ dgamma(1,1)

}

list(y=c(5,9,3,7,8,9,1,12,17), n=¢(20,20,17,15,18,17,19,51,59), N2=9)

list(qsi2=0, tau2=1)

2) Este programa é referente ao exemplo introduzido no capitulo 4 da relagao entre o
uso de estrégeno e a incidéncia de cancer no endométrio. Quando o erro do modelo de
regressao possui uma distribui¢ao normal.

Modelo

{

for (iin 1: N) {

y[i] 7 dnorm (muli], tau)

mufi] <- betal*x1[i]+beta2*x2[i]+beta3*x3[i]+delta*wli]

}

betal ~“dnorm (0.2,1)

beta2 “dnorm (-1.2,1)

beta3 ~dnorm (9.7,1)

delta “dnorm (-1.12,1)

tau ~dgamma (1,1)

}

list(y=c(2.08,-0.06,0.76,1.58,0.87,0.71,1.24,1.99),

x1=c(0.42,0.12,0.50,0.47,0.64,0.21,0.53,0.52),
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x2=c(0.77,0.33,0.73,0.88,0.65,0.65,0.65,0.54),
x3=c(0.41,0.18,0.26,0.24,0.16,0.16,0.24,0.24),
w=c(1,1,1,0,0,0,0,0), N=8)

list(betal=0.2, beta2=-1.2, beta3=9.7, delta=-1.12,tau=1)

3) Este programa é referente ao exemplo introduzido no capitulo 5 usando mistura de

duas distribuigoes para o erro do modelo.

Modelo

{

for(iin 1: N)

{

yli] “dnorm(muli], tau[T[i]])

mufi] <- lambda[T1i], i

T[i] ~dcat(P[])

¥

P[1:2] ~ddirch(gammal))

betal ~dnorm(0.2,1)

beta2 ~dnorm(-1.2,1)

betad ~dnorm(9.7,1)

delta “dnorm(-1.12,1)

mil ~dnorm(-0.35,30)

mi2 ~dnorm(0.15,30)

tau[l] “dgamma(1,1)

tau[2] ~“dgamma(1,1)

pl “dbeta(5,5

p2 “dbeta(5,5)

for(iinl: N)

{

lambda[2,i]<-lambda[1,i]

lambdall,i]<-betal*x1[i]+beta2*x2[i|+betad*x3[i]+-delta*w]i]

I

list(y=c(2.08,0.06,0.76,1.58,0.87,0.71,1.24,1.99), N=8, gamma=c(1,1),
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x1=c(0.42,0.12,0.50,0.47,0.64,0.21,0.53,0.52),
x2=¢(0.77,0.33,0.73,0.88,0.65,0.65,0.65,0.54),
x3=c(0.41,0.18,0.26,0.24,0.16,0.16,0.24,0.24),
T=c(1,NA,NA,NA NA NA ,NA,2), w=c(1,1,1,0,0,0,0,0))

list(betal=0.2, beta2=1.2, beta3=9.7, delta=-1.12)

4) Este programa ¢é referente ao exemplo do efeito de aspirina em ataques cardfacos,

introduzido no capitulo 6.

Modelo

{

for (iin 1: N)

{

teta[i] “dnorm (tetam, tau)

yli] “dnorm (tetali], V[i])

¥

tetam ~dnorm(1,0.01)

tau ~“dgamma (1,1)

¥

list(y=c(2.77,2.50,1.84,2.56,2.31,-1.15),
V=c(2.7225,1.7161,5.4756,2.7889,3.9402,0.810), N=6)

list(teta=c(0,0,0,0,0,0), tau=1)

5) Este programa é referente ao exemplo de Meta-andlise em Educagao, introduzido

no capftulo 7.

model

{

for (i in 1:N)

{

thetamli] <- alpha + beta * (x[i] - a)

thetali] “dnorm(thetamli], tau)

SE[i] <-1/ V][]

yli] “dnorm (thetali], SE[i])

¥
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alpha ~dnorm(0, 0.001)

beta ~dnorm(0, 0.001)

tau ~dgamma(0.1,0.001)

sigma <- 1 / sqrt(tau)

}

list(N=19, a=1.7368, y=c(0.03,0.12,-0.14,1.18,0.26,-0.06,-0.02,
-0.32,0.27,0.80,0.54,0.18,-0.02,0.23,-0.18,-0.06,0.30,0.07,-0.07),
x=c( 2,3,3,0,0,3,3,3,0,1,0,0,1,2,3,3,1,2,3),

V=c(0.125, 0.147, 0.167, 0.373, 0.369, 0.103, 0.103, 0.220,
0.164, 0.251, 0.302, 0.223, 0.289, 0.290, 0.159, 0.167,

0.139, 0.094, 0.174))

list (theta=c(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), alpha=1, tau=1, beta=1)
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