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Resumo

O crescente interesse pelo estudo das fases geométricas (motivado principalmente pela
possibilidade de se realizar computacao quantica geométrica robusta a alguns tipos de
erros) e a busca por técnicas capazes de resolver problemas com dependéncia temporal
em Mecanica Quéntica, sao os tépicos abordados nesta tese.

i) Levando em conta a tecnologia atualmente disponivel, apresenta-se um esquema
para controlar e medir fases geométricas nao-adiabdticas em eletrodindmica quantica em
cavidades. Dentro deste contexto, é possivel gerar estados de superposicao do modo da
cavidade que adquirem fases relativas de cardter puramente geométrico, denominados
estados geométricos do tipo gato de Schrédinger.

i1) Em se tratando de dois condensados de Bose-Einstein interagentes na aproximagao
de dois modos, modelados por um hamiltoniano cujos pardmetros sao dependentes do
tempo, analisa-se a fase geométrica nao-adiabdtica e nao-ciclica adquirida pelo vetor de
estado do sistema. Para isto, obtém-se solugoes analiticas da equagao de Schrodinger em
diferentes regimes de pardmetros. Conexdes entre as constantes de movimento obtidas
para cada solucao e as fases geométricas sao estabelecidas. Também sao estudados os
efeitos da temporalidade dos pardmetros sobre a fase geométrica, bem como sobre a troca
de populacao e fase relativa entre as componentes condensadas.

i1i) Partindo apenas da condigao de transporte paralelo, define-se uma expressao geral
para a fase geométrica adquirida pelos estados da base de um sistema. A fase obtida gera
observaveis invariantes de gauge e aplica-se a um cendrio geral de evolugoes adiabdticas
ou nao-adiabdticas, ciclicas ou nao-ciclicas e transicionais ou nao-transicionais de estados
puros ou mistos do sistema, recuperando véarios resultados presentes na literatura.

iv) Apresenta-se por fim, em paralelo a consideragoes sobre a técnica dos invariantes
dindmicos, um método alternativo para a obtencao do operador densidade de sistemas
de dois niveis. Resultados preliminares apontam que este método pode ser estendido
para o tratamento de sistemas de dois niveis dissipativos, além de sistemas de dois niveis

interagentes, tais como cadeias de spins 1/2.
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Abstract

The increasing interest to understand the geometric phases (mainly due to the possi-
bility to achieve geometric quantum computation robust against some kind of errors) and
the search for new techniques to solve time-dependent problems in Quantum Mechanics,
are the topics approached in this thesis.

i) Within nowadays technology, it is presented a scheme to control and measure the
nonadiabatic geometric phases in cavity quantum electrodynamics. In this context, it is
possible to generate superposition states of the cavity mode which acquire relative phases
of purely geometric character, termed the geometric Schridinger cat-like states.

i1) For two interacting Bose-Einstein condensates in the two-mode approximation,
modeled by a Hamiltonian whose parameters are time dependent, the nonadiabatic and
noncyclic geometric phase acquired by the state of the system is analyzed. For this
purpose, analytical solutions of the Schrédinger equation are obtained in different regimes
of parameters. Connections between the constants of motion associated to each solution
and the geometric phases are established. The effects of the time-dependent parameters
on the geometric phase as well as the population imbalance and relative phase between
the two condensed components are analyzed.

i1i) Starting only from the parallel transport condition, it is presented a general defi-
nition of the geometric phase acquired by the basis states of a system. The defined phase
generates gauge invariant observables which apply to a general scenario of adiabatic or
nonadiabatic, cyclic or noncyclic, and transitional or nontransitional evolutions of pure
or mixed states of the system. Several results presented in the literature are recovered.

iv) Finally, together with some considerations about the dynamical invariant tech-
nique, it is presented an alternative method to obtain the density operator of two level
systems. Preliminary results show that this method can be extended to dissipative as well

as interacting two level systems, such as spins-1/2 chains.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo da dindmica dos sistemas Fisicos, ou seja, a maneira como estes evoluem
com o passar do tempo, é fundamental para se fazer qualquer previsao, deterministica
ou probabilistica, do seu comportamento em tempos futuros. Portanto, desenvolver téc-
nicas que permitam resolver as equacoes que descrevem tal dindmica é extremamente
importante. Em particular, obter a evolucao de sistemas onde seus pardmetros podem ser
alterados ao longo de suas trajetérias, problemas com dependéncia temporal explicita, é
uma tarefa consideravelmente mais complicada.

Provavelmente, um dos primeiros questionamentos sobre problemas com dependéncia
temporal no contexto da Teoria Quéantica, foi feito durante a Primeira Conferéncia de
Solvay em 1911[1]. Com a finalidade de entender melhor o processo de quantizagdo da
energia introduzido por M. Planck, como um ato de “desespero” para explicar o espectro
de emissao da radiacao de corpo negro, procurava-se andlogos mecénicos ao oscilador
harmonico quéntico, cuja energia era dada por £ = nhv (n = 1,2,3,...), onde v é a
freqiiéncia de oscilagao e h a constante de Planck. Tendo um péndulo como exemplo,
G. Lorentz fez o seguinte questionamento a A. Einstein! — O que acontecerd com o
péndulo se o seu comprimento variar? Uma vez que a sua freqiiéncia mudard, a regra
de quantizacao de Planck serd violada? A. Einstein resolveu parcialmente a questao da

seguinte maneira — Quando o comprimento do péndulo é variado continuamente e de

! Para contar o acontecimento, o autor se deu a liberdade de utilizar as suas préprias palavras ao invés

daquelas utilizadas pelos protagonistas da histéria.

12
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maneira infinitamente lenta, a sua energia de oscilagao permanece hv, se inicialmente
esta for igual a hv, ou seja, a sua energia mudard proporcionalmente a v. Entao, pode-se
dizer que Lorentz e Einstein encontraram uma primeira versao de um processo adiabatico
na Antiga Teoria Quéntica, ou seja, um processo onde o nimero quantico n nao é alterado
durante toda a evolucao do sistema, caracterizando um caso particular de um “invariante
adiabdtico” .

Casos gerais de invariantes adiabdticos foram introduzidos e estudados anteriormente
por L. Boltzmann, em 1866, com o intuito de deduzir a segunda lei da termodin&mica a
partir de principios da mecénica. Em sua deducao, um estado do sistema mecéanico era
caracterizado por um conjunto de parametros {R;}, sendo que apés uma dada evolugao
periédica com freqiiéncia v, se o sistema nao absorvesse nem liberasse calor com a variagao
dos parametros R;, o processo era denominado adiabdtico. A quantidade conservada I
neste sistema era a razao entre a energia cinética média e a freqiiéncia v. No comego de
1913, P. Ehrenfest [2] introduziu o termo “invariante adiabatico” para tais quantidades
conservadas e generalizou a regra de quantizacao para qualquer movimento periédico,
mesmo antes de N. Bohr té-la utilizado para estudar a quantizacao das érbitas circulares
do dtomo de hidrogénio. Este conjunto de fatos levaram Ehrenfest a formular a hipdtese
adiabatica [3], a qual afirma que “qualquer estado que se transforma adiabaticamente
nos parametros do sistema, retorna novamente a um estado definido com o0s mesmos
numeros qudnticos”. A primeira demonstracao da hipétese adiabdtica de Ehrenfest, que
hoje é conhecida como teorema adiabdtico, foi feita em 1928 por M. Born e V. Fock [4]
para estados nao-degenerados de um sistema mecénico quantico. Uma prova matematica
formal desta foi apresentada em 1950 por T. Kato [5].

Passado mais de meio século, quando se pensava que o problema sobre as evolucoes
adiabdticas estivesse solucionado, em 1984, M. V. Berry mostrou que um estado evoluindo
adiabaticamente adquire uma fase de carater geométrico que retém memdria da sua tra-
jetoria durante a sua evolucao no espago de Hilbert [6], além da fase dinAmica ja presente

na versao do teorema adiabético de Born e Fock?. Intitulada posteriormente como fase

2Born e Fock “demonstraram” que para uma evolug¢do nao-ciclica a fase de cardter geométrico poderia

ser redefinida como pertencendo a fungdo de onda inicial. Isto justifica o fato de que embora esta fase ja
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de Berry, esta fase registrou a sua importancia para a Fisica desde a sua origem, mon-
strando por exemplo, que a fase de Aharonov-Bohm [7] possui um cardter puramente
geométrico. Alguns outros exemplos de fases geométricas® foram descobertos antes de
1984 em diferentes contextos da Fisica [9], tais como por Pancharatnam (1956) no estudo
das fases cldssicas adquiridas pelas mudancas de polarizagao da luz [10]; por Herzberg
e Longuet-Higgins (1963) no estudo de moléculas poliatomicas para hamiltonianos reais
[11]; por Stone (1976) também no estudo de moléculas poliatomicas, mas para hamilto-
nianos complexos [12]; e por Mead e Truhlar (1979) com a introducdo de um potencial
de gauge externo para tratar o problema ja estudado por Herzberg e Longuet-Higgins,
e Stone [13]. Porém, somente apds a introdugao das idéias provenientes da geometria e
da topologia é que a comunidade cientifica estava preparada para compreender as fases
geomeétricas [9].

Consecutivamente ao surgimento da fase de Berry, seguiram-se intensos esforcos para
remover a condigao de adiabaticidade utilizada por Berry em sua demonstracao [9]. Dentre
as varias propostas, destaca-se o uso da teoria dos invariantes dindmicos como um cami-
nho alternativo [14]. Embora o conceito de quantidade invariante tenha sido introduzido
na Teoria Quantica por Ehrenfest em 1913, considerando evolugoes adiabdticas, este so-
mente pode ser generalizado para evolugoes nao-adiabéticas em 1967 por H. R. Lewis [15].
Contudo, foi em 1969 que Lewis e Riesenfeld [14] apresentaram uma metodologia de como
aplicar esta teoria para encontrar solugoes da equacao de Schrodinger com hamiltonianos
dependentes do tempo (DT). Um pouco mais tarde, em 1978, Dodonov e Man’ko [16]
estenderam a aplicacao desta técnica para qualquer equacao de movimento em Mecéanica
Quantica.

Neste novo cendrio, a fase geométrica é adquirida pelos autoestados do operador invari-
ante, que é uma quantidade explicitamente DT e cujo valor médio é constante. Diferente-
mente da solucao obtida por Berry, nesta teoria nao é necessdrio impor qualquer restri¢ao

sobre a dindAmica do sistema, sendo que no limite adiabdtico, a fase geométrica de Lewis e

estivesse presente na sua versao do teorema adiabdtico, pensava-se que esta nao era importante.
3Entende-se como fase geométrica toda generalizacdo da fase de Berry, incluindo ela prépria, que

dependa somente da trajetéria percorrida pelo vetor de estado no espago de parametros do sistema [6],

ou no espago projetivo do espago de Hilbert [8].
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Riesenfeld recupera a fase de Berry. Mesmo que desde a construcao da teoria dos invari-
antes, a fase geométrica ciclica estivesse presente na fase temporal de Lewis e Riesenfeld,
a sua relevancia s6 foi notada por Morales [17] em 1988, e de forma independente por
Mizrahi [18] em 1989, seguindo-se por outros autores [19, 20, 21].

Tendo como motivacao o crescente interesse pelo estudo das fases geométricas nos 1lti-
mos anos e a busca por técnicas capazes de resolver problemas com dependéncia temporal
em Mecénica Quéantica, serao abordados nesta tese os temas fases geométricas e teoria dos
imvariantes dindmicos, bem como a conexao entre os mesmos. O texto a seguir estd divi-
dido da seguinte maneira: no capitulo 2, serd introduzida a fase de Berry, prosseguindo—se
com uma revisao da literatura sobre algumas definicoes e aplicagoes de fases geométricas.
O desenvolvimento da teoria dos invariantes dindmicos como originalmente apresentada
por Lewis e Riesenfeld também serd elucidado. Ao fim deste capitulo, algumas defini¢oes
de fases geométricas origindrias desta teoria serao explicitadas.

Uma proposta para controlar e medir fases geométricas nao-adiabdticas no contexto da
eletrodinamica quéantica em cavidades sera formulada no capitulo 3. Através de evolucoes
em que o estado do sistema adquire somente fases geométricas, também serd mostrado
que ¢é possivel gerar estados geométricos do tipo gato de Schrodinger.

No capitulo 4, serd feito um estudo da fase geométrica nao-adiabdtica e nao-ciclica
adquirida pelo vetor de estado de um condensado de Bose-Einstein (CBE) com duas
componentes. Neste contexto, procurar-se-a estabelecer uma conexao entre as fases ge-
ométricas e as constantes de movimento do sistema. Estas tltimas sao obtidas através
de solucoes analiticas de equacoes diferenciais acopladas dos pardmetros que compoem o
operador de evolugao. Seguem ainda, discussoes sobre os efeitos da temporalidade dos
pardmetros do hamiltoniano nas fases geométricas, bem como na troca de populagao e
fase relativa entre os dois CBE acoplados.

Apresentar-se-d no capitulo 5, uma generalizacao das fases geométricas para evolucoes
nao-adiabdticas e nao-ciclicas adquiridas pelos estados da base de um sistema que pode
evoluir unitdriamente ou nao-unitariamente.

No capitulo 6, explorar-se-4 algumas peculiaridades da teoria dos invariantes dinami-

cos, onde sao feitas consideracoes sobre a indeterminacao dos coeficientes do operador
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invariante no instante inicial. Baseando-se nesta premissa, serd proposta uma teoria
alternativa para encontrar o operador densidade de sistemas de dois niveis, sem a neces-
sidade do operador invariante. Por fim, as conclusoes e perspectivas deste trabalho serao

apresentadas no capitulo 7.



Capitulo 2

Fases geométricas e os invariantes

dinAmicos

Para contextualizar a discussao sobre fases geométricas e invariantes dinamicos, pri-
meiramente serd feita uma revisao de cada um destes tépicos, onde procurar-se-4 esta-
belecer uma conexao entre os mesmos. Ao final do capitulo serd apresentada uma breve

discussao sobre as fases geométricas obtidas para estados puros via teoria dos invariantes.

2.1 Fases geométricas

Talvez uma das maneiras mais simples de se introduzir o conceito de fases geométri-
cas, seja através do exemplo paradigmético de uma particula de spin 1/2 imersa em um
campo magnético que varia lentamente quando comparado com a freqiiéncia de Larmor
do sistema. Para obter o estado do sistema em um dado tempo %, serd introduzido o
teorema adiabdatico de acordo com a Ref. [22], o qual declara o seguinte: “Se um sis-
tema qudntico descrito por um hamiltoniano DT nao-degenerado, estiver inicialmente no
n-ésimo autoestado de H(0) (hamiltoniano no tempo t = 0), e se H(t) evoluir de forma
suficientemente lenta, entao, o estado do sistema no tempo t permanecerd no n-ésimo

autoestado de H(t) a menos de um fator de fase multiplicativo.” Este enunciado pode ser

17
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representado matematicamente da seguinte maneira (h = 1):

(n;t] & |m;t)
Em<t) - En(t)

<1l; m#netel0,T], (2.1)

onde |n;t) e |m;t) sdo autoestados instantdneos ortonormais de H(t) com autovalores
E,(t) e E,(t), respectivamente, e T é o tempo total de evolugao do sistema. Portanto,
de acordo com esta versao do teorema adiabdtico, se |¥(0)) = |n;0), entdo, o estado do

sistema no tempo t serd escrito como

[W(t)) = exp i3, (t)] [n; 1) , (2.2)

com f3,(t) = — fo (t')dt" denominada fase dindmica. A grande contribuigdo de M. V.

Berry [6] foi perceber que apds uma evolugao ciclica, o sistema adquire uma fase adicional

v.(T), além de (3, (T), dada por,

T d — — —
V. (T) = / dt (n;t|i— |n t) = de . <n; R‘ Vs ‘n; R>, (2.3)
0 c
— —
sendo que R = R(t) representa um vetor no espago de pardmetros que constitui o

hamiltoniano, e C' é o circuito fechado percorrido pelo vetor ﬁ O cardter geométrico
da fase de Berry reside no fato desta ser adquirida devido a curvatura do espacgo de
parametros, a qual é verificada através do transporte paralelo do estado ‘n; I_%>>, e depende
somente do circuito C. A condic¢ao de transporte paralelo sobre a evolucao de um vetor

normalizado |n;t) é satisfeita quando’

d
(n; t| |n t) =0. (2.4)
H
Outra propriedade da fase v,, (R) é a sua invariancia de gauge, o que significa dizer que
é
nao é possivel remové-la através da simples adigdo de um fator de fase 6( R) ao estado.

! e
n; I—%>> por |n; ﬁ> = W(R) ‘n; I_%>> na Eq.

Para verificar tal propriedade, basta substituir

(2.3), obtendo-se o seguinte resultado para a fase transformada vg(ﬁ(T)) = fyn(]_%(T)) —

'A defini¢io usual de transporte paralelo considera (n;t| 4 |n;t) = 0, uma vez que o vetor |n;t) &
transportado paralelamente a ele mesmo no intervalo entre ¢ e t 4+ dt. Contudo, na Ref. [8] é apresentada
uma defini¢do de transporte paralelo generalizada, (n; | % |m;t) = 0, onde n pode ser diferente de m, em

geral.
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J (I_%>(T)) -9 (ﬁ(O)) . Como a funcao § (]_i) é unicamente determinada para cada ﬁ(t),
conclui-se que 7;(7%(7’ ) = vn(ﬁ(T)) Por dltimo, é possivel verificar que a fase de
Berry é independente da velocidade com que a trajetéria é percorrida (dentro da evolugao
adiabdtica), uma vez que qualquer transformagdo monotonicamente diferencidvel, ¢ —
s(t), torna a Eq. (2.3) invariante, isto &, 7, (t) — v, (s(t)) [23].

Ezemplo - Uma particula de spin 1/2 imersa em um campo magnético esfericamente
simétrico que oscila com freqiiéncia w em torno do eixo z, pode ser descrita pelo seguinte

hamiltoniano

H(t) = R(t)-7
= wog[ozsinbycos(wt + ¢y) + oy, sinbysin(wt + ¢y) + o, cosby],  (2.5)
onde wy = —yB/2, sendo 7 o fator giromagnético da particula, o; (i = z, y, z) as matrizes

de Pauli e B a intensidade do campo que esta inicialmente orientado na direcao definida

pelos angulos polar 6y e azimutal ¢, [24]. Os autovetores de H(t) sdo obtidos de maneira

direta,
oy cos(bo/2) exp [—i(wl + )]
‘+7 t> - ( Sln(60/2) 9 (263)
— sin(6y/2)
—;t) = . 2.6b
=5t) ( cos(6o/2) exp [i(wt + ¢g)] )’ (2.6b)
juntamente com os seus respectivos autovalores
Ei = :I:wo, (27)

0s quais permitem encontrar através da Eq. (2.1) as limita¢oes impostas pela condigao
adiabdtica, ou seja, que |wsinfy/wy| < 1 para qualquer 6y € [0, 7]. Entao, utilizando-se
as Eqgs. (2.3) e (2.6), obtém-se as fases de Berry adquiridas pelos autoestados |+;t) apds
o periodo T = 27 /w

74 (C) = £m (1 — cosby) . (2.8)

Lembrando que os angulos sélidos englobados pelas trajetérias descritas pelos autoestados

|£;t), a partir da origem do sistema de coordenadas, sdo dados por

Qp = +27 (1 — cosby), (2.9)
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pode-se reescrever as fases de Berry como v, (C) = £ |Q4| /2. Desta tltima expressao,
conclui-se que a fase de Berry depende somente da drea descrita pelo vetor ﬁ(t) no espacgo
de parametros, onde os fatores +1/2 surgem das projegoes de spin.

Com a introducao da fase de Berry e um exemplo de sua aplicagao, pode-se ter uma
noc¢ao mais clara do seu cardter geométrico e das suas limitagoes. Contudo, para ter
conhecimento das suas contribuicoes para a Fisica, serd feita uma pequena revisao da
literatura, a qual segue abaixo.

Apés a descoberta de Berry [9], a intensa investigagao tedrica sobre fases geométricas
associadas a evolucao de estados puros, teve como um dos seus precursores Barry Si-
mon, que ja tendo o conhecimento do trabalho de Berry mesmo antes da sua publicagao,
forneceu em 1983 uma interpretagao matemadtica desta fase no contexto da geometria di-
ferencial, conectando-a com a teoria dos fiber bundles [25]. Em 1984, Wilczek e Zee gener-
alizaram este conceito para fases nao-abelianas (ndo-comutativas) associadas as evolugoes
ciclicas e adiabdticas de autoestados degenerados em energia [26]. J4 Aharonov e Anan-
dan, obtiveram em 1987 uma expressao para a fase geométrica ciclica e nao-adiabética
aquirida por uma solucdo da equagao de Schrodinger [27]. Em seguida, em 1988, Samuel e
Bhandari através das idéias de Pancharatnam, mostraram que as fases geométricas surgem
mesmo em evolugoes nao-ciclicas e nao-unitdrias [28]. Morales [17] e Mizrahi [18], em 1988
e 1989, respectivamente, mostraram que é possivel obter fases geométricas associadas as
evolugoes ciclicas e nao-adiabaticas dos autoestados de uma quantidade conservada no
tempo, o operador invariante de Lewis e Riesenfeld [14]. Através de uma abordagem
cinemadtica, Aitchison e Wanelik [29] em 1992 e Mukunda e Simon [30] em 1993, apresen-
taram uma definicao geral para as fases geométricas adquiridas em evolugoes nao-ciclicas
e nao-adiabdticas. Para finalizar esta breve revisao sobre fases geométricas adquiridas por
estados puros, é importante citar o trabalho apresentado por Manini e Pistolesi em 2000
[31], que introduziram o conceito de fase geométrica nao-diagonal. Neste contexto, a fase
geométrica ¢ definida como sendo a fase que o estado [1,,(5 ¢)) adquiriu com relagio ao
estado [1,,(5';)), onde 5" variou de 5; a 5 5, com k # m.

Em se tratando de evolugoes de estados mistos, um primeiro estudo foi apresentado

por Uhlmann em 1986 [32, 33, 34|, que através de uma abordagem puramente matematica,
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definiu a condicao de transporte paralelo e a fase geométrica para operadores densidade.
Recentemente, em 2002, Sjoqvist e colaboradores desenvolveram um método operacional,
utilizando interferometria, para obter a fase geométrica adquirida por um operador densi-
dade que evolui unitariamente [35, 36, 37]. A extensao do trabalho de Manini e Pistolesi,
por Filipp e Sjoqvist em 2003, gerou uma definicao de fases geométricas nao-diagonais
para estados mistos [38, 39]. Ainda neste mesmo ano, tendo como base a Ref. [35], De
Faria e colaboradores [40], e consecutivamente, Ericsson e colaboradores [41], estenderam
o conceito de fases geométricas para sistemas sob a acao do meio ambiente, através de
mapas completamente positivos para evolugoes nao-unitédrias do operador densidade.

Contudo, o estudo das fases geométricas para evolugdes nao-unitdrias comegou bem
antes. No fim da década de 80, Garrison e Wright [42] e no inicio da década de 90, Dattoli
e colaboradores [43], abordaram este assunto via equagdo de Schrodinger com hamilto-
nianos nao-hermitianos. Vdrias técnicas foram empregadas para resolver tal problema,
como por exemplo: abordagens via equagoes mestras, as quais foram utilizadas por vdrios
autores [44, 45, 46, 47, 48, 49]; o método dos saltos quanticos, utilizado primeiramente por
Carollo e colaboradores em 2003 [50], e posteriormente por Fuentes-Guridi e colaboradores
em 2005 [51]; a técnica de purificagdo de estados, utilizada por Tong e colaboradores em
2004 [52, 53, 54]; e a compreensao das fases geométricas como distribuigoes, por Marzlin e
colaboradores também em 2004 [55]. Todavia, uma descri¢do genuina das fases geométri-
cas para evolugoes adiabdticas em sistemas abertos foi construida por Sarandy e Lidar
na Ref. [56], uma vez que para tratar o mesmo problema nas versoes anteriores, nao se
tomou o devido cuidado em estender o teorema adiabdtico quando o reservatério estd
presente. Zelando por uma aproximacao adiabdtica correta em sistemas abertos, Thun-
strom e colaboradores [57] definiram fases geométricas para este tipo de evolugao, porém,
utilizaram a base de autoestados do hamiltoniano para expandir o operador densidade,
ao invés da base de Jordan do superoperador dindmico, como considerado anteriormente
[56].

Paralelamente ao desenvolvimento e a compreensao das abordagens conferidas as fases
geométricas, associadas aos mais variados tipos de evolucoes a que um sistema fisico estd

sujeito, o importante papel desempenhado por tais fases em algumas areas da Fisica, e até
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da Quimica, vem sendo consolidado ao longo dos anos. Alguns destes exemplos ocorrem
em sistemas moleculares, cuja relevancia data mesmo antes da descoberta de Berry (ver
introdugao), e em sistemas da matéria condensada. Neste tltimo, as aplicagoes vao desde
a identificacao de fases geométricas na funcao de onda de Bloch, as quais podem afetar
a dindmica de elétrons em metais e semicondutores, até suas implicagoes na teoria do
efeito Hall quéantico [58]. Recentes trabalhos tém demonstrado que também é possivel
obter informagoes adicionais sobre o sistema fisico através da sua correspondente fase
geométrica. Na Ref. [59], Fuentes-Guridi e colaboradores mostraram que o vacuo quantico
é capaz de induzir fases geométricas, assinalando a natureza clédssica ou quantica do campo
de radiacao quando interagindo com um sistema de dois niveis. Uma proposta para medi-
la foi apresentada na Ref. [60]. Serra e colaboradores, em um modelo do tipo Jaynes-
Cummings, mostraram como simular o comportamento aniénico e como transmutar a
estatistica do sistema dtomo-campo via fase geométrica adiabdtica [61]. J& na Ref. [62],
Carollo e Pachos mostraram que é possivel detectar regices de criticalidade através da fase
de Berry. A demonstracao matemsitica da conexao geral entre a fase de Berry e transicoes
de fase quénticas foi feita por Hamma na Ref. [63].

Mas talvez, dentre todas as contribuigoes oriundas da descoberta da fase geométrica,
uma das mais significantes seja a possibilidade de se realizar computacao quantica robusta
a erros com esta fase. Em 1999, Zanardi e Rasseti [64] propuseram a realizacdo de oper-
acoes légicas quanticas através de fases geométricas nao-abelianas dentro de subespacos
degenerados [26]. Designada por computacio qudntica holonémica?, esta imediatamente
adquiriu vdrios adeptos, resultando em uma série de propostas tedricas para a sua imple-
mentagao [65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74]. Algumas das motivagoes que levaram
a computacdo quantica geométrica ou holonémica sao [75]: ¢) dentro de um subespago
degenerado em energia a fase dindmica é a mesma para todos os estados, portanto, a fase
dindmica é fatordvel. No caso das auto-energias serem nulas, nao hé fases dindmicas, o
que implica que estas néo introduzirdo erros no sistema; i7) ndo ha emissao espontanea

de um estado para outro; e iii) a fase adquirida pelos autoestados depende da &rea en-

2A computacio quantica holonémica também engloba a realizacio de computacio quintica através

de fases abelianas.
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globada pela trajetéria no espaco de pardmetros, a qual é robusta a erros aleatérios, como
demonstrado por De Chiara e Palma em 2003 [76].

Como é possivel observar, a compreensao das fases geométricas adquiridas em evolugoes
nao-unitarias ndo é apenas uma questao de completeza (para se ter uma defini¢do mais
geral possivel), mas tem uma forte motivacdo para verificar se é possivel realizar com-
putacao quantica robusta a decoeréncia e a dissipacao. Seguindo esta dire¢ao, na Ref.
[50], Carollo e colaboradores mostraram que a fase geométrica adquirida por uma particula
de spin 1/2 nao ¢ afetada pelo reservatério de fase, mas sim por emissao espontanea. Ao
contrario da referéncia anterior, Tong e colaboradores [52, 53], concluiram que a fase ge-
ométrica é afetada por um banho de fase. Ja na Ref. [56], Sarandy e Lidar obtiveram que
a fase geométrica nao ¢é afetada por nenhum dos dois tipos de reservatérios. Embora o
resultado obtido por Sarandy seja valido para uma evolucao adiabédtica, condicao ausente
nas Refs. [50, 52, 53], os resultados sdo nitidamentes diferentes. Portanto, tentar com-
patibilizar todas as defini¢oes de fases geométricas presentes na literatura é uma tarefa
fundamental para que todos falem a mesma linguagem.

Indubitavelmente, o experimento é o tnico arbitro capaz de resolver a dissensao re-
ferente as varias definicoes de fases geométricas em sistemas abertos. A comprovagao
experimental é um combustivel para qualquer teoria, e nao foi diferente com as fases
geométricas. Estas fases foram medidas em vdarios contextos experimentais, tais como
em sistemas 6pticos [77, 78, 79|, interferometria de néutrons [80, 81], em ressonancia
magnética nuclear [82, 83, 84, 85], interferometria atomica [86] e em nanocircuitos super-
condutores [87]. Resta ainda, a realizacdo de experimentos capazes de decidir questoes

como aquela apresentada anteriormente.

2.2 Teoria dos invariantes dinamicos

No mesmo espirito das quantidades conservadas em Mecénica Cléssica [88] — que

afirma que uma quantidade I(q, p;t) é dita conservada quando

dl oI
=+ LH], =0, (2.10)
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onde [I, H| w = 9LOoH _ 9LOH & o narentese de Poisson, ¢ e p sdo varidveis canonicamente

conjugadas e H a hamiltoniana do sistema — foi introduzida a teoria das quantidades
conservadas na Mecéanica Quantica [15]. Porém, nesta tltima, é necessario fazer a sub-
stituigao [I, H] w = % LH|] = % (IH — HI), sendo que agora, I e H sdo operadores que
atuam no espaco de Hilbert do sistema, e i a constante de Planck. Portanto, a quantizacao

da Eq. (2.10) leva a seguinte expressao (i = 1)

T i 1) =0, (211)

Para obter a expressao (2.11), primeiramente Lewis encontrou o invariante associado
a um oscilador harmonico cldssico com freqiiéncia DT [15]. Este mesmo problema foi
considerado por Kruskal em 1962 em um trabalho mais geral, cujo ponto de partida era
um conjunto de N equagoes diferenciais acopladas [89]. No caso em que estas equagoes
eram obtidas a partir de sistemas hamiltonianos cldssicos, Kruskal utilizava o conceito de
invariante adiabético I = ¢ pdg para resolver tal sistema de equagdes. O que Lewis fez,
foi encontrar um invariante nao-adiab&dtico para este mesmo problema, e através da regra
de quantizacao
[a,p] =1, (2.12)
verificou que a equacdo que tal invariante deveria obedecer era a Eq. (2.11). Embora
conhecida, esta metodologia apresentava uma grande dificuldade para ser colocada em
préatica, pois nao se sabia como encontrar o invariante quantico associado ao sistema em
questdo. Apds o trabalho de Lewis e Riesenfeld [14], onde foram apresentados os op-
eradores invariantes associados a um oscilador harmonico e a uma particula carregada
sujeita a acao de um campo eletromagnético, ambos DT, esta teoria passou a ser ampla-
mente utilizada no contexto da Mecanica Quantica para encontrar a solucao da equacao

de Schrodinger com hamiltonianos DT
d
i |W(t)) =H(t) |¥(t)). (2.13)

De acordo com o método dos invariantes quanticos, o operador hermitiano I(¢), chamado

de operador invariante, possui um conjunto completo de autoestados
I(t) [N ast) = In|Aa;t), (2.14a)
N d'st |\ at) = 0yvadara, (2.14Db)
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sendo que I sao seus autovalores e o indice a = 1, ..., N, descreve o grau de degenerescén-
cia do estado |\, a;t). Algumas propriedades provenientes das Eqs. (2.11) e (2.14) serao
uteis para encontrar a solucao da equacao de Schrodinger. Para obté-las, deriva-se a Eq.

(2.14a) com relagao ao tempo e multiplica-se o lado direito da Eq. (2.11) por |\, a;t)

LIONT. d, . dh, d|\ a; )
dt |/\7a’t> +I<t)% |/\’a’t> o E |/\7aat> +I)\Ta (215&)
d{l(tt) Asait) = dL(OH(E) A a; t) — H@OI(E) A, a;t) (2.15b)

Multiplicando as duas equagoes acima, a esquerda, por (X, d’;t| e utilizando as Egs.

(2.14), obtém-se a seguinte relacao

al d
Z‘d_t)\g)‘l)‘dala = ([)\/ — [)\) <)\/, Cll;t’ |:Z£ — H(t):| ’)\, a,t) . (216)

Através da Eq. (2.16), pode-se concluir que se A = \ e a = @/, I, é constante no tempo

para quaisquer A e a. Por outro lado, se A\ # )\, tem-se que
/ !/ - d
(N, d';t| [ZE - H(t)] |\, a;t) = 0. (2.17)

Entao, expandindo a solucao da equagao de Schrédinger (2.13) na base de autoestados
de I(1),
(1) =D &) [N ait), (2.18)

Aa

tal que ) , |c4(t)]* = 1, encontra-se a equacdo para os coeficientes ¢4 (t)

a/

: d
i) + A0 |(atlig st - (Wl O ] =0, (219)
Aa
onde esta tltima pode ser simplificada utilizando-se a Eq. (2.17), resultando em

al

. d
icy(t) + Z i (t) [(X, a’st i% N ast) — (N, d';t| H(t) [N, a; t)} =0. (2.20)

A anélise da equacao acima pode ser dividida nos casos em que os autoestados do operador

invariante sao degenerados e nao-degenerados.
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2.2.1 Autoestados nao-degenerados

No caso em que os autoestados do invariante sdo nao-degenerados, a Eq. (2.20) pode

ser facilmente integrada

ex(t) = (0 exp {z /Ot ir {(A; - i% A7) — O 7| H(7) T>} } , (2.21)

com a fase geométrica ciclica e nao-adiabdtica dada por

650 = [ dr urlig Inm). (222)

e a fase dindmica por t

oP(t) = —/0 dr (x| H(r) [ A7) (2.23)
E importante salientar que se inicialmente o estado do sistema for preparado em um au-
toestado do invariante |¥(0)) = |\;0), ¢x(0) = d,, este nao transicionard para qualquer
outro autoestado. Este comportamento lembra a hipétese adiabdtica de Ehrenfest [3],
embora neste caso nao seja necessario impor qualquer restricao sobre a dindmica do sis-
tema, como feito no teorema adiabdtico [22]. Diante deste fato, alguns autores definiram
esta fase como sendo nao-adiabatica [17, 18, 19].

O estudo das fases geométricas via teoria dos invariantes permite compreendé-las mais
profundamente, pois através desta abordagem é facil perceber que mesmo para hamilto-
nianos independentes do tempo, a fase geométrica associada aos autoestados do operador
invariante pode estar presente [18], uma caracteristica que nao esta contida na descrigdo
feita por Berry [6]. Contudo, na fase de Aharonov e Anandan [27], a qual é calculada
para a solugao da equacao de Schrodinger (2.13), esta propriedade estd presente, porém,
de modo muito mais natural, visto que para |¥(¢)) ndao depender do tempo é necessdrio
que H(t) = 0, para qualquer tempo. A fase de Berry ainda pode ser vista como um caso
particular da Eq. (2.22) no limite adiabético, que de acordo com a teoria dos invariantes
¢ equivalente a fazer [18]

dI(t)

— = —i[H(1).1(1)] ~0. (2.24)

Desta aproximacao, conclui-se que H(t) e I(t) admitem o mesmo conjunto de autoestados,

e portanto, a solucao (2.18) se reduz aquela da Eq. (2.13) no limite adiabatico. Nesta
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aproximacao, a energia ¢é interpretada como uma quantidade aproximadamente conser-

vada.

2.2.2 Autoestados degenerados

No caso em que os autoestados do invariante sdo degenerados, a Eq. (2.20) pode ser

formalmente integrada, levando ao seguinte resultado

() = Texp { [ iane + Hm} 2.0), (2.25)

onde T é o operador de ordenamento temporal,

(A,l;t|i%\)\,1;t) (A,l;t!i%]k,]\&;t)
A\(t) = : " : : (2.26)

(A Nyt [N 158y .. (A Nagt[id [N, Ny t)

L HE N LY o (Lt H(E) A, Ny )
Hy\(t) = — : : , (2.27)

OGNt H(E) [N 138 .o (A Nagt| H() |\, Ny t)

€

() = (c’;l ),....eM (t)) : (2.28)

com c§(t) = (A, a;t| U(t)).
Em 1992, Kwon e colaboradores [20] obtiveram a expressao (2.25), mas nao apontaram

nada com relacao as fases geométrica e dindmica. Em 1998, Mostafazadeh [90] supos que

A,\(t) e Hy(t) comutassem, levando & fase dinAmica®

t
U¢™(t) = Texp {z/ dTH)\(T)l , (2.29)
0
e a fase geométrica ciclica, nao-adiabdtica e nao-abeliana,

U™ (t) = Texp {z /0 t dTAA(T)} . (2.30)

Como serd visto mais tarde, a expressao (2.30) possui todas as propriedades que uma

boa defini¢ao de fase geométrica precisa ter. Devido ao cardter expositivo deste capitulo,

3Daqui em diante abusar-se-4 da linguagem quando houver referéncia as fases geométrica e dinamica,

como definido nas Eqs. (2.29) e (2.30), em contraste com aquelas definidas em (2.22) e (2.23).
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as discussoes sobre a validade das consideragoes feitas para se obter as Egs. (2.29) e
(2.30), serao feitas na subsegdo 5.2.2 do capitulo 5.

Novamente, tomando-se o limite adiabdtico (2.24) dentro de um subespago degenerado
rotulado por A, recupera-se a fase geométrica ciclica e nao-abeliana proposta por Wilczek e
Zee [26]. Nesta situagao, a fase dindmica torna-se abeliana, U4 (t) = I exp [7, fot E, (T)dT] ,
onde E,(t) é a autoenergia associada ao autoestado |\, a; t) do hamiltoniano e I, é a matriz
identidade de ordem N, x N,.

Como conclusao desta introducao as fases geométricas e & sua conexao com a teoria
dos invariantes dindmicos, percebe-se que a utilizacao das fases geométricas via teoria
dos invariantes é vantajosa no caso nao-degenerado, uma vez que a evolucao do sistema
pode ser nao-adiabdtica e a fase tem carater abeliano. Contudo, no caso degenerado, o
carater nao-abeliano da fase dinamica (2.29) torna complicado o uso da fase geométrica
(2.30) na Eq. (2.25), pois, em geral, A,(t) e H,(¢) ndo comutam. Portanto, a abordagem
originalmente feita por Wilczek e Zee [26], que considera evolugoes adiabaticas, mostra-se
mais interessante. Neste caso, a Eq.(2.25) para evolugdes ciclicas e adiabédticas de estados

degenerados reduz-se a

t
cxlt) = e BT oxpy [z / dTA)\(T)} cx(0). (2.31)
0



Capitulo 3

Fase geométrica induzida pelo

‘“efeito Stark”

Recentes avangos no contexto da Eletrodinamica Quéntica em Cavidades (EQC) tém
permitido realizar importantes experimentos para testar os fundamentos da Teoria Quén-
tica, destacando-se as medidas das oscilagoes de Rabi quénticas [91], a realizacao de portas
légicas quanticas [92], medidas ndo-destrutivas de um tnico f6ton [93], a geragao de esta-
dos do tipo EPR atomicos [94], do tipo GHZ [95] e de estados mesoscépicos do tipo gato
de Schriodinger [96].

Considerando a tecnologia atualmente disponivel em EQC [97] e o fato de que ha pou-
cas propostas para utilizar e/ou medir fases geométricas neste cendrio' [60, 98], dedicar-
se-4 este capitulo para descrever uma proposta que permitird controlar e medir fases
geométricas nao-adiabaticas em EQC [99]. Nesta abordagem, considera-se a interagao
dispersiva de um atomo de dois niveis com um modo do campo de radiagao quantizado
sujeito a um processo de amplificacao linear DT. O fator de fase de cardter geométrico
adquirido pelo estado do sistema, que depende do estado atémico, surge da amplificagao
linear. Este efeito se deve aos distintos deslocamentos introduzidos na freqiiéncia do
campo pelos diferentes estados atoémicos (uma contrapartida do efeito Stark, cujo efeito

é o deslocamento dos niveis atomicos), e pode ser medido em um experimento de inter-

IN2o é do conhecimento do autor, até o presente momento, outras referéncias na literatura, além de

[60] e [98], cujo intuito seja utilizar e/ou medir fases geométricas em EQC.

29
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ferometria. Matematicamente, este fendmeno é interpretado como uma conseqiiéncia dos
diferentes mapas projetivos associados a dindmica do campo correspondente a cada estado

atomico.

3.1 Dinamica do sistema e fases geométricas

O sistema fisico em questao é constituido por um “dtomo de dois niveis”, com freqiién-
cia de transi¢do entre os estados fundamental |g) e excitado |e) igual a wq, interagindo
com um modo do campo de radiacao caracterizado pela freqiiéncia v, sendo que este l-
timo estd sujeito a um processo de amplificagao linear. O hamiltoniano que descreve este

processo é escrito como [100]
H () = vala + %az +g(alo_+ac,) + f(tal + f*(t)a, (3.1)

onde g é o acoplamento dipolar entre o d&tomo e o campo, o, = |e) (e| — |g) (9| e 4 =
()" = |e) (g| sdo os operadores de pseudospin de Pauli, af (a) ¢ o operador de criagio
(destruigao) do campo e f(t) é a amplitude complexa da amplificagdo linear DT. Na
situagao em que a freqiiéncia modo do campo estd suficientemente dessintonizada da
freqiiéncia de transicao atomica, o hamiltoniano efetivo que descreve a interagao dispersiva

é dado por
H.(t) = vafa + %JZ + xaTaaz + XOce + f(t)aT + f*(t)a, (3.2)

tal que x = g?/A é a constante de acoplamento efetiva dispersiva, A = wqy — v é a dessin-
tonia entre as freqiiéncias do campo e da transicdo atomica, e 0., = |e) (e¢|. Assumindo
que a fungao f(t) tenha a forma f(t) = ke ™ a aproximagio feita na passagem da
Eq. (3.1) para (3.2) serd valida desde que as seguintes condicdes sejam satisfeitas |g| v/72,
k| Vi < |A| e we. < KV/72, onde 7@ é o mimero médio de fétons na cavidade, e k e w, s30
a intensidade e a freqiiéncia do bombeio linear, respectivamente. Esta demonstracao estd
feita no apéndice A.

O vetor de estado |¥(t)), que é solugao da equacao de Schrodinger associada ao hamil-

toniano (3.2), pode ser escrito como [101]

(U(1)) = /2 |g) | @y (1)) + e 02" [e) (1)) (3-3)
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sendo que |D, (1)) = (¢ |V (t)) (¢ = e, g) se refere somente ao estado do modo do campo.
Usando a relagao de ortogonalidade dos estados atdmicos em |V (t)), obtém-se as seguintes

equagoes de Schrodinger DT desacopladas para os estados do campo
d
i |@u(t)) = He(t) [20(2)) (3.4)
onde
H,(t) = weala + f(t)al + f*(t)a, (3.5)

com w, = v+ € w, = V—X. Agora, o problema se reduziu ao de um oscilador harménico
com freqiiéncia w, sujeito a amplificagdo linear DT f(¢). Para resolver exatamente a
equagao de Schrodinger com o hamiltoniano (3.5), sera utilizada a técnica dos invariantes
dindmicos desenvolvida na segao 2.2. Este problema j4 foi resolvido nas Refs. [101, 102,

103], sendo que o invariante I,(t) associado ao hamiltoniano (3.5) ¢ dado por [102]
I,(t) = ala — ay(t)al — af(t)a + B,(t). (3.6)

Para encontrar os coeficientes ay(t) e 5,(t), deve-se substituir as Egs. (3.5) e (3.6) na Eq.

(2.11), que resultara nas equagoes acopladas

ay(t) = —imopau(t) —if(t), (3.7a)
Bult) = () (1) = i (1) £(1). (3.7h)
A solugao deste sistema de equacoes é direta, e fornece as seguintes expressoes
a(t) = a0)e ™t — et /Ot = f (1 dt (3.8a)
Co = By(t) = lae(®)[", (3.8b)

onde Cy é uma constante.

Diagonalizar I,(t) neste caso ¢ uma tarefa consideravelmente simples. Para isso, basta
lembrar que o invariante pode ser escrito como I,(t) = D [ay(t)] [aTa + B,(t) — |Oég<t)’2}
x DT [ay(t)], implicando que os seus autovalores e autovetores sdo dados, respectivamente,

por

Im,f = m—f-Cg, (39&)
m,t), = Dlo(t)]|m), (3.9b)
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tal que D [ay(t)] = exp [a,(t)al — o} (t)a] é o operador de deslocamento [100] e |m) =
(af)™ |0) /v/m! o estado de niimero na base de Fock.

A solugao da Eq. (3.4) somente estard completa apés avaliar as fases (2.22) e (2.23).
Entao, utilizando as Egs. (3.9b) e (3.8a), e que ay(0) = |ay,(0)|e'¢, obtém-se as expressoes

para as fases ¢§L7£<t) e oP (1)

m,l

I e =
“é%%?{%AWmW+G#%EFMWFWN]
+ |e(0)]in i {1 — cos (s — w) 3} (3.10)
5 o 26y |ae(0)] cos 242w,
Rlt) = | —milao)f - HELA R A
+@%%?{hmwwwﬂjaézﬂmﬂw—%w
+ Jn(0)]sin g {1 — cos (@0 — we) 1} (3.11)

Portanto, a solucao da Eq. (3.4) é dada por

B6(1)) = Y ne(0)! P02 OID [y (1] m) (3.12)

m=0
com os coeficientes ¢, ¢(0) sendo determinados pelo estado inicial do sistema.
Como o tipo de interagao entre o 4tomo e o campo descrita no hamiltoniano (3.2) nao
é capaz de realizar transicoes atomicas, o operador invariante I7°%(¢) total relacionado a

este hamiltoniano é

Tl = Y Tt @ |6) (¢ (3.13)
l=g,e
cujos autoestados sao
[m, ), = D [as(t)][€) [m) . (3.14)

Entao, as fases que aparecerdao no vetor de estado do sistema (3.3), a menos das fases
dinamicas wot/2 e (wo/2 + x)t jé presentes, referem-se aos autoestados da Eq. (3.14), que

sdo as mesmas presentes nas Eqgs. (3.10) e (3.11).
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Uma possibilidade para se medir fases geométricas, é considerar um arranjo experi-
mental onde determinados tempos de interacao entre o dtomo e o campo resultem em
uma fase dindmica que seja multiplo inteiro de 27w, enquanto que a fase geométrica nao
satisfaca esta condicao. Porém, no presente caso, é possivel obter uma evolugao onde
a fase dinamica é fatorada, ou seja, uma evolucao em que o estado do sistema adquire
somente fases geométricas para qualquer tempo. Para que isto ocorra, é necessério que
inicialmente o estado do campo de radiagao esteja no véacuo, a,(0) = 0, e que a dependén-
cia temporal da amplificacao linear seja ressonante com a freqiiéncia do campo w,. = v.

Nesta situacao, as amplitudes dos estados coerentes a,(t), serdao dadas por
K . )
g\ (t) = £—e (1 — X, (3.15)
(?) X
e as expressoes para as fases (3.10) e (3.11) por

60y (1) = (2 ¥ X) (;) I (3.16)

X

82 o (8) = —m (v F 1)t — 2 (5)2 [t _ M] . (3.17)

. X
Embora a Eq. (3.17) mostre que as fases dinamicas gbﬁ,g(t) e gbfz’e(t) sejam nitidamente
diferentes, devido ao fato de inicialmente o estado do campo estar no vdcuo, conclui-se
através das expressaos (3.12) e (3.3) em t = 0, que o tunico coeficiente que contribuira
para este estado ¢ o ¢y 4(0) (m = 0). Portanto, as fases dinamicas associadas aos estados
atomicos ¢ e e serao iguais e permanecerao fatoradas durante toda a evolugao.

Suponha que o dtomo seja inicialmente preparado em um estado de superposigao geral
(WA(0)) = &) ]g) + 2 e), tal que |¢)]> +|c)]* = 1, e 0 campo na cavidade no estado de
vacuo. Quando o dtomo interagir dispersivamente com o modo do campo, de acordo com

o hamiltoniano (3.2), o estado do sistema conjunto sera descrito por
..D .G G
[U(1)) = e W Cy(t)e D |ag (1)) lg) + Ce(t)e™™ @ fae(t)) [e) | (3.18)

onde Cy(t) = de™ot/2 C,(t) = D e @/ ¢P (1) = ¢! (t) = ¢g(t) ¢ fase dindmica

global e, qb?(t) e ¢%(t) sdo as fases geométricas associadas aos autoestados do operador
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invariante para evolucgdes ciclicas. E importante notar que o fato da evolucio ser pura-
mente geométrica é independente do seu caréter ciclico, e que as fases geométricas (3.16)
sao validas somente para evolucoes ciclicas. No caso em que a evolucao é nao-ciclica,
precisa-se levar em conta a de fase relativa entre os estados inicial e final, adquirida pela
trajetéria aberta. Em outras palavras, é necessério adicionar o termo arg ((A;0 |A; 7)) na

Eq. (2.22), isto é,

65 (1) :arg(<)\;0|)\;t>)+/0 dr <A;T|¢%|A;T>. (3.19)

3.2 Interpretacao da fase geométrica

Ao contrério de um sistema de dois niveis que pode ser representado na esfera de Bloch,
no presente contexto, a representacao da fase geométrica adquirida pela evolucao do estado
(3.14) pode ser compreendida suprimindo-se os graus de liberdade atomicos e fazendo uso
do espaco de fase do modo do campo na cavidade. Nesta perspectiva, a dependéncia da
fase geomeétrica (3.16) com relagdo aos estados atdomicos pode ser visualizada como um
mapa projetivo Iy do espaco de Hilbert H, no espago projetivo P, [I'y: Hy — Py (£ =
e, q)] [27, 8]. De fato, o hamiltoniano (3.5) é diferente para cada subespago fermionico.

Na Fig. 3.1, sao apresentadas as trajetorias espiraladas tipicas descritas pelos estados
coerentes |ay(t)), associados aos estados |e) e |g), durante meio periodo de evolucao (xt €
[0, 7]) no espago de fase Re {(x/k) ay(t)} x Im {(x/K) () }. Nesta figura, pode-se ver que
a trajetéria descrita pelo estado |a.(t)) realiza meia volta a mais comparada com aquela
descrita pelo estado |a,(t)). Isto ocorre devido aos diferentes sinais na Eq. (3.15), que
surgiram como conseqiiéncia dos distintos deslocamentos na freqiiéncia do hamiltoniano
efetivo (3.5). Em resumo, com os diferentes deslocamentos na freqiiéncia do modo do
campo, as trajetorias associdas ao respectivos estados atémicos no espago de fase, diferem
por uma volta em torno da origem durante um periodo de evolucao 7" = 27 /.

Ao invés de interpretar estes resultados como devidos aos diferentes mapas projetivos
do espaco de Hilbert, pode-se interpreta-los como conseqiiéncia das trajetorias realizadas
em dois espagos de parametros distintos, cada qual associado aos niveis atomicos g e

e. Seguindo a descrigdo apresentada na Ref. [104], o operador invariante I,(¢) pode ser
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Figura 3.1: Trajetérias seguidas pelas amplitudes ay(t) e a.(t) dos estados coerentes no

espago de fase durante intervalo xt € [0, 7.

descrito de maneira equivalente no espago de parametros {Re ay, Im oy, 5,},
I(ayp, o, 8,) =a'a— aya’ — aja + 3, (3.20)

Devido a lei de conservacio Cp = ,(t) — |ay(t)]* descrita na Eq. (3.8b), pode-se repre-
sentar os estados |ay(t)) através dos seus espacos de parametros, ou seja, na superficie de
um hiperboléide, o hiperboldide de Poincaré [105]. Na Fig. 3.2 visualiza-se as trajetérias
dos estados |ay(t)) associados a cada nivel atémico ¢ sobre a superficie do hiperboléide.
A equacao que define o hiperboléide é dada por 0 = [\/m} C [Re a(t)]? — [Im vy ()],
onde foi escolhido C; = 0. Nesta figura vé-se claramente que hd duas diferentes tra-
jetorias associados aos diferentes estados atomicos |¢), introduzindo o efeito mostrado
na Eq. (3.16). A fase geométrica neste caso pode ser entendida como o angulo sélido

compreendido por cada trajetéria a partir da origem do sistema de coordenadas.



3.3 Proposta para a implementagao experimental 36

|

(/)b (D) 1

Rey s e?

2 (O
Wy 2 &

Figura 3.2: Trajetdrias seguidas pelas amplitudes dos estados do campo |ay(t)) associados
a cada nivel atomico g e e, no hiperboléide de Poincaré durante um periodo de evolucao

(considerando um referencial girante com freqiiéncia v).

3.3 Proposta para a implementacao experimental

Para tornar clara a possibilidade de se realizar experimentalmente uma evolugao em
que a fase adquirida pelo modo do campo da cavidade seja puramente geométrica, e con-
seqiientemente, medir a fase geométrica nao-adiabdtica, propoe-se o esquema do arranjo
experimental na Fig. 3.3 [97, 106].

Do lado esquerdo da Fig. 3.3 estd representado o forno, de onde saem os atomos que
terao as suas velocidades selecionadas por campos clédssicos, os quais nao estao descritos
na figura, para posteriormente atravessarem a zona de excitacao, onde sao preparados
os estados atomicos de Rydberg. Em seguida, os dtomos passam pela zona de Ramsey
R1, onde seus estados sao submetidos a rotagoes convenientes, para posteriormente pene-
trarem na cavidade supercondutora C' com alto fator de qualidade (Q.., ~ 108). O campo
quantico dentro da cavidade é submetido a um processo de amplificacao linear através

do gerador de microondas inferior. Para que seja gerado o fendémeno de interferéncia, os
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Figura 3.3: Arranjo experimental em EQC para a implementagao de uma evolugao em
que as fases adquiridas sao puramente geométricas e para a medida da fase geométrica

nao-adiabdtica.

dtomos atravessam a zona de Ramsey R2 e sao detectados pelas camaras de ionizagao,
que informarao qual o estado atomico projetado.
Supondo que os dtomos de Rydberg ao deixarem a zona de excitagao no estado fun-

damental |g), recebam um pulso 7/2 na zona de Ramsey R1, gerando o estado de super-

posicao com cg = Y = 1/4/2. Assume-se que o gerador de microondas ¢ ligado (desligado)
subitamente no instante em que os 4tomos entram (deixam) a regiao da cavidade, tal que
f(t) = 0 quando os dtomos estao fora da cavidade. Se o tempo de interacao entre o 4tomo
e o modo da cavidade for ajustado de forma que x7T = 27, o estado evoluido do sistema
na representacao de interacao adquire, a menos de um fator de fase global, a seguinte

forma

0,(1)) = (lg) -+l 1)) o) /v2. (3.21)

Na zona de Ramsey R2 um pulso 7/2 é novamente aplicado aos estados atomicos, de
modo que |g) — (|g) +|e)) /v2 e |e) — (le) — |g)) /V2. Finalmente, o experimento
é repetido para diferentes valores de x de forma a se obter as franjas de Ramsey. Desta
maneira, pode-se medir os estados atomicos nas caAmaras de ionizagao, tal que a inversao

atomica, isto é, a diferenca entre as probabilidades de detec¢ao dos estados |e) e |g),
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torna-se ,

Wey (k) = cos [¢f(27r/x) — ¢9G(27r/x)] = cos <47r%) . (3.22)
Note que na presente proposta, o padrao de interferéncia ou franjas de Ramsey depende
somente da intensidade x do campo de amplificacao linear, visto que o acoplamento dis-
persivo dtomo-campo ¢ mantido fixo. Embora y = ¢g%/A possa variar, o seu controle ¢
mais complicado, pois é necessario fazer A = wy — v variar, o que significa mudar wy ou
v, ou ambos. Em geral, para as medidas de inversao atémica, varia-se o tempo de inte-
ragao atomo-campo [97], ou seja, muda-se a velocidade com que os dtomos atravessam o
arranjo de Ramsey. Uma conseqiiéncia disto, é a necessidade de se reprogramar as zonas
de Ramsey R1 e R2 de forma a manter os pulsos 7/2 aqui necessarios. Por outro lado, se
for mudada apenas a intensidade do campo de amplificacao, estes problemas adicionais
nao existirao.

Nos experimentos em EQC na regiao de microondas, as freqiiéncias tipicas sao da
ordem de x ~ 10*Hz e v ~ 10'%Hz [97]. Desta forma, ¢ possivel realizar uma evolugao
ciclica, como mostrado na Fig. 3.2, assumindo um tempo de interacao 7' ~ 10~*s. Este
tempo é muito menor que o tempo de vida do féton na cavidade, que é da ordem de 10735
para cavidades abertas e 10~'s para cavidades fechadas. Portanto, os mecanismos de
dissipacao nao desempenham um papel preponderante, razao pela qual nao foram levados

em conta.

3.3.1 Fontes de imperfeicoes experimentais

Para obter um argumento de 27 no cosseno da Eq. (3.22) é necessario que k = x/v/2,
onde k ~ 10*Hz, de acordo com os parametros acima. Nesta situacio, a amplitude méxima
do estado coerente gerado no modo da cavidade ocorre na metade do perfodo Ty, = 7/,
= |ag<T1/ 2)‘

méaximo dois fétons durante todo o tempo de interacao. Este baixo niimero de fé6tons na

com |ae(T1/2)| = |2k/x| = V2. Entdo, o campo na cavidade tem no

max max

cavidade assegura um tempo maior de coeréncia do modo do campo, uma vez que o seu
tempo de coeréncia ¢ inversamente proporcional a sua amplitude [100].
Uma outra fonte de erro vem da sincronizagao imperfeita entre o ligar (desligar) do

campo de bombeio e o instante em que os dtomos entram (deixam) na (a) cavidade, devido
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ao espalhamento no perfil de velocidades do feixe atomico. A incerteza nas velocidades
dos dtomos nos experimentos tipicos de EQC é da ordem de 1% [106]. Considerando
velocidades da ordem de v ~ 500 m/s e lembrando que a largura da intensidade do
campo no centro da cavidade é w ~ 6 mm, conclui-se que a flutuagao no tempo em que
os dtomos entram ou deixam a cavidade é da ordem de 6t ~ 107%s. Na situaciao em que
os atomos entram adiantados na cavidade, a tnica mudanga que ocorrerd serd sobre o
tempo de interacao, que serd diminuido por 6t. Entao, a correcao de primeira ordem para

a FEq. (3.22) é dada por

adian K2
Wesdian (k) ~ cos l4w? — 2K? (51&)2] : (3.23)

Neste caso, a correcao serd da ordem de 2x? (525)2 ~ 1074, que é desprezivel. Na situ-
acao oposta, em que os dtomos entram atrasados na cavidade, estes perceberao que o
campo ali presente nao é o vicuo, mas sim um estado coerente de baixissima amplitude,
[9(0)) campo = lae(dt)), onde |ay(6t)| ~ rdt. Refazendo os cdlculos com este novo estado

do campo em t = 0, obtém-se a corre¢ao em primeira ordem para a Eq. (3.22) como

2
K

Wer (k) = cos |4 — — K2y (6t)%] (3.24)
X

onde K2y (5t)3 ~ 1075, Portanto, os efeitos de sincronizacao podem ser desconsiderados,

uma vez que sao muito pequenos.

3.4 Estados geométricos do tipo gato de Schrédinger

Entende-se por estados geométricos, aqueles obtidos a partir de evolugoes em que
as fases adquiridas possuem cardter puramente geométrico. Nestas evolucoes, as fases
adquiridas sao devidas somente a curvatura do espago de pardmetros do sistema. O
dispositivo interferométrico mostrado na Fig. 3.3 também pode ser utilizado para preparar
estados geométricos do tipo gato de Schrodinger. Para isso, basta que o tempo de interacao

dtomo-campo seja 1" = 7, gerando o seguinte estado

W) = 5 (1200 + 2 |26/ lab + 12w/ x) — O |=2i/)) 6)]
(3.25)
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a menos de um fator de fase global. O estado do tipo gato de Schrodinger a ser obtido
na cavidade, dependerd da medicao do estado atémico. No caso do datomo ser detectado
no estado g, o estado do campo terd paridade +, e se for detectado no e, terd paridade
—. Note que a fase relativa entre os estados da superposicao é de cardter geométrico
([¢§(27r/x) — ¢§(27r/x)} /2 = 21 (k/x)?). A representacio destes estados no espaco de
fase pode ser visualizada na Fig. 3.1. Exatamente no fim das trajetérias percorridas pelas
linhas sélida e tracejada, estao localizados os centros das gaussianas que descrevem os es-
tados |ay(m/x)) e |ae(m/x)). Neste instante de tempo, estes estados estao diametralmente

opostos, como indicado pelos sinais + em |2x/x).



Capitulo 4

Fases geométricas em CBE acoplados

Nos iltimos anos, conceitos que estavam restritos a fundamentacao de Mecanica Quéan-
tica tém sido consideravelmente ampliados para os diferentes dominios da Fisica. O de-
senvolvimento de técnicas experimentais para a manipulagao da interagao entre radiagao
e matéria tem permitido construir amostras atomicas macroscépicas, tornando possivel a
verificacao de alguns conceitos fundamentais nestas escalas [107, 108, 109, 110]. Vérios
experimentos em CBE tém contribuido para aprofundar o conhecimento da natureza dos
sistemas quanticos macroscopicos.

Em particular, a criaggo de CBE com duas componentes aprisionadas em armadil-
has magneto-6pticas, permitiram a construcao do acoplamento Josephson para dtomos.
A primeira realizagao experimental envolvendo a interagao de mais de uma espécie con-
densada foi realizada por Myatt e colaboradores em 1997 utilizando dtomos de rubidio
[111]. Neste experimento, onde as componentes condensadas diferem apenas por niveis
atomicos hiperfinos, ficou claro o importante papel desempenhado pelas colisoes entre
espécies diferentes (interespécies), afetando drasticamente a fungao de onda de cada es-
pécie condensada [112]. A realizagao do efeito Josephson neste tipo de sistema, conhecido
como efeito Josephson interno [113], ocorre através de uma transicio Raman induzida
por dois lasers que transferem dtomos de uma espécie para outra [111, 114]. As inter-
acoes atomo-dtomo enriqueceram a dindmica da fase relativa entre os dois condensados
acoplados [115, 116] e a dindmica das oscilagoes de Rabi [117].

Ao contrédrio do efeito Josephson interno, onde as diferentes componentes conden-
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sadas se sobrepbem espacialmente, no efeito Josephson externo [113|, os condensados
sao distinguiveis espacialmente. A primeira realizacao experimental deste efeito foi feita
por Andrews e colaboradores [118] também em 1997, utilizando dtomos de sédio. Neste
caso, primeiramente foi gerado o condensado para posteriormente colocd-lo em um pocgo
de potencial duplo. Devido ao fato de os condensados estarem espacialmente separa-
dos, as colisoes interespécies nao desempenham um papel tao relevante como no efeito
Josephson interno. Mas as colisoes intraespécies (mesma espécie), podem gerar fendomenos
bastante interessantes, como o auto-aprisionamento [119, 120, 121]. Em geral, este feno-
meno é atribuido exclusivamente aos efeitos nao-lineares do sistema, que neste caso, sao
as colisoes. Contudo, recentemente, Salgueiro e colaboradores contestaram a origem do
auto-aprisionamento [122]. Os autores afirmam que a origem deste fenémeno nao estd
nos termos “nao-lineares”, mas sim no tempo de tunelamento, controlado pela diferenca
entre as auto-energias do sistema. Portanto, pequenas diferencas entre as auto-energias
representam longos tempos de tunelamento, indicando que a populagao média em cada
poco de potencial é aproximadamente constante para escalas de tempo muito menores
que o tempo de tunelamento. A demonstracao experimental do auto-aprisionamento foi
feita por Albiez e colaboradores em 2005 [123].

As descricoes tedricas dos efeitos Josephson externo e interno, foram apresentadas
primeiramente por Milburn e colaboradores em 1997 [124] e por Cirac e colaboradores
em 1998 [125], respectivamente. Estes problemas foram abordados na aprozimacdao de
dots modos, que consiste em desprezar as populagoes de ambas as espécies atdémicas que
se encontram em estados excitados. Apés o tratamento consideravelmente simples dado
aos referidos problemas, iniciou-se uma intensa investigacao tedrica buscando estudar
0s seus varios aspéctos, tais como a evolucao temporal da troca de populacao entre os
condensados [119, 120, 126], a dinAmica de emaranhamento [127, 128], a conexao deste
dltimo com transicoes de fase quanticas [129], o controle e a deteccao de superposicoes de
estados macroscopicos [125, 130, 131], o estudo de fase de Berry [132, 133], e os efeitos da
variacao temporal dos parametros do hamiltoniano na dindmica do sistema [134, 135].

E importante salientar que a andlise do efeito Josephson no modelo de dois modos,

que em alguns casos é exatamente solivel, fornece informacoes que seriam dificeis de
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serem obtidas através de um tratamento completo da teoria dos CBE [113]. Motivados
por este fato, neste capitulo, estudar-se-a o efeito da temporalidade dos parametros do
hamiltoniano sobre a fase geométrica adquirida pelo vetor de estado dos dois CBE acopla-
dos [136]. Serao apresentadas solucoes analiticas da equagao de Schrodinger que levam
em conta a possibilidade de variar a freqiiéncia do potencial de aprisionamento das duas
componentes, assim como a freqiiéncia de Rabi e os comprimentos de espalhamento. Tais
solugoes analiticas sao dependentes da existéncia de constantes de movimento, as quais
tém forte conexao com a fase geométrica adquirida.

Neste mesmo sistema fisico, abordagens similares para estudar a fase de Berry foram
empregadas por Fuentes-Guridi e colaboradores em 2002 [132] e por Chen e colaboradores
em 2004 [133], sendo que em seus tratamentos, a temporalidade estd presente somente
na freqiiéncia do campo laser, que varia de maneira adiabdtica. Em 2005, Balakrishnan e
Mehta [137], no contexto do efeito Josephson externo e com os parametros do hamiltoniano
mantidos constantes, estudaram a fase geométrica nao-adiabatica adquirida pela fungao
de onda dos condensados.

O desenvolvimento apresentado a seguir tem a vantagem de conferir uma liberdade
muito maior para se variar os paradmetros do hamiltoniano. Partindo de estados de Bloch
iniciais, serd demonstrado que a sua evolucao, visualizada como um vetor na esfera de
Bloch, pode ser usada para controlar a fase geométrica do vetor de estado dos condensados
acoplados. Este tratamento também permite analisar a troca de populagao e a fase relativa
entre os condensados, as quais sao obtidas através dos dngulos polar e azimutal do vetor

de Bloch, respectivamente.

4.1 O hamiltoniano de dois modos DT

Na aproximacao de dois modos, onde os operadores dos campos quanticos ¥, =

®, (r,t)ae ¥, = §y(r, t)b estao restritos aos seus estados fundamentais @, (r,t) (¢ = a,b)
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[125], os CBE acoplados s@o descritos pelo hamiltoniano DT
H(t) = ) [we (8) 10+, (£) (10700) + v, (t) a’ab'b
{=a,b

— g (t) (e’i‘;(t)aTb + ei‘s(t)abT) , (4.1)

onde a e b sao operadores bosonicos de aniquilacao associados & condensagao nos niveis
hiperfinos |2,1) e |1, —1), respectivamente [125, 130, 138]. A fase 0 (t) esta associada a
dessintonia Ag(t) da transicdo Raman ressonante entre os niveis |2, 1) < |1, —1), podendo
ser uma funcao DT através da variacao da freqiiéncia e da fase do campo laser, de acordo

com a expressao
t
5(t) / An(7)dr + 6. (4.2)
to
As freqiiéncias DT da armadilha wy(t), dos parametros de colisdes intraespécies v,(t) e

interespécies 7,,(t), e a freqiiéncia de Rabi ¢(t), decorrem de

we () = / Frd? (v, 1) {—$V2+Vg(r,t) By (r,1), (4.32)
v () = % / e |, (r,0)[* (4.3D)
v (1) = w / e |B, (r,1) @y (v, ), (4.3¢)

g(t)= 20 / Pt (x,6) By (r, 1) (4.3d)

onde m é a massa atomica. A dependéncia temporal do potencial da armadilha V; (r,t) é
gerada através da variacdo adiabdtica do campo magnético de aprisionamento. E necessario
que a variagao deste campo seja adiabdtica para garantir a validade da aproximacao de
dois modos, caso contrdrio serd possivel excitar outros modos condensados. Os com-
primentos de espalhamento DT A, (t) e Ay(t), podem ser realizados via ressonancia de
Feshbach, pelo ajuste de campos magnéticos [139, 140]. A dependéncia temporal na fre-
qiiéncia de Rabi € (t) pode ser controlada pela variagdo da amplitude dos campos de
bombeio, juntamente com o momento de dipolo elétrico [113]. Em geral, g (¢) é uma
fungdo complexa, pois a integral em (4.3d) pode ser complexa, dependendo de Py (r, 1),
ou devido a € (t), com esta ultima sendo dada por

o Q71~>OQOH1

() =3~ (4.4)
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Q_1_.0 e 1 sao as freqiiéncias de Rabi para as transigoes dipolares entre os estados
hiperfinos |1, —1) — [2,0) e |2,0) — |2,1), respectivamente, e Ay, é o resultado da
dessintonia entre cada transi¢ao dipolar com o estado intermedidrio |2,0). No primeiro
pulso laser, |1,—1) — |2,0), é aplicado um campo na freqiiéncia de microondas, enquanto
que a segunda transigao é realizada com radio freqiiéncia [141].

Exceto pelo acoplamento do tipo Josephson, os estados de Fock sao autoestados do
hamiltoniano (4.1). Entdo, para remover este termo da expressao (4.1), sera aplicada

sobre a equacao de Schrodinger a transformagao unitédria
") [4id(t) qpt _ e=i6(®) ot
V(t) = exp T |:e ab' —e a b] , (45)
cujo efeito sobre os operadores bosoénicos a e b dé-se da seguinte maneira

Vit)aV(t) = cos[r(t)]a+e “Osin[r(t)]b, (4.6a)

VIit)bV(t) = cos[r(t)]b — e“Wsin[r(t)]a. (4.6b)

Para que a equagao de Schrodinger se mantenha invariante pela atuagao da transformagcao

V(t), o hamiltoniano H(¢) deve se transformar como

H(t) = VIOHO V() — VIO V() = Z De(t)ng + Hey(t) + Hiner (), (4.7)

{=a,b

e o vetor de estado |1 (t)) de acordo com [¢(t)),, = VT(t) |¢(t)). O primeiro termo do lado
direito da Eq. (4.7) é o operador niimero n, = (¢ associado a cada modo condensado

com freqiiéncia efetiva
e (t) = we (£) + (200 — 1) g (1) cos[6 (1) — & (1)] tanr (£) /2], (4.8)

e 0s outros termos sao

at) = {2a(t) o8 1072+ (0 ()21 = = sin (0] (a) o

+ {’ya(t) sin? [r(t) /2] + v, (t) cos® [r(t) /2] — % sin? [r(t)]} (be)2 b?

+ {%b(t) + A(t) sin? [r(t)]} afab'b, (4.9)
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onat) = { 22 ) - A o) f o0 1)

+ { [’Yb(t) - ’Ya(t)] sin [T(t)] + % sin [2T(t)]} (1) a'bib?

+ % sin? [r(1)] (e a'b)” + h.c., (4.10)

com He(t) (Hine(t)) descrevendo as colisoes eldsticas (ineldsticas) no sistema de coorde-
nadas transformado por V(¢) e A(t) = v,(t) + 7, () — v ().

A forma do hamiltoniano (4.7) somente pode ser obtida se for exigido que os termos
proporcionais a ab' e a'b, apés a transformaciio unitéria, sejam nulos. Como resultado
desta imposicao, obtém-se o seguinte sistema de equacoes diferenciais acopladas para os

parametros r(t) e ¢(t)

r(t) = 2g(t)sin[¢ (t) — 0 (1)], (4.11a)
é(t) = w(t) + 2g(t) cot [r(t)] cos [ (t) — 0 (t)], (4.11b)

onde
w (1) = w, (£) — wp (). (4.12)

Na expressao (4.12), w (t) representa a freqiiéncia efetiva ou relativa do sistema com-
posto pelos dois modos condensados, e desempenha um papel importante na solucao das
equagoes (4.11). No apéndice B, sdo apresentadas solucoes analiticas para o sistema
de equacoes acima. Estas solucoes estao divididas em solucoes nos regimes ressonante
e ndo-ressonante, as quais sao definidas comparando-se a freqiiéncia efetiva w(t) com a
dessintonia Ag(t) entre os campos lasers e a transicio Raman. No regime ressonante,
onde Ag(t) = w (t), a dessintonia da transi¢do Raman deve ser igual a freqiiéncia efetiva
dos dois modos condensados. De outra maneira, ter-se-4 o regime nao-ressonante, onde
Ag(t) = w(t) — w, com w sendo uma constante nao-nula.

Equagoes diferenciais similares as Eqs. (4.11) foram obtidas por Smerzi e colaboradores
[119, 120] em um tratamento semi-cldssico para o problema do duplo-pogo utilizando a
equagao de Gross-Pitaevskii. Naquele caso, os parametros do hamiltoniano foram manti-

dos constantes no tempo. J4 Chen e colaboradores [133], em uma abordagem totalmente
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quantica na aproximacao de dois modos, similar a que é aqui apresentada, permitiram
que somente o parametro § () variasse no tempo de forma adiabética.

Apés os experimentos realizados por Hall e colaboradores com dtomos de 8"Rb [111,
112], onde os comprimentos de espalhamento satisfazem a relagdo A, : Ay @ Ay = 1,03 :
1 : 0,97, uma série de trabalhos direcionaram suas atengoes para este caso particular
[121, 128, 132, 133, 142, 143]. Em 2001, Schumayer e Apagyi mostraram que a equagao
de Gross-Pitaevskii na aproximacao de dois modos é exatamente integrdvel desde que a
relag@o entre os comprimentos de espalhamento acima seja obedecida [143]. Na situagao
em que a relacao acima é aproximadamente satisfeita A, : Ay @ Ay >~ 1 : 1 : 1, e
conseqiientemente v, ~ v, /2 ~ v, (assumindo funcoes gaussianas espaciais, conforme
descritas na Eq. (4.34)), a integrabilidade deste sistema torna-se mais facil [121, 128,
133]. Entretanto, se a proporc¢ao 1,03 : 1 : 0,97 for quebrada, o sistema nao é mais
exatamente integréavel, mas admite solucoes analiticas aproximadas, como mostrado nas
Refs. [132, 133].

A abordagem que serd apresentada aqui, consiste em encontrar as solugoes das equagoes
caracteristicas (4.11) que tornardo despreziveis as contribuicoes das colisbes ineldsticas
Hiner(t) quando comparadas com as colisoes elasticas H(t). Isto serd feito através da
substitui¢do das solugoes obtidas no apéndice B para r(t) e ¢(t) nas expressoes (4.7),
(4.8), (4.9) e (4.10), para posteriormente, fazer a aproximacao de ondas girantes. A mo-
tivagao para se fazer tal aproximacao reside no fato de se poder tratar situagoes que vao
além da relagao entre os comprimentos de espalhamento apresentada no caso exatamente
integravel.

Para realizar a aproximacgao de ondas girantes neste sistema, primeiramente deve-se ir
para a representagao de interagao através da transformagao unitédria Ug(t) = exp [—z’ fg dr
X Ho(7)], com Hy(T) descrevendo a parte livre do hamiltoniano (4.7)

Ho(t) = > @(t)ny. (4.13)
t=a,b

O hamiltoniano transformado pode ser escrito como

Hint(t) = Ha(t) + Hie (t), (4.14)
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onde
Him () = {—hb(” - V0O o ) — % sin [27«(15)]} 20 (af)? ab
+ { h/b(t) ; Va(t)] sin [T(t)] + % sin [QT(t)]} efiE(t) aTbTb2
- A G2 ()] (=0 alb)® + hc.. (4.15)

4

A comparagao entre H(t) e Hi™, (t) deve levar em conta ndo somente as fungoes que
multiplicam os operadores em (4.9) e em (4.15), mas também os valores esperados destes

operadores. Como exemplo, tome a comparacao entre os termos

Ai() = {%(t) cos® [r(1)/2] + 7, (t) sin® [r(¢) /2] - % sin? [r(t)]} ((a")*a(t)), (4.16)
da Eq. (4.9), e
Ay(t) = % sin? [r(1)] <(ano)2 (t)> =125 (4.17)

da Eq. (4.15), onde (-) significa o valor esperado do operador que estd simbolizado pelo
ponto. Neste caso, a contribui¢ao da colisao ineldstica (4.17) somente serd desprezivel com-
%fOT dTAl(t)’ > %fOT dTA2(t)‘. Portanto,

(t) ndo contribua efetivamente para a dinamica do sistema, é necessdrio

parada com a colisao eléstica (4.16), quando

int
inel

para que H
que cada termo da Eq. (4.15) satisfaga a condigdo anterior com relagdo a todos os
termos de H(t), Eq. (4.9). Um dos requisitos para que isto ocorra, é que a funcao
exp [—i1X(t)] = exp {—22' fot drg(7) cos [¢p(T) — & (7)] esc [T(T)]} da Eq. (4.15), oscile muito
mais que os coeficientes que a multiplicam, garantindo que as médias temporais destes ter-
mos sejam despreziveis. Mas, ha duas consideracoes importantes relacionadas as médias
temporais. Na primeira delas, considerou-se o periodo do sistema igual a 100 ms, que é
da ordem dos tempos de coeréncia alcancados experimentalmente [111, 112, 115, 116]. A
outra consideracao diz respeito aos valores esperados dos operadores do tipo < (aT) ? a2 (1) >
Note que para poder efetuar o cdlculo deste valor esperado é necessario conhecer o estado
do sistema no tempo ¢, ou seja, precisa-se ter a solugao da equagao de Schrodinger. Obvia-

mente que este procedimento ¢ invidvel, e para contorné-lo serd suposto que os operadores
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bosonicos a e b sejam substituidos por amplitudes complexas de igual intensidade, uma
vez que ambos sao igualmente provaveis. Em todas as aproximagoes a seguir, obteve-se
que as médias temporais das func¢oes provenientes da parte ineldstica sao pelo menos duas
ordens de grandezas menores do que aquelas provenientes da parte eldstica. Portanto,
dentro do limite de validade da aproximacao de ondas girantes, o hamiltoniano efetivo é

dado por
Hep(t) =y @o(r)mg + Halr), (4.18)

com o correspondente operador de evolucao associado

U (t,ty) = exp (—i/t: Hef(T)dT) : (4.19)

Conseqiientemente, dado um estado inicial |9 (y)), este evoluird de acordo com o hamil-

toniano (4.1) da seguinte maneira

[ (1) = V(U (t,t0) VT (to) [¢ (t0)) - (4.20)

4.2 Dinadmica de CBE acoplados a partir de estados
de Bloch iniciais

Seguindo Arecchi e colaboradores [144] e Dowling e colaboradores [145], os estados
de Bloch (EB), também chamados de estados coerentes atémicos, escritos na base dos
estados de Dicke |j,m), onde j = N/2 e |m| < j (com m € Z), sdo obtidos através de

uma rotagao especifica do estado de referéncia |7, j),
o, B) = BT ) (121)

N ¢ o nimero de particulas condensadas, J,, J_ (juntamente com J,), sdo os geradores
da dlgebra su(2), e (o, 3) sdo os angulos polares e azimutal, respectivamente, definidos na
esfera de Bloch. A relacao de incerteza de Heisenberg para o momento angular utilizando

os EB se reduz a

(AT )(ATy)") = }1 (I, (4.22)
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com os valores esperados calculados no sistema de coordenadas rodado, (', v/, 2’), onde
2 estd em um eixo na dire¢do («,/3) que atravessa o centro da esfera. O vetor de Bloch n

¢ definido como um vetor unitdrio no eixo z’, isto &,
n = (sinacos f,sin asin 3, cos a) . (4.23)

Usando as relagoes de Schwinger

J, = % (a'b + ab'), (4.24a)
J, = % (a'b —ab'), (4.24b)
J. = % (a'a—b'b), (4.24¢)

com J; =J,+1iJ, e a base de estados {|j,m) = |N/2, (N, — Ny) /2)} = {|Na, Vi) }, onde
N, e Ny (N = N, + N,) referem-se ao nimero de dtomos em cada condensado, tal que
|7,7) <= |N,0), pode-se verificar que os EB podem ser definidos através dos operadores

bosonicos a e b como

la, B) = g) al +sin (%) o’ bT}N 10,0). (4.25)

\/% [COS <2

Este estado possui uma fase relativa  bem definida entre os dois modos bosonicos.
Através das relagoes (4.24) é evidente que a transformagao unitéria V (t), Eq. (4.5), é
exatamente o operador de rotagao e%<em‘]‘767iﬁ']+), desde que r (t) = a e ¢ (t) = 8. Desta
maneira, dado um estado de Bloch inicial, cuja preparacao dé-se pela aplicacao de um
pulso laser sobre os 4tomos condensados inicialmente em uma tinica espécie [112, 115, 116],
|1 (to)) = |aw, Bo) = V(aw, By) |N,0), os parametros da transformagao unitdria no tempo
to serdo dados por 19 = ag e ¢y = [5,. Portanto, através da Eq. (4.20), verifica-se que o

estado do sistema no tempo ¢ também é um estado de Bloch

=MW r(t), 6 (1)) (4.26)
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a menos do fator de fase global e"*V¢~(®) onde

on(t) = / dr {Ba(r) + (N = 1) [12(7) cos? [r(+)/2]

to

+ yp(7) sin? [r(7) /2] - AELT) sin? W)]} } . (4.27)

A fase relativa entre os condensados ¢(t) estd associada com os valores esperados dos
operadores (J,(t)) = N sin [r(t)] cos [¢(t)] /2 e (I, (t)) = Nsin[r(t)]sin [¢(t)] /2, enquanto
que r(t) se conecta com a meédia da diferenca de populagao, AN(t) = (N, — Np) =
2(J,(t)), através da relagao

AN(t) = N cos[r(t)]. (4.28)

Note que os parametros das colisdes estao restritos ao fator de fase global e *V¢n(8),
tornando-se irrelevantes para a andlise das fases geométricas adquiridas pelo vetor de
estado [¢(t)). Por outro lado, as colisdes poderiam se tornar importantes se fossem

considerados outros estados iniciais, como por exemplo, produtos de estados coerentes de

Glauber |1 (t9)) = |a) ® |ap) ao invés de EB [128].

4.3 Fases geométricas adquiridas pelos EB

Para estudar a evolucao da fase geométrica adquirida pelo estado dos dois modos
condensados, serd utilizada a abordagem cinemética desenvolvida por Mukunda e Simon

[30], onde a fase geométrica ¢, € obtida como a diferenca entre a fase total

2(t) = avg((6(10)| w11)), (4.29)
e a fase dinamica t
ot) =i [ dr (win)] - 10(), (4.30)
resultando em D
60(t) = axa((wla0) w0+ [ dr o) - ot (4.31)

Esta é uma abordagem alternativa aquela desenvolvida por Simon [25] para tratar evolugoes
nao-ciclicas, que afirma que quando a trajetéria é aberta, é necessdrio completar o cami-

nho entre os pontos inicial e final com a geodésica mais curta. Entao, substituindo a Eq.
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(4.26) nas Eqs. (4.29), (4.30) e (4.31), obtém-se as expressoes para ¢ (t) e ¢p(t) como

funcoes dos parametros do sistema,
do(t) = N arg{cos (ro/2) cos [r(t) /2] + e?O =%l sin (14/2) sin [r(t) /2]}

N t .
-5 [ drom 11 cos (e, (4.32)

6p(0) = =N lox(t) = onto) + 5 [ dré(m) {1—coslr(o]}, (439)

to

onde ¢y (t) foi apresentada na Eq. (4.27). Na Ref. [137], Balakrishnan e Mehta também
obtiveram a expressao (4.32), mas para a fase geométrica adquirida pela fungao de onda
de um CBE em um poco-duplo, através da equacao de Gross-Pitaevskii na aproximagcao
de dois modos.

A evolucao temporal do estado em (4.26) pode ser seguida na superficie da esfera
de Bloch através do vetor n (t) = (sin[r(t)] cos[¢(t)], sin[r(t)]sin[p(t)], cos|r(t)]) para as
diferentes solucoes de r(t) e ¢(t) apresentadas no apéndice B. Para seguir tal evolucao, e
conseqiientemente analisar a fase geométrica ¢ (), € necessario estimar as integrais nas
Egs. (4.3). Isto é, os valores das freqiiéncias da armadilha, do acoplamento Josephson e
das taxas de colisoes intraespécies e interespécies. Como a aproximagcao de dois modos é
valida somente para baixas densidades da nuvem condensada [124], o potencial de apri-
sionamento sentido por cada espécie é praticamente harmonico, sendo que a distribuicao
espago-temporal para cada modo condensado ®, (r,?), pode ser descrita em uma primeira

aproximagcao por fungdes gaussianas estaciondrias [125, 146]

1\ 34
@ (r) = < ) e T/ (4.34)

27713,
onde rop = 1/4/2mwy, refere-se a incerteza na posi¢ao do estado fundamental de cada

oscilador harménico [124]. De acordo com a aproximagao feita na Eq. (4.34), as integrais
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em (4.3) sao imediatamente estimadas, resultando em

we (t) = we (1), (4.35a)
B 1 2 A, (t)

Y (t) = Gri ) m (4.35b)
1 47TAab (t)

w (1) = =7 , 4.35¢

Yab (t) G m (4.35¢)

g(t)= QT(t) (4.35d)

Os valores experimentais tipicos utilizados em dtomos de 8"Rb [112, 123, 147] sao: m =
1,4 x 10725 Kg, wy ~ 10172 Hz, A; ~ 5 nm e Q ~ 10® Hz. Para se ter idéia de como & a
dindmica de pseudospin quando os paradmetros do hamiltoniano sao DT, considerar-se-a
que as freqiiéncias da armadilha e de Rabi sejam fungoes harmoénicas que oscilam em

torno dos valores experimentais tipicos,

we (t) = weo + Wesin (x,t + &), (4.36a)

g9(t) = go + gsin(ut), (4.36b)

onde os parametros we, We, Xy, &4y o, g € 1 sao constantes. Desde que as colisdes
eldsticas contribuem somente para o fator de fase global, serd assumido que estas também

sao constantes no tempo.

4.4 Fase geométrica nao-adiabatica e dindmica de
pseudospin em CBE acoplados

Nesta secao serd apresentado um estudo detalhado da fase geométrica adquirida pelo
vetor de estado dos dois modos condensados. Para isto, sera plotada a evolugao tempo-
ral da fase geométrica (4.32) e analisado o seu comportamento através da evolugao do
vetor de Bloch (um mapa da evolucdo do vetor de estado dos CBE na esfera de Bloch).
Este procedimento permitird a visualizagao e um melhor entendendimento do conceito de
fases geométricas para trajetdrias abertas introduzido por Samuel e Bhandari [28]. Em
particular, estar-se-a interessado na dependéncia da fase geométrica em relagao as cons-

tantes de movimento oriundas das solugoes das equagoes caracteristicas (4.11) e também
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em relacao a dependéncia temporal dos pardmetros do hamiltoniano. Para a andlise que
serd desenvolvida a seguir, os pardmetros N = 1, g = 0 e g9 = 6257 Hz permanecerao

inalterados.

4.4.1 Solucao para r constante

Antes de analisar as fases geométricas para as solucoes ressonante e nao-ressonante, é
instrutivo estudar um caso mais simples, onde o pardmetro r ¢ mantido constante e ¢ (t)
obedece a Eq. (B.10) (desde que g = 0). Neste caso, a expressao para a fase geométrica

oriunda da Eq. (4.32), torna-se

gbG(t) =N {arg {C082 (T‘O/2> + e—i[qb(t)—(ﬁo} Sinz (T0/2)} . w

6(0) ~ &}
(4.37)
Na Fig. 4.1, o valor absoluto de ¢(t) é plotado contra o parametro adimensional
T = waot, assumindo os seguintes valores para as freqiiéncias das armadilhas, w,g =
2wy = 62,57 Hz. Para rq = m/2, que significa que o vetor de Bloch se movimenta sobre
o plano equatorial, e W, = w, = 0, a fase geométrica evolui aos saltos, como indicado
pela linha sélida mais espessa. Estes saltos ocorrem toda vez que a fase relativa (¢(t))
entre os vetores de Bloch final e inicial é igual a (2n + 1) 7, com n € Z. A origem das de-
scontinuidades reside no fato de haver um niimero infinito de geodésicas de comprimentos
minimos conectando as extremidades dos vetores, tornando portanto, a fase geométrica
indefinida [23]. Por outro lado, observa-se que antes do salto em que ¢,(7) = 7, ou seja,
para 7 < 27, a fase geométrica permanece nula, pois a geodésica de menor comprimento
que conecta as extremidades é a prépria trajetéria do vetor de Bloch. Assim que o ve-
tor de Bloch adquire fase relativa maior que 7, a geodésica de menor comprimento que
conecta as extremidades completa uma volta sobre o equador, fazendo com que a fase
geométrica adquirida seja proporcional a nNw, onde n, como definido acima, é o nimero
de voltas em torno do eixo z da esfera.

A mesma interpretagao dada acima para a fase geométrica é vilida para as outras duas

curvas obtidas pararqg = m/2, 1, exceto que as descontinuidades sao substituidas por curvas
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Figura 4.1: Evolugao do valor absoluto da fase geométrica | (t)| versus T = wqot, para

r constante, com wyy = 2wyg = 62, 57 Hz.

altamente inclinadas em torno dos pontos onde ¢ = (2n+1)7. A linha sélida, obtida para
ro =7/2,1ew, = w, = 0, mostra que os incrementos da fase geométrica sdo menores, mas
apresentam a mesma taxa de variagdo se comparados com o caso rp = 7/2. Quando as
freqiiéncias da armadilha sao fungdes oscilantes, com w, = Wy = Wao/4, X; = Xp = Wao/2,
¢, = 0e & = —7m/2, a dependéncia temporal mostrada pela linha tracejada, resulta
na oscilacao dos intervalos entre os incrementos da fase geométrica. Portanto, o efeito
decorrente da dependéncia temporal dos pardmetros do hamiltoniano é atrasar ou avangar
a seqiiéncia de incrementos da fase relativa ¢, e conseqiientemente, da fase geométrica.
Para compreender melhor a discussao acima sobre fases geométricas adquiridas em
trajetérias abertas, na Fig. 4.2 é plotada a evolucao dos vetores de Bloch durante o
mesmo intervalo de tempo, 7 = 47, com w, = w;, = 0. Os vetores em preto e cinza indicam
as posigoes inicial e final dos vetores de Bloch, para os casos ro = m/2,1 (curva sélida)

e rg = 7/2 (curva tracejada), respectivamente, apés uma volta completa na esfera, de
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acordo com as orientagoes dadas pelas setas. Evidentemente, a fase geométrica adquirida
durante a evolucao do vetor de Bloch no caso rop = 7/2,1 (dngulo sélido compreendido
pelo semi-hemisfério acima da circunferéncia sélida), é menor que para o caso ro = 7/2

(angulo sélido correspondente ao hemisfério norte, que é igual a 27).

Figura 4.2: Evolugao dos vetores de Bloch para a solugao com r constante durante o
intervalo de tempo 7 = 4w. Os vetores cinza e preto correpondem as condic¢Oes iniciais
(ro, ¢9) = (7/2,0) e (w/2,1 ,0), respectivamente, com wy,y = 2wy = 62,57 Hz e W, =

wp = 0.

A solugao com r constante significa que a diferenca de populacao AN permanece con-
stante, contudo a fase relativa ¢(t), outro pardmetro examinado pelos experimentadores
e necessario para definir completamente o EB, é uma funcao linear do tempo quando
Wa, = wp = 0, ou uma fungao oscilante quando w, = W, = wy/4. Note que as evolugoes
da diferenca de populagao e da fase relativa podem ser seguidas através da projecao da

trajetéria do vetor de Bloch sobre o eixo z e sobre o plano z-y, respectivamente.
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4.4.2 Solucao ressonante

Como indicado no apéndice B, através da constante de movimento
C =sin [r(t)] cos [p(t) — (t)], (4.38)

obtém-se a solucao das equagoes caracteristicas (4.11) no regime ressonante, onde Ag(t) =
w(t). Todas as possiveis trajetérias no espago de fase r(t) x [¢(t) — d(t)], estao restritas
as curvas de nivel obtidas como projecao da superficie plotada na Fig. 4.3, a qual segue

da constante C.

Figura 4.3: Espaco de fase r(t) x [¢(t) — d(t)] obtido como projegao da superficie que
decorre da constante de movimento C = sin [r(t)] cos [¢(t) — 0(t)] para a solugdo resso-

nante.

Para compreender melhor a fase geométrica adquirida pelo vetor de estado |U(t)),
de acordo com a solucdo ressonante (B.4), serdo considerados dois casos diferentes: o

primeiro, em que Ag = 0, e o segundo, em que Ar # 0. Em ambos os casos serd analisada



4.4 Fase geométrica nao-adiabatica e dinaAmica de
pseudospin em CBE acoplados 58

a dependéncia da fase geométrica com relagao a constante C, através da expressao

¢ (t) = N arg {cos (ro/2) cos[r (t) /2] + e~ 190~ sin (rq/2) sin [r (t) /21}

— g dt’ {w(t’) {1 —cos[r(t)]} + 2g(t') cos[r (1) } : (4.39)

1+ cos [r ()]

to
Caso em que A =0

Na Fig. 4.4 é plotada a evolucao da fase geométrica contra o pardmetro adimensional
T = got, considerando w, = w, = g = 0. A linha sélida espessa sobre o eixo das abscissas
corresponde a escolha ro = 7 e ¢, = 7/2, levando a constante de movimento C = 0. Neste
caso, a fase geométrica é nula ou indefinida, como indicado pelos circulos abertos. Note
que para ry = 7 obtém-se em ¢t = 0 uma equagao indeterminada (B.4b) para ¢(t). Para
contornar este problema, serd imposto sobre a Eq. (B.3) o vinculo ¢(¢)—0(t) = (2n+1)mr/2
para qualquer intervalo de tempo, que permitird determinar ¢(¢) independentemente da
Eq. (B.4b). Como Ag = 0, segue de (4.2) que 6(t) = o, implicando em ¢(t) = dg +
(2n 4+ 1) /2. Portanto, a fase geométrica neste caso, C = Agr = 0, simplifica-se para
da(t) = N arg {cos[(r (t) — ro) /2]}, e conseqiientemente, serd nula quando |r (t) — ro| < 7
e indefinida quando |r (t) — 79| = 7. Ainda na Fig. 4.4, as linhas sélida fina e tracejada,
associadas aos pares (rg, ¢y) = (7/5, 7/4) e (7/4, 37 /10), respectivamente, correspondem
a mesma constante C ~ 0,41. Esta curvas exibem comportamento similar devido ao fato
de que, com a mesma constante C, apresentam a mesma trajetoria no espago de fase
da Fig. 4.3, exceto por estarem partindo de condicOes iniciais diferentes. As linhas
pontilhada e ponto-tracejada, associadas aos pares (7/3, 0) e (7/3, 7), correspondendo
as constantes C ~ 0,87 e C ~ —0, 87, respectivamente, sao simétricas com relacao ao eixo
das abscissas 7. Tal propriedade de simetria por reflexao da fase geométrica (¢ — —¢),
é conseqiiéncia da mudanga ¢, — ¢, = 7, o que implica em C — — C.

E importante notar que quanto maior o valor absoluto de C, menor ¢ a fase geométrica
adquirida e vice-versa. Embora aqui nao seja apresentada nenhuma demonstracao formal
deste fato, esta propriedade pode ser melhor entendida se a fase geométrica for associada a
drea descrita na superficie da Fig. 4.3. Através desta figura, percebe-se que as trajetérias

ciclicas com caminhos maiores estao localizadas préximas a |C| = 0, e as com caminhos
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Figura 4.4: Evolucao da fase geométrica ¢ (t) versus T = got, para a solucao ressonante,

com A =0ew, =wp, =9 =0.

menores proximas a |C| = 1.

Na Fig. 4.5 sao plotadas as evolucoes dos vetores de Bloch provenientes da solucao
ressonante com as condigdes iniciais (m, 7/2) e (7/3, 0), correspondendo as constantes
C =0eC ~ 0,87, cujas posicoes inicial e final sao representadas pelo vetores preto e
cinza, respectivamente. De modo andlogo a Fig. 4.2, considerou-se a evolucao de ambos
os vetores durante o mesmo intervalo de tempo 7 = w. Através da trajetéria da linha sélida
descrita pelo vetor preto, a qual oscila entre os pdlos norte e sul, pode-se concluir que a
fase geométrica é nula durante toda a evolucao temporal, exceto quando o vetor alcanca
o polo norte, onde a fase geométrica torna-se indeterminada. Esta indeterminacao ocorre
pelos mesmos motivos que aqueles apresentados nas Fig. 4.1 e 4.2. Como a trajetéria
do vetor cinza nao estd restrita a um meridiano, a fase geométrica é evidentemente nao-
nula, sendo proporcional ao dngulo sélido englobado pela trajetéria a partir da origem do

sistema de coordenadas.
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Figura 4.5: Evolucao dos vetores de Bloch para a solugao ressonante durante o intervalo
de tempo 7 = 7. Os vetores preto e cinza correspondem as condigoes iniciais (7, 7/2) e

(7/3,0),com A =0ew, =w, =g =0.

Caso em que Ag # 0

Como se estd interessado na dependéncia da fase geométrica com relagao a constante
C, e agora também com relagao a freqiiéncia efetiva dos dois modos condensados w (t) =
Ag(t), todos os parametros do hamﬂtoiatno serao considerados independentes do tempo,
W = wp = g = 0, exceto 0(t) = dg +/ w(t")dt', que é conseqiiéncia de Ag(t) # 0, de
acordo com a Eq. (4.2). Na Fig. 4.6, E;O fase geométrica é plotada contra o parametro
T = got para diferentes condigoes iniciais (19, ¢,) e freqiiéncias efetivas Ag. Como indicado
pela linha sélida espessa, cuja condigao inicial (m, m/2) corresponde a constante C = 0,
além de w, = 2w, = go/10, a fase geométrica nao é mais nula, diferentemente do caso em

que Ar = 0. A descontinuidade exibida por esta curva segue da fungao arg presente na

Eq. (4.39), sendo que esta ocorrerd toda vez que 7, = [(2n — 1) mgo] /2w, com n € N.
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De acordo com as linhas sélida fina e tracejada, a propriedade de simetria por reflexao
da fase geométrica com relagao ao eixo das abscissas também ocorre neste caso, porém,
é necessdrio efetuar nao somente a troca ¢, — ¢, £ 7, mas também w — —w. De fato, a
linha sélida fina corresponde a condi¢ao inicial (7/3, 0) com C ~ 0,87 e w, = 2wy, = go/10,
enquanto que a linha tracejada corresponde a (7/3, 7), com C ~ —0,87 e wp, = 2w, =
g0/10. Quando a troca ¢, — ¢, £ 7 nao é seguida pela troca w — —w, tal propriedade
de simetria nao é satisfeita, como indicado pela linha pontilhada. Esta curva corresponde

a condigao inicial (7/3, m) com C ~ —0,87 e w, = 2w, = go/10.
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Figura 4.6: Evolugao da fase geométrica ¢ (t) versus T = got, para a solugao ressonante

com Ar #0ew, =w, =9 =0.

Para visualizar melhor a aquisicao da fase geométrica para esta solucao, retornar-
se-4 ao gréfico das evolugoes dos vetores de Bloch. Como pode ser observado na Fig.
4.7, a trajetéria solida descrita pelo vetor associado & constante C = 0, cujas posigoes

inicial e final sao coincidentes e estao indicadas pelo vetor preto, leva a um angulo sélido
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finito. Conseqiientemente, a fase geométrica serd finita durante o tempo de evolucao
T = m, considerado para a evolugao de ambos os vetores. O controle do dngulo sélido
pode ser realizado através do parametro Ag, de modo que quanto maior Ag, maior é
o angulo sdlido e vice-versa. Este tipo de controle foi demonstrado experimentalmente
através da evolucao do vetor de polarizacao de um féton utilizando um interferémetro de
Mach-Zehnder [79]. A evolugao do vetor cinza, associada a constante C ~ 0, 87, exibe a
trajetéria tracejada onde as posigoes inicial e final sao levemente diferentes. Conforme
ocorre a evolucao do vetor de Bloch, tal trajetéria leva a uma fase geométrica que excede

em muito pouco aquela do caso em que Ar = 0, como indicado nas Fig. 4.4 e 4.6.

Figura 4.7: Evolucao dos vetores de Bloch para a solugao ressonante durante o intervalo
de tempo 7 = 7. Os vetores preto e cinza correspondem as condigoes iniciais (7, 7/2) e

(m/3,0), com Agp #0ew, =w, =g =0.

A diferenca de populagao AN () para os casos Ag = 0 e Ag # 0 é uma funcao oscilante
no tempo, que depende exclusivamente da freqiiéncia de Rabi ¢(t). Esta caracteristica,

permite fazer uma conexao direta entre a dinimica da inversao de populagao de um sistema
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de dois niveis e a dinamica de dois CBE acoplados. De fato, quando o hamiltoniano (4.1)
é escrito em fungao dos operadores de quasi-spin (4.24), obtém-se, a menos dos termos
de colisao, o hamiltoniano que descreve uma particula de spin J imersa em um campo
magnético que varia no tempo. Como para o estado inicial considerado verificou-se que
as colisoes nao desempenham um papel importante na dindmica deste sistema, o que
efetivamente se tem é uma particula de spin J imersa em um campo magnético DT, de
modo andlogo ao hamiltoniano (2.5). Por outro lado, a fase relativa ¢(t) depende também

da dessintonia 0(t), além de g(t), como mostrado pelas Eqs. (B.4).

4.4.3 Solucao nao-ressonante

De acordo com o apéndice B, para se obter a solugdo nao-ressonante (B.8), primeiro

é necessario encontrar a constante de movimento do sistema
C = nsin [r(t)] cos [p(t) — d(t)] — cos[r(t)], (4.40)

a qual é obtida da imposigao de que a freqiiéncia de Rabi g(t) = go seja constante no
tempo. Nesta solucdo, a dessintonia Ag(t) = w(t) — w é controlada por w, além de
w(t). Assim como no caso ressonante, todas as trajetérias possiveis para r(t) e ¢(t) estao
restritas as curvas de nivel da superficie da Fig. 4.8, obtidas de (4.40) com 1 = 2gy/w =
2. Quando n > 1 verifica-se que a constante C se reduz aquela da solucao ressonante
(4.38), a menos do fator multiplicativo 7, e conseqiientemente, a superficie apresentada
na Fig. 4.8, se reduz aquela da Fig. 4.3. No entanto, quando n < 1 obtém-se um
valor aproximadamente constante para r, significando que praticamente nao hé troca de
populacao entre os modos condensados. Diferentemente da solucao para r constante, vide
Egs. (B.9a) e (B.10), obtida com o desligamento do campo laser (¢ = 0), aqui é possivel
manter o laser ligado, porém, exigindo-se que a dessintonia w satisfaca a condicao gy < @.

O efeito de 7 sobre a fase geométrica na solugao nao-ressonante,

¢ (t) = N arg {cos (ro/2) cos[r (t) /2] + e~ 10®=%0 sin (rq/2) sin [r (t) /21}

— g dt’ {w(t’) {1 —cos[r(t)]} + wcos|r(t)] %} : (4.41)

to
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Figura 4.8: Espaco de fase r(t) x [¢(t) — d(t)] obtido como projegao da superficie que
decorre da constante de movimento C = nsin[r(t)] cos [¢(t) — 6(t)] — cos[r(t)] para a

solugao nao-ressonante.

pode ser visualizado através da Fig. 4.9, onde é plotada a evolugao de ¢ (7) contra 7 = got
para diferentes valores de 7. Todas as curvas desta figura partem do mesmo ponto (7/3, 0),
com wgo = 2wpy = Go/10 e W, = wp = 0. A linha pontilhada segue do caso em que i = 40
(n > 1), indicando um comportamento similar ao caso ressonante, descrito pela linha
solida fina da Fig. (4.6). Paran = 0,1, a linha sélida fina mostra que a fase geométrica ¢
uma func¢ao altamente oscilante, um comportamento que é melhor visualizado através da
evolugao do correspondente vetor na esfera de Bloch, Fig. 4.10. Quando @w = gy (n = 2),
a fase geométrica mostra descontinuidades, como indicado pela linha sélida espessa, o que
vem a ser uma assinatura da fase geométrica na solucao nao-ressonante. A propriedade
de simetria por reflexao com relacao ao eixo das abscissas exibida pela fase geométrica
na solucao ressonante também estd presente na solucao nao-ressonante. Porém, além das
mudancas anteriores ¢, — ¢, £ T e w — —w, € necessdrio que n — —1.

Na Fig. 4.10, é possivel observar a evolugao dos vetores de Bloch durante o intervalo
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Figura 4.9: Evolucdo da fase geométrica ¢ (t) versus T = got para a solugdo nao-

ressonante. Todas as curvas partem da mesma condi¢do inicial (7/3, 0), com w, =

2w = g0/10 e w, = w;, = 0, para diferentes valores de 7.

de tempo 7 ~ 97/10, para os casos onde n = 0, 1 e n = 2, ambos partindo do mesmo ponto
inicial (7/3, 0). O vetor preto, com n = 0, 1, apresenta um comportamento limitado ao
hemisfério norte da esfera, descrevendo uma trajetéria (linha sélida) que exibe movimentos
para cima e para baixo, os quais sao reponsdveis pelas oscilagoes da fase geométrica
mostrada na Fig. 4.9. O vetor cinza, com n = 2, por sua vez, apresenta uma trajetéria
(linha tracejada) bastante complicada, descendo ao hemisfério sul e voltando ao hemisfério
norte.

Além de depender da freqiiéncia de Rabi, como no caso ressonante, a diferenca de pop-
ulacao para a solugao nao-ressonante também depende da dessintonia w. Isto é natural,
uma vez que quanto maior a dessintonia w da transicao Raman ressonante, menor é a
taxa de transferéncia de 4tomos de uma espécie para outra. No limite em que |@| > go,
ou seja, |n| < 1, obtém-se uma interagao dispersiva entre os dois modos condensados, de
forma andloga a interagao dispersiva entre o &tomo e o campo na cavidade, obtido na Eq.

(3.2). Uma caracteristica interessante desta solugdo, é que a média temporal da diferenca
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Figura 4.10: Evolucao dos vetores de Bloch para a solugao nao-ressonante durante o
intervalo de tempo 7 ~ 97/10. Os vetores preto e cinza, correspondendo a n = 0,1 e
n = 2, respectivamente, partem do mesmo ponto (7/3, 0) com w, = 2wy = ¢o/10 e

wa:@bzo.

de populacao (AN(t)) é controlada pelas constantes C e 7. Mesmo na situagdo em que
as armadilhas sao simétricas, ou seja, w,o = wyo, € possivel ter uma diferenga de popu-
lacao média nao-nula entre os condensados. Este efeito é andlogo ao auto-aprisionamento,
citado anteriormente. Porém, agora, é exclusivamente dependente do campo laser externo.
Por outro lado, quando C = 0, esta média é necessariamente nula, como pode ser com-
preendido através da Eq. (B.8a). A fase relativa, além de depender de C e 7, depende
também de (t).

4.4.4 Efeitos da dependéncia temporal sobre a fase geométrica

Na Fig. 4.11, onde ¢é plotado ¢(7) contra 7 = got, analisa-se o comportamento da

fase geométrica quando as freqiiéncias da armadilha e de Rabi sao fungoes harmonicas DT,
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como descrito pelas Egs. (4.36). As condigoes iniciais (g, ¢y) = (7/3, 0) sdo as mesmas
para todas as curvas. Comegando a anédlise pela solugao ressonante com Ag = 0 (w, = wp),
obtém-se a curva pontilhada para os parametros w.,g = wp = ¢o/10, W, = @, = 0 €
g = = go. Comparando-se esta curva com a curva pontilhada da Fig. 4.4, observa-
se que estas sao semelhantes, mas com a taxa de crescimento da fase geométrica na
Fig. 4.11 sendo modulada pela dependéncia temporal da freqiiéncia de Rabi. A linha
sélida fina corresponde & solugao ressonante com Ag # 0, onde os seguintes pardmetros
Wao = 2wpo = go/10, W, = wp, = 0 e g = p = go foram considerados. Esta curva deve
ser comparada com a linha sélida fina presente na Fig. 4.6, mostrando novamente que a
taxa de crescimento de ¢(t) pode ser controlada através da freqiiéncia de Rabi DT. A
linha tracejada, que também corresponde ao caso Ar # 0, mas com wy,y = 2wy = Go,
We =wp =0eg=pu= gp, mostra que a taxa de crescimento da fase geométrica pode
ser controlada através da manipulagao das freqiiéncias da armadilha. Comparando as
linhas sélida fina e tracejada da Fig. (4.11), observa-se novamente o importante papel
desempenhado pelas freqiiéncias da armadilha, uma vez que estas duas curvas diferem
apenas por tais freqiiéncias. Por 1ltimo, a linha sélida espessa, que corresponde & solu¢ao
nao-ressonante com wyo = 2Weo = Jo, Wa = Wp = Xg = Xp = 90/2, &, = 0, &, = —7/2,
g =0, e w = gy, deve ser comparada com a linha sélida espessa da Fig. 4.9, indicando
mais uma vez a importancia das freqiiéncias da armadilha no comportamento da fase
geométrica.

Embora nao tenha sido explorado o efeito da dependéncia temporal dos parametros
do hamiltoniano (4.1) em relagao a diferenga de populagao e a fase relativa entre os con-
densados, é possivel fazer algumas observagoes gerais: ao contrdrio da fase geométrica,
a diferenca de populagao entre os condensados nao é dependente das freqiiéncias da ar-
madilha. Para verificar isto, basta substituir as expressoes (B.4a) e (B.8a) em (4.28). Por
outro lado, assim como a fase geométrica, a fase relativa é fortemente dependente das

freqiiéncias da armadilha.
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Figura 4.11: Evolugao da fase geométrica ¢ (7) versus T = got para as solugdes resso-

nantes e nao-ressonantes com a condigao inicial (7/3, 0).

4.5 Fases geométricas e o efeito Josephson externo

Nesta secao, os dois modos condensados sao analisados de uma perspectiva diferen-
te, como uma tnica espécie aprisionada em um potencial de poco-duplo simétrico ou
assimétrico [118, 123]. Agora, o campo do laser presente no efeito Josephson interno é
substituido pela taxa de tunelamento entre os pogos, o que significa Ar = 0, e conseqiien-
temente o = 0. Além do mais, no efeito Josephson externo a taxa de colisao interespécie
corresponde a uma contribuicao de segunda ordem comparada com as taxas de colisoes
intraespécies, portanto, 7,, ~ 0 [124].

O hamiltoniano (4.1) aplicado a esta nova situagao fisica, pode ser escrito como [124]

Hpp (t) = [we ()10 +, (1) €10700] — g (t) (a'b + ab') . (4.42)
t=ab
Embora, a condicao experimental seja totalmente diferente nos efeitos Josephson interno e

externo, todo o procedimento matemadtico utilizado anteriormente para resolver a equacao
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de Schrodinger com o hamiltoniano (4.1) serd 1til para resolvé-la com o hamiltoniano
(4.42), desde que seja tomado Ar = § = 7,, = 0 no primeiro caso. Naturalmente, haverao
algumas diferencas entre estes dois sistemas fisicos, e uma delas estd na aproximacgao
de ondas girantes. Pode-se verificar através dos cédlculos numéricos, que o nimero de
situagoes em que a aproximacao de ondas girantes é vélida no efeito Josephson externo,
é menor que no efeito Josephson interno. Porém, todas as solugoes para o problema
do pocgo-duplo apresentadas a seguir, satisfazem a aproximacgao de ondas girantes. Uma
outra diferenca estd nas solugoes das equacoes diferenciais acopladas, pois agora, Ar = 0.
Sendo assim, as solugoes ressonante e nao-ressonante sao mapeadas nos casos em que 0s
pogos sao simétricos, w = 0 e 7, (t) = 7, (t), e assimétricos, w = w # 0 e v, () # v, (1),
respectivamente.

A dependéncia temporal introduzida nos parametros do hamiltoniano deste sistema
fisico, pode ser realizada através da variacao da altura da barreira que separa os dois
condensados. Este procedimento afetard nao somente a taxa de tunelamento entre as
partes condensadas, mas também as freqiiéncias da armadilha e as taxas de colisoes, uma
vez que as densidades dos modos condensados serao alteradas. Um resultado interessante,
que é efeito da variacao temporal dos parametros do hamiltoniano, foi obtido por Salmond
e colaboradores em 2002 [135]. Estudando a dinamica deste sistema, eles mostraram que
a variacao temporal da altura da barreira pode levd-lo a um comportamento caético no

limite semi-classico.

4.5.1 Poco-duplo simétrico

Da discussao acima, verifica-se que as solugoes para r(t) e ¢(t) na situacdo em que os
pogos sao simétricos sao dadas pelas Egs. (B.4), com a seguinte constante de movimento
C = sin[r(t)] cos [¢(t)]. Similarmente ao efeito Josephson interno, todas as possiveis tra-
jetorias para r(t) e ¢(t) seguem das curvas de nivel da superficie plotada na Fig. 4.3, com
0 = 0. Estas mesmas curvas de nivel foram obtidas através de métodos numéricos por
Balakrishnan e Mehta [137].

Na situacao em que a altura da barreira que separa os dois condensados ¢ mantida

fixa, e considerando estados de Bloch iniciais, as fases geométricas adquiridas pelo vetor de
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estado dos CBE acoplados estao representadas na Fig. 4.4. Pode-se visualizar algumas de
suas evolugoes na esfera de Bloch através das trajetorias descritas na Fig. 4.5. Contudo,
quando a altura da barreira oscila no tempo, na aproximagao em que somente ¢(t) varia,
mantendo w, e 7y, fixos, a fase geométrica adquirida é descrita pela curva pontilhada
da Fig. 4.11. E importante observar que a taxa de tunelamento DT, g(t), é realizada
através da modulagao das amplitudes de dois campos classicos contrapropagantes, os quais

formam a barreira que separa os dois condensados.

4.5.2 Poco-duplo assimétrico

As solugbes das equagoes caracteristicas (4.11) para o caso em que 0s pogos sao as-
simétricos, seguem das Egs. (B.8) com Ar = 0. A conseqiiéncia desta imposigao sobre Ag
faz com que §(t) = dp = 0 e que a freqiiéncia efetiva seja constante, w = w. Como obser-
vado no apéndice B, esta solucao é vilida desde que a freqiiéncia de Rabi seja constante no
tempo, g(t) = go. Neste caso, n serd substituido por 17 = 2¢g/w, acarretando na seguinte
constante de movimento C = 7y cos [¢(t)] sin [r(t)] — cos [r(t)]. O espago de fase r(t) x ¢(t)
é¢ o mesmo da Fig. 4.8 com § = 0, cujas curvas de nivel indicam todas as trajetérias
possiveis para r(t) e ¢(t). Estas curvas de nivel também foram obtidas através de méto-
dos numéricos por Balakrishnan e Mehta [137]. Como um exemplo da fase geométrica
adquirida pela evolugao do vetor de estado dos CBE em um poc¢o-duplo assimétrico, tome
a curva pontilhada da Fig. 4.9, que corresponde ao caso em que w = w = ¢go/20. (As
outras curvas presentas na Fig. 4.9 nao satisfazem a condigdo w = w.) A trajetéria do
vetor de Bloch associada a correspondente fase geométrica, quando w = g¢/20, é aproxi-
madamente descrita pela curva tracejada na Fig. 4.7. De acordo com a discussao feita na
subsegao 4.4.3, esta aproximagao é valida quando |n| > 1, e neste caso = 40. Portanto,

nesta situacao, a solugao nao-ressonante pode ser aproximada pela solucao ressonante.



Capitulo 5

Construcao geral da fase geométrica

Com a revisao bibliogréfica apresentada no capitulo 2, é possivel perceber que existem
varias definicoes de fases geométricas, sendo que cada uma delas se aplica a situacoes
particulares, a depender do tipo de evolugao a que o estado do sistema estd sujeito. Por
exemplo, a fase de Berry é definida para evolucoes ciclicas e adiabédticas dos autoestados
do hamiltoniano [6]; a fase de Aharonov e Anandan foi construida para evolugoes ciclicas
e nao-adiabdticas das solugdes da equacao de Schrodinger [27]; ja a fase geométrica de
Lewis e Riesenfeld, aplica-se as evolugoes ciclicas e nao-adiabdticas dos autoestados do
operador invariante [17, 18], etc. Portanto, existem varias definigoes de fases geométricas
na literatura, e até onde se tem conhecimento, nao ha uma definicao geral da qual se
possa obter todos os casos particulares. Este capitulo, destina-se justamente a cobrir tal
topico. Obter-se-4 uma expressao para a fase geométrica adquirida pelos estados da base
de um sistema que pode evoluir unitariamente ou nao-unitariamente, adiabaticamente ou
nao-adiabaticamente e de maneira ciclica ou nao-ciclica.

A teoria dos invariantes dinamicos, também introduzida no capitulo 2, sera de fun-
damental importancia, pois a base de autoestados do operador invariante é naturalmente
DT. Esta teoria também pode ser estendida para o caso onde a evolucao do sistema é
nao-unitdria. Como ja mencionado, esta extensao foi feita por Dodonov e Man’ko em
1978 [16], sendo possivel levar em conta os efeitos do reservatério na dindmica do sistema.
Nesta abordagem, os autoestados do invariante carregam informagoes sobre as perdas,

podendo afetar a fase geométrica. Como exemplo, serd calculada a fase geométrica de um

71
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sistema de dois niveis sujeito a decaimento espontaneo.

5.1 Consideracoes gerais sobre a fase geométrica

Para calcular as fases geométricas adquiridas pelos estados de uma base ortonormal
qualquer {|\, a;t)}, que carrega informagao sobre o estado do sistema e sua evolugdo, é
necessario relembrar dois conceitos importantes, o de fase relativa entre dois vetores e o
de transporte paralelo de um vetor ou de um subespaco vetorial®.

De acordo com a expressao (4.29), a fase relativa entre os vetores inicial |\, a;0) e final
|\, a;t), é dada por

OF (1) = arg {(\, a;0 [\, a; 1)} (5.1)

Suponha agora, que o estado |\, a;t) seja transportado paralelamente durante o intervalo

de tempo de 0 a t, entao, a fase adquirida como resultado desta evolucao

gbﬁa(t) = arg {()\, a; 0|\, a; t)H} , (5.2)

serd de natureza puramente geométrica, onde o simbolo 11 indica que o estado |\, a;t) foi
transportado paralelamente ao longo de sua evolucao.

A préxima tarefa serd encontrar o operador de evolugao responsédvel pelo transporte
paralelo dos vetores da base, além da matriz de overlap, que diz respeito & fase relativa
entre os vetores quando a trajetoria é aberta. Para que a fase geométrica obtida seja uma
quantidade fisica, é necessdrio que no caso mais geral esta se transforme covariantemente
e que seus observéveis sejam quantidades invariantes de gauge [104], como serd mostrado

a seguir.

5.1.1 Condicao de transporte paralelo

De acordo com a Eq. (2.4), o vetor |\, a; ), serd transportado paralelamente quando
obedecer a equagao

(A ast| dX a;t), =0, (5.3)

!'Embora muito interessante, esta tese ndo tem a intencdo de explorar os conceitos a seguir do ponto

de vista da geometria diferencial. A Ref. [58] ¢ um bom texto sobre este assunto.
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com

I ast) = V,(t) |\ a;0). (5.4)

O operador V (t) é responsavel pelo transporte paralelo dos estados da base e admite a
seguinte representacao
Vit = 32 ST I I ast) Va0, (55)
AN aa!

tal que V,(0) = 1. Substituindo a Eq. (5.5) na Eq. (5.4), e esta tltima em (5.3), obtém-se

> {{[v. 054} [V..u)} L T D ALY (AGL mun&’&} =0, (5.6)
)\/ a' 14 C
onde
AW, = v est] i ¥, (5.7)

¢ denominada conezao [58]. Como a Eq. (5.6) é vélida para qualquer estado da base

|\, a;0), esta pode ser reescrita na forma matricial,

VIV, () —iVIE)AG)V, () =0, (5.8)

cuja solucao formal é dada por

V() =T {eXp [z /O t dTA(T)] } , (5.9)

sendo que T é o operador de ordenamento temporal e a matriz A(t) é a conexdo nao-
abeliana, formada pelos coeficientes da Eq. (5.7). Devido ao fato de A(t) ser hermitiana,
V,(t) é unitério, isto &, VI (t) = V'(t). Portanto, o operador de evolucao V,(t) é a fase
geométrica ciclica nao-Abeliana. A fase geométrica obtida em (5.9) é vélida somente para,
evolugoes ciclicas, sendo que para evolugoes nao-ciclicas é necessario adicionar o termo
responsavel pela fase relativa entre os vetores da base.

E importante notar que a expressao (5.9) leva em conta a possibilidade de haver
transi¢oes entre os estados com A # X', como se observa da Eq. (5.7), além do grau de
liberdade introduzido pela degenerescéncia. A evolugao descrita por V, (t) é a mais geral
possivel e engloba varias situagoes, como por exemplo, quando os autoestados degenerados
do hamiltoniano evoluem nao-adiabaticamente de acordo com a equagao de Schrodinger.

A Eq. (5.5) ainda admite trés formas particulares:
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A) a primeira delas

Vi) =) VAT, Xt (A0l (5.10)

A
descreve evolucgoes que nao realizam transicoes entre os estados da base, podendo ser

uma evolucao adiabdtica ou nao-adiabdtica de estados nao-degenerados. Um exemplo de
evolugao adiabética descrita pelo operador (5.10), é a dos autoestados nao-degenerados do
hamiltoniano apresentada por Berry em 1984 [6]. J4 uma evolu¢io ndao-adiabdtica e nao-
transicional, é obtida via teoria dos invariantes dinamicos [14], como pode ser visto pela
solugao da equagao de Schrodinger (2.18) com os coeficientes dados pela Eq. (2.21). Note
que existe diferenca entre evolucao adiabdtica e a evolugao nao-transicional apresentada
aqui. Na primeira delas, a base de estados é construida a partir dos autoestados do
gerador da evolucao [148], enquanto que na segunda, é construida a partir dos autoestados
do operador invariante sem a presenca do reservatorio.

Os coeficientes [V4(t)], obtidos a partir da solugao da Eq. (5.8) podem ser vistos

como um caso particular da Eq. (5.9) em que a conexao A(t) é unidimendional, isto é,

[VA®)], = exp {Z/O dr (7l x| (5.11)

e fornecem exatamente a expressao da fase de Berry [6] e da fase geométrica ciclica de
Lewis e Riesenfeld [17, 18].

Ap6s a obtengdo do operador de evolucao (5.10), com os coeficientes dados pela Eq.
(5.11), é possivel entender porque sistemas fisicos diferentes podem fornecer a mesma fase
geométrica. Tome como exemplo o caso considerado por Berry de uma particula de spin
1/2 em um campo magnético depedente do tempo, cujos hamiltoniano, autoestados e fases
geomeétricas sao descritos pelas Eqgs. (2.5), (2.6a), (2.6b) e (2.8), respectivamente. Abor-
dando um problema similar, mas com o hamiltoniano dado apenas por H;,, = woo./2, e
considerando evolugoes ciclicas e nao-adiabéaticas dos autoestados do operador invariante,
Mizrahi [18] mostrou que a fase geométrica é a mesma obtida por Berry. Tal coincidén-
cia reside no fato de que os autoestados do operador invariante sao os mesmos das Egs.
(2.6a) e (2.6b) com w = wy. Entao, para evolugdes ciclicas, embora com periodos diferen-
tes, em ambos os casos os vetores de estado percorrem o mesmo angulo sélido. Fazendo

outra comparagao, agora entre a fase geométrica obtida por Mizrahi [18] e por Aharonov
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e Anandan [27], conclui-se que estas sao idénticas. Desta vez, a razao para a igualdade
entre os resultados estd no fato de que os autoestados do operador invariante sao solugoes
da equacdo de Schrédinger a menos uma fase temporal [14]. Como a fase geométrica
é invariante de gauge (ver discussdo abaixo da Eq. (2.4)), o resultado de Aharonov e
Anandan fornece a mesma fase geométrica obtida via teoria dos invariantes.
B) a segunda forma particular do operador de evolugao V,(t),
VE@) =33 V@)Y N ast) (A a50), (5.12)
A aa

considera que ha transicoes apenas dentro do subespago degenerado A\ e pode contemplar
tanto evolucoes adiabdticas quanto nao-adiabdticas. A matriz formada pelos coeficientes

[VB(®)]5", e dada por

[VPt)], =T {exp [z /0 t dTAA(T)] } : (5.13)

onde as entradas da matriz A, (t) séo

/ d
AML" = (A astliz A d'5t) . (5.14)

Um exemplo de evolugao adiabética descrita pelo operador (5.12), ocorre quando os au-
toestados degenerados do hamiltoniano evoluem de maneira ciclica e adiabatica, recu-
perando através da expressao (5.13) a fase ndo-abeliana de Wilczek e Zee [26]. No caso em
que os estados |\, a;t) sdo os autoestados degenerados do operador invariante, a evolugao
ciclica pode ser nao-adiabética, levando ao resultado obtido na Ref. [90], como mostrado
na Eq. (2.30).

(') a terceira e tltima forma particular do operador de evolucao V, (%),

(VE®] =" [VEm],, 1INt (X0, (5.15)

AN

descreve evolugoes nao-adiabdticas em que hé transicoes entre os estados nao-degenerados
da base {|\;t)}. Entao, através da solugao da Eq. (5.8), os coeficientes de V¢ (¢) podem

ser escritos na forma matricial

Vi) =T {eXp {z /0 t dTAc(r)] } : (5.16)



5.1 Consideragoes gerais sobre a fase geomeétrica 76

com as entradas da conexao nao-abeliana dadas por [Ac(t)], = (A;t|iL |N;t).
A realizacao deste tipo de evolucao, por exemplo, pode ser feita através da solugao nao-
adiabédtica da equacao de Schrodinger quando escrita em uma base qualquer de estados

ortonormais, isto &,

ZC)\ ) A t) (5.17)

tal que 3, |ea(t)|” = 1. Substituindo a Eq. (5.17) em (2.13), obtém-se a equacio para os

coeficientes ¢, (t),
o+ 3 eult) | Ot i st) = (e FEG) s )] = (5.18)

cuja solucao formal pode ser escrita da seguinte maneira

() = Texp {z /0 Cdr[A(r) + E(T)]} <(0), (5.19)

onde os coeficientes do vetor [?(t)]T = (ci(t),..., cy(t))sdodados por c,(t) = (u;t [¥(t)),
e os coeficientes das matrizes hermitianas A(t) e E(t) por [A(t)],, = (At id |ty e
[E(t)],, = — (Ast| H(2) [p; 1), respectivamente.

Com o propésito de obter uma fase geométrica nao-abeliana e nao-adiabdtica, em
1988 Anandan [8] percorreu o mesmo caminho das Egs. (5.17) a (5.19), exigindo, por
fim, que A(t) e E(t) comutassem. Como em geral, tal propriedade nao ¢é satisfeita, obter
uma definicao de fase geométrica a partir das equagoes de movimento das amplitudes de
probabilidades, quando estas estao acopladas, pode nao ser possivel, o que justifica as
definicoes introduzidas neste capitulo.

Na pagina 138 da Ref. [58], a expressao (5.19) também é deduzida, mas com os estados
|A; t) sendo interpretados como solugoes da equagao de Schrodinger. Nesta referéncia, as

fases dindmica e geométrica sao definidas, respectivamente, por

Udn(t) =T [ei s dTEW] , (5.20)

Uson() = T [eif(f dm(ﬂ} , (5.21)

baseando-se apenas na extensao destas fases para o caso abeliano. Mesmo que as ex-

pressoes (5.16) e (5.21) coincidam, através da dedugao da fase geométrica ciclica da Eq.
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(5.16), é possivel identificar a fase geométrica associada a uma determinada evolucao sem
a necessidade de fazer suposigoes adicionais, tais como a comutacao das matrizes A(t) e
E(t), ou impondo qualquer defini¢ao extra de fase.

De acordo com a Eq. (5.19), é muito dificil ter uma evolu¢ao onde haja apenas a
fase geométrica, ou até mesmo, separar as contribuicoes provenientes das fases dindmica
e geométrica. Uma possibilidade para se tentar reescrever a Eq. (5.19) como um produto
de exponenciais das Egs. (5.20) e (5.21) é através da férmula de Trotter [149]. Contudo,
em geral nao se pode garantir que seja possivel realizar tal tarefa; deve-se analisar caso a
caso. Todas as consideragoes feitas acima, também se aplicam a Eq. (2.25) no contexto
dos autoestados degenerados do operador invariante e as equacoes que dela decorrem.

Portanto, em uma evolugao nao-adiabdtica de estados transicionais nao-degenerados,
a fase geomeétrica ciclica e ndo-abeliana é dada pela Eq. (5.16), mesmo que via equagoes

de movimento seja impossivel isolar a sua contribuicao.

5.1.2 Trajetdrias abertas

Até aqui, apenas as evolugoes ciclicas foram contempladas pela expressao da fase
geométrica (5.9). Para levar em conta a fase relativa entre os estados da base quando
a trajetéria é nao-ciclica, deve-se recorrer novamente a Eq. (5.2), a qual fornece a fase

geométrica obtida durante a evolugdo do vetor |A,a;0) para |\ a;t) . Esta expressao

ainda pode ser generalizada para o caso em que se deseja calcular a fase relativa entre

dois vetores quaisquer da base, de forma que

[6°(0)]5, = arg {(X, @50 |\ as ), } (5.22)

Substituindo as Egs. (5.4) e (5.5) em (5.22), obtém-se

O] = e {z S 0, a50 ) wm} | 629

Reescrevendo o argumento da Eq. (5.23) na forma matricial

SO TN 0 ) VOIS = [W0.0V, (0155 (5.24)
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onde W(0,t) é a matriz de overlap composta pelos coeficientes
©9(0,8) = (X, d;0 |\ a;t) (5.25)

e V,(t) é dado pela Eq. (5.9), é possivel obter o operador O(t) responsédvel por uma

evolucao nao-ciclica onde os estados da base sao transportados paralelamente
O(t) = W(0,t)V,(t). (5.26)

No caso em que os coeficientes da matriz W (0, t) sdo construidos a partir de um subespago

completo, isto é,

D> T nat) (\ast| =1, (5.27)

o operador O(t) torna-se a fase geométrica nao-ciclica e nao-abeliana adquirida em uma
evolugao geral dos estados da base. Este cuidado com relagao a completeza do subespaco
é necessdrio, pois a matriz de overlap serd unitaria somente quando a base for completa.
Todavia, como observado por Kult e colaboradores [150], quando esta matriz estiver
restrita a um subespago incompleto, ou seja, onde a condigao (5.27) nao for mais satisfeita,
deve-se decompd-la na forma polar e tomar apenas a sua parte unitaria. A decomposicao

polar de uma matriz B qualquer consiste em escrevé-la na forma
B =RU (5.28)

onde R é uma matriz hermitiana e U uma matriz unitdria. Este procedimento baseia-se
na decomposigao polar de um nimero complexo z = |z|e'?, cuja conexao com a Eq. (5.28)
¢ estabelecida ao lembrar que det R = |z| > 0 e det U = ¢¢. Entao, o determinante da
Eq. (5.28) leva a

det B = |z] ™. (5.29)

Note que a informacao referente a fase estd somente na matriz U, a qual substituira W
na expressao (5.26) quando o subespaco a ser transportado for incompleto. Porém, para
poder escrever U como U = R !B, ¢é necessério que det R > 0, ou em outras palavras,
que R seja uma matriz positiva definida. No caso em que a matriz R é positiva semi-

definida (det R > 0), deve-se utilizar a pseudoinversa de Moore-Penrose, que consiste em
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tomar apenas os autovalores ndo-nulos de R [150]. Portanto, a fase geométrica nao-ciclica

e nao-abeliana adquirida pela evolucao de um subespaco, é dada por

Oy(t) = U(0,4) V. (1), (5.30)

onde U(0,t) é a parte unitdria da matriz de overlap W (0,t), que recupera a expressao
(5.26) quando WT(0,¢) = W~1(0,¢).

Apés a consideragao de que vetores da base podem percorrer trajetérias abertas, as
situagoes particulares em que as evolugoes sao descritas pelos operadores VA(t), VB(t)
e VY(t), devem fornecer novas expressoes para as fases geométricas. No caso em que a

evolucio ¢ efetuada pelo operador VA(t), a fase geométrica nio-ciclica torna-se

(0A®)], = arg {()\; 0 [\ 1) exp {— /0 Cdr o] diT A T>} } , (5.31)

recuperando os resultados obtidos por de Polavieja e Sjoqvist [23], para evolugdes adia-
béticas dos autoestados nao-degenerados do hamiltoniano, e por Mostafazadeh [104], para
evolugoes nao-adiabéaticas dos autoestados nao-degenerados do operador invariante.

Se os estados da base evoluirem de acordo com VB(t), vide Eq. (5.12), a Eq. (5.30)
descreverd a fase geométrica nao-ciclica e nao-abeliana dentro do subespaco degenerado
A, com a matriz U, (0, ) restrita apenas a este subespago e a matriz [Vlll3 (t)} , dada pela
Eq. (5.13). Neste caso, os resultados apresentados por Kult e colaboradores [150], no
contexto de evolucoes adiabdticas dos autoestados degenerados do hamiltoniano, e por
Mostafazadeh [104], no contexto dos autoestados degenerados do operador invariante, sdo
reobtidos.

Contudo, no caso da evolugao ser realizada pelo operador VE(t), ver Eq. (5.15), a fase
geométrica serd dada pela Eq. (5.30) com a matriz U(0,¢) construida pelos estados nao-
degenerados {|)\;t)} e VY(t) sendo dado pela Eq. (5.16). Até onde se tem conhecimento,
este resultado para a fase geométrica nao-adiabdtica, nao-ciclica e nao-abeliana de estados

nao-degenerados, descrita por

0%(t) = U%0,t)VE (1), (5.32)

g

nao tem precedentes na literatura.
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Com a introdugao da matriz W(0,t), cujos coeficientes sao dados pela Eq. (5.25),
uma importante discussao sobre a condicao de transporte paralelo precisa ser retomada.
Lembrando, primeiramente, que para um vetor de estado normalizado |¥(t)) ser trans-
portado paralelamente, é necessdrio que a equacao abaixo seja satisfeita para qualquer

intervalo de tempo infinitesimal 6t [75],

(U(t) [U(t+6t)) =1+ (U(t)] % W (1)) 6t + O [(6t)*] ~ 1. (5.33)

A solugao desta equagao remete as Eqgs. (2.4) e (5.3), que foram utilizadas anteriormente
como condigao de transporte paralelo de um estado. A interpretagao da Eq. (5.33) afirma
que |¥(t 4 dt)) nao adquire fases extras com relacao a |¥(t)) ao evoluir de ¢ para t + dt,
no limite de 6t — 0. Transpondo a Eq. (5.33) para a condi¢ao de transporte paralelo de
um subespago, obtém-se

W(t,t+6t) ~1, (5.34)

que significa que os referenciais nos instantes de tempo ¢ e em t+ 4t devem estar alinhados.

Para que a Eq. (5.34) seja satisfeita, é necessario que

, d
A (8) = (ast] = X, '3 ) =0, (5.35)

AN

ao invés da condigao usual Ay ,(t) = 0, restrita ao transporte paralelo do vetor |A;¢). A
generalizacao da condic¢ao de transporte paralelo de um subespago dada pela Eq. (5.35)

ja foi obtida nas Refs. [8] e [150].

5.1.3 Invaridncia de gauge

Suponha que uma transformacdo unitaria M(t) seja aplicada aos estados da base

{|A, a;t)}, levando-os aos novos estados
Nait) =3 ) [ME)S v, bit) (5.36)
v b
Substituindo |\, a;t) por |\, a;t)’ nas Egs. (5.5) e (5.25), obtém-se, respectivamente,

V/(t) = M (t)V,(t)M(0), (5.37)
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desde que

A'(t) = M () A(t)M(t) + iMT () M(t), (5.38)

U'(t) = MT(0)U(t)M(2). (5.39)
Portanto, a fase geométrica nao-abeliana e nao-ciclica se transforma covariantemente [104]
O, (t) = M(0)O, (t)M(0), (5.40)

cujos trago e autovalores sao quantidades invariantes de gauge.

5.2 Fases geométricas via invariantes dindmicos

O desenvolvimento anterior permitiu obter uma defini¢ao geral para a fase geométrica
adquirida pela evolugao de um subespaco, expresso em uma base qualquer de estados orto-
normais, inclusive quando a trajetéria percorrida é aberta. Nesta secao, estes resultados
serao contextualizados de acordo com a teoria dos invariantes dindmicos e serao confronta-
dos com as fases geométricas obtidas através das equagoes de movimento das amplitudes
de probabilidades. Pretende-se com isso, demonstrar que a expressao geral para a fase
geométrica, (5.26), recupera vérios resultados presentes na literatura, obtidos através das

equacoes de movimento das amplitudes de probabilidades.

5.2.1 Invariantes dinAmicos em sistemas abertos

A generalizacao do conceito de quantidade invariante para qualquer tipo de evolucao

a que um sistema fisico estd sujeito [16], decorre da definigao

d (I(t))
dt

onde (I(t)) = Tr[I(t)p(t)] é o valor esperado do operador I(t) e p(t) é o estado do

0, (5.41)

sistema. A verificagdo de que a Eq. (5.41) leva a equacdo que descreve a dindmica do
operador invariante (2.11) é direta. Substituindo (I(t)) = (¥ (¢)|I(¢) |¥(¢)) na Eq. (5.41)
e utilizando a Eq. (2.13), obtém-se

L iy {%(f) +i [H<t>,1<t>]} (1)) = 0. (5.42)
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Como a Eq. (5.42) deve ser satisfeita para qualquer solugao da equacao de Schrodinger,
o termo entre chaves deve ser nulo, que é exatamente a Eq. (2.11).
Considerando que a dindmica do sistema seja governada por uma equagao mestra na

forma de Lindblad [151]

d’;—ff) B +Z%J [2sz t)I'f — p(t)IIT, —F}I‘,-p(t)], (5.43)

onde H(t) é o hamiltoniano do sistema, +,;() sdo as freqiiéncias que decorrem do acopla-
mento entre o sistema e o reservatério, e I'; sao os operadores de Lindblad originados pela
agao do reservatorio, chega-se através das Egs. (5.41) e (5.43) & equagao que descreve a

evolucao do operador invariante

R SO 6 Z% [21“T BT, — I(HTT, — T A1) (5.44)

E importante notar que a aplicagao deste método nao estd restrita apenas a equacgao
de movimento para o operador densidade reduzido do sistema na forma de Lindblad,
sendo vdlida para qualquer equacao mestra sem convolugao. Um exemplo particular da
Eq. (5.43) ocorre quando v,;(t) = 0, levando & equagao de Liouville-von Neumann

do(t) _

P = =i H0. pl1). (5.45)

cujo operador invariante pode ser obtido como um caso particular da Eq. (5.44), resul-
tando novamente na Eq. (2.11). Portanto, as equagoes de Schrodinger e de Liouville-von
Neumann admitem o mesmo conjunto de operadores invariantes.

De acordo com a teoria dos invariantes dindmicos, para encontrar a solucao da Eq.
(5.43), deve-se primeiramente expandir p(t) na base dos autoestados de I(t), sendo que

este ltimo ¢é solugao da Eq. (5.44),

- ZZ [C( )\X |>\ a; t> <)‘,7a,;t| ) (546)

AN a,a’

onde [c(t)]$} X = (A a;t| p(t) [N, d';t) satisfaz a condigao de normalizacao Y5, >°, [c(t)]}) =
1. Substituindo (5.46) em (5.43), obtém-se a equagao para as amplitudes de probabili-
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dades
() }W —@ZZ{ +[A@RS + i (DO} ey,
=i D el {[H( s+ (AR, — i DI}
A a
2370 DD ML eI (A (5 (5.47)

AN a,al
com os coeficientes [H(t)]i‘; = — (u, b;t| H(t) |\, a; 1), [D(t)]ztf\ =D i Vi) (u, bs t] 1";1"Z
X |\, a;t), [A(t)]sz\z = (u, b; t|T; |\, a;t) e [A(t)]ff; dado pela Eq. (5.7). A solugao formal
da Eq. (5.47) pode ser escrita como

C(t):TeXp{i/th[H(T>+A( ) +iD(7 +22/ A7y (T)A(T) (o )AT( )

0

(5.48)

t
—i/ dr(e) [H(7) + A(r) — ZD(T)]} c(0),
0
sendo que os pontos indicam a posigao de atuacao dos operadores e c(t), H(t), D(t), A;(t)
e A(t) sdo matrizes compostas pelos coeficientes definidos acima. Na se¢ao 2.2 do capitulo
2, foi deduzida a relagdo auxiliar (2.16) para simplificar as equagoes das amplitudes de
probabilidades (2.19). Seguindo os mesmos passos, mas lembrando que a equagao que

rege a evolucdo do operador invariante é a (5.44), chega-se a seguinte equagao

0 g~ i 10 - B0 {14 + O}

—ZZZ% B+ L) — 2L O MBS (5.49)

A relacao auxﬂlar (5 49) é util para mostrar que quando =\ e a = b,
d] At . Y
=2 Z 22 LONA O AELS,  (5.50)

de forma que os autovalores do operador invariante nao sao mais constantes no tempo,

um efeito devido somente & presenga do reservatério. Quando p # A e a e b quaisquer,

obtém-se a expressao
— i [1\() = Lu(?) {[A(t)]f;‘; +[HOLA )
= X2 SO0+ L) LI Ol MOLS, 65
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a qual, na situacio particular em que v;;(¢) = 0, simplifica a Eq. (5.47), desacoplando as
equagoes de movimento das amplitudes de probabilidade, a semelhanca da Eq. (2.20) nos
indices subescritos. Nota-se a partir desta equacao que no caso degenerado as amplitudes
de probabilidade permanecem acopladas dentro de cada subespaco degenerado.

Como pode ser visto abaixo, apds a introducao dos efeitos do reservatério na evolugao
do sistema, a substituigdo da Eq. (5.51) em (5.47) leva ao conjunto de equagoes acopladas,

b

0] = RO+ SOLY + T (5.52)

/ IINT

— el L@, + AL, +i DO} (5.53)

e, = 22% Z{ AL L)), () [ (D)%

- Z uM >]>\:u (A" u wij T Z uw )} [A*< )]b/’:a)\/%j

M) )

Y LS @RS @RSy ¢ (5.54)

AN ()

Tl =22 0033 1 2 [H] A OIS A, e,

N ad | A

N Z {L\ (t) (t;] et )]ba IA*(1 )]A’AJ [A(t)]il'f;'z ) (5.55)

£) — Lt

Differentemente do procedimento original utilizado por Berry [6], no contexto de
evolucoes ciclicas e adiabdticas de estados puros, nao é claro como extrair a fase ge-
ométrica através da dinamica das amplitudes de probabilidades (Eq. (5.52)) que descreve
a evolugao nao-adiabdatica de um sistema aberto. Algumas excegoes, reportadas nas Refs.

[56, 57], correspondem ao caso particular em que o sistema aberto evolui adiabaticamente.



5.2 Fases geométricas via invariantes dinamicos 85

Seguindo a discussao presente no final do item C') da subsecao 5.1.1 deste capitulo, esta
é uma razao pela qual se procurou por uma definicao formal, como apresentada na Eq.
(5.30), ao invés de tentar obté-la das equagdes das amplitudes de probabilidades.

Antes de efetuar a comparacao entre as fases geométricas (5.30) e aquela que surge
das equagoes de movimento das amplitudes de probabilidades, é importante lembrar que
por estar se tratando dos coeficientes de um operador densidade [c(t)]i‘f\, ¢ conveniente

analisar a fase geométrica adquirida pelo elemento pi‘j\/, (t) = |\, a;t) (N, d';t], a qual serd

definida por

[ch(t)}iﬁlf = arg { (X, a; 0] Oy (t) |A, a;0) (X', a; 0] Of(t) [N, a5 0) } . (5.56)

A fase geométrica em (5.56) é uma quantidade invariante de gauge. Para verificar isto,
basta lembrar que os estados da base se transformam de acordo com a Eq. (5.36) e que

1N/ ’
O,(t) se transforma de acordo com a Eq. (5.40), levando a { [ngG(t)]i’i,} = [qﬁG(t)]i’i,.

5.2.2 Dinamica livre de dissipagao - caso degenerado

No caso em que os efeitos do reservatério com relacao ao sistema sao desconsiderados,

74;(t) = 0, a equagdo auxiliar (5.51) fornece uma relagao bastante simples para A # p
[A®)]S + [H(B)]S = 0. (5.57)
Ap6s substitui-la na Eq. (5.47),

o] @ =% {{mons + ek} e o

— el 0 {1, + A0} (5.58)

obtém-se a seguinte solucao
Cpupv (t) _ {T ol fo dT[Huﬁu(T)—i-Au,u(T)]} c, ul(o) {T el I dT[HHQ,L/ (T)JrAH/’HI(T)] } , (559)

onde c, /() ¢ uma matriz de dimensao N, x N, tal que N,(N,/) é a dimensdo do
subespago degenerado p(y'), e as matrizes H, ,(t) e A, ,(t) atuam somente dentro destes

subespacos.
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De acordo com este tipo de evolugao, a fase geométrica nao-ciclica descrita em (5.30)
é dada por
OL(t) = U, (0,1) [VP(1)]

g

: (5.60)

n
sendo [V5(t)] , descrito pela Eq. (5.13) e UJ(0,t) a parte unitaria da matrix de overlap
formada somente pelos estados degenerados. Quando a evolugao é ciclica, a Eq. (5.60) se
reduz a
out) = [VE@)], =T [eifé dTAMT)} , (5.61)

onde A,(7) é o mesmo A,,(7) da Eq. (5.59). No contexto da teoria dos invariantes,
Mostafazadeh [104] obteve a Eq. (5.60) com a matriz U (0,t) substituida por W7 (0,1),
ou seja, com os elementos da matriz de overlap dados pela Eq. (5.26). Este resultado
foi obtido apenas através da construcao de quantidades invariantes de gauge. Contudo,
é importante salientar que nao basta que a fase geométrica seja invariante de gauge, é
necessario também que esta seja uma matriz unitdria, de modo a carregar informagoes
relativas somente as fases, ver Egs. (5.28) e (5.29). Logo, o resultado apresentado na Eq.
(5.60), para este caso particular, corrige esta falha na Ref. [104].

Na situacao particular em que a evolugao é ciclica, Mostafazadeh obteve exatamente
a Eq. (5.61) [90]. Os seus resultados foram obtidos seguindo o caminho das equagoes das
amplitudes de probabilidades através da solucao da equagao de Schrodinger, juntamente
com a hipétese de que [H,,(t), A,.(t)] = 0, obtendo as fases nao-abelianas dinamica e
geomeétrica das Egs. (2.29) e (2.30), respectivamente.

No caso em que a evolugao torna-se adiabédtica, vide Eq. (2.24), os resultados obtidos

na subsecao 2.2.2 do capitulo 2 sao recuperados.

5.2.3 Dinamica livre de dissipacao - caso nao-degenerado

Para tratar o caso nao-degenerado, basta omitir os indices superiores dos coeficientes

[c(t)]zz, — [e(t)],,,» na Eq. (5.58), cuja solugao pode ser escrita como

[c(t)]ML, = [C(O)]ML, exp {Z/O dr [AH, /(1) + AA, (7’)]} , (5.62)

com [AH ()]0 = [HO],, — H O], € [AAWD)], 0 = [AD)],,, — [AD)],1, tal qve as

fases geométrica e dindmica se reduzem as expressoes abelianas (2.22) e (2.23), respecti-
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vamente. As fases associadas ao elemento p, ,(t) sdo simplesmente a diferenca entre as
fases geométrica e dinaAmica adquiridas por cada estado |u;t) e | t). Esta propriedade
de subtragao das fases ocorre devido ao cardter nao-transicional da solu¢ao. Comparan-
do a fase geométrica obtida através das equacoes das amplitudes de probabilidades com
aquela da Eq. (5.56) para evolugoes ciclicas, percebe-se que sdo idénticas, uma vez que
o operador de evolucao para evolugoes nao-transicionais é dado pela Eq. (5.10) com os
coeficientes da Eq. (5.11). Evidentemente, no caso em que a evolugao torna-se adiabdtica,

os resultados obtidos na subsecao 2.2.1 do capitulo 2 sao resgatados.

5.3 Aplicacao - Fase geométrica de um sistema de
dois niveis

Para exemplificar a técnica desenvolvida na secao 5.1, e visando compreender melhor
o papel que a dissipacao desempenha na evolucao da fase geométrica, calcular-se-a a fase
geométrica adquirida pelos autoestados nao-degenerados de um sistema de dois niveis
sob a agao do reservatério a temperatura zero. Também serd estudado o caso em que o

sistema evolui nao-adiabaticamente sem a presenca do reservatoério.

5.3.1 Caso dissipativo - v # 0

O sistema de dois niveis é caracterizado pela freqiiéncia de transicao wq entre os estados
fundamental ¢ e excitado e, onde este ultimo estd sujeito a decaimento espontéaneo. A
dindmica deste sistema ¢ descrita pela solucao da Eq. (5.43) com H(t) = wo0./2, 7, = 3
e I'y = o_. Para aplicar a técnica dos invariantes dindmicos em sistemas abertos, sera

suposto a forma mais geral possivel em duas dimensoes para o operador invariante

I(t)= > Xas(t)oas, (5.63)

a7B:g76
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onde 0,5 = |) (3| e as equagoes para os coeficientes x,5(f) sao obtidas apés substituir a

Eq. (5.63) na Eq. (5.44)

Xgq(t) =0, (5.64a)
Xee(t) =7 [Xee(t) - ng(t)] ’ (564b)
Xeg(t) = (—ito +7/2) Xey(1), (5.64c)
Xge(t) = (in + 7/2) Xge( ) (5 64d)
O sistema de equagdes (5.64) é facilmente integrével
Xgg(t) = X4q(0), (5.65a)
Xee(t) = X (0) + Ax e, (5.65b)
Xeg(t) = X (0) 072 (5.65¢)
Xge(t) = Xge(0) 07720, (5.65d)

com Ax = X,.(0) — x,,(0). Uma vez que os coeficientes do operador invariante sao dados

pela Eq. (5.65), decorrem os seus autovalores

 2xy,(0) + Axer £ e"/2 g(t)

L.(t) 5 : (5.66)
e autovetores
[+5t) = N(t) [£(t) [9) + Xeg(0) €7 )], (5.67a)
|=5t) = N(t) [x:,(0) e |g) — f(t) |e)] , (5.67b)
onde
e(t) = \/(Ax)2e7t+4‘xeg(0)‘2, (5.68a)
ft) = [-Axe™?+e(1)] /2, (5.68b)
N(@t) = 1/ (). (5.68c¢)

Tendo em maos os autovetores, é possivel calcular a fase geométrica adquirida pelo trans-

porte paralelo do subespago formado pelos autoestados |+;1t).
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A evolucao deste sistema de dois niveis gera transi¢oes entre os estados nao-degenerados
|+;t) e |—;t). Portanto, para o cdlculo da fase geométrica ndo-abeliana, nao-ciclica e nao-
adiabdtica, deve-se utilizar a expressao (5.30) com V, (t) = V(t) descrito pela Eq. (5.16).
Neste ponto, ¢ conveniente parametrizar as varidveis x,z(0) em funcdo das coordenadas

estéricas rg, 0y € ¢,

Xgg(0) = —rg cos by, (5.69a)
Xee(0) = 70 cos by, (5.69D)
Xeg(0) = rosinfpe %, (5.69¢)
Xge(0) = rosin g e’ (5.69d)

O parametro rg é o raio da esfera, tal que 0 < rg < 1, seguido pelos angulos polar
0 <0y <meazimutal 0 < ¢, < 2m. Estes trés pardmetros sao suficientes para descrever
todos os estados normalizados no espaco de Hilbert bidimensional, de modo que qualquer
estado pode ser representado por um ponto na superficie ry = 1 (estado puro) ou no
interior 7y < 1 (estado misto) da esfera de Bloch [149]. A parametrizagao feita em (5.69)
pode causar estranheza, pois o niimero do pardmetros do operador invariante em t = 0 é
quatro, enquanto que as coordenadas esféricas sao trés. Contudo, das Eqgs. (5.46) e (5.47),
percebe-se que as informagoes relevantes para o estado do sistema p(t), sdo os autoestados
do operador invariante, os quais dependem somente dos parametros Ay, x,,(0) e xZ,(0).

Entao, de acordo com a Eq. (5.69), os autoestados em (5.67) podem ser reescritos como

[+5t) = N(t) [£(t) |g) + rosin e “ort@) )] | (5.70a)
|—;t) = N(t) [rosin by elwottdo) |y — £(t) le)] (5.70b)
onde
e(t) = 2rgv/cos?fyer +sin? g, (5.71a)
ft) = —rgcosye’?4e(t)/2. (5.71Db)

A partir dos estados em (5.70), calcula-se a conexao nao-abeliana A (t)

Ap(t)  Aipl)
ac=( anty 2o ). >72)
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onde Ap(t) = N2(t)r2wgsin? 0y e Axp(t) = N2(t)rqsin b {—wgf(t) - zf(t)} e i(wottdo) g

qual pode ser expressa em funcao das matrizes de Pauli da seguinte maneira
Ac(t) = AD(t)O'Z+A}<VD(t)0'++AND<t)O'_. (573)

Para encontrar o operador de evolugdo V(t), é preciso resolver a equacio

.C

V, (1) = iAc(t) V(1) (5.74)
sendo que para isso serd utilizado o mesmo procedimento da secao 4.1 do capitulo 4 com

a transformacao unitdria
t ) )
R(t) = exp {@ [eWg_ — D g, ] } ) (5.75)

similar aquela da Eq. (4.5), desde que os operadores bosonicos sejam mapeados nos
operadores de quasi-spin através das relagoes de Schwinger (4.24). A forma da Eq. (5.74)
permanece invariante pela atuagdo da transformagao R(t), contanto que os operadores
Ac(t) e VO(t) se transformem como

Act) = ROACHRI(1) — ROR (1) (5.76a)

V, (1) = RHVI®). (5.76b)

O efeito da transformacgao unitdria sobre as matrizes de Pauli, gera as combinagoes de

operadores:

R(t)o.RI(t) = cos[n(t)] e, +sin[nt)] e o, +sinnt)]e™“Deo_, (5.77a)

R(t)O'+RT(t) = —M e~ () o.+ cos> [U(t)/2] o

+sin’ [n(t)/2] e W, (5.77b)
R(t)o_RI(t) = —w “W g, —sin?[n(t)/2] ¥V o

+ cos?

[n(t)/2] -, (5.77¢)
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Exigindo que os termos que multiplicam o, e o_ em A (t) sejam nulos, obtém-se

Ac(t) = {Nz(t)rgwo sin® 0 cos [n(t)] + C(t) sin? [(t) /2] — N?(t)rg sin 6 sin [n(t)]

X {—wgf(t) cos [O(t)] + f(t) sin [@(t)]}} o, (5.78)
onde os parametros 7(t) e ((t) sdo solugoes das equagoes diferenciais acopladas
A(t) = 2roN*(t) sin by {wo F(#)sin [O(8)] + f(t) cos [@(t)]} , (5.79a)
E(t) = 2roN(1) sin By {worg sin 0 + cot [(t)] {—wo £(£) cos[O(1)] + f(t) sin [@(t)]}} ,
(5.79b)

com O(t) = wot + ¢y — (t).
Devido a introducao da dissipagao, as equagoes diferenciais (5.79) tornam-se conside-
ravelmente mais complicadas que as (4.11), de modo que para conseguir resolvé-las, serd

imposto que 7(t) ~ 0, resultando em

((t) >~ wot + ¢, + arctan [w{:?()t)] : (5.80)

Assumindo que o acoplamento sistema-reservatério seja fraco, v/wo < 1, e que o tempo
de evolugao seja aproximadamente ¢ ~ 27 /wq, obtém-se que f(t) =~ r9(1—cosy)(1—cos by
x~t/2). Substituindo f(t) em (5.80) e usando o fato de que arctan (z) ~ x para r < 1,

tem-se a seguinte expressao para ((t)

v cos b

((t)ﬁwot‘f‘%_w_o 9

(5.81)

onde o tltimo termo a direita da equagao acima representa a correcao de primeira ordem
proveniente dos efeitos do reservatério. Para escrever 7(t) em fungao dos parametros do

sistema, deve-se substituir a Eq. (5.81) e a expressao
N2(t) = {2r2[(1 — cos 6p) + h(Bo)11]} ", (5.82)
onde h(fg) = — cos by (1 — cos by + cos? 0y/2) na Eq. (5.79), obtendo

n(t) >~ arccot {cot 6o {1 + %%w} } . (5.83)
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Portanto, dentro das aproximagoes feitas acima, os pardmetros da transformacao unitdria
R(t) sao descritos pelas Eqgs. (5.81) e (5.83), com 7/7 < 6y < m. Esta limitagdo na
variagao do angulo polar 6, ¢ necessaria para garantir que 7(¢) ~ 0.

Resta ainda avaliar a matriz de overlap U(0,t), que neste caso é igual a W(0,¢), uma
vez que o subespago evoluido {|£;t)} é completo. A matriz de overlap é formada pelos

elementos da Eq. (5.25)

o= L)

onde Up(t) = N(t)sin (0p/2) [f(t) + 2r¢ cos? (y/2) e e Unp(t) = N(t) e "% cos (0y/2)
x [f(t) — 2rgsin® (fp/2) e=**']. Com o resultado acima, a fase geométrica ndo-abeliana,

nao-ciclica e nao-adiabéatica pode ser escrita como
O,(t) = U(t,0)RI(t) M= R(0), (5.85)

tal que, a expressao geral para (t) é dada por

Q) = /0 dr {rgwo sin 0o N?(7) cos [n(T)] + %T) {1 — cos [n(7)]}

470 sin O N?(7) sin [(7)] {—wof(T) cos [O(T)] + f(T) sin [O(7)] } } ,(5.86)

e a matrizes R(t) e U(t,0) sao dadas pelas Eqgs. (5.75) e (5.84), respectivamente. Neste

exemplo em particular, a Eq. (5.86) torna-se

O(t) = wot [1 + w1 , (5.87)

onde s(0g) = — cos by (1/2 — cos by + 3 cos®0y/8) /(1 — cos ).

5.3.2 Caso nao-dissipativo - v =0

No caso particular em que v = 0, os autoestados em (5.70) recuperam aqueles da
Eq. (2.6) com w = wy. Seguindo a Eq. (5.62), a evolugdo é ndo-transicional e a fase
geométrica ¢ dada pela expressdo (5.31). Se o periodo de evolugao for 27 /wg, como no

caso dissipativo, as fases geométricas adquiridas pelos estados |£;t) tornam-se ciclicas,
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sendo dadas apenas pela integral dos elementos diagonais da conexao nao-abeliana da Eq.

(5.72)

t=27/wo
[0A@r/w)], = F /0 dr Ap(7) = (1 + cos b). (5.88)

A menos dos fatores de fase +27, as fases geométricas ciclicas e nao-adiabdticas em
(5.88) sao as mesmas obtidas na Eq. (2.8), as quais foram obtidas para evolugoes adi-
abdticas dos autoestados do hamiltoniano. Entao, as fases geométricas associadas aos
elementos do operador densidade séo [¢G(27r/w0)]+ = —[¢%(2r/wo)] . = —2mcos by
e [¢G(2w/w0)}+7+ = [¢G(27r/w0)}_7_ = 0. Este ultimo resultado era esperado e ji foi

obtido na Ref. [56].



Capitulo 6

Consideracoes sobre a teoria dos
invariantes e o operador densidade

para sistema de dois niveis

A teoria dos invariantes dindmicos foi amplamente utilizada ao longo dos capitulos 2,
3 e 5 desta tese. A sua aplicagao nao se restringe apenas aos exemplos aqui citados; existe
um grande nimero de aplicagoes que vao desde sistemas atomicos [152, 153] & sistemas
da éptica quantica [99, 101, 103, 154, 155].

Para introduzir os objetivos deste capitulo, primeiramente, serd retomado o exemplo
parcialmente desenvolvido no capitulo anterior: o de um sistema de dois niveis sujeito a de-
caimento espontaneo. Mostrar-se-d que é possivel utilizar a teoria de invariantes, seguindo
a sua prescri¢do original [14], para encontrar o estado do sistema no tempo ¢, mesmo es-
tando este sujeito aos efeitos do reservatério. Com isso, pretende-se evidenciar um prob-
lema peculiar & teoria dos invariantes, que diz respeito a indeterminacao das condigoes
iniciais dos coeficientes do operador invariante. Esta indeterminagao é automaticamente
transferida aos observéveis fisicos, que dependem dos coeficientes acima mencionados. Tal
problema foi contornado de forma satisfatéria para as situagoes fisicas abordadas nesta
tese, bem como em outros sistemas fisicos abordados [18, 99, 101, 103, 153]. Contudo,
nem todas as situagoes fisicas permitem que este problema seja contornado de forma

satisfatéria, como serd mostrado adiante.

94
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Existe uma maneira diferente de utilizar a teoria dos invariantes que também contorna
o problema apresentado anteriormente [154, 155]. Todavia, esta metodologia é bem desen-
volvida apenas para os casos em que o sistema é descrito por hamiltonianos quadraticos
compostos por operadores do campo de radiacao. Esclarecendo, por fim, os objetivos
deste capitulo, pretende-se transpor o obstdculo da indeterminacao dos coeficientes do
operador invariante para o caso especifico de sistemas de dois niveis. Serd apresentada
uma técnica para a obtengao do operador densidade destes sistemas que dispensa o uso

dos invariantes e supera o problema relacionado & previsao dos observéiveis fisicos.

6.1 Determinando o operador invariante

Como pdde ser visto na se¢ao 2.2 do capitulo 2, a primeira vez em que Lewis utilizou
o operador invariante nao-adiabdtico no contexto da Mecéanica Quéantica [15], foi através
da quantizacao de uma quantidade conservada no tempo, obtida a partir das equagoes
classicas de movimento. Isto demonstra a dificuldade em se obter um operador invariante
associado ao hamiltoniano do sistema. Tal empecilho ainda persiste nos casos em que o
hamiltoniano ndo apresenta simetrias [154], porém, nas situacoes em que este pode ser

escrito como [18; 21, 154, 155]

N<M

H(t) = ) hi(t)O;, (6.1)

onde O; sao os geradores de uma algebra de Lie arbitraria definida por
M
[0,,0,] = CFOx, (6.2)
k=1

com ij sendo a constante de estrutura (CZ = —C]’-‘;), o operador invariante admite a

seguinte forma
M
I(t)=> g;(t)O;. (6.3)
=1

Substituindo as Egs. (6.1) e (6.3) na Eq. (2.11), e utilizando a Eq. (6.2), obtém-se as

equagoes diferenciais de primeira ordem para os coeficientes do invariante

N<M M

g®) +i > hi(t)g(CE =0,  k=1...M. (6.4)

i=1 j=1
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Sendo assim, o operador I(t) na Eq. (6.3) serd um invariante do sistema desde que o con-
junto de equagoes diferenciais acopladas tenha solucao. A determinacao dos coeficientes
gk(t) depende de suas especificagbes no tempo inicial. Contudo, ndo hd uma regra geral
de como escolhé-los em ¢ = 0. Em algumas situacoes, como tratadas nesta tese, em que
nao sao considerados os efeitos da dissipacao na dindmica do sistema, é possivel supor a
forma dos coeficientes g (0), pois a identificacao destes com o estado inicial é direta. Por
exemplo, no capitulo 3, os coeficientes ,(0) do operador invariante da Eq. (3.6) foram
escolhidos iguais a zero, uma vez que o estado inicial do campo na cavidade é o vacuo.
Jé na Ref. [18], onde é considerada a evolugao de uma particula de spin 1/2, sabe-se que
a quantidade conservada é o raio da esfera de Bloch. Entao, por analogia, pode-se inferir
que os coeficientes do invariante em ¢t = 0 sao os valores esperados das matrizes de Pauli
no estado inicial do sistema. Isto justifica a parametrizacao dos coeficientes do operador
invariante utilizada na se¢ao 5.3 do capitulo 5, uma vez que para v = 0, os resultados da
Ref. [18] sao recuperados.

Para tornar claro como surge o problema da indeterminacao dos coeficientes do ope-
rador invariante, dar-se-a continuidade ao exemplo iniciado na secao 5.3 do capitulo 5.
Embora este problema seja simples e possa ser resolvido por outros métodos, serd ttil

para os propositos deste capitulo.

Sistema de dois niveis sujeito a decaimento espontianeo

De acordo com a teoria dos invariantes, resolver a Eq. (5.43) é eqiiivalente a resolver
a Eq. (5.47), sendo que nesta ultima é necessério avaliar os elementos das matrizes
H(t), A(t), D(t) e A;(t). O célculo de tais elementos de matriz é feito através dos
autoestados |+;t) e |—;t) presentes na Eq. (5.67), resultando no seguinte conjunto de

equagoes diferenciais acopladas
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é++(t) = - |Xeg(0)|4N4(t)C++(t)
PO et |G D e o) e
X0 (0)N2(t) 0t [dfd—? + %(t) — YN2(t) f3(t)] ey (1)
AN f e (1), (6.5)
) = N e ST 0 0] et

+ [iwo = 2 = 7 [xey O N0 2] €4 (1)
=7 X5 (O] N (1) (1) €0 ey (1)
O R R CYA(C] FC N CY)

ealt) = e | D e 0 £0)] e
— [Xeg (0)]7 NA(t) f2(t) €200 e (2)

+ | =iwo = 5 =X O N 20 e (1)

T SRR OYALT) PN (%)

() = 7[xeg(0)]" N (B)ess (1)
Ot [ D e o) et

e | B T e pe) e

— N (e (1), (6.8)
onde f(t) e N(t) sao dados pela Eq. (5.68). Apds a andlise das expressoes

dft) | vf(#)

it AN = 0, (6.92)
df() Vf() 2 3 df(t)  ~f(t)
2 T TN ZQ{WJFT}’ (6.9¢)
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as Egs. (6.5) até (6.8) podem ser simplificadas, do que se obtém

Cor(t) = =7 [Xeg (0)] N ()i (t) + AN () f1(E)e—— (1), (6.10)
cr—(t) = 2x5,(0)N?(t) e’ |:—df—(t)+%(t):| ci+(t)

+ [mo—%—ﬂxeg > M) f?(t)] e (1)

—y [ (0)]7 N £2(8) €20t e (1)

421, (O)N2(r) e {df 72”} (6.11)
eul) = 2N 0e |0 ”f;t]c++

7 [Xeg ()] NU(2) f2 (1) €200 ¢y (1)

+[—iwo—%—'y\x8g )|* N(t) fz(t)] (1)

2o (0)N?(£) e~ "0t {df } (6.12)
(1) =7 Xy O] N (e (6) = YN0 f (e (1) (6.13)

Através da soma das Egs. (6.10) e (6.13), conclui-se que
i (t)+e_—(t) =1, (6.14)

onde também foi utilizada a condigdo de normalizagao do operador densidade em (5.46)
com {|\, a;t)} = {|+;t),|—;t)}. Subtraindo a Eq. (6.12) multiplicada por x},(0) e da

Eq. (6.11) multiplicada por x,,(0) e, obtém-se

[é+— (t) + <—iwo + %) c+_(t)] Xeg(0) €700 = [é_+(t) - (z’wo + %) c_+(t)} XC, (0) et

(6.15)

cuja solucao ¢ dada por
o (t) = co (0)elio=3)t, (6.16a)
c_i(t) = c_y(0)elTwom3)t, (6.16b)

Utilizando a relacao (6.14) na Eq. (6.10), chega-se a expressao para o coeficiente ¢ (t):
2
cralt) = exp {7t +27[x, (0)] A1) } {e410)

+y /0 PN (7) f (7 exp {7 =27 [, O A(T)}} . (617)
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com

Alt) = / drN*(r) f2(7). (6.18)

0
Para resolver a integral (6.18) serao utilizadas duas mudancas de varidveis, sendo que

a primeira delas, = = €?/2, leva & integral

[_;cAX /22 (Ax)? + 4] Xeg(oﬂ 2

6.19)

evt/2
At) = %/1 dz [

2 2|’ (
o [ (A0 4 4 g O = /o2 (7 + 4, 0]

enquanto que com a segunda mudancga de varidveis, tan§{ = xAy/2 |X69(0)|2, obtém-se

1 arctan (th/2 Ax/2’xeg (0)|2)
A(t) = , d€ cot €. (6.20)
2’7 |Xeg } arctan(Ax/2|Xeg(O)’ )
A integral em (6.20) ¢ resolvida de maneira simples, fornecendo o resultado
-1 2(H et
_ _In {5 (2)6 ] , (6.21)
47 Xy (0)] e(0)

onde £(t) estd descrito na Eq. (5.68a). Tendo obtido a forma explicita para a fungao A(¢)
na Eq. (6.21), deve-se substitui-la na integral da Eq. (6.17), a qual é resolvida aplicando-
se as duas mudancas de varidveis utilizadas anteriormente, resultando na expressao para

o coeficiente ¢, ():

2
i (t) = cyr(0) 72 % +2e7 712 ‘Xeijz)‘ {5(25) [Agio_)i_ c(0)] AXfyt/zl_i_ =) } .
(6.22)
Portanto, os coeficientes ¢;;(t) que compoem o operador densidade estao determinados, a
menos de suas condicoes iniciais, pelas Eqgs. (6.14), (6.16a), (6.16b) e (6.22).
Para tentar encontrar os coeficientes ¢;;(0), tal que 4, j = {4, —}, partir-se-4 do estado

normalizado mais geral em duas dimensoes

p(0)==[1+7, 7], (6.23)
sendo 7y = 7o (sin Oy cos ¢y, sin Hg sin ¢, cos fy) o vetor de Bloch, com as coordenadas
esféricas 79, 0y € ¢y, € & = (0, o,,0.). Confrontando o estado do sistema no instante
inicial escrito na base de autoestados do operador invariante com aquele da Eq. (6.23),

p(0) = > ¢;(0)i:0) (j; 0], (6.24)

7:7j:+7_
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obtém-se que as amplitudes de probabilidade ¢; ;(0) sdo dadas por

i1 (0) = % + 2£E]O) {Ax cos 0+ sin by [x.,(0) el®o +x24(0) e ]}, (6.25)
To . sinfy [ ,o idy s 2 —ido
e (0) = o { st 0,04 250 [P e - [, 0 ], 620)
To sinfy [ o igy 2 iy
a0 = = feostuf O, 0 + 2 [P0 e~ [, 0 ] 02
c-—(0) = % - %(00) {Ax cos bl + sin g [x,,(0) € x5, (0) e %]} (6.28)

Como pode ser visto das expressoes para os coeficientes ¢; j(t), ndo é possivel determinar
completamente o estado do sistema no tempo ¢, a menos que sejam conhecidos os coefi-
cientes que compoem o operador invariante em ¢ = 0, isto &, x,(0) € Ax = X.(0) —x,,(0).
Poder-se-ia pensar que o vinculo imposto pela Eq. (5.41) é suficiente para determinar tais

constantes; contudo, através da expressao

Xee(0) + Xg(0)  rocosby [Xee(0) = Xyg(0)] 7osinby
() = et o), Toconlo | Xee) 2 XeolD). 1o

[Xeg(0) €% +x7,(0) €] ,
(6.29)
conclui-se que o valor médio do operador invariante no tempo ¢ permanece igual a (I(0))
para qualquer instante de tempo, independentemente do valor das constantes x;; (0), com
i,j = {g,e}. Uma outra maneira de tentar determinar y,,(0) e Ay, é através da com-
paracao entre os valores médios dos operadores o, o, e o, avaliados com os operadores
densidades das Eq. (6.23) e (6.24). Calculando-se os valores médios com o estado da
Eq. (6.23), obtém-se exatamente as componentes do vetor de Bloch 7. Este resultado
é também obtido com o estado (6.24), independentemente da escolha dos parametros do
invariante.
A conseqiiéncia imediata da arbitrariedade dos coeficientes do operador invariante
no instante inicial, tem implicacao direta na previsao dos observdveis fisicos. Para se
certificar deste fato, suponha que se esteja interessado em medir a troca de populacao

entre os estados do sistema de dois niveis. A grandeza fisica a ser observada é o valor



6.2 Operador densidade para sistemas de dois niveis - O método 101

esperado do operador o, o qual, de acordo com a teoria dos invariantes, é dado por

(o.(t)) = ef_(if() {(0) + Axrocos by + 2 |Xeg(0)| rosin 6 cos { ¢, + arg [Xeg(O)] I3

270 | Xeq(0)] €771/ .
=(0)=(1) {2 ‘Xeg(O)‘ cosp — Ay sinf cos { @, + arg {Xeg([))] }}

A (e
Ax +e(0)  [Ax+e(0)]e2(t)

(6.30)

Entao, para comparar o valor esperado tedrico com o resultado experimental, é necessario
ajustar os parametros x.,(0) e Ay de modo a descrever a curva experimental, um pro-
cedimento que quando utilizado em sistemas mais complexos, pode nao ser uma tarefa
simples. Através da expressao (6.30), também é possivel se certificar da afirmagao an-
terior (a de que a comparagao entre os valores esperados obtidos através dos operadores
densidade (6.23) e (6.24), ndo é capaz de fixar os coeficientes x;;(0)), verificando-se que a

expressao ((0)) = rqcosfy iguala-se & componente z do vetor de Bloch 7.

6.2 Operador densidade para sistemas de dois niveis

- O método

De acordo com a secao anterior, a teoria dos invariantes dindmicos de Lewis e Riesen-
feld apresenta o problema relacionado as previsoes dos valores esperados das grandezas
fisicas. Para solucionar este problema, serd apresentado um método alternativo, sem a
necessidade do operador invariante. Devido ao fato destes estudos serem preliminares, o
método serd comprovado apenas para sistemas de dois niveis que evoluem unitariamente
de acordo com a equacao de Liouville-von Neumann, embora acredite-se que este possa
ser estendido para situacoes mais gerais.

Relembrando a equagao que rege a dindmica do operador invariante,

L)
dt

= [H(®), I(t)],

e a equacao de descreve a dindmica unitdria de um sistema,
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nota-se que as evolugbes de ambos os operadores, 1(t) e p(t), dao-se através do mesmo
operador U(t), isto &,

I(t) = U®I0)U'(t), (6.31)

p(t) = Ut)p(0)U (1), (6.32)
sendo que estes diferem apenas pela condicao inicial. O problema mencionado na se¢ao
anterior, reside no fato de ndo se ter uma regra para fixar o operador invariante I(0).
Embora pareca que o operador U(t) ndo dependa da forma de I(0), tal dependéncia existe
na abordagem originalmente feita por Lewis e Riesenfeld [14], conforme mostra o exemplo
da secao anterior. A semelhanca entre as dindmicas do operador invariante e do estado
do sistema, indica que p(t) também é um operador invariante. Para se certificar disto,
basta substitui-lo na Eq. (5.41), que leva a seguinte quantidade conservada tr[p?(t)] =
tr[p?(0)] < 1, ou seja, a pureza do estado mantém-se no tempo.

Ao invés de utilizar o operador invariante I(¢) para encontrar os seus autoestados e
posteriormente escrever a solugao da equagao de Schrédinger ou de Liouville-von Neumann
nesta base, sera utilizado diretamente o operador densidade p(t). Este procedimento evita
a indeterminacao dos coeficientes apresentada na teoria dos invariantes, uma vez que p(0)
é unicamente determinado. A maneira de construir o operador densidade dar-se-a de
modo andlogo & construcao do operador invariante na Eq. (6.3). Contudo, para garantir
que tr[p(t)] = 1, deve-se sempre acrescentar a identidade do espago de Hilbert em questao
a 4lgebra de operadores quando esta néo a contém. E importante notar que a forma do
operador invariante suposto em (6.3) é uma combinacao linear dos operadores da dlgebra.
Portanto, qualquer operador densidade podera ser escrito desta forma? A resposta é nao.
Apenas algumas classes de sistemas enquadram-se nesta categoria. Para tornar mais
clara esta observacao, suponha que o sistema fisico seja um sistema de dois niveis, com o

hamiltoniano descrito por uma combinacao linear das matrizes de Pauli,
Ht)=w(t) 7, (6.33)

onde o vetor W (t) é dado por W (t) = (w.(t), wy(t), w.(t)). O operador que descreverd a

evolugao definida por H(t), pode ser escrito como

U@@:TF+WmW] (6.34)



6.2 Operador densidade para sistemas de dois niveis - O método 103

Expandindo o lado direito da equagao acima e utilizando a propriedade [24]
(@ @) (7-v)=1(a-v)+ic-(ax?), (6.35)

conclui-se que U(¢,0) serd uma combinagao linear das matrizes de Pauli mais a identi-
dade. Portanto, qualquer operador densidade evoluindo unitariamente que representa um
sistema de dois niveis pode ser escrito como uma combinacao linear das matrizes de Pauli.
As vantagens deste método sao: o estado do sistema é apresentado na forma operato-
rial, ou seja, nao ha a necessidade de resolver novamente a equagao de movimento para
diferentes condicoes iniciais; nao é necessdrio encontrar os autovalores e os autovetores
como na teoria dos invariantes dindmicos; e por fim, p(0) é unicamente determinado.
Para exemplificar a aplicagao deste método, tome novamente o sistema de dois niveis

evoluindo de acordo com o hamiltoniano da Eq. (2.5)
H(t) = wo [0, sin Oy cos(wt + ¢y) + o, sin by sin(wt + ¢) + o, cos ],

cujo operador densidade serd suposto como uma combinacao linear das matrizes de Pauli

mais a identidade,
4
p(t) =) ailt)os, (6.36)
i=1

onde «;(t) sdo coeficientes reais e os indices 1, 2, 3 e 4 indicam, respectivamente, as
componentes z, y e z do operador de Pauli & e a identidade 1. Uma vez que as matrizes
de Pauli possuem traco nulo, a adicao da identidade é fundamental para garantir que
tr[p(t)] = 1. Esta condigdo automaticamente fixa o coeficiente ay(t) = 1/2.

Substituindo o hamiltoniano (2.5) e a Eq. (6.36) em (5.45), obtém-se o sistema de

equagoes diferenciais acopladas

a.(t) = 2w lsinfgsin(wt + ¢g)a.(t) — cos e, (t)], (6.37a)
a,(t) = 2w [—sinfycos(wt + @g)a,(t) + cos o (t)] (6.37b)

a.(t) = 2wqsinby [cos(wt + @y)ay,(t) — sin(wt + ). (t)], (6.37¢)
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tal que a solucao ¢é dada por

2w cos O t —2wq cos b
cos(wt + ¢g) |~ = / , [cos(wt’ + ) E
)= |————— 2(0 dt’ | ——=
(t) { Ccos @, o (0) + cos @,
1o cos v sin (vt' + 0 , ,
{ UQsin 92 cos(ugt’ n %())) + 7 sin Ogwg sin(wt’ + @) cos (vt’ + 00)} } , (6.38a)
. ( t (b ) 2wq cos O t . ( t, ¢ ) —2wq cos fg
sin(wt + @ @ ;| sIn(wt” 4 @ @
t) = |———— 0 dt' | —————=
%) [ sin @ ] 0+ [ [ sin @, }
o cos O sin (vt' + 6) _
[ OQSin 92 (ol %)0 — 1o sin fowg cos(wt’ + ¢y) cos (vt + 60)} } : (6.38b)
a.(t) = a.(0) cos(vt + 0), (6.38¢)

sendo que v = /4w2 + w? — dwow cos by,

A determinacao das constantes «,(0), a,(0) e a,(0) dependem do estado inicial do
sistema p(0). Utilizando a expressao geral para o estado inicial do sistema bidimensional
descrito na Eq. (6.23), conclui-se que a,(0) = 79 sinfy cos ¢y/2, a,(0) = 1o sin by sin ¢,/2,
a,(0) =rgcosby/2 e § = . Portanto, o estado do sistema em um tempo ¢ qualquer pode
ser escrito como

p(t)==[1+7(@) 7], (6.39)

onde 7 (t) é o vetor de Bloch

T (1) = 2 (au(t), ay(t), au(t)). (6.40)

Embora o exemplo apresentado acima seja simples e possa ser resolvido utilizando
outras técnicas matematicas, o seu papel aqui é meramente ilustrativo, sendo suficiente
para mostrar o funcionamento do método proposto. Note que qualquer sistema de dois
niveis representado pelos operadores de Pauli, admite um operador densidade da forma
(6.36), mesmo que seja levado em conta a ac¢do do reservatério. Portanto, como desen-
volvimento futuro, pretende-se estender o método acima proposto para o tratamento de
sistemas de dois niveis dissipativos e mesmo sistemas de dois niveis interagentes. De fato,
outros sistemas fisicos que podem ser abordados pelo método aqui apresentado, sao as
cadeias de spins interagentes. Por exemplo, o hamiltoniano que descreve um sistema de N

spins 1/2 interagentes sob a agao de um campo magnético externo dependente do tempo,
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¢é descrito por

1
H(t) =Y Wilt) o+ 5 > Y Ayotat, (6.41)
i=1 ij=1k,i=1
i#]
com os indices inferiores (i = {1,...,N}) contando a posi¢do da particula na cadeia

de spins e os indices superiores denotando as componentes das matrizes de Pauli. Se o
sistema evoluir unitariamente, o operador de evolugao serd dado pela expressao (6.34)
com o hamiltoniano da Eq. (6.41). Utilizando a propriedade (6.35) apés a expansao do
operador de evolugao, obtém-se que o operador densidade em qualquer tempo ¢ serd da

forma

p(t) =N PN (tetod . oy, (6.42)

k=1

sendo que as equagoes diferenciais que descrevem os coeficientes pi?N’N (t), serao obti-
das apés a substituigdo da Eq. (6.42) na equagao de Liouville-von Neumman e N é a
constante de normalizacao do estado. Com este método, transformou-se as equagoes para
operadores em equacoes para funcgoes, além de apresentar as vantagens citadas anterior-
mente. Obviamente, o sucesso da aplicacao do método para este exemplo dependera da
solucdo das equacoes diferenciais, as quais serdo acopladas. E importante notar que a
forma do operador densidade descrito na Eq. (6.42) é a mais geral e cobre todo o espago
de Hilbert acessivel para este sistema fisico. Entao, se os efeitos da dissipagao forem lev-

ados em conta, o operador densidade suposto preservard a mesma forma, porém, com os

coeficientes determinados a partir de uma equagao mestra, como mostrado na Eq. (5.43).



Capitulo 7

Conclusoes e perspectivas

Este trabalho foi iniciado com a proposicao, no capitulo 3, de um esquema para con-
trolar e medir fases geométricas nao-adiabaticas em EQC, levando em conta a tecnologia
atualmente disponivel. Apresentou-se uma maneira de gerar evolucées em que as fases
adquiridas sao puramente geométricas, através da interacao dispersiva de um sistema
de dois niveis com um campo quantico de radiacao. A origem das fases geométricas
adquiridas pelos autoestados do operador invariante estd nos diferentes mapas projetivos
associados aos estados atomicos g e e. Também foi mostrado que é possivel gerar estados
do tipo gato de Schrédinger, onde as fases adquiridas sao de origem geométrica somente.
Acredita-se que este trabalho possa ser melhorado através da insercao dos efeitos da dis-
sipagao no campo da cavidade, para testar a robustez da fase geométrica e dos estados
do tipo gato de Schridinger de cardter geométrico.

No capitulo 4, foi mostrado como resolver a equacao de Schrédinger analiticamente
para o hamiltoniano DT de dois CBE interagentes na aproximacgao de dois modos. Através
das constantes de movimento encontradas nos regimes ressonante e nao-ressonante, foi
possivel obter todas as solucoes para 7(t) e ¢(t), como mostradas nas Fig. (4.3) e (4.8).
Verificou-se que as fases geométricas dependem fortemente de tais constantes de movi-
mento, além da maneira como os parametros do hamiltoniano variam no tempo. A de-
pender de suas intensidades, as freqiiéncias da armadilha desempenham papéis tao im-
portantes quanto o da freqiiéncia de Rabi do sistema sobre a evolucao temporal da fase

geométrica. Embora o hamiltoniano de dois CBE interagentes na aproximacao de dois
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modos ja tenha sido bastante explorado na literatura, com a ferramenta desenvolvida
nesta tese, serd possivel investigar a dependéncia da fase geométrica com relagao a ou-
tros estados iniciais do sistema, inclusive o papel desempenhado pelas colisoes, e estudar
o comportamento do emaranhamento entre os dois modos condensados em funcao dos
parametros do hamiltoniano dependentes do tempo. Um outro ponto importante a ser
investigado é a conexao entre fases geométricas e as constantes de movimento de um
dado sistema. Acredita-se que é possivel obter a fase geométrica para qualquer sistema,
tendo-se apenas a métrica do espaco de parametros e a constante de movimento.

Com o intuito de obter uma expressao geral para a fase geométrica adquirida pelos
estados da base de um sistema fisico, foi apresentada no capitulo 5 uma definicao de fase
geométrica partindo apenas da condi¢ao de transporte paralelo. Tal fase, que é aplicdvel
em um cendrio geral de evolucoes adiabaticas ou nao-adiabdticas, ciclicas ou nao-ciclicas
e transicionais ou nao-transicionais de estados puros ou mistos, transforma-se covariante-
mente; portanto, seus observaveis sao quantidades invariantes de gauge. Embora as suas
aplicagoes tenham sido contextualizadas de acordo com a teoria dos invariantes, o for-
malismo desenvolvido é geral e é aplicavel para qualquer base de estados dependentes do
tempo. Esta definicao recupera vérios resultados presentes na literatura.

No capitulo 6, mostrou-se que de acordo com a prescri¢ao original da teoria dos in-
variantes, nao existe uma regra para determinar os coeficientes do operador invariante no
instante inicial. As conseqiiéncias deste fato recaem sobre a indeterminagao dos valores
esperados dos operadores do sistema. Contudo, para situagoes simples, é possivel iden-
tificar tais coeficientes através do estado inicial do sistema, validando a aplicacao de tal
teoria ao longo desta tese. Tendo este fato como motivacao, foi apresentado um método
alternativo para resolver as equacoes de movimento do estado do sistema, o qual se aplica
a sistemas de dois niveis evoluindo unitariamente. Tal método também pode ser esten-
dido para evolugoes nao-unitarias e para N sistemas de dois niveis interagentes. Como
perspectiva, pretende-se também estudar a possibilidade de aplicagao do método para

sistemas interagentes em espacos de Hilbert de dimensao finita qualquer.



Apéndice A
Engenharia de interacoes

Neste apéndice, procurar-se-d pelas condi¢oes em que o hamiltoniano (3.1)
H(t) = va'a + %az +g(alo_+aoc.) + f(t)al + f*(t)a, (A.1)
pode ser efetivamente descrito pelo hamiltoniano (3.2)

H,; (t) ~ vala+ %az +xa'ao, + xo. + f(t)al + f*(t)a. (A.2)

Para realizar esta tarefa, sera utilizado um método desenvolvido por Prado [156] para
obter hamiltonianos efetivos a partir de hamiltonianos que contenham partes fortemente
oscilantes e partes fracamente oscilantes ou nao-oscilantes. Esta técnica consiste em uma
extensao do método desenvolvido por James [157] para obter hamiltonianos efetivos a par-
tir de hamiltonianos com termos altamente oscilantes. A justificativa para se obter hamil-
tonianos efetivos reside no fato de que muitas vezes, resolver a equagao de Schrédinger com
hamiltonianos que fazem uma descricao completa do sistema é muito complicado, exigindo
célculos numéricos considerdveis. Por outro lado, para certos regimes de pardmetros é
possivel descrever a dindmica do mesmo sistema fisico de forma analitica, com muito boa
aproximacao. Pode-se resumir esta metodologia da seguinte maneira:

Considere um sistema fisico que evolui de acordo com a equacao de Schrodinger, escrita

na representacao de interagao,

d
i 1Wr(1) = Hy () [2r(1)) (A.3)
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sendo que H;(t) é composto por uma parte altamente oscilante H?(¢) e por outra fra-
camente oscilante ou nao-oscilante HY (t). A parte fortemente oscilante pode ser escrita
como

H?(t) =01 <eiA1t01 —+ e_iAltOI) 5 (A4)

tal que |g1| (O1) < |Aq], e a parte fracamente oscilante como
Hj][\f(t) = (g2 <eiA2t02 + e_iAQtOD 5 (A5)

onde |gs| (O3) > |Ay|. Os operadores O; e O, compoem HY (t) e HY (¢), respectivamente,
e o simbolo (-) indica o valor esperador de um dado operador.

O primeiro passo consiste em integrar a Eq. (A.3), de forma a obter

V(1)) = [¥1(0)) — /0 dt’ [H7(t') + 5 (t)] [91(¢)) (A-6)

Substituindo a Eq. (A.6) na parte fortemente oscilante do hamiltoniano da Eq. (A.3),

obtém-se

i 10(0) = HYW0i0) ~ B90) [ arBO @) vi(e)
—— N 0 y

II

_iHO (1) / QHY () [T, () + HY (£) [0, (1)), (A7)
~ 0 - v

Para analisar cada termo da expressao acima, é necessdrio fazer algumas consideragoes
gerais: primeiro, o tempo de evolugao do sistema, determinado por |U(t)), serd da ordem
de T' ~ 1/|g|, onde |g| = min{|(O1) g1, [(O2) g2|}; segundo, |A;| é a maior freqiiéncia
do sistema, tal que as relagdes a seguir sao satisfeitas |A;| > [(O1) g1], [(O1) g1As|,
[{O0s2) g2| > |As] e |91 (O1) /A1] < |[{Os) g2/As]; e terceiro, os termos I, IT e III serao
comparados com o HY(¢), uma vez que se estd interessado na sua contribui¢do para o
hamiltoniano efetivo total.

O termo I pode ser reescrito como [H?(t)eiiKOl)‘gl"<02>‘92”t]e$i[<01>|gl"<02>‘92”t, onde a
exponencial mais & direita faz o papel de |[¥(t)) da expressao IV. Como HY(t) oscila

com a freqiiéncia Aj, segue que HY (t)e*(Onlg1l(02)la2llt  HO(t). Apés efetuar a média
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temporal no perfodo T, a contribuicio de HY(t) serd da ordem de (O;)|g1|/|A1], en-
quanto que a contribuicao de HY (¢) serd da ordem de (O5) g»/A,. Portanto, o primeiro
termo nao serd relevante para o hamiltoniano efetivo total.

No termo IT, o vetor de estado |W;(¢')) oscila na escala de tempo T, permitindo que seja
retirado da integral no tempo ¢, uma vez que a sua oscilagao ¢ muito menor que a de H? (¢)
(tgo ~ 1/[A1]). Entéo, a contribui¢ao do segundo termo para o hamiltoniano efetivo
total serd dada pelos termos fracamente oscilantes de HZ,(t) = —iHY(t) fot dt'HP (t'), isto

é, Heof(t) ~ i—%l <0101 — OJ{Ol>. Deve-se escolher adequadamente os parametros g, e A

de modo a satisfazer as relagoes acima e para que g—%l <010J{>‘ seja pelo menos da ordem
dos termos em HY (¢).

J& no termo ITI, HY (#) oscila muito pouco na escala de tempo de |¥;(t)), entao, este
também poderd ser retirado da integral. Como a intergral de |¥;(#')) contribuird com
termos da ordem da unidade, pode-se reescrever ITI como [HY(t)HY (t)e*((O1lo1]{O2)lozlt]
x eFil(01la1l.{02)le2llt - onde foi utilizado o mesmo raciocinio da andlise do termo I. Lem-
brando que HY(#) oscila com a maior freqiiéncia do sistema, HY(¢)HY (¢)e*?[(O1)lg11:{02)lg21lt
pode ser aproximado por HY(¢)HY (), cuja média temporal contribuird com com freqiién-
cias efetivas da ordem de [(O1) (Os) g192/A1|. Desde que |Ai| > |[(O1) 12|, o termo
I1I pode ser desprezado quando comparado com HY(t). Em particular, na situagao de

interesse apresentada abaixo, Ay = 0.

Portanto, o hamiltoniano efetivo pode ser descrito por
2
H,(t) ~ Z—l (0101 - 0101) +HY (). (A.8)
1

Para aplicar esta metodologia ao hamiltoniano de interesse, Eq. (3.1), primeiro deve-se

escrevé-lo na representacao de interacao
H; (t) = g (e "alo_ +eac,) + k(e al +ea), (A.9)

onde A = wg— v e d =w.— v. As partes fortemente oscilante e fracamente oscilante ou

nao-oscilante sao identificadas por

H)(t) = g(e™alo_+e*ao.), (A.10a)

HY(t) = k(e ™al+ea). (A.10Db)
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Supondo que o modo do campo e o dtomo nao troquem fétons efetivamente, ou seja,
que estes interajam dispersivamente, é necessdrio que |A| > /7 |g|, onde Vi o (a),
com 7 sendo o niumero médio de f6tons na cavidade e (a) a amplitude de tal campo [100].
Entao, de acordo com estas consideragoes, juntamente com O; = ao ., e O, = a, obtém-se

o seguinte hamiltoniano efetivo
H,; (1) ~ ya'ao, + xo. + K (e”"”aT + eiéta) , (A.11)

onde y = g?/A. A amplitude do bombeio x nao pode ser muito intensa; deve ser tal que
V7 || < |Al, caso contrério a aproximagao acima deixard de valer. Logo, o hamiltoniano

efetivo (A.11) na representagao de Schrodinger serd dado por
H,; (t) ~ vala+ %az + xa'ao, + xo. + £ (e7“'al +e“a), (A.12)

com |A| > V7 lgl, Vi k| e VI |K| > we.
Note que é possivel supor outros regimes de pardmetros para obter hamiltonianos

efetivos diferentes. Contudo, nao se estd interessado em explorar este assunto por hora.



Apéndice B

Solucoes analiticas das equacoes

caracteristicas (4.11)

Algumas solugoes especificas das equagoes caracteristicas (4.11) serdo apresentadas
neste apéndice. Para um tratamento mais detalhado ver as Refs. [101, 103]. Dois difer-
entes regimes de aplicacao dos campos lasers sao investigados, o regime ressonante e o
nao-ressonante. Estes sao definidos comparando-se a freqiiéncia efetiva dos dois modos
condensados w(t), com a dessintonia entre a transicdo Raman e as freqiiéncias dos cam-
pos externos, Ag(t). Como mencionado na segao 4.1 do capitulo 4, no regime ressonante
tem-se Ag(t) = w (t), e no regime nao-ressonante Ag(t) = w(t) — w, com w sendo uma

constante.

B.1 Processo ressonante - Ap(t) = w (?)

Definindo x(t) = ¢(t) — 0(t), as equagoes caracteristicas (4.11) tornam-se

r(t) = 2¢(t) sin [x(¢)], (B.1a)

X(t) = w(t) — Ag(t) + 29(t) cos [x(t)] cot [r(t)] . (B.1b)
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No regime ressonante, a divisdao da Eq. (B.1la) pela Eq. (B.1b) leva a seguinte equagao
diferencial de primeira ordem

dr

— =tan y tanr, B.2
i X tan (B.2)
cuja solucao ¢é a constante de movimento

sin [r(t)] cos [o(t) — o(t)] = C, (B.3)

a qual depende dos valores iniciais ry, ¢, € dp. Substituindo (B.3) em (B.1), obtém-se as

solugdes para r(t) e ¢(t) como

cos [r(t)] = V1 — C?sin {u(t,to) + arcsin (%)} , (B.4a)

o(t) = (t) + arccos { (B.4b)

com

u(t,to) = —2 / y(rydr. (B.5)

to

B.2 Processo nao-ressonante - Ap(t) = w(t) — @

Considerando o regime nao-ressonante, as Egs. (B.1) podem novamente ser resolvidas
por quadratura, desde que a freqiiéncia de Rabi g(t) = gy seja constante no tempo. Da

divisao da Eq. (B.1a) pela Eq. (B.1b), obtém-se a equagao diferencial de primeira ordem
dr 2gp sin x

— = . B.6
dx @+ 2gpcosxcotr (B.6)

Embora esta equacao seja um pouco mais dificil de ser integrada que a anterior (B.2), a

sua solucao leva a outra constante de movimento
ncos [p(t) — o(t)] sin [r(t)] — cos[r(t)] = C, (B.7)

onde n = 2go/w e C é determinada pelas condigoes iniciais 9, ¢, e dg. Através da

subsitui¢ao da Eq. (B.7) na Eq. (B.1), chega-se a seguinte solugao nao-ressonante

112 _C2
cos [r(t)] = 1 1—:77772 sin {—w L4+ n2(t—to)
1+n? C C
+ arcsin (L+77)cosro+ -—, (B.8a)
ny/1+n? - C? 1 47?

o(t) = 0(t) + arccos {%W} . (B.8b)
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B.3 Solucgao para r constante

Outra soluc@o possivel para r(t) e ¢(t) surge quando se impde que r(t) permaneca
constante no tempo. Através da solucao
r(t) = ro, (B.9a)
t
o(t) = 6(t) + nm = ¢y + / dr [w(T) +2(=)"g (1) cot (ro)] , (B.9b)
to
com ry # {0,7} e n € Z, o vetor de estado adquire somente fase relativa ¢(t). A
solucdo para ¢(t) pode ainda ser simplificada notando que a implementagao fisica deste
regime impoe necessariamente, g(t) = 0. De fato, para que a diferenga de populacao seja
constante, o que significa manter r constante no tempo de acordo com a Eq. (4.28), a
freqiiéncia de Rabi deve ser nula. Portanto, a Eq. (B.9b) simplifica-se para

o(t) = ¢q +/ drw(T). (B.10)

to
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