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RESUMO

O procedimento para resolucdo de cadeias quanticas integraveis de spin 1 com
termos de superficies diagonais para os modelos de vértices de trés estados é
apresentado. Consideramos os modelos de 19-vértices Zamolodchikov-Fateev e lzergin-
Korepin e os modelos de 19-vértices com graduacdo Z; sl(2 | 1) e osp(1 | 2) . Em cada

caso 0s autovalores de energia sdo determinados pela aplicacdo do ansatz de Bethe de
coordenadas.



ABSTRACT

The procedure for obtaining integrable open spin chain Hamiltonians via reflection
matrices explicitly carried out for some three-state vertex models. We have considered
the 19-vertex models of Zamolodchikov-Fateev and Izergin-Korepin and the Z, -
graded 19-vertex models with sl(2|1) and osp(l\Z) invariances. In each case the

eigenspectrum is determined by application of the coordinate Bethe ansatz.
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Capitulo 1

Introducéao

Cadeias quéanticas de spin em uma dimensdo sdo um dos problemas fundamentais em
mecéanica quantica e mecanica estatistica. As cadeias de spin surgiram para tentar ex-
plicar a temperatura de transicdo de fase ferromagnética-paramagnética presente em
alguns materiais. O primeiro método em obter éxito na resolucdo de cadeias quanticas
de spin foi 0 ansatz de Bethe [1]. O ansatz de Bethe considera que a funcéo de onda
pode ser escrita com uma superposicdo de ondas planas. As ondas planas sdo escritas
em funcdo de certos parametros que sdo interpretados como pseudomomentuns. Essa
técnica vem sendo usada nos mais diversos problemas em uma dimensdo: cadeias de spin
[2], modelos de elétrons fortemente correlacionados [3], modelos de difusédo de particulas
[4], etc.

Os modelos de Vvértices sdo outro grupo de sistemas integraveis bidimensionais que
tém destaque em mecanica estatistica. Estes modelos surgiram em funcao de explicar a
entropia residual do gelo [2], e tém sua estrutura matematica associada a certas matrizes
conhecidas como matrizes R. Os elementos da matriz R estdo associados aos pesos de
Boltzmann das con..guragdes dos sitios da rede bidimensional. Se R satisfaz uma equagéo
conhecida como equacao de Yang-Baxter é possivel mostrar que as matrizes de transferén-
cia para diferentes parametros, chamados de parametros espectrais, comutam entre si,

garantimos desta forma a integrabilidade do modelo. Esta condicéo de integrabilidade,



bem conhecida na literatura, é uma condicdo su..ciente [2, 5, 6].

Contudo, esses dois grupos de modelos integraveis aparetemente distintos tém uma
relacdo proxima entre si. Associadada a cada modelo de vértices existe uma cadeia quan-
tica de spin. Essa relacdo é observada no Hamiltoniano. Para uma matriz R podemos
calcular o Hamiltoniano, e este Hamiltoniano descreve a interacdo entre as variaveis de
spin de uma certa cadeia quéantica de spin. Por exemplo, 0 modelo estatistico conhecido
como 8-vértices esta relacionado a cadeia quantica de spin-1=2 XY Z [2]. Assim, estes
dois grupos de sistemas integraveis tém uma estrutura matematica idéntica, logo, dada
uma solucdo de um cadeia quantica temos simultanemente a solucdo para o modelo de
vértices associado ou achada a solucéo para o modelo de vértices temos a solucdo para a
cadeia quantica de spin.

O ansatz de Bethe se tornou um método conhecido e e..caz na resolucdo de sistemas
integraveis. Esta técnica foi inicialmente introduzida por Bethe [1] para resolver uma
cadeia de spin-1=2, conhecida como XXX. Hoje, ela possui varias novas versdes : 0
ansatz de Bethe algébrico [7], ansatz de Bethe analitico [8], etc. Dentro destas varias ver-
sbes a mais simples continua sendo a apresentada por Bethe, que passou a ser conhecida
como ansatz de Bethe de coordenadas. Com o ansatz de Bethe de coordenadas podemos
calcular autofuncgdes e autovalores do Hamiltoniano de uma dada cadeia quantica.

Outra versdo do ansatz de Bethe que merece destaque é a versdo conhecida como
ansatz de Bethe algébrico, também chamada de Método do Espalhamento Inverso Quan-
tico. O ansatz de Bethe algébrico é um tratamento matematicamante mais elegante. A
sua idéia central é baseada na construcdo das autofungdes da matriz de transferéncia por
operadores de criacdo e aniquilacdo agindo sobre um escolhido estado de referéncia. A
matriz de transferéncia é calculada como o traco de um operador conhecido como ope-
rador de monodromia num dado espaco V. Os elementos do operador de modromia
sao operadores de..nidos no espago quantico, e sdo alguns deles que exercem o papel de
operadores de criacdo e aniquilacéo.

Com a diagonaliza¢cdo do Hamiltoniano de uma cadeia quantica para uma apropriada



condicdo na superficie podemos fazer o limite de N ¥ 1, onde N é o nimero de sitios
da cadeia, e entdo calcularmos toda a termodinamica desta cadeia quantica. E possivel
calcularmos a energia do estado fundamental, primeiras excitagdes de energia, velocidade
do som, etc.

Além disso, nos altimos anos uma nova conexao muito importante foi feita entre o
ansatz de Bethe e a teoria de campo conforme. Usando o ansatz de Bethe algébrico,
Korepin [9] encontrou varias correlagdes com modelos integraveis, e mais recentemente,
Babujian e Flume [10] desenvolveram um método tomando o limite semiclassico atraves
de uma constante tipo-Planck qual revela uma ligacdo com os modelos de Gaudin [11]
e as solucdes para as equagdes de Knizhnik-Zamolodchikov para o modelo SU (2) Wess-
Zumino-Novikov-Witten em teoria conforme.

Em matéria condensada, sistemas integraveis que contém campos de Fermi tém atrai-
do interesse crescente devido as suas aplicagdes potenciais. Os exemplos mais comuns
para tais sistemas sdo as generalizacBes supersimétrica para os modelos de Hubbard e
t-J [12]. Para estes modelos temos uma generalizacdo da equacdo de Yang-Baxter as-
sociada aos modelos graduados Z,, esta generalizacdo implica no aparecimento de sinais
adicionais na equacao de Yang-Baxter [13]:

Quando consideramos sistemas em um intervalo ..nito com fronteiras, nos introdu-
zimos as matrizes de retexdes para descrever tais condicGes limites. Este conjunto de
modelos integraveis ..nitos podem ser construidos através de duas matrizes de refexdes
K&(u) além de suas matrizes R(u): As matrizes Ki(u) e K*(u) descrevem a interagio
dos sitios nas extremidades: a esquerda e a direita, respectivamente, e satisfazem a duas
equacdes conhecidas como equacdes de retexdes a direita e a esquerda.

O estudo de cadeias abertas integraveis segundo o Método do Espalhamento Inverso
Quantico foi proposto por Sklyanin [14], usando resultados prévios de Cherednik [15].
Sklyanin estendeu o tratamento dado pelo Método do Espalhamento Inverso Quantico
para cadeias abertas, e exempli..cou o tratamento resolvendo o modelo de 6-Vvértices, ou

seja, uma cadeia quantica de spin-1=2 (XXZ) com termos de fronteiras para matrizes



de retexdes Ki(u) e K™ (u) diagonais. Este mesmo problema j& tinha sido resolvido por
Alcaraz et al [16] usando o ansatz de Bethe de coordenadas.

Neste trabalho n6s consideramos o ansatz de Bethe de coordenadas para resolver-
mos 0s modelos trigonométricos de trés estados (modelos de 19-vértices) com termos de
fronteiras diagonais. Estes modelos sdo bem conhecidos na literatura, e sdo: o mode-
lo Zamolodchikov-Fateev (ZF) ou modelo Agl) [17], o modelo lzergin Korepin (IK) ou
modelo A§2> [18], os modelos graduados Z,, que sdo os modelos sl(2j1) [19], e 0 modelo
osp(1j2) [20].

Dentro da abordagem do ansatz de Bethe de coordenadas propomos uma parametriza-
cdo para as funcbes de onda. Para os modelos de 19-vértices a parametrizacdo proposta
em [21], torna o problema simples como um modelo de dois estados [2]. Com esta
parametrizacdo podemos uni..car o tratamento dado aos quatro modelos de 19-vértices
devido a existéncia de uma estrutura semelhante entre eles.

Para os modelos de 19-vértices soluces com matrizes de refexdes diagonais foram
encontradas para alguns modelos usando o ansatz de Bethe algébrico [22, 23], e 0 analitico
[24, 25]. Para o ansatz de Bethe de coordenadas o trabalho apresentado nesta tese é o
anico conhecido na literatura [26]. Este trabalho trata-se de uma generalizacdo nao-
trivial de [16], onde ndo s6 apresentamos uma generalizacdo para o ansatz de Bethe
de coordenadas para as cadeias quanticas abertas de spin-1 com termos de fronteiras
diagonais, como apresentamos as solucfes para todos os modelos 19-vértices, ou seja,
reproduzimos os resultados ja conhecidos para os modelos Zamolodchikov-Fateev [22] e
Izergin-Korepin [24, 23], como também, apresentamos novos resultados para os modelos
supersimétricos sl(2j1) e osp(1j2):

Dividiremos este trabalho na seguinte forma: No capitulo 2 n6s apresentaremos um
resumo da integrabilidade para cadeias quanticas com condi¢des periddicas de contorno,
apresentaremos as matrizes R associadas a cada modelo de 19-vértices, bem como, suas
Hamiltonianas. Seguiremos, no capitulo 3; generalizando este tratamento para o caso de

cadeias abertas, mostraremos as solucdes diagonais para as equacdes de retexdes, e cal-



cularemos os termos de fronteiras das Hamiltonianas. O ansatz de Bethe de coordenadas
para uma cadeia quantica de spin-1 com condicdes periddicas de contorno é apresentado
no capitulo 4. No capitulo 5, apresentaremos a nossa generalizacdo do ansatz de Bethe
para cadeias quanticas de spin-1 com termos de fronteiras diagonais. No capitulo seguinte,
explicitaremos para cada um dos modelos de 19-veértices as solucbes encontradas para o
ansatz de Bethe com termos de superficie, reproduzindo os resultados ja conhecidos para
0s modelos Zamolodchikov-Fateev e Izergin- Korepin, e mostrando novos resultados para
0os modelos supersimétricos sl(2j1) e osp(1j2). Neste mesmo capitulo, mostraremos a
relacdo entre os modelos ZF e sl(2j1); e os modelos IK e osp(1j2). E terminamos este

trabalho com a concluséo e perspectivas futuras.



Capitulo 2

Equacao de Yang-Baxter

2.1 Integrabilidade

Na mecénica classica o conceito de integrabilidade estd muito bem de..nido. Um sistema
Hamiltoniano de dimensdo ..nita é considerado como integravel se possui um conjunto

de integrais de movimento independentes comutando:

flj;lkgzo (21)

onde o ndmero total de integrais de movimento é metade da dimensao do espaco de fase.

Na mecéanica quantica, a de..ni¢do de integrabilidade é bem mais dificil. A principio,
podemos tentar estender o teorema de Liouville para o dominio quéantico, ou seja, pela
existéncia de N operadores constantes (equivalente aos graus de liberdade do sistema)

gue comutam entre si:

[15: 1 =0 (22)

Contudo, esta idéia ndo pode ser desenvolvida com o devido rigor, principalmente



pela di..culdade de estabelecermos corretamente a independéncia funcional das integrais
de movimento. Assim, ndo temos até o0 momento uma boa de..ni¢cdo do que representa
integrabilidade do ponto de vista da mecénica quantica.

De um ponto de vista pratico, aceitamos que um sistema quantico é integravel se con-
seguimos calcular exatamente algumas quantidades de interesse fisico tais como: espectro
das integrais de movimento e algumas funcdes de correlagoes.

A integrabilidade, segundo o Método do Espalhamento Inverso Quantico, € estabele-
cida através da relacdo de comutacdo entre as matrizes de transferéncia para parametros

espectrais diferentes, ou seja:

[¢ W):i¢ M]=0 (2.3)

Todas as cargas conservadas surgem da comutacdo dos coe..cientes da expansdo no
parametro espectral (u) da matriz de transferéncia. Isto gera in..nitas quantidades con-

servadas que nos leva a denotar o sistema quantico como integravel.

2.2 Equacao de Yang-Baxter

Os estudos da integrabilidade dos modelos estatisticos classicos em duas dimensdes (mo-
delos de vértices) e das cadeias quanticas de spin em uma dimensdo estam vinculado as
matrizes R. A matriz R é funcdo de um parametro complexo u que é conhecido como
parametro espectral. R(u) pode ser interpretado como a matriz de espalhamento de
duas particulas, em teoria quantica de campos, ou os elementos de R(u) sdo associados
aos pesos de Boltzmann dos modelos de vértices, em mecanica estatistica. Quando R(u)
satisfaz a equacdo conhecida como equacdo de Yang-Baxter este modelo é considerado
como um modelo exatamente integravel.

A acdo de R(u) é estabelecida pelo produto tensorial de dois espacos vetoriais V-V 2,



onde R(u) deve satisfaz a equacdo de Yang-Baxter
Rlz(U)ng(U + V)R23(V) = R23(V)R13(U + V)Rlz(U); (24)

emV!-V2-V3ondeR,=R -1, R;=1-R, etc.

A equacdo de Yang-Baxter é uma condicdo su..ciente para garantirmos a integrabili-
dade de um modelo. Nao somente para estudarmos a integrabilidade, mas a matriz R(u)
também é o principal ingrediente do ansatz de Bethe algébrico [27].

O Método do Espalhamento Inverso Quantico (QISM) tem por regra central a equacao
Ru i V[T - TWI=[T(V) - TWIRWU i v) (2.5)

onde a matriz R é obtida a partir da matriz R (Ii? = PR), e P é 0 operador permutacao
entre dois espacgos V-V 2; com P (jRi—j i) = i—j®i paraj®i;j i 2 V. T(u)éamatriz
de monodromia escrita num espaco auxiliar VA. Os elementos da matriz de monodromia
sdo operadores que atuam nos espacgos quanticos. Estes operadores obedecem a algebra
estabelecida pela equacéo (2.5), e sdo alguns destes elementos que desempenham o papel
de operadores de criacéo e aniquilacdo que vao atuar num escolhido estado de referéncia.

A matriz de monodromia € de..nida como um produto de operadores que atuam nos
espacos quanticos locais. Estes operadores séo conhecidos como operadores de Lax (L).

Os operadores de Lax sdo solugbes da equacao
R(u i v) [L(u) — L(W)] = [L(v) - L] R § v): (2.6)
E uma das solucGes possiveis para L é Ly, = Rap. Assim, a matriz de monodromia é
T(U) = Ran(U)::Ra2(U)RA1(u) (2.7)

onde o0 espaco VA é o espaco auxiliar em que escrevemos a matriz de monodromia, e

V1 Vv2; i e VN sdo os espagos quanticos.



A matriz de transferéncia é defenida como
t(uw) =TrT(u) (2.8)

onde o trago é feito no espago VA.

Com a de..ni¢do acima é possivel mostrar que

[t(u);t(v)] =0 (2.9)

0 que nos garante in..nitas quantidades conservadas.

2.3 Propriedades da Matriz R(u)

As matrizes R(u) foram bastante estudadas e classi..cadas [20, 28, 29], e podem ter varias

propriedades importantes . Alguna destas propriedades séo:

2 Regularidade

Ri2(u = 0) = f7%(0)Py, (2.10)

onde P, é 0 operador permutacéo que atua no espago V 1 —V 2: Fisicamente podemos dizer
gue nenhum espalhamento ocorre se 0s pseudomomentuns das particulas séo iguais, pois
0 parametro espectral u pode ser interpretado como os pseudomomentuns das particulas.

Em outras palavras, as trajetdrias sdo paralelas.

2 unitaridade

R (WRL2(ju) = f(u); (2.11)



com t; denotando a transposicdo no espaco i. f(u) é uma funcdo do parametro espectral.

Na pratica, podemos sempre normalizar R(u):
2 Simetria PT

Podemos encontrar matrizes R(u) que possuem separadamente a simetria P (de per-

mutacdo) e T (reversdo temporal), assim devem ser validas as seguintes relacoes

P1oR(U)P12 = Rip(u) e RE?(U) = Ryp(u); (2.12)

respectivamente. Mas existem matrizes que possuem somente simultaneamente estas

simetrias. Estas matrizes satisfazem a relacao

P12R12(U)P12 = R (u): (2.13)

2 Simetria de Crossing

Ri2(u) = UsRB(ju j %)UFT (2.14)

onde % é o parametro de crossing, e U determina a matriz de crossing

M =UW=MY (2.15)

eU =U-1:

10



No6s podemos com o uso da propriedade de unitaridade e da simetria de crossing

escrevermos a relacdo
MiR% (iU i MR i %) = F(u): (2.16)

Ela € conhecida como relacéo de crossing-unitaridade.

2.4 Modelos Graduados

No conjunto dos modelos de 19-vértices estdo incluidos os modelos supersimétricos sl(2j1)
e 0 modelo osp(1j2): Para estudar esses modelos tornasse necessario a introducéo de uma
graduacéo no espaco V.

A generalizacdo que vamos apresentar é valida para quaisquer modelos supersimétricos
com graduacao Z,.

Consideremos V = Vy©V; um espaco vetorial com graduacdo Z,; onde 0 e 1 denotam
as partes pares e impares respectivamente. A regra de multiplicacdo para o produto
tensorial graduado difere da regra ordinaria por adicdo de um sinal. Como resultado os

elementos de matriz de um produto tensorial entre dois operadores tem a forma
(A2 B)E = (j)POCOPE) Ag.B-,: (2.17)

A acéo do operador permutacéo graduado P sobre o vetor j®i ij_i 2V 2V ¢ de..nido

por
P @i~ i=(i)®O[i2jei =) (P)e = (i)P@POtg, t--: (2.18)

A transposicdo graduada (st) e o traco graduado (str) sdo de..nidos por
i

¢ X
AT = (i)POPOAG strA= (§)PAge: (2.19)
®

11



onde p(®) =1 (0) se j®i é um elemento impar (par).
A versdo graduada da equacédo de Yang-Baxter é dada por (2.4), somente substituimos

0 produto tensorial convencional pelo produto tensorial graduado.

2.5 Matrizes R - Modelos 19-vértices

Os modelos de trés estados conhecidos como modelos de 19-vértices possuem uma forma
comum para suas matrizes R. Este fato nos auxiliard na hora de resolvermos os modelos,
pois com uma Unica abordagem podemos resolver os quatro modelos, e posteriormente,

estudarmos cada um separadamente. A forma comum de R é

X1

X2 X5

1
X3 Xs X7
Ys X2
Yo X4 Xg ; (2.20)

Xo X5
X3

X2

X1

R(u) =

Y7 Ve

Ys

Os elementos de R(u) dependeréo das solucdes para cada modelo. VVamos especi..car

cada um deles:
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2.5.1 Modelo Zamolodchikov-Fateev (ZF)

Este modelo é conhecido também por modelo A}, pois esta associado a algebra Al [17]:

Para a representacao fundamental desta algebra os elementos de R(u) sdo

xX1(u) = sinh(u+ ")sinh(u+27); Xy(u) =sinhusinh(u+");
xz(u) = sinhusinh(u j 7); X4(u) =sinhusinh(u+ ") +sinh” sinh2”;
ys(u) = Xgs(u) =sinh(u+ ")sinh2”; yg(u) = Xe(u) = sinhusinh2”;

y7(u) = X7(u) =sinh” sinh2”: (2.21)

Esta matriz R(u) é regular, unitaria, com f(u) = x;(u)Xxy(ju), e possui simetriaP e T,

e simetria de crossing com

100

o 1
M=§o 1 og; (2.22)

0 01

eth=":
Este modelo é considerado uma generalizacdo do modelo de Heisenberg ferromagnético
(XX2Z) para spin-1=2, e pode ser obtido por fusdo de dois modelos de 6-vértices [36].

Ele é considerado o mais simples dos modelos de 19-vértices.

2.5.2 Modelo lzergin-Korepin (1K)

Ele foi apresentado originalmente por lzergin e Korepin em 1981 [18], e possui uma
algebra AZ. Este modelo é uma generalizagdo quantica do modelo Shabat-Mikhailov.

A solucdo da equacdo de Yang-Baxter (2.4) que corresponde a representacdo funda-
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mental AZ tem seus elementos dados por

Xy(U) = sinh(u j 57) +sinh™; X,(u) =sinh(u j 3") +sinh3”;

X3z(u) = sinh(u j ) +sinh”™;  X4(u) =sinh(u j 37) j sinh5” +sinh3” +sinh”~
xs(U) = j2ei%?sinh2” cosh(; i37); ys(u) = j2e"?sinh2” cosh(; i3)
Xg(U) = 2eiY2*2 sinh2” sinh(;); ye(U) = j2eY7212 sinh2” sinh(%)

x7(u) = j2ei"*? sinh”sinh2” j el sinh4”;

y7(u) = 2eYi% sinh”sinh2” j e sinh4”: (2.23)

Esta matriz R(u) é regular, e unitaria, onde f(u) vale x;(u)xy(ju). Ela tem simetria
PT, e simetria de crossing, com %2 = j6 j i%; e sua matriz de crossing ¢ dada por

O 1
e2’

M = g 1 E: (2.24)

ei?

2.5.3 Modelo sl(2j1)

O modelo sl(2j1) é um dos modelos de 19-vértices supersimétrico. Os elementos de
R(u) foram obtidos por Kulish e Sklyanin em 1982 [19]. Os elementos de R(u) para a

representacdo fundamental sl(2j1) séao

X1(u) = cosh(u+ ")sinh(u+27); Xp(u)=sinhucosh(u+");
x3z(u) = sinhucosh(u j 7); X4(u) =sinhucosh(u+ ") j sinh2” cosh ":
ys(u) = Xs(u) =sinh2” cosh(u+7); Yye(u) = Xg(u) =sinh2” sinhu;

y7;(u) = X7(u) =sinh2” cosh”: (2.25)
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Esta matriz R(u) € regular, e unitaria, com simetria P e T e de crossing, com f(u) =
Xy(Uxa(ju); %=";e

@) 1
100

M:EO 1 o;: (2.26)

001

Destacamos que a relacdo de crossing-unitaridade (2.16), para modelos com graduacéo é

escrita como
M:RZ(ju i YMIRE (U § %) = F (u): (2.27)
com f'(u) = xg(u+ iZ)xi(ju j i%):

2.5.4 Modelo osp(1j2)

O modelo osp(1j2) é um outro modelo supersimétrico: Ele foi classi..cado por Bazhanov

e Shadrikov, em 1989 [20]. Os elementos de R(u) séo dados por

X1(u) = sinh(u+27)sinh(u+37); X,(u) =sinhusinh(u+3")
X3(u) = sinhusinh(u+"); X4(u) =sinhusinh(u+3") j sinh2” sinh3”

xs(u) = e'sinh2” sinh(u+37); ys(u) =e"sinh2” sinh(u+3")

xg(U) = jei'iZ sinh2” sinhu; yg(u) =e'*? sinh2” sinhu
x;(Uu) = eiVsinh2” 'sinh(u+3")+ei sinhu
y7(u) = e'sinh2” (sinh(u+3") +e sinhu) (2.28)
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Semelhante ao modelo lzergin-Korepin, a matriz R(u) do modelo osp(1j2) é regular,
unitaria, tem simetria PT, e de crossing, com f(u) = X (u)xy(ju), % =3"; e

O 1
e2’

M = g 1 E: (2.29)

ei?

Nesta seccado, apresentamos os elementos da matriz R(u) para cada um dos modelos
de 19-vértices. Todas estas matrizes R(u) sdo regulares, unitarias, e tem simetria de
crossing. Os modelos ZF e sl(2j1) tém simetria P e T, e os modelos IK e osp(1j2) tém

simetria PT.

2.6 Hamiltonianos

A conexdo entre os modelos estatisticos classicos bidimensionais e as cadeias quanticas
em uma dimensdo é observada quando geramos as Hamiltonianas associados a uma dada
matriz R(u): A primeira observacao foi feita por R. Baxter [2] onde ele mostrou o vinculo
entre uma cadeia XYZ e o modelo de 8-veértices.

Dada uma matriz R(u) regular de um dado modelo de vértices, com o operador de
Lax dado por Ly, = Rap(u) , 0 Hamiltoniano pode ser calculado por

1 - 24§
H= : r(]jt(U)_ = Hi:k+1 + Hp:te (2.30)
u u=0

k=1

que para o caso de considerarmos condic¢Bes periddicas de contorno, temos Hyt = Hy:1,
mas em outros casos que serdo tratados no préximo capitulo, Hy descreve a interacédo

na superficie. Hy.x+, € obtido por

d _
Hk;k+1 = ﬁpk;k+le;k+l(u)_ . (231)
u=0
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Lembramos que Hy.x+1 age no espago quantico dos sitios k e k + 1.
Para os modelos de 19-vértices, da mesma maneira em que escrevemos R(u) de uma

forma geral, podemos escrever Hy.x+1. O Hamiltoniano local é escrito por

O 1
Z3
Zs 1
Z; Zs Z3
1 Zs
Hike1 = Zo| 2 |7 : (2.32)
Zs 1
Z3 Zg Z7
1 Zs
Z3

Hy.k+1 esta escrito na base em que S¢ € apresentado na forma diagonal, ou seja: j +;k >,
jO;k >ej i;k >, com seus respectivos autovalores +1, 0, e j1; e k indicando o sitio.

Na forma de operadores usuais de spin-1; nds podemos escrever Hy.x+1 COMO

1 1 _
Hiks1 = 224+ 5(25 i Z5)[Sk i Sisal + 5(25 +Zs i 2224)[(SP)* + (SE41)’]
1 - - = zQz 1 = 2 - - A5 ZQz 2
+Z(221 1271 Z7)SkSk+l + 2(221 +z;+77+ 4 Zy4 i 425 1 425))(Sksk+l)
1 _ _
+2(27 1 77 § 225+ 2Z5)[(S() St | SK(SK)’]
1 _ .
+ZZZ3[(S;Sk‘+1)2 + (S S1_<F+1 2]
1 +oi = cio+ - o+Coi F o+
i E[(ZGSk Sii1 *+ Z6Sy Sy 1)SkSka1 + SkSk1(ZeSk Sitet + 26S)¢ Spiy)]
1 . - _ .
LIS SESE 1S}y S) SISE STy +SEST S S+ SIS! ST SEuul

(2.33)
Aqui 2 pode valer 81; assim incluimos os modelos graduados BFB, que séo os modelos
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sl(2 1) eosp(lj2), para estes casos 2 = j1, e para 0s modelos ndo-graduados ZF e IK,

2 =1. Os operadores S?, S™ e Si, sdo dados por

o 1 o 1 0] 1
10 0 010 000

, . b= P

S°=Bo o0 0C; ST= 2B0o0 0 1C; S'= 2B100C: (239
00 j1 000 010

Agora, usando (2.31) apresentaremos os elementos de Hy.x+; para cada um dos mo-

delos. Estes elementos sao:

2 Para 0 modelo ZF:

2 = 1, ®=sinh2"; z,=0; z3=jl, z4= j2cosh2";

Zs = zs=jcosh2”; Zg=1zg=2cosh”™; Z7;=1z;=jl1j2cosh2":
(2.35)
2 Para 0 modelo IK:
cosh” sinh” sinh4”~
2 = 1, ®=j2sinh2"; z;=0;, z3= — = j————
1 ! %~ Cosh3 4T 1 osh 3
o . -sinh2” _ _-sinh2”
zs = jei?; zy=je*; zg=¢° h3 257 jei’ osh3
cosh™ i ., U 2 cosh”™ i , ¢
Z; = j el +2sinh2” : Z;=j e § 2sinh2” : 2.36
! 1 cosh3” ' "7 Vosh3” ! (2.36)

2 Para 0 modelo sl(2j1):

2 = jl; ®=sinh2"; z;=0; z3=1, z4=2cosh2";

Zs = zs=jcosh2"; Zg=2zs=2sinh”; Z;,=2z;=1j 2cosh2” (2.37)
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2 E, para o modelo osp(1j2):

2 = jl; ®=sinh2;

Zs = j€°, Zs=j

A constante ® é um fator de normalizacéo, e sera usada no capitulo posterior.
No capitulo 4 nos apresentaremos a solucéo via ansatz de Bethe de coordenadas para
cadeias quanticas de spin-1 com condicGes periddicas de contorno. Estas solu¢des podem

ser aplicadas para os elementos de Hyx+1 dos modelos ZF, IK, sl(2j1) e osp(1j2), dados

pelas equacdes (2.35) a (2.38).

z; =0;
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Capitulo 3

Equacao de Retexao - Cadeias

Abertas

3.1 Introducéo

O Meétodo do Espalhamento Inverso Quéantico foi desenvolvido originalmente para sis-
temas com condicOes periddicas de contorno.

Na direcdo das solucdes de cadeias abertas o ansatz de Bethe de coordenadas foi o
primeiro a dar um passo signi..cativo. Alcaraz et al [16] resolveram uma cadeia quantica
de spin-1=2 com termos de fronteiras utilizando o ansatz de Bethe de coordenadas. Na
época nao se tinha informacéo sobre a integrabilidade para cadeias abertas.

O Método do Espalhamento Inverso Quéantico teve a sua contribuicdo marcada pela
generalizacdo feita por Sklyanin em 1988 [14]. Essa generaliza¢do tem por base o trata-
mento dado por Cherednik [15] para a fatoracdo de matrizes S com retexdes. Sklyanin
aplicou sua generalizacdo para resolver a mesma cadeia resolvida por Alcaraz et al.

O formalismo original de Sklyanin exige que as matrizes R tenham simetria P e T.
Mezincescu e Nepomechie generalizaram a proposta de Sklyanin para modelos em que as
matrizes R possuem simetria PT [30].

Neste capitulo apresentaremos as idéias basicas da generalizacdo de Mezincescu e
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Nepomechie, bem como, suas aplicacdes para os modelos 19-vértices.

3.2 Equacédo de Retexéo

No formalismo proposto por Sklyanin [14] € considerado que a matriz R satisfaz as
propriedades de regularidade, unitaridade, simetria P e T, juntamente com simetria de
crossing. Estas exigéncias sdo satisfeitas pelos modelos Zamolidchikov-Fateev e 0 mo-
delo supersimétrico sl(2j1), mas para os modelos Izergin-Korepin e osp(1j2), ndo temos
simetrias P e T, e sim a simetria PT.

Mezincescu e Nepomechie [30] generalizaram a proposta inicial de Sklyanin incluindo
0 caso em que a matriz R possui simetria PT. Assim, podemos tratar os modelos lzergin-
Korepin e osp(1j2) com a proposta de Sklyanin. Destacamos que as principais matrizes R
conhecidas na literatura satisfazem a exigéncia de regularidade, unitaridade e simetrias
P e T ou simetria PT, entre estas matrizes R estam as classi..cadas por Bazhanov [20] e
Jimbo [29].

Para garantirmos a integrabilidade de cadeias quanticas abertas se faz su..ciente que
além da matriz R ser uma solucdo da equacdo de Yang-Baxter, que certas matrizes
conhecidas como matrizes de retexdes (K i (u) e K*(u)) satisfagam:

1) A equacdo de retexao (a esquerda)
Ri(u j VK (WRE? (U + V)KJ (V) = Ki (V)Rp(u + V)KF (WRE2(U j v);  (3.1)
2) E a equacdo de retexdo dual (a direita)

Ru(iu+V)(KHDEWMIRE?(ju i Vv i 29)Mi(K))%Z(V)

= (KPWM:iR2(iu i v i 2)M{H(K)™(WRE?(iu+Vv); 3.2)
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comKi=K-1eK,=1-K:

Dentro da abordagem do Método do Espalhamento Inverso Quéantico, nds de..nimos
o operador de Lax a partir da matriz R , como no capitulo anterior Lag(u) = Raq(u),
onde A representa 0 espaco auxiliar e q representa um espago quantico. A matriz de
monodromia row-to-row T (u) é de..nida como um produto de N operadores de Lax

sobre todos os sitios da rede,
T(u) = Lan(u)Lan;i(u)ettLag(u): (3.3)
Podemos de..nir a matriz de monodromia double-row como
Uu) = TU)K#(u)T i*(u): (3.4)
Com U (u) satisfazendo a seguinte equacao
Ri2(u j V)U1(U)R21(u + v)Uz(u) = Uz(U)R12(u + v)Us (U)R21 (U § V): (3.5)

Esta equacdo € que estabelece a algebra para os elementos de U (u). Alguns dos elementos
de U(u) desempenharam o papel de operadores de criacdo e aniquilicdo agindo sob um
escolhido estado de referéncia.

A matriz de transferéncia é defenida por
i ] i ¢
t(u) = Tra KT(UWT WK WT(ju) ; (3.6)

Com a de..nicdo acima para a matriz de transferéncia juntamente com a condi¢do que R
seja unitaria, e satisfaca a relacdo de crossing-unitaridade,e as matrizes K i (u) e K*(u)

sejam solucgdes das equacdes de refexdo (3.1) e (3.2), podemos provar que

[tu);t(v\)]=0;  8u;v (3.7)
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semelhante ao caso de condicBes periddicas de contorno, nos assegura a integrabilidade
para cadeias abertas com matrizes de retexdes que sdo solucbes para as equagdes de

retexdes.

3.3 Equacdo de Retexdo Graduada

Para estudarmos os modelos com graduacdo Z, em cadeias quanticas abertas temos que
usar as de..ni¢cOes apresentadas na seccdo 2.3. Na equacdo de retexdo (3.1) devemos
substituir o produto tensorial convencional pelo de..nido na equagdo (2.17). Para a
equacdo de retexdo dual, aléem da substituicdo do produto tensorial, devemos observar
gue sua forma depende em geral das relagdes de unitaridade e de crossing-unitaridade
para a matriz R e estas relagdes sdo diferentes para modelos graduados e nao-graduados.
Para os modelos graduados nds escrevemos a equagao de refexdo dual na seguinte forma
[31]:

RS2 u+ V(KD UMARE (U i v i 29My(KS)™(v)

= (K))PWMIRG2(iu i v i MK (U)RS (i u +v); (3.8)
onde temos considerado : p(1) = p(3) =0 and p(2) =1, uma graduacdo BFB (Bdson-
Férmion-Badson).

E sdo observadas as seguintes relacGes para as matrizes R e K*:

RS2 () = LRu (Ul R3P2(U) = LRyl and ITK* (W)l =K*(u) (3.9)

23



com

o 1
1 0 0
I=§o il o§; (3.10)
0 0 1
e,
[M;M;; R(u)] =0: (3.11)

Estas relacbes seram usadas posteriormente.

3.4 Matrizes Ki e K*

A partir do formalismo de Sklyanin ..ca aberta a pergunta: dada uma matriz R associada
a um conhecido modelo que satisfaz uma representacdo fundamental algébrica, quais sédo
as matrizes de retexfes Ki e K* que garantem a integrabilidade segundo o Método do
Espalhamento Inverso Quantico?

Varios modelos vém sendo estudados, e em sua grande maioria para solucGes diagonais
de Ki e K*:

As matrizes de retexdes K1 e K* s&o obtidas como solugdes das equacdes de retexdes
(refexdo e refexdo dual, ou refexdo a direita e a esquerda) para uma determinada R:
Para os modelos de nosso interesse (modelos de 19-vértices) é observado um isomor...smo

entre Ki e K*
Ki@u):® KW =Ki(ju j %M; (3.12)

ou seja, a partir de uma solucéo da equacao de refexdo (K1), podemos encontrar uma
solucéo para a equacgdo de refexdo dual (K™), conforme (3.12) . No caso dos modelos

supersimétricos, graduacdo BFB, as propriedades (3.9) e (3.11) sdo importantes para
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observarmos o isomor...smo.

Neste trabalho nos resolvemos todos os modelos de trés estados para o caso de matrizes
de retexdes diagonais. Para o caso de matrizes de refexdes ndo-diagonais, mesmo para
modelos de dois estados (spin-1=2) é um problema ainda em aberto.

As matrizes K1, em sua forma diagonal, podem ser escritas como

o 1
ky, 0 O

Ki =§ 0 ko O E:
0 0 kg

Seguiremos apresentando as solugdes diagonais Ki e K* para cada modelo de 19-

vértices.

3.4.1 Modelo Zamolidchikov-Fateev

A solucdo mais geral das equacdes de refexdes (3.1) e (3.2) para a matriz R(u) do modelo

ZF, foi obtida na referéncia [22], e €

1
ki (u)
1 E (3.13)

kd3(U)

QU O

Ki(u; 1) =

com

_ p1Sinhu+ 2coshu
! = sinhu  2coshu
_ppsinh(u+7) j 2cosh(u + ")
'_llsinh(u i )+2cosh(ui’)

ki (u)

k3 (u)

(3.14)
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note que K i depende de um parametro livre ;. Usando o isomor..smo 3.12, a solugado
para K*(u) é dada por Ki(ju j % ®1)
o

1
k1 (u)
K™ (u;®1) = E 1 E (3.15)

k3s(u)
com

_®pysinh(u+"7) j 2cosh(u + ")
'®u sinh(u+ ") + 2cosh(u+ ")

i ®11 Sinhu + 2coshu

'O sinh(u+27) j 2cosh(u+27)

k1 (u)

kiz(u) = (3.16)

onde ®,; é outro parametro livre.

3.4.2 Modelo lzergin-Korepin

As solugdes para a equacdo de refexdo e retexdo dual para o modelo Izergin-Korepin
foram obtidas por Mezincescu e Nepomechie em [32]. Eles encontraram trés solucbes. A

primeira é a solucéo trivial

(0] 1
1
Ki(u) = E 1 g: (3.17)
1

e consequentemente, pelo isomor..smo (3.12)

(@)
g2’

1
KT =Ki(ju j ®hM =§ 1 g: (3.18)

ei2
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As outras duas solucdes podem ser escritas como Ki(u) =F* e Ki(u) =F 1, com

(@) 1
eiUf(§)(u)
FS = 1 §; (3.19)
euf®(u)
onde nos de..nimos
FO(U) = cosh(u=2 j 37) 8 isinh(u=2) (3.20)

cosh(u=2 j 37) "~ isinh(u=2)"

Pelo isomor..smo (3.12), podemos encontrar as outras solucfes para K*(u); que podem
ser escrita na forma de K*(u) = G* e K*(u) = Gi, com

@)
eui4'g(§)(u)

1
GS = E} 1 E; (3.21)

e g®(u)
onde

cosh(u=2 j 37) 8isinh(u=2)
cosh(u=2 j 37) ""isinh(u=2 j 67)

g®(u) = (3.22)

O modelo Izergin-Korepin também pode ser estudado através de um mapeamento nos

pesos de Boltzmann. Esta nova matriz R(u) pode ser obtida pela transformacéo

R(u;”) ¥ Ro(u;’) = %R(Zu; i’ i%): (3.23)

Esta matriz R’ difere da forma apresentada por Martins em [33] por uma transformag&o

de Gauge

R, (U) = ViR, (U)V,i; (3.24)
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com

o) 1
eit 0 0
=§ 0 1 0 g: (3.25)
0 0 e

A matriz obtida por Martins é oriunda de uma transformacao no modelo osp(1j2):
A matriz R" é regular, e unitaria, com f'(u) = x;(u)x;(ju), tendo simetria PT; e

simetria de crossing com

jei?

@) 1
0 0

g 1 0 § (3.26)
0 jeZ

e % =3". R” satisfaz as mesmas propriedades com

(@) 1
jeiv 0 0
M = 0 1 0 E; (3.27)
0 0 je*

e, % =1%. Para este caso (R") uma das soluces para a equacdo de refexdo e retexao
dual (KT , K%) sdo

(@) 1 @) - 1
1 0 0 0
0 __ sinh(uj2") smh(u+9 ) )
F = g 0 j @ 0 g i smh(U+3,) 0 ; (3.28)
0 0 1 eid

Esta solucéo foi encontrada por Fan [23].
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3.4.3 Modelosl(2j1):

Para o modelo sl(2 j 1) a solucé@o diagonal mais geral foi apresentada em [34] , e é dada

por

o 1
Ky (u)
Ki(u 1) = E) 1 §; (3.29)
kds(u)

com

~..sinhu +2coshu .
= ; ks (u) ==

“ySinhu § 2coshu’

1ncosh(u+7) j 2sinh(u+ ")
iy cosh(u j 7)+2sinh(u j 7)’

ki (u) = i (3.30)
onde semelhante ao modelo Zamollidchikov-Fateev, ,; é um parametro livre. A matriz

K™*; que é solugdo da equacdo de refexdo dual (3.2), pode ser obtida pelo isomor..smo

(3.12), com K™ (u;®;1) = Ki(ju j % ®)

o 1
ki1 (U)
K (U; 01) = % 1 E; (3.31)
kga(U)
onde
Kk (U) = ®11 cosh(u+ ") i 2sinh(u+ ") KW = i ®y sinhu + 2 cosh u

'®n sinh(u+2") j 2cosh(u + 2’);
(3.32)

®11cosh(u+ ") + 2sinh(u+ ")’

e ®;; é um parametro livre.
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3.4.4 Modelo osp(lj2):

Solugdes diagonais para a equacéo de retexao para o modelo osp(1 j 2) foram obtidas em
[35]. As solucbes apresentadas séo semelhantes as apresentadas para o modelo lzergin-
Korepin, com trés solugbes sem parametros livres. Estas solucdes sao

@) 1
100

Ki(u)ZEO 1 OE; (3.33)

001

(@) 1
iei2 ()
Ki(u):|:+:§ 1 g; (3.34)

i 2 (u)

€,
(@) 1
ei2uf(i)(y)
Ki(u)=F‘=§ 1 E; (3.35)
e2Uf((u)
onde nos temos de..nido
inh(u + 37=2) - cosh(u + 37=2)
£ () = 20 O = : .
() sinh(u j 37=2)’ () cosh(u j 37=2) (3.36)

As solucdes para a equacéo de retexdo dual podem ser obtidas pelo isomor..smo (3.12),

e sdo

@)
@2
K*(u) = %

1
-
ei?

30



o) 1
i eZu+4'g(+) (U)
K*(u)=G* = g 1 §; (3.37)

i eiZUi4’g(+)(u)

o 1
e2u+4'g(i)(u)
K*(u) =Gl = g 1 §; (3.38)

eizui‘rg(i)(u)
com

sinh(u +37=2)
sinh(u+97=2)’

cosh(u +37=2)

(i) —
O cosh(u+97=2)

g(u) =

(3.39)

Estas sdo todas as solucdes diagonais possiveis das equactes de refexdes para 0s mo-
delos de 19-vértices. Ndo somente as solucdes diagonais como também todas as solucdes

nao-diagonais para os modelos de 19-vértices foram apresentadas em [35].

3.5 Hamiltonianos

Para uma conhecida matriz R(u) que satisfaz as propriedades de regularidade, unitari-
dade, e possui as simetrias PT e de crossing, podemos utilizar a generalizagcdo para o
Método do Espalhamento Inverso Quantico para cadeias abertas proposto por Sklyanin
[14, 30]. Achadas as matrizes de retexdes Ki(u) e K*(u) que sdo solucBes para as
equacoes de retexdes (3.1) e (3.2) para a matriz R(u), podemos nos perguntar: Qual a
Hamiltoniana associada a cadeia quantica aberta?

O Hamiltoniano € facilmente calculado quando R(u) e K i (u) satisfazem as condicdes:
2 O operador de Lax coincide com a matriz R(u), L,(u) = Rpa(u):
2 A matriz Ki(u) é regular, ou seja, Ki(u=0) = 1:
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Satisfeitas estas condi¢fes o Hamiltoniano para a cadeia aberta é escrito por

D2 S
H= Hk;k+1 + Hp.t; (340)
k=1
com Hy.x+1 dado por
d :
Hk;k+1 = ﬁpk;k+le;k+l(u)_ : (341)

u=0

dK{ (u)- , troKg (0)Hnio,
du - trk+(0)

He:e = (3.42)

N -

O termo em K/ descreve a a¢do de H no primeiro sitio (a esquerda), e o termo em
K, (0), a acdo a direita, ou no sitio N (Gltimo sitio). H é dado por (3.40), e comuta com
a matriz de transferéncia dada por (3.6).

Para os modelos de 19-vértices a forma de Hy.x+; € dada em (2.32), e 0s seus respec-
tivos elementos para cada modelo sdo apresentados na mesma sec¢do, equacdes (2.35) a
(2.38).

Para a interacdo nas fronteiras, tanto o termo a esquerda como o a direita, depende
explicitamente da forma das matrizes Ki(u) e K*(u). Seguiremos apresentando uma
forma comum para o célculo de Hy.. para os casos diagonais, mais especi..camente para
os modelos de trés estados (representacdo fundamental para spin-1).

A interacdo de superficie no primeiro sitio, a esquerda, pode ser escrita, para o caso
diagonal, por

(@)

1
1 _dKi(u) =
(u
|33
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com

hi = 2 du uzo;

1=1,2;3; (3.44)
onde ® é um fator devido a normalizacdo de H. E a forma para o termo de superficie a

direita é escrito como
(@) 1

© ra
trg KSL Hnio g §
_—— = . 3.45
trkK+(0) P22 ( )

33

Para calcularmos troKy (0)Hn:o nés usaremos a forma de Hy.k+1 (2.32), ou seja, consi-
deramos Hyo = Hyq; €

O 1
hir hiz hgs

Hz1 = P1oH12P12 = g hot hay hog gi (3.46)
hs1 hs hss

onde h;; sdo matrizes 3 por 3: Usando (3.46), podemos escrever

troKg (0)Hno _ ki (0)his + ki (0)has + ki (0)has |

trk+(0) trik+(0) ’ (340
com
o) 1 o) 1 0 1
Zs 0 0 Z; 0 0
hllzgo 7 E,hzz go 27, ogeh%:go Zs 0§1 (3.48)
0 0 0 1zs 0 0 z;
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O resultado ..nal para o termo de superficie do lado direito é

e = 2:k37(0) + 2Z5k3,(0) + Z7k35(0) | fy = Z5k31(0) + z4k5,(0) + Zsk35(0)
ki1(0) +2k5(0) + kg3(0) ki1(0) +2k5,(0) + kg3(0)
27k (0) + 2253, (0) + 21k35(0)

k11 (0) + 2k3;(0) + k35(0)

3 (3.49)

onde 0s 2’s aparecem no caso de tomarmos o supertraco (str).
A forma mais geral para os termos de fronteiras diagonais Hy.¢., em termos de oper-

adores de spin-1, tem a forma

1 1
Hpe = E(Ioll i |033)Sf + E(Iil + |033)(Sf)2 + 114

1 1
#5011 T)S{ + 51y + 1) (S)° + razln; (3.50)
onde

0

i = li 1 Lo l’?i =riirpi=1,23

Seguiremos apresentando os termos de fronteiras para cada modelo.

3.5.1 Modelo Zamolodchikov-Fateev:

Para o0 modelo ZF, o termo de superficie a esquerda € dado por (3.13) e (3.15)

~ppcosh” j 2sinh” .
~18inh” j 2cosh”

1 . o
I, = > 118NN 275 1 =0; I3 = inh2”; (3.51)

e, a direita

®11cosh”™ § 2sinh”™ . . 1 . .
riijlhpy = ®isinh’ iIHZCOSh' Sinh2”; I j o= §®11 sinh 2‘”;
_1sinh4” " [®;3sinh” +2cosh "% j 4[1+2cosh27]

' 4sinh3” ® sinh” § 2cosh”

rp = (3.52)
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Para as matrizes Ki e K™ dadas pelas equacoes .

3.5.2 Modelo lzergin-Korepin:

Para o modelo lIzergin-Korepin foram encontradas trés solu¢des para cada uma das
equacdes de retexoes, logo, existem nove possibilidades para o par (K #; K*). Nos estu-
daremos trés pares possiveis: (1;M), (F*;G*) e (Fi;Gi). FS e GS sfo apresentados
nas equacodes (3.19) e (3.21).

2 Caso (L1, M) :
Neste caso, temos K i(u) = 1; e a energia na superficie a esquerda é nula
|11 = |22 = |33 =0: (353)

O termo a direita é proporcional a identidade

cosh4” sinh2”
= = = 32 _ — : .54
11 = Iy =T33 i sinh 6 (3.54)

Assim, o Hamiltoniano para a correspondente cadeia quantica é dado por

Da cosh4” sinh2”
H= Hiek+1 1 2 - R 1 3.55
- kik+1 1 Slnh6 N ( )

2 Caso (F*;G™):

Neste caso, os termos de fronteiras a esquerda séo

I 91
150 =0; 1) = jsinh2

T

eid +ij

) — -
Ill =sinh2 W

(3.56)
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e 0s termos a direita serdo dados por

oo 1T e .
(D) = gsinh2 SN (G ) = ginh2” LI
bz ! cosh3” &= & 1’2 cosh3” '
= sinh4” ' cosh7” + 4isinh3” sinh” sinh 2" 1 _ (3.57)
22 ! sinh6” cosh3” +isinh2” '

O Hamiltoniano correspondente pode ser escrito como

el 3 Moo T B
HOO = Hygos+sinn2” §F S+ S 11 Feme oy sp) 4 iy
- cosh 3
(3.58)
2 Caso (Fi;GH):
Este caso € semelhante ao anterior, e seus elementos a esquerda sdo
Hos oo
- e’ +1 - - et |
XD =sinh2” —— ; K0 =0; 1) = jsinh2 SR 3.59
1 ! cosh3” 22 S osh3” (3.59)
E os termos a direita, ou seja, para o sitio N; sédo
Hoo Hoa
DL G) L e Ty ey et
rﬂ) i rgg) = jsinh2 “oh3 r§3') i rgg) —smh2‘IT oh3
D = sinh4” M cosh 7° i 4isinh3” sinh” sinh2” (3.60)
2.7 Vsinhe cosh3” j isinh2” ' '
O Hamiltoniano é dado por
)23 H Hainha +i g o
H() = Hgeq+sinh2” S? j S+ % (SH2+(S)?  +riiy:

k=1

(3.61)
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3.5.3 Modelo sl(2j1) :

Para 0 modelo sl(2j1) temos uma solucéo para a equacao de retexao (3.1), e uma solucéo
para equacao de retexdo dual (3.2). De acordo com estas solugdes (3.29) e (3.31) o termo
a esquerda é

~18inh” j 2cosh”
~ppcosh” j 2sinh”

- . o
I, = 5 11SINh27; 1 =0; 3= sinh 2 (3.62)

e para o termo a direita, nds temos

®178iNnh” § 2cosh”™ | . 1 ) .
My jrn = ®i cosh” IiHZSinh' Sinh2”; ry jro= §®11 sinh 2 ﬂ
_1sinh4” " (®;cosh”™ + 2sinh7)?2 +4(1 j 2cosh2”) . (3.63)

' 4cosh3” ®;1cosh” j 2sinh”

M =

3.5.4 Modelo osp(1j2) :

Como no modelo Izergin-Korepin, para o modelo osp(1j2) temos nove possibilidades, pois
existem trés solugdes para cada equacgéo de retexdo. NOs estudaremos somente trés casos
que sdo: (1;M),(F*;G ) e (F';GH).

2 Caso (1;M):
Para este caso, 0 termo a esquerda é nulo
|11 = |22 = |33 =0 (364)

e 0 termo da direita é proporcional a identidade com

cosh4” sinh2”
M1 = Iy =1rI33= 2 Sinh 6 . (365)
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Assim, o Hamiltoniano para a correspondente cadeia aberta é dado por

DaS cosh4” sinh2”
H= Hixeg +2 . - In: 3.66
K1 kik+1 sinh 6 N ( )

2 Caso (F*;G™):

Para o caso (F*;G") com F* e G™ dados pelas equacdes (3.34) e (3.37), 0s termos

de fronteiras séo para a esquerda

i3’ =2 37=2

e
I = —————sinh2"; 1 =0; ls3=—=——=—sinh2"; 3.67
"7 sinh(37=2) o 2 % 7 sinh(37=2) .l (3.67)
e para a direita
e3'=2 ] B ei3’=2 . B
ra i r = mlsmhz v Pz i M= WSInhZ
rp, = jinnh4 4cosh(§’)cosh(§’) il (3.68)
2 7 lsinhe 2 2 74 '

2 Caso (Fi;GH):

Para o0 modelo osp(1j2); neste caso (F ¥; G1); temos o0s seguintes termos de fronteiras

i3 =2 g37=2
ly = i————siNh2"; lp=0; lgy=———sinh~
" ! cosh(37=2) °in 2 ¥ cosh(3"=2) >IN
g37=2 pid’=2
i = —_ _sinh2"; irp=i———sinh2
M1 cosh(3 =2) sin N << I 7 "ﬁzosh(3'=2) Sin

e = 34 GnnC ) sinh() § 1 (3.69)
2 7 Ysinhe 2 2 71 '

onde as matrizes de refexdes sdo dadas por (3.35) e (3.38).

Estes sdo os Hamiltonianos para cadeias quanticas de spin-1 com termos de fronteiras

diagonais para a generalizacdo do Método do Espalhamento Inverso Quantico proposta
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por Sklyanin [14]. Vérios destes Hamiltonianos ja foram divulgados na literatura e serdao

comentados no capitulo 6.
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Capitulo 4

Ansatz de Bethe de Coordenadas

para Cadelas Quanticas de Spin-1

4.1 Introducéo

Cadeias quanticas de spin foram resolvidas para os mais diferentes modelos. Para o
caso de spin-1=2, todas as varia¢des para condicdes periddicas de contorno do modelo de
Heisenberg foram resolvidas (XXX, XXZ , XY Z e etc) [1, 2, 3]. A solucéo de cadeias
de spin-1=2 foram encontradas por varios métodos diferentes, e entre eles se destacam o
ansatz de Bethe de coordenadas como o pioneiro nas solugdes.

Quando se trata de modelos com spin-1, o ansatz de Bethe algébrico tem destacado
sua e..ciéncia se antecipando ao ansatz de Bethe de coordenadas.

Os modelos para cadeias quanticas de spin-1; conhecidos como modelos de 19-vértices,
para condicGes periddicas de contorno foram resolvidos tanto utilizando o ansatz de Bethe
algébrico como o ansatz de Bethe de coordenadas. O modelo ZF foi resolvido primeira-
mente por uma técnica chamada fusao [36]. O processo de fusdo usa o ansatz de Bethe
algébrico de dois modelos de 6-vértices (spin-1=2) para resolver um modelo de vértices
mais alto, por exemplo: para os modelos de 19-vértices encontramos a solucdo para o

modelo Zamolodchikov-Fateev. Os demais modelos ndo podem ser resolvidos por fuséo.
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V. Tarasov [37] apresentou uma generalizacdo do ansatz de Bethe algébrico resolvendo o
modelo IK. Na referéncia [21] é apresentado uma uni..cacdo das solucGes para os modelos
de 19-vértices, tanto com o uso do ansatz de Bethe algébrico através da generalizacao
proposta por Tarasov, como huma nova generaliza¢cdo do ansatz de Bethe de coordenadas
para spin-1 [21]. Com este trabalho foram reproduzidos as solugdes para os modelos: ZF
(sem recorrer a técnica de fusdo), IK, e novo resultado para o modelo osp(1j2). A solucéo
para 0 modelo sl(2j1) ndo é apresentada mas o procedimento é idéntico aos demais mo-
delos.

Seguiremos neste capitulo apresentando a generalizacdo para o ansatz de Bethe de
coordenadas para cadeias de spin-1 com condic¢des periddicas de contorno desdenvolvida
em [21].

4.2 A Cadeia de Spin

O problema a ser abordado é diagonalizacdo de Hamiltonianos das cadeias quanticas de
spin-1 para os chamados modelos de 19-vértices. Estes Hamiltonianos sdo obtidos pelas
equacoes (2.30) e (2.31), e sdo apresentados para cada um dos modelos nas equacoes
(2.32), (2.35) a (2.38). Os Hamiltonianos séo escritos na base em que o operador Sf é
diagonal que é a base j+;Ki, jO;Ki e jj; ki, com seus respectivos autovalores +1;0 e j1;
e k indicando a localizagdo do sitio com o respectivo estado. E importante utilizarmos

esta base pois o Hamiltoniano comuta com o operador S

£ o}

H;S] =0, S] = S& (4.1)
Como o Hamiltoniano H comuta com S] nés iremos separar o espago de Hilbert de
dimens&o 3N em setores identi..cados por r =N j S] . Por exemplo: para o setor r =0

todas as variaveis de spin estdo com autovalor +1, e para o setor r = 1 temos uma das

variaveis de spin com autovalor 0.
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A acdo de H sobre dois sitios (Hyk+1), conforme (2.32), é

Hik+1j++1 = zpj++1; Hgxai il =zijiil;
Hika1 j+H0i = Zsj+0i +jO+i;  Hiper jO+i = z5j0+i + j+0i ;

Hikk+1J0i1 = Zsj0ji+]jj OI; Hygx+1Ji O =2z5)§ O1+j0ji;

Hik+1j+il = Z7j+ il +Zgj0 01 +2z3j)f+1;
Hik+1j0 01 = 224j0 OF +2Zgj+ j i+ 225 +i;
Howr i+l = z7ji+i+ z6j0 0i +z3j+ i, 4.2)

NOs denotaremos por HM o subespaco de HMN) com r = n. N6s podemos ver que a
N f i (N) — FON g (N)
dimenséo do espago € dimH™ = _ dimHy "’ com

o 10 1

N N jr+2j
dimH®™ =~ @ NCIE Y 43)

j=0  ri?z2j J

r

o 1

a
onde [5] signi..ca a parte inteira de 7 e @ ~ A denota 0 nimero binominal.
b

4.3 Setorr=0

Para o setor r = 0 temos somente um estado que é o estado em que todos os sitios tém
spin assumindo o autovalor +1. Este estado é escrito como produto tensorial dos estados

j+; ki

[Pr=oi =  jHKi=j++ o+ (4.4)
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J2r=0l € um autoestado de H, ou seja, satisfaz a equacao

H j&i1 = Eq j3i (4.5)

com autovalor

Eo = Nz;: (46)

Com este estado podemos reescrever a equacao de autovalores para o operador Hamilto-

niano na forma

(H i Nzp) &1 =230 4.7)

Na préatica estamos escolhendo j2,—oi como nosso estado de referéncia, pois todas as

outras energias podem ser medidas a partir de Eg:

4.4 Setorr=1

Para construimos um estado geral no setor r = 1 combinamos todos os estados do tipo

JK[O]i = j+ + 0 i +i (4.8)

onde Kk indica a posicdo do Unico spin com autovalor 0. Neste setor existem N estados,
e 0 estado geral é escrito como uma combinacdo destes
X
1= a(k) JK[o]i (4.9)
k=1
com a(k) nos fornecendo a amplitude de probabilidade de encontrarmos o autovalor 0
para a variavel de spin no sitio k.

Nossa cadeia possui condicBes periddicas de contorno, logo nosso sistema possui in-
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variancia translacional e podemos considerar a(k) como uma onda plana
a(k) = mk (4.10)
comm = e, e u ..xado pelas condicdes periodicas de contorno
a(k + N) = a(k): (4.11)
Assim, |1 assume 0s seguintes valores
W=-=J; J1=0:5N 1l (4.12)
Usando a equacdo de autovalores (4.7), temos
(E1+2z; §zs i Zs)ak)=ak i 1) +ak+1): (4.13)
E usando (4.10) temos a autoenergia

Ei=j2zy+25+Z: +m+mil (4.14)

45 Setorr=2

Para o setor r = 2 temos dois conjuntos de estados distintos. Nestes conjuntos temos:
1) No primeiro conjunto temos uma das variaveis de spin com autovalor j1, e esta
condicéo € satisfeita por N estados.
2) E para o segundo conjunto, duas varidveis de spin com autovalor 0, que s&o os
w estados jki[0]; ko[O]1 = j+::: + 0y, + i+ 0y, + 20 .

O estado geral para este setor é escrito como combinacdo de todas as possibilidades
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destes dois conjuntos distintos

> X
= a(ke; k) jka[0]; k2[0]i +  b(K) jK[i]i (4.15)
ki<ko k=1

a(ky; ky) e b(k) sdo as amplitudes de probabilidade para cada con..guracéo. Estes coe.. -

cientes por condicbes periodicas de contorno devem satisfazer as relacdes
a(ky; ko)) =a(ko; ke +N) 5 b(k) =b(k + N): (4.16)

Para o setor r = 1 consideraremos cada spin com autovalor 0 como uma pseu-
doparticulas que pode se propagar como uma onda plana. Neste setor nds escrevere-
mos a(ky; ko) que descreve a presenca de duas pseudoparticulas do tipo k[0] como uma

superposicao de ondas planas
a(ky; ko) = a;mtmk2 + apymiemke; (4.17)
1, R2 12111 2 21111 2 '
com m; = e e m, = e'*2 . Pela relacdo (4.16) temos

a a
L=ml s Z=m: (4.18)
a1 a2

Para a equacao de autovalores (4.7) teremos trés equacdes distintas para as amplitudes
de probabilidades:
1) Duas particulas k1[0]; k»[0] separadas

[E2 +4z; i 2(Zs + zs)] a(ky; ko) = a(ks i 1; ko) +a(ky + 1, ky) + a(ky; ke + 1) +a(ks; ko § 1);
(4.19)
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2) Duas particulas k1[0]; k[0] juntas

[Ex+4z; § 2(Zs+ 25+ "zy)]a(k;k +1) = a(k j 1;k+ 1) +a(k; k +2) +2[Zza(k + 1) + z;h(K)];
(4.20)

3) Uma particula k[ j ];

[E, + 221 § (Z, + 22)]b(K) = zea(k; k + 1) + Zza(k § 1;K) + zs[o(k + 1) + b(k § 1)]:
(4.21)

Substituindo a parametrizacédo (4.17) em (4.19) obtemos a energia para o setor

1

Eo= jdz1+2(@Zs+2s5) i mg j mitim, jmil: (4.22)

A equacdo (4.19) deve ser valida para o caso k; = k e k, = k + 1: Subtraindo a

equacao (4.19) para k; =k e k, = k + 1 da equacéo (4.20), teremos

2[Zeh(k + 1) +zgh(k)] = a(k; k) +a(k + L,k + 1) j (z1+224 i 25 i Zs)ak;k+ 1)
(4.23)

gue é a meeting condition . As equactes (4.19) e (4.20) sdo consistentes pela validade de
(4.23).
Agora, podemos estender a parametrizacédo (4.17) para o caso de k; = k5, e obtermos

a parametrizacdo para b(k). A pseudoparticula k[ j] é parametrizada por
b(k) = bmimy; (4.24)
gue substituindo em (4.23) nos da

h=2 [Xlalz + X2a21] (425)
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com

1+mm, j ¢1my 1+mm, j ¢my
Xy = = ; Xo = = ; (4.26)
Zg +Z,mim; Zg +Zgmimy

€1 =21+"24 {1 Z5 | Zg 4.27)

Esta parametrizacdo considera que uma pseudoparticula k[ j] é descrita pela presenca
de duas pseudoparticulas k [0] no mesmo sitio.
Usando a parametrizacdo (4.17) e (4.24), juntamente com a autoenergia dada por

(4.22), na equagéo (4.21) obtemos

1 _o - (1+M)? i L+ M)(E1my + Emy) + E&3M + ¢m3 (4.28)
ap,  © PA+M)Z (L+M)(Em; + ¢my) + GM + ¢md] '
com
M =mimy; (4.29)
1
¢, = —; (4.30)
Z3
1 2
C3=—+— (2324 i ZgZg) + (1§ Z5 | Zs); (4.31)
Z3 Z3
1 _ 3 _
Cr=—Cuu+7+Z)+— (11251 Z5) i 2 (4.32)
Z3 Z3
1 -
¢s = Z ((24+ 210 Zs i Zs) (4.33)
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A equacdo (4.28) combinada com (4.18) nos fornecem as relacfes necessarias para obter-

mos as equacdes de Bethe para o setor r = 2 que sao

N _ (@M L+ M) (Emy + ¢omy) + E3M + ¢&ym?

m; = ; 4.34
L7 @+ M)2 § 1+ M)(Eimy + €omy) + €M + ¢&,m3 (4.34)
e
1+M)?2 i (1+M + + ¢;M + 2
mi = ( )i ( )(E1my + Eomy) + ¢ ¢4m3. (4.35)

YE+M2 G @+ M)(Em; + Emy) + EM + &m?

46 Setorr =3

Para o setor r = 3 nos encontramos trés conjuntos distintos de estados, sdo eles:
1) NONIDWNiD) estados do tipo jky[0]; k[0]; Ks[O]i ;
2)NEID estados do tipo jka[ i ]; ko[0]i ;
3) XD estados do tipo jki[0]; ko[ ]i:

O autoestado é escrito como uma superposicao destes trés conjuntos de estados

X
Fal = a(ka; kz; ka) p ka[0]; ko[0]; k3[0] > +

ka< 2<k3

[b1(k1; k2) 1 ke[ §]; K2[0] > +ba(ky; ko) p Ke[O]; ko[ § ] =] (4.36)
ki<kz

Por condicgdes periodicas de contorno temos que

a(ky; ks ki +N) = a(ky; ka; ks);
bi(ko; ki +N) = ba(ky; ko): (4.37)

A parametrizacao para a funcdo de onda a(ki; ky; ks) é uma superposicdo de trés
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ondas planas

- — K1 K2 K K1 K2 K K1 k2 K
a(ki; korks) = agesmitmy®mz® + ajzomitms®ms® + axi3m,tmi*ms®
K1 K2 K K1 K2 K K1 K2 ek

+az1 M3 M52M3° + Az My mz?myp® + az;oms'my>ms®

(4.38)

A aplicacéo de H sobre o estado (4.36) gera para a equacao de autovalores (4.7) oito
equacdes distintas que séo:

1) Trés particulas do tipo k;[0]; k»[0] e k3[0]; separadas.

(Es+62zy § 3z5 i 3Zs)a(ky; ks ks) = a(ksy i 1, ko k) +a(ky + 1; ky; Ks)
+a(ki; ke i 1;ks) +a(ke; ko + 15 ks)
+a(ky; ko ks § 1) +a(ky; kos ks + 1):
(4.39)

Utilizando a parametrizacdo para a(ki; k»; k3) (4.38) o autovalor do Hamiltoniano para o

setorr =36

Xi -1¢
E; = 1221 +25+Zs+mj+my" (4.40)
i=1

2) Trés particulas do tipo k;[0]; ko[0] e k3[0]; com k, = k; +1 e ks & k; + 2.

(Es+521 i 225 i 2Zs i 2zs) a(ky; kg + 1 k) = a(ky i Liky +1; k) +a(ky; kg + 25 ky)
+a(ky; ke + 1 ko § 1) +a(ky; ks + 1 ko + 1)
+276b1(k1 +1; kz) + ZZGbl(kl; kg): (441)
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3) Trés particulas do tipo k4[0]; ko[0] e ks[0]; com ks =k, +1 e k, & ky + 1.

(Es+521 § 225 j 2Z5 i 2zs) a(ky ke +1;ky) = a(ky; ko i 1iko) +a(ky + 1 ko ko + 2)
+a(ky § Liko ko + 1) +a(ky; ko ko + 1)
+276b2(k1 + l, kz) + ZZsz(kl; kz): (442)

E necessario que as equacgdes (4.39), (4.41) e (4.42) sejam consistentes umas com as
outras. Substituindo na equacdo (4.39) k, = k; +1 e k3 = k, + 1, e subtraindo os

respectivos resultados das equacdes (4.41) e (4.42) temos respectivamente

2Zsb1(ky + 1; ko) + 2zgba(K1; k2) = a(ks; ki; ko) +a(ky + 1 kg + 1, ko) + a(ks; ki + 1;kz)
(4.43)

2Zsba(Ky; Ko + 1) + 2zghy(Ky; ko) = a(ka; Ko; ko) +a(ky; ko + 15k, + 1) + a(ky; ko; ke + 1);
(4.44)

Note que estas ultimas equacdes sdo semelhantes a equacédo (4.23) no setor r = 2.
As duas ultimas equagdes sao resolvidas com a seguinte parametrizacdo para by (kq; kz)
e by(Ky; ko)

bi(ki; k) = by (Mimz)* mk2 + by, (Mym3)*t mk? + byg (Mymsg) me  (4.45)

ba(Ki;k2) = bymi® (Mams)*® + byomkt (Myms)*2 + bpsmkt (mymy)*?:  (4.46)

Nesta parametrizacdo consideramos a dindmica da pseudoparticula k[ j] descrita por
duas pseudoparticulas k [0] sobre 0 mesmo sitio como foi feito no setor r = 2.

As funcdes de onda by(kq; ko) e by(ky; ko) devem satisfazer condicBes periddicas de
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contorno (4.37), logo

b b b
Z=mN | Z=m) , Z=m; (4.47)
bis b2 b1o

e as amplitudes by, com a = 1;2 e b = 1;2; 3 sdo escritas de acordo com (4.43) e (4.44)

como

bin = Fpas +Faias , by = Fozags + Faais;

b = Fisauzz + Fa1@a1 , b = Fizad2is + Fai@si2;

biz = Fosasio +Fozazy , boz = Foags + Foras; (4.48)
onde

Wl+mamy § &my,

Fp = X 6b=1;2;3: 4.49
ab Z + ZgMam, a (4.49)

Substituindo estas relagdes na equacdo (4.41) e (4.42), n6s obtemos a relacdo de

espalhamento duas a duas particulas

dipz _ a4z _ E
do13 dso1 Sx
dizp a3 _ %
ds1 a3l Sa1
do31 aio S,
g81 _ 28 _ 92 (4.50)
ds21 ai3» S32
com
Sab = (1 + Mamyp)? j (1 + Mamy)(Comy + C3mp) + E4mamy, + Csmj (4.51)

coma & b = 1;2;3; e os ¢, sdo dados pelas equacdes (4.27),(4.30) a (4.33). Estas
relacfes nos mostram que a troca entre duas pseudoparticulas € independente da posicédo

da terceira. Na linguagem de matriz-S, a amplitude de espalhamento de trés particulas
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é separada no produto duas a duas.

Usando as condicdes periodicas de contorno (4.37), temos

mil= =2 a=123; (4.52)

que é a equacdo de Bethe.
Resta-nos veri..car 0s casos seguintes:

4) Trés particulas do tipo k{[0]; ko[0] e k3[0]; com ks =k, +1 e k, = k; + 1.

(Es+4zy jzsiZs i 22)alk;k+1,k+2) = akj Lk+1Lk+2)+a(k;k+1;k+3)
+27ghy (k + 1; k + 2) + 2z4b, (k; k + 2)
+27Zgh,(k; k + 2) + 2zgby(k; k + 1):
(4.53)

que ¢é satisfeita pelas parametrizacdes acima.

5) Uma particula do tipo kq[ j] e outra k;[0]; separadas.

(Bs+4z1 i 25 i Zs i 27§ Z7)ba(kiske) = ba(ke Kz i 1) +ba(ke; ke + 1)
+z3bi(ke i 1 ko) +z3bi(ky +15k2)
+Zga(ky i 1;kas ko) + zea(ks; ki + 15 ko):
(4.54)

52



6) Uma particula do tipo k{[0] e outra k;[ j ]; separadas.

(Er+4z1 § 25 i Zs i Z7 i Z7)ba(kis ko) = ba(ky i 1, ko) +ba(ks § 1;Kka)
+23bo (K ko § 1) + z3by(ke; ko + 1)
+Zsa(ky;, Ko i 1, ko) + zea(ky; Kos ko + 1):

(4.55)

7) Uma particula do tipo kq[ i] e outra k,[0]; juntas.

(Bs+3z1 i 275 i Z7)bu(kik+1) = bi(k;k+2) +by(k; k+1)

+2z3b(k j 1;k+1)+Zsa(k i 1;k;k + 1);

(4.56)
e
8) Uma particula do tipo k{[0] e outra k;[ j ];juntas.
(Bs +321 i 25 i z7)bo(Kik +1) = Dbp(k i Lk +1)+Dbi(k;k+1)
+2z3ho(k; k + 2) + zga(k; k + 1; k + 2):
(4.57)

As equacOes para as possibilidades 5) a 8) sdo satisfeitas sobre a parametrizacdo descrita

e podem ser veri..cadas com a substituicdo das relagdes (4.48), (4.50) e (4.52).

4.7 Setor r geral

Para o setor r geral em que r pode ser escrito por

r = No+ 2N,
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onde Ny € 0 nimero de pseudoparticulas k [0], e N; o nimero de pseudoparticulas K[ ]:

O autoestado pode ser escrito por

) ) )
A=J0IiE A, +iiiE A, (4.58)

com jAji=1ejAi=p0>:
A energia € escrita como a soma da energia de pseudoparticulas k [0] independentes
X .

¢
E, =Nz, + '5221+z5+75+m,,1+m6:l (4.59)
a=1

onde m,’s sdo solugdes das equacdes de Bethe

mY= ==, a=1;2;3: (4.60)

com S, dado pela equacéo (4.51).

A idéia principal do ansatz para cadeias de spin-1 é considerarmos uma pseudoparticu-
la j j i como composicdo de duas jOi: Esta mesma idéia pode ser utilizada para resolucéo
de cadeias de spin mais altos. Por exemplo, para uma cadeia de spin-3=2, os estados
Ji1=2i e jj3=2i podem ser parametrizados por dois estados j1=2i e trés estados j1=2i ,
respectivamente, no mesmo sitio multiplicado por um coe...ciente.

Neste capitulo apresentamos o ansatz de Bethe de coordenadas para spin-1 com

condigdes periddicas de contorno.
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Capitulo 5

Ansatz de Bethe de Coordenadas
para Cadelas Quanticas Abertas de

Spin-1

5.1 Introducéo

Neste capitulo serd apresentado a generalizacédo do ansatz de Bethe de coordenadas para
uma cadeia quantica de spin-1 com termos de fronteiras diagonais. O Hamiltoniano
destas cadeias pode ser escrito como
L
H= Hgk+1+ Hou, (5.1)
k=1
onde Hy.+. descreve os termos de fronteiras, e Hy.x+1 descreve a interagdo no meio da
cadeia.
Para cadeias de spin-1 podemos ter em cada sitio autovalores +1;0 e j1: O espaco de
Hilbert para estas cadeias de spin ¢ HN) = —NVv onde V = C2® com base fj+i;j0i;jjig
correspondendo a cada um dos autovalores possiveis. Estamos traba- lhando na base em

que Sz é diagonal. A dimensao total para o espago de Hilbert é dimH®) = 3N,
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O Hamiltoniano, como no caso do capitulo anterior com condi¢des periddicas de con-
torno, comuta com S%
X
[H:Sf]=0; Sf=  Sg (5.2)
k=1
Assim o espaco de Hilbert pode ser separado em setores disjuntos identi..cados pelos
autovalores do operador r = N j S% .
A dimensdo de cada setor é dada pela equacéo (4.3).
A acgdo de Hy.k+1 sobre dois sitios vizinhos € dada por (4.2), e os termos de fronteiras

(Hp:t.) que descreve a acdo de H nos sitios 1 e N é
Ho:e: ji; 225 Ji = Eqj ji; 25 Ji (5.3)

onde Ejj = ;i + rjj; com i;j = 1;2;3 . NoOs estamos utilizando a notagéo (+;0; j) =
(1;2;3). lii e rj; sdo dados, respectivamente, pelas equacoes (3.43) e (3.46).

Seguiremos apresentando as solugbes para cada um dos setores identi..cados por r.

52 Setorr=0

O setor HéN) contém somente um estado que serd o estado de referéncia. Este estado
tem todos os autovalores de spin na componente z igual +1. Desta forma, o estado para

o0 setor r =0 é escrito como o produto tensorial dos N estados de cada sitio
JPoi = jHki; (5.4)
k

k indica a posicao do sitio. Este estado satisfaz a equacao

H jZol = Eo jZ0l ; (5.5)
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com autovalor
Eo=(N i 1z +Eyp: (5.6)

Todos os outros setores podem ter suas energias determinadas a partir da energia Eo:

Isto signi..ca que os autoestados de H devem satisfazer a equacéo de autovalor
(H i Eo)j&i = E(j&i (5.7)

em todos os setores.

53 Setorr=1

Para o setor Hl(N) temos N j 1 sitios com valor +1 e um uUnico sitio com valor de spin 0.
Aqui existem N estados jk[0]i = j+ + + 0y + +(¢¢+1 representando a base para HfN).

O estado geral para este setor tem a forma

= a(k)k[o]i: (5.8)
k=1

onde a(k) é uma funcéo de onda ndo conhecida, ou seja, ja(k)j2 determina a probabilidade
de encontrarmos o autovalor S¢ = 0 no sitio k.

A aplicacdo de H em j=41 nos fornece trés equacdes distintas para a(k) . Estas
equacdes dependem de k[0]; e podem mudar de acordo com a posicdo de k. Estas

equacdes para os valores de k séo

2 pPara (1 <k <N)

(Er +2z; j z5 i Zs)a(k) =a(k j 1) +a(k + 1); (5.9)
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2 com k no sitio 1

(E1 +En i Ex1 +71 i Z5)a(l) = a(2); (5.10)

2 ek no sitio N

(Er +En i Ei2+21 i Zs)a(N) =a(N i 1): (5.11)

A parametrizacdo para a(k) é
a(k) = a(Wm* j a()mi*; (5.12)

onde m = e* , p é o momentum da pseudoparticula k[0]. No caso do capitulo 4
com condicBes periddicas de contorno é facilmente calculado por invariancia transla-
cional. Para uma cadeia aberta ndo temos invariancia translacional, mas y € ..xado pelas
condigOes de fronteiras.

Substituindo a(k) na equacéo (5.9) nés encontramos a autoenergia para o setor r = 1
E1= i2z1+2s+Zs+m+mih (5.13)

A equacao (5.9) deve ser valida para os casos em que k =1 e k = N , ou seja, as

expressoes

(Ex +271 i z5 1 Z5)a(l) a(0) +a(2); (5.14)

(E1+2z1 i 25 iZs)a(N) = a(N j 1) +a(N +1); (5.15)

sdo validas com a(0) e a(N +1) de..nidos por (5.12). Estas equac¢des devem ser consistentes
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com (5.10) e (5.11). Combinando (5.10) com (5.14) temos

a0) = ¢ia(l); 1 =En i Eu+21iZs=2112Zs i ly;

e, combinando (5.11) com (5.15) obtemos

alN+1)=¢a(N); €, =Ep iEn+zlizs=211i2z i roll:

Usando a de...ni¢do (5.12) em (5.16), chegamos a seguinte relacao

a(y) — mi? C;im
a(ip ¢, j mil

e para a equacao (5.17) temos

a(u) — mi2N ¢, i mit
a(ip C,im’

Podemos agora determinar p pela equivaléncia entre (5.18) e (5.19)

il il
2N:”¢1mil lJ(l:zmil _

m ¢, im ¢ im

Esta é a equacdo de Bethe para o setor r = 1.

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

O autovalor para H para o setor r = 1 pelas equacdes (5.7) e (5.13) é dado por

Ei1=(N §3)z;+ Iy +ry+2z+Zs+m+mil;

onde m é solucéo de (5.20).

54 Setorr=2

No espaco de Hilbert HéN) temos dois tipos de estados possiveis
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1) N estados do tipo jk[j]i =j+ + jx ++C+i;
2) N(N j 1)=2 estados do tipo jk;[0]; ko[O]i = j+ + Oy, + + 0y, + +CC¢+i.
O estado geral para o setor r = 2 é escrito como uma combinacéo de todos os estados
possiveis
> X
Bl = a(ky; ko) Jki[0]; ko[O]F + b(K) jk[§]i: (5.22)
ki<ko k=1
a(ky; kz) e b(k) séo funcbes de ondas a serem parametrizadas.
A parametrizacao para a primeira parte do estado geral com autofuncéo a(ky; k,) pode
ser escrita usando uma superposicdo de ondas planas do tipo a(k) (5.12), onde incluimos
0 espalhamento de duas pseudoparticulas com momentum ; e {,. Esta parametrizacao

é devida a Bethe [1]. Assim para a(ki; k) temos

(ki ko) = AU )My mE? § Alz; ) miZms:
i AGi He; t)MErmb2 + A(j pg; p)mizmike
AL i 2)MEmE* + Ap; i p)mi <2 mé

+ACG g TH2)MA MR § A R §p)mikemike (5.23)

com m; = e'i; j = 1;2. Podemos escrever esta parametrizacdo de uma forma compacta

<., 0 Ky ok e
a(ky; ko) = p o a(fy; H2)mi'my? § a(fo; Hy)my'my? (5.24)

P
onde o somatorio é sobre todas permutacfes possiveis de {; e [p, com seus respectivos
valores negativos j i € jHz; € "p € um fator sinal que pode valer (81) e muda de sinal
com as permutacdes |; e [, € mudancas de sinais em |i; e |p. Esta forma compacta é
importante para escrevermos a(ki; k,) para setores mais altos. A parametrizacdo para
b(k) sera feita posteriormente.

O nosso proximo passo € analisarmos a equacao de Schrodinger H j2,i = E; j25i;
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onde H agora agira em dois sitios com estados locais do tipo jk;[0]i e jk,[0]i ou somente
em um sitio com um estado do tipo jK[j]i: Assim podemos ver que temos os seguintes

conjunto de equacdes referentes a diferentes situagoes:

2 Duas pseudoparticulas jki[0]i e jko[0]i no meio da cadeia (1< k; < ky+1<N)

(Ext4z1i225i2Zs5)a(ky; ko) = a(kei 1;kp)+a(ket+ 1, ko) + a(ky; ko jl)+a(ks; ko +1):
(5.25)

2 H agindo somente no sitio jk[j]i com (1 <k < N)

(B2 +2z; i 27 i Z7)b(k) = z3b(k i 1) +z3b(k + 1) +Zsa(k § 1;k) + zea(k; k + 1):
(5.26)

2 Para duas pseudoparticulas juntas ky[0] = k+1e ki [0)]=kcom (1 <k <N j 1)

(Ex+3z1i25iZsi2walkk+1) = akjlik+1)+akk+2)

+276h(K)+ 2Zgb(k + 1):  (5.27)

Estas equacdes também estdo presentes para o caso de condi¢des periddicas de con-
torno. Para a cadeia aberta teremos mais sete equacdes que descreveram a dinamica das
particulas na fronteira. Elas podem ser separadas em:

1) Cinco delas com duas particulas jk;[0]i e jko[0]i :

2 Com kq[0] aesquerda (ki[0]=1)e2<k;[0]<N j1

(B2 + B i Bar +321 i 225 i Zs)a(l; ko) = a(2; ko) +a(l; ka i 1) +a(l; ka+ 1);
(5.28)
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2 Com k,[0] adireita (k,[0] =N)e 2 <Kky0]<N j 2

(Ea+EniEiw+3z1i z5i2Z5)a(ke; N) = a(kiil;N) +a(ki+1;N) +a(ky; Ni 1);
(5.29)

2 As duas pseudoparticulas nas bordas, uma a esquerda e a outra a direita, k;[0] = 1
e kz[O] =N

(E2+E11 i Exx+22: i Z5 i Zs)a(l;N) =a(2;N) +a(l;N j 1); (5.30)

2 As duas pseudoparticulas a esquerda k;[0] = 1 e k,[0] =2

(E2 +Ew i Exn +221 § 25 § 224)a(l;2) = a(l; 3) + 2zgh(1) + 2zgh(2); (5.31)

2 As duas pseudoparticulas a direita, ky[0] =N j 1 e ky[0] =N

(Ea+Eni B2 +221i Zsi2z9)a(N i 1N) = a(Ni 2;N) +2z6b(N i 1) +2Zsb(N):
(5.32)

2) As outras duas equacgdes com H agindo no sitio com estado do tipo jK] j ]i, que sédo

para:
2 klil=1
(B2 +Eu i Bz +21 § 27)b(1) = 25b(2) + zsa(L; 2); (5.33)
2 kli]=N
(E2 +E11 i Eia+21 1 Z7)B(N) =z3b(N j 1) +Zga(N i 1;N): (5.34)
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Temos um total de dez equacgOes que devem ser consistentes entre si e satisfeitas.

Por uma simples substituicdo do ansatz (5.23) na equacéo (5.25) encontramos que
Ey = j4z, + 225+ 2Zs + my + mit + my + mit: (5.35)

Note que os autovalores de H sdo escritos como uma simples soma da energia de pseu-

doparticulas independentes

=
Er=2= E1 (W) = E1 (1) + E1 (M2) (5.36)

onde E; (1) é a energia para uma pseudoparticula livre com momentum ;.
Para obtermos uma parametrizacao para b(k) vamos seguir os seguintes passos:
1)Tomamos k; = k e k, = k + 1 na equacdo (5.25), pois esta equacao deve ser valida
para esta con..guracao.
2) Subtraimos o resultado anterior por (5.27).

O resultado é

"Zeb(k + 1) + "zgh(k) = a(k;k) +a(k + 1;k+1) § (zs +"24 i Z5 § Zs)a(k; k + 1):
(5.37)

As equacdes (5.25) e (5.27) sdo consistentes quando a equacdo acima é satisfeita. Assim

podemos relacionar b(k) com a(ki; ky). A parametrizacdo para b(k) pode ser escrita por

> .
b(k) = "pD(H1; H2)Mm;
p

= b(ug; p)mEmii (i tr; p)mikmy

b(us; i p2)mEmI* + b pa; i p2)mikmik; (5.38)

0 que estamos fazendo é estender o ansatz (5.23) para o caso de duas pseudoparticulas

k[0] no mesmo sitio, ou seja, k; = k, = k: Em outras palavras a pseudoparticula k[ j]
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é descrita por duas pseudoparticulas k [0] situadas no mesmo sitio. Substituindo (5.38)

em (5.37) temos as relacOes entre b(uy; o) € a(ys; 4H2) que séo

M il M

1+mm,+<¢m, 1+mm,+¢my
2 . — 1 . - . .
(H1; H2) 7o + Zemimy a(Ma; M) i 7o + Zomim, aHz; P
(5.39)
H il M il ol
1+mi*m,+¢m, l1+mi*m, +¢m/
2h(§ pa; = L= a(i i M2) i ! ——L1a(ly; ik
(i H1s U2) 2o+ Zemiim, (T H1H2) i 2o+ Zgmitm, (M2; i M1)
(5.40)
s 1) = “1+m1m2”+¢m2ilﬂa( - )_“1+m1m2il+¢mlﬂa(_ ):
His i H2 Zs + Zomymi’ His iH2) i Zo + Zgmymi® i M2 H1);
(5.41)
H ilil ol H ilil
1+m!*mi-+a¢m! l1+m!"mi-+<&m
S NCIE, — 1 M2 22 A i - L2 7 i i)
(i M1, T H2) 2o + Zemiimi] (iH1; TH2) i 2o+ Zomitmi® (i M2, i M)
(5.42)

com

C=2z5+7Z5j§ 21§ "2
Observemos que a partir de (5.39) podemos obter todas as outras relacfes por troca de
sinal em iy e .

As relacOes entre as pseudoparticulas do tipo jK[ i ]Ji com as jk¢[0]i e jk,[0]i podem ser
observadas na acdo de H. Pois a acdo de Hyyk+1 no sitio jOOI gera con..guracdes j+ j i ou
ji+i além do termo diagonal, veja equacéo (4.2) .

Substituindo as parametrizacdes para b(k) (5.38) e para a(ki; k) (5.23) em (5.26),

obtemos quatro equacbes que relacionam os a(l; Um): Estas relagdes sdo escritas na lin-
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guagem de matriz S, como

M 1
s(uz;
a(liz; 1) = SEE?B ally; ho);
“ H
S i1
a(lz; fH1) = % a(i Mo pa);
H 1
s(i Ha;
a(ifa M) = ﬁ a(Hs; iM2);
HS(in; i t1)
a(ike; i) = sCi s 1) a(ikey ik2); (5.43)
com
£ o 5 a
S(U2; M) = (L+mmy;+ Emy) z3(1+mim3) j (1+mimy)(mg +my) +amym;
i ¢ ¢
+2m, 'zG +Zsmim, '76 +zZgmim, ; (5.44)
e,

9 =2(z1i 25 i Zs) + 27 + Z7:

Até o0 momento temos tratado o comportamento das pseudoparticulas no meio da
cadeia. Vamos a partir de agora estudar o comportamento nas fronteiras.
A equacéo (5.25) deve ser consistente com as equacdes para k; e k, nas fronteiras.

Vamos tomar em (5.25) k; = 1 e subtraimos o resultado da equacéo (5.28), assim

¢ia(l;k) =a(0;k); €1 =21 j Zs i Ein +Ex; (5.45)

Agora consideramos em (5.25) k, = N e subtraindo de (5.29) temos

Cak;N)=a(k;N+1); €,=27j7z5iEn+Ep (5.46)

A consisténcia das equacdes nas fronteiras é satisfeita quando as equaces (5.45) e (5.46)

65



sdo validas.
Com a substituicio da parametrizacéo (5.23) em (5.45) e (5.46), temos dois conjuntos

de equaces

a(iipe) = ££((i“;z) a(iiz; )

a(ipy k) = ££((|“;z al; ike)

a(ilzimy) = ££((i“i) a(jiz; )

a(ipe; it) = ££((i“ﬁ2)a(uz; i Ha); (5.47)
e,

a(is; ife) = ii((iuﬁz)a(Ul;UZ)

a(is it = ii((i“;z)a(iul;uz)

a(iz; i) = %a(uz;ul)

(il ip) = ii((iu;i)a(illzilll); (5.48)
com

EW) = 1je¢mg;

i) = mY (¢ im):

Os conjuntos de equacdes (5.47) e (5.48) descrevem as retexdes a esquerda e a direita,
respectivamente.

Iremos agora combinar as relacoes (5.43), (5.47) e (5.48) o que nos leva a relagéo do
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tipo

£y ik S(aib) S(hai i b)) _ 4
£(iM) i) sz K1) sCi M1 H2)

(5.49)

ou ainda

E£(H2) i(iH2)s(H2;He) S(Hy; iH2) _ 1

£(ik2) i) s(uu)s(its ) (5.50)

Estas relacbes podem ser reescritas como

il il il T
m2N = “1 i ¢my l'll i €:my lJS(Hl;Hz) HS(Uzi i) . (5.51)
! ¢ im Cyim s(Uzid)  S(iMaiHz) '

1 1 1 1l
mN = M1 em, N1 eamy s T sGu ik (5.52)
? ¢, im; C2imy  s(uubz2)  SCikzipa) .

S&o estas as equacOes de Bethe para o setor r = 2.

A equacdo (5.30), onde temos jk[0]i para cada borda da cadeia é satisfeita, pois as
refexdes a esquerda e a direita ja estao estabelecidas.

Similarmente, nds consideramos a consisténcia da equacdo (5.26), para k[j] =1 e
k[i] = N. Esta equacao deve ser valida parak =1 e k =N com b(0) e b(N +1) de..nidos
por (5.38). Combinando as equacBes que descrevem a particula k[j] nas fronteiras,

equacdes (5.33) e (5.34) com (5.26) nds obtemos duas condicdes

C3b(1) = z3b(0) + Zsa(0;1); €3 =2 i Z7 i Eny +Eay;
(5.53)
C,o(N) =z3b(N +1) +zga(N; N +1); €, =12, j z7 i Eyp +Es3s:

Substituindo as relacbes ja ..xadas para a(ki; ky) e b(k) e usando as equacdes de Bethe
observamos que estas equacdes sao satisfeitas.
Na presenca de j j I nas bordas ndo temos nenhuma alteracdo nas condicfes ja esta-

belecidas. Isto é devido a parametrizacdo para a funcdo de onda b(k), que nos diz que
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dindmica de uma pseudoparticula jK[j]i é descrita por duas pseudoparticulas jKk[0]i, e
isto é valido também nas refexdes.

A energia para o setor r =2 é

X i B -1¢
E2 = (N i 1)21+|11+r11+ i221+Z5+Z5+mj +mj' ; (554)
j=1
com
q | q q
m2N = Hy i ¢.m; Hy i¢cm Y lJlS(Hj;le) MS(le; i)
! ¢, i m; ¢, | m; Cos(o k) sCikyi k)
k=1; k&j
J = L (5.55)

onde as funcdes s(l;; pk) sdo dadas por (5.44).

5.5 Setor r geral

Os resultados obtidos podem ser generalizados para valores arbitrarios de r, pois setores
mais altos ndo trazem novas informacoes.

Em geral, o autoestado do setor r é construido por produtos diretos de Ng estados
jK[O]i e N; estados jk[j]i, com r = Np + 2N, . Este autoestado é escrito como uma

superposicao de termos da forma

) - ® - @
A=J0IiE AL, +jiif A, ; (5.56)

com jAyi = 1, jA;i = j0i. Para o setor r = 3 0 autoestado de H tem a forma
- - X - -
B = a(ky; ka; k) jke[0]; k2[0]; ks[0]i

kl<gék3
+ Ty (ke ko) jKa[ i ]; K2[O]1 + ba(Ky; k2) jK1[O]; K[ ]G (5.57)
ki <ko
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O ansatz para a funcdo de onda do termo com Ny estados jk[0]i ; torna-se

>
a(ky; koot oke) = Mpa(ie bzt pe) M ms2 66 ¢ mi; (5.58)
P
onde a soma é sobre todas as permutacdes, considerando as trocas de sinais em [y; [o; 0 Hy;
e ", troca de sinal a cada permutacéo. a(ki; ko;::: ;K¢) € escrito com uma superposicéo

de r ondas planas.
Para a funcédo de onda com N; estados jk[j]i; seque de (5.58), que temos o ansatz
com a soma sobre as trocas de sinais dos 2N; estados jk[0]i; situados dois a dois no

mesmo sitio. Vejamos o exemplo para o setor r = 3

A | A 1
X X
bi(ki; k) = "Pbll(U1;U2)m|1(lmlz(l m§2+ "pblz(u1;u3)m'1‘1m:'§l m|2<2
A ! P
X
+ "o bia(a; Ha)MEtmEr mi2; (5.59)
P

com equacao similar para b,(ki; k»).

Uma visdo mais detalhada para o setor r = 3 pode ser vista no capitulo anterior,
pois a parametrizacao para o caso de condicBes periodicas de contorno ou com termos de
superficie € a mesma.

A correspondente energia para um dado setor r tem a forma da soma da energia de
particulas livres,

X .

¢
Er=(N j 1z + 1y +ry + I5221+z5+75+mj+mj'l : (5.60)
Jj=1

onde m; séo solugbes das equacdes de Bethe

il il T T
MmN — “riem M rieam Y Mgy s im)
j Coam Gaimp o SOy sG]

J = L (5.61)
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com

£ a
s(j; ) = @ +myme+ ¢m;y) zs(1+mimg) i (1+mym)(m; + my) + am;m,
i ¢ ¢
+2mj IZG + Zgmjmy lfe +Zgmjmg (562)
e
o = 221125 i Zs) + 27 + Z7;

C1 = 21 iZsilutly C=214 25 1+ (5.63)

As equacOes de Bethe de..nem um sistemas de r equacdes a serem satisfeitas pelos

parametros | (m; = e'ti):

Seguiremos no préximo capitulo explicitando para cada modelo o espectro de energia.
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Capitulo 6

Solucdes para os Modelos de

19-vértices com Termos de fronteiras

Neste capitulo n6s usaremos os resultados apresentados no capitulo anterior para mostrar-
mos as solucdes para cada modelo de 19-vértices. Aqui reproduziremos os modelos ZF e
IK resultados ja conhecidos na literatura e mostraremos novos resultados para os modelos
supersimétricos sl(2j1) e osp(1j2) aplicando a generalizacdo do ansatz de Bethe de coorde-
nadas para cadeias quanticas de spin-1 abertas que foi apresentado no capitulo anterior.
Os Hamiltonianos aqui diagonalizados estéo associados ao formalismo desenvolvido por
Sklyanin [14] para cadeias quanticas abertas.

Para cadeias quanticas de spin-1 a primeira solucdo foi apresentada por Mezincescu
et al [22] para 0 modelo ZF utilizando o processo de fuséo [36]. Posteriormente, foram en-
contradas solucdes para o0 modelo IK [25, 23]. No entanto, nenhum tratamento conseguiu

fecha as solucGes para todos os modelos 19-vértices.
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6.1 Modelo Zamolodchikov-Fateev

Os elementos de Hyx+1 (2.32) para o modelo ZF séo dados por (2.35)

2 = 1, ®=sinh2"; z,=0; z3=jl, z4= j2cosh2";

Zs = zs=jcosh2"; Zg=zg=2cosh”; Z;=z;=jlj 2cosh2”:
Para Hy.¢. que descreve a energia nas fronteiras os termos a esquerda e a direita, segundo
(3.50), sdo dados em (3.51) e (3.52) e valem

~;1C08h” § 2sinh”
~18inh” j 2cosh”

|11 = %_11 sinh 2,, |22 =0; |33 = sinh 2’,

®11.cosh”™ j 2sinh”

. . 1 . .
sinh 2 ; I3 g o= —®115|nh2 ;

fwifz = ®115inh”~ iu2cosh’ ' 2 q
o= }sinh4’ [®;3sinh” +2cosh "2 § 4[1+2cosh27] ™
2.7 M4sinh3” ®;,5inh ™ j 2cosh” '

Usando estas equac¢des nds podemos usar o resultado para o autovalor do Hamiltoni-
ano, equacao (5.60), para descrevermos a energia para a cadeia de spin-1 com termos de

superficie ZF para um setor r

4l S X
U ®,1cosh” j 2sinh . "
E, =sinh2” = + — — 4+ j2cosh2” +m; + mi?);
r 2 11 @®;sinh” j 2cosh 22 (i 1 i)

j=1
(6.1)

com m; = e satisfazendo as equagdes de Bethe descritas na equacéo (5.61), que para o

modelo ZF sdo

il il T il
m2N = lJl¢1mj il “¢2mj il Yus(Uj;Uk) HS(Mk; i )
! Craim Cimpos(aly) Gk
j = 12,000 (6.2)
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com

M il M . |

. . .1 . . . ®;cosh” j 2sinh
=sinh2 th2” ;3 = : =sinh2 th2” j —— =
¢y =sin co 151 > ¢, = sin co ! ®sinh” § 2cosh

(6.3)
E para o0 modelo ZF quando duas particulas sofrem espalhamento, ele é descrito por

S(Mj s k) _ 1+mj+me+mjmg j (¢ +2)m; .

; 6.4
S(l; 1) 1+m +me+mymy j (¢ + 2)myg ©4)
segundo as func¢des s dadas por (5.62), com

¢ =2cosh2”": (6.5)

Este espectro de energia (E,) foi apresentado primeiramente por Mezincescu et al[22],
através da generalizacdo do processo chamado fusdo[36] para o Método do Espalhamento
Inverso Quantico desenvolvido por Sklyanin[14] para cadeias quanticas abertas. Esta
generalizacdo do processo de fusdo foi utilizada por Yung e Batchelor[25] para resolver o
modelo ZF com ndo homogeneidade.

Para o caso particular dos parametros livres ,; e ®;; serem escritos por
13 =2coth».; ®; =2coth»,

a cadeia quantica tem simetria de grupo quantico se nds ..zermos »-- ¥ 1 assim o

Hamiltoniano desta cadeia tem invariancia Ug(su(2))[22].
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6.2 Modelo lzergin-Korepin

A energia no interior da cadeia para o modelo Izergin-Korepin é descrita por Hyk+1(2.32),

e tem seus elementos dados por (2.36). Sao eles

cosh” sinh” sinh4”~
2 = 1, ®=j2sinh2"; 2z,=0; z3= D=2
’ ® izsin ' Z; Oa Z3 COSh 3, y Zy 1 Cosh 3,
Y P o _ ,8inh2”  _  _ ...sinh2
- et ’ - e - = — e
= ' 2= %6 cosh 3 26 =1 cosh 3
cosh”™ i ., NN 2 cosh™ i, :
= i i+ 2sinh2” 5 Z7 = i 2sinh2
Z ! cosh3 ¢ 3N 7= cosh 3~ I &sin

Para os termos de fronteiras descrito por Hy.«. temos nove possibilidades, pois eles sdo
construidos a partir das matrizes de retexdes, e existem trés solugdes para cada equacao
de refexdo. Assim, nos podemos escrever Hp de acordo com os pares de solucgdes

(KT (u),K*(u)). Vamos detalhar trés pares possiveis que sao:

2 Caso Ki(u)=1e K*(u) = M:
Os termos a esquerda e a direita sdo dados segundo (3.50), por (3.53) e (3.54), e

sao

liy =l =133=0

= [ = [an = cosh4” sinh2”
11 =F2=1TI33=1 - =
sinh 6

O ansatz de Bethe de coordenadas, pela equacao (5.60), descreve para este caso 0

espectro

cosh4”sinh2” X . ¢
= j + i +m; +mil ; ,
Er=1i2 I i 2cosh?2 i [ (6.6)

j=1
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com m; = ei: As equacdo de Bethe (5.61), para o modelo IK com Ki(u) = 1 e
K*(u) = M; sao

- T | il il
N o ligm “1 iel’m v lJlS(Mj;le) lJlS(le; i Hj)
im; e1F A M e SG)  SCikyii)

Jj = Luor (6.7)

e, 0 espalhamento entre duas particulas é dado por

¢mjﬂ“1+mjmk i 2)mk'IT

Cme 1+ mymg 2)m;

S(Hjs i) _ M1+ m;j M
S(Hk; M) 1+ mymy

(6.8)

3
=
?e

3
3
o

Esta funcéo s € obtida a partir de (5.62), e
¢ =2cosh2":

Mezincescu e Nepomechie [32], tem observado que o Hamiltoniano (3.55)

= MH _ .cosh4” sinh2”
- - kik+1 1 sinh 6 N

para este caso (Ki(u) =1 e K*(u) = M), é grupo quantico invariante. Este Hamilto-
niano tem a fronteira a esquerda livre e a direita as retexdes sdo acrescentadas de uma
constante multiplicativa.

A matriz de transferéncia deste caso foi diagonalizada pelo ansatz de Bethe analitico[24]
onde € usado a invariancia Uy (su(2)): Esta mesma invariancia por grupo quantico foi uti-
lizada por Yung e Batchelor[25] para determinar propriedades dos autovalores da matriz
de transferéncia para o caso de uma cadeia ndo homogénea através do ansatz de Bethe

analitico.

2 Casos (KI(W=F"K*(wW=G")e(Ki(u=Fi;K"(u)=G1H):
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Para os casos em que temos os pares (Ki(u) = F";K*(u) = G*) e (Ki(u) =
Fi;K*(u) = Gi) onde F& e G® sdo dadas pelas equacdes (3.19) e (3.21), podemos
estudar como um Unico caso.

O Hamiltoniano para estes dois casos tem uma forma que difere de um para o outro
por trocas de sinais. Estes dois Hamiltonianos sdo escritos por

1O = Hper sinnz St 1 55 + u%ﬂ e G
k=1

(6.9)

onde + se refere ao par (F*;G™) e j ao par (Fi;Gi): Estes Hamiltonianos foram ap-
resentados na subseccdo 3.5.2.. Nestes casos 0s Hamiltonianos ndo possuem invariancia
Uq(su(2))[24], mas Nepomechie [38] destacou que as solugOes para a matriz de transfer-
éncia tém simetria U, (0(3)).

As energias para estas cadeias pelo ansatz de Bethe de coordenadas €
Hinhg i

&, i - "
p—s + 1y, + i2cosh2” +mj +mf~ | (6.10)

j=1

E® = 2sinh2

com m; = e'ti satisfazendo as equacBes de Bethe

. A 1A !
3 il il
@ N o liem 1 ¢Pm Y Mo " s i)
! ¢® i m; S T () CITH
i = 1 (6.11)
onde
TR | THNR |
(8) — a2 = ., € I (&) — i2 + i o els g .
(0% e j sinh2 osh3” ¢, e sinh 2 “osh3” (6.12)

e, para 2—?&% temos 0 mesmo espalhamento do caso (1; M) (6.8), pois ele € independente

dos termos de fronteiras. Este mesmo problema s6 que para uma cadeia ndo homogénea
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foi estudado em [25] usando o ansatz de Bethe analitico.
O modelo Izergin-Korepin também foi estudado por Fan [23] para matrizes de retexdes
dadas por (3.28). Neste trabalho é apresentado a solu¢do do modelo IK com matrizes de

retexdo diagonais usando o ansatz de Bethe algébrico.

6.3 Modelo sl(2j1):

O Hamiltoniano para o modelo sl(2j1) foi apresentado na equacéo (2.32) com os elementos
de Hyk+1 dados pela equacdo (2.37), e o termo de fronteira na forma (3.50) foi obtido
pelas expressdes de l;; e r;; dadas pelas equacgdes (3.62) e (3.63).

O ansatz apresentado no capitulo anterior descreve a energia, de acordo com (5.60),

para o modelo sl(2j1) como

My , ®usinh” iZcosh’.IT X

E, =sinh2” = ——  +Ip+ j2cosh2” +m; + mit
rTSME y uT gLcosh §2sinne 2 j:l(' cosh 2"+ m; +my)
(6.13)
onde m; = e'™ s8o solugdes das equacdes de Bethe (5.61)
K T T M T 1
con o Camy i LT Camy i 1 sy T s( i)
! ¢y i m C2imi g SMaH) o SCGik )
j = 1;2;:5n (6.14)
com,
M | M o il
) . .1 . . . ®p18inh” j 2cosh
=sinh2 h2” j = ; =sinh2 h2” j ——
¢, =sin cot i5n ¢, =sin cot | &1 cosh” 1 2sinh
(6.15)
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s ) _ Ly ixtopi (C 2
- (6.16)
s(U; Kj) 1 »pd i (€ § 2
com
¢ =2cosh2”:

Estes resultados foram apresentados pela primeira vez em [26], e tratam-se de resul-

tados inédito que fazem parte deste traballho.

6.4 Modelo osp(1)2)

Os elementos de matriz para Hyx+1 para o modelo osp(1j2) sdo dados por (2.38). Para os
termos de fronteiras existem nove termos diferentes, pois existem trés possibilidades para
cada matriz de refexdo K i (u) e K*(u): Como procedemos com o modelo Izergin-Korepin

apresentaremos trés termos dos nove termos de fronteiras possiveis.
2 Caso Ki(u)=1e K*(u) = M:

Neste caso, o Hamiltoniano tem um das bordas livre sem termos de superficie e 0
outro é proporcional a identidade. Segundo a equacao (3.66), este Hamiltoniano €é
> cosh4” sinh 2~

H= Hyewr + 2 - — In:
- kik+1 sinh 6 N

Note que este Hamiltoniano é similar ao caso do modelo IK, e em [24] é destacado a

algebra guéntica invariante.
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O espectro de energia correspondente é, segundo (5.60),

cosh4” sinh2” X ¢
= — + i2cosh2” +m; +mil
sinh 6 1 J i

Er
j=1

onde m; = e'i s&o solucBes das equacdes de Bethe

K

N 1ieiz'mj‘nuliez'mj‘IT vy H

|| |
S(Hj; Hi) HS(uk; i Hj)

] ei?’ j m;j % j mj k=1; k&j S(Hk; Kj) SCi My Mi)

J = Lunr

(6.17)

(6.18)

A razdo entre as funcdes s que descreve o espalhamento para o0 modelo osp(1j2) é dada

por

¢mjﬂu1+mjmk+mj +Mmg i (¢+2)mk‘IT
i (

S(Mj; Hk) _“l+mjmk .
¢ + 2)m; 1

S(kk; Hj) 1+mijmg § €M 1+ mymg +m;j + my

onde temos utilizado a equacgéo (5.62), com

¢ =2cosh2”;

2 Casos (Ki(u) =F8;Ki(u) =G3):

(6.19)

N6s vamos descrever os casos (Ki(u) =F";Ki(u)=GY)e(Ki(u)=Fi;Ki(u) =

Gi) com uma s6 abordagem, pois estes dois casos podem ser diferenciados por um sinal

que sera + parao par (F*;G") e j parao par (Fi;Gi).
Os termos de fronteiras sdo descritos na secgdo 3.4. E, a autoenergia vale
X

¢
Er =2sin2” coth(3'=2) + ry, + ! i2cosh2” +m; + mj'l
i=1
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com equacOes de Bethe dada por

1 Th 1 1 Tu 1
con = Li@Pmp U1 eBm Y sy T s( i)
! ¢Fim; ¢;im o, e SC) o sGiiim)
j = Lo (6.21)
A razéo zgﬁlk ‘;‘J‘; é apresentada na equacéo (6.19). E, temos para (F*;G™")
, pid =2 , ¥ =2
7 =ei® j —————sinh2"; S = i —————sinh2” .22
L= 0 G M % T i gy O (6.22)
e parao par (Fi;Gi)
S gis =2 S e
¢:f =e'° + m, ¢2' =€ i m sinh”: (623)

Os resultados para todos os casos do modelo osp(1j2); s&o originais e foram apresen-
tados em [26].

6.5 Relacdo Modelo Graduado e Nao-Graduado

6.5.1 Equacdo de Yang-Baxter

A equacdo de Yang-Baxter (2.4) pode ser reescrita em termos de uma matriz R na forma
Ry (U)Ros (U + V)R15(v) = Rog (V)R (U + V)Ros(U): (6.24)

Note que somente Ry, e Ry estdo envolvidos, enquanto na forma (2.4) Ry3 esta presente.
A equacdo de Yang-Baxter escrita em termos de R tem uma forma comum tanto para
modelos ndo-graduados como para modelos graduados. A matriz R pode ser escrita por

R = PR, onde R satisfaz a equacdo de Yang-Baxter usual (2.4), e P é o operador de
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permutacdo ndo-graduado

o O O o

(6.25)

)
[l
OO O O O O o o o Bk
o O O o o +r O o o
o O b O O O O o o
o O O O o o o +—» o
o O O o N
o B O O O O O o o
o O O o o o +» o o
o O O B O O O o o
O O O O O o o o

com 2 = 1: Se usarmos 0 operador de permutacdo graduado P, a equacdo (6.25) tem
2 = j1 (graduacédo BFB) e a matriz R = PR satisfaz a versio graduada para a equacao

de Yang-Baxter.

6.5.2 Modelo Graduado e Nao-Graduado

Dada uma matriz R para os modelos 19-vértices ndo-graduados (2.20), multiplicando

esta matriz pela matriz diagonal

o] 1
1000 0 0000
01000 0000
0010 0 0000
0001 0 0000

i=PP=PP=B000O0 j10000C; (6.26)
0000 0 1000
0000 0 0100
0000 0 0010
0000 0 0O00O01

[0}
-



nds obtemos um matriz R para um modelo graduado. Se R é uma matriz de um modelo
graduado o resultado é que a nova matriz R corresponde a um modelo ndo-graduado.

Esta nova matriz R’ = 'R, para modelos inicialmente ndo-graduados, tem a forma

(@) 1
X1
X2 X5
X3 X6 X7
Ys X2
R'(u) = i Ye i X4 i X6 ; (6.27)
X2 X5
Y7 Ye X3
Ys X2
X1

Esta matriz R’ difere da matriz R pelo fato que a quinta linha apresenta-se multiplicada
por -1 devido a graduacéo BFB.
O Hamiltoniano continua sendo dado por (2.32) s6 que agora temos uma troca na

regra para 2, com?2 = j 1 para os modelos ndo-graduados e 2 = 1 para modelos graduados.

6.5.3 Relacao entre Modelo lzergin-Korepin e Modelo osp(1j2)

A partir da matriz R(u; ") do modelo ndo-graduado Izergin-Korepin nés podemos descre-
ver 0 modelo graduado osp(1j2) como foi apresentado na subsec¢éo anterior. Seguiremos
exempli..cando estas transformacoes.

Primeiro vamos fazer a transformacéao

Y

i2)D Higen () =Hen (i i i5) (6.28)

. 1 .
R%n)=5R@mai

Amatriz Rykg(u; ") = § R’ é uma solucéo para a equacéo de Yang-Baxter com graduagéo
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(2.4), e corresponde a uma versdo graduada do modelo lIzergin-Korepin. Os elementos

de Rykg(u; ") séo

X1 (u)
X2 (u)
X3(u)
X4(u)
Xs(U)
ys(u)
Xs(U)
Ye(u)
X7(u)

y7(u)

sinh(u+ 27)sinh(u + 37)

i sinhusinh(u+3")

sinhusinh(u + ")

sinhusinh(u +37) j sinh2” sinh 3"
etYsinh2” sinh(u +37)

e'sinh2” sinh(u + 37)

iei!12 sinh2” sinhu

jie""? sinh2” sinhu

eilsinh2” isinh(u +37)+ei sinhu

eYsinh2” (sinh(u + 37) + e sinhu)

Usando a simetria dos modelos 19-vértices:

Xo(u) ¥ 8x,(u)

Xs(u) ¥ 8xg(U)

Ye(U) ¥ “Tys(U);

(6.29)

nos podemos ver que os elementos de Rkq(u; ) séo idénticos aos elementos de R(u; ")

para o0 modelo osp(1j2); exceto por um fator x¢ ¥ 8iXxg e yg ¥

""lye: Contudo, nés

encontramos para Rjkq(u; ") as mesmas matrizes de retexdes do modelo osp(1j2): Isto
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signi..ca que temos as mesmas simetrias. Consequentemente, ambos os Hamiltonianos
para cadeias abertas tem os mesmos termos de fronteiras. E se olharmos para a equacéo
(5.44) nds podemos ver que o espalhamento (5.43) é invariante pela troca zg ¥ 8izg; €
Zs ¥ ""iZe. Emoutras palavras, a descricdo prevista pelo ansatz de Bethe de coordenadas
mostra 0 mesmo espectro para ambos os modelos: Izergin-Korepin graduado e modelo
osp(1j2).

De forma semelhante podemos mapear o modelo osp(1j2) no modelo Izergin-Korepin.

6.5.4 Relagcao entre Modelo Zamolodchikov-Fateev e o Modelo

sI(2j1)

Da mesma forma que relacionamos os modelos Izergin-Korepin e o Modelo osp(1j2);
podemos relacionar os modelos Zamolodchikov-Fateev e o Modelo sl(2j1):

Como primeiro passo vamos fazer a transformagéao

R(u;”) ¥ Ro(u;’)z%R(u;’ i i%“): (6.30)

A versdo graduada para o modelo ZF é de..nida por

Rzrg(u; ") = TR'(U;7); (6.31)
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cujo elementos sdo

x1(u)
X2(U)
X3(u)
el ())
ys(u)
Ye(U)
yz(u)

cosh(u + ") sinh(u + 27);

i sinhucosh(u+");

sinhucosh(u j 7);

i sinhucosh(u+ ") +sinh2” cosh”;
Xs5(U) = sinh2” cosh(u + 7);

Xe(U) = isinh2” sinhu;

X7(u) =sinh2” cosh”: (6.32)

Pelas simetrias dos modelos 19-vértices, n6s podemos ver que para uma transformacéo

candnica: xg ¥ Xx(U) =8ixg(U), 0s elementos de R-g,(u; ") sdo idénticos aos de R(u; ~
6 g

para o0 modelo sl(2j1). Eles também possuem a mesma matriz K; e o espectro é idéntico

segundo o ansatz de Bethe de coordenadas. De forma similar com a matriz R(u; ") do

modelo sl(2j1) podemos chegar no modelo ZF.
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Capitulo 7

ConclusOes e Perspectivas

Muitos trabalhos tém mostrado o interesse em encontrar solugdes para cadeias quanticas
abertas, este interesse é desde modelos de spin-1=2 até modelos de numeros de estados
mais altos.

Solugdes pelo ansatz de Bethe para matrizes de retexdes K8(u) diagonais, ou seja,
termos de fronteiras diagonais, foram encontrados para os modelos de dois estados (6-
vértices [14, 16] e 8-vértices [39]). Para o caso de KZ(u) nio-diagonais trata-se de um
problema em aberto.

Para os modelos de 19-vértices o0 ansatz de Bethe de coordenadas se apresentou como
um grande desa..0 até o trabalho [21] para uma cadeia com condi¢des periodicas de con-
torno. Para uma cadeia com termos de superficie 0 ansatz de Bethe algébrico encontrou
algumas solugdes para os modelos ZF e IK, e para o ansatz de Bethe de coordenadas a
generalizagdo para cadeias de spin-1 com fronteiras apresentado neste trabalho é Unico
na literatura.

Usando os resultados do ansatz de Bethe de coordenadas € possivel encontramos todos
0s espectros para termos de superficeis diagonais que satisfazem as equacdes de retexdes
proposta por Sklyanin [14]. S&o apresentados, utilizando os resultados do ansatz de Bethe
de coordenadas, as solugdes para os modelos ZF e sl(2j1), e para os modelos IK e osp(1j2)

sdo apresentadas trés solucbes das noves solucdes possiveis para cada modelo. Assim,
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reproduzimos os resultados ja conhecidos na literatura e apresentamos novos resultados
para os modelos sl(2j1) e osp(1j2):

Como uma aplicacdo direta mostramos que dado um modelo sem graduacdo nds
podemos gerar um modelo graduado, ou vice-versa, assim esclarecemos a relacdo entre

0s modelos:
2 ZF ¢ sl(2j1)
2 IK ¢ osp(lj2)

Logo ap6s divulgarmos nossos resultados Saleur e Wehefritz-Kaufmann [40] apresen-
taram a conexao entre os modelos IK ¢, 0sp(1j2):

A parametrizacdo apresentada nos capitulos 4 e 5 pode ser usada para modelos de
vértices de estados maiores. Podemos entdo usar a generalizacdo para o ansatz de Bethe
de coordenadas apresentada no capitulo 5 para resolvermos cadeias quanticas abertas de
spin mais altos. Por exemplo, para uma cadeia de spin 3=2 temos quatro estados que
sdo: jk[3=2]i;jk[1=2]i;jk[i1=2]i e jk[§3=2]i: O estado jk [1=2]i pode ser parametrizado
como uma onda plana, e os estados jk[j1=2]i e jk[j3=2]i como dois e trés estados
jk[1=2]i no mesmo sitio, respectivamente, multiplicado por um funcéo peso.

Uma continuacdo natural deste trabalho é considerarmos uma solucdo via ansatz de
Bethe algébrico para todos os modelos 19-vértices. Podemos, também, incluir ndo homo-
geneidade na cadeia, e estudarmos o limite semiclassico [10] gerando os Hamiltonianos de
Gaudin [11] com termos de fronteiras [41] associados a estas cadeias quanticas abertas,
bem como, encontrarmos as solucdes para as equacdes de Knizhnik-Zamolodchikov para o
modelo SU(2) Wess-Zumino-Novikov-Witten. Ainda podem ser feitos estudos do estado
fundamental, e primeiros estados excitados que poderdo esclarecer diferencas fisicas para

K 8(u) diagonais diferentes nos modelos IK e osp(1j2):
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