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Resumo

Efeitos da interação de plasma na absorção ótica em uma

super-rede randômica de pontos quânticos.

Neste trabalho são calculados os estados fundamental e primeiro exci-

tado do elétron em redes uni-dimensionais, bi-dimensionais e multicamadas

de pontos quânticos ciĺındricos interagentes contendo no máximo um elétron e

considerando barreira de potencial infinita e finita. As dimensões e o número

de ocupação dos pontos quânticos são escolhidas aleatoriamente usando o

método de Monte Carlo. Para o caso de barreira finita calculamos os ńıveis

de energia através da Teoria do Funcional da Densidade (DFT). Calculamos

a função envelope considerando a aproximação da massa efetiva e usando o

método numérico desenvolvido por Samita Gangopadhyay e B.R. Nag. Uma

vez obtido os ńıveis de energia, calculamos o coeficiente de absorção con-

siderando a interação elétron-elétron. Os cálculos mostram a influência da

interação de plasma na absorção. Os resultados demonstram uma mudança

do coeficiente de absorção como uma função da densidade de pontos quânticos.

Quando o campo elétrico é aplicado o pico de absorção se move para a direita

indicando uma resposta coletiva de elétrons localizados interagentes.



Abstract

Effects of the plasma interaction in the optic absorption in a

random superlattices of quantum dots.

In this work the ground and first excited states of the electron are calcu-

lated in interacting one-dimensional, two-dimensional lattices and multilayers

of cylindrical quantum dots containing at the most an electron and considering

both infinite and finite potential barriers. The dimensions and the occupation

of the quantum dots are chosen randomly using Monte Carlo’s method. In the

case of finite barrier we calculated the levels of energy through the Density

Functional Theory (DFT ). We calculated the envelope function considering

the effective mass approximation and using the numeric method developed by

Samita Gangopadhyay and B.R. Nag. Once obtained the levels of energy, we

calculated the absorption coefficient considering the electron-electron inter-

action. The calculations show the influence of the plasma interaction in the

absorption. The results demonstrate a change of the absorption coefficient

as a function of the density of quantum dots. When the electric field is ap-

plied the absorption peak moves to the right indicating a collective response

of interacting localized electrons.
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Capítulo 1

Introdução

O grande progresso teórico e experimental da física do estado sólido nas últimas duas dé-

cadas tornou possível reduzir a dimensão de um sistema tridimensional para um sistema

quase zero-dimensional chamado de ponto quântico, caixa quântica ou ainda átomo arti-

ficial, que pode ser fabricado pela técnica de crescimento de cristais por Feixe Molecular

Epitaxial (MBE-Molecular Beam Epitaxy). Um esquema desta técnica é mostrado na

Fig. 1-1[1].

Esta técnica foi criada no final dos anos 60 por Cho [2] e Arthur [3] e ela consiste no

crescimento de filmes finos sobre um material base chamado de substrato. Em ultra-alto

vácuo feixes moleculares provenientes de células de evaporação isoladas termicamente

uma das outras, aquecidas através de resistências elétricas, incidem sobre o substrato,

formando as sucessivas camadas das estrutura. O controle dos feixes é feito abrindo e

fechando obturadores contidos em cada célula. Na Fig. 1-2 é apresentado um esquema

contendo os elementos básicos de um moderno sistema de MBE.

Nos pontos quânticos, os efeitos de confinamento quântico têm atraído uma consi-

derável atenção por causa de suas propriedades óticas. Estas propriedades nos mostram

como os sólidos respondem a uma radiação externa aplicada absorvendo, transmitin-

do ou refletindo a radiação incidente e podem ser controladas pela escolha da forma e

10



Figura 1-1: Sistema contendo os componentes do sistema de crescimento MBE.
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Figura 1-2: Esquema das células de evaporação do sistema de crescimento MBE.
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tamanho dos pontos quânticos. Camadas de pontos quânticos são usadas na fabricação

de fotodetetores e lasers[4], [5], [6], [7].

Metzner e Döhler desenvolveram uma teoria que considera os efeitos das interações es-

tática e dinâmica dos elétrons localizados interagentes no coeficiente de absorção ótica[9],

[18], [28]. Resultados experimentais [14], [15] mostram evidências da resposta coletiva de

elétrons localizados interagentes também chamada de resposta de plasma.

Nesta tese estudamos a absorção ótica em redes randômicas uni-dimensional, bi-

dimensional e também multicamadas de pontos quânticos cilíndricos que possuem di-

mensões aleatórias, conforme mostram as figuras 1-3 e 1-4.

x

y

(b)(a)

z

x

y

(b)(a)

z

Figura 1-3: (a) rede unidimensional de pontos quânticos cilíndricos; (b) rede bidimen-
sional de pontos quânticos cilíndricos.

Estudamos este sistema usando a Aproximação da Massa Efetiva (AME) desenvolvida

por Luttinger e Kohn [10] e condições de contorno dadas por Ben-Daniel e Ducke [11].
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Figura 1-4: Super-rede de pontos quânticos cilíndricos.
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Consideramos que cada ponto quântico possui no máximo um elétron o qual é escolhido

aleatoriamente. Os elétrons dos pontos quânticos interagem entre si e estas interações

modificam seus níveis de energia. Calculamos a absorção ótica considerando barreira

de potencial finita e infinita para os pontos quânticos, onde para o caso de barreira de

potencial infinita, os níveis de energia do elétron apresentam valores maiores do que os

valores reais devido ao maior confinamento do elétron, o que faz com que os resultados

não fiquem muito bons. Já para o caso onde consideramos a barreira de potencial finita

os níveis de energia são mais próximos do valor real, além disso usamos a Teoria do

Funcional da Densidade DFT (Density Functional Theory ) que de acordo com seus

entusiastas é uma das mais populares e bem sucedidas abordagens quânticas da matéria

[12], [13]. Juntamente com DFT utilizamos o método numérico de Samita Gangopadhyay

e B.R. Nag para achar a função envelope para o caso de barreira finita.

Dependendo da densidade de pontos quânticos e também da direção do campo elétrico

aplicado neste sistema haverá um estreitamento e deslocamento do pico de absorção

comparado com a energia de transição de uma única partícula. Esta mudança do pico

de absorção reflete uma ressonância coletiva do sistema (resposta do plasma), ao campo

elétrico aplicado [9].

No segundo capítulo desta tese descreveremos o método numérico de Samita Gan-

gopadhyay e B.R. Nag para determinar a função envelope e energia dos pontos quânticos

com barreira de potencial finita. Primeiro fazemos um cálculo para pontos quânticos es-

féricos e comparamos com o resultado obtido analiticamente. Depois esse mesmo método,

será usado para calcularmos a energia e função envelope de pontos quânticos cilíndricos.

O terceiro capítulo traz o método de Metzner e Dohler [9], [18] que é usado para o

cálculo da absorção em pontos quânticos levando em conta a interações de Hartree e de

troca dinâmicas e estáticas entre os elétrons.

O quarto capítulo apresenta os resultados, discussões e conclusões de nossos cálculos

realizados para a absorção ótica das redes de pontos quânticos.

No apêndice A mostramos como calculamos numericamente a interação de Coulomb
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usando dois métodos que são a simulação de Monte Carlo e o quadratura com interpo-

lação. No apêndice B mostramos o sistema efetivo de unidades, usados neste trabalho.

No apêndice C apresentamos a aproximação da massa efetiva e a função envelope. No

apêndice D apresentamos uma discussão sobre a teoria do funcional da densidade que é

usada para calcular as energias dos elétrons levando em conta as interações de Hartree

e de troca estáticas em um sistema de muitos elétrons e fazemos uma aplicação dessa

teoria para o cálculo da energia do átomo de Hélio. No apêndice E anexamos uma cópia

de um artigo e um proceeding que publicamos durante a realização desta tese.
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Capítulo 2

O método numérico de Samita

Gangopadhyay e B.R. Nag

Vamos considerar o problema de encontrar os níveis de energia de um elétron confinado

em um potencial V (~r). A equação de Schrödinger para a função envelope de um elétron

na aproximação da massa efetiva (apêndice C) para o potencial V (~r) é dada por

−h̄
2

2
∇ ·

Ã
1

m∗(~r)
∇
!
Ψ(~r) + V (~r)Ψ(~r) = EΨ(~r) (2.1)

onde Ψ, m∗(r), V (~r) e E são a função enevelope, a massa efetiva, o potencial de con-

finamento e os autovalores, respectivamente. Resolveremos a Eq.(2.1) numericamente

usando um método numérico desenvolvido por Samita Gangopadhyay e B.R. Nag[16]

onde a função envelope Ψ(~r) é expandida em um conjunto ortonormal de funções pe-

riódicas (funções base), que são soluções para um poço quântico de altura de barreira

infinita e dimensões Lx, Ly e Lz, ou seja:

Ψ(~r) =
X
lmn

almnψlmn(~r), (2.2)
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onde

ψlmn =

s
2

Lx
sen

·
lπ(
1

2
− x

Lx
)
¸s

2

Ly
sen

"
mπ(

1

2
− y

Ly
)

#

×
s
2

Lz
sen

·
nπ(

1

2
− z

Lz
)
¸
. (2.3)

Os domínios que escolhemos foram [−Lx/2, Lx/2], [−Ly/2, Ly/2] e [−Lz/2, Lz/2] . Uma
vantagem deste método é que ele pode ser aplicado para estruturas de formas arbitrárias e

portanto aplicável para um potencial de confinamento de forma arbitrária. Substituindo

a Eq.(2.2) na Eq.(2.1), multiplicando à esquerda por ψ∗lmn, e finalmente integrando sobre

o cubo de lado Lx, Ly e Lz, temos a equação matricial

X
(Mlmnl0m0n0 −Eδll0δmm0δnn0) almn = 0, (2.4)

onde usamos a ortonormalidade das funções de onda. Os elementos de matriz Mlmnl0m0n0

são dados por

Mlmnl0m0n0 = −h̄
2

2

Z
ψ∗l0m0n0∇ ·

Ã
1

m∗(x, y, z)
∇
!
ψlmndxdydz

+
Z

ψ∗l0m0n0V (~r)ψlmndxdydz. (2.5)

Fazendo a derivada, a primeira integral na Eq.(2.5) torna-se

−h̄
2

2

"Z
ψ∗l0m0n0

Ã
∇ 1

m∗(x, y, z)

!
· (∇ψlmn) dxdydz+Z

ψ∗l0m0n0
1

m∗(x, y, z)
∇ · (∇ψlmn) dxdydz

#
. (2.6)

Integrando por partes a segunda integral da equação acima, obtemos

Mlmnl0m0n0 =
h̄2

2

Z 1

m∗(x, y, z)
∇ψ∗l0m0n0 ·∇ψlmndxdydz +

18



Z
ψ∗l0m0n0V (r)ψlmndxdydz. (2.7)

Resolvendo a Eq. (2.4) obtemos os autovalores.

Um número suficientemente grande de funções base é escolhido de modo a assegurar

que os autovalores tenham a precisão desejada. Esse número aumenta com o aumento nos

valores escolhidos de Lx, Ly e Lz. Os valores de Lx, Ly e Lz e o número de funções base

são escolhidos por tentativa. Os valores são obtidos de maneira que a precisão desejada

seja obtida e o tempo computacional não seja muito longo.

Vamos usar este método para encontrar os níveis de energia de um elétron confinado

em um ponto quântico esférico de raio a com barreira de potencial finito conforme é

mostrado na Fig. 2-1.

)(rV

0V

0 a

Figura 2-1: Barreira de potencial finita do ponto quântico esférico de raio a.

Este é o único caso de potencial tridimensional finito que se pode fazer separação

de variáveis e resolver a equação de Schrödinger analiticamente, mas vamos resolvê-lo

numericamente e depois comparar com o caso analítico. Conforme é mostrado na Fig.
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2-1 o potencial dentro do poço vale zero e vale V0 fora do poço.

Vamos primeiramente achar os elementos de matriz Mlmnl0m0n0dados pela expressão

(2.7) e para isso temos que resolver o problema da dependência espacial da massa efetiva

na integral, isto é, a descontinuidade de seu valor quando ela passa da região do poço

para a região da barreira. Para contornar este problema, dividimos a integral em três

partes, cada uma das quais com massa efetiva constante. Primeiro fazemos a integração

com m∗ = mb sobre todo o cubo (ou seja barreira mais o poço); segundo, subtraímos a

integral comm∗ = mb na região do poço; e terceiro adicionamos a integral comm∗ = mw

na região do poço.

O mesmo procedimento é adotado para a integral que contém o potencial, que é zero

na região do poço e finalmente teremos

Mlmnl0m0n0 =

"
h̄2π2

2

1

mB

Ã
ll

L2x

0
+
mm

L2y

0
+
nn

L2z

0
!
+ V0

#

×δll0δmm0δnn0 +
h̄2

2

µ
1

mw
− 1

mb

¶
×
Z
w
∇ψ∗l0m0n0∇ψlmndxdydz

−V0
Z
w
ψ∗l0m0n0ψlmndxdydz, (2.8)

Encontrando os elementos de matriz Mlmnl0m0n0 e substituindo na equação matricial

(2.4) obtemos os autovalores.

A equação de Schrödinger para a função envelope na aproximação da masa efetiva

para o potencial esférico acima pode ser escrita como

− h̄2

2mw
∇2Ψ1(r, θ,ϕ) = EΨ1(r, θ,ϕ), para r < aÃ

− h̄2

2mb
∇2 + V0

!
Ψ2(r, θ,ϕ) = EΨ2(r, θ,ϕ), para r > a, (2.9)

onde mw e mb são as massas efetivas do material do poço e da barreira respectivamente,

a é o raio do ponto quântico e V0 é constante. Escrevendo as equações acima no sistema
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efetivo de unidades (apêndice B), temos:

−∇2Ψ1(r, θ,ϕ) = EΨ1(r, θ,ϕ), para r < a

−∇2Ψ2(r, θ,ϕ) =
mb

mw
(E − V0)Ψ2(r, θ,ϕ), para r > a. (2.10)

A solução analítica, para a equação (2.10) para r < a, é dada por

Ψl,m,k(r, θ,ϕ) = Ajl(kr)Y
m
l (θ,ϕ),

onde k =
√
E, l e m são números inteiros, Y ml (θ,ϕ) são os harmônicos esféricos, jl(kr)

são as funções de Bessel esféricas.

Para r > a a solução analítica é dada por

Ψl,m,κ(r, θ,ϕ) = Akl(κr)Y
m
l (θ,ϕ),

onde κ =
q

mb

mw
(V0 −E) e kl(κr) são as funções de Bessel esféricas modificadas.

As energias são determinadas pelas condições de contorno na interface entre os ma-

teriais do poço e da barreira que possuem massas efetivas diferentes. Essas condições de

contorno são dadas por Ben-Daniel e Ducke [11], que são as continuidades da função e

da derivada da função dividida pela massa efetiva. Obtemos portanto as equações:

A

m∗w

d

dr
jl(kr)

¯̄̄̄
¯
r=a

=
B

m∗b

d

dr
kl(κr)

¯̄̄̄
¯
r=a

Ajl(ka) = Bkl(κa),

onde A e B são as contantes de normalização. Para que o sistema acima tenha solução
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não trivial devemos zerar o determinante dos coeficientes:

det =

¯̄̄̄
¯̄̄ 1
m∗w

d
dr
jl(kr)

¯̄̄
r=a

− 1
m∗
b

d
dr
kl(κr)

¯̄̄̄
r=a

jl(ka) − kl(κa)

¯̄̄̄
¯̄̄ .

Agora varia-se a energia entre 0 e V0 de modo a obter as soluções de

det(E) = 0.

Para o caso de ponto quântico esférico de raio a com barreira infinita a equação de

Schrödinger é dada por

− h̄2

2m∗
∇2Ψ(r, θ,ϕ) + VΨ(r, θ,ϕ) = EΨ(r, θ,ϕ),

onde V é zero dentro do ponto quântico e infinito fora. A equação acima pode ser

resolvida através de separação de variáveis e a solução é:

Ψi,l,m(r, θ,φ) = Ajl(αli
r

a
)Y ml (θ,φ),

onde αli é a i-ésima raíz de jm(ξ), uma função de Bessel esférica. Sua energia é dada por:

Ei,l =
h̄2

2m∗

µ
αli
a

¶2
.

Neste caso o estado fundamental é representado pelos números i = 1, l = 0, m = 0 e o

primeiro estado excitado por i = 1, l = 1, m = 0.

A tabela 2.1 nos mostra uma comparação entre os valores obtidos para as energias do

estado fundamental e primeiro excitado usando diferentes números de funções base para

um ponto quântico esférico de raio a = 4, 5 nm. Para o número de 13 funções base em

cada uma das direções x, y e z, ou seja, um total de 13× 13× 13 = 2197 funções base o
tempo computacional de cálculo foi de 6 h e 29 min, para 10 × 10× 10 = 1000 funções
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base o tempo é de 41 minutos, e para um número menor 3× 3× 3 = 27 funções base o
tempo é de 1s.

Tabela 2.1: Energia do ponto quântico esférico de raio a=4,5 nm.
núm. de f.
base=27

núm. de f.
base=1000

núm. de f.
base=2197

E0(meV ) 219,5 215,6 214,9
E1(meV ) 433,2 418,6 418,1

Vamos agora comparar os resultados obtidos usando o método numérico com os resul-

tados obtidos analiticamente para um ponto quântico esférico de raio a = 4, 5 nm. Usan-

do uma base de 2197 funções para a expansão da função envelope obtemos os seguintes

valores para o estado fundamental e primeiro excitado que são dados na tabela 2.2 e

comparados com os resultados analiticos.

Tabela 2.2: Energia do ponto quântico esférico de raio 4,5 nm.
numérico Analítico diferença em %

E0(meV ) 214,9 213,6 0,6 %
E1(meV ) 418,1 417,2 0,2 %

Nas figuras 2-2 a 2-5 vemos as funções de onda calculadas analiticamente e numerica-

mente para o estado fundamental e primeiro estado excitado. Vemos desses gráficos que

as funções de onda obtidas numericamente estão em bom acordo com a função de onda

obtida analiticamente.

A tabela 2.3 nos mostra uma comparação entre os valores da energia para pontos

quânticos com barreira finita e infinita.
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Figura 2-2: Função de onda do estado fundamental para um ponto quântico esférico de
raio a = 4, 5 nm.

Tabela 2.3: Comparação das energias obtidas com barreira de potencial finita e infinita
para um ponto quântico de raio 4,5 nm.

Barreira finita
V=450 meV

Barreira infinita diferença em %

E0(meV ) 213,6 463,7 117%
E1(meV ) 417,2 948,6 127%
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Figura 2-3: Função de onda do primeiro estado excitado para um ponto quântico esférico
de raio a = 4, 5 nm.
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Figura 2-5: Função de onda do primeiro estado excitado do ponto quântico esférico de
raio a = 4, 5 nm: (a) resultado analítico; (b) resultado numérico.
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Vemos da tabela 2.3 que para essa dimensão de ponto quântico existe uma grande

diferença entre as energias calculadas usando barreira de potencial infinita e barreira de

potencial finita.

Para pontos quânticos com diâmetros maiores essa diferença é menor, como pode ser

visto na Fig. 2-6
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29



Capítulo 3

Excitações Óticas Coletivas em

Super-Redes de Pontos Quânticos

Nesse capítulo vamos fazer um estudo teórico sobre as excitações óticas coletivas em redes

de pontos quânticos, e calcular o coeficiente de absorção.

Usando a teoria desenvolvida por Metzner e colaboradores[9],[18], consideramos uma

rede de pontos quânticos onde aplicamos um campo elétrico periódico na direção n̂ (n̂ = x̂

ou ẑ), que é dado abaixo pela expressão:

~E = n̂E cos(ωt). (3.1)

Devido a esse campo aparecerá no sistema uma energia potencial externa e uma energia

potencial induzida, dadas, respectivamente, por

U ext(~r, t) = e ~E.~r = eErn cos(ωt), (3.2)

e

U ind(~r, t) =
X
k

v(k)(~r, t), (3.3)

onde rn é o componente do vetor ~r na direção do vetor unitário n̂ e v(k)(~r, t) é a energia
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potencial induzida de um único elétron colocado no k−ésimo ponto quântico. A soma de
Uext(~r, t) e U ind(~r, t) é igual a energia total U(~r, t), isto é

U(~r, t) = U ext(~r, t) + U ind(~r, t).

Supondo um regime de resposta linear para o sistema, a energia total U(~r, t) pode

ser decomposta em dois componentes de Fourier dados por

U(~r, t) = U(~r,ω)eiωt + U∗(~r,ω)e−iωt, (3.4)

onde U(~r,ω) é a transformada de Fourier temporal de U(~r, t), dada por:

U (k)(~r,ω) =
eErn
2

+
X
j 6=k
v(j)(~r,ω), (3.5)

onde v(j)(~r,ω) é a transformada de Fourier temporal de v(j)(~r, t).

Vamos considerar, como uma aproximação, que cada ponto quântico com um elétron

ligado seja um sistema de dois níveis composto pelo estados fundamental e primeiro

excitado. Usando teoria de perturbação dependente do tempo em primeira ordem e

considerando que inicialmente somente o estado fundamental é ocupado temos que a

função de onda dependente do tempo do k-ésimo elétron pode ser escrita como [20]:

Φ(k)(~r, t) = b(k)(ω)e−iωtϕ(k)1 (~r) + ϕ
(k)
0 (~r),

onde ϕ(k)0 (~r) e ϕ
(k)
1 (~r) são as funções de onda do estado fundamental e primeiro excitado

e consideramos somente o termo ressonante

b(k)(ω) =
−
D
ϕ
(k)
(1)

¯̄̄
U (k)(~r,−ω)

¯̄̄
ϕ
(k)
(0)

E
h̄[ω

(k)
10 − ω − i(Γ/h̄)]

,

uma vez que o termo anti-ressonante é pequeno para ω ≈ ω
(k)
1 − ω

(k)
0 = ω

(k)
10 . Γ é um
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parâmetro que foi introduzido na expressão acima para levar em conta o alargamento

homogêneo do coeficiente de absorção devido aos fônons.

Uma vez obtida a função de onda dependente do tempo podemos calcular a flutuação

de carga induzida ρ(k)(~r, t), isto é

ρ(k)(~r, t) = (−e)[
¯̄̄
Φ(k)(~r, t)

¯̄̄2 − ¯̄̄φ(k)0 (~r)¯̄̄2] = (−e)[φ(k)∗1 (~r)φ
(k)
0 (~r)b

(k)∗(ω)eiωt + c.c.], (3.6)

onde o termo de ordem O(b(i)
2
(ω)) foi omitido em virtude da aproximação de resposta

linear. Vamos definir para o k-ésimo ponto quântico a expressão u(k)(ω) dada por:

u(k)(ω) = R(k)(ω)
D
ϕ
(k)
(0)

¯̄̄
U (k)(~r,ω)

¯̄̄
ϕ
(k)
(1)

E
, (3.7)

onde

R(k)(ω) =
1

h̄[ω − ω
(k)
10 + i(Γ/h̄)]

de modo que a transformada de Fourier temporal de ρ(k)(~r, t) pode ser escrita como

ρ(k)(~r,ω) = (−e)∆n(k)(~r)u(k)(ω), (3.8)

onde

∆n(k)(~r) = φ
(k)∗
1 (~r)φ

(k)
0 (~r). (3.9)

Com as definições acima, e supondo K como a constante dielétrica do material que

contêm os pontos quânticos o componente ω do potencial induzido no ponto quântico (k)

é

v(k)(~r,ω) =
−e
K

Z
d3r0

ρ(k)(
−→
ŕ ,ω)¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄ − dvx(~r)

dn

ρ(k)(~r,ω)

(−e) (3.10)

= (∆D(k)(~r)−∆X(k)(~r))u(k)(ω), (3.11)
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onde

∆D(k)(~r) =
e2

K

Z
d3r0

∆n(k)(
−→
ŕ )¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄ (3.12)

é a flutuação do potencial de Coulomb, e

∆X(k) =
dvx(~r)

dn
∆n(k)(~r) = −2

3
e2
Ã
3n(~r)

8π

!−2/3
∆n(k)(~r) (3.13)

é a flutuação do potencial de troca, onde vx(~r) é dado pela Eq. (D.17) do apêndice D,

n(~r) é a densidade total dada por

n(~r) =
NX
k=1

¯̄̄
ϕ
(k)
(0)

¯̄̄2
,

onde N é o número total de elétrons.

Com as definições acima podemos reescrever a Eq.(3.5) como

U (k)(~r,ω) =
eErn
2

+
X
j 6=k
(∆D(j)(~r)−∆X(j))u(j)(ω). (3.14)

Tomando o elemento de matriz de U (k)(~r,ω) entre os estados fundamental e primeiro

excitado e inserindo na Eq.(3.7), temos

u(k)(ω) = R(k)(ω)

eEr(k)n
2

+
X
j 6=k
(D

(j)
(k) −X(j)

(k))u
(j)(ω)

 , (3.15)

onde

r(k)n =
D
ϕ
(k)
(0) |rn|ϕ(k)(1)

E
, (3.16)

D
(j)
(k) =

D
ϕ
(k)
(0)

¯̄̄
∆D(j)

¯̄̄
ϕ
(k)
(1)

E
(3.17)

X
(j)
(k) =

D
ϕ
(k)
(0)

¯̄̄
∆X(j)

¯̄̄
ϕ
(k)
(1)

E
. (3.18)

Notemos que D(j)
(k) e X

(j)
(k) são as energias de interação coulombiana e de troca entre
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os osciladores (k) e (j). O valor da integral D(j)
(k) é calculado usando quadratura com

interpolação dado no apêndice A; Supondo U (j)(k) = 0 [9], podemos reescrever a Eq.(3.15)

como X
j

[δkj −R(k)(ω)(D(j)
(k) −X(j)

(k))]u
(j)(ω) = R(k)(ω)

eEr(k)n
2

, (3.19)

Resolvendo o sistema acima, calculamos o coeficiente de absorção α(ω), que é pro-

porcional à parte real do tensor condutividade σnn(ω), definida por

σnn(ω) =
1

E

Z ∞
−∞
drnj̄(rn,ω), (3.20)

onde a corrente induzida média j̄(rn,ω) na direção rn pode ser obtida pelo o uso da

equação da continuidade:
∂

∂rn
j̄(rn, t) +

∂

∂t
ρ̄(rn, t) = 0. (3.21)

onde ρ̄(rn, t) a média da flutuação de carga induzida total. Aplicando a transformada de

Fourier temporal na Eq.(3.21) podemos calcular a corrente induzida média

j̄(rn,ω) = (−iω)
Z rn

−∞
ρ̄(r0n,ω)dr

0
n, (3.22)

onde ρ̄(rn,ω) é dado por

ρ̄(rn,ω) =
X
k

ρ̄(k)(~rn,ω) (3.23)

onde

ρ̄(k)(~rn,ω) = (−e)∆n̄(k)(rn)u(k)(ω)

e

∆n̄(k)(rn) =
Z +∞

−∞

Z +∞

−∞
φ
(k)∗
1 (~r)φ

(k)
0 (~r)drmdry/Ωmy

onde Ωmy é a área de uma superfície que é perpendicular à direção do campo elétrico

aplicado, n e m podem ser x ou z.
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Com as definições acima podemos reescrever a Eq. (3.23) como

ρ̄(rn,ω) =
X
k

u(k)(ω)(−e)∆n̄(k)(rn)

A Eq. (3.22) pode ser reescrita como:

j̄(rn,ω) = (−iω)
X
k

u(k)(ω)(−e)
Z rn

−∞
dr0n∆n̄

(k)(r0n). (3.24)

Inserindo a Eq.(3.24) na Eq.(3.20), temos

σnn(ω) =
iωe

EΩmy

X
k

l(k)u(k)(ω), (3.25)

onde

l(k) = Ωmy

∞Z
−∞

drn

rnZ
−∞

dr0n∆n̄
(k)(r0n). (3.26)

O coeficiente de absorção é proporcional à parte real do tensor condutividade [9], isto é:

α(ω) ∝ Reσnn(ω)
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Capítulo 4

Resultados, Discussões e Conclusões

4.1 Níveis de Energia e Funções Envelope

Os níveis de energia e função envelope para o elétron confinado no ponto quântico

cilíndrico em uma barreira de potencial finita foram calculados usando o método numérico

que é dado no Capítulo 2. Na figura 4-1 mostramos as funções envelope para um ponto

quântico cilíndrico de raio 5,0 nm e altura 10,0 nm, calculadas usando o método acima

mencionado.

A tabela 4.1 nos mostra uma comparação entre os valores obtidos para as energias do

estado fundamental e primeiro excitado usando diferentes números de funções base para

um ponto quântico cilíndrico de raio 5 nm e altura de 10 nm.

Tabela 4.1: Energia do ponto quântico cilíndrico de raio 5 nm e altura 10 nm.
núm. de f.
base=27

núm. de f.
base=1000

núm. de f.
base=2197

E0(meV ) 165,6 161,1 156,4
E1(meV ) 307,8 301,9 298,5
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Figura 4-1: Função de onda para o ponto quântico cilíndrico de raio 5,0 nm e altura 10,0
nm:(a) estado fundamental ; (b) primeiro estado excitado.
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Para o caso de ponto quântico cilíndrico de raio a e altura L com barreira infinita a

equação de Schrödinger é dada por

− h̄2

2m∗
∇2ψ(ρ,φ, z) + V ψ(ρ,φ, z) = Eψ(ρ,φ, z),

onde V é zero dentro do ponto quântico e infinito fora. A equação acima pode ser

resolvida através de separação de variáveis e a solução é:

ψi,m,n(ρ,φ, z) = AJm

µ
αmi

ρ

a

¶
cos(mφ)sen

·
nπ

µ
1

2
− z
L

¶¸
(4.1)

onde αmi é a i-ésima raíz de Jm(ξ), uma função de Bessel de ordemm, e a energia é dada

por:

Ei,m,n =
h̄2

2m

Ãµ
αmi
a

¶2
+
µ
nπ

L

¶2!
. (4.2)

Neste caso o estado fundamental é representado pelos números i = 1, m = 0, n = 1, e

o primeiro estado excitado por i = 1, m = 0, n = 2. A tabela (4.2) nos mostra uma

comparação entre os valores da energia para um ponto quântico cilíndrico com barreira

finita e infinita de raio 5 nm e altura 10 nm .

Tabela 4.2: Comparação das energias obtidas para o ponto quântico cilíndrico de raio 5
nm e altura 10 nm com barreira de potencial finita e infinita.

Barreira finita
V=450 meV

Barreira infinita diferença em porcentagem

E0(meV ) 156,4 314,0 100,7 %
E1(meV ) 298,5 595,7 99,6 %

4.2 Absorção ótica

No cálculo da absorção consideramos pontos quânticos cilíndricos interagentes de InAs

em GaAs, no qual cada ponto quântico possui no máximo um elétron. O número de
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ocupação e dimensões dos pontos quânticos são fornecidas pela simulação de Monte Carlo

e o alargamento da curva de absorção devido aos fônons é incluído no sistema através do

parâmetro Γ, que de acordo com a referência [9], tem o valor de 1meV. Consideramos uma

variação randômica gaussiana [27] nas dimensões de maneira a obter um alargamento da

curva de absorção de 20 meV [9]. Os valores da massa efetiva e constante dielétrica para

o InAs usados foram respectivamente 0,040 e 14,55 [25]. Para o GaAs a massa efetiva foi

0,0665 [25]. Calculamos a absorção ótica para redes uni-dimensionais, bi-dimensionais e

multiplanares de pontos quânticos cilíndricos mostrados nas figuras 1-3 e 1-4 com campo

elétrico aplicado nas direções x e z. A direção de crescimento que escolhemos foi a direção

z de nosso sistema de coordenadas. Nesta direção a altura média dos pontos quânticos

é L, e a distância entre eles é H, conforme figura 1-4. Na direção x, o raio dos pontos

quânticos é a, e a distância mínima entre eles é d. A função envelope foi calculada

usando barreira de potencial infinita e finita, também consideramos a aproximação da

massa efetiva (apêndice C). Estudamos três tipos de redes onde em cada uma delas os

pontos quânticos possuem raios médios dados por 10,8 nm, 3,1 nm e 30,0 nm, e alturas

médias dadas por 2,1 nm, 30,0 nm e 60,0 nm, respectivamente.

Para barreira de potencial infinita a solução da equação de Schrödinger foi dada

pela expressão (4.1) e a energia dada pela expressão (4.2). Para o caso de campo elétrico

aplicado na direção x os números quânticos (i,m, n) para o estado fundamental e primeiro

excitado são respectivamente (1, 0, 1) e (1, 1, 1), porém com campo aplicado na direção

z existe uma regra de seleção onde o número quântico n não pode ser 1 devido ao fato

de que as integrais (3.16) e (3.26) seriam zero, por uma questão de paridade e portanto

a absorção (3.25) também se anularia, por isso colocamos para o estado excitado os

números quânticos (1, 0, 2). Para o caso de barreira finita a função envelope foi calculada

numericamente conforme capítulo 2.

As interações de Hartree e de troca que estão presentes no sistema antes da aplicação

do campo elétrico são chamadas de interações estáticas e as interações que surgem de-

pois que é aplicado no sistema um campo elétrico oscilante no tempo são chamadas de
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interações dinâmicas [18]. Essas interações dinâmicas surgem por causa da flutuação da

densidade eletrônica causada pela aplicação do campo elétrico oscilante no tempo.

A energia de interação de Coulomb dinâmica D(j)
(i) entre dois pontos quânticos dada

pela equação (3.17) é calculada usando quadratura com interpolação (apêndice A) onde os

programas em Fortran que calculam as integrais e fazem a interpolação foram extraídas

do livro Numerical Recipes[23]. Essa energia de interação depende da distância entre

os pontos quânticos e é importante na análise da absorção, como veremos a seguir. A

figura 4-2 demonstra as energias de interação coulombiana D(j)
(i) , para diferentes ângulos

e distâncias entre os pontos quânticos cilíndricos com raio de 10 nm e altura de 5nm. A

figura 4-2(a) mostra o ângulo entre os dois pontos quânticos e as figuras 4-2(b) e 4-2(c)

as energias para o caso de campo elétrico aplicado na direção z e x, respectivamente.

Destas figuras, vemos que o sinal da energia de interaçãoD(j)
(i) depende das posições dos

pontos quânticos e da direção do campo elétrico aplicado, ou seja os pontos quânticos

agem como dipolos. Este comportamento tipo dipolo pode ser entendido através da

expressão para a energia de interação entre dois dipolos ~p1 e ~p2 dada abaixo por

U12 =
~p1.~p2 − 3(~n.~p1)(~n.~p2)

|~r1 − ~r2|3
, (4.3)

onde ~n é um vetor unitário na direção de ~r1−~r2, ~r1é a posição do dipolo 1, ~r2 é a posição
do dipolo 2. Para o campo elétrico na direção z fazemos ~r2 = 0, ~r1 = ~r, ~p1 = ~p2 = pẑ,

temos que a expressão (4.3) pode ser reescrita como

U12 =
p2

r3
(1− 3 cos2 θ),

que é mostrado na figura 4-3 para diferentes ângulos entre os dipolos. Para o campo

elétrico na direção x fazemos ~r2 = 0, ~r1 = ~r, ~p1 = ~p2 = px̂, temos que a expressão (4.3)

pode ser reescrita como

U12 =
p2

r3
(1− 3 cos2(π

2
− θ)),
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Figura 4-2: Energia de interação coulombiana entre dois pontos quânticos com raio de
10 nm e altura de 5nm; (a) ângulo entre os dois pontos quânticos; (b) e (c) as energias
para o caso de campo elétrico aplicado na direção z e x, respectivamente.
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que é mostrado também na figura 4-3 para diferentes ângulos entre os dipolos.
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Figura 4-3: Energia de interação entre dois dipolos: (a) campo elétrico na direção z; (b)
campo el étrico na direção x.

Desta figura vemos que o sinal da interação dipolo-dipolo depende da posição dos

dipolos e da direção do campo elétrico aplicado. Essa interação entre os dipolos pode ser

positiva ou negativa, e para os pontos quânticos isto também acontece.

Para barreira de potencial finita haverá, dependendo das distâncias entre os pontos

quânticos, uma interação de troca entre os elétrons. Para calcularmos a função envelope

do elétron neste caso usamos um método numérico descrito no capítulo 2, juntamente

com o método DFT descrito no apêndice D.

Para acharmos os níveis de energia do elétron usando DFT, resolvemos a equação

Schrödinger para um ponto quântico cilíndrico dada por

−h̄
2

2
∇ ·

Ã
1

m∗(~r)

!
∇Ψ(~r) + V (~r)Ψ(~r) = EΨ(~r), (4.4)
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onde V (~r) é dado por

V (~r) = VH(~r) + vx(~r) + V0(~r), (4.5)

onde VH(~r), vx(~r) são os potenciais de Hartree e de troca estáticos dados respectivamente

pelas equações (D.15) e (D.17) do apêndice D. V0(r) é a barreira de potencial que é igual a

zero dentro do ponto quântico e 450 meV fora[25]. Para resolvermos a Eq. (4.4), fazemos

inicialmente VH(~r) = vx(~r) = 0 e encontramos uma função de onda inicial, com ela

encontramos os potenciais de Hartree e de troca e achamos um novo V (r). Repetimos

esses passos até que o valor da energia E seja igual ao seu valor da iteração anterior.

Realizando esses cálculos vimos que as energias dos elétrons confinados aumentam, à

medida que diminuímos as distâncias entre os pontos quânticos e isso ocorre devido à

interacão de Coulomb entre os elétrons.

A interação de troca, dada pela expressão (3.18), é muito mais fraca do que a interação

de Hartree, dada pela expressão (3.17), como pode ser visto na figura 4-4 para dois pontos

quânticos cilíndricos de raio 10,8 nm e altura de 2,1 nm, que estão colocados ao longo

do eixo z em uma rede unidimensional. Nesta figura vemos a variação da energia de

interação com a distância entre os pontos quânticos.

A expressão para o potencial total dado pela Eq. (4.5) é mostrada na figura 4-5, onde

vemos que ele varia pouco ao longo do eixo z.

O coeficiente de absorção é convenientemente apresentado em unidades do valor de

Drude que é dado por σ0 = nee2h̄
Γm∗ onde Γ = 1meV [9], [28]. Isso é feito para que possamos

comparar o coeficiente de absorção para diferentes densidades de elétrons. Calculamos

o coeficiente de absorção para uma rede uni-dimensional do tipo mostrado na figura 1-

3(a) com pontos quânticos de raio médio de 10,8 nm, altura média de 2,1 nm e distância

mínima entre os pontos quânticos igual a 3,2 nm com campo elétrico aplicado na direção x.

Porém para o campo elétrico aplicado na direção z essa dimensão de ponto quântico não

permite que haja estado excitado ligado, de maneira que tivemos de mudar a dimensão

desses pontos quânticos e considerar uma rede bidimensional do tipo mostrado na figura

1-3(b) com pontos quânticos de raio médio de 3,1 nm, altura média de 30,0 nm e distância
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mínima entre os pontos quânticos igual a 7,2 nm. Os coeficientes de absorção para esses

tipos de redes considerando barreira de potencial infinita são mostradas na figura 4-6

onde são consideradas várias densidades de pontos quânticos, representadas na figura

por nPQ, e densidades de elétrons, representadas por ne, com campo elétrico aplicado

nas direções x e z. No cálculo do coeficiente de absorção fizemos uma média de várias

configurações randômicas e sorteamos em cada configuração randômica 7 elétrons entre

os 9 pontos quânticos, as dimensões também foram sorteadas de maneira a obter uma

variação gaussiana randômica de 20 meV na energia de transição do pontos quânticos

isolados.

Para os modelos de super-redes descritas no parágrafo anterior calculamos também

o coeficiente de absorção considerando barreira finita que é mostrado na figura 4-7 onde

também são consideradas várias densidades de pontos quânticos dadas por nPQ e densi-

dades de elétrons dadas por ne com campo elétrico aplicado na direções x e z.

Consideramos também super-redes multiplanares do tipo mostrado na figura 1-4 para

a qual calculamos o coeficinte de absorção usando aproximação de barreira de potencial

infinita, conforme é mostrado na figura 4-8 para vários valores da densidades eletrônica

ne e de pontos quânticos nPQ, onde sorteamos 21 elétrons entre 27 pontos quânticos, as

partes (a) e (b) são para campo elétrico aplicado nas direções x e z respectivamente. Para

o cálculo do coeficiente de absorção refente à figura 4-8(a) consideramos pontos quânticos

de raio médio de 10,8 nm e altura média de 2,1 nm, distância entre as camadas de 3,2 nm

e distância mínima entre os pontos quânticos igual a 40 nm. Para o cálculo do coeficiente

de absorção refente à figura 4-8(b) consideramos pontos quânticos de raio médio de 3,1

nm e altura média de 30,0 nm, distância entre as camadas de 50 nm e distância mínima

entre os pontos quânticos igual a 7,2 nm.

Na figura 4-9 vemos o coeficiente de absorção para uma super-rede randômica bi-

dimensional do tipo mostrado na figura 1-3(b) com pontos quânticos cilíndricos de raio

médio 30,0 nm e altura média 60,0 nm; distância mínima entre os pontos quânticos igual

a 80,0 nm com campo elétrico aplicado na direção z e densidades de elétrons e de pontos
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quânticos iguais respectivamente a 1,2x1010elétrons/cm2 e 1,6x1010pontos quânticos/cm2.

Nesta figura foram feitos cálculos onde sorteamos 7 elétrons entre 9 pontos quânticos,

usamos barreira de potencial infinita e finita onde notamos que para essas dimensões de

pontos quânticos a energia de transição obtida usando esses dois métodos estão próximas.

Em todos os cálculos do coeficiente de absorção mostrados nas figuras (4-6), (4-7),

(4-8), (4-9) fizemos uma média de várias configurações randômicas e em cada gráfico

vemos três curvas de absorção sendo que uma curva não considera a interação elétron-

elétron e as outras curvas consideram essa interação. Para o caso de barreira infinita

não há interação de troca de um ponto quântico com os outros, uma vez que não há

superposição das funções envelope, mas há uma interação de Coulomb. Para o caso de

barreira finita além da interação de Coulomb há também uma interação de troca.

Em baixas densidades de pontos quânticos, as distâncias entre eles são grandes e não

há praticamente interação entre os elétrons (fig. 4-2). Portanto nas curvas de absorção

mostradas nas figuras 4-6 e 4-7 vemos uma curva centrada em torno da energia de tran-

sição média de um ponto quântico isolado, ou seja, que não interage com outros pontos

quânticos. À medida que a densidade de elétrons é aumentada o pico de absorção se

desloca mais para a direita e também ocorre um maior estreitamanto da curva de ab-

sorção. Portanto as interações entre os pontos quânticos blindam uma parte dos efeitos

das flutuações randômicas da energia de transição. O estreitamento da curva de absorção

é devido ao comportamento coletivo dos elétrons localizados interagentes. Próximo da

energia de excitação que corresponde à ressonância coletiva, todas as amplitudes de ex-

citação complexas dadas pela expressão (3.7) dos elétrons possuem aproximadamente a

mesma fase, o que faz com que a absorção aumente [9], além disso o módulo da aplitude

de excitação complexa é grande quando comparado com seu o valor longe da ressonância.

Isso é mostrado na figura 4-10 com campo elétrico aplicado na direção x para as energias

de excitação iguais a 71,9 meV e 79,7 meV da figura 4-6(a) para uma configuração es-

pecífica e ne =2,4×106 elétrons/cm. Fizemos esta análise também com o campo elétrico

aplicado na direção z na fig. 4-6(b) para a energias de excitação iguais a 26,2 meV e
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Figura 4-6: Coeficiente de absorção para redes randômicas de pontos quânticos cilíndricos
com barreira de potencial infinita: (a) rede linear de pontos quânticos de raio médio de
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Figura 4-8: Absorção para uma super-rede randômica commulticamadas de pontos quân-
ticos cilíndricos com barreira de potencial infinita: (a) pontos quânticos de raio médio de
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50



0 10 20 30
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

ab
so

rç
ão

 (R
e 
σ zz

/σ
0)

energia(meV)

 Barreira de potencial infinita
 Barreira de potencial finita

Figura 4-9: Coeficiente de absorção para rede randômica bi-dimensional de pontos quân-
ticos cilíndricos de raio médio 30 nm e altura média 60 nm com campo elétrico aplicado
na direção z.

51



43,3 meV e ne=1,5×1012 elétrons/cm2, os módulos e as fases das amplitudes de excitação

complexas são mostrados na figura 4-11.

Para uma rede bidimensional (planar) com pontos quânticos distribuídos no plano x,y

e com campo elétrico aplicado na direção z, a interação de Coulomb é sempre repulsiva

(fig. 4-2), somente o módulo desta interação é que depende da distância entre os pontos

quânticos. Tal interação repulsiva provoca um deslocamento para a direita da energia de

ressonância coletiva, quando comparada com a energia de transição de um ponto quântico

isolado. Analisemos agora esta mesma super-rede, porém com campo elétrico aplicado

na direção x. De acordo com a figura 4-3 o sinal da interação entre os dipolos depende

do ângulo entre o vetor distância ~rij e o eixo dos dipolos (pontos quânticos) que estão

na direção x. Na média angular, a interação entre os pontos quânticos é atrativa [28],

de modo que se esperaria um deslocamento para a esquerda do pico de absorção com o

aumento da densidade de pontos quânticos. Porém, deveríamos usar pontos quânticos

com raios maiores do que 3,1 nm para que houvesse estado excitado ligado, no entanto

fazendo isso a densidade de pontos quânticos diminui e consequentemente a interação

também diminui e os efeitos de plasma ficam imperceptíveis.

Para uma rede unidimensional crescida na direção z com campo elétrico aplicado na

direção x, a interação de coulomb entre os pontos quânticos é sempre repulsiva (fig. 4-3),

e o deslocamento da energia de ressonância coletiva é para a direita. Com campo elétrico

na direção z a interação entre os dipolos é atrativa, porém, não há estado excitado ligado

para pontos quânticos com altura de 2,1 nm, que é o usado nesta tese, de maneira que

não há absorção. Se houvesse estado excitado o pico de absorção se deslocaria para a

esquerda.

As interações entre os pontos quânticos seriam mais fortes se houvesse uma maneira

de fabricar pontos quânticos menores do que os que foram usados nesta tese. Porém, pon-

tos quânticos menores não apresentam estados excitados quando se usa InAs/GaAs que

possui uma barreira de potencial de 450 meV[25]. Podendo-se fabricar pontos quânticos

com dimensões menores e com barreira de pontencial maior do que 450 mev, a densi-
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dade pode ser aumentada e consequentemente a interação coulombiana dinâmca também

aumenta.

Depois de tudo que foi mostrado nesta tese podemos concluir que:

1) As interações dinâmicas provocam um estreitamento e deslocamento do pico de

absorção para a direita, efeito este que aumenta com a densidade de pontos quânticos

ionizados. O estreitamento do pico de absorção é pequeno quando comparado com o

alargamento devido à aleatoriedade da rede, que é em torno de 20 meV [9], e por isso

deve ser difícil de se observar em experimentos.

2) A absorçao depende do tipo da super-rede (linear ou planar) e da direção do

campo elétrico aplicado. Por exemplo para a super-rede linear aqui estudada com pontos

quânticos de raio médio igual a 10,8 nm e altura média igual 2,1 nm não há absorção

quando o campo é aplicado na direção z devido à não existência de estados excitados

compatíveis com essa transição. Para a super-rede planar com pontos quânticos de raio

médio igual a 3,1 nm e altura média igual a 30 nm não há absorção quando o campo

elétrico é aplicado na direção x.

3) De acordo com os resultados apresentados para o coeficiente de absorção parece

haver um comportamento universal que é o deslocamento do pico de absorção para a

direita. E isto ocorre independente da forma da super-rede (lineares, planares, multica-

madas) e também dos pontos quânticos uma vez que obtemos esse mesmo deslocamento

do pico para direita em super-redes com pontos quânticos cilíndricos de InAs/GaAs e

esféricos de GaAs/AlAs [29].

Os cálculos que foram feitos nesta tese podem ser feitos também para outros tipos

de pontos quânticos como por exemplo pontos quânticos em forma de piramide ou em

forma de cone e também pode-se usar outros materais. Pretendemos fazer um cálculo

para a absorção considerando a interação de troca para uma super-rede multiplanar com

um número grande configurações randômicas (aproximadamente 200) e esperamos que

em breve possa ter resultados experimentais para compararmos com nossos resultados

teóricos.
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Figura 4-10: Módulo e fase da amplitude de excitação dos osciladores:(a) longe da energia
de resson ância coletiva E=71,9 meV; (b) próximo da energia de ressonância coletiva
E=79,7 meV.
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Figura 4-11: Módulo e fase da amplitude de excitação dos osciladores:(a) longe da energia
de ressonância coletiva E=26,2 meV; (b) próximo da energia de ressonância coletiva
E=43,3 meV.
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Apêndice A

Integral multidimensional

Vamos mostrar como calculamos numericamente a integral multidimensional dada pela

equação (3.17), que é a interação de Coulomb entre dois pontos quânticos, já que no caso

do nosso trabalho de pontos quânticos cilíndricos, ela não pode ser resolvida analitica-

mente. Para termos uma noção da precisão do cálculo vamos usar a solução analítica da

integral dada pela expressão (9.52) do livro do Levine [22] e compará-la com a solução

numérica, que é obtida usando o método de Monte Carlo e depois compará-la com outro

método usando quadratura com interpolação. A expressão (9.52) do livro do Levine [22]

é dada por

E =
Z6e02

π2a60

Z 2π

0

Z 2π

0

Z π

0

Z π

0

Z ∞
0

Z ∞
0
e−2Zr1/a0e−2Zr2/a0

1

r12
r21senθ1 (A.1)

r22senθ2dr1dr2dθ1dθ2dφ1dφ2,

onde

e0 =
e

(4πε0)1/2
,

onde e é a carga do elétron e r12 é dado por

r12 =
h
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 + (z1 − z2)2

i1/2
,
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onde xj = rjsenθj cosφj; yj = rjsenθjsenφj e zj = rj cos θj. Vamos reescrever a expressão

(A.1) no sistema efetivo de unidades (apêndice B ), isto é:

E =
Z62

π2

Z 2π

0

Z 2π

0

Z π

0

Z π

0

Z ∞
0

Z ∞
0
e−2Zr1e−2Zr2

1

r12
r21senθ1 (A.2)

r22senθ2dr1dr2dθ1dθ2dφ1dφ2,

A expressão (A.1) é uma integral em seis dimensões, e para calculá-la vamos fazer a

expanção de 1/r12 em termos de harmônicos esféricos [22]

1

r12
=

∞X
l=0

lX
m=−l

4π

2l + 1

rl<
rl+1>

[Y ml (θ1,φ1)]
∗ Y ml (θ2,φ2) , (A.3)

onde r< representa o menor de r1 e r2, e r> é o maior de r1 e r2. Substituindo a expressão

(A.3) em (A.1) e multiplicando e dividindo por Y 00 (Y
0
0 )
∗
= 1/4π, temos

E = 32Z6
∞X
l=0

lX
m=−l

1

2l + 1

Z ∞
0

Z ∞
0
e−2Zr1e−2Zr2

rl<
rl+1>

r21r
2
2dr1dr2

×
Z 2π

0

Z π

0
[Y ml (θ1,φ1)]

∗ Y 00 (θ1,φ1) senθ1dθ1dφ1

×
Z 2π

0

Z π

0

h
Y 00 (θ2,φ2)

i∗
Y ml (θ2,φ2) senθ2dθ2dφ2.

Devido a ortonormalidade dos harmônicos esféricos temos

E = 32Z6
∞X
l=0

lX
m=−l

1

2l + 1

Z ∞
0

Z ∞
0
(...)dr1dr2δl,0δm,0δl,0δm,0.

Por causa dos deltas de Kronecker somente o termo comm = l = 0 será diferente de zero

isto é:

E = 32Z6
Z ∞
0

Z ∞
0
e−2Zr1e−2Zr2

1

r>
r21r

2
2dr1dr2.
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Na integral acima se integrarmos primeiro sobre r1, então no intervalo 0 ≤ r1 ≤ r2, temos
r> = r2; no intervalo r2 ≤ r1 ≤ ∞, temos r> = r1. Portanto

E = 32Z6
Z ∞
0
e−2Zr2r22

"Z r2

0
e−2Zr1

r21
r2
dr1 +

Z ∞
r2
e−2Zr1

r21
r1
dr1

#
dr2

E = 32Z6
Z ∞
0
e−2Zr2r2

µZ r2

0
e−2Zr1r21dr1

¶
dr2

+32Z6
Z ∞
0
e−2Zr2r22

µZ ∞
r2
e−2Zr1r1dr1

¶
dr2.

As integrais acima são tabeladas [22] e o resultado é dado por

E = 10Z

8
Ry,

onde Ry é o Rydberg. Uma vez que Z = 2, temos

E = 2, 5Ry = 2, 5× 13, 606 eV = 34, 015 eV (A.4)

Vamos agora calcular a mesma integral usando o método de Monte Carlo e logo em

seguida usaremos o método da quadratura com interpolação e depois compararemos os

resultados.

O método de Monte Carlo fundamenta-se na simulação de números aleatórios e a

denominação do método provém da cidade de Monte Carlo no principado de Mônaco,

que é famosa por seus cassinos, onde entre outros jogos há a roleta, que é um gerador

mecânico de números aleatórios. Como um exemplo de gerador de números aleatórios

temos a relação de recorrência que gera uma sequência de números inteiros x1,x2,x3,...cada

um entre 0 e m-1:

xi=(a.xi−1+c) mod m, i > 0,
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onde modm é a função módulo definida da seguinte forma[26]

x mod m=x-int(x/m)m, (A.5)

onde INT(x/m) é a parte inteira do quociente (por exemplo, INT(3,1)=3), xmodm é o

resto positivo obtido quando m é subtraído de x o maior número de vêzes possível, por

exemplo, 11 mod 3=2. O número inicial x0, que deve ser escolhido antes de se iniciar o

processo de gerar números aleatórios, é chamado de semente do gerador[21].

Quando uma sequência gera todos os inteiros distintos n (0<n<m-1) durante cada

período é dito então que essa sequência possui um período completo (full period) [26].

Para que a sequência dada pela expressão (A.5) tenha um período completo os seus

coeficientes devem obedecer as seguintes condições[26]:

1) c e m não devem ter divisores comuns maiores do que a unidade;

2) a mod p=1 para cada fator primo p de m;

3) a mod 4=1 se 4 é um divisor de m.

Nesta tese usamos um programa fortran do livro Numerical Recipes[23] para gerar

números aleatórios e com isso pudemos calcular a integral pelo método de Monte Carlo

que é dada por[23] Z
fdV ≈ V hfi ± V

s
hf2i− hfi2

N
, (A.6)

onde

hfi = 1

N

NX
i=1

f(xi)

D
f2
E
=
1

N

NX
i=1

f2(xi).

O termo V
r
hf2i−hfi2

N
na expressão (A.6) é o erro na integração de Monte Carlo. Para o

caso de coordenadas esféricas a integral (A.2) será dada por

E = V1V2
¿
r21F1senθ1

1

r12
r22F2senθ2

À
,
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onde F1(r1) = e−2Zr1 , F2(r2) = e−2Zr2 , V1 = 2π2r1max, V2 = 2π2r2max. O valor médio é

dado por

¿
r21F1senθ1

1

r12
r22F2senθ2

À
=
1

N

NX
i=1

r21iF1(r1i)senθ1i
1

r12i
r22iF2i(r2i)senθ2i,

onde

r12i =
h
(x1i − x2i)2 + (y1i − y2i)2 + (z1i − z2i)2

i1/2
,

onde xji = rjisenθji cosφji; yji = rjisenθjisenφji e zji = rji cos θji. Para r1max e r2max

podemos colocar os valores de 2, 8 uma vez que com esses valores, para Z = 2, temos

e−2Zr1maxr21 = e
−2×2×2,82, 82 ≈ 0, 0001,

e podemos em uma aproximação considerar que a função é desprezível nesse ponto. Para

N = 250000, temos para E o valor

E = 2, 507Ry = 34, 12 eV,

que possui um erro estimado dado pela expressão V
r
hf2i−hfi2

N
de 0,26 eV e um erro com

relação ao valor exato de 0,105 eV .

Vamos agora utilizar um outro método para calcularmos o valor da expressão A.1.

Este método utilizará de interpolação e quadratura. Vamos dividir r2max em quatro

partes ou seja teremos cinco pontos para interpolarmos em r2, isto é, r2 = 0; r2 = 0, 7;

r2 = 1, 4; r2 = 2, 1; r2 = 2, 8; e fazemos o mesmo para θ2 e φ2, ou seja, θ2 = 0, θ2 = π/4,

θ2 = 2π/4, θ2 = 3π/4, θ2 = π, φ2 = 0, φ2 = 2π/4, φ2 = 2 × 2π/4, φ2 = 3 × 2π/4,
φ2 = 4× 2π/4. Portanto teremos que interpolar 5× 5× 5 = 125 pontos. A nossa função
a ser interpolada será

g(r2, θ2,φ2) = e−2Zr2r22senθ2
Z 2π

0

Z π

0

Z ∞
0
e−2Zr1

1

r12
r21senθ1 (A.7)

dr1dθ1dφ1.
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Só para testarmos o método de interpolação vamos calcular o valor da função g(r0, θ0,φ0)

para r0=1,2; θ0=0,157; φ0=3,92. O valor calculado numericamente usando quadratura

é dado por 0, 318. Se usarmos a tabela com os 125 pontos e interpolarmos teremos para

g(r0, θ0,φ0) o valor 0, 322. Ou seja teríamos uma diferença de 1,2% entre o valor calculado

numericamente usando quadratura e o valor interpolado. Essa diferença poderia ser

diminuída se usássemos, por exemplo, 343 pontos. Nesse caso a diferença cairia para

0,6%.

O valor da expressão A.1 usando quadratura e interpolação é dado por E = 2, 494Ry =
33, 933 eV , que possui um erro de 0, 082 eV com relação ao valor exato que é de 34, 015

eV . Nesta tese comparamos os valores obtidos para a expressão(3.17) usando o método

de Monte Carlo com os valores obtidos usando o método da quadratura com interpolação.
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Apêndice B

Sistema efetivo de unidades

Nesta tese usamos o sistema efetivo de unidades no intuito de simplificar os cálculos, e

para vermos como surgem estas unidades vamos considerar um elétron ligado a um íon

positivo localizado em um semicondutor. Classicamente este sistema é estudado através

de três equações:

1) energia

E =
m∗v2

2
− e2

Kr
, (B.1)

onde m∗ é a massa efetiva do elétron, v sua velocidade, K é a constante dielétrica do

meio onde a impureza está imersa;

2) momento angular

L = m∗vr, (B.2)

3) segunda lei de Newton
m∗v2

r
=

e2

Kr2
. (B.3)

Quantizando-se o momento angular na Eq. (B.2), ou seja,

L = nh̄,

rn = n
2a∗
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e

En = −Ry
∗

n2
,

onde a∗ e Ry∗ são o raio de Bohr e o rydberg efetivos dados respectivamente por

a∗ =
h̄2K

m∗e2

e

Ry∗ =
m∗e4

2h̄2K2
.

Faremos uma aplicação para o sistema acima onde a hamiltoniana é dada por

H = − h̄2

2m∗
∇2 − e2

Kr
. (B.4)

Escreveremos agora a expressão acima em uma forma adimensional e para isso faremos a

transformação x, y, z → a∗x0, a∗y0, a∗z0 e dividiremos a hamiltoniana por Ry∗ de maneira

que a Eq. (B.4) pode ser reescrita como

H 0 =
H

Ry∗
=

1

Ry∗

Ã
− h̄2

2m∗a∗2
∇02 − e2

Ka∗r0

!
, (B.5)

mas

Ry∗ =
h̄2

2m∗a∗2
,

2Ry∗ =
e2

Ka∗
,

portanto obtemos a hamiltoniana adimensional

H 0 = −∇02 − 2

r0
.

Como exemplo temos que param∗ =0,040 eK =14,55 o raio de Bohr e o rydberg efetivos

são dados respectivamente por 19,278 nm e 2,56 meV.
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Apêndice C

A Aproximação da Masssa Efetiva e

a Função Envelope

Em um cristal um elétron se move no potencial criado pelos íons positivamente carregados

e todos os outros elétrons. Este potencial é chamado de potencial cristalino e para um

cristal ideal ele é periódico com o período da rede cristalina [24]. A periodicidade do

potencial cristalino W (r) implica que

W

Ã
~r +

X
i

ni~ai

!
=W (~r),

onde ai, i = 1, 2, 3, são os vetores fundamentais da rede de Bravais, ~r é um ponto

arbitrário do cristal e ni é qualquer inteiro. A função de onda de único elétron deve

satisfazer a equação de Schrödinger,

Hcrψ(~r) =

"
− h̄

2

2m
∇2 +W (~r)

#
ψ(~r) = Eψ(~r), (C.1)
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onde m é a massa do elétron livre e Hcr é o Hamiltoniano cristalino. Seja o operador

translação T~d que age sobre o vetor ~r definido como

T~d~r = ~r +
~d, ~d =

X
i

ni~ai.

Aplicando este operador na função de onda ψ(~r), temos

T~dψ(~r) = ψ(~r + ~d),

onde ψ(~r+ ~d) é também solução da Eq. (C.1) com a mesma energia E . Vamos supor que
o estado eletrônico com energia E não seja degenerado. Então concluímos que as funções
de onda ψ(~r) e ψ(~r + ~d) podem diferir somente por um múltiplo:

ψ(~r + ~d) = C~dψ(~r). (C.2)

Da condição de normalização obtemos que

¯̄̄
C~d

¯̄̄2
= 1.

Duas translações diferentes devem conduzir ao mesmo resultado que uma única translação

~d = ~d1 + ~d2, ou seja, C~d1C~d2 = C~d1+~d2. Deste último resultado temos que C~d pode ser

representado em uma forma exponencial:

Cd = e
i~k.~d = exp

Ã
i~k.

X
i

ni~ai

!
,

onde ~k é um vetor constante. Portanto da Eq. (C.2), temos a função de onda na forma

de Bloch:

ψ(~r) = e−i
~k.~dψ(~r + ~d) = ei

~k.~ruk(~r), (C.3)
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onde

uk(~r) = e
−i~k.(~r+~d)ψ(~r + ~d),

onde uk(~r), chamada de função de Bloch, satizfaz a condição de periodicidade

uk(~r + ~d) = uk(~r).

Portanto a função de onda de uma única partícula estacionária em um potencial

cristalino tem a forma de uma onda plana modulada pela função função de Bloch com

a periodicidade da rede. O vetor de onda ~k é chamado de vetor de onda do elétron no

cristal.

Aplicando condições periódicas de contorno para o cristal com um número de períodos

Ni ao longo da direção ~ai,

ψ(~r +Ni~ai) = ψ(~r), Ni →∞

obtemos para ~k,

~k.~aiNi = 2πni, ni = 1, 2, 3, ..., Ni.

Estes valores quase contínuos de ~k formam a primeira zona de Brillouin do cristal.

A Eq. (C.3) pode ser reescrita como

ψα,~k(~r) =
1√
V
ei
~k.~ruα,~k, (C.4)

onde α enumera as bandas de energia, 1√
V
é a constante de normalização, onde V é o

volume do cristal que é dado por V = NV0; N = N1N2N3 e V0 são o número e o volume

das células primitivas do cristal, respectivamente. A função uα,~k(~r) satisfaz as condições

1

V0

Z
V0

¯̄̄
uα,~k

¯̄̄2
d3r = 1
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e
1

V0

Z
V0
u∗
α,~k
uα0,~k0d

3r = δαα0δ~k~k0. (C.5)

Substituindo a função (C.4) na Eq. (C.1) obtemos:

"
− h̄

2

2m
∇2 − ih̄

2

m
(~k∇) +W (~r)

#
uα,~k =

"
Eα(~k)− h̄

2k2

2m

#
uα,~k. (C.6)

Para encontrarmos Eα(~k) vamos reescrever a Eq. (C.6) da seguinte forma

h
H(~k = 0) + w(~k)

i
uα,~k = Eα(~k)uα,~k, (C.7)

onde um extremo de Eα(~k) se encontra no ponto ~k = 0 e

H(~k = 0) = − h̄
2

2m
∇2 +W (~r)

é o Hamiltoniano, cujas autofunções são uα,0

H(~k = 0)uα,0 = Eα(0)uα,0,

w(~k) = −ih̄
2

m
(~k∇) + h̄

2k2

2m
→ 0, quando ~k → 0.

Em valores pequenos de ~k, w(~k) será uma pequena perturbação e poderemos corrigir os

autovalores Eα(0) aplicando a teoria de perturbação[20], [22]. Fazendo isto temos que a
correção de primeira ordem é dada por

E (1)α (k) =
1

V0

Z
V0
u∗α,0(~r)w(~k)uα,0(~r)d

3r =
h̄2k2

2m

e a correção de segunda ordem é

E (2)α (k) =
X
α0 6=α

¯̄̄
1
V0

R
V0
u∗α,0(~r)w(~k)uα0,0(~r)d

3r
¯̄̄2

Eα(0)− Eα0(0) =
h̄2

m2

X
α0 6=α

¯̄̄
~k · ~παα0

¯̄̄2
Eα(0)− Eα0(0) , (C.8)
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onde

~παα0 =
1

V0

Z
V0
u∗α,0(~r)

³
−ih̄~∇

´
uα0,0(~r)d

3r.

Portanto

Eα(~k) = Eα(0) + E (1)α (k) + E (2)α (k), (C.9)

ou seja

Eα(~k) = Eα(0) + h̄
2k2

2m
+
h̄2

m2

X
α0 6=α

¯̄̄
~k · ~παα0

¯̄̄2
Eα(0)− Eα0(0) . (C.10)

A Eq. (C.10) pode ser reescrita como [24]

Eα(~k) = Eα(0) + h̄
2

2

µ
1

m∗

¶
ik
kikk, (C.11)

onde
³
1
m∗

´
ik
é o tensor massa efetiva recíproco que descreve as propriedades da banda

eletrônica α na vizinhança do ponto ~k = 0. Para um cristal cúbico este tensor se reduz

a um escalar µ
1

m∗

¶
ik
=

1

m∗
δik,

e portanto, temos

Eα(~k) = Eα(0) + h̄
2k2

2m∗
.

A aproximação que fizemos para chegar à Eq. (C.11) é chamada de Aproximação da

Massa Efetiva (AME) e podemos usar esta aproximação para descrever o movimento de

um elétron em um potencial externo U(~r) que é aplicado no cristal. Nesse caso a equação

de Schrödinger é

[Hcr + U(~r)]ψ(~r) = Eψ(~r). (C.12)

Vamos expandir a função de onda em uma série

ψ(~r) =
X
α,~k

Cα,~kψα,~k, (C.13)

onde ψα,~k são soluções do problema não perturbado da Eq. (C.1). Colocando a expansão
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(C.13) na Eq. (C.12), multiplicando pelo complexo conjugado ψ∗
α,~k

e integrando sobre a

célula primitiva, obtemos

Eα(~k)Cα,~k +
X
α0,~k0

D
α,~k

¯̄̄
U
¯̄̄
α0,~k0

E
Cα0,~k0 = ECα,~k, (C.14)

onde os elementos de matriz são

D
α,~k

¯̄̄
U
¯̄̄
α0,~k0

E
=

1

NV0

Z
V
ei(
~k0−~k).~ru∗

α,~k
(~r)U(~r)uα0,~k0(~r)d

3r. (C.15)

Vamos agora expandir o potencial U(~r) em uma série de Fourier:

U(~r) =
X
~K

U ~Ke
i( ~K.~r).

Inserindo a expansão acima na Eq. (C.15) e obtemos

D
α, ~k

¯̄̄
U
¯̄̄
α0, ~k0

E
=

1

NV0

X
~K

Z
V
ei(
~k0−~k+ ~K).~ru∗

α,~k
(~r)U ~Kuα0,~k0(~r)d

3r

≈ 1

NV0

X
~K

U ~K
X
~n

ei(
~k0−~k+ ~K).~n

Z
V0
u∗
α,~k
(~r)uα0,~k0(~r)d

3r,

onde ~n é a posição da n-ésima célula primitiva e levamos em conta que as funções de

Bloch são periódicas e que o potencial U(~r) varia lentamente de modo que somente os

vetores ~K com módulo pequeno contribuem para o resultado. A soma
P
~n e

i(~k0−~k+ ~K).~n

desaparece a menos que

~k0 − ~k + ~K = 0.

Portanto podemos reescrever a Eq. (C.14) como

Eα(~k)Cα,~k +
X

α0,~k− ~K
U ~KCα0,~k− ~K∆

αα0
~k~k− ~K = ECα,~k, (C.16)
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onde

∆αα0
~k~k− ~K =

1

V0

Z
V0
u∗
α,~k
(~r)uα0,~k− ~K(~r)d

3r

Para ~K pequeno, podemos fazer a seguinte aproximação

∆αα0
~k~k− ~K ≈ ∆αα0

~k~k
= δαα0 ,

onde usamos a condição dada pela Eq. (C.5). Portanto podemos simplificar a Eq. (C.16)

para a forma

Eα(~k)Cα,~k +
X
~K

U ~KCα,~k− ~K = ECα,~k. (C.17)

Substituindo a Eq. (C.4) na Eq. (C.13) e considerando um α fixo, obtemos

ψ(~r) =
X
~k

Cα,~kψα,~k =
1√
V

X
~k

Cα,~ke
i~k.~ruα,~k(~r). (C.18)

Para calcularmos ψ(~r) introduziremos a função

Fα(~r) =
1√
V

X
~k

ei
~k.~rCα,~k.

Multiplicando a Eq. (C.17) por ei~k.~r e somando em ~k, obtemos

X
~k

Eα(~k)Cα,~ke
i~k.~r +

X
~K,~k

U ~KCα,~k− ~Ke
i~k.~r = EX

~k

Cα,~ke
i~k.~r. (C.19)

Podemos fazer uma transformação no primeiro termo da equação acima da seguinte

maneira:

X
~k

Eα(~k)Cα,~ke
i~k.~r =

X
~k

Eα(−i~∇)Cα,~ke
i~k.~r

= Eα(−i~∇)
X
~k

Cα,~ke
i~k.~r = Eα(−i~∇)

√
VFα(~r),
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onde substituímos o vetor de onda ~k pelo operador −i~∇ na expressão para a energia

E(~k). O segundo termo na expressão (C.19) pode ser reescrito como

X
~K

U ~Ke
i ~K.~r

X
~k

ei(
~k− ~K).~rCα,~k− ~K . (C.20)

Para um ~K fixo, o somatório interno na expressão acima pode ser escrito como

X
~k

ei(
~k− ~K).~rCα,~k− ~K =

X
~k− ~K

ei(
~k− ~K).~rCα,~k− ~K =

√
V Fα(~r).

Portanto obtemos a equação para Fα(~r):

[Eα(−i∇) + U(~r)]Fα(~r) = EFα(~r). (C.21)

Na aproximação da massa efetiva para um cristal cúbico temos que Eα(~k) = E(0) + h̄2k2

2m∗ ,

portanto a Eq. (C.21) pode ser expressa por

"
− h̄2

2m∗
∇2 + U(~r)

#
Fα(~r) = [E − E(0)]Fα(~r).

onde substituímos o vetor de onda ~k pelo operador −i~∇ na expressão para Eα(~k). A
equação acima tem a forma da equação de Schrödinger para um elétron com uma massa

efetiva m∗ se movendo em um potencial externo U(~r) e a função Fα(~r) é chamada de

função envelope.

Da Eq. (C.18) temos que

ψ(~r) ≈ 1√
V

X
~k

Cα,~ke
i~k.~ruα,0(~r) = Fα(~r)uα,0(~r).

e portanto obtemos que para um potencial externo U(~r) que varia lentamente o elétron

no cristal pode ser descrito em termos da função de bloch modulada pela função envelope
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que deve satisfazer a condição de normalização:

Z
d3r |Fα(~r)|2 = 1.

Se dois meios possuem massas efetivas diferentes m∗1 e m
∗
2 (Fig.C-1) devemos consi-

derar na interface entre eles as condições de contorno de Ben-Daniel e Ducke [11] para a

função envelope do elétron.

Meio 1

1
*m 2

*m

Meio 2

nr

Figura C-1: Interface de dois materiais com massas efetivas diferentes.

Para chegarmos a essas condições de contorno consideremos a equação que expressa

a conservação local da carga elétrica [20]:

∂

∂t
ρ(~r, t) + div~J(~r, t) = 0, (C.22)

onde

ρ(~r, t) = |ψ(~r, t)|2 (C.23)

é a densidade de probabilidade e ~J(~r, t) é a densidade de corrente. Vamos encontrar um

vetor ~J(~r, t) que satisfaça a Eq. (C.22) e para isso vamos supor que um elétron seja

submetido a um potencial V (~r) e seu Hamiltoniano seja dado por

H =
−h̄2
2
∇ · ( 1

m∗
∇) + V (~r),
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onde m∗ é a massa efetiva do elétron, e a equação de Schrödinger seja dada por

ih̄
∂

∂t
ψ(~r, t) =

−h̄2
2
∇ · ( 1

m∗
∇)ψ(~r, t) + V (~r)ψ(~r, t), (C.24)

onde V (~r) é real. O complexo conjugado da equação acima é

−ih̄ ∂

∂t
ψ∗(~r, t) =

−h̄2
2
∇ · ( 1

m∗
∇)ψ∗(~r, t) + V (~r)ψ∗(~r, t). (C.25)

Multiplicando os dois lados da Eq. (C.24) por ψ∗(~r, t) e os dois lados da Eq. (C.25) por

ψ(~r, t) e subtraindo a Eq. (C.25) da Eq. (C.24) obtemos

ih̄

Ã
ψ∗(~r, t)

∂ψ(~r, t)

∂t
+ ψ(~r, t)

∂ψ∗(~r, t)
∂t

!
=
−h̄2
2

µ
ψ∗(~r, t)∇ · ( 1

m∗
∇ψ∗(~r, t))

−ψ(~r, t)∇ · ( 1
m∗
∇ψ∗(~r, t))

¶
,

ou seja

ih̄
∂

∂t
|ψ(~r, t)|2 = (ih̄)2

2

µ
ψ∗(~r, t)∇ · ( 1

m∗
∇ψ∗(~r, t))− ψ(~r, t)∇ · ( 1

m∗
∇ψ∗(~r, t))

¶

ou ainda

−ih̄ ∂

∂t
ρ(~r, t) =

(ih̄)2

2

µ
ψ∗(~r, t)∇ · ( 1

m∗
∇ψ∗(~r, t))− ψ(~r, t)∇ · ( 1

m∗
∇ψ∗(~r, t))

¶
(C.26)

Uma vez que

∇ ·
µ
ψ∗(~r, t)(

1

m∗
∇ψ(~r, t))

¶
= ∇ψ∗(~r, t) · 1

m∗
∇ψ(~r, t) +∇ · ( 1

m∗
∇ψ(~r, t))ψ∗(~r, t) (C.27)

e

∇ ·
µ
ψ(~r, t)(

1

m∗
∇ψ∗(~r, t))

¶
= ∇ψ(~r, t) · 1

m∗
∇ψ∗(~r, t)+∇ · ( 1

m∗
∇ψ∗(~r, t))ψ(~r, t), (C.28)
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vamos subtrair a expresão (C.28) de (C.27) para obtermos

∇ ·
µ
ψ∗(~r, t)

1

m∗
∇ψ(~r, t)− ψ(~r, t)

1

m∗
∇ψ∗(~r, t)

¶
= ψ∗(~r, t)∇ ·

µ
1

m∗
∇ψ(~r, t)

¶
−ψ(~r, t)∇ ·

µ
1

m∗
∇ψ∗(~r, t)

¶

Da equação acima temos que a Eq. (C.26) pode ser reescrita como

−ih̄ ∂

∂t
ρ(~r, t) =

(ih̄)2

2
∇ ·

µ
ψ∗(~r, t)

1

m∗
∇ψ(~r, t)− ψ(~r, t)

1

m∗
∇ψ∗(~r, t)

¶

ou ainda

∂

∂t
ρ(~r, t)− ih̄

2
∇ ·

µ
ψ∗(~r, t)

1

m∗
∇ψ(~r, t)− ψ(~r, t)

1

m∗
∇ψ∗(~r, t)

¶
= 0

Comparando a expressão acima com a expressão (C.22), temos:

J(~r, t) =
ih̄

2m∗
(ψ∗(~r, t)∇ψ(~r, t)− ψ(~r, t)∇ψ∗(~r, t)) ,

que pode ser reescrita como

J(~r, t) = Re

"
ih̄

m∗
ψ∗(~r, t)∇ψ(~r, t)

#

Consideremos agora a interface entre dois materiais commassas efetivas diferentes (Fig.C-

1), onde a densidade de corrente J(~r, t) deve ser contínua, isto é:

J1 · ~n = J2 · ~n
Re

"
ih̄

m∗1
(ψ∗1∇ψ1 · ~n)

#
= Re

"
ih̄

m∗2
(ψ∗2∇ψ2 · ~n)

#
, (C.29)

onde ~n é um vetor unitário perpendicular à interface. Usando a condição de que na

interface

ψ1 = ψ2, (C.30)
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temos que a Eq. (C.29) pose ser reescrita como:

1

m∗1

Ã
∂ψ1
∂xn

!
=

1

m∗2

Ã
∂ψ2
∂xn

!
. (C.31)

A equações (C.30) e (C.31) são conhecidas como codições de contorno de Ben-Daniel

e Ducke e causam uma descontinuidade na derivada da função envelope como pode ser

visto na figura C-2, que mostra a função envelope para um ponto quântico esférico de

raio 4,5 nm.
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Figura C-2: Descontinuidade na derivada da função envelope na interface entre dois
materiais diferentes para um ponto quântico esférico de raio 4,5 nm devido às condições
de contorno de Ben-Daniel e Ducke.
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Apêndice D

Teoria do funcional da densidade

D.1 O teorema de Hohenberg-Kohn

Neste apêndice vamos fazer um estudo sobre a teoria do funcional da densidade (DFT,

density functional theory) que será usada para calcularmos os níveis de energias dos

pontos quânticos considerando as interações elétron-elétron.

A teoria do funcional da densidade é um método utilizado para estudar as pro-

priedades eletrônicas de um sistema de muitos elétrons. Este método foi elaborado em

1964 por Hohenberg e Kohn (HK)[17]. Estes autores demonstraram, através de uma

teorema, que todos os aspectos da estrutura eletrônica de um sistema em um estado fun-

damental não degenerado são completamente determinados por sua densidade eletrônica

n(~r).

O teorema acima conhecido como o teorema de Hohenberg-Kohn afirma que o valor

esperado de qualquer operador O é um funcional único O[n(~r)] da densidade do estado

fundamental n0(~r). Vamos demonstrar este teorema. Mas antes é importante dizer que

o que caracteriza um sistema não relativístico de N elétrons interagentes é apenas o

potencial externo Vext sendo que a energia cinética T e a interação coulombiana V são as

mesmas para todos os sistemas (T e V são chamados de universais).

Vamos então à prova do teorema de Hohenberg-Kohn [13]. Primeiro mostraremos que
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dois potenciais, Vext e V 0ext, que diferem por mais de uma constante trivial (uma constante

não é importante uma vez que podemos sempre mudar o ponto de referência da energia

potencial), dão origem a estados fundamentais diferentes Ψ0 e Ψ0
0. Vamos fazer a prova

por contradição. A equação de Schrödinger para Ψ0 e Ψ0
0 são

(T + V + Vext)Ψ0 = ε0Ψ0 (D.1)

(T + V + V 0ext)Ψ
0
0 = ε00Ψ

0
0, (D.2)

onde ε0 e ε00 são as respectivas energias do estado fundamental. Vamos supor agora que

Ψ0 e Ψ00 sejam os mesmos, e Vext e V 0ext diferem por mais de uma constante trivial . Nós

então subtraímos a Eq. (D.2) da Eq. (D.1) e obtemos:

(Vext − V 0ext)Ψ0 = (ε0 − ε00)Ψ0.

Uma vez que ε0 e ε00 são apenas números reais, então temos que Vext e V
0
ext podem diferir

no máximo por uma constante, o que contraria a nossa hipótese. Nós assim mostramos

que se Vext 6= V 0ext então Ψ0 6= Ψ00.

Vamos agora provar que se Vext 6= V 0ext (e consequentemente Ψ0 6= Ψ0
0), então devemos

ter n0(~r) 6= n00(~r). Novamente provamos esta afirmação por contradição. Vamos supor
que n0(~r) = n00(~r) e que H

0 = T + V + V 0ext e H = T + V + Vext, ou seja, H 0 e H diferem

somente pelo potencial externo. De acordo com o princípio variacional de Rayleigh-Ritz,

temos:

ε0 = hΨ0 |H| Ψ0i < hΨ0
0 |H| Ψ0

0i ,

e

hΨ00 |H| Ψ0
0i = hΨ0

0 |H 0 + Vext − V 0ext| Ψ0
0i = ε00 +

Z
n00(~r) [Vext(~r)− V 0ext(~r)] d3r,
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de modo que

ε0 < ε00 +
Z
n00(~r) [Vext(~r)− V 0ext(~r)] d3r. (D.3)

Se trocamos as quantidades primadas pelas quantidades não primadas, teremos

ε00 < ε0 +
Z
n0(~r) [V

0
ext(~r)− Vext(~r)] d3r. (D.4)

Adicionando as Eqs. (D.3) e (D.4) e usando a nossa suposição de que n0(~r) = n00(~r),

então teremos a expressão

ε0 + ε00 < ε0 + ε00,

que é inconsistente. Portanto mostramos que estados fundamentais não degenerados

diferentes necessariamente conduzem a densidades do estado fundamental diferentes. Dis-

so segue que duas densidades do estado fundamental idênticas devem surgir de potenciais

externos idênticos e com isto a prova do teorema de Hohenberg-Kohn está completa.

Uma vez que o valor esperado de qualquer operador O é um funcional único da

densidade do estado fundamental n0(~r), isto certamente se aplica para a energia do

estado fundamental. Escrevemos este funcional como

ε [n] = hΨ0 [n] |T + Vext + V | Ψ0 [n]i , (D.5)

onde Vext é o potencial externo específico de um sistema com densidade do estado fun-

damental n0(~r) e energia do estado fundamental ε0. Para o caso onde a densidade n(~r)

se iguala à densidade do estado fundamental n0(~r) que corresponde ao potencial externo

Vext, o funcional ε [n] então se torna o valor ε0. Uma vez que a energia do estado fun-

damental é unicamente determinada por n0(~r), o princípio variacional de Rayleigh-Ritz

afirma que

ε0 < ε [n]

para n 6= n0.
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Podemos escrever a energia do estado fundamental como

ε [n] = FHK [n] +
Z
Vext(~r)n(~r)d

3r, (D.6)

onde FHK [n] = hΨ [n] |T + V | Ψ [n]i é um funcional único e é o mesmo funcional da

densidade para todos os sistemas interagentes de N−elétrons. Portanto necessitamos
determiná-lo somente uma vez, e aplicá-lo para todos os sistemas.

D.2 As equações autoconsistentes

A energia do estado fundamental de um sistema interagente pode ser encontrada usando

o formalismo de Kohn-Sham [13]. A idéia desse formalismo é usar um sistema não

interagente auxiliar submetido a um potencial externo Vs tal que esse sistema tenha a

mesma densidade do estado fundamental do sistema interagente. Uma vez que obtivemos

essa densidade, podemos usá-la no funcional da energia Eq. (D.5).

No formalismo de Kohn-Sham as equações são resolvidas auto-consistentemente. O

potencial efetivo Vs depende da densidade eletrônica e o cálculo é iniciado supondo-se

uma densidade inicial. Esta densidade inicial nos dá um potencial Vs inicial, que pode ser

usado para encontrar as funções de onda e energias das partículas individuais, e com isso

uma nova densidade é obtida, que dará um novo potencial Vs. As equações são resolvidas

novamente e este processo é repetido até que a autoconsistência seja obtida, isto é, até

que a energia obtida em uma iteração seja suficientemente próxima da energia obtida em

outra iteração.

Vamos considerar um sistema não interagente de N-elétrons em um potencial externo

Vs. O hamiltoniano Hs deste sistema é dado por

Hs = Ts + Vs.

Vamos aplicar o teorema de Hohenberg-Kohn para este sistema que diz que há um fun-
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cional único de energia

εs [n] = Ts [n] +
Z
Vs(~r)n(~r)d

3r, (D.7)

onde Ts [n] é um funcional energia cinética de um sistema de N elétrons não interagentes

e portanto é um funcional diferente do funcional T [n] da Eq. (D.6).

A densidade do estado fundamental para o sistema não interagente é dada por

ns(~r) =
NX
i=1

|φi(~r)|2 , (D.8)

onde as N funções de onda de uma partícula φi(~r) satisfazem a equação tipo Schrödinger

"−h̄2
2m
∇2 + Vs(~r)

#
φi(~r) = εiφi(~r), ε1 ≤ ε2 ≤ ..., (D.9)

onde εi são os N autovalores mais baixos. Agora vamos encontrar um Vs(~r) de maneira

que o sistema não interagente tenha a mesma densidade do estado fundamental do sistema

interagente no potencial externo Vext. Para isso vamos reescrever o funcional energia ε [n]

do sistema interagente dado pela Eq. (D.5) como

ε [n] = Ts [n] +

hΨ [n] |T + V | Ψ [n]i− Ts [n]− e22
Z Z n(~r)n(−→ŕ )¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄ d3rd3ŕ


+
e2

2

Z Z n(~r)n(
−→
ŕ )¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄ d3rd3ŕ + Z

n(~r)Vext(~r)d
3r

= Ts [n] +
e2

2

Z Z n(~r)n(−→ŕ )¯̄̄
~r −−→ŕ

¯̄̄ d3rd3ŕ + Z
n(~r)Vext(~r)d

3r + εxc [n] . (D.10)

Na expressão acima somamos e subtraímos o funcional energia cinética Ts [n] do sistema

não interagente e também o termo de Hartree e2

2

R R n(~r)n(
−→
ŕ )

|~r−−→ŕ | d
3rd3r0. Definimos a soma

dos termos entre chaves como o funcional energia de correlação e de troca εxc [n]. Das
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equações (D.10) e (D.6) este funcional é dado por

εxc [n] = FHK [n]− e
2

2

Z Z n(~r)n(
−→
ŕ )¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄ d3rd3ŕ − Ts [n] . (D.11)

Portanto tudo que não sabemos a respeito da interação elétron-elétron foi colocado no

termo εxc [n].

Vamos fazer uma variação na Eq.(D.10) com respeito à densidade de partículas para

minimizar o funcional ε [n], isto é

δε [n]

δn (~r)
=

δTs [n]

δn(~r)
+ e2

Z n(
−→
ŕ )¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄d3ŕ + Vext(~r) + vxc [n(~r)] = 0, (D.12)

onde definimos o funcional potencial de correlação troca como

vxc [n(~r)] =
δεxc [n]

δn (~r)
. (D.13)

Vamos agora fazer uma variação na energia com relação a densidade de partículas para

o gás de elétrons não interagentes dada pela expressão (D.7), ou seja:

δTs [n]

δn(~r)
+ Vs(~r) = 0.

Comparando a equação acima com a Eq.(D.12) vemos que o potencial externo Vs(~r) deve

ser igual a:

Vs(~r) = vxc [n(~r)] + e
2
Z n(

−→
ŕ )¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄d3ŕ + Vext(~r), (D.14)

fazendo

VH = e
2
Z n(

−→
ŕ )¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄d3ŕ (D.15)

que é chamado de potencial de Hartree, temos

Vs(~r) = vxc [n(~r)] + VH + Vext(~r) (D.16)
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O método autoconsistente de Kohn-Sham funciona da seguinte forma:

1) fazemos uma tentativa inicial para a densidade n(~r) e a substituímos na eq.(D.16)

para encontrarmos Vs(~r);

2) resolvemos a Eq. (D.9) para as funções de onda e energia de uma partícula φi(~r)

e usamos a Eq.(D.8) para encontrarmos o novo valor de n(~r) = ns(~r);

3) repetimos os passos acima diversas vêzes até que as energias εi da Eq.(D.9) não

sejam muito diferentes de uma iteração para outra. Dessa forma teremos encontrado a

densidade n(~r) que é correta tanto para o gás de elétrons não interagentes como também

para o gás de elétrons interagentes.

Para resolvermos as equações autoconsistentes de Kohn-Sham é necessário fazermos

uma aproximação para o potencial de correlação troca vxc [n(~r)]. Para isso vamos des-

prezar a parte de correlação, que de acordo com Metzner, et al[18] tem uma contribuição

muito pequena, e usar aproximação da densidade local (LDA) “Local Density Aproxi-

mation” para a parte de troca. Nessa aproximação a energia de troca εx [n] é considerada

como sendo igual à de um gás de elétrons livres [19], ou seja,

εx(n) = −3
2
e2
Ã
3n4

8π

!1/3

e o potencial de troca é dado por:

vx(~r) =
dεx(n)

dn
= −2e2

Ã
3n(~r)

8π

!1/3
(D.17)

Como um exemplo da aplicação da DFT usando LDA vamos calcular a energia do

átomo de Hélio [21]. No sistema efetivo de unidades, a equação radial para o átomo de

Hélio é dada por: Ã
− d

2

dr2
− 4
r
+ vx(r) + 2VH(r)

!
u(r) = εu(r), (D.18)

onde

u(r) = rR(r), (D.19)
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onde R(~r) é a função de onda radial. O primeiro passo é resolver a Eq. (D.18) con-

siderando o potencial de Hartree VH(~r) e o potencial de troca vx(~r) inicialmente iguais

a zero e com isso achar um primeiro chute para a função de onda. Feito isso, podemos

encontrar o potencial de Hartree calculando a integral:

VH(~r) = 2
Z n(

−→
ŕ )¯̄̄

~r −−→ŕ
¯̄̄d3ŕ, (D.20)

onde

n(~r) =
2X
i=1

|φi(~r)|2 , (D.21)

onde φi(~r) é a função de onda do elétron que é dada por

φi(~r) =
R(r)√
4π
. (D.22)

Calculamos também o potencial de troca que é, no sistema efetivo de unidades escrito

como:

vx(~r) = −4
Ã
3× n(~r)
8π

!1/3
. (D.23)

Substituímos esses potenciais encontrados na Eq. (D.18) e a resolvemos novamente e

repetimos esses passos até que a mudança, de um loop para o outro, na energia ε seja

menor do que a precisão escolhida, que no nosso caso é de 0,001 eV . A tabela D.1 mostra

o valor da energia ε como uma função do número de iterações.

Vamos agora calcular a energia total do átomo de Hélio para comparar com o valor

experimental. A energia total de um sistema de muitos elétrons no sistema efetivo de

unidades é dada por[21]:

ET =
NX
k=1

εk −
Z
d3rd3ŕ n(~r)

1¯̄̄
~r −−→ŕ

¯̄̄n(−→ŕ ) + εxc[n]−
Z
d3rvxc[n(~r)]n(~r), (D.24)
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Tabela D.1: Auto-energia da equação radial do átomo de Hélio como uma função do
número de iterações..

iteração energia ε (eV)
1 -54,42143
2 -7,87984
3 -18,87676
4 -12,07769
5 -15,65336
6 -13,55148
7 -14,71734
8 -14,04802
9 -14,42503
10 -14,21033
11 -14,33185
12 -14,26283
13 -14,30195
14 -14,27975
15 -14,29234
16 -14,28520
17 -14,28925
18 -14,28695
19 -14,28826
20 -14,28752
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uma vez que N = 2, e VH(~r) = 2
R n(

−→
ŕ )

|~r−−→ŕ |d
3r0, temos

ET = 2ε− 1
2

Z
d3rVH(~r)n(~r) + εxc[n]−

Z
d3rvxc[n]n(~r), (D.25)

onde εxc[n] é dada por

εxc[n] =
Z
d3rExc[n(~r)]n(~r),

onde Exc[n(~r)] é a energia de correlação e troca por partícula. Na aproximação LDA,

considerando somente a parte de troca, a expressão (D.25) é dada por

ET = 2ε− 1
2

Z
d3rVH(~r)n(~r) + εx[n]−

Z
d3rvx[n]n(~r), (D.26)

onde εx[n] =
R
d3rEx[n(~r)]n(~r) e Ex[n] = −3

³
3
8π

´1/3
(n)1/3 [19]. Portanto, temos

ET = 5, 3219 Ry = −72, 4095 eV

Uma vez que o valor experimental para a energia do átomo de Hélio [22] é igual a

−78, 995 eV , obtemos uma diferença de 9,1% em relação ao nosso cálculo.
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Apêndice E

Publicações

E. de P. Abreu, R.M. Serra, P.D. Emmel

The effect of combination of magnetic field and low temperature on doped

quantum wells, Physica E 11, 190 (2001)

Eduardo de Paula Abreu and Paulo Daniel Emmel

Light Absorption of a Random Planar Array of Quantum Dots; The Effect of

Size and Density

Proceedings of the CIMTEC- International Conferences Modern Materials

and Technologies, Florença, Itália, 14 a 18 de Julho de 2002.
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