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Resumo

O presente trabalho apresenta um método geométrico de caracterizacao e quantifi-
cacao de emaranhamento para sistemas de dois qubits baseado em mapas nao unitérios.
Introduzimos novos parametros para o operador densidade de estados, de tal forma que
o produto dos autovalores, dois a dois, adquirisse a forma de distdncias quadraticas no
espaco quadridimensional, estas distancias obedecem a métrica de Minkowski. Quando
tais distancias quadréticas forem nao negativas o sistema é dito separdvel, por outro lado
quando forem negativas o sistema estd emaranhado. As distancias quadraticas propostas
sao invariantes por transformacoes unitédrias e podem ser representadas graficamente em
um espago de fase hiperbdlico parametrizado, onde uma andlise quantitativa pode ser
realizada e até mesmo trajetérias podem ser tragadas. O método é extendido para uma
classe maior de estados de variedade D-7, isto é, com até sete pardmetros independentes,
através do uso de teoria de grupos, onde classificamos os estados de acordo com as sime-
trias de seus sete geradores, sendo que um deles comuta com todos os outros. O método
¢ ilustrado ao longo do trabalho com uma série de exemplos presentes na literatura.
Por fim, estudamos as quebras de simetria em sistemas de Heisenberg de dois qubits
procurando assinaturas de transicoes de fase quanticas de primeira ordem nas distancias

propostas e em suas derivadas.
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Abstract

In the present work we present a geometric method to identify and measure the
degree of entanglement of a two-qubit state. It is based on writing a map of the system
state, from a non-unitary transformation. By introducing new parameters for such
4X4 matrix, the product of eigenvalues, two by two, acquire the form of squared 4D
distances, having a Minkowski metric. If the squared distance is of the kind timelike,
i.e.non-negative, the two-qubit system is separable. Otherwise, if it is spacelike, namely,
the squared distance is negative, the two qubits are entangled. Besides being invariant
by unitary transformations on the system state, the distances can be represented in a
hyperbolic parameterized phase space, allowing a suitable graphic representation, i. e.,
in a phase space where the system trajectories can be drawn. The method is extended
to a large class of 4x4 positive matrices having at most seven independent parameters,
the D-7 manifold class. Using group theory methods we classify these states according
to the symmetries of seven generators, where one of them commutes with the others.
We illustrate the method and the theory by presenting several two-qubit systems found
in the literature. We also study the symmetry breaking and the criticality in two-qubit
Heisenberg Models, looking for signatures of quantum phase transitions in terms of the

squared distances as well as in its derivatives.
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Capitulo 1

Introducao

Objeto de estudo desde 1935 [1], o emaranhamento ¢ um dos mais interessantes e
primordiais fenémenos que aparecem no universo quantico. Nao é apenas uma fonte
importante de novas e intrigantes aplicagoes, como o teletransporte quantico [2], a cod-
ificacdo densa [3] e a criptografia quantica [4], entre outros, mas é também uma fonte
essencial para o entendimento das manifestacoes da natureza a niveis microscopicos e
mesoscopicos. Tradicionalmente tratou-se emaranhamento como uma correlagao tipi-
camente quéantica, essa correlacao se estabelecia entre certos graus de liberdade de sis-
temas que estiveram em contato por algum periodo e que, mesmo depois de separados,
permaneceram quanticamente correlacionados. No entanto, sistemas reais podem ap-
resentar nao apenas correlagoes cldssicas ou quénticas isoladamente mas também uma
mistura dessas. De forma mais geral, o emaranhamento pode ser entendido como uma
subta manifestacao da natureza e é muitas vezes interpretado como contraintuitivo,
devido a sua natureza nao local. Ainda na decada de 1960, J.S. Bell [5] propos desigual-
dades inomogéneas que permitiam caracterizar um sistema quéntico dentro da realidade
local e nao local, essas desiguladades despertaram um grande interesse da comunidade
cientifica e se seguiu a elas uma intensa discussao sobre a completeza da teoria quantica
e sobre o realismo da hipétese quantica de medida.

Nos anos 1990s o foco de estudo dos fendmenos quénticos se desviou ligeiramente
a partir do estabelecimento de um critério de determinacao de separabilidade para sis-

temas de baixa dimensao no espago de Hilbert, esse critério ficou conhecido como trans-



posicao parcial (TP) ou critério de Peres-Horodecki (PH) [6, 7]. A partir dessa década
iniciaram-se os trabalhos para determinacao da separabilidade e mais ainda para quan-
tificagdo do emaranhamento em si [8, 9, 10]. Esses critérios, normalmente se baseiam na
construcao de um novo operador a partir do operador densidade de estados original do
sistema por meio da realizacao de mapas, seguindo-se a isso a andlise dos autovalores
do novo operador. No critério de PH, por exemplo, o estado descrito pelo operador
densidade é mapeado pela transposicao dos graus de liberdade de um dos subsistemas e
esse novo operador, parcialmente transposto, que nao representa diretamente um estado
fisico, pode apresentar autovalores negativos, o que caracteriza emaranhamento. Note
que o critério todo estd condicionado ao mapa realizado, que deve ter certas caracteris-
ticas com relagao a positividade, de forma a ser capaz de apontar os graus de liberdade
que permanecem emaranhados.

Recentemente o estudo desses mapas revelou uma outra faceta do emaranhameto,
a geometria do emaranhamento. O estabelecimento das chamadas testemunhas de
emaranhamento [7], em outras palavras, de operadores escritos a partir dos mapas,
capazes de identificar estados emaranhados com a vantagem de serem observaveis, deu
ao estudo do emarranhamento um cunho absolutamente geométrico, uma vez que uma
testemunha de emaranhamento faz a varredura do espago em busca de estados emaran-
hados, para tal, a geometria do espago passou a ter primordial importancia. Faremos
um breve apanhado das representagoes geométrica usuais no Capitulo 2.

Nesta tese apresentaremos uma interpretacao geométrica para estados emaranhados
[11] que difere das jd conhecidas na literatura [12], uma vez que nao se baseia no uso de
testemunhas de emaranhamento mas sim no estabelecimento de distancias préoprias entre
um estado emaranhado e seu correspondente separdvel mais préximo, os estados sao
escritos num espaco proprio de pardmetros, caracterizado pela métrica de Minkowski, o
que nos permite nao apenas determinar quantitativamente a fronteira entre os espagos de
estados separdveis e emaranhados mas também tragar trajetérias para estados dindmicos
num espaco de paradmetros construido em analogia ao Diagrama de Minkowski.

De forma mais especifica, utilizamos um operador densidade de estados p para sis-

temas de dois qubits e fazemos uma abordadem baseada nas suas simetrias de reflexao, o



que representa, per se, uma forma mais geral de interpretar a TP. Para isso, precisamos
escrever cada operador p em termos de seus vetores de polarizacao (VPs) e de seus ele-
mentos de matriz de correlagdo (MC), na forma conhecida como forma de Fano, o que
é uma forma equivalente de expressar p sem perda de generalidade, uma vez que existe
uma correspondéncia um a um entre os elementos do grupo SU(2), que transformam
cada qubit e SO(3) que transforma os VPs e os elementos de MC no R3.

Em seguida, iniciamos a representagao do espaco de pardmetros estabelecendo dis-
tancias quadraticas com a métrica de Minkowski s> =t 2 — 7 2, em que as varigveis do
espaco-tempo t, x, y e z agora sao descritas em termos dos VPs e dos elementos da MC.
Esse procedimento nos permite estabelecer a projecao plana do hiperespaco quadridi-
mensional no plano t? vs. 72, que mais adiante chamaremos de espaco de fase. Na
relatividade, cada ponto do hiperespacgo caracteriza um evento, no léxico préprio dessa
teoria eventos situados na regiao t? > 72 sao chamados tipo-tempo e eventos situados
em t? < 72 sdao do tipo-espaco. Esses eventos sao separados, portanto, por uma super-
ficie conica, o cone de eventos, cuja projecao plana é uma reta a 45°no plano t? vs. 7 2.
Ap6s sofrerem reflexdao de uma particula os estados quanticos podem ser caracterizados
sob 0s mesmos aspectos geométricos, isto é, descritos no plano t? vs. 7 2, onde poderao
ocupar a regiao t? > 2 sendo caracterizados como tipo separdvel ou a regido t? < 7 2,
em que serao caracterizados como tipo emaranhado em analogia a relatividade. esses
estados podem ainda transitar entre uma e outra regiao estabelecendo trajetérias, no
caso de estados dindmicos, isto é, quando os parametros tem dependéncia temporal.

Focamos nossa abordagem a estados representados por matrizes 4 X 4 pertencentes a
classe de variedade D-7, ou seja, que possuem sete parametros independentes. A maioria
dos estados presentes na literatura, sejam eles estdticos [6, 7, 15, 16] ou dinadmicos
[13, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23], se enquadram em um caso particular dos D-7, e sdo
amplamente conhecidos como estados X. Toda a abordagem desenvolvida nos Capitulos
3 e 4 é relativa a esta classe particular de estados.

Ainda no Capitulo 3 mostramos uma série de exemplos de estados largamente con-
hecidos na literatura e seu comportamento no espaco de parametros. Inclusive estados

dindmicos, como é o caso de [19]. que apresenta morte stibita de emaranhamento, ou



ainda o estado de [23]|, que apresenta repetidas mortes e renascimentos do emaran-
hamento. No Capitulo 4 estabelecemos uma medida de emaranhamento baseada nas
distancias quadréticas e a comparamos com as medidas algébricas usuais, a concurrence
de Wooters [8] e a negatividade de Werner-Vidal [10].

No Capitulo 5, estabelecemos, via teoria de grupos, a invaridncia das distancias
quadréticas s? =t 2 — 7 2 para todo subconjunto dos D-7, mostrando que o método se
aplica também a estados com outras simetrias que nao apenas ao j4 tradicional estado X
[24, 25]. As simetrias dos estados e suas relagdes de comutacdo podem ser reveladoras.
Mostramos que dentre as 15 categorias de estados de variedade D-7, seis sé6 podem
representar estados separdveis, uma vez que seu espectro de autovalores nao se altera
sob a acao de reflexoes de uma particula por planos no R3, isto é transposicoes parciais.
Essa é uma caracteristica de simetria muito importante.

Finalmente, no Capitulo 6, buscamos reproduzir os resultados ja conhecidos de me-
didas de emaranhamento como assinatura de transi¢oes de fase quanticas [26, 27], uti-
lizando a medida proposta no Capitulo 4, baseada nas distancias quadréticas. Para tal
trabalhamos com cadeias de spins, interagindo com os primeiros vizinhos. Os modelos
abordados aqui sao bastante simples mas ilustrativos uma vez que nos possibilitaram
reproduzir os resultados para o modelo de Ising, modelo XXX com campo externo e o

modelo XXZ.



Capitulo 2

Geometria do Emaranhamento

2.1 Geometria dos Estados Quanticos

O estudo geométrico tradicional de estados quanticos consiste na determinacao de dis-
tancias, dentro de uma métrica prépria, entre dois estados que possuam caracteristicas
distintas e excludentes, por exemplo, a quantidade de emaranhamento pode ser car-
acterizada pela determinacao de quao distante um estado se encontra da regiao de
separabilidade (isto ¢, do correspondente estado separdvel geodesicamente mais prox-
imo). Existem diversas possibilidades de métricas para a caracterizagdo geométrica dos
estados dependendo do método aplicado e da geometria do espaco onde o estado estd
representado.

A seguir mostraremos as representagoes pictéricas usuais para o problema da separa-
bilidade de estados, bem como algumas caracteristicas inerentes aos métodos baseados

em mapas positivos e seus isomorfismos com estados quénticos.

2.1.1 Positividade dos Mapas e Estados Quanticos

As transformagoes de estados fisicos que descrevem processos reais, s2o sempre represen-
tadas por mapas ditos completamente positivos, o que garante a positividade da matriz

densidade final, no entanto, por motivos operacionais, muitas vezes € interessante tra-



balhar com mapas nao-completamente positivos. Para tal é necessédrio defini-los e ainda,
relaciond-los aos estados quanticos.
Abaixo seguem alguns teoremas e defini¢oes de interesse para um mapa genérico P

de um dos subsistema, representado por sua matriz dindmica Dy = [® ® 1] [28]:

Teorema de Jamiolkowski: Um mapa linear P ¢ POSitivo {i) S 73} se, e somente

se, a matriz dindmica correspondente Dg for positiva em blocos.

Teorema de Chot: Um mapa linear d ¢ completamente positivo {i) € CP} se, e So-

mente se, a matriz dindmica correspondente Dg for positiva.

Definicao 1: Um mapa linear P ¢ completamente co-positivo {Ci) € CCP} se 0 mapa

T ¢ completamente positivo, em que T representa o mapa de uma transposi¢ao.

Definicao 2: Um mapa linear P ¢ super-positivo se {Ci) € 373} & (@,@) > 0 para
todo U € P, em que ((i), @) = <D<1>,D\I;> =Tr <l§;f)\p> =Tr <Dq>D\1;) .

Os mapas superpositivos nao sao tao faceis de descrever explicitamente, por isso, sao
normalmente descritos em relacao outras caracteristicas de positividade. Por definicao,
desde que um mapa P seja dito super-positivo ele é também simultdneamente comple-
tamente positivo e completamente co-positivo, isto é, para um sistema bipartite, para

N = 2. Veremos que para N > 2 isto ndo ocorre necessariamente [7, 29].

2.1.2 Representacao Grafica dos Mapas em Termos de sua Pos-
itividade

Apesar de haver diversas formas de representacao gréfica de mapas que preservam o

trago (inclusive a representacdo por meio de um tetraedro circunscrito em um cubo,

cujo os vértices sao operadores de Pauli [7]). Usualmente, em 6ptica quantica e infor-

magao quantica, condicionou-se representar estados e mapas graficamente como con-

juntos compactos, semelhantes aqueles utilizados para a representacao de sistemas em

contato com o meio ambiente e que remontam & fisica estatistica e anteriormente a teoria

dos conjuntos.



A representacdo do conjunto dos mapas (e de seus estados isomérficos, como vere-
mos a seguir) em um conjunto convexo, é no entanto, uma analogia pictérica, que nao
representa o espaco de Hilbert em termos de suas varidveis. Nessa representacao fica
claro que todos 0s mapas super-positivos estao contidos no conjunto dos mapas comple-
tamente positivos, que por sua vez estd contido no conjunto dos mapas positivos. Essa

relagdo estd muito bem representada no diagrama (veja a Fig.2.1.a).

(a) (k)

Figura 2.1: Representacao de Mapas: (a) Conjunto dos mapas positivos P e seus sub-
conjuntos CP e SP. (b) Representacao de CcP como imagem de CP com relagdo a

transposicao onde SP = CPNCcP.

A representacao dos mapas completamente co-positivos C¢P nao aparece explicita-
mente no diagrama, mas ele pode ser entendido como a imagem de CP com relagao a
transposigao (veja a Fig.2.1.b).

E importante citar que outras caracteristicas desses conjuntos nao sao vistas a partir
do diagrama. Por exemplo, um mapa positivo pode sempre ser construido pela difer-
enca entre dois mapas completamente positivos. Para um qubit, todo o conjunto de
mapas positivos pode ser obtido pela combinacao de um mapa completamente posi-
tivo e um completamente co-positivo Ja para dois qubits é importante citar que um
mapa o que é simultdneamente completamente positivo e completamente co-positivo
(SP = CPNCcP), é também super-positivo, o que nao vale para N > 2 uma vez que
(8P C CPNCCP).

As representacoes graficas de estados quanticos, com relacao & separabilidade seguem

0s mesmos preceitos das representagoes dos mapas descritos acima, uma vez que pode-
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se estabelecer isomorfismos entre os espagos, conhecidos como isomorfismos de Jami-

olkowski.

2.1.3 Isomorfismos de Jamiolkowski

Existe uma correspondéncia direta entre estados e mapas lineares arbitrarios que preser-
vam o trago, o que nos permite associar um mapa agindo no espago dos estados mistos

M®) com um operador agindo no espaco de Hilbert Hy ® Hy [30].

. D A
o MW — MW — Do = ch =@ 1] (|¢*) (¢o*]). (2.1)
Na Tabela 2.1, apresentamos alguns mapas lineares e seus operadores Hermitianos
isomoérficos.
Mapa Linear ® : M) — (V) Operador Hermitiano Dg : Hpy2 — Hpye
Mapas Positivos P Operadores positivos em blocos D
Mapas Completamente Positivos C' P Operadores positivos D: estados mistos M
Mapas Super Positivos SP Estados quanticos separdveis M
Rotagoes Unitdrias (U bUT) Estados puros maximamente emaranhados (U ® i) ‘¢+>

Tabela 2.1: Isomorfismo de Jamiolkowski

Esta dualidade entre mapas quéanticos e estados quanticos é muito util para a inves-
tigacao de portas légicas baseadas em operagoes unitdrias e é também baseada nessa
interpretacao que se estabelecem as representagoes geométricas usuais de estados quanti-
cos. Tais representacoes nada mais sao do que analogias graficas dos espagos dos mapas
em espacos dos respectivos estados quanticos isomérficos. Sao representagoes pictéricas

e estdticas desses estados. (veja a Fig.2.2)

2.2 Separabilidade e Mapas positivos

Um estado p é dito separdvel se ele puder ser representado em termos do produto de

estados



(a) (b)

Figura 2.2: Representacao do Isomorfismo de Jamilkowski. (a) Espaco dos mapas. (b)

Espaco dos estados fisicos.

Poep = D _UiD) @ pY. (2.2)
J

apesar da simplicidade dessa definicao, a decomposicao de um estado separdvel nao é
tao simples de se obter, e nao é tnica. No entanto, o conjunto de estados separaveis
¢ um conjunto convexo, o que liga o problema da separabilidade intrisicamente a posi-
tividade de mapas via isomorfismo de Jamiolkowski. Essa ligacao entre separabilidade

e positividade de mapas fica bastante clara em Horodecki [7]

2.2.1 Transposicao Parcial

Um estado separavel é positivo por TP quando
AT 7 ~\ A ~AN\T _ ~B
pht = <T1®1> Pep = 0 (1) @p] =0,
J
ou em outras palavras o critério dito é estabelecido da seguinte forma.

Critério 1: Estado Ndio Separdvel: Se p' # 0 o estado p é emaranhado.

Note que o critério se baseia na aplicacao de um mapa (T ® i) p e a positividade
desse mapa estd intrinsecamente relacionada a separabilidade conforme estabelecido em

[7].



Critério 2: Mapas Positivos: Um estado p é separdvel se, e somente se, p' = (Ci) ® 1) P

for positivo para todo mapa positivo P.

Um mapa d estd relacionado via isomorfismos de Jamiolkowski com estados positivos
por transposicao parcial (PTP ou separdveis) uma vez que SP € CPNCcP, em outras
palavras um mapa completamente co-positivo @ implica que Td seja completamente
positivo (Defini¢ao 1) e portanto que (’f d® i) p > 0 para qualquer p. Logo, se o mapa
completamente co-positivo resultar na positividade de (Tci) ® i) p entao ele estard no
subspaco de interseccao CPNCcP pois serd super positivo SP, o que induz & positividade
da TP, mas isso ocorre apenas para estados 2x2 e 2x3. Em outras palavras, em sistemas
de dimensao maior a positividade da transposicao parcial nao garante a separabilidade,

uma vez que SP C CPNCcP (veja a Fig.2.1.b).
Critério 8: Peres-Horodecki: Um estado p ¢ separdvel se e somente se p'* > 0.

Note ainda que a suficiéncia deste critério baseia-se na positividade de p' = (<i> ® 1) 0,

o que nos permite dizer que T'r <ﬁ’p> > (0 para um projetor qualquer P ,
PPo= Y o) (0] 0.) (6
J
Tr (,5/13 = Z<¢k|ﬁp|¢k>;

k

escrevendo em termo da decomposicao espectral de p

> (el PPlgy) = ZZA (D] 6,5 (9] 0.) (0u] &)
= ZZA ¢k|¢>><¢\9 (0u] 1)

= Z)‘k ¢k|9u 9u‘¢k>
k

= D A lOu] o)l
k

uma vez que A |(0] ¢,)|> € sempre positivo para uma )’ positiva, com A\ > 0. O

adjunto de p’ também segue o mesmo raciocinio, entdo, T'r [i) (CTD ® i) ]5] > 0 o que nos
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leva a T'r (ﬁ%) > 0 a partir de Eq.(2.1) com P= ‘gz5+> <¢+{ . Logo, a positividade de
p' implica na positividade de T'r <ﬁ%> . A seguir, veremos que % =W , € dita uma

testemunha de emaranhamento.

2.2.2 Testemunhas de Emaranhamento

Tradicionalmente a estrutura dos estados quénticos é analisada geometricamente através
de mapas positivos utilizando-se as chamadas testemunhas de emaranhamento. Essas

testemunhas sao definidas da seguinte forma:

Lemma 1 Para qualquer estado emaranhado p existe uma testemunha de emaran-

hamento W.

Os operadores W estéo relacionados com mapas nao-completamente positivos (non—
CP) &, por meio de uma matriz dinamica Dg, veja Eq.(2.1), em que W = % deve ser,
por definicao, positiva em estados produto, o que garante a condicao de separabilidade
quando T'r (W,b) > 0. Existem vdrias realizagoes possiveis para Do (31].

Qualquer testemunha W pode ser representada como uma linha fora do espaco das
matrizes densidades separdveis, como ilustrado na Fig.2.3. Os estados exteriores a essa
linha sao ditos emaranhados uma vez que obedecem sempre a T'r (W,b) < 0.

E importante dizer que a andlise da testemunha W ¢ mais fraca do ponto de vista
tedérico do que a andlise direta do préprio mapa d sob o critério (@D ® i) p > 0. No
entanto, um mapa non —CP nao pode ser realizado na natureza, enquanto a testemunha

é um observéavel que pode ser medido.

11



Figura 2.3: Representacao das testemunhas de emaranhamento. A testemunha W; é
mais otimizada uma vez que também visualiza os estados emaranhados captados pelas

testemunhas W7 e Wj.
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Capitulo 3

Interpretacao (Geométrica da

Separabilidade

Neste capitulo daremos especial atencao a um método geométrico de determinacao da
separabilidade que nos permite fazer uma divisao formal do hiperespaco em subspacos de
estados separdveis e emaranhados, inclusive com a determinacao de trajetérias para es-
tados que evoluem no tempo. Esse método nos permite uma nova interpretagao grafica,
distinta das representagoes usuais descritas no capitulo anterior e largamente encon-
tradas na literatura [18, 12].

Estabeleceremos distancias quadraticas similarmente aquela desenvolvida na rela-

2 mas agora com as varidveis

tividade restrita sob a métrica de Minkowski, s> =t 2 — 7
s,t e r com suporte compacto [0, 1] ao contrario da relatividade em que podem assumir
valores de [—00,00]. Ainda de maneira similar, é possivel estabelecer um diagrama de
Minkowski, em que os estados sao separados por um cone de eventos e a regiao interior
ao cone caracteriza estados do tipo tempo e a exterior dos tipo espaco. No entanto,
como agora as varidveis de tempo e espago sao escritas em termos das componentes dos
VPs e do elementos da MC do estado p, a fronteira do cone de eventos, determinara a
separacao entre estados do tipo separdvel de estados do tipo emaranhado.

Apesar de ser fortemente baseado no critério TP o método tem uma interpretacao

muito diversa e sua representagao gréfica é muito mais evidente que as usuais (veja as

Figs. 2.1, 2.2 e 2.3), descritas no capitulo anterior, pois executa uma divisao formal do
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Figura 3.1: Diagramas de Minkowski: (a) Projegdo do cone de eventos no plano. O
léxico da relatividade aparece entre paréntesis. (b) Analogia do cone de eventos no

hiperespaco para estados quéanticos.

1

espago de fase' em termos dos novos parametros {ti,us, vy, wy}. Os estados passam

a ser representados por pontos ou trajetérias num plano t?F versus V2, com V; carac-
terizando as distancias no hiperplano (u4, v+, wy). Dessa forma observamos dois sub-
spacos restritos, separados pela projecao da superficie conica assim como no diagrama
de Minkowski no plano, isto é, pela reta a 45° passando pela origem, como mostrado
na Fig. 3.1. Um estado fisico possuird distancias s; = t2 — V;> > 0, sempre positivas,
portanto, estard restrito & regiao ti > V2 isto ¢, acima da reta tracejada indicada na
Fig. 3.2 a. Por se tratar de uma reflexao, isto é, uma transformacao nao unitdria, a
transposicao parcial amplia o espaco tornando possivel a existéncia de distancias nega-
tivas para estados fisicos emaranhados. Assim um estado parcialmente transposto, cuja

T

distancia é definida segundo a mesma métrica, (s-

; )2 =12 — (ViT)2 nao estard mais

INessa tese chamaremos de espaco de fase, o espaco de pardmetros caracterizado pela métrica
de Minkowski, onde as trajetérias do estado quéntico podem ser tragadas, em particular, definimos
as varidveis que t1 e V? em analogia ao espago-tempo da relatividade. Apesar da nomenclatura ¢
importante notar que t3 e V;? ndo sdo varidveis canonicamente conjugadas como no formalismo da

mecanica cléssica.
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restrito a regiao t?F > (ViT)2 e poderd estar em qualquer ponto da regiao positiva do
plano tgt vs. (V;T)2(Veja a Fig. 3.2.b). Neste plano, entao, serd possivel diferenciar as

regioes relacionadas a estados separdveis e emaranhados.

t2 0 2 2 t2 1 /ﬂ
& = 2’ o .
T t:F > (I f) ¥ Tipo Separdvel o v
Serars ) 2 A 5
p fisica 25 (a0 |4 S
o =
,’ éf
,’_{-"T%pg.f:‘iiﬂw‘anhada-- sl
a2 T2 %
=) &

>, -

V)2 < T\ 2
(a) (Vi) (b) (Vi)

Figura 3.2: Espaco de parametros: (a) para estados fisicos p e (b) para seu correspon-

dente parcialmente transposto p'4.

Ainda por ser construido em torno de caracteristicas de simetrias dentro de uma
métrica bem determinada, o método nos permite analisar as simetrias de reflexao e as
caracterfsticas de invaridncia dos autovalores da matriz parcialmente transpota, cujos

VPs e os elementos de MC sofreram reflexdo de uma particula por um plano no R3.

3.1 Vetores de Polarizacao e Matriz de Correlagao

Utilizando operadores unitarios de Pauli {i, Oz, 0y, &Z} podemos reprensentar um estado
puro mais geral de um qubit, pelo operador densidade na forma p = % (i +7- 5), (veja
o Apéndice A), em que 7 = (&) ¢ um vetor em R®, com |f| = 1, e as propriedades
Trp =Trp* = 1.

Um estado misto geral tem a mesma estrutura

p_%(#&-ﬁ), (3.1)
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—

2 —
P| <1 em que P é definido como vetor de polarizacao. Sob uma transfor-

com Trp* =
magao unitéria geral U (y,n) = exp (iyn - G/2) o operador de estados Eq.(3.1) torna-se
P =3 (i—i—c?-ﬁ’) com

P =nn-P +cosy (P—ﬁ-ﬁﬁ)+sim]3xﬁ, (3.2)

em que N é um vetor unitdrio, ao redor do qual o sistema é rodado por um angulo

(0<~y<2m) e ‘]3’ = ‘13 . Entao, uma rotacao no espago de Hilbert no estado p é

isomorfica a uma rotagao do vetor de polarizacao P o R3, P = ? . ]3, sendo ? um
diddico associado a uma matriz R. Transformacoes anti-unitdrias incluem também as
reflex0es, e tais operagoes sao feitas pela conjugacdo complexa, U (vy,n) — KU (y,7n) e
a matriz R se transform em R que difere pela mudanca de um sinal no elemento Ras,
nominalmente, Ros — — Ras.
O estado de dois qubits mais geral (puro ou mixto tragando sobre os N — 2 subsis-
temas) pode ser escrito na forma de Fano [32]
1 /. A - _— —
,bzﬁ(11®12+11®52'P2+51'P1®12+51'M'52)- (3.3)
Essa forma de Fano é conveniente para o estudo de estados quénticos, uma vez que
a separabilidade pode ser analisada observando o compotamento das correlacoes M ;,
note que, quando o diddico ﬁ puder ser escrito da forma do produto <]\_4> = 6152, onde
51 atue apenas no subspago da particula 1 e ng atue apenas no subspaco da particula

2 teremo uma matriz densidade de estados particular
. L /s - - = B = B o3 - 5 = o
ppartzﬁ (11®1Q+11®02'P2+O'1'P1®12+ <O'1' Ql) (%9 <Q2'O’2>)

que é separdvel e cujas particulas tem independéncia estatistica.
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A Eq. (3.3) é escrita na forma matricial como

1+P1,z+P2,z+Mzz

1 P2,x + iPQ,y + Mzw + isz

Piy —iPry + M,, —iM,,
My + My, + i (Myy — My,)
1-P .+ P.— M,
Pyy+iPyy — M., —iM,,

P, +iPy,+ M, +iM,,
My — My, + i (Myy, + M,,)

Mxx -

Py — 1Py + M., — 1M,
1+P,—PFP,— M,

Moy + My, — i (Myy — My,)
Py +aPy — My, —iM,,

My, — i (Myy + M)
Py — 1Py, — M, +1iM,,
Pyo — iPyy — My +iM,,
1-P,.—PFP,+M,,

< <
em que 61 - M - 09 =), Moy, ® oy e M ¢ a forma diddica da matriz de correlagao

Mmz Mwy Mmz
M=| M, M, M, |. (3.5)
Mzw sz Mzz
com elementos M;; = (01,02,) =17(po1,02;); o primeiro (segundo) subscrito i (j)

estd associado ao qubit 1 (2) e |M;;| < 1. Um estado de dois qubits tem as seguintes
propriedades:

(a) os VPs s@o escritos como ﬁ# => pk@,(f), em que @Lk) (= 1,2) é um vetor,
‘@fﬁ)‘ < 1, com o superescrito k caracterizando a direcao e

(b) o diddico é escrito como M = Dok pkégk)égk), com pesos p, € [0,1] e >, pr =1,

tal que a Eq. (3.3) fica escrita como

1 2 = — 2 = —
=1 (1 @ a) o (e G ). 36
k

Se o estado Eq.(3.3) ndo puder ser reduzido para a forma Eq.(3.6), entdo os qubits
estarao emaranhados.

Duas observagoes devem ser feitas:

(a) Se todos ‘C_jflk)‘ = 1, isto ¢, forem vetores unitarios, entao os estados (11 + Cjﬁ’“) : 51> /2
e <12 + @ék) . 52> /2 serdo puros, e se py # 0 para apenas um unico valor de k, k = ko,

entao p*? é puro.
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(b) Fazendo medigoes em p°?, a unica informagao que pode ser obtida é a dos VPs
e a de matriz M » Eq.(3.5). Os valores dos pesos p; permanecem desconhecidos.

Apesar da representacao (3.3) parecer mais complicada que a forma usual, escrita
em termos dos elementos de matriz de p;; = (i [p| j), 1,5 =1, .., 42, ela tem a vantagem
de revelar algumas caracterfsitcas interessantes sobre a natureza do emaranhamento.

As relagoes entre os VPs e os elementos de matriz usual é dada por

Py = ( PL:B Pl,y Pl,z ) = < 2Re (P13 + P24) 2Im (Pl3 + 024) 2 (Pu + P22> —1 )
(3.7)

Py = ( Py Poy P ) = ( 2Re (p1g + p3a) 2Im (pyo + p3g) 2(pyy +p33) — 1 ) :

(3.8)
Para a matriz (3.5) temos
2Re (p1y + pa3) 2Im (pog + pg1)  2Re(py3 — poy)
M = 2Im (pgy + psa) 2Re (pog — p1a)  2Im (poy — p13) : (3.9)

2Re (p1o — psa) 2Im (psq — p12) 1 —2(pag + ps3)
3.2 Transposicao Parcial e Simetrias de Reflexao

Fazendo a transposicao parcial em um qubit da matriz p, uma nova matriz p ** é obtida,
e de acordo com o critério da TP. Se a nova matriz tiver ao menos um autovalor negativo,
entao os qubits possuirao algum grau de emaranhamento. Logo, o método consiste em

fazer a transposicao parcial e analisar a positividade da matriz parcialmente transposta
~Th o 2 - ~
P = <1®T2),020,
em que TQ mostra que a transposicao é feita na particula 2. Como vimos, o mapa da
transposi¢ao parcial é positivo mas nao completamente positivo, podendo ter autoval-

ores negativos, a menos que o estado seja separdvel Essa é uma condig¢ao necessdria e

suficiente para atestar a separabilidade [7].

2Para a base computacional |1) = |11), |2) = [1]), [3) = [I1) e [4) = |||). Podemos verificar que
os vetores de polarizagao P, e os elementos da matriz de correlagao M permanecem invariantes sob a

mudanca de indices 1 = 2 e 3 = 4 na forma matricial p.
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Para uma matriz p expressa na base computacional, a matriz parcialmente transposta
p T & obtida fazendo as seguintes permutacoes dos elementos de matrizes p;, = poy,
P14 S Pogy P32 = Pa1y P3a = pPag (veja Apéndice B). Apesar desse procedimento nao
mostrar nenhum significado fisico, quando visto sob a perspectiva da matriz (3.3), ver-
ificamos a ocorréncia de mudangas locais nos VPs e na MC(3.5). Isto significa que o

vetor de polarizacao ]32, associado ao qubit 2, é substituido por sua imagem refletida

pelo plano cartesiano x — z no R®. As mudancas locais sio:

T
Pz—y = ]II*Z]P)2 = < P2,ac _P27y P27z > , (310)
em que
1 0 0
=10 -10 |,
0 0 1

e o mesmo se aplica ao segundo subscrito da matriz (3.5), I;M; - (Hg’z)T = Mf{y), a
matriz unitdria I; atuando no qubit 1 e IJ* no qubit 2, ambas as operagoes locais, o

que resulta em:

Ma::c _Mxy sz
2,—
MG Y = | M, -M, M, (3.11)

M., —M,, M.,

Isto evidencia que (3.10) e (3.11) ndo podem ser obtidas por transformacoes unitarias
no estado p. Para um estado na forma (3.3), uma operagao unitaria em @ - & faz apenas
uma rotagao R no vetor @, resultando em @’ - &. Para o quarto termo da Eq.(3.3), duas
transformacoes unitdrias sao aplicadas em 77 - <]\_4>1,2 - 09 resultando em &5 - J\? 12 02,
sendo M , = R; M »RI. Uma transformagao local unitéria, portanto, nao pode levar a

transposigao parcial em p. Uma discussdo mais completa é encontrada em Ref. [33].

3.3 Matriz na Forma X e Parametrizacao do Espaco

A fisica se torna mais transparente e a descricao do emaranhamento e separabilidade

adquire um entendimento mais claro se utilizarmos matrizes chamadas do tipo X, que
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¢ um caso particular de matriz com sete parametros independentes *,

1+ P+ P+ M, 0
.1 0 1+P,—P,— M,
. 4 0 My + Myy e (Myx o Mxy)
Moy — Myy + i (Mg + M) 0
0 My — My, — 1 (My:r + Mry)
Mg + Myy — i (Myy — Myy) 0 (3.12)
1—=P .+ P.— M, 0
0 1-P .- P+ M,

Do ponto de vista das reflexoes locais ela possui mais simetrias do que a forma geral
Eq.(3.3). A matriz X, Eq.(3.12), ocorre em muitos sistemas fisicos, alguns estados
emaranhados estdticos com VPs e MC dependentes de algum parametro intrinseco de p,
e ainda outros evoluindo no tempo, quando cada qubit interage com seu préprio banho
(meio ambiente) (por exemplo para dtomos de dois niveis ou para estados emaranhados
de duas cavidades, cada um interagindo com seu préprio reservatério) entao o tempo
torna-se um parametro adicional do estado [13, 19, 20, 21, 22, 23]. Encontramos ainda
esse tipo de matriz no caso de dois qubits interagindo via modelo de Heisenberg XYZ
no equilibrio térmico [27]. As propriedades da matriz (3.12) podem ser estendidas a
matrizes que, apesar de nao possuirem a forma X, possam ser reduzidas a esta forma
por transformagoes locais de similaridade.

;
Os VPs P, = < 00 Pi. > , k =1,2, (estdao na diregao z) e a MC torna-se

My, Mg, 0
Mip=| M, M, 0
0 0 M,

Agora introduzimos novos parametros, caracterizando as varidveis do hiperespaco,

3Uma discussdo mais detalhada desta classe de matrizes serd feita no Capitulo 5.
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. 1+ M, P,xP,

_—,—m—m———— u _——_——————

+ — 9 ) + — 2 )
ijx + jwyy lwyx + ijy

Vp = ——F——, € Wi

. (3.13)

todos com valores no intervalo [0,1]. Entao, os autovalores de Eq.(3.12) sao escritos

CcOomo

A= (Lo +W)/2,

Ao = (- —V11) /2,

Az = (t++V2) /2 e

Moo= (1= Va) /2, (3.14)
em que

Vi=yJut +vi+w? e Vo=/uZ +02 +wl. (3.15)

caracterizando uma distancia no hiperplano (u, vy, wy).
A transposigao parcial no qubit 2 corresponde a mudangas (t4, g, vy, wy) — (to, Us, V¢, W)

e os autovalores de p’ assumem uma forma similar

A= (V)
M= V)
M= (V)2 e
M= (V)

sendo

Vil = /u2 + 02 +w?, e Vo = Ju + 02 4w (3.16)

Comparando as Eq.(3.16) com as Eq.(3.15), observamos que os parametros u e v
tém seus sinais trocados. O conjunto de autovalores {)\ZT} pode ser obtido do conjunto
de {\;} fazendo as mudancas P, — —P,, e Mg, — —Mjp, (5 = z,y,2) ou equivalen-

temente, {vy, wy }—{vg, we}.
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3.4 Invariincias e Simetrias do Espectro de Auto-
valores

O critério de transposicao parcial ¢ colocado em uma perspectiva geométrica no R3,
quando analisamos as reflexdes dos VPs e dos elementos da MC, seja no qubit 1 ou no
qubit 2, por qualquer um dos planos cartesianos xz, ¥z, ry, ou por um plano arbitrario
passando pela origem do sistema de coordenadas (veja o Apéndice C).

Complementarmente, fazendo duas reflexoes de uma particula independentes em
(3.12), uma em cada qubit, veremos que nao hé alteragdes no espectro de autovalores
da matriz original.

A transposicao parcial pode ser colocada em perspectivas mais gerais, fazendo uma
reflexao local simples dos vetores associados a uma das particulas (131701, M 80 = (Mo, Mya, M.,)

para particula 1 e B, ]\2&75 = (Muy, Moy, M) para particula 2) seja pelos planos:

1. zx, onde o sinal das componentes y de uma das particulas ¢ mudado de + para —;
2. xy, onde o sinal das componentes z de uma das particulas é mudado de + para —;

3. zy, onde o sinal das componentes z de uma das particulas ¢ mudado de + para

—; ou ainda por um plano abittrério (veja o Apéndice C).

Essas reflexoes preservam o espectro de autovalores, isto ¢, o conjunto de autovalores
das matrizes refletidas ¢ invariante {\1, A, A2, AT}. Na Tabela.3.1 mostramos como

esse espectro é conservado,

)\T )\32*31) )\(1*96) )\(2*1) )\glfy) A(lfz) )\(2*2)

2— 11—z 2—x 1— 1—z 2—z
|G | 20 [ @) [0 [ ya-a) [ ye-2)

Tabela 3.1: Invaridncia do espectro de autovalores para diferentes reflexoes de uma

particula.
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Na Tabela 3.1 cada autovalor A=) corresponde a uma mudanca de sinal na particula
1 =1 ou 2, em uma das componentes o = z, y ou z do vetor de polarizacao f’m, e nos
elementos de MC Mag. Note que o ordenamentodas colunas 5 e 6 difere dos demais, mas
o espectro total de autovalores é preservado.

0] )\,(f_y) ¢ 0 k-ésimo autovalor da nova matriz (construida a partir da matriz (3.12))
para a qual as mudancas P», — —FP, e Mg, — —Mp, foram implementadas. De
fato, os vetores sao impares sob reflexao pelo plano xz. Mas note que o conjunto dos
autovalores{)\,(ffa)} permanece invariante. Logo, transpor parcialmente um estado é
equivalente a fazer qualquer reflexdo de uma particula sob qualquer plano cartesiano®.

Por outro lado, duas reflexdes de uma particula, consecutivas e independentes, fazem

o espectro retornar aquele do estado original p sem transposicao, cujos autovalores sao

sempre positivos, como mostrado na Tabela 3.2

)\’Elfx,fo) )\(173,/,273/) )\(17,2,272) )\Z

(2 (2

)\glf:v,2fz) )\glfy,2fz) )\(171,273,1) )\1

)\glf:c,2fz) )\élfy,2fz) )\4(1171,273;) )\2

)\glf:c,2fz) )\glfy,2fz) )\glfz,ny) )\3

)\Z(llfx,2fz) )\L(llfy,2fz) )\5171,277;) )\4

Tabela 3.2: Invaridncia do espectro de autovalores para duas reflexoes independentes.

Na Tabela 3.2 os superescritos tem o mesmo significado dos da Tabela 3.1 apesar de

agora existirem duas mudancas,

/\(Partl’cula # - coordenada que muda de sinal , Particula # - coordenada que muda de sinal)

4No Apéndice D refexdes por planos mais gerais, escritos em termos de angulos de Euler sdao abor-

dadas.
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3.5 Condicoes de Positividade e Separabilidade

Como cada autovalor \; toma valores no intervalo [0, 1], Podemos definir duas desigual-

dades a partir da multiplicacdo dos autovalores (51)2 =4\ )\, € (32)2 = 4A3)\y,
si=t2-V2>0 e s5=1-V7>0. (3.17)

Se indentificarmos, em analogia, o pardmetro ¢, como uma “varidvel de tempo” e
{tug,ve,wy} como “varidveis de espaco”’, entdo usando o lexico préprio de teoria da
relatividade, podemos dizer que s? e s2 sao distancias do “tipo tempo”, pois sao sempre
positivas, logo as igualdades na Eq. (3.17) definem uma superficie conica no hiperespago
de 4-D.

Fazendo o mesmo procedimento para os autovalores da matriz parcialmente trans-

posta p’, teremos desiguladades similares com (sip)2 = 4M\TAL e (32T)2 = 4NN

D= - 20 o (D=d-0)720 @)

agora interpretadas como um critério de separabilidade uma vez que as desigualdades
Eq.(3.18) poderao ser violadas. As distancias Eq.(3.17) sao sempre do “tipo tempo”
uma vez que o espectro de autovaloresoes é sempre positivo, logo elas nao nos fornecem
informagoes sobre separabilidade ou emaranhamento. No entanto, quando olhamos as
desigualdades Eq.(3.18) vemos que elas serdo violadas para qualquer valor negativo dos

autovalores®

. Se p conter algum grau de emaranhamento para o conjunto intrinseco
de parametros, entdao uma das distancias ((slT)2 ou (32T)2, ou até mesmo ambas), se
tornarao negativas, i.e., o estado serd dito do“tipo espago”. Ou ainda, usando palavras
mais adequadas, o estado pode ser identificado como tipo separdvel (separablelike) ou
tipo emaranhado (entangledlike), de acordo com o sinal de (35)2. Claramente as de-

sigualdades Eq.(3.18) sao violadas se o estado é emaranhado. Note ainda que as distan-

cias quadrdticas sao invariantes sob transformacoes de similaridade nos estados.

®Como )\1T + /\2T + )\g + )\4T =1, se AlT)\g >0e )\3T)\4T > 0, entao necessariamente {AlT, )\QT, )\3T, )\4T}
sao todos positivos. por outro lado se AXfAT > 0 e /\g";)\f <0 (urAl <0e /\3T/\Z > 0), entdo

necessariamente 3 autovalores tem o mesmo sinal e o remanescente tem o sinal oposto.
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A seguir apresentaremos, a representacao dos estados no espaco de fase t?F Vs. (ViT)Q,
que sao também escritos em termos dos parametros intrinsecos de cada estado, cujas
caracterfsticas com relacao & separabilidade e ao emaranhamento podem ser identificados
conforme o estado cruza a linha tracejada a 45° que é a fronteira dividindo o espac¢o de
fase em duas regioes ou subspagos dos estados separdveis aqui chamado separablelike e
subespago dos estados emaranhados aqui chamado entangledlike. Nas Figs. 3.3 e 3.4,
cada ponto (associado a cada valor do parametro intrinseco) nesse espago representa um
estado, as linhas sao portanto representacoes de sequéncias densas de pontos. Foram
escolhidos alguns exemplos fisicos amplamente difundidos dentre os muitos presentes na

literatura para exemplificar o método proposto. A Tabela 3.3 mostra os valores de VPs

e dos elementos da MC dependendo do parametro intrinseco para os seguintes exemplos:
1. W (Estado proposto por Werner [15], com |z| < 1);
2. PH (Estado proposto por Peres, Horodecki [6, 7],com 0 < x < 1);
3. Gis (Estado proposto por Gisin [16], com a > be 0 <z < 1);

4. Alm (Estado realizado experimentalmente por Almeida et al. [19], com |a|*+|3|* =

fl"t)

lep=1—e e

5. Das (Estado proposto por Das e Agarwal [23] todos os parametros dependem do

tempo exceto por x).

Na Fig. 3.3 a linha s¢lida representa o estado de Werner [15], como é bem conhecido,
este estado se torna separdvel para x < 1/3 (veja Apéndice D). A linha tracejada
representa o estado de Peres-Horodecki [6, 7], este estado fica na regido emaranhada
para x € (0,1] e é separavel para um tnico ponto x = 0. A Fig. 3.4 representa o
estado de Gisin [16] que depende de trés parametros intrinsecos, apesar de somente dois
deles serem independentes, cada linha corresponde a diferentes valores para o par (a,b)
enquanto x é variado Novamente o estado serd separavel para xr < W
Consideramos agora estados dindmicos, evoluindo no tempo, cada um com dois

qubits preparados inicialmente em um estado emaranhado, cada um dos qubits interage
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1.0

0.8- Separablelike PE

1.0
(V)

Figura 3.3: Espaco de fase, (grandezas adimensionais), para os estados de Peres-
Horodecki (linha tracejada) e Werner (linha sélida) variando o unico parametro interno;
Cada ponto representa um estado para um determinado valor de x, as setas indicam a
dire¢ao do aumento do parametro de 0 a 1, de acordo com a Tabela 4. A linha pon-
tilhada a 45° é a fronteria das regides de estado tipo separdvel (separablelike) e tipo

emaranhado (entangledlike).
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1.0

0.8 Separablelike

0.6
Entangledlike

0.4-
— |ab|=0.34
0.27 —— Jab]=0.39
—— |ab]=0.5
00 - T T T | T I ! | !
00 02 04 06 08 1.0

Figura 3.4: Espago de fase (adimensional) para o estado de Gisin, que depende de
trés parametros, mas com apenas dois independentes. Cada linha correponde a uma
sequéncia de pontos, estados, para valores fixados de a e b enquando x é variado em seu

dominio. Veja Tabela 4.
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[Soe | s 1 P 1 e iy

w 0 0 -z —x
PH 11—z 11—z —x —x
Gis 2 (a2 — b2) x 2 (b2 — a2) x —2xzab —2xzab
am || 2(la?+182p) =1 | 2(la +18%p) =1 | 2]al|Blecosé(1—p) | —2]|al|B|cosd(1 - p)
Das 2(a+b) —1 2(a+c)—1 2 (zg cosx — zy sinx) 2 (zg cosx — 2z sinx)
| state | Moy [ My [ M.,
W 0 0 —x
PH 0 0 1-2z
Gis 0 0 1-—2x
Alm 2|al[B]siné(1 — p) 28| || sin §(1 — p) 1-4181° 1 —p)p
Das 2 (zgsinx + z5 cos x) —2 (wp sinx + wy cos x) 1—-2(b+c)

Tabela 3.3: VPs e elementos de MC para os estados estaticos W, PH e GIS e para os

estados dindmicos Alm e Das.

com seu proprio reservatério. Na Figura 3.5 representamos um sistema produzido exper-
imentalmente por [19], inspirado na proposta de [13], onde os qubits nao interagem entre
si, apesar de estarem inicialmente emaranhados. Cada uma das linhas representa um
valor da razdo entre os parametros intrinsecos || / |3, que evoluem no tempo de acordo
com o parametro p =1—e p € [0,1). Quando p = % < 1 a fronteira é cruzada em
um tempo finito, o que indica a morte sibita de emaranhamento (MSE). Para outros
valores as trajetorias nunca cruzam a fronteira e o estado permance emaranhado para
todo tempo finito.

Na Fig. 3.6 estudamos o sistema de dois qubits interagentes [23]. Para o parametro
intrinseco ¥ = 0 os qubits nao interagem entre si e as trajetorias nunca cruzam a
fronteira. No entanto, para v # 0 uma drastica mudanga é observada pois a trajetoria
cruza diversas vezes a fronteira. Diversas mortes stbitas (MSE) ocorrem quando a
trajetoria cruza a fronteria indo da regiao dos estados emaranhados para a regiao dos

estados separdveis, e os renascimentos sibitos (RSE) ocorrem quando a trajetéria cruza

a fronteira no sentido oposto.
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t2

Separablelike

Entangledlike

Figura 3.5: Trajetéria no espago de fase para o estado dinamico de Almeida et al. [19],
dois dos parametros « e [ sao fixados enquanto o pardmetro p dependente do tempo é

variado de 0 a 1. O estado representado pela linha pontilhada e tracejada, que possui

/18] > 1,

stibita do emaranhamento como ocorre com as outras duas curvas As grandezas sao

adimensionais.

jorf /1]
\ 0.25
e 0.51
T - - - 1.02
04 06 08
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nao cruza a linha que separa os espacos e, portanto, nao sofre morte



Separablelike

O'OI'I'I'I'I'I'I'I'I'I'
00 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1.0
T)2
(V2)

Figura 3.6: Trajetéria no espago de fase para o estado dindmico de Das [23]. A curva
v = ( representa o sistema sem interacao entre as particulas, permanecendo emaranhado.
Na curva com v # 0 o estado evolui cruzando a linha que separa os espacos diversas
vezes, sofrendo mortes sibitas e sibitos renascimentos consecutivos, veja Tabela 4. As

grandezas sao adimensionais.
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Capitulo 4

Medida de Emaranhamento via

Distancias Quadraticas

4.1 Emaranhamento e Medidas

De fato, o emaranhamento pode ser entendido de forma simples: suponhamos que es-
tejamos interessados em dois subsistemas de igual importancia apesar de estarem lo-
calizados em dois laboratérios distintos. Possivelmente, devido & histéria passada do
estado, o sistema pode nao ser um estado produto como na Eq. (2.2), ou seja, € um op-
erador densidade no espaco composto de Hilbert H = (H ,®H ). De qualquer maneira,
podemos imaginar que um estado do subsistema do laboratério A é obtido tomando o
trago parcial sobre os graus de liberdade do subsistema em B tal que p, =Trg(p), o es-
tado resultante nao precisa necessariamente ser puro, exceto se p for puro. Podemos, no
entanto, analisar um caso simples de duas particulas (cada subespago H4 e Hp com dois
graus de liberdade), em que encontramos os quatro estados de Bell como base ortogonal
’¢i> e }@/zi> , nesse caso cada particula carrega o médximo de informagao possivel sobre
a outra. Esta propriedade de estados emaranhados pode entao ser utilizada em uma
série de aplicacoes modernas da teoria da informacao quantica, como o teletransporte
quantico, a codificacao densa e a criptografia quéntica.

Com relagao as medidas relacionadas a emaranhamento (genericamente E) podemos
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dividi-las em geométricas, algébricas e operacionais. As medidas ditas operacionais,
sao de certa forma abstratas, sao definidas implicitamente e necessitam de um grande
nimero de cépias, com certa fidelidade, do estado analisado para que haja um proced-
imento de otimizacao sobre todos os possiveis operacoes locais e comunicagao classica
(LOCC). Essas medidas nao serao tratadas aqui, para maiores informagoes consulte [34].

Algumas caracteristicas importantes das medidas de emaranhamento [35] s@o lis-
tadas a seguir; em que p e ¢ representam operadores densidade de estado e E(p), ou
analogamente E(¢), a quantidade de emaranhamento dos estados descritos por p e &

respectivamente.
1. Discriminancia: F(p) = 0 somente quando p € Mg, isto é, for separavel.

2. Monotonicidade: A medida deve ser monotonica sob LOCC, isto é, a quantidade

de emaranhamento E(p) > E(Ilocce (p)) ndo pode crescer sob LOCC.
3. Convexidade: E(ap+ (1 —a)d) < aF(p)+ (1 —a) E(6) com a € [0,1].
4. A respeito da caracteristica aditiva das medidas:
(a) Subaditividade: E(p® ) < E(p) + E (6) para quaisquer p e 6 € M
(b) Aditividade: E(p® 6) = E(p) + E (6) para quaisquer p e 6 € M
(c) Superaditividade: FE(p® &) > E(p) + E () para quaisquer p e 6 € M
5. Extensividade: E(p®") < nE(p)

6. Normalizacao: Estados maximamente emaranhados devem possuir E (p) = 1,

enquanto estado separdveis FE(d5) = 0.

7. Computabilidade: Deve existir um método eficiente de calcular F para qualquer

~

p.

4.2 Medidas Geométricas de Emaranhamento

Estabelecer uma medida geométrica de emaranhamento consiste em estabelecer uma

distancia dentro de uma métrica bem definida entre um estado qualquer p e o conjunto
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dos estados separdveis Mg, ou seu correspondente estado separdvel mais préximo &,.
Para que seja possivel a determinac¢ao de uma distancia D(p,d,) = E(p) entre estados,
a medida de emaranhamento F(p) deve possuir uma caracteristica importantissima a
discrimindncia (ou distinguibilidade) isto é, os pontos p e 75 devem ser distinguiveis,
podendo ser coincidentes, isto é D(p, &) = 0 somente quando a propriedade descrita no
item 1 é satisfeita.

Para a determinacao dessas distdncias precisamos definir algumas caracteristicas
préprias de distancias, de forma mais geral. E natural imaginarmos as distancias como
aquelas assimiladas na geometria plana de Descartes, no entanto, a distdncia deve ser
calculada de acordo com a métrica do espaco. Algumas caracteristicas gerais das dis-

tancias D entre dois pontos x e y sao:

e A distancia entre dois pontos é um escalar que serd igual a zero somente quando

os pontos forem coincidentes.
e Uma distancia é simétrica, ou seja, D (z,y) = D (y,x).

e As medidas de distancia satisfazem a desigualdade triangular D (z,y) < D (x, z)+

D (z,y).

Vamos tentar restringir ainda mais esta nocao de distancia no intuito de que as
defini¢oes acima se enquadrem na métrica. De fato, podemos dizer que uma distancia
obedega a seguinte propriedade homogénea de grau 1. D (az,ay) = aD (y,z) para
qualquer nimero nao negativo a, (0 < a < 1) o que caracteriza uma distancia de
Minkowski, em outras palavras qualquer conbinacao convexa de dois vetores no espaco
caracterizam uma linha reta na métrica bem definida, 2 = aZ + (1 —a) ¥ em que a
desigualdade triangular se reduz a igualdade D (z,y) = D (z,2) + D (z,y) .

Existem vdrias realizagoes possiveis de medidas geométricas, em geral aquelas que
relacionam a norma de um operador, como a norma trago [36], a distancia de Hilbert-
Schimidt [37], ou ainda, medidas relacionadas com entropia, que se comportam como
distancias no que concerne as propriedades acima listadas, como a entropia relativa de

emaranhamento [38]. Ambas baseadas na nocao de distancia da geometria plana.
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E importante notar que a medida s? = t2 — V;? est4 definida em Eq.(3.17) com a
métrica de Minkowski em que as varidveis do hiperespaco (hiperplano para sistemas de
dois gbits), {u+, v+, wy } aparecem multiplicadas por (—1) (veja Apéndice E). Desejamos
agora, nao apenas caracterizar a separabilidade, como ja abordado no capitulo anterior,
mas definir uma medida de emaranhamento no plano ti VS. (VZ-T)2, para tal, basta
definirmos o quao distante um estado, representado pelo ponto Fy na regiao t?F < (VZ-T)2
estd do correspondente estado separdvel mais préximo, para isso basta medirmos a
distancia entre o ponto Py e a reta que separa os subspacos de inclinagao 45°. A reta
é definida pela equagdo simétrica: r : 2. — (ViT)2 = 0 e o ponto serd definido como

Fo= ((VOTZ)Q 7t%¢> , no plano t22- (ViT)2 . A distancia de Py a r é

[5- 017,
D(P07 T) = )
(1) + (-1

em que [752qE — (V1) 2] representa a fungao 3 — (\/Z»T)2 calculada no ponto Py. Note que
Po
como hd a projecao do hiperespaco em um plano, a distancia serd aquela definida, no
plano, sobre o segmento de reta que liga o ponto Py a reta r, perpendicularmente a r.
2
‘t(%¥ B (VOTl) ‘
= 7% ’
2
(s5)
V2
T

Lembrando que na regiao onde hd emaranhamento a medida de (5-

D(PO,T’)

D(Po, ’l“) =

2
3 ) assume valores

T

negativos. Logo, nossa medida proposta de emaranhamento (s-

2 .,
; ) nada mais é do que

a medida da distancia entre um ponto Py na regiao 2 < (ViT)2 a reta que separa os
subspagos, a menos da normalizacdo da métrica (fator \%)

Essa medida serd proposta na segao seguinte como uma medida de emaranhamento
geométrica por construcdo, baseada na distancia Eq (3.18) na métrica de Minkowski
e apoiada fortemente no critério de TP. Sendo assim podemos dizer que se trata da
geometrizacao da TP no espaco de fase, mas antes mostraremos também algumas car-
acterfsticas das medidas algébricas de emaranhamento para que tenhamos uma base de

comparagao.
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4.3 Medidas Algébricas de Emaranhamento

Com o intuito de comparar os resultados obtidos vamos definir aqui algumas medidas

algébricas de emaranhamento em termos de nossos parametros (t4, u, vy, w4 )

A negatividade de Vidal-Werner (VW) proposta em [10],

N (p) = [|p"

| -1, (4.1)

Em que H[)TH representa a soma dos médulos dos autovalores de p’; o que em termos

dos parametros {¢,,t_, Vi, V" }, nos fornece
. 1
N(p) =5 [[t- + V| + [t = VT + [e + VR o+ [ty = V1] (4.2)

A concurrence introduzida por Wooters em [8] como medida de emaranhamento
bipartite (veja Apéndice F), é deduzida da matriz densidade, apés fazermos algumas

operacoes. Para um estado de dois qubits a receita consiste em :

1. (a) construir uma matriz densidade cujos spins foram invertidos, p, que pode ser
obtido do estado Eq.(3.3) mudando as orientagoes de ambos os PVs, (]31, ]32)
- (—13 1 ~P, 2);
(b) em seguida fazer o produto com o estado original pp;

(c) calcular seus autovalores e os ordenar tal que o maior autovalor seja A; (A; >
(/\27 )\37 )‘4))

(d) Finalmente, definir a concurrence como

€ (p) = max {0, V2 = (V2o + VA + VM) | (4.3)

Dizemos que se C' (p) > 0 entdo o estado p possui algum grau de emaran-
hamento, enquanto que para C'(p) = 0 o emaranhamento se torna nulo, isto

é, p é separavel.
Para uma matriz X, a concurrence assume uma forma simplificada

C (ﬁ) = max {O, Cl, CQ} s (44)
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com

C’lz\/v%—l—wi—\/t?_—u%, Co = Jvi +w? — /3 —u2, (4.5)

em termos dos novos parametros Eq.(3.13). O cédlculo detalhado estd no Apéndice F.

4.4 Medida de Distancia para Estados Emaranhados

A partir das distancias propostas Eq.(3.18) podemos efetivamente definir uma medida
de emaranhamento que além de simétrica, pois é baseada na distdncia geométria entre
ponto e reta dentro de uma determinada métrica, sabemos que serd também convexa

pois ela parte da métrica de Minkowski, assim
D (at2,aV?) = at2 — aV? = a (2 — V2) = aD (12, V?).

No6s iremos entao definir esta medida a partir da violagao das desigualdades Eq.(3.18),

T

. . ~ e 2 . ..
ou seja, verificando o quao negativa é a distancia (si ) . A essa medida de negatividade

em termos das distancias daremos o nome de Ny e a definiremos como
. 2 2
Nase (p) = masc {0, = (s1)°, = (s3)"} (4.6)

Note que esta quantidade varia monotonicamente no intervalo [0, 1]. Note ainda que

existe uma certa equivaléncia entre esta distancia Eq.(4.6) e a concurrence, uma vez que

2

para t> > u? e t2 > u} na expressao Eq.(4.5) e as desigualdades C; < 0 e Cy <0
devem ser satisfeitas para que nao haja emaranhamento, simultaneamente, o que nos
leva a

v3+wi+u2<t2_ e vi—i—w%—kuigti,

ou seja, coincide com as desiguladades propostas na Eq.(3.18). Logo, a condi¢ao para
separabilidade é equivalente para ambas as medidas a negatividade proposta Eq.(4.6) e
a concurrence.

Suponhamos ainda que Cy > 0 e Cy > C, entdao C (p) = C3 o que difere da medida

de distancia proposta (52T)2 =t — (VzT)2 (£ 0). No entanto, podemos encontrar uma

022+202\/ti —u? = — (S2T)2.
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Por fim, quando Cy = 0, necessariamente s = 0, e para Cy = 1, teremos /v + w? =

1+/t2 — u?, tal que a distancia assumird seu menor valor (sg)im =— (1 +24/t% — u%r) .
Assim (35)2 diminui monotonicamente de 0 até — <1 +24/t% — ui)

Finalmente analisaremos comparativamente as trés medidas (4.2), (4.4) e (4.6) em

alguns exemplos.

Entanglement Measure

1.0
i 1.0 //
(O] /'
0.84 3 °% 7
. o
] = o6 ;
0.6— g 0.4 1 ; '/
S —NglP |,2) Y /
g 024  _._._. C(pl,Z) ; /,
044 " o | | | /
1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 ,/'
- X ,/
0.2 N, (P 1,2)
i T N(pl,Z) ’
0.0 T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5
X

1.0

Figura 4.1: Medidas de emaranhamento (4.2), (4.4) e (4.6) para o estado de Werner,

como fungao do parametro intrinseco x. No gréfico principal estdo comparadas Eq.(4.2)

com Eq.(4.6) e no detalhe estd a comparcao entre Eq.(4.4) e Eq.(4.6). As grandezas sao

adimensionais.

Como pode ser visto na Fig. 4.1, para o estado de Werner, hd uma concordancia

entre as trés medidas, isto é, para as curvas se tornarem positivas o estado possui algum
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Entanglement Measure

Figura 4.2: Medidas de emaranhamento (4.2), (4.4) e (4.6) comparadas simultaneas-
mente para o estado de Peres-Horodecki, como funcao do pardmetro intrinseco x. As

grandezas sao adimensionais.
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) 0.7 Q*
S O 06 .o. '*
w 08— § 0.54 ‘o’ ] .’
CU = 0.4 0. **** *
D = Ny *
E 0.6 - g 031 :'*** '*
—— ' = 021 KX ¢
c S o °
) £ 014 ¥ |abl=0.34 *
L Ry L 2
GEJ 0.4 - 0.00.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
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LICJ * ® N(p,,)
00 o' * C(p,,)
0 08010 00044+ 00+ S+ QOB 1 | | .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.3: Medidas de emaranhamento (4.2), (4.4) e (4.6) para o estado de Gisin, como
fungao do parametro z. O grafico principal é para |ab] = 0.5, onde as trés curvas sao
coincidentes e no detalhe, em que |ab| = 0.34, coincidem apenas a concorréncia e a

negatividade de Werner-Vidal. As grandezes sao adimensionais.
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Figura 4.4: Medidas de emaranhamento (4.2), (4.4) e (4.6) para o estado dinamico de
Almeida et al [19]. O gréfico principal é para |« /|G| = 0.5123 (MSE em p ~ 0.5) e o

detalhe para |a] / |5] = 1.0202 em que nao hd MSE. As varidveis sdo adimensionais.
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Figura 4.5: Medidas de emaranhamento (4.2), (4.4) e (4.6) para o estado dinamico de

Das [23]. O gréfico principal é para sistemas interagentes (v # 0), e apresenta sequencias

de MSE e RSE consecutivos. O detalhe é para sistemas nao interagentes (v = 0), em

que nao ha mudanga de comportamento. As grandezas sao adimensionais.
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grau de emaranhamento. O mesmo ocorre na Fig. 4.2, para o estado de Peres-Horodecki;
no entanto, enquanto a concurrence ¢ uma linha reta, as negatividades apresentam uma
certa curvatura. Para o estado de Gisin, mostrado na Fig. 4.3, ambas as negatividade
e a concorrencia coincidem para |ab| = 0.5, entretanto para outros valores de |ab|, como
mostrado no detalhe, o mesmo nao acontece. Analizando estados evoluindo no tempo,
(veja a Fig. 4.4 ), para o estado considerado em [19], (veja a Tabela 3.3), hd uma
concordancia qualitativa entre as trés medidas, quando |a|/|5] < 1 a morte subita
do emaranhamento ocorre para outros valores o sistema permanece emaranhado para
todo tempo finito. Ainda para o sistema interagente de [23], mostrado na Fig 4.5,
vemos uma sequéncia alternada de mortes sibitas de emaranhamento e renascimentos,
no entanto as curvas diferem em sua amplitude mantendo os picos inalterados. Em
resumo, podemos dizer que as as trés medidas nos proporcionam a mesma informacao

e sao qualitativamente equivalentes.
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Capitulo 5

Emaranhamento para Estados de

Variedade D-7

Vimos anteriormente que é possivel descrever um método de medida de distdncia no
plano t?vs.V2 que nos fornece informacoes sobre a separabilidade de estados do tipo X.
Esses estados, no entanto, sao apenas um caso especial de estado com sete pardmetros
independentes.

No entanto, existem outros conjuntos de sete operadores que constituem outras sub-
algebras independentes semelhantes a dos estados X [24, 25], isto é, su(2) X u(1) x su(2).
Em cada um desses conjuntos existe um elemento que comuta com todos os outros seis
elementos de grupo, necessdrios para descrever um estado qualquer com determinadas
caracteristicas (nesse caso, sete parametros independentes). Qualquer um dos quinze
operadores de Pauli para dois spins pode ser o elemento comutativo comum de uma
subalgebra distinta, do tipo su(2) x u(1) X su(2) o que nos leva a existencia de 15
subalgebras.

Neste capitulo apresentaremos alternativas as desigualdades propostas nos Capitulos
3 e 4, para estados de diferentes classes da subalgebra de estados com, no maximo, sete
parametros independentes, isto é, de variedade D-7 . Essas alternativas nos dao uma
visao mais abrangente do método em termos de sua principal caracteristica a invariancia

na forma dos autovalores.
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5.1 A dlgebra su(4)

Como sabemos qualquer estado de dois qubits pode ser escrito em termos de uma dlgebra
su(4), que é representada por quinze elementos de base (produto tensorial das matrizes
de Pauli ; ® ¢;) mais a identidade.

Trés desses elementos tém a forma é; = 67’ ® 07, outros seis tem a forma €, = 7' ®6§ :
mais trés com é, = 07 ® j.j e outros trés fazendo-se a troca das particulas i «—— j, ou
seja, & = 1; ® 65 e por fim a identidade ¢, = 1, ® ij. Os indices gregos (a, 3 e 7)
representam (x,y e z, e suas permutagoes ciclicas) enquanto os indices romanos i, j se
relacionam com as particulas 1 e 2.

Um estado pode ser escrito em termos desses elementos da forma

éo + Zklél] . (5.1)
l

Por outro lado, os chamados estados X possuem sete pardmetros independentes e

1
P=1

podem ser representados em termos de apenas sete dos quinze elementos de base, o que
restinge a dlgebra su(4) na subalgebra su(2) x u(1) X su(2) essas subalgebras existem
para todas as classes de estados de variedade diferencial D-7, dos quais os estados X sao
um caso particular.

Tradicionalmente aparecem largamente na literatura [12, 15, 13, 17, 18, 19] seja em
estudos tedricos ou experimentais, estados que podem ser representados por geradores da
algebra su(2) x u(1) x su(2). Essa élgebra formada por seis geradores mais a identidade,
em que um deles é um elemento comutativo comum, que nao a identidade, e pertence a
dlgebra unitéria u(1) os outros seis pertencem as duas subalgebras su(2). Note que as
duas algebras su(2) nado podem ser compostas na forma de um produto direto su(2) x

su(2), pois os geradores de um su(2) ndo comutam com os do outro.

5.2 A Subdlgebra su(2) x u(1l) x su(2)

Por construcao, podemos ter virias representacoes de estado da classe D — 7. Dado os

operadores de Pauli 6%, 6° e 67 e sua conhecida estrutura de multiplicacio
6967 = 1605 + i20s,07.
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A

Alguns possiveis geradores para a dlgebra u(1): (1) 67 ® 67, (2) 67 ® 6? (3) 65 ®1; que
é equivalente ao 1; ® 675 trocando as particulas i = j ).

(1) O elemento é; = 6§ ® 6§ comuta com os seis elementos do subgrupo

A~ ~

1i®é’?, €4 = ®

e é7 7 ® , (52)

>
= Q

CB>

A

*
®ef®

>
SE
Q>

v
j
(a # B # 7), que forma as algebras su(2):

em que, por exemplo, [éq,é4] = 2iés. Note que [é2, é3] = [é4, é5] = [é6, €7] = 0, mas como
cada conjunto tem elementos repetidos, nao seria possivel representar com subalgebras
su (2) independentes na forma do produto direto su(2) x su(2) escolhendo qualquer uma
das quatro dlgebras do conjunto {A;, As, A3, As}.

(2) Outra possibilidade é escolher fi= 07 ® &? que comuta com

fo = 6001y, f3= &@,f4:—&7®&?,
fs = 6’ 51, fo=0] ®6% e fr=0]®05], (5.4)

e (0 # B # 7). As quatro algebras su(2) sao B; = {
By = {f37f4,f7}, B, = {f37f57f6}~

3) Finalmente com a escolha §; = 6% ® 1, vemos que ele comuta com
g 7 J

g2 = &?@’5?’@3:11@&?7@4:&?@5?’
g5 = L@A?, §6:ii®7~ e Q?Z&?@)&}y (5.5)

(a # B # 7). As quatro algebras su(2) sao C1 = {g2, G4, 96}, Co = {02, 95,97}, C3 =
193, 945 97}, Ca = {§3, Gs, J6 } -

Esses trés tipos de subdlgebras tem a mesma estrutura, ou seja, seguem a mesma
tabela de multiplicacao de ¢; - €;, veja Tabela 5.1 .

As relagoes de comutacgao, que também sao comuns as trés subalgebras, estao de-

scritas na Tabela 5.2.
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é\éj || €0 | 1| éo 3 4 és €6 ér

o €o | 61| €2 3 4 és €6 ér

€1 €1 ] €| €3 € és €4 ér ¢

s | éx|és| eo | & | ie | iby | —iéy | —iés

s |és|éa| & | éo | iér | iee | —ies | —iéy

é4 é4 é5 —Zé(; —Zé7 é() él Zég Zég

é5 é5 é4 —Zé7 —Zéﬁ él éo Zég Zég

és | éc|ér| ibs | ifs | —iy | —its | &0 | é

ér | ér|ée| ies | ity | —its | —ita| & | é

Tabela 5.1: Tabela de multiplicagao ¢; - ¢;

é\é; | € | & €y €3 €4 és € é7
€o 010 0 0 0 0 0 0
€1 010 0 0 0 0 0 0
€ 010 0 0 2iég 2ie7 | —2iey | —2ié5
€3 010 0 0 2ie7 2ieg | —2ie5 | —2iéy
€4 0] 0 | —2eg | —2i67 0 0 2164 2iés
és 0] 0 | —2e7 | —2iég 0 0 2ié3 2169
ée | 01 0| 2, | 2ies | —2iey | —2iés | 0 0
ér | 0] 0| 2es | 2ieq | —2ies | —2iéy | O 0

Tabela 5.2: Tabela de comutagdes [é;, é;]
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5.3 Método das Distancias para Trés Classes Dis-

tintas

5.3.1 Classe 1: Estados X e outros estados que comutam com

operadores da forma 7] ® 67

Os estados da forma X, estao relacionados com um grande nimero de estados fisicos
conhecidos e constituem um caso particular da classe de estados com sete pardmetros
independentes, os D-7. O elemento comutativo comum, isto é, que comuta com todos
os outros seis elementos do subgrupo ¢ o 67 ® 3. Ou seja, da forma 6§ ® 675 e tém a
estrutura de grupo descrita pelo ftem 1 da sessao anterior. Por construgao, uma vez que
o operador densidade de estados pode ser escrito da forma (5.1) utilizando-se os sete
elementos do subgrupo como base, e como o elemento comutativo comum comuta com
cada um deles em separado, isto implica que ele deve comutar também com o operador
densidade. Assim tomando-se

R Y R 56 A6 36 A0 Vfoe 20 o ~e

p=7 (11®12+11® Y Bei+ > Peiolb+ » > Mmal@%),

d=a,By d=a,Byy d=a,B,ye=a,8,y

para que [p, é;] = 0 devemos ter

(5.6)

Cada termo da soma Eq. (5.6) possui um elemento de base que ¢é linearmente inde-
pendente, entdo, para que [p, é1] = 0 é necessério que o coeficiente que multiplica cada

termo seja nulo, isto é,
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P o=,
Bl =0,
Pl =0
M=o
M=o,
ﬁf? = 0 e
M = 0

Isso permite que a matriz densidade tome a forma X como na Eq.(3.12). Como
j4 mostrado no Capitulo 3, a matriz parcialmente transposta p’ na forma X, terd

autovalores da forma,

1
(1= Mao) £ Z\/(Pz' = Pja)” + (Mgy + Myp)* + (Mg — M,,)?,

pe =

N N

1
(1+ M) £ Z\/(Pm + Pja)” + (Mpy — Mog)* + (Mgg + M),

agora escritos em termos mais gerais com (« # 3 # ), e com as particulas indexadas

por i e j. O que nos leva as desigualdades
(D=2 - (W20 o (4) =t - () =0,

em que Vi' = /u? + 02 +w}, V)l = /ud +0v3 +w? e

; 1+ M,, P, £ P},
= — u - —
+ 2 ) + 9 )
Mpgg + M. M.z 4+ M,
vy = 88 . e owy = VB8 : By (5.7)

Perceba que cada escolha de «, 3 e v gera uma matriz densidade de formato dis-
tinto, no entanto, o formato dos autovalores e das desiguladades propostas permanecem

invariantes. Vamos analisar cada escolha separadamente.
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Escolha 1: o=z, f=cey=y

Escolhendo av = 2z, f = x e v =y , 0 elemento comutativo comum serd 6] ® 75

~ ]' 3 g 2 =4 — =y — 2 — — —
p:Zl(11®1Q+11®P2'0'2—|—P1'0'1®12+0'1'M'O’Q).
— <>
emque P, = (0;) e M = &, Mypép e Mg :<6‘f ® 6§> com o primeiro indice se referindo
a particula 1 e o segundo a particula 2. A condigao [p, é;] = 0 serd satisfeita para

Pf =P =FP; =Py =M, =M, =M, = M,, =0, entao o estado serd.

1+ P+ P, + M., 0
.1 0 1+ P, — P, — M,
S 0 My, + My, + i (My, — May)
My, — My, + i (M, + M,,) 0
0 wa—Myy—i(Myx+Mxy>
My, + My, — i (M, — M,,) 0
1=P,+ P — M., 0
0 1= P, — P+ M.,

que é o estado X.

Escolha 2: a=z, f =y e~

Para a = x, f = y e v = 2, o elemento comutativo comum serd é; = 67 ®75. A condicao
[0, é1] = 0 serd satisfeita para P, = P, = Py, = P, = M, = M,, = My, = M,, =0,

reduzindo a sete o nimero de pardmetros independentes Entao (A.2)

1+ M., Py —iM,, P, —tM,, M., — M,

1 Py, +iM,, 1—-M,, M+ My, Pi+iM,

4 Py +iM,, My, + My, 1—DM,, Py +ilM,
My — My, Pi—iM,. Py —iM,, 1+ M.,

p=

Escolha 3: a=y, f=2ey=x

Para o =y, 8 = z e v = z, 0 elemento comutativo comum serd é; = 6 ®4545. A condi¢ao

[p, é1] = 0 serd satisfeita para Py, = P, = P, = Py, = My, = M, = M,, = M,, =0,
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reduzindo a sete o niimero de pardmetros independentes Logo

L+ M., —iPy+ Mo —iPy+ My, My — My,
1Py + M 1= M, Mgy + My, —iPy, — M,.
1Py + My, My + My, 1-M,, —1 Py — M.,
Myy — My, 1Py — My, P — M, 1+ M.,

1
H= - 5.9

5.3.2 Classe 2: Estados que comutam com operadores da forma
Al o 28

Podemos ainda analisar a estrutura das desigualdades para a classe que tem elemento

comutativo comum &3 ® 6? , com « # 3, que nada mais é do que o caso descrito no

item 2 da sessao anterior. Novamente podemos supor que [,b, fl} = 0 uma vez que o

operador densidade é escrito em termos dos elementos do subgrupo que comutam com

fl. Assim

b = 5 |Brered)) - B (stes)+
B (57@6)) + B (7 @67) +
< ~ <—>a ~ N
M (L ®oj) = Mij (L ®6f)

Novamente para que o comutador se anule é necessario que cada termo se anule isolada-

mente o que nos leva a
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Pify = 0,
Py = 0,
P = o,
<—>

Wi - o,
MY = o,
(J\_ff]ﬁ = 0 e
ME = 0

1,J

Analogamente teremos a estrutura dos autovalores da matriz parcialmente trans-

posta
T 1 1 2 2 2
A = (L= Mag) £ 7\ (Pa = Pj)” + (Myy — Mya)” + (Mo + Mpa)"
1 1
e o= 71+ Mag) + Z\/(Pm + Pig)” + (May + Maa)” + (M — Mpa)”.

E as desigualdades permanecem com o mesmo formato
(=220 o ()= () =0

em que ViI' = Ju? + 0% +w?, Vil = \/u? + 02 + w? mas agora com

1+ My _ PutPy
e 9 y Ut = 9 )
My £ Mg M, £ M,
v = =T e wy = (5.10)

Mais uma vez analisando as escolhas possiveis de «, 8 e v teremos

Escolha 4: a=x, f=yevy=2z2

Paraa =z, 8 =y ey = z, o elemento comutativo comum serd fl = 6{®0d3 e a condigao
[,?), fl} = 0 serd satisfeita para Py, = Pi, = Poy = Po, = My, = My, = M,,, = M., =0,

o que reduz o nimero de parametros para sete e a matriz densidade se reduz a
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14+ P, +M,, —iPy+ M, Py, —iM,, —i (Mg, + My,)
1Py + M, 1—Py, — M., i(Myy —M,y,) Py +1iM,,
Py +iMy,  —i(Myy — My,) 1= P, — M., —iPy — M,

i (Myy + My,)  Prp —iM,, Py — M., 1— P, + M,

el
I
=

(5.11)

Escolha 5: a =z, f=2xev=y

Para o = 2z, 8 = x e v = y, 0 elemento comutativo comum serd fl = 0]®05 e a condigao
b, 1] = 0 serd satisfeita para Py, = Py = Pp. = Poy = Me = My = Myy = My =0,

o que reduz o nimero de pardmetros para sete na matriz densidade

1 + Plz P2:E + Mzw Mmz - iMyz _Myy - Zsz
1 P2:c + Mz:c 1+ Plz Myy + ZM:cy _Ma:z + ZMyz
4 sz + ZMyz Myy - ZMJ:y 1-— Plz PZJ: - Mza}

_Myy + ZMxy _sz - iMyz P2:1: - sz 1- Plz

- (5.12)

Escolha 6: a=y, f=zevy=ux

Para o =y, f = z e 7y = z, 0 elemento comutativo comum serd fl = 6 ®0d3; e a condigao
[f), fl} = 0 serd satisfeita para Py, = P, = Poy = Po, = My, = My, = M., = M,, =0,

o que reduz o nimero de pardmetros para sete na matriz densidade

14+ Py, M, —iM,, —iPy,—iM,, M, —iM

Ty

1| Ma+iM.,, 1—P. Mg +iM,, —iPy+iM,,

p=- (5.13)
L Py, +iM,. M, —iM,,  1+P.  —M.,+iM,

Mgy +iM,, Py, —iM,, —M., —iM,,  1— P,

As outras trés escolhas possiveis de elementos comutativos comuns para esta classe
(fi=0{®0d3, f =67 ®05 ou fi =67 ® 64) podem ser obtidas trocando os indices

das particulas 1 «—— 2, nas escolhas 4, 5 e 6 respectivamente.
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5.3.3 Classe 3: Estados que comutam com operadores do tipo

/\a 2

No terceiro caso o elemento comutativo comuns ¢ da forma ¢, = &7 ®1; isto ¢, da forma

do ftem 3 da sessao anterior. Para que p comute com ¢§; =67 ® 1,,

[pa gl]

EI @Ql

.

S TN
Q»
S

<l

<.

cada um dos termos da soma de elementos linearmente independentes acima deve ser

nulo isoladamente o que nos leva a

P = o,
B =,
M=o
My =0,
M=o,
iy =0
ﬁ?? = 0 e
M7 = o

Assim para o cdlculo das desigualdades vemos que os autovalores da matriz parcialmente

transposta assumem a forma

1

Moo= Z;“_Pi)i
1

/Li = Z(l‘i‘Pia)j:

1
TV (B = Moo + (P = M) + (B

- Maa)27

1
TV B+ Moo + (Pig + Mag)? + (P + M)
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Mais uma vez as desigualdades permanecem invariantes
T2_t2_VT2>0 T2_t2_VT2>O
(1) =2 =(W) = € (s2)" =11 - (W) =

em que ViT' = Ju? + 02 +w?, V' = /u? + 02 + w? mas agora os pardmetros

_1£P, P+ M,
+ — 2 ) Uty = 9 )

P' :l:Ma P'a Maa
UiZ%, e wi:%7 (5.14)

sao calculados de forma ligeiramente distinta. Estados dessa classe tem uma outra
caracterfstica muito importante, a transposi¢ao parcial nao altera os autovalores, isto é,
esses estados da classe 3 sao sempre separdaveis uma vez que terao autovalores da matriz
parcialmente transposta sempre positivos e iguais ao da matriz original, como mostrado

serd mostrado.

Escolha 7: a=z, f=yevy==z2

Para o =z, f =y e v = 2, o elemento comutativo comum serd §; = 67 ® 15. A condicao
[0, §1] = 0 serd satisfeita para P, = P, = My, = M, = M,, = M,, = M,, = M,, =0,

o que reduz a sete os parametros independentes da matriz densidade

14+ 5, Poy — 1Py, P+ M, My, — 1My,

1 Py + 1P, 1—- P, Myy +iMyy, Py — M,

4 P+ M, My, —iM,, 1+Pn  Py—iPy,
Moy + 1My Py — M, Py + 1Py, 1— P,

D= (5.15)

Escolha 8: a=y, f=2ey=x

Para o =y, f = z e v = x, 0 elemento comutativo comum serd §; = 64 ® 15. A condicao
[0, G1] = 0 serd satisfeita para P\, = P, = M,, = M,, = M,, = M,, = M,, = M,, =
0, o que reduz a sete os pardmetros independentes da matriz densidade

14+ Py Py —iPy, —iPy—iM,, —M,, —iM,,

~ 1 b, + isz 1— P, Myy — ZMy:c —iPly + ZMyz
p=- (5.16)
4 Py +iM,. My, +iM, 1+ P, Py — iPy,
—My, +iMy, Py —iM,, Py +iPy, 1— P,
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Escolha 9: o=z, f=2ey=y

Para o = z, f = x e v = y, o0 elemento comutativo comum serd §; = 67 ® 1,. A condicao
[0, G1] = O serd satisfeita para P, = Py, = M,, = My, = M,, = M,, = M,, = M,, =

0, o que reduz a sete os parametros independentes da matriz densidade

1+ P+ P, + M., Py — 1Py + M, — 1M,
1| Poy +1Py + M., + 1M, 1+ P, — P, — M.,
4 0 0
0 0

0 0
0 0
1 =P+ P, — M, Py — 1Py — M., + 1M,
Py + 1Py — M, — 1M, 1-P,— P, +M,,

(5.17)

Novamente as outras trés escolhas possiveis para elementos comutativos comuns da
classe 3 (1 = 11 ®65,01 = 11 ®64 e g1 = 11 ®53) podem ser obtidas trocando os indices

das particulas 1 «+— 2, nas escolhas 7, 8 e 9 respectivamente.

5.4 Consideracoes sobre a Estrutura dos Autoval-

ores

As nove formas acima Eq.(5.7), Eq.(5.10) e Eq.(5.14), tém em comum a mesma estrutura
de autovalores. As distancias quadraticas sao definidas da mesma forma s = t2 — V2e
V= (u,v,w). Entdo, as distdncias mostram uma similaridade ao espago de Minkowski
da relatividade especial em que s é uma distancia no espaco de fase.

As distancias de cada estado, s7 e s2 sao definidas de acordo com definigao especifica
dos parametros t4, u4, v+ e wy definindo V; = \/m eVp = \/m
e as duas distancias quadraticas sdo 52 = 12 — V2 > 0 e s2 = 12 — V2 > 0. Em

analogia com a terminologia da relatividade, ambas as distancias sao chamadas tipo

95



U(l) 2ti 2ui 2Ui Qwi 2)\i 2ui
68 @68 | 14 Muo | Pio*t Poy | Moo £ M, | Mg+ Mg,
6965 | 1£Mys | PiatPog | Mgy &= Moo | Moy Mo | t_ £ V4 |t £V
6¢@1y | 1£ Py | Poy My, | Pog+ My | Pont Mag

Tabela 5.3: Varidveis (4, us, vy e wy) para diferentes geradores u(1). As colunas 6 e
7 contém os autovalores de sistemas de dois qubits associado a dlgebra. Note que o

formato dos autovalores independe de u(1).

separavel [11]. De fato, essas distancias configuram uma medida de emaranhamento
apenas quando tratadas na matriz parcialmente transposta.

Para cada classe de matriz, Eq.(5.8) até Eq.(5.17) estd especificado na Tabela 5.3 a
definigao das varidveis do hiperespago (t4, ut, v+ e wy) para cada uma das trés classes.

No artigo [11] foi discutido um teste de emaranhamento e separabilidade para sis-
temas de dois qubits com a estrutura dos estados X, Eq. (A.5). Geometricamente, a
matriz parcialmente transposta, p° é equivalente & reflexdo do vetor de polarizacao B,
pelo plano x-z ((Py, Py, P,) — (P», —P,, P,)) e o mesmo para a matriz de correlacao
(My, — —M,,). Se nenhum dos autovalores de p! assumir valor negativo, entéo, p
é separdvel. Os autovalores )\jT[ e X da matriz parcialmente transposta p! sdo obtidos
diretamente, nas classes 1 e 2, mudando vy & vy e wy = wy em Vi e Vy; levando-os a
ViE = u2 + 02 +u? e V)l = /u? +v2 + w? respectivamente.

De qualquer forma, os estados de classe 3, de (5.15) a (5.17), obtidos por operagoes
de simetria a partir do elemento comutativo comum (6§ ® 12), serao sempre separaveis
uma vez que a matriz parcialmente transposta tem o mesmo espectro de autovalores da
matriz original, isto é, )\i = A+ e pf = pu, e por isso nunca serao negativos. Nesse
caso os autovalores AL e pf da matriz parcialmente transposta p’ sao obtidos efetuando

duas mudancas consecutivas no elemento vy & v+ = v4, que permanece invariante.
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Capitulo 6

Analise das Transicoes de Fase

Quéanticas

As transicoes de fase sao fendomenos amplamente conhecidos, principalmente no que
concerne aos estados de agregacao da matéria: sélido, liquido e gasoso. Muito antes
das primeiras teorias termodindmicas, o homem j& sabia que a certas condicoes, uma
substancia, como a &dgua, por exemplo, poderia mudar drasticamente de fase. Com
efeito, as transicoes de fase sao fendmenos tao comuns, ocorrendo em uma variedade
tao grande de sistemas sob as mais diversas condic¢oes, que nao nos é dificil encontrar
exemplos visiveis na natureza.

Atualmente, as transicoes de fase sao caracterizadas de forma mais ampla. Hoje
sabemos que durante uma transicao de fase o sistema muda seu estado como conseqiién-
cia da variacao de algum parametro externo'. As fases que um sistema pode exibir nao
estao apenas relacionadas aos seus estados de agregacao, mas sao, de maneira geral,
caracterizadas por uma simetria préopria ou até mesmo pela auséncia dela.

Com esta definicao mais ampla, uma série de fendmenos criticos pode ser descrita.
Podemos citar a transicao que ocorre a temperaturas suficientemente baixas 2, em que
um sistema quantico pode transicionar de um estado separavel para um estado emaran-

hado, variando-se apenas o acoplamento entre os constituintes do sistema. Esse tipo

! As transices de fase quanticas, normalmente ocorrem com a variacio de um pardmetro de acopla-

mento interno que pode ser, no entanto, variado externamente.
2Se comparadas as energias préprias das transicio em questio.
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de transicao se enquadra no que atualmente chamamos de transicdes de fase qudanticas
(39].

As transicoes de fase quanticas ocorrem quando se varia algum parametro do hamil-
toniano de um sistema, de forma a haver mudanca do nivel fundamental do sistema, que
por sua vez, tenderd a ocupar um novo estado fundamental. Suponha um hamiltoniano

da forma

H = Hy+ gH,
com |¢,,) os auto estados de Hy e [1),,) os auto estados de H;. Quando g tender a zero,

o sistema ocupard o auto estado de Hy, de menor energia |¢,)
H ~ Ho.
Mas & medida que aumentamos g, a contribui¢ao de H; aumenta no hamiltoniano total.

Podemos aumentar g até que Hy seja desprezivel, entao o sistema preferird estar no auto

estado de menor energia |1,) de H;.
H ~ gH,.

A transicao pode ser entao caracterizada como de primeira ordem quando

[ﬁo, ﬁl} —0
e de segunda ordem ou continua quando

[ﬁo, Fll} £ 0.

Ocorre que, entre os estados |¢g) e |1,) podem haver diferengas substanciais, como,

por exemplo, um deles ser um estado emaranhado. Assim o sistema passaria de um

estado fatordvel para um estado emaranhado. Como no caso de um sistema formado

por dois spins e que interagem entre si com acoplamento J.

A

6.1 Estado Térmico XXX com Campo na Direcao k

O hamiltoniano que descreve o sistema é o de Heisenberg isotrépico
H = —wo&ljz—woﬁgz—i—J&l '(3'2. (61)
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com h =1, em que podemos tratar, por analogia H= ]f[() +JH 1, sendo

Hy = —Wp01,z — W02z,

A

H1 = 0'1'6'2.

Os auto estados do hamiltoniano total e suas respectivas auto energias sao

Auto estados de H Auto energias
1) = (}¢+> +[67)) =111), | Eyp = —2wo + J,
lpg) = W) )= (T =), | By =-3J,
|p3) = |¢+> = (ITL) +[11), By = J,
|04) = \¢+> 7)) = LL), | Bl =2wo+J.

As auto energias do sistema dependem do valor de J. Se fizermos J = 0, o hamiltoniano
sera

A

H = —Woe01,z — CL)00-27Z = Ho.

Nesse caso, temos os seguintes auto estados e auto energia

auto estados de H, auto energias

\so’1> (89 +167) =111, | Efy = —2wo,
\w )= (1) -1, | E, =0,
=) =5+, | B =0,
|904/> = %(Iaﬂ 07)) =ILL), | B} = 2w

Se o sistema for colocado em contato com um reservatério térmico com temperatura
zero absoluto, ele ocupard somente o estado de menor energia |©}) = [17).

Para J # 0 surgem as contribuigoes de H, e o sistema passa a ser descrito pelo
hamiltoniano total (6.1). A medida que aumentamos J, os valores das auto energias
aumentam exceto a auto energia F,- = —3J que diminui conforme aumentamos de
J. E natural imaginar, portanto, que a partir de algum valor critico de J, a energia

E,- = —3J serd menor que a energia minima F; = —2wo + J. No ponto critico,
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portanto, as autoenergias sao idénticas,

Ey- = Ep
-3J = —20.10 + J (62)
J 1
—_— = - 6.3
o 5 (6.3)

Para valores de J menores que J., Eq.(6.3), a menor energia serd a do auto estado
lo1) = [T1), mas quando J for maior que J., E,- passa a ser menor que Eit, veja a
Fig.(6.1), e como conseqiiéncia o sistema passa a ocupar o estado |p,) = W‘>, que
agora tem a menor energia, o que caracteriza uma transi¢ao qudntica de fase. Por
simplicidade parametrizamos J = w—JO que é equivalente a atribuir wg = 1, sem perda de

generalidade, conforme mostrado no Apéndice G. A transicao de primeira ordem deve

1

ocorrer, portanto, em J = 3.

E /E‘-l-ZQwO_FJ
2(,\,'0
Eyo=J
Je
: g
i E,- =-3J
i
—ng
B = —2wo+J

Figura 6.1: A variacao das auto-energias com o acoplamento, o sistema muda de estado

fundamental em Jo

As transicoes de fase quénticas vém sendo caracterizadas através da medida de
emaranhamento proposta por Wooters [8] e da negatividade de Werner-Vidal [10] além
de outros métodos como a entropia de Von Neumann [40] ou a discordia quantica

[41, 42, 43]. Isso porque, estas medidas e suas derivadas com relagdo ao parametro
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de interagao podem apresentar descontinuidades, ou até mesmo mudancas de compor-
tamento evidenciando mudancas na forma como cada particula enxerga a outra, o que
leva ao rearranjo do sistema [27], e, portanto, a transigao de fase quantica. Analisaremos
esta transicao utilizando a medida de distdncia de emaranhamento.

Escrevendo o operador densidade de estados, na base de spin, para esse sistema em
equilibrio térmico, p = (1/Z) exp (—BH ) , B =1/kT sendo k a constante de Boltzman,
T a temperatura, e Z é a funcao de particao Z = Tr [exp (—BH )}

exp( 2:%+J) 0 0 0
5 L 0 exp (— %) +exp () exp (—%) —exp () 0
S 2 0 exp (— %) —exp (3) exp (—) + exp (2£) 0
0 0 0 exp (2t
com

. J 2&)0 4J
Z = 2exp <_kT) [1 + cosh </<:T> + exp (/{:T)] )

Reescrevendo na base computacional, isto é, invertendo os qubits de ambas as particulas

teremos
exp (_2w]§;J) 0 0 0
b, — l 0 exp (—%) + exp (%) exp (_%) — exp <%) 0
¢z 0 exp (—%) — exp (%) exp (—%) + exp (%) 0
0 0 0 exp (2w]§51)

note que ha a troca dos elementos p;; < p,, nesta mudanca de base, mas o traco
permanece invariante. Calculando os VPs e os elementos de MC vemos que os tinicos
elementos nao nulos sao os P, , = P, , e os elementos M,, = M,,, e M... Veja o célculo

detalhado no Apéndice G. As desigualdades propostas ficarao

2
e 1+en () §
(31) - <1+COSh(2ki79>—|—exp(g—%) _0

Note que esta primeira desigualdade é sempre satisfeita. A segunda distancia quadrética

61



€ espressa como

o 1+ exp (&) ’
(52) = (1= 2 1
1 + cosh (ﬁ) + exp (ﬁ)
(1o (B ren () L)
1+ cosh (222) + exp (££)

1 — exp (42) ’
1 + cosh (%) + exp (;—J) '
T

. A 2 . .
assim a distancia (32) pode assumir valores negativos.

0.0
-0.2 A
-0.4 4
oL
(A |
n AL
~ .06+ )
_ iy ——KT=1/15
o —-—-KT=1/30
-0.8 N \ —--= kT=1/45
A - - -kT=1/60
T \
N ‘o
1.0 , , , L .
0.40 0.45 0.50 0.55 0.60

Figura 6.2: Medida de distancia quadrética (si)? com relagdo ao acoplamento J no
modelo XXX..A medida que diminufmos a temperatura, T' — 0, as curvas se aproximam

de uma reta que cruza o eixo z em J =1/2 .

O gréfico (Fig. 6.2 ) mostra a evolugao da distancia quadratica (sg)zem valores de
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J, para diferentes temperaturas. Quanto maior a temperatura do sistema, menor o valor

de J em que o sistema se torna emaranhado. A medida que nos aproximamos de kT = 0

2 . . )
a curva (32T) se aproxima da reta J = % Isto fica mais claro observando o gréafico da

derivada de (32T)2 . Para tal calculamos a derivada de (52T)2 com relagao ao parametro

de acoplamento J.(Veja o Apéndice G). E, no ponto critico, obtivemos

d(s3)"| (i) exp () [=1 — exp (=) + exp () +3exp ()]

P [2+3exp () +exp (~77)]° |

calculando o limite em 7" — 0

2
lim —d (SZT)

70 dJ

= —00,
1
J=3

. N . 2 s
observamos uma divergéncia na derivada de (sg) no ponto critico.

O grafico (Fig. 6.3) ilustra o comportamento da derivada primeira da distancia (35)2

- d(s¥ 2
com relacao ao parametro de acoplamento J. Para kT — 0 vemos que ( d?]) — —00,
isto é, diverge no ponto J = % Esta descontinuidade na derivada no ponto J = %
caracateriza as transicao de primeira ordem que ocorre nesse ponto.
6.2 Estado Térmico de Heisenberg XXZ
Para o sistema no equilibrio, descrito pelo hamiltoniano do tipo Heisenberg XXZ,
H=—J5%% — J6Y6Y — N636%, (6.4)

os autovetores do hamiltoniano Eq.(6.4) e seus respectivos autovalores sao:

auto estados de H auto energias
o) = J5 ([67) +1[67)) =111). | By =-A,
|p2) =|¢ >=—(|Tl>—|lT>), Ey-=A+2J,
|p3) = \¢+> =S (TH+IUD), | BEyr =A =2,
|04) = }¢+> 7)) =1L, | E=-A

A transicao de fase de primeira ordem deve ocorrer quando o auto estado de menor

energia do sistema se alterar. A principio para A pequeno, o auto estado de menor
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-20 -
] \
-30 4 o 4’
3 R
. \-
N L
—~~ -40 H " '1
|_((,,\' i f []
= v
T .50 “Q'I’
1 B ——kT=1/15
-60 ‘\;,' —-—-kT=1/30
i ” ---—= kT=1/45
70 - - - -kT=1/60
| T T T I T T T
0.40 0.45 0.50 0.55 0.60
J

Figura 6.3: Derivada da distancia em fung¢ao de J no modelo XXX: A medida que nos
aproximamos de k7" = 0 derivada tem um pico maior e mais estreito. Para k7" — 0 a

derivada diverge em J = 3.
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energia do sistema é |w+> com energia Ey+ = A —2J. A medida que aumentamos o
valor de A os estados separdveis |11) e ||]|) passam a ter energia menor, passando a
ser o estado fundamental do sistema. No ponto de transicao, portanto, as auto energias

E,+ e Ej; sao idénticas conforme ilustra a Fig. 6.4.

Ey = Ep
A—-2] = —A
A _
- =L

Por simplicidade parametrizamos A = %, 0 que é equivalente a admitir J = 1 e variar
apenas o parametro A no modelo XXZ sem perda de informacoes, conforme mostrado

no Apéndice G. Assim a transicao de primeira ordem desse sistema deve ocorrer em

A=1.

/E?_-')_ = At
2J
i Ey: =A-2J
E=Ej=-A
—2J

Figura 6.4: A variacdo das auto-energias com o acoplamento, o sistema muda de estado

fundamental em Ag

Escrevendo o operador densidade de estados, na base de spin, para esse sistema em
equilibrio térmico p = (1/7) exp (—Blfl ) , B =1/kT sendo k a constante de Boltzman,

T a temperatura, e Z é a funcao de particao Z = Tr [exp (—BI:[ ﬂ
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exp () 0 0 0
S| 0w @) eh() ew(-A) () 0
Z1 0 e (-—f)sinh () exp(~F)cosh () 0

0 0 0 exp ()

Note que a mudanga para a base computacional nesse caso nao altera a matriz, tampouco

a sua funcao de partigao.

Z = 2exp (]2,) [1 + exp < Z?) cosh <Iil{>]

Os tnicos elementos nao nulos serao M,, = M,, e M,.. Para o cédlculo detalhado

veja Apéndice G. As distancias quadraticas das matrizes parcialmente transpostas sao

(s1)" = ([ - (_Z__acos"h (i7) 7 )2 >0 (6.5)

[l—i-exp( )cosh( )}

_( exp (~i7) sinb (1) )2

Note que a primeira distancia quadrética é sempre positiva e nao caracteriza emaran-
hamento em si, j4 a segunda pode quantificar o emaranhamento quando assumir valores
negativos.

A Fig. 6.5 mostra a evolucao da distancia (sg) ?com relacao ao acoplamento A, para
diferentes temperaturas. A medida que nos aproximamos de kT = 0 a curva (32T)2 se
aproxima da reta A = 1.

Em seguida calculamos também a derivada de (52T)2 com relacao ao parametro de
acoplamento A. (Veja o cdlculo no Apéndice G). No ponto de critico A = 1 a derivada
de (32T)2 é escrita como

d(s})’ (p) [2[1+exp (=) ] + [T+ exp (—57)] = 2exp (=57
dA 2+ [1+exp (—%)} '




1.0

0.5 -
L
"é,:' 0.0
0.5 I ——KT=1/15
e —-—-KT=1/30
_ i — = KT=1/45
'/ /'/ - = 'kT=1/60
1.0 . S AV A : , :
0.70 0.85 1.00 1.15 1.30

Figura 6.5: Medida de distancia quadrética (s2)? em fungdo do acoplamento A no

modelo XXZ. Para temperaturas k7" — 0 a distancia se aproxima da reta A = 1.
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Calculando o limite para temperatura zero obtemos

_d(s)’
i —IA

—_= OO)
A=1

) . . ) 2 o
o que caracteriza uma divergéncia na derivada de (szT) no ponto critico A = 1 quando

T — 0.
60 - )
I
1 '
50 1)
I3
| I
'g 40 - N
N: | { )
N ;o
@ 30 - { \
5 J
- j
20 - 'Il:: \.|_
L \ ——kT=1/15
‘ \\ —-—-kT=1/30
10 —--= KT=1/45
i - - -kT=1/60
0 ' T ' T T T T | ' T T
0.7 0.8 0.9 1.0 1.1 1.2 13

Figura 6.6: Derivada da distdncia quadrética (55)2 em funcao do acoplamento A no

modelo XXZ: A medida que nos aproximamos de kT = 0 a derivada tem um pico maior

e mais estreito. Para A =1 com k7" — 0 a derivada diverge.

Novamente vemos que a descontinuidade na derivada (veja a Fig. 6.6) quando kT —

0 no ponto A = 1 caracteriza a transicao de primeira ordem que ocorre nesse ponto.
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6.2.1 Modelo de Ising

Para ilustrar ainda mais, podemos analisar um caso particular do modelo XXZ, fazendo

J = 0. Assim, obtemos um modelo simples de Ising sem campo externo.

~

H = —-Ad703, (6.7)

logo

exp (%) 0 0 0

1 0 exp (— ) 0 0

p = — )
Z 0 0 exp (—%) 0
0 0 0 exp (%)

com

tosfen(3) eon( )]

O estado fundamental térmico desse sistema nao é emaranhado como mostram as

distancias

o= (el ) 0

(s7)? = <1 - (%) )})2, (69)

1+ exp (—%
Note que as distancias (6.8) e (6.9) podem ser obtidas da expressao (6.5) e (6.6) para
J = 0. Ou ainda, a partir do célculo usual dos VPs e dos elementos da MC e finalmente,
como o estado ji é descrito na forma diagonal, podemos fazer o célculo utilizando
(srf)2 = 4\ )y e (52T)2 = 4)\3)\,. Tomando o cuidado de identificar os autovalores
segundo a forma (3.14), portanto, A\; = Ay = %exp (—%) e =M\ = %exp (%) . No
Apéndice G mostramos que as trés formas sdo completamente equivalentes.

Para o modelo de Ising sem campo externo, portanto, teremos distancias quadraticas,

Eq.(6.8) e Eq.(6.9), sempre positivas, logo o estado é sempre separavel.
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Capitulo 7

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Nesta tese propusemos uma nova interpretacao geométrica para o emaranhamento
baseada em distancias quadraticas calculadas na métrica de Minkowski. Mostramos
que estas distdncias nao apenas sao boas para caracterizar estados emaranhados como
também servem de medida de quantidade de emaranhamento e sao equivalentes as me-
didas algébricas existentes. O método proposto também é bastante simples do ponto de
vista operacional, uma vez que nao exige maiores cdlculos, apenas a identificacao direta
dos elementos da matriz densidade de estado com as componentes do epaco quadridi-
mensional (¢,u,v, e w), passando pela identificagdo dos vetores de polarizagao e dos
elementos da matriz de correlacao. A partir dafi o cédlculo subsequénte das distancias
quadréticas é uma simples subtragao de fungoes.

Do ponto de vista de simetrias, mostramos que transpor parcialmente um sistema
equivale a fazer uma reflexao de uma particula sob os vetores de polarizagao do estado
e os elementos da matriz de correlacdo em um plano qualquer do R3. Ainda nesse
segmento observamos que duas reflexdes consecutivas e independentes nao alteram o
espectro de autovalores da matriz original, nao configurando assim um bom mapa para
apontar emaranhamento.

Do ponto de vista das representacoes de estados emaranhados, obtivemos um enorme
ganho com relagao as representacoes existentes, uma vez que pudemos fazer a represen-
tacao dos estados quanticos em um espaco de fase real e com geometria bem definida.

Isso nos permite fazer uma andlise quantitativa do emaranhamento, ao contrario das
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representacoes usuais que sao apenas pictérias e qualitativas. Foi possivel ainda tragar
trajetorias de estados dindmicos observando, por exemplo, a morte subita do emaran-
hamento, quando a trajetdria cruza a linha que separa os espacos, vinda da regiao do
estados tipo emaranhado para a regiao em que os estados sao do tipo separdvel em um
tempo finito, ou ainda o renascimento sibito do emaranhamento quando a trajetoria
cruza a fronteria entre as regioes no sentido oposto.

Estendemos o método para toda a subalgebra dos D-7, mostrando que as distan-
cias permanecem invariantes, o que muda apenas é a definicao das varidveis do espago
quadridimensional de acordo com a simetria e as relagoes de comutagao do estado estu-
dado. Essa anélise nos permitiu concluir que existem simetrias préprias para representar
estados separdveis, uma vez que seis das quinze classes de estados s6 podem representar
estados separdveis, cuja reflexao de uma particula ou transposicao parcial resulta sem-
pre em um espectro de autovalores positivos, iguais a do estado original. Essa é uma
caracterfstica intrinseca e estd largamente relacionada a simetria do sistema.

Finalmente, aplicamos o método para encontrar assinaturas de transicoes de fase
quanticas, que sao mais facilmente visualizadas em sistemas de spin, e estao reala-
cionadas com mudangas ou quebras de simetria nas medidas de emaranhamento ou em
uma de suas derivadas. A exemplo da concurrence de Wooters e da negatividade de
Werner Vidal, a anélise das distancias e de suas derivadas se mostrou uma boa candidata
a encontrar assinaturas de transicoes de fase quéntica, sobretudo a temperatura zero.
Para temperaturas finitas, no entanto, ainda a exemplo de outras medidas, ela nao se
mostra uma candidata consistente. Temos visto que essas assinaturas tem sido melhor
quantificadas a temperaturas finitas fazendo uso da discérdia quantica [42, 43].

Trabalhamos agora em uma interpretacao geométrica similar, utilizando a mesma
forma de Fano no R?, para a discérdia quantica. Acreditamos ser possivel observar
mudancas de comportamento na discérdia. Estas mudancas seriam responsdveis pelas

assinaturas das transicoes de fase quantica mesmo a temperaturas finitas.
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Apéndice A

Ferramentas formais: Matrizes

Hermitianas

A.1 Matrizes genéricas 2 x 2

Uma matriz genérica 2 x 2 (com elementos em C ) pode ser escrita como a soma de duas

matrizes hermitianas Hye Hy,

a b
c d
a, ct as Ch
S R e (A.2)
C1 bl Cy b2

(¢H é anti-hermitiana) os oito elementos diferentes sao rearranjados com {a1, by, az, bo}

nimeros reais. As matrizes H;, H, sao hermitianas e
Gf =H', —iH}, = H, —/H, #G. (A.3)

cujos elementos seguem as relacoes:

( 3\ 4 )
a = ay + ias a; =Re(a), ay=1Im/(a)
b=c+1ich =L (c+b*
R L= P et (A4)
c=c,+icy ¢ =5 (c—b%)
L d:b1+lb2 J L blzRe(d), bQZIm(d> J




Cada matriz hermitiana H;, Hy pode ser escrita em termos de matrizes de Pauli 6,6, 0.
e a matriz unitaria i,

ﬁk:%<aki+ﬁk5’,> k:1,2,
emque 0 = 0,0+0,)+ &Z/%, ay é um escalar ﬁk, ¢ um vetor (ambos reais), sdo expressos

em termos dos elementos de matriz (A.2)

ak:ak—i-bk

. R 1 o N
sz(Ck+c}§)z+z(ck—ck)j+(ak—bk)k:

~

= (2Re(cr)) 2+ (2Im (cx)) j + (ar — bi) K,
ou em termos dos elementos de matriz (A.1)

1
alzﬁRe(a—ird),

Pi=Re(c+b)i+Im(c—b)j+Re(a—d)k,

agzélm(a—i-d)

~

Po=Im(c+b)i—Re(c—b)j+Im(d—a)k,

e os médulos sao

*  (Re(c+ b))+ (Im (¢ — b)) + (Re (a— d))?,

—

Py

2

= (Im (¢ +0))° + (Re (¢ = 0))" + (Im (d — a))”,

—

Py

e o angulo entre eles

05O — P - P _ Re(c+b)Im(c+b) —Im(c—b)Re(c—0b)+ Re(a—d)Im(d—a)
Py |P, Py |P,

Reescrevendo
. . . 1o
G:H1+iH2:agl+§Pg-5,
com Qg e 15(; sendo quantidades complexas,

1
aG:a1+ia2:§(a+d)

Po=P +iP,=(b+c)i+ilb—c)j+(a—dk
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Tr (G&) = Py = Re P + i Im Py,

é o vetor de polarizacao.

A.2 Matrizes Hermitianas 2 x 2

Para (A.1) ser uma matriz hermitiana, a e d devem ser reais ( a; = a, d; = d, e Hy =0,
G=H, =H)eb=c, tal que o vetor Pz = (2Rec)i+ (2Imc) j+ (a — d) k seja real.

A matriz hermitiana 2 x 2

a c
H= , (A.5)
c d
tem autovalores reais
1
Ar == [(a+d)i\/(a—d)2+4|c|2]. (A.6)
2
H pode ser escrito como
o1l . =
H:§(a1+P-0) (A7)
em que
P=(2Re(c)i+ (2Im(c))j+ (a—d) k. (A.9)

As condigoes de nao negatividade sao o > 0 e o > ‘ﬁ‘

Para H = p uma matriz densidade, Tr p = 1, Tr p® < 1, e p e deve ser nio negativo.
Isto implica que

a)Trp=1=a+d=1,oua=1,em

1 A~ —

b) Tr <l = ‘13‘ < 1 desde que

=31 (1)

— — — —

L PP
(em que usamos as relagoes A -GB -3 =A-B+iA x B - &) entao,
1 —

/\

o
1
T2




A.3 DMatrizes de dois graus de liberdade 4 x 4

Qualquer matriz hermitiana 4 x 4 pode ser escrita em quatro blocos

H, G H, G
F=| . Ft=| " , (A.10)
G H_ Gt H_

em que as matrizes H, e H_ sao hermitianas

ay Ci
H, =
cy di

e podem ser escritas como
Hy=1I.1,+R:-d,
com
R ‘g B R = (Re(e)it (Im(c))j+ %) 5 )},

A matriz G é nao hermitiana e pode ser escrita com o a soma de duas matrizes hermi-

I

tianas, uma multiplicada pelo fator 7,

G:H1+ZH2

G =Hl —iH} = H, — H, # G,

tal que ¢H, ¢ anti hermitiana, (iH,)" = — (iH,)

T a; c
H1:G+G _ 1 G
2 C1 dl

G -G as ¢
Hy=—— =" 7

21 ey dy
Entao lidamos com quatro matrizes hermitianas diferentes, H,, H_, H;, H,. Na forma

operatorial é

A

Hl - Jlip—f—@l ‘Ep

com

a2+ dio (a2 — d1,2)]%

Jig = 5

@1»2 = (Re(c12))t+ (Im(c12)) J+

5



Entao,

=J1,+Q -0,
em que
J=Jy+iky, e G=0q+iQ,
e
Gt =71, + @G -3,
portanto,

po [ PRt TLrQg (A1)

J1,+Q-¢, I-1,+R_-0,
o subscrito p é para a paridade s de spin. Interpretagao: I, e [_ representam as
intensidades dos tipos de graus de liberdade (ou particulas) e, R, /I, e R_/I_ sao
vetores de polarizagao dos feixes (duas particulas), Cj R € Cj ; caracterizam a polarizagao

de interferéncia entre os dois graus de liberdade (particulas). Os elementos de (A.11)

sao obtidos pelo cdlculo dos tragos

I+ip + é+ . 5p — TI"S

Ji, +@-d,=Tr,

A =g is_ S8,z
I, +R_-&,=Tr, (—UJF>

Ji, 40" 5, = T, (—Tw) Ty, (0, F)

em que o subscrito s referen-se a matriz (A.11) assumindo que esses elementos dao
nimeros, nem operadores, nem matrizes.
A matriz F pode ser escrita como uma matriz 4 x 4
Iy+Ry, Ry,—iRy J +Q; Qr —1Q;
Riz+iRyy, Iy — Ry, @ +i0Q Jr = Qs
J+ Q. Qr —1Qy I_+R_., R_,—1iR_,
Qz + 10y J—=Q. R_,+iR_, I-—R_,

F = (A.12)
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que é positiva semi-definida (todos os autovalores sdo nao negativos) para

I, > |R.|, (A.13)

I_>|R_ (A.14)
12

o I > |J° + )Q‘ (A.15)

I, (!IF — ‘}?D +1_ <u+\2 _ ‘§+’2) L4 (MQ . ‘@‘2)
~(Re+ i) (1@ + Q) —i (R - F-) - (3 @) (A.16)

L2
R.| ) e obviamente, detF > 0. Para F

12
(‘Q‘ = !QI|2 + |Qy|2 + |Qz|2, 0 mesmo para

sendo um operador densidade, Tr F =1, implica

2, +1.)=1 (A.17)
e Tr F? < 1 implicando
2 [(|l+|2 L+ 2])%) + (ﬁi + R +2 (@m <1, (A.18)
em que 62:@-@*.

Na forma operatorial da matriz (A.12) é

P % (LG, + R 3) + (11, + B 5,)] @,
+% Kmpﬂﬁ @) - (Liﬁ}i 5p)] ® 6.,
+% [(J*ierCj* 6p> +Ji,+Q 6p] ® Gas
Aer69)- i) oo

ou

Lo—1Y\. . R.—R\ . _.
+(+2 )1P®0z,s+(+T>'o-p®gz,s

+ JRip X oA-x,s + QR : 517 & 5-5575

+ 1, ®6,+ Q15,6

7



. (L.4T.\. . . ) ) I — T\ . R,+R_\ .
F:(+ )1p®15+1p®{JR%,SJFme,ﬁ(*2 )az,s}Jr(*T)-ap@ls

- - R,—R.\ . .
+ QR'0p®J$,5+QI'Up®Gy,s+<+—)'Up®0z,5

2

Definindo os vetores

1- I, —1_
Ay = | Jr, J1,
2 (R L9 )
1= R_
—Ap R, +
2 2
e o tensor - -
= = +—R_\-
M=Qri+Qrj+ 5 k
temos

2

I _\ -~
()
2

S ) S U
F:(++ )1p®15+

i
&
=
_l’_

3 — — A = — — N ﬁ _ﬁ_ N = A~
=QRr 0,01+ Qr-0,Q075-) < +2 )-ap®as k
— R — N ﬁ _ﬁ_ a — —
_(QR 1+ Qr J+< +2 ) k) (0p ® Ts)
Or
—G- | Gn |(05 k)7
Ry—R_
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Apéndice B
Formas de Transposicao Parcial

Suponha uma matriz genérica, na base computacional,

P11 P12 P13 Pia
P21 Po2 P23 P24

el
Il

P31 P32 P33 P34
P41 Paz P43 P

Essa matriz pode sempre ser reescrita, em termos dos operadores de Pauli, em termos

do produto tensorial de duas matrizes de base

D+ s+ D+ s+
. P o] Py o,
Y= R &

o, Pi oy, Py

i+6;,,

5= os operadores de populagao, esses P;t nada

Note que aqui definimos como 151jE =

L . . . 64 p kit
tem a ver com os vetores de polarizacao definidos anteriormente, e Jj-t = =% em
que 6,0, e 0, sao os operadores de Pauli e o indice ¢ refere-se ao subsistema i = 1, 2.

Expressando a matriz p em termos de Y. Teremos

P2_> + Pa3 (5T®5z_) + Pos (‘ﬂL

:U
&
)

o
N—
_l’_

s
S

~ N

-
0>
N



1. Transpondo o primeiro subsistema teremos
bel = Pu <f>+ ® P+> + P12 <PIF ® CATJ) + P13 < ® P;) + P (&f
P21 (P ®‘72> + P22 (PT®P2_> + a3 (07

®
®

P31 >+P32(‘71 ®02)+p33<1:r®p;)+p34(p;®&;
®

A

Pa1 (‘71 ®‘72) *+ Paz (6T®P5> + P43 (PI®&5> *+ Paa (Pf P;).
Note que esse procedimento equivale a trocar os elementos p;3 < psq,p14 <

P325 Pas < Pa1 € Pag < Pao- OU em outras palavras trocar os blocos 2 e 3

P11 P12 P31 P32
ﬁTl P21 P22 Pa1 Pa2
P13 Pia P33 P34
P23 P24 P43z Pas
2. Transpondo o segundo subsistema teremos

pT2 = Pu (15+ ® ﬁ;) + P12 <]~5T ® &5> + P13 <6;r ® f?) + P (&Ir 65)

P21 (P ®U2> + Pa2 (PT(@?E) + pas (
P31 <‘71 ®P ) + P32 (‘71 ®‘72) + P33 (pl_
P41( 1 ®‘72) T Pa2 (‘71 ®P > + P43 (f)f®&2+> + Pas (151* 155)
Note que esse procedimento equivale a trocar os elementos p;s < poy, P14 <

Pa3s P3a < P41 € P3g < Pg3- OU em outras palavras transpor cada um dos blo-

cos separadamante

T T
P11 P12 P13 P14

ATy P21 P22 P23 P2y

Y = T T
P31 P32 P33 P34
Pa1 P42 P43 Paa

P11 P21 P13 P23
Ty P12 P22 P14 P24

P31 P41 P33 Pas

P32 P42 P34 P44

80



Comparando os dois procedimentos vemos que a matriz parcialmente transposta no
subsistema 1 p** nada mais é do que a transposta (total) da matriz que foi parcialemte

transposta no subsistema 2 p2. Assim,

como transposicoes totais nao afetam o espectro de autovalores podemos dizer que p'* e
»'2 tem o mesmo espectro de autovalores, portanto os dois procedimentos sio totalmente

equivalentes no que diz respeito & analise da positividade dos autovalores.
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Apéndice C

Reflexoes em planos genéricos

C.1 Rotacoes e Reflexao de um Plano GGenérico Man-
tendo o Eixo z

Vamos fazer uma rotacao dos eixos de coordenadas x e y

T cosf) —sinf O T
y | = | sinf cosf 0 Y
z 0 0 1 z

T = xcosf —ysind
y = xsinf+ ycosb
z = z

Qualquer reflexao no plano T — Z, ou seja, plano T — z significa trocar o sinal da com-

ponente normal ao plano. A componente normal ao plano é dada por

n = IT Xz

n = (xcosf —ysinh) x z
n = ycosh+ rsinf

n o=y
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Assim a reflexao serd dada pela troca
¥ 7
o que implica

Yr = —xsinf — ycosl

A matriz de transformagao conjunta (Rotagao e Reflexao) sera portanto

Tn cosf) —sinf O T
Yyr | = | —sinf —cosf 0 Y
ZR 0 0 1 z
Tr = xcosf —ysinf =7
Yr = —xsinf —ycost =—y
ZpR = z=7Z

C.2 Aplicando ao sistema

Para um sistema descrito por

1+ P+ Py, + M., Pyy —iPyy + M., — i,
. 1| ProtiPyy 4 M + 1M, 1+P,—PFP,— M,
"L pLs iPy+ My, +iMy. Mg+ My, — i (Myy — M,q)
My — My, + i (M, + M) Py +iv— M,, —iM,,

P, —iPy+ M,, —iM,, My, — My, —i (M, + M,,)
My + Myy + i (May — Myg) Py —iPry — My, + My,
1-P.+PFP,—M,, Py — 1Py — M., + 1M,
Py +iPyy — M., — i, 1-P,—PFP,+M,,

aplicando apenas a rotacao sobre a primeira particula e uma rotagao com reflexao na

segunda, para que tudo fique escrito na mesma base
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]5171 cos) —sinf 0
P, = sinf cos®
P, 0

Py cos — Py, sinf
= Plxsm9+P1ycose

P27y = —sinf —cosf 0 P,

p2,z 0 P2z
P, cos — P, sind

= —Ps ;sinf) — P, cos

PQ@ cos —sinf 0 ( P,

P2,z
temos
cos) —sinf 0 My, My, M, cos) —sinf 0
sinf cosf O M,, M,, M,, —sinf —cosf 0

o o 1)\, Mm, M. 0 0 1
M, cos? 0 — (M, + M,,)sinf cos 0 + M,, sin® §

= (M, — M,,) cos 0 sin @ — M,, sin? 0 + M,, cos? 0

M., cos0 — M., sin0

(M,, — M,,)sinfcos 0 — M, cos* 0 + M, sin>0 M, cos — M, sin 6
oz SN2 0 — (M, + M,,) cosfsin — M,, cos?0 M, sin6 + M,, cosd
—M,sin® — M., cos 0 M,,
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C.3 Aplicando na matriz do tipo X

Para uma matriz de sete pardmetros independentes na forma X

1+ Py + Py, + M., 0
1] 0 L+ P .= P — M.
I My + My — i (Myy — M,,)
My — My, + i (Myy + M,y,) 0

0 Myq — My — i (Myy + M,y,)

My + My, + i (M, — M,,) 0
1= P+ P — M. o |

0 1-P,—P,+ M.,

aplicando a rotacao sobre a primeira particula e a rotagao com reflexao sobre a segunda:

le cos) —sinf 0 0
15171/ = sinf  cosf O 0
P, 0 0 1 P,
0
— 0 ,
P
Py, cosf —sinf 0 0
Pg,y = —sinf —cosf 0 0
Py, 0 0 1 P,
0
= 0 ,
P,
M,, sz 0 cosf —sinf 0 My, My, 0 cos) —sinf 0
]\_Jyx Myy 0 = sinf cosf 0 My, M, 0 —sinf —cosf 0 |,
0 0 M., 0 0 1 0 0 M., 0 0 1
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M, cos? 0 — (M, + M,,)sin 6 cos 0 + M,, sin®
= (M, — M,,) cosfsin — M,, sin* 0 + M,, cos? §
0

(My, — M) sin@cos 0 — M,, cos® 0 + M, sin?0 0
— M, sin? 0 — (M, + M,,) cos@sin@ — M,, cos>0 0
0 Mzz

Os termos que devemos analizar sdo uy = Py, £ P, vy = (M, £ My,), wy =
M,, £ M,,

Uy = U4,

Uy = — (M — Myy) (sin? 6 — cos®0) — (M, + M,,) 2sinf cos §

= —v_sin260 — w, cos 20,
U = M, (C082 0 + sin? 9) + M, (Sin2 6 + cos® 9) = M, + My, = v,
W_ = (My, — M) 2sinfcosd + (M, + M,,) (sin® 6 — cos0)
= —v_cos20 + w, sin 26,

Wy = —M,y (cos® 0 + sin®0) + M,, (sin® 60 + cos®0) = My, — M, = —w_,

ou seja,
Vi o= @ +0h +w?
= u? + (—v_sin20 — wy cos 20)* + (—v_ cos 20 4 w, sin 26)°
= u? 4+ (sin2 26 + cos” 20) + wi (sin2 26 + cos? 29)
= v+ +wl,
Vi o= w40+

= w402+ (~w)’

.2 2 2
= uj +vy+w,

Os autovalores da matriz, rodada em ambas particulas e reletida na segunda particula,

serao
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YR N R V. g A
So=1[1- M, - JZ T T,
5\3_}1:1+Mzz+ ui+vi+w3:,
M=l M. - 2 Ee|,

comparando com os autovalores da tranposicao parcial vemos que sao idénticos

Autovalores da matriz p’
M =11 M.+ /a2 T2+l
M =t1- M, — T Tl
)\3T:}1 _1+MZZ+ u2++vi+w3_ ,
A =14 M, - ol Tl

Assim temos que os autovalores sao invariantes sob tais transformacoes.

M=,
Ao = A2,
As = A
A= AT
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Apéndice D

Exemplos calculados passo a passo

D.1 Estado de Werner [15]

Suponhamos o estado descrito por

0
142

i
8 NIR
[a) ] ]

Itz
4

11—z
0 4

3z +1)

teremos trés autovalores iguais a e um igual a sendo esses positivos
—1
para qualquer — <z < 1.
. ~2 .
Vamos analisar o trago de pj;, e encontrar para qual intervalo de x ele representa um

estado fisico:

(2] 0 0 0
oo | 0 PEPHD 20l o
€T xT T 2 xT 2 ’
0o 2[H] 5] [HET+[-3] o
0 0 o [T

logo

A 1—=z]° 1+z]° 2
Trp%,vz2{ 4x1 —1-2{ 433} +2[—§] :

Para que ele seja um estado fisico devemos ter Tr,b%,v < 1. Vejamos entao, para quais
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valores de x esse é um estado fisico

1—:1:2 1+x2 xr12
2 2 2[——] <1

x| <1,

logo, para que o estado seja fisico devemos ter —1 <ux < 1.

Fazendo a transposta parcial dessa matriz e diagonalizando teremos trés autovalores

.. (1+2) . (1 —3x) - s
iguais a 1 e um igual a 1 e esses autovalores serao positivos para qualquer

x < 1/3, ou seja para esses valores teremos uma matriz separédvel.

Para esse estado encontramos

Logo
P12+P2z
=L Sy

+ 9 )

Plz_P2z
= 2=
u 2 s
oo Moot M)

2 b

v _(Mmm_Myy)_O
_ 5 ,

Mxy+Myx

:—:O

Wy 9 )
w = M= M
_ 5 ,
2 (2_ |1 _Mzz|)2 _ (1+Mz2)2 _ (1 _x)2
+ 4 4 4 ’
2 — (2_ |1+MZZ|)2 - (1 _Mz2)2 o (1+$)2
- 4 B 4 4
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No caso geral

Desigualdade 1 : (slT)2 S (u2_ +0% + wi) >0

(14+2)°>0 — 22420+1>0,

IA

—0o<z<+00

Desigualdade 2 : (55)2 =t — (ui—l—vi—i—wz) >0
(1—m)2—(4x2)20 — 1—-2z+22—422>0
—32° =22 +1>0 — 32°4+22-1<0
r=1/3 e z=-1

x<1/3

Logo, o intervalo de separabilidade é = < 1/3.

D.2 Estado de Peres-Horodecki [6, 7]

Um estado descrito como

1—2 0 0 0
: 05 =50
PpH = ?
0 -3 5 0
0 0 0 0

possui dois autovalores nulos e os demais valendo =z e 1 — z, que sao positivos para

qualquer 0 < z < 1.

Vamos analisar o trago de p%, e encontrar para qual intervalo de x esse estado

representa um estado fisico:

[1—a]? 0 0 0

o | 0 B 205 o
0 20z [-5] [-5°+[5° o

0 0 0 0



logo
S ) 712 212
2 2
Para que esse seja um estado fisico devemos ter Trp%y; < 1. Vejamos entdo, para quais

valores de x esse é um estado fisico

logo para que o estado seja fisico devemos ter 0 <z < 1.

Fazendo a transposicao parcial e calculando os autovalores, vemos que para esse
estado, somente em x = 0 teremos um caso separavel. Para todos os demais valores de
x o estado estd emaranhado.

Para esse estado encontramos

P,=1-uz,
P,=1-zx,
My = —x,
M,, = -,
M,, =0,

My, =0,

M,, =1-2x.
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Logo

U4 , 9 P 9
1,z 2,2
U_ = 5 =0,
p_ Ot My)
2
v — (Mm — Myy) -0
5 )
w, = M, —;— M,, —0,
w Myy — My, 0
5 )
o 22 (2-20)
T 4 4
(-1 +22)°  (22)?
- 4 4

No caso geral

Desigualdade 1 : (8{)2 =t — (u2_ + 02 + wi) >0
22)°>0 — 42°>0

—o0o <z <400

Desigualdade 2 : (52T)2 =2 — (u2+ + 0% + w%) >0
(2—22)° - [(2—22)* + (-22)*] > 0
4— 8z +4a® — [4 — 8z +4a® +42%] > 0
—42* >0

=0

Como as duas devem ser satisfeitas ao mesmo tempo, teremos que somente em z = 0 o

estado é separavel.

D.3 Estado de Almeida-Davidovich [13, 17, 18, 19]

O operador densidade é escrito como
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laf* + 151’ 0 0 laf [B]e7(1 = p)

) 0 1B (1 —p)p 0 0
pD = 9 9
0 0 1Bl (L—p)p 0
18 |a| e (1 — p) 0 0 18 (1 — p)?

com 0 < p < 1. Calculando a expressao da concurrence para esse estado encotraremos

C =max{0,2(1 —p)[B] (|of = p|B])}-

Dessa expressao, vemos que para |3| < |a| , o emaranhamento desaparece somente
quando p = 1. Enquanto que para || > |a| o emaranhamento desaparece para p =
la/B| < 1, que corresponde a um tempo finito. Esse fendmeno foi chamado de morte

stibita do emaranhamento.
Vamos analisar o trago de ,b% e encontrar para qual intervalo de x esse estado rep-

resenta um estado fisico:

Tep?, = [Jaf? + 182 p%]" + [lal 18] (1 — p)] + 2 [|B]* (1 — p)p]”
+ 118l 1al (1 =)+ [1B7 (1 = p)?]”
=lal* + 1B {1B81> + 2]al* —4p [L — (218> + |a]*) p+ 218> p* — |8 P*] } -

Ou seja, p deve estar entre 0 e 1.

Para esse estado encontramos

Py.=2(jaf* + (5" p) -

Py, =2 (la]* +|8]°p) ~

Moy = 2o [B] cos (6) (1 = p),
My, = =2l |5 cos (0) (1 - p),
Myy = 2[B[|afsin (6) (1 - p),
My, = 2|B]]alsin (0) (1 - p),

Mzz =1 _4|B|2 (1 _p)p-
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Logo

_ P+ P[4l +18p) -2

U4 2 o 2 ’
PlZ—P2z
_:;:O
u 9 )
(Mm“‘Myy)
:—:O
(S 92 ’
sz_M
U_:%:2|a||ﬁ|cos(5)(l—p)u
M, + M,, -
w+=%:2w || sin () (1 — p),
M. — M
wo =" ¥ _
2
2
b (LEAL)? [2-4]8P( -
+ 4 4 ’
2
2 _ (1—M..)*  [4]8] (1—p)p)
< 1 4 ’

No caso do estado Davidovich na morte subita p = |a/3| < 1 ndo havera violagao

uma vez que o estado torna-se separdvel. No caso geral, para o regime em que

Desigualdade 1:  (s7)" =2 — (u® + 0% +w?) >0
[4]8* (1 —p)p}2 — {[4a]15] cos (8) (1 = p)I* + [48] o] sin (8) (1 = p)]*} = 0
16 8]* (1 — p)*p* — {16 |a)* |B]* (1 — p)* cos® (8) + 16 |a|* [B]* (1 — p)*sin® ()} > 0
168" (1 = p)*p* — 16 |af* |5 (1 — p)* 2 0
16[8* (1 —p)* (18] p* — |a]*) = 0
18] P> = |af* > 0
[/ —r

—00<p< —— U — <p< oo,

61— 17l

mas essa desigualdade acima deve valer apenas para o intervalo fisico 0 < p < 1, isto

¢é a separabilidade ocorre em lal < p < 1, para lel" <1 ¢ 0 emaranhamento ocorre em

18 18]
0<p<
= 18

A violagao da separabilidade (i.e. emaranhamento) ocorre no intervalo complementar:0 <

p < ‘I BII portanto o emaranhamento desaparece em p = ‘Igll para ||g|| < 1, o que carac-
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teriza a morte subita.

Desigualdade 2 : (55)2 = ti — (ui + vi + w%) >0
22 [1-218” (1 —p)p]” = 22 [2 (Jaf + 18P p) = 1] >0
12 (Jo* + 18] p) — 1| < [1 - 2|8 (1 - p)p|

—[1=2|8 (1 —pp| < 2lal* +2|6p—1) < [1—2(8]* (1 —p)p|

1% Parte: —|1- 2181 (1 —p)p| < (2|0z|2+2|ﬁ|2p— 1)
[1—2(8 (1 —p)p| < — (2]a* +2|8°p — 1)
2laf+218Pp-1) <1-2[8F 1 -pp < — 2laf* + 218 p - 1)

2 —2|al?
2
2|8

2
|

Parte 1.1:  2p —p* <

Parte 1.2: p* <
18°

Parte 1.1:  2p—p~ <

Parte 1.2: p* <

1—|af?
fc/—
[p=1p-1<0

p <1,

Parte 1.1:  2p —p? —

18

na parte 1.1 p < 1, nao é violada nunca no estado fisico 0 < p < 1, e na parte 1.2

2
Parte 1.2: p* < o

2
p? < _V‘;"g' nao vale pois p deve ser real.
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2° Parte: (2|af®+2(8°p—1) < [1 2|8 (1 - p)p|
Parte 2.1: 1 — 281> (1 —p)p > (2]af* +2|8)*p — 1)

2 2]a|2—2
S ——————5—
21|

p <1,

2p—p

novamente p < 1, nao é violada nunca no estado fisico 0 < p < 1

Parte 2.2:1 — 2|81 (1 —p)p < — (2]al* + 2|8 p— 1)
— |af”

51"

nao vale pois p deve ser real. A segunda desigualdade nao é violada nunca

p® <

—|af®

18I°
no caso do Davidovich.

ep® <

D.4 Estado de Gisin [16]

Para uma matriz densidade pg

20 0 0
X 0 za®* wab 0
pG: )
0 xzab zb*> 0
o 0 o0 1=
com
a’?+ b =1.
Sendo os autovalores
A= 5 [+ Jal]
1_2:6 'T7
1
Yo =5l = ],
1
)\3:)\4—§<1—$)



Vamos analisar o traco de ﬁé e encontrar para qual intervalo de z esse estado representa

um estado fisico:

(=]’ 0 0
52 = 0 [za2)? + [zab)? [za?] [xab] + [wab] [xb?] 0 |
0 [za?] [xab] + [xab] [xb?] [za?)? + [zab)? 0
’ 0 o [
logo ,
Trpg, = 2 {1_$] +2 [ma2}2+2[xab]2.

Para que esse seja um estado fisico devemos ter T'r’f)é < 1. Vejamos entao, para quais

valores de x esse é um estado fisico

1
5[1—x]2+2x2a4+2x2a2b2§1
2 (1 4 2,2 1
¢ =+2a"+2ab0" | —x— =<0
2 2
_1:|:\/2+4a2

1+ 4a?
14+ 2+ 4a2 1 —+vV2+4a2 <0
v 1+ 4a2 v 1+ 4a? =
14+ +vV2+ 4a? V2 + 442
AT T e T YT T Y4
14+ +vV2+ 4a2 V2 + 442
T — <0e l[z————— | >0
1+4a2 1+ 4a?

logo para que o estado seja fisico devemos ter

14+ 2+ 4a2 <1—\/2+4a2

MEZ T e TS T T

como nao existe interseccao entre esses intervalos, esse serd o intervalo de validade

1+\/2+4a2> 1 —+v2+4a?

ou T >
14+4a2 — = 1+4+4a?
Fazendo a transposicao parcial e calculando os autovalores vemos que para esse
estado

1
5 0 0 xab

| 0 wa® 0 0

Pa = ’
0 0 ab* 0



com os seguintes autovalores

1
1
Ag:§($—|l‘|),

1
)\3T:—(a+d—|—\/a2—2ad+d2+4|w|2),

2

1
)\::525(a+d—\/a2—2ad+d2+4]w]2),

teremos caso de emaranhamento para z > (14 2|ab|) ™.

Para esse estado encontramos

Py, 2Re (p13 + pos) 0
Py | = 2Im(ps+po) | = 0
Py, 2(p11 + pa2) — 1 2za® —x
Py 2Re (p12 + psa) 0
Poy | = —2Im(py+pss) | = 0
P 2(p11 + p33) — 1 2zb° — 2
My, Mgy M, 2zab 0 0
My, My, M,. = 0 2xab 0
M., M, M., 0 0 1-2z

0 que nos leva a

P, = 2xb% — x,
M, = 2zab,
M,, = 2xab,
M,, =0,

My, =0,

M, =1-2x
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Logo

P+ P,
uy = 1’; 22—z (a®+ 0 1) =0,
Pz_Pz
u_ = — 5 2 :x(az—bQ),
M, + M,
v+:( ;_ yy)—2xab,
U__(MMC;MZ/Z/)_O’
M., + M,
Wy = y—; Y —O,
w__Mxy;Myx_(],
t2_(1+Mzz)2_(2—2x)2
T 4 4
2 (1 MZZ)2 o (2'@)2
- 4 4

Vamos calcular as desigualdades. Para o caso geral

Desigualdade 1 (s7)” =2 — (u + 02 +w?) >0
(22)? = [22 (a> = 1*)]* > 0
11 (@~ 1%)°] 2 0
42° [a® — a] > 0

—o0 <z < 400

Desigualdade 2 : (32T)2 =7 — (ui + 07 + w%) >0
(2 — 2x)* — (4zab)® > 0
4[2% (1 —4lab]’) =2z +1] =0
1 1

20ab|+1° " " 2ab[ -1

1 1
S — — | >
(‘T 2|ab|+1> <x+2|ab|—1> =0

1 1
—— >0 —— 1 >0
o (m zyab|+1)— e(x+2\ab|—1>_ o
! <0e (o4 —1 <0
x_— —
2fab|+1) ="\ T e —1) =
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1 1

> er>-—
=1 T T 2 =1 Y
< 1 0 < L
r<——mm0ex < —-——
~ 2ab| +1 — 2lab) -1
Olhando o primeiro conjunto de desigualdades, vemos que ambas = > W exr >

— - s80 satisfeitas a0 mesmo tempo quando:
2|ab|—1

1
>
Y= 9ab 1

que é o intervalode separabilidade. Analizando o segundo conjunto de desigualdades

r<-—2L-0ex<

ab[ 1 Vemos que:

__ 1
2[ab|—1

1
Dex <

< - -
Tl T T 2fab - 1

valem simultaneamente . O que nos deixa como intervalo de separabilidade apenas

1
TS S

D.5 Estado de Das-Agrawal [23]

Dada a matriz

a(t) 0 0 0
= 1 0 b(t) z(t)exp(ix) O
31 0 w(t)exp(—iy) c(t) 0

0 0 0 d(t)

a(0) = p,

b(0) = 1,

c(0) = 1,

d(0) = 1-p,

20) = 1

w(0) = exp(2ix) {cos? (x) —sin® (x) — 2isin (x) cos (x)} ,
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para a evolucao temporal consideramos

a(t) = pexp(27t),

b(t) = exp(—7t) [l —sin(x)sin (2vt) — pexp (—t) + exp (27¢) p],

c(t) = exp(—t) {1l +sin(x)sin(2vt) +p [l —exp (—t)]},

d(t) = pexp(=27t) —2exp(—t)[1 + p] +3,

2(t) = exp(—7t) {cos® (x) + sin® (x) cos (2vt) + isin (x) cos (x) [cos (2vt) — 1]},
w(t) = exp(—t)exp (2ix) {cos? (x) — sin® (x) cos (2vt) — i sin () cos (x) [cos (2vt) + 1]} .

Calculando os VPs e os elementos de MC

P, 0
Pl,y = 0 ;
P, 2(a(t)+0b(t) -1
Py, 0
P27y = 0
Py, 2(a(t)+c(t) -1
My My, M,, 2z (t)cos(x) 2z (t)sin(x) 0
My, My, M, | =] —2w(t)sin(x) 2z(t)cos(x) 0
M., M., M., 0 0 1=2(b(t)+c(t)
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Logo

Uy = —=2 5 =
. Pl,z _PQ’Z . Qb(t) —ZC(t)
b > 2
vy = (Mo ;— M) =2z (t) cos (x),
o (Ma My
_ 5 7
Myt My () —w(®)]2sin ()
+ = 5 5
My =My, ()t w(n]2sin()
B 2 2
2 _ A+ M ) 2—2(b(t) +c (1)
+ 1 1
2 _(1-M ) 2O +c@)’
h 4 4

As desigualdades ficam escritas como

Desigualdade 1 : (sip)z =t — (u2_ +02 + wi) >0,
4((0 (&) +c()? =4[b(t) — ) + [ () — w(®)]sin ()] >0,
b () + e = [[b(t) — ()] +[[2 (1) —w ()] sin (Y)]] >0,

Desigualdade 2 : (32T)2 =2 — (u2+ + 0% + w%) >0,

|
—
[\
IS
—~
~
N—
+
S
—~
~
N——
+
o
—
~
N—
|
=
[\
+
™o
N
—~
~
N—
(@]
@}
n
—
=
= =
[N}
+
—
N
—~
~
N—
+
g
—~
~
N—
N—
wn
—
=
—~
=
=
| I
\Y
s}

Os intervalos de separabilidade serao ciclicos.
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Apéndice E

Consideracoes sobre a Métrica de

Minkowski.

A transformacao de Lorentz em conjunto com as rotagoes em um espago real tridi-
mensional R? formam um grupo homogéneo. De fato a transformacdo de Lorentz é
construida tal que a forma quadrética c*? — x? — x2 — x2 permanega invariante. Sendo

¢ € a velocidade da luz, t o tempo e x; sao as coordenadas espaciais. Quando a forma

2t2 2 2

quadrética é zero c*t? — z3 — x5 — 23 = 0 isto implica que no tempo ¢ a luz viaja uma

1
2
distancia (fo) a velocidade c. A forma quadréatica portanto define uma distancia

quadrética no hiperespago

2 _ 2 2.
s°=x5—T°;

com 12 = *t’e ¥ = (22,22 12) esse espago-tempo quadrimensional cuja métrica é

definida a partir de x3 — z7 — 22 — 23 é conhecido como espago de Minkowski, cujo tensor

meétrico é dado por

1 0 0 0
I I
LA [ SRR

00 0 -1

logo para z# = (9, Z) teremos z, = g,,x" = (xo, —Z) . Portanto,

atg 1t =g — i
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Note que para que a distancia s? seja positiva x3 > 7% em outras palavras, o espago
maximo percorrido nao pode ser maior do que aquele percorrido pela luz com velocidade
¢ no mesmo intervalo de tempo t. Portanto, qualquer velocidade v nao deve ultrapassar
¢ no espaco-tempo com s? > 0. Esses eventos caracterizados por distancias positivas
no espaco-tempo sao ditos do tipo tempo ou timelike. Distdncias negativas por sua

vez, caracterizam eventos em que >

> z3, definidos como eventos do tipo espago ou
spacelike. A realidade fisica que conhecemos ¢é dita timelike.

A partir dessa definicao Minkowski idealizou uma projecao desse hiperespago no
espaco tridimensional em que uma superficie conica delimita a fronteira entre os eventos
timelike (interiores ao cone) e spacelike (exteriores ao cone). A essa representagao damos

o nome de cone de eventos e sua projecao no plano t vs.r é conhecida como diagrama

de Minkowski.
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Apéndice F

Calculo da Concurrence

F.1 Calculo Geral

A concurrence de Wooters é definida a partir da transformacao

p=(0y®06,)p" (&y ® &y) : (F.1)

Tomando

1 — — R rd
leZZ[11®12+11®P2'62+P1'51@12—1—0_"1'M172'5g],

logo

A~k 1 D% =% D% =% xS
5 :Z—l[ll®12+11®P2-02—|—P1.al®12+o—1~M1,2~02],

P =P'6, — P;&y + P}o,

1
7= MO L+ L ® (B6a, — Piyoa, + Pioa.)] +

1 * A . A . . Y
+Z |:(P1,a:0-17x - Pl,yO'Ly + Pl,zo-l,z) ® 12 + o1 M172 . 0-2] 7

usando a Eq. (F.1)
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2 2 2 x A A A *x A A A *x A ~ A
(11 ®1s+ 11 ® (P30, 20020y2 — Py oby20y26y2 + Ply0y20.20,2) +

* A ~ ~ * A ~ ~ * A ~ ~ 2
Py 16y10210y1 — Py16y10y16y1 + Pl 16416.10,1) @ 1] +

1

4

+
e

+ [(61/,1 ® &y,2) 5; ’ MTQ ’ 5; (&y,l ® &y,2)}

(
1
4

~

mas como 62 =1 e

0,0y = —0y0, =10,
0y0, = —0,0,y =10y,
0,0, = —0,0,= —i0y,
logo
0y0,0y = 10,0, = —0y,
0y0,0, = 10,0, = —0,
0y0,0y = loy, =0y
Portanto
5= I, eiy4i P* .6 P*.6 P65
p= Z[ 1@ 1o+ 1@ (= Pyabup — Pyabya — Plada2) +
* A * A * A 2
+ (= PpGas — PpyGys — P1i6.a) @ 1) +
1 <>
A~ A~ —% * —% A~ A
+Z [(Uy,l ® Uy,2) 0y M1,2 * 09 (Uy,l ® Uyﬁ)] )
~ 1 2 % — =an — -
P = 111®12+11® —P o9 | + —-P 01 ®12+
1 ~ A —% ﬁ* —% A
+Z (Gy1 ® Gy2) 07 - 1,202 (Gy1 ®Gy2)

>
Analizando o termo [(0%1 ® 0y2) 01 Miy-05(0,1® 0y72)] , primeiramente temos que

>
o1 M- -0y = ZZUa,1Ma505,27
a B
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com «, 3 = x,y ou z, ou ainda «, 5 = 1,2 ou 3, (com 1 indicando z, 2 indicando y e 3

indicando z).

gy Mgy =33 (1) G, M6,
a g
mas (—1)° = 1 entdo
g - M3y =33 (1) 6, M 650
a g
Aplicando (6,1 ® 6,2) em ambos os lados, chegamos a
(6y0 ® y2) ;- M* -5 (6,1 ® 6,0) = DY (1) 6169601 M 5652616,
a B
= 3 (-1 6160161 M50, 265202
o B

Portanto

0,000y = (—1)" G,.
A A~ —% <—>* —% ~ A (0% o A~ * ~
(Gy1 ®0y2) 0 M*-F5(0y1 ®0y2) = ZZ (1) 0 (—1)% a1 Mg (_1)5 08,2
a B

= 3> (=16, Miybas
a B
= DY GaiM6p

— — = N N
Como M*=M,P; =P ePr=5

Portanto:

~ ~ ~ — >
p=1 11®12+11®<—P2'52>+<—P1'51>®12+51'M'52

A tnica alteracao é a mudanca de sinal das polarizagoes das particulas.
Podemos assim separar a p em duas partes, uma delas sem polarizagao, invariante

e a outra apenas com os termos referentes & polarizacao, tal que
P = X1t Xo
P = X1~ Xz
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com

. 1 . -
X1 = 1[11@)124—01 M 02],
A ]- 2 =y > - 2
Xo = 7 [11 ® <P2 U2> + <P1 Ul) ® 12] )
note também que
. 1. . 1. .
Try (%) = gLz Tro (1) = glie T (X1) =1,

. 15 . 15 .
TI'1 <X2) = §P2 + 09; TI'Q (X2) = §P1 01 € TI'12 <X2) =0.

Fazendo agora a multiplicagao

ﬁﬁ = ()A(l - 5(2) ()A(l + 5(2) = )A(% - 5(% + [)A(lv 5(2] ) (FQ)

pp = (Xl + Xz) (5(1 - )A(Z) = 5(% - f(% - [5(1,562] ) (F3)

assim

A~

[pa p] = —2 [5(175(2] :

Calculando termo a termo teremos

~2 1 2 2 — — — 2 2 — — —
Xi = 5 [11®12+U1'M'02] [11®12+01'M'02}
11~ A . — L= L =
= 4—2 |:11®12+0'1'2M'0'2+0'1'M'O’gO’l'M'O'Q],
— — - — Ry — .
em que 01+ M - G901, - M - 09 = ZO’liO'QjO'lkUglMiijl mas 00y = €m0 € 00 =
ijkl
<
1€jm0y. Assim o termo fica ZZ — €ikmEjmMijMio1m0e, = 71 - A - g, logo
m,n ijkl
A
~2 1. A - =~ o - 54
X1 = E [11®12+01'2M'02+01' A '02:|
~2 1 1- o 5 — N
Xl = E 11®12+O’1' (2M+A> c 09
—_——

Novo objeto de correlagao

O segundo termo
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[i1®<ﬁ2'5z>+<ﬁ1'51)®12] [i1®<ﬁ2'52>+<ﬁ1'51>®12}

=
S
|
el

52 |, B2\ 3 & S 55 B =
<P1—|—P2>11®12+g1-2p1p2'0g )

separdvel

S

~

poisg-ﬁé-ﬁzg-él—f—i(/fxé)-5, assim P - 33 P, - Gy = P21,

Fazendo
~2 ~2 1 32 =32\ 2 4 N — = = —> .
Xl—XQZE{<1—P1—P2>11®12—|—O'1|:2<M—P1P2>—|—A:|O'2}

Falta ainda calcular os comutadores da expressao Eq.(F.2) e Eq.(F.3)

[5(1’ )%2] = )A(19A62 - 5(25(1'

Termo a termo

1. A L=

X1X2 = E[ll®12+01'M'O’21|
1 (. L= T

= E{X2+01'M'02|:11®

que pode ser escrito como

o <> 5 ~ — - — 5 ~

o1- M -0, [11 ® <P2 . U2> + (Pl '01> ® 12] = E M;j (01 Por0209 + P1p01i01502;)

ijk

mas 00y = 1€jkm0m € 00k = 1€ikmTm. Assim,

5 <~ . ~ — . — . A .

o1-M -0y [11 ® (PQ : U2> + (P1 . 01) ® 12} = E iM;j (€jkmPok01i02m + €ikm P10 1m025)

ijkm

A 1 .
X1X2 = VE] {Xo + iM;j (€jkmPok01i02m + Eikm Prio1m02;) } -

Trocando j por m na primeira soma e ¢ por m na segunda

1 .
XiXe = X2 + @ (Mimemn; Poro1i02j + Mpjempi Pio1i02;) }

1. .
) {Xo + 101 (M PorEmij + Empi Pric M) 025}
1 ). .
= et + ZU1¢£MimP2k€mkj + 5imkP1kajzo'2j ;

Q,j]'
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ou seja,

Analogamente
.. L. . s = ~ 7. .
Xa2X1 = E{X2+ [11®<Pz-02>—|—<P1-01)®12} Ul'M'Ug}
L.
- 2 {Xo + M;j Poyo1;09k02; + M;j P1r01,01,02; }
1 .. _ .
= E {X2 + ZMijEkjmpkuuUzm + 2Mij€kimp1k01m02j} .
Trocando j por m na primeira soma e ¢ por m na segunda
. Lo . .
X2X1 = 12 {Xo + 1Mk Poro1i025 + @MmjgkmiplkaliO-Qj}

1 .. . .
= —{Xo + 101 [Min, PorEmj + i My Prx€ikm]| 025},
42

trocando € = —Emkj € Eikm = —Eimk
A 1 .
XoX1 = 2 {Xo +i01; [Mi, P, (—€mij) + MmjPik (—€imi)] 025}
1), .
= — < Xo + 101 (—Mim Pokemij — Mpmj Pik€imi ) 025
42 N 2
—Qy5
Portanto,
. 1 - N\
X2X1 = 5 (Xz +101 - (— Q) 02)
Assim o comutador
[5(17)22] = 5(15(2 - 5(25(1
1 /. T 1 /. . =\
= = <X2—|—201- Q 02> 2 <X2—|—201- (—Q) 02),
se escreve
A~ ~ i — = -
[X17X2] = 4_2<01‘2 ‘U2>
NN 20/, =
[Xsz] = 4_2 (01' Q '02>-

Concluindo temos que a transformacgao na matriz densidade para a o cédlculo da
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concurrence é dada por

o= Xi—X+ [ Xel
- %{(1—ﬁf—ﬁ§)il®ig+6l-
= %{(1_1312_1322)11@124-51'
ﬁﬁ - ﬁ‘f(g_[féhféz]
= 2B -B)Lehta
_ %{(1_133_135)11@12%1-

Assim vemos que

F.2 Calculo para estados do tipo X

Para uma matriz do tipo X

P11

0

0 po

0 puy
P23 0

0 pgy p3g O

P41

0

0 py

teremos que a concurrence possui uma forma analitica simples

C' = max {O,Cl, 02} s

sendo

Cy =2 ‘1014’ — 2y/Paaps3
¢y =2 ‘023’ = 2/P11P4a4-

Para a matriz

t+ + Uy 0
bT _ 1 0 t_ 4+ u_
2 O v_ + iw+

vy —lw— 0

111

Vo — Wy

t_ —u_

Uy +lw_

t+—U+



teremos

Cy =2

Uy +rw— T +u_ t.—u_

T‘—Q\/< 5 )< 5 ):\/vi+w3—\/t2_—u2_,
ty +u ty —u

—2\/(+2 +)(+2 +):\/v3+wi—\/ti—ui,

mas sabemos que C; > 0 e (3 > 0, para estados emaranhados, logo

Vo — Wy
2

Cy=2

Vi tur 22— 2 (@ ek ) <0,

ol =2 2 et hud) <O

Que sao as desigualdades propostas.
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Apéndice G

Consideracoes sobre os sistemas de

spin

G.1 Sobre a homogeneidade dos sistemas de spin
Suponhamos um operador H diagonalizdvel escrito como
H=JA+ AB.

Sendo diagonalizavel, o mesmo possui uma base |n) de autovetores, tal que

Hn) = E, (J,A)|n).

Isso nos diz que o autovalor do n — ésimo autovetor é uma funcao dos coeficientes .J e
A. Em alguns casos, quando [121, B] # 0, o préprio |n) = |n, J, A), porém, por enquanto
suporemos J e A fixos e portanto |n) nao varia.

Suponhamos agora um outro operador

~

P=A+=B8.

< b

Esse operador compartilha com H a mesma base de autovetores

Pln) =e,|n).
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Uma vez que P depende apenas da razao %, entao €, também dependera somente

_. (2
€n = &n 7))

Mas uma relacao entre F,, e €, pode ser estabelecida conforme veremos a seguir.

dessa razao. Assim

Da defini¢ao de H e P temos

em que

Fazendo J=1e A==z

En (1,33’) = En ('CE) 9
assim

E,(J,A) = JE, (1, %) . (G.1)

Dizemos entao que a funcdo E, (J,A) é uma fungdo homogénea. O que, na prética,
significa dizer que HeP possuem os mesmos auto estados, e que os autovalores de H
sao também autovalores de P multiplicados por J.

Na maioria dos problemas estamos interessados no operador matricial dado por

N q

=3 In) inl (G3)

e multiplicando Eq.(G.2) por Eq.(G.3), temos
.1 a
= Lo (—ﬁ) i ol
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pLAT) = % exp (—%) In) (n|

Porém, pela propriedade (G.1),

b(‘]vAaT) = Ezexp <_I€—T’7)> ’n> <n’

_ 1 Ea(1,5)
- E;exp - k’(%) ) |77,> <n‘a
logo
pJAT)=p (1, %%) . (G.4)
A

Ou seja, o estado do sistema depende apenas das razoes = e % Geometricamente,

T
a relacdo indica que, dado um ponto (J, A, T") no espaco tridimensonal, todos os pontos
localizados sobre a reta que liga Esse ponto a origem, apresentam o mesmo estado,
ele é constante ao longo da reta. Assim, podemos escolher um plano e mapear nele
todos os pontos do espaco, transformando um problema tridimensional em um problema
bidimensional.

Fazemos, entao, % =Ae % =T e resolvemos o sistema descrito pelo hamiltoniano

H (A) = A+AB em um ambiente com temperatura 7', em vez de resolver H = JA+AB.

Eliminamos uma varidvel, através desta parametrizacao.

G.2 Estado Térmico XXX com campo na direcao Z

A~

O hamiltoniano que descreve o sistema XXX com campo externo na dire¢do k é o

hamiltoniano de Heisenberg isotrépico

H= —wo01,, — wWo0O2, + Joy - 02,
na forma matricial
—2wg+J 0 0 0
R 0 —J 2J 0
H =
0 2J —J 0
0 0 0 2&]0 + J
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Os auto estados desse hamiltoniano total e suas respectivas auto energias sao

Auto estados de H Auto energias
1) = }¢+> +o7)) =111, | Bty = —2wo + J,
|pa) = W) )= (1) —=1), | By =-3J,
|p3) = |¢+> = (|Tl> +111), Eyr =,
lps) = (\¢+> 07)) =1L1), | Ej=2wo+J.

No ponto critico, portanto,

By = Ep
-3J = —2&)0+J
J 1
Wo N 2’

Escrevendo o operador densidade de estados, na base de spin, para Esse sistema em
equilibrio térmico p = (1/Z) exp (—BH ) , 8 =1/kT com k a constante de Boltzman ,

T a temperatura, e Z é a funcao de particao Z = Tr [exp (—mq ﬂ

eXp( 241,:%+J) 0 0 .
- 1 0 exp (—%) +exp (2) exp(—%) —exp (22) 0
s T 7 0 exp (—%) —exp (2£) exp(—:%) +exp (2) 0
0 0 0 exp( ZwIS;-J
com

J 2w 4]
Z = 2exp< k:T) [1 + cosh (k’T) + exp (kT)]

Reescrevendo na base computacional, isto é, invertendo os qubits de ambas as particulas

teremos a inversao de p;; <> Py

exp (—2“]3%7) 0 0 0
10 el ren() oA o) 0
T 0 e e () e ren() 0

0 0 0 exp(%)
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o trago permanece invariante. Calculando os VPs e a MC teremos

]P)l = (Pl,:c Pl,y Pl,z)
= ( 0 0 2(pyy+py) —1 )
_ ( 0 0 1+exp(fﬁ)+exp<§) 1 )

1+cosh( )+exp(

I
VR
(@]
—_
_l’_
@
%
k!
A
‘e
(=)
N—"
+
@
X
g
—
EXIS
’i‘\
N—"
|
—_
~_

Para a matriz Eq.(3.5) teremos

1—exp )

0 0
1+C0sh(—79) exp(—‘%) (4J)
. 1—exp( 7
Ml,2 - 0 1+cosh(2kw )—l—exp(%) 0
0 0 1_ [l—i—exp(z‘%)]

1+cosh< )Jrexp( —%)

escrevendo os parametros

LML 1+ exp (#£)

T 2 N 1 + cosh (2w0) + exp (—%)

¢ _1_Mzz 1+6Xp( )

- 2 1 + cosh (2‘”0) + exp (—%)

U :Pl,z+P2,z:1+eXp< 2W0)+exp(k‘7{)_1
+ 2 1—|—Cosh(2‘”°)+exp( ) ’
u__Pl,z;PQ,z_()?

y _Mm—l—Myy_ l—exp(“)

T 2 _1—|—cosh( )—l—exp(—%)
’U_Mxx;Myy_O’

w+_Myx42—Mxy_O,

w_MyZ;sz:O,
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(VIT)2 = v’ +02 +w?, (G.5)
= 0, (G.6)

(V2T)2 = ui +0l +w (G.7)
[ 1+exp(- 2w0)+exp(%)_1 2+ 1 —exp (1% 2(}8
B 1+ cosh (2“0) + exp (,‘i—‘]) 1+ cosh 2“’0 —|— exp

v

mne 1—{—exp(4 ) i
(81) = <1+COSh(2w°)+exp(k )> 0,
2 14 ex ( ) ’
(s2)" = (1 1_|_cosh(2“’01;+exp (i >) _
1 + cosh (QWO) + exp ( ) 1 + cosh (2“0) + exp (22) )

Calculamos também a derivada de (32T)2

1+ exp (42) 2
dj - 2<1_1+cosh(2wor))+exp(—%)> .
( — (%) exp (i)
1+cosh(2“’°)+exp( )

+
B <1+exp( 2‘“0) + exp 4T) _1> .

1 +cosh( ) + exp (%)

( (i) exp (ir) __(%%)(1-%6XP(E-%%)-%exp(%%))exp(%%)>

(%%)[1-—exp(zf)}exp(%f)<+ (5t) [1 —exp ()] exp ()
[1 + cosh (2‘”0) + exp (_%) 2 [1 + cosh (2“’0) + exp (%)

fazendo wg = 1 e substituindo

b 2 1

cosh | =) = 3

2 1

h = =

sin (kT) 2

Apés algumas manipulagoes teremos
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d(s3)’ (i) oxp (7

dJ [2—|—exp (kT)—i-eXp( lT

oo () e
con () f3) oo (3)] e ()]

N =

No ponto critico, J =

SH
—~
»
S
~—
(V]

i CEE |, B en () (Lo (<) +ew () + e ()
Al T [2+3exp () +exp (— )]
d(s])”
M a7 -

7=}

G.3 Estado Térmico de Heisenberg XXZ

Para o sistema no equilibrio. No caso de um hamiltoniano do tipo Heisenberg XXZ, em

que

2 AT AT AZAZ
H = —Jo{o5 — J&i6y — AG563,

portanto,
-A 0 0 0
. 0 A =2] 0
0 —-2J A 0
0 0 0 -A
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diagonalizando H teremos

Auto estados de H Auto energias
1) = ({¢+> +o7)) =111, | Ep=-A,
|p2) =|¢ >=—<m>—|m>> E,- =A+2]
los) = [F) = 5 (I11) + 1), | Byr = A2,
0s) = 5 (}¢+> 97)) =1L, | En=-A

A transicao de fase deve ocorrer em

E - wa

_>
=
|

= 1

< B>

Escrevendo o operador densidade de estados, na base de spin, para Esse sistema em
equilibrio térmico p = (1/Z2) exp (—Bﬁ) , B =1/kT com k a constante de Boltzman ,
T a temperatura, e Z é a funcao de particao Z = Tr [exp (—BFI )}

exp (i7)

0 exp(—AT coS (
0

0

0
)

exp (—2) sinh (2
0

el
Il
N =
x
ﬂls :lk‘

0 0
) exp (=) sinh (37) 0
) exp(—gp)cosh(3r) 0

0 (

exp

I

A)
kT
Note que a mudanca para a base computacional nEsse caso nao altera a matriz, nem

tao pouco a sua funcao de particao.

Z = 2exp (%) {1 + exp < Z?) cosh (2;)} .

Fazendo a identificacao, calculando os VPs e os elementod de MC

ex A ex _% COS. 2J
IE%—(O o ol ) h(zi)])—l),
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em que apenas

M — kT kT

o [1 + exp (—%) cosh %)} ’
M exp (—i—%) sinh (Z—T)

v [1 + exp (—%) cosh %)} ’

M., = 1- il

sao diferentes de zero em

M,. 0 0
M, = 0 M, O
0 0 M,
Definindo
IZIZMZZ Pl,zj:P?Z
ty = 5 ,  Ux = 9 )
p exp (—Z—%) cosh (Z—T
e [1 + exp (—%) cosh E—J)] ’
L exp (—i—%) cosh (z—%)
a [1 + exp (—%) cosh (Z—%)} ’
U+ = 0,
oL — exp (—%) sinh (i—T)
N [1 + exp (—%) cosh Z—%)} ’
v_ =0,
W4 = 0

o7 ()




Calculamos também a derivadas de (55)2 com relagao a A.

( 2f exp (—%—A) cosh (77) _ (37) exp (i) cosh’ (%)) _

2 () exp (—j7) sinh i

1+ exp (—22) cosh
[ (=37

fazendo J = 1 e substituindo

2 1
h{i-—]) = =
cos (k:T) 5
2 1

o (2) = 2
sin (kT) 5

Ap6s algumas manipulagoes teremos

ACH (37) exp (=37)
dA 2+exp (—22) [exp (%) +exp (=)

No ponto critico A = 1, teremos que

d(s3)"

T
[1 + exp (—%) cosh (i—‘] [1 + exp (—%

)]
(z—) B 2 (ﬂ) exp (—%) sinh (g) cosh (
: ) cosh ()]

dA

At 2+ [1 + exp (—%)

Calculando o limite para temperaturas zero obtemos

(zr) 2 [1 +oxp (—g7) | +exp (—57) [exp (57) Texp (—rr)] = 2exp (-5

A )R ew ()] [+ e (<] - 2o ()]
-0 dA - T—0 2+ [1+exp (—75)]

Cd(sD)Y 8y L

1 A o fy (k_T>_OO'

Portanto a curva diverge nEsse ponto para temperatura zero
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G.3.1 Modelo de Ising

Para o modelo de Ising

H = —A6563,
Jo = J, =0,
J. = A.
Logo
exp (%) 0 0 0
.1 0 exp (—2) 0 0
P=—= )
Z 0 0 exp (—AT) 0
0 0 0 exp (%)
com
A A
Z =2 {exp (ﬁ) + exp (—ﬁﬂ : (G.9)
Podemos calcular os vetores de polarizacao e os elementos da matriz de correlcao
IP:‘1 - ( 0 0 0 ) )
Py = < 0 00 ) .
00 0
M= 0 0 0
2exp(—A)
00 1-— L
[exp (7 )+exp (=7 )]
com
A
b1 exp (~ir)
A AN’
lexp (37) + exp (—77)]
A
. exp (~r)
- A AN’
lexp () +exp (—i7)]
Uy = 0,
Uy = Oa
v_ =0,
W4 = 0

123



O que nos leva as desigualdades

A

0= (i

)—l—exp(

e exp (— ) .
(82) B (1_[exp( )—i—exp( A)}) =0 (G-11)

Ou ainda, podemos obter as distancias quadréticas a partir do modelo XXZ fazendo

> 0, G.10
>J> . (G10)

J = 0. O que resulta em

Logo

()" = ([1 s (—2__%5_%)} )2, (G.12)

2
2A
2 exp (——)
(s1)” = (1 — M ) : (G.13)
[ —i7)]
Podemos, por fim, efetuar os calculos diretamente a partir dos autovalores com \; =

P %exp (—k—T) ed3=N\ =+ exp (kT) e Z definido na Eq.(G.9)

(S’{) 2 = 4)\1)\2

A

™2 exp (—7) :
(31) = 4<2[exp( )—|—exp( )]) ’ (G.14)
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(Sg) 2 = 4)\1)\2

e _ o () 2
0 = 4 () ) (9

T

Para mostrar a equivaléncia dos tés métodos de célculo, tomaremos a expressao calcu-
lada de forma usual Eq.(G.10). Primeiramente notamos que Eq.(G.10) ja é identica a
Eq.(G.14).

A seguir fazemos algumas manipulagées matematicas na expressao Eq.(G.10)

W = ()

[exp (%) + exp (

i exp (~ ) )
exp (7) [1+exp (—32)]
_ exp(ﬁ)ew(—%))?
1+ oxp(—2)]
(e () )
n)

[1 + exp (—%

resultando na Eq.(G.12).
Podemos fazer o mesmo para a segunda distancia Eq.(G.11). Apés algumas manip-

ulacoes matematicas.

w1 ewg) Y
(82) = \! [exp(%)—FeXp(_%)})

(e (D) tesp(—5) e <—,%T>>2
[oxp (&) +exp (— 2]

_ exp (L) >2
[exp (i) +exp (=F)] )

vemos que a expressao Eq. (G.11) é idéntica a Eq.(G.15). O mesmo pode ser provado
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com relacao a Eq.(G.13)

e (i ewld) Y
(s2) ! [exp (&) + exp (‘%)])

exp (—i7)

"o (B) [+ e <—%>]>
e (@B e (A
-\ [1+exp<—%>]>

_ (1o oeGr) ”>2.

[1 + exp (—%

= |1

Portanto, as trés formas de escrever as distancias Eq.(G.10), Eq.(G.12) e Eq.(G.14) sao
completamente equivalentes. O mesmo ocorre para Eq.(G.11), Eq.(G.13) e Eq.(G.15)

que também sao idénticas.
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