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Resumo

Neste trabalho nés estudamos o problema relativistico de dois corpos na eletrod-
inamica de acao a distancia. Este sistema dindmico foi proposto no comeco do século
passado como exemplo de dindmica relativistica e ganhou status de eletrodindmica nos
anos 40 com os trabalhos de Dirac, Wheeler e Feynman. As equagbes de movimento
deste problema envolvem argumentos retardados e avangados simetricamente, sao pouco
estudadas e dificeis de resolver. Nés tentamos entender a dindmica deste sistema com én-
fase na fisica deste complexo sistema dinamico conservativo. N6s estudamos os seguintes

casos do problema de dois corpos:

(i) N6s comegamos o estudo com o problema geral atrativo de massas arbitrérias
e orbitas em trés dimensoes (o dtomo de Hidrogénio). Noés desenvolvemos um método
numeérico para este problema, que apresentou muitas limitagoes. N6s calculamos numéri-
camente algumas érbitas com esse método, mas algumas limitacoes nao possibilitaram
um estudo completo da dindmica neste caso. Alguns fracassos iniciais nos levaram a
restringir o estudo ao problema mais simples de 6rbitas colineares e massas iguais ( (ii)
e (iii) ).

(ii) Para o problema colinear repulsivo de dois elétrons, nés obtivemos uma aproxi-
macao analitica para as érbitas repulsivas de baixa energia e desenvolvemos um método
numérico estdvel baseado em minimizacao. Usando este método nés calculamos nu-
mericamente as érbitas para vdrias energias. Noés também obtivemos uma descricao
Hamiltoniana com dois graus de liberdade para a dindmica colinear, na forma de um

Hamiltoniano implicito.



(iii)Para o problema colinear atrativo com massas iguais, nés derivamos equagoes de
movimento que sao regulares na colisao. Para isso usamos as integrais de Noether do
problema de dois corpos relativistico como motivacao e também para remover infinitos
da equagao de movimento. O procedimento desenvolvido é andlogo a regularizagao de
Levi-Civita do problema de Kepler.

Estas equagoes regulares foram adaptadas num método numérico estdvel baseado
em minimizagao, andlogo ao desenvolvido em (ii). Usando este método, nés calculamos

numericamente orbitas para virias energias no caso atrativo.



Abstract

We study the relativistic two-body problem of the action-at-a-distance electrody-
namics. This dynamical system appeared 100 years ago as a time-symmetric relativistic
motion and acquired the status of electrodynamics in the 1940’s by the works of Dirac,
Wheeler and Feynman. The equations of motion for this problem are delay equations
involving retarded and advanced arguments symmetrically. We outline our dynamical
studies with an emphasis on the physics of this complex conservative dynamical system.
We study the following versions of this electromagnetic two-body problem:

(i) For the case of two arbitrary masses with attractive interaction (hydrogen atom),
we develop a numerical method to integrate the three-dimensional motion. This method
has a very limited applicability and could not answer several dynamical questions. We
calculated numerically some orbits. The difficulties of this complex case suggested that
we should restrict the study to the simpler problem of straight-line orbits and equal
masses ( (ii) and (iii) ).

(ii) We study the colinear orbits of the repulsive problem of two electrons (two elec-
trons moving on the same line). We obtain an analytical approximation for the low-energy
colinear orbits. We also develop a stable numerical method based on steepest-descent
minimization. Using this method we calculated the orbits numerically for several ener-
gies. We also found a two-degree-of-freedom implicit Hamiltonian formalism to describe
this colinear motion.

(iii) For the attractive problem with equal masses, we derive an equation of motion

that is regular at the collision. Our method uses the energy constant related to the



Poincaré invariance of the theory to motivate the regularizing coordinate transformation
and to remove infinities from the equation of motion. The collision orbits are calculated
numerically using the regular equation adapted in a self-consistent minimization method
(a stable numerical method that chooses only nonrunaway orbits). We compare our
regularization of this Poincaré-invariant case to the Levi-Civita regularization of the

Galilei-invariant Kepler problem.
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Capitulo 1

Eletrodindmica de acao a distancia

1.1 Introducao

A invaridncia de Poincare é uma exigéncia para qualquer teoria fisica moderna.
Entre as teorias covariantes, as teorias de campo tiveram éxito em descrever a fisica das
interacoes, como por exemplo QED, QCD, etc. Estas teorias sé podem ser tratadas em
forma perturbativa e precisam ser renormalizadas no tratamento quantico. As teorias
de campo estao plenas de infinitos provenientes da auto-interagao, tanto no tratamento
classico como quéantico. Uma outra teoria de campo fundamental, a Gravidade, nao pode
ser tratada em forma perturbativa e portanto nao pode ser renormalizada. A vantagem
das teorias de interacao direta entre particulas puntuais, que sao chamadas de acao a
distdancia, é que estas nao sofrem de auto-interacao pela prépria definicao. Nestas, a
interacao propaga-se com a velocidade da luz, mas sem a intervencao de um campo
intermediario. O campo, pode até ser definido na teoria de acao & distancia, porém nao
possui graus de liberdade préprios e é determinado a partir dos graus de liberdade das
particulas.

Desde a publicagdo do artigo de Wheeler e Feynman [1], a eletrodinamica de agao
a distancia tornou-se uma explicacao vidvel para o paradoxo que surge da equagao de

Abraham-Lorentz [2]. Esta equacao leva em conta o termo de amortecimento radiativo,

10



porém a solugao viola o conceito tradicional de causalidade. Este conceito nao aparece
na teoria de ac¢ao a distdncia, onde os potenciais retardados e avancados sao considera-
dos equivalentes desde o comeco. Esta teoria teve sucesso ao determinar o termo exato
para a forca de amortecimento radiativo, proposto ad hoc por Dirac. Porém, uma teoria
simétrica no tempo como esta, tem que dar uma explicacao coerente a efeitos aparente-
mente causais, como por exemplo o fendémeno da radiacao. Esta explicacao foi dada por
Wheeler e Feynman em [1]. Wheeler e Feynman também tentaram encontrar uma formu-
lacao Hamiltoniana, com a intencao de quantizar a eletrodindmica de acao a disténcia,
que até hoje s6 pode ser quantizada no formalismo de integrais de trajetéria [3].
Discute-se aqui também uma incompatibilidade entre a invaridncia de Poincaré e a
descricao local Hamiltoniana, o chamado Teorema da nao-interag¢do de 1963 [4]. Discuti-
mos também um método para evitar as conseqiiéncias do teorema, a chamada dindmica
de vinculos, que apareceu vinte anos mais tarde. Este capitulo esta dividido da seguinte
maneira: (i) Na Secao I discute-se as solugdes da equagao de Abraham-Lorentz para uma
forga simples e a teoria de radiagao proposta por Wheeler e Feynman. (ii) Na Segao II
mostra-se como o teorema da nao-intera¢ao é contornado usando-se a dindmica de vincu-
los. A demonstracao do teorema da nao-intera¢ao em sua versao original é apresentado

no Apéndice I.

1.2 Lagrangiana de Fokker

A teoria de agao a distancia foi iniciada por Scharwzschild (1903) [5], Tetrode (1922)
[6] e Fokker (1929) [7]. Finalmente em 1945, Wheeler e Feynman mostraram [1], [11] que
esta teoria descreve exatamente a eletrodindmica nas suas consequéncias cldssicas. Nesta
teoria, o campo eletromagnético estd descrito em funcao das érbitas das particulas. Como
na teoria de Maxwell, as particulas sentem a interacao com um atraso no tempo igual &

distancia entre elas dividida pela velocidade da luz. A acao que descreve esta interacao
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entre N particulas ¢ = 1...N, é

Z / madr; —» / / eie;6 (%) drydr; (1.1)

i>7

sendo m; a massa da particula ¢, d7; o intervalo de tempo préprio e

s = g (@l = () (@) = 7)), (1.2)

é a distancia entre as particulas no espaco de Minkowski com a métrica g, = diag (+, —, —, —).
A funcéo delta que aparece na Eq. (1.1) assegura que as particulas s6 interagem quando
conectadas em forma simétrica no tempo, por um raio de luz. A maior diferenca entre
esta teoria e a eletrodindmica de Maxwell é que a interacao se d4 nao somente com o
passado da outra particula, mas também com o futuro dela. Essa interacao pode ser

descrita pelos campos diretos,
AD (1) = ¢, / §(s7) ), F) = 0,40 —0,AD. (1.3)

Esses campos nao tém graus de liberdade préprios e os tnicos graus de liberdade que
aparecem sao os das proprias particulas. Podemos ver que esta teoria resulta nos mesmos
potenciais convencionais de Lienard-Wiechert, integrando a expressao acima e usando as
propriedades da fungao delta. A variacao da agao Eq. (1.1), resulta na equagao para a

particula ¢

dzx“ (@)
miy——— Z Tota)l v ) (14)
J#

onde o campo total é dado por

F!

(Total)

{Fret + Fad’u} ) (1.5)

N =
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o que faz desta uma teoria simétrica no tempo. Por outro lado, usando a teoria de

Maxwell e a forca de Lorentz, obtém-se

&>zt ) u(g) dr” v
W = 67, Z F(ret) v dT y (1.6)

J

m;

onde é usado o potencial retardado e a somatdria é sob todas as particulas incluindo a
prépria particula . Na teoria de a¢ao a distdncia, os dois potenciais sao equivalentes.
Como é sabido, os potenciais avancados e retardados de Lienard-Wiechert resolvem as
equagoes de Maxwell, porém, costuma-se usar somente o potencial retardado. Isto se
justifica porque a solucao retardada pode ser visualizada como uma onda saindo de um
elemento radiante e chegando a um ponto distante mais tarde. Por serem as equagoes
de Maxwell simétricas no tempo, nao podem determinar qual potencial deve ser usado,
portanto nesta teoria o potencial é imposto ad hoc.

Vejamos o que acontece quando é usado unicamente o potencial retardado na anélise
de uma particula acelerada. A equacao de movimento de Abraham-Lorentz para uma

particula carregada e acelerada escreve-se [2]

A2z dz’  2e? (d?’x“ dz¥  d3z” d:z:”) dz° ()

‘ CVdr 3 o\ dr dr3 dr ) dr ’
onde F* denota uma forga externa aplicada sobre a particula e o segundo termo a direita
¢ a forga de amortecimento por radiagao. Em 1938 Dirac apresentou uma explicacao ao
termo radiativo, agregando ao campo externo F'*, um campo aparentemente proveniente

da prépria particula (auto-interagao), igual a

1
RMV = 5 {Flf/ (ret) - Flf/ (adv)} ) (18)

Usando a forga adicional Eq. (1.8) mais a forca retardada na Eq. (1.6), a equagao Eq.
(1.7) fica

Pat da”
mi—— = e (Fly + R ——. (1.9)
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(a)

v
(b)

Figura 1-1: Comportamento da velocidade de uma particula nas equagoes de Abraham-
Lorentz, com um impulso F = P6(t). No caso (a) v = Lexp (&) parat < 0e v =

%paratz(). No caso (b)v:()paratg()evzﬁexp(ﬁ) parat>0,com7':";§3‘

T

Assumindo o limite onde o volume do elétron vai a zero, Dirac consegue derivar a Eq.
(1.7) da Eq. (1.9) [8]. Agora considere-se uma particula na qual atua um impulso

de forca em t = 0, de F = P (t), A aproximagao de baixas velocidades da Eq. (1.7),

prescreve a seguinte equagao de movimento

Mi = Po (1) + 25 (1.10)
Tr = _— . .
3¢3

(a equacao relativistica ndo apresenta diferencas qualitativas). Para que a particula se
movimente com velocidade constante para ¢t > 0, a solugao continua e nao disparante da

Eq. (1.10) deve se comportar para t < 0 como
. P 2mc?
t=—exp|-—-t], t<0. (1.11)
e

Por outro lado, impondo a condigao inicial & = 0, para todo ¢ < 0, a solucao continua
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parat >0 é

P 3mc?
r = — ——t t > 0. 1.12
T = —exp (2 > ), (1.12)

que e explicitamente disparante como se mostra na Figura 1.1. Em particular a solucao
Eq. (1.11), ndo é compativel com a causalidade, vide Figura 1.1 (a). A particula comega
a se movimentar antes do impulso de forga atuar nela. Para o caso (b) na Figura 1.1, a

solugdo continua Eq. (1.12) é disparante e nao ¢ fisica [8].

1.2.1 Teoria da radiagao de Wheeler e Feynman

A pergunta que surge imediatamente é: como esta teoria simétrica no tempo pode
explicar um fenémeno causal como a radiagao?. Wheeler e Feynman conseguiram dar
uma explicacdo no seu artigo Ref. [1]. Daremos a seguir uma explicagdo simplificada
considerando o seguinte modelo: uma carga a dentro de uma esfera de vazio de raio
R (R — ) e fora desta N particulas distribuidas uniformemente formando um universo
homogéneo. Estas particulas sao consideradas com velocidades muito baixas. Cada

particula interage com o universo através de campos diretos iguais & soma
1
F = 3 {Fret + Faav} - (1.13)

Wheeler e Feynman estimaram a resposta do universo ao campo gerado pela particula
a para uma posicao perto desta. A aceleracao da particula a e considerada com uma
componente tipica de freqiiéncia w e amplitude ug. O campo elétrico retardado, gerado

por a que tem contribuicao a longas distancias, atuando no ponto P, escreve-se como
e
Ey = up—sinfexp [iw (r — t)], (1.14)
r

onde r ¢é a distancia a P e o angulo 6 esta mostrado na Figura 1.2. Incluindo agora

o efeito da refragdo na Eq. (1.14) por causa da fronteira entre o vazio e o universo
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homogéneo, para o qual o indice refragao ¢ dado por (n — ik), obtem-se

B, = Téf_o—mexp fiw(r —t + (n— ik — 1) (r — R))], (1.15)

a contribuicao & aceleracao da carga P devido a este campo é

e
ap =D (w) Ep, (1.16)

onde p (w) esta determinada pela equagao

_ ArNeéPp (w)

—ik)? =1
(n —ik) p—

(1.17)

A idéia de Wheeler e Feynman foi que a carga P gera uma onda avangada que se
movimenta para atrais no tempo, chegando & carga a ao mesmo tempo que esta gera
a onda retardada. Na direcao da aceleracao de a, a contribuicao da metade de campo

avangado proveniente de P devido a aceleragao encontrada anteriormente Eq. (1.16), é
=F —ep( )[_e si Q]e p (—iwr)
a w inf|ex wr) .
" “m 2r

Agora integrando sob as N particulas, obtém-se

oo mw 2w
2
. € . - 2 _ _2 —iwt
ag = / / / E0_2mrp (w) sin @ exp (—iwr) Nrdrdfde = 5 wtoe ™" (1.18)
R 0=0 $=0

E ficil notar que a resposta do universo, normal a aceleracio cancela-se, integrando
entao a Eq. (1.18) para todas as freqiiéncias obtem-se exatamente o termo radiativo na
Eq. (1.10).

Também pode dada uma segunda explicacao pictérica: Um ponto tipico P do universo
gera uma onda avangada quando a onda retardada da particula a chega até ele. Uma

onda avangada emanando de P pode ser vista como uma onda esférica vindo do infinito
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Figura 1-2: Mostra-se aqui a resposta do universo homogéneo de particulas by, bs, ...,a0
campo produzido pela particula a, como uma frente de onda saindo de a. O angulo 6 é
o usado na derivagdo Eqgs. (1.14)-(1.18)

e convergindo sobre P. Esta onda cruza a fonte a ’antes’ de chegar a P. Se o universo
absorve completamente toda a radiacao procedente da fonte a, a resposta de todos os
pontos P no universo geram uma onda esférica convergindo sobre a e depois saindo dela,

como se mostra na Figura 1.2. Produzindo assim finalmente, a expressao

1
Fresposta == 5 {Fret - Fadv} . (119)

Este resultado, foi prescrito ad hoc, por Dirac para explicar a forca de amortecimento
devido a radiagao gerada por uma particula acelerada [8]. Somando este campo ao campo

total produzido pela fonte a obtém-se entao
1 1
§{Fret+Fadv}+§{Fr6t_Fadv} :Fret~ (120)

Isto explica porque em experimentos macroscépicos cotidianos mede-se somente o campo

retardado, mesmo sendo esta uma teoria simétrica. E preciso lembrar que na derivagao
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o universo hé de absorver em forma integra todo o campo eletromagnético que emana de
suas particulas. O argumento dado em [1] para achar a expressao (1.20) nao funciona no
caso em que o universo nao absorve perfeitamente toda a radiagao. Esta aproximacao de
absorcao completa é uma tentativa de eliminar a dindmica das outras cargas do universo.
Supondo entao que a absor¢ao seja completa, os campos tanto o criado diretamente pela
aceleracao da particula como a resposta do resto do Universo a estes, tem que decair

para r — oo como O (1/r), ou seja

>5 [F}ft F;gv] ~0 (%) , (1.21)

b

porem, como estes campos podem ser vistos como ondas que se transportam para o futuro

e para o passado, tem que se comportar para r — oo independentemente como

S5~ (). Yarh~o(7) (122

deduz-se entao que
1 b b 1
>5[ -r] ~o(3) (129
b
Porem, esta combinacao de poténcias representa um campo sem fontes e portanto a Eq.

(1.23) implica que
L7 o b
25 [Fr(ezz _Fédzj] =0.
b

Conclui-se que o campo atuante sobre a é:

1 a
22 |:F7’(ez +F( )i| {Fiet adv} Figt (124)
b#a b#a

l\.')|’—‘

Note-se que esta solugao nao e uinica; pode-se ver que trocando as palavras ret < adv
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m (1.24) obtém-se

SRS+ EOY = S {E - FOY + SR, (1.25)

ab a#b
o que resulta em um universo que admite somente solucoes avancadas. Isto muda o sinal
da forga de auto-interagdo na Eq. (1.7) de amortecida para forgante. Existe entdo uma
ambigiiidade na prescricao. Wheeler e Feynman argumentaram que a férmula correta
era aquela que corresponde & dire¢ao termodindmica do tempo (aumento da entropia).
Novas idéias surgiram entdo no ambito da Cosmologia propostas por Hogart (1962) [9] e
posteriormente foram ampliadas e discutidas por Hoyle e Narlikar [10]. A idéia central é
que tomando em conta a expansao do universo, a ambigiiidade referida acima é quebrada.

Generalizando em forma natural a prescrigao, pode-se escrever Eq. (1.13) como:
FTotal == AFret + BFadm (126)

onde A, B sao constantes. Em varios modelos cosmolégicos o futuro e o passado absorvem
a radiacao com diferentes eficiéncias que vamos denotar f,p. Entao f = 1 denota um
universo futuro com absorcao perfeita e p = 1 define um universo passado com absorcao

perfeita. Por auto-consisténcia com (1.24), o campo total é
FTotal — {Fret + Fadv} + = (Af Bp) {Fret Fadv} . (127)

Igualando termo a termo em (1.24) e (1.25) separadamente, determina-se os coeficientes A

e B
1—p 11—
2—f—p 2—f—-p

Nota-se que se f = 1, obtém-se um universo que aceita solucoes retardadas somente se

A= (1.28)

p # 1, e vice-versa. S6 o caso de p = f = 1,acaba em uma situagao ambigua. Isso
mostra que aceitando certos modelos cosmoldgicos (Quasi-Steady-State Universe) [12],

onde p ~ f ~ %, porem p # f , obtém-se uma prescri¢ao tnica, que relaciona a diregao
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do tempo eletrodinamico com a dire¢ao do tempo cosmoldgico [3].

Nossa pesquisa trata de duas particulas isoladas. Neste caso, a teoria de acao a
distancia determina equagoes dindmicas bastante diferentes da teoria de Maxwell. Ambos
os campos retardado e avancado tém que ser considerados atuando entre as particulas.
No6s argumentamos que a presenga do universo tem um efeito que pode ser considerado
perturbativo. Na interacao entre um atomo e o universo, como por exemplo no caso do
dtomo de Hidrogénio, o termo radioativo nos potenciais de Lienard-Wiechert ¢ muito
menor em comparacao ao termo Coulombiano.

Existe relativamente pouca literatura para estas teorias de acao a distancia, uma
das razoes disto é que as equagoes derivadas da agao Eq. (1.1), sdo equagdes nao-locais (
diferential-difference equations) dificeis de resolver mesmo por métodos numéricos. Além
disto, a condicao inicial para estas equagoes nao é meramente pontual como no caso New-
toniano, mas tem que ser dado um segmento da érbita, consistente com as equagoes, para
que estas evoluam. Alguns autores propuseram Lagrangianos covariantes que aproximam
de alguma maneira a agao de Fokker para o caso assimétrico no tempo, no qual uma das
particulas sente s6 a interacao retardada da outra e a segunda s6 a interacao avancada.
Estas teorias assimétricas produzem equacoes locais, no entanto os aspectos cldssicos e

quanticos da teoria simétrica original continua pouco entendida até hoje [3].

1.3 Teorias covariantes de acao a distancia

As teorias relativisticas, como a eletrodindmica de acao & distancia, tiveram uma
decaida na década de 60, depois da demonstracao do teorema da ndo-interagao [4], [14].
Este teorema demonstra que se quisermos descrever no espacgo de fase um sistema de
particulas de tal maneira que:

(i) a dinAmica seja regida por um Hamiltoniano,
(i) a algebra de Lie do grupo de Poincare seja realizada através de transformagoes

canonicas, ou seja, os geradores infinitesimais: momento linear P* e momento angular
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generalizado J*¥, obedecam a dlgebra de Poincaré com os colchetes de Poisson.

(iii) as coordenadas das particulas individuais se transformem corretamente pelo o
grupo de Lorentz, de modo que as particulas tenham trajetérias bem definidas.

Surpreendentemente, este teorema demonstra que estes requerimentos sao satisfeitos
apenas se as particulas se movimentam como particulas livres, ou seja, toda interacao
fica excluida na descrigao [4] (vide também o Apéndice I). As conseqiiéncia deste teorema
foram evitadas pelos préprios autores vinte anos depois usando a teoria de vinculos e as
diferentes formas dindmicas de Dirac [13], [15], dando lugar assim a teorias Hamiltoni-
anas de acdo a distancia [16], [17], [19]. Este teorema foi demonstrado também para
a descrigdo Lagrangiana da dinamica [21]. Neste formalismo, as consequéncias deste
teorema podem ser evitadas usando Lagrangianos que dependem das derivadas das co-
ordenadas a todas as ordens [19]. Uma exce¢ao importante ¢ quando o espago é o de
Minkowski My, de 1+1 dimensoes, onde pode ser proposta uma descricao Hamiltoniana
sem necessidade da dindmica de vinculos. Vérios Hamiltonianos neste espaco My foram
sugeridos para interacoes escalares e vetoriais, como também foi estudada a quantizacao
de alguns destes [19]. Nos anos 70 um Hamiltoniano foi derivado da acdo de Fokker
(interagao eletrodindmica) em My [20]. Tanto este ultimo como os outros Hamiltonianos
propostos sao assimétricos no tempo, ou seja, enquanto uma das particulas sente s6 a
interagao retardada da outra, a segunda, s6 sente a interacao avancgada [26], [28]. No
espaco de quatro dimensoes de Minkowski My, alguns autores propuseram teorias de
vinculo com Hamiltonianos na forma isotrépica da dinamica(isotropic form of dynamics),
todas estas assimétricas no tempo, porem aproximando a interacao eletromagnética [19].
Outras propostas existentes nao se derivam da acao de Fokker nem tém relacao direta
com as equacoes de Maxwell, mas sao explicitamente covariantes e o potencial definido

aproxima-se do potencial de Coulomb para baixas velocidades [15], [17].
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1.3.1 Dinadmica de vinculos

Este formalismo foi desenvolvido primeiramente por Komar e outros [15], [16], [17],
e mostra como o teorema da nao-intera¢do pode ser evitado. A DinAmica de vinculos
¢ usada essencialmente quando por alguma razao tém que se trabalhar com mais graus
de liberdade de que os graus de liberdade fisicos. No caso da Din&dmica relativistica de
particulas o movimento destas é descrito por linhas de universo v, : R — M,. Estas
podem ser parametrizadas de forma arbitraria com parametros 7;, de modo que ¢! (;)
sao as coordenadas das particulas. Esta arbitrariedade é a que faz que a Lagrangiana
da agdo Eq. (1.1) seja singular e tenha que ser tratado com vinculos. O formalismo da
dinamica de vinculos opera em um espaco de fase onde as coordenadas da particula sao
sua posigao e seu tempo ¢! associadas a seu momento e sua energia p;,. Este espaco ¢
maior do que se necessita, o que é caracteristico da dindmica de vinculos, onde a iden-
tificacao das verdadeiras varidveis é conhecida ao final do tratamento, depois de serem
impostos todos os vinculos. A quarta coordenada é usada para permitir a definicao de
um parénteses covariante, como segue. O colchete de Poisson para duas fungoes quais-
quer A(q,p) e B(q,p) nesse espago ¢ definido através da forma simplética explicitamente

covariante

9A OB DA OB
g™ Opm  Opm Og™

{A(g,p), B(q,p)}

(1.29)

Note-se que estas expressoes sao andlogas aos colchetes da mecanica cléssica, porém
aqui a primeira coordenada é basicamente arbitraria. No mesmo espirito da mecénica
Hamiltoniana, uma transformagao candnica é definida para preservar esta forma sim-
plética. Qualquer fungao A (p, q) do espaco de fase pode ser usada como gerador de uma

transformacao canonica de modo que a transformacao infinitesimal pode ser escrita

baq = {q, A} (1.30)
bap = {p,A}.

Uma conseqiiéncia direta desta definicao é que por uma mudanca infinitesimal, qualquer
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fungdo B (q,p) do espago de fase se transforma como §4B = {A, B}. Usando esta

convencao, é trivial confirmar que as dez quantidades P* e J* definidas como

P P+ ph, (1.31)

JW = gipy — alpl + dbps — @5k,

satisfazem a algebra de Lie do grupo de Poincaré, e servem como geradores candnicos
das transformacoes infinitesimais deste grupo. Note-se também que com esta definicao
as variaveis ¢, ¢y, pi, py transformam-se como quadri-vetores de Lorentz.

Agora que j4 foi satisfeita a simetria, vamos implementar a dindmica: consideremos

N fungoes sobre o espaco de fase K;(q,p), i = 1,..., N, de modo que
Ki(q,p) =0, i = 1...N. (1.32)

Estas relagoes definem uma hipersuperficie no espaco de fase, a qual é chamada de hiper-
superficie de vinculo. Como estas quantidades tem que ser sempre nulas, entao deve

valer
N

(K K} = 3 A'K,, ~ 0, (1.33)

m=1

7

onde \;? sao fungoes totalmente arbitrérias do espago de fase. O simbolo ” ~ 7 significa:
igualdade em forma fraca, ou seja, a igualdade sé e vilida na hipersuperficie definida pelo
vinculo.

Pode-se dizer que estas fungoes formam um sistema de vinculos de primeira classe,
definidas assim por Dirac quando os vinculos comutam entre si [18]. E evidente, por
consequéncia da Eq. (1.33), que a hipersuperficie é invariante sob transformagoes geradas
pelas fungoes K;. Note-se que comecando com um ponto qualquer da hipersuperficie de
vinculo (1.32), pode-se aplicar nele uma transformacao canonica infinitesimal gerada por

K; , o ponto resultante pertencerd sempre & mesma superficie. Isto gera uma classe de

equivaléncia, que serd definida como a trajetdria dindmica generalizada. Estas N fungoes
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sao chamadas de Hamiltonianos. Esta forma de definir a trajetéria tem a virtude de nao
fazer referéncia a nenhum parametro de evolucao, o que faz possivel manter a covariancia
em forma explicita. Isto nao é ainda completamente satisfatério porque nés estamos
interessados em linhas de universo, como representacao das particulas, o que se consegue
logo depois de impor vinculos secundédrios que nao comutam com os K;. Note-se também

que os dez geradores do grupo ainda realizam a dlgebra de Lie corretamente.

1.3.2 Particula livre na dindmica de vinculos

Tomemos primeiro o exemplo de uma particula livre relativistica. Comecaremos com um
espaco de fase de oito dimensoes com as varidveis bésicas z*, p* postulando para estas as

seguintes relacoes com os colchetes de Poisson

{zt 2"} = 0, {«*, p"} = g™, {p",p"} = 0. (1.34)

Note-se que um elemento geral do grupo de Poincare pode-se escrever (A, a), sendo

R(Aya): at — o™ = Aa¥ +a", pt— p* = ALp”. (1.35)

Esta defini¢ao evidentemente preserva as relagoes entre as varidveis Eq. (1.34). A real-

izacao candnica da dlgebra é feita com os dez geradores

JH = axtp” —a¥pt, PP =pH, (1.36)
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que satisfazem a dlgebra de Lie do grupo. Imponhamos agora o vinculo Hamiltoniano
K = p'p, —m*® =0, (1.37)

este define uma hipersuperficie ¥ de dimensao sete. Esta superficie é invariante ja que
foi usada uma funcao K invariante de Poincare. Podemos agora mover qualquer ponto

de ¥ através de uma transformagao candnica definida por

dx* dpt
P p ol AP i _
Y~ v(a ), KY, D~ (o), K} (139

onde v(o) ¢ uma funcdo arbitrdria. Se queremos assinalar a cada ponto da linha de
universo um valor definido do parametro o, precisamos adicionar um outro vinculo, de
modo que

x(z,p,0) =~ 0. (1.39)

com a condi¢ao

{x. K} #£0. (1.40)

Isto é para assegurar que para cada o existe um tnico ponto no qual x ~ 0. Usando este

vinculo pode-se fixar v usando a condigao de preservacao do vinculo secunddrio no tempo

dy _ Ox N - Ox
d0~80+v{x,[(}~0:>v~ aT/{X,K}. (1.41)

Pode-se agora definir equagoes de evolugao para qualquer fungao f(x,p, o) restringida a

by
df of {f K}ox

do ~ 80 {x,K}do

(1.42)

No espaco de fase restrito de seis dimensoes definido pelos dois vinculos K, y, define-se

os colchetes de Dirac como

{f.at ={f. 9t = {f. K} {x. 9} = {f xHEK g}/ {x. K} (1.43)
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Estes colchetes atuam no espago nao-degenerado de seis dimensoes com exatamente o
dobro do nimero de graus de liberdade de uma particula livre. Note-se os geradores do
grupo , J,, e P, comutam com K, e por isto a dlgebra com os colchetes de Dirac é a
mesma que com os colchetes de Poisson. Pode-se agora definir uma derivada explicita

relacionada com o Hamiltoniano de Dirac definido de modo que

a of {fE}ox Of

D *
dr ~ or {x,K}or ~or + {f’H } ' (1.44)

Agora temos entao onze geradores da Dindmica para a particula livre que sao J,, , P,
e HP.
1.3.3 Duas particulas interagentes na dindmica de vinculos

Para mais de uma particula existem varios modos de escolher os vinculos, mas pelo
menos um deles tem que ser o Hamiltoniano. Neste exemplo, ele é proposto para ser
uma aproximagao a interacao eletrodindmica. O nimero de vinculos estd limitado pela
diferenca entre os dezesseis graus de liberdade inicias e os doze que sao os verdadeiros. No
espago de 16 dimensoes I' para duas particulas, definido pelas varidveis x,;, pu, ¢ = 1,2,

pode-se definir as seguintes generalizacao dos colchetes de Poisson
{25 Do} = Ok (1.45)
As transformagoes de Poincare R (A, a)
R(Aa):xyy — 2, = N2y +ay; pue — Py = N Puk, (1.46)

sao canonicas e realizam a dlgebra de Lie de Poincare com os colchetes acima. Uma das

possibilidades é definir de forma simétrica para as duas particulas os vinculos K7, K5,de
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modo que

Ky = pi—mi—V (1.47)

Ky = p3—ms—V,
onde V' & um termo de interacdo em principio arbitrario. A condicao de primeira classe

condiciona o potencial como fun¢ao somente de py , p5 e r'}, esta dltima definida por

ri =k —p“P—';, rt =i — ok,
onde P* = pi'+ph e p* = p}'—ph. Escolhendo por exemplo o potencial simples V (r?) =
iﬁ, recupera-se na aproximacao de baixas velocidades a teoria de Coulomb. Outros
potenciais podem ser propostos de maneira que imitem melhor os potenciais de Fokker,
como por exemplo a aproximacdo de Darwin [45]. No espago ¥ de catorze dimensoes
gerado pelos vinculos K, K, toma-se um ponto qualquer (z, p) . Devido a propriedade de
primeira classe destes vinculos, pode-se construir um sub-espaco S formado pela continua
transformacao de K, K5, sobre o ponto, ficando este completamente contido em .. Para
obter uma curva C' de uma dimensao, para cada particula novos vinculos devem ser

especificados, ji que estamos interessados num unico parametro de evolugao para as

duas particulas. A idéia proposta em [15] é considerar dois vinculos de tipo

&Q

X1 (z,p) 0,

Q

X2 (xapa 7-) Oa
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sendo que o segundo depende do parametro de evolugio 7. E evidente que estes vinculos

tém que ser de segunda classe, ou seja,

det |{x;, K }| #0, (1.49)

para ter uma descricao tnica. Agora podemos definir os colchetes de Dirac que atuam

no espacgo de doze dimensoes

{fa g}D = {f7 g}_ujk ({fv KJ} {Xk:?g} - {fa X]} {Kkag} - {fa Kj}ujl {Xl?Xm} Uy {Krag}) )
(1.50)
onde u;; esta definido por uy; = {x;, K;} . Devido a que os K; comutam com J* e

P

., estes geradores ainda realizam a dlgebra de Lie de Poincare com os colchetes de

Dirac, equivalentes aos colchetes de Poisson atuando na hipersuperficie. Agora podemos

resolver as equacoes que determinam as trajetérias das particulas

D s ) {0, K}, (1.51)
NI AR AY

onde vy, (7) jogam o papel de multiplicadores de Lagrange e s@o calculados impondo que

os vinculos tém que ser mantidos para todo tempo , ou seja

i 0, = v = —Upm 97 (1.52)

1.3.4 Teorema da nao-interacao na dindmica de vinculos

Dependendo de x;, x, 0 teorema da nao-interagao reaparece, podendo ser evitado dentro
do formalismo covariante com uma escolha correta destes vinculos. Sejam O e O’ dois ref-
erenciais inerciais conectados por um elemento infinitesimal do grupo de Poincare, entao

as coordenadas x*, x'*, relativas ao mesmo evento P, estao relacionadas geometricamente
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por

O =(Aa)O: 2" =a"+w"z, +ad", (1.53)
Escrevesse agora o gerador infinitesimal geral G a partir dos geradores das transformagoes
infinitesimais do grupo (translagao, rotacao e boosts),

1
G= Ew‘“’J,w —a"P,, (1.54)

Se uma particula se encontra sobre a linha L na hipersuperficie 3, esta linha é transfor-

mada por G em outra L’ preservando o parametro 7,de modo por definicao
o (1) & 2t (1) + {G, 2z (1)} (1.55)
Estas duas construgoes descrevem uma tnica linha de universo, sé se
™ (1) = a? (1 + 67) + Wz, (T + 67) + a¥, (1.56)

expandindo todos os termos, chega-se a condi¢ao de linha de universo (CLU ) que se

escreve

o'zt

{G, 2"}’ = w2, + a* + <8_Tl + {a, H}D> T (1.57)

Note-se que esta condigao se escreve usando os dez geradores mais o Hamiltoniano H com
os colchetes de Dirac no espaco de fase fisico de doze dimensoes. Vejamos o que acontece

se escolhemos por exemplo os vinculos

X1 = (x(l) - $g) y X2 = (x(l) + :Cg) -7, (158)

N —
N —

isto corresponde ao que é chamado forma instanténea de Dirac(instant form of Dynamics,

T = t; = t3). Usando estes vinculos pode-se calcular a matriz {Xj,Kk}, e achar o
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determinante desta. Também e facil calcular os colchetes de Poisson entre G e x; 5

{G,x,} =~ wry, (1.59)
1 .
{G,x,} ~ o+ §WOJ (zj1 + zj2) -
Se existem 67 o7, entao
. 1 .
{2t Kg}ugpw” ~ — {a*, Kz} ugy |07 +a’ + §w0’ (xj1 + o), (1.60)

onde j = 1,2, 3 denotam as coordenadas espaciais e «, 3 = 1,2, as diferentes particulas.
Logo
o, L1 g 0j
baT +a” + v T (zj1 + xj2) o< wr), (1.61)

para a = 1,2. Agora se as condigoes CLU também devem ser obedecidas, os quatro

vectores seguintes

Al = {a# K5} % Bl = {a# Ks} % (1.62)

devem cumprir que: A; deve ser paralelo a B; assim como A, deve ser paralelo a Bs.

Estes podem ser escritos explicitamente em funcao de py, ps, 7, como

P.r)? P.

A = 2 pg+2P0(pTT>V’ p1+2(p} + p9) ( p;“)vm, (1.63)
P.

B, = 2ptp 2 Dy
P.r)? P-r

4y = 2|2l p4) v’ p2+2(pi’—p3)(p2 Sy,

P
B = Qp(l)pl—?PO( p;)v’r 1

Concluimos entao que as condigoes C'L U obrigam que 7| seja paralelo a p;, como também

a ps. Se chega entao a condigao: p; paralelo a ps. Isto faz sentido somente para o caso
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que o potencial seja identicamente zero.

Esta é uma versao moderna do teorema de nao-interacao. Note-se que o que falhou
aqui foi a escolha de forma instantdnea para os vinculos y; porém, isto é facilmente
removivel. Se estes vinculos tivessem sido escolhidos de modo invariante baixo a trans-

formacao de Poincare, por exemplo

1
x1=Pr, xy= §P (21 +22) — 7, (1.64)

pode-se demonstrar que as condigoes CLU néo limitam em nada o potencial V' (2 ) . Vimos
entao que definindo-se de forma invariante os vinculos x;, e postulando-se V' de modo
que este aproxime o potencial Coulombiano [23], é possivel obter-se uma teoria de acao-

a~distancia que aproxime a eletrodindmica.
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Capitulo 2

Problema de dois corpos

eletromagnético

2.1 Introducao

Neste capitulo discute-se um Hamiltoniano proposto por Staruszkiewicz, como aprox-
imagao a eletrodinamica de agao a distancia no problema de dois corpos [20]. Este Hamil-
toniano esta descrito na forma frontal da dindmica. Esta consiste em uma folhacao do
espaco-tempo em hiperplanos tangentes as faces do cone de luz. Nesta descri¢ao, as
particulas com o mesmo parametro de evolugao estao conectadas por um raio de luz,
de modo que, uma das particulas s6 interage com a posicao futura da outra, e a se-
gunda sé interage com a posi¢ao passada da primeira. Por causa disto, esta descrigao
é chamada comumente de assimétrica. A vantagem desta formulacao é que as equagoes
resultantes sao locais. Porem, a simetria com respeito ao uso das duas interacoes ¢é perdi-
da. A solucao deste problema assimétrico para duas particulas de massas iguais e cargas
de mesmo sinal em uma dimensao foi achada por vérios autores em forma analitica [22].
No6s estudaremos aqui uma solugao aproximada do problema simétrico utilizando as duas
solugoes assimétricas.

Conhece-se até hoje uma tinica solucao analitica do problema simétrico com interacao
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atrativa [24], [25]. Esta solucao consiste em duas particulas movimentado-se em um plano
em Orbitas circulares e concéntricas. Esta solugao simples é interessante do ponto de
vista fisico, ja que estas particulas, mesmo aceleradas, nao perdem energia por radiagao
(considerando estas isoladas do resto do universo). A possibilidade deste tipo de solugao é
uma consequéncia direta da simetria da descricao, ou seja a utilizacao dos dois potenciais
avangado e retardado. A estabilidade linear da solugao circular foi também estudada [38].
Para qualquer orbita foram encontradas infinitas solugoes divergentes, onde as particulas
aceleram até a velocidade da luz. Este tipo de solucao disparante sempre é encontrado
no estudo destas equacgoes. Em certos casos, como o estudado nos capitulos III e IV,
estas solugdes sdo evitadas por construgao (reducdo a variedade nao disparante).

Estas equagoes nao-locais com avango e retardo (diferential-difference equations) sdo
pouco estudadas na literatura matemética. Métodos numeéricos de resolucao foram leva-
dos a cabo com sucesso somente para baixas velocidades [29]. Apresenta-se neste Capitulo
também um integrador numérico implicito que trabalha no espaco tri-dimensional. Con-
siderando por exemplo o dtomo de Hidrogénio, o programa nao converge para velocidades
do elétron maiores a v, = 0.008¢, devido a suas particularidades estruturais. Este fra-
casso no estudo numérico para trés dimensoes, devido ao préprio método e & falta de
regularizacao das equacoes, nos levou a abandonar este método e motivou o um estudo
subseqiiente em uma dimensao. Usando um método numérico diferente o caso de espal-
hamento foi estudado com sucesso no Capitulo III. Também conseguiu-se regularizar as
equagoes para o caso atrativo, o que sera apresentado no Capitulo IV.

Este Capitulo estd organizado da seguinte maneira: (i) Na segdo I apresenta-se o
Hamiltoniano assimétrico para o espalhamento de dois elétrons e uma solucao aproxima-
da do problema simétrico.(ii) Na secao II discute-se a solucao circular para o problema
atrativo de dois corpos. (iii) Na secao III apresenta-se o método numérico em trés dimen-

soes e as suas limitagoes para velocidades relativisticas e longos tempos de integracao.
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2.2 Hamiltoniano assimétrico para dois elétrons.

2.2.1 Separacao da acao de Fokker

As equagoes que se derivam da agao Eq. (1.1) para duas particulas podem ser
simplificadas pelas condigoes inicias y = 0, z = 0, em t < 0. Estas limitam o movimento
a uma dimensao espacial. Nesse caso, as equagoes ficam bastante mais simples, guardando
as caracteristicas mais relevantes das equagoes em 3-D. Nesta se¢ao, vamos considerar o
problema repulsivo de dois elétrons movimentando-se de forma simétrica com respeito a

origem. A agao de Fokker Eq. (1.1) para duas particulas escreve-se

S = —my /dTl — My /d’i’g — €1€9 //561“502&6 [(l’l — l‘g)y (ZL‘l — l‘g)V] d’TldTQ. (21)

Desta acao deriva-se a equacao de movimento, por exemplo para a particula 2

i () i lr () 2 (o)) e

onde v (t) = dx/cdt é a velocidade da particula dividida por ¢ de carga e e massa m, e r,

q sao os raios avancados e retardados, implicitamente definidos pelas condigoes do cone

de luz

r(t) = x(t) —x2(t—1r/c), (2.3)

q(t) = x1(t) —z2(t+q/c).

Para movimento ao longo do eixo x, a acdo Eq. (2.1) pode ser descomposta em uma

soma de duas agoes, introduzindo-se as novas varidveis

cty—x; = & , chh+x11=(,

Ctg — Xy = 52 s Ctg + T = C2 s (24)
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e tomando-se a convencao: x; > 0, x5 < 0 para todo t, ou seja, a particula 1 esta sempre

a direita. A acao toma a forma

S=2(Sa+5), (2.5)

onde

5, = —m [ \/dsldcl—m / 160G, + (2.6)

teres / / ‘ ) (dgde, + déydc,) |
A%:—W/WEE—W/<@%+ (2.7)
teres / / c ) (e dc, + deydc,) |

Nas Egs. (2.6) e (2.7) & e (4 s@o funcoes de um parametro arbitrario o. Note-se que
estas integrais sao invaridntes por transformagoes arbitrdrias do parametro de evolugao.
Usando esta invaridncia podemos escolher (; = (, = ( como pardmetro de integracao
da acdo S, Eq. (2.6), sendo escolhido para a segunda acdo S, Eq. (2.7) o parametro

& =&, = £. Obtemos assim, depois de integrar a fungao delta

Se = / —ml\/gl—mz\/g+61€2%
Sy, = / —ml\/7 mg\/7+61€2|cl |] dg. (2.9)

dc, (2.8)

Consideremos agora as variagoes independentes

55, = 0, (2.10)
§S, = 0. (2.11)
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As solugdes destas agoes parciais Eqgs. (2.10) ou (2.11) sao diferentes, em geral, da solugao
da Eq. (2.2). Considerando estas agdes como independentes, obtém-se duas estérias, para
cada particula. Na folhacao feita para S, Eq. (2.8) o elétron 1 sente o campo do elétron
2 na posicao futura, e este tltimo s6 sente o campo produzido pelo elétron 1 na posicao
passada, (de aqui em diante esta folhacao é chamada de caso a). Na segunda folhacao
ocorre o contrdrio. A seguir vamos usar essas duas solugoes para achar uma solucao

aproximada da Eq. (2.2).

2.2.2 Descricao Hamiltoniana e solugao analitica

A seguir, descrevemos um método para integrar as equagdes variacionais 65, = 0, (ou
6S, = 0). Fazendo as transformacoes de Legendre das acoes (2.8) e (2.9) obtém-se os

Hamiltonianos H, and H, respectivamente

4 2 2
H, = _CZ Ul n 2 (2.12)
I (pl + migzw) <p2 + migzw)
poo S| _m
I (pl + |<11§2\) <p2 + |<11§2\)
onde no caso a
0L, m; ele
p=—=- o (2.13)
e no caso b
oL
= 1tz (2.14)

m;
i = = + )
a¢; 9 \/Zl C1 = Cal
e & = d¢;/d¢ e ¢, = d¢;/dE. Note-se que estas duas acoes dependem s6 da diferenca

(&, —&,) ou (¢, — (,) e portanto P = p; + po € uma constante de movimento. Isto sugere
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a seguinte transformagao canonica (caso a)

= L@tE) T=5 (6 -6) (215)

P = pi+ps, P =Dp1— D2

ficando o Hamiltoniano Eq. (2.12) (para massas iguais m; = my = m)

2.4 1 1
g=-"° 4 | =E (2.16)
2 |P+p+& P-p+<
onde r = £ £, — &| = |z|. Definindo z, para o caso a, igual a
To = —(T1 — x2) = —1, (2.17)
e
t1—ty=—1< O, (218)

entao z, € a distancia entre os elétrons no cone de luz, onde a particula 1 estd no passado
da particula 2.

No caso (b)

xy = (x1—19) =, (2.19)

t1—t = 1> O, (220)

e a particula 1 estd sempre no futuro da particula 2. Podemos entao expressar p em

funcao de F, P,r usando a Eq. (2.16)

V(E—rEP)[E—r(EP +1)]

==+
p TE Y

(2.21)

: ) (. . . . 2 3
onde o raio do elétron cldssico foi tomado igual a 1, ou seja, 5= = 1, e também ¢ =

1. Usando agora o formalismo de Hamilton-Jacobi, pode-se definir um novo Hamiltoniano K que
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seja igual a zero

oS

K=H+—=0 2.22
+5 =0 (222)
onde a fungao geratriz S, é definida como
S = PX+W(z,PFE)— Et, (2.23)
ow
= — 2.24
p ax ) ( )
Esta equagao determina a fungao W
E?+rEQEP+1 2EP(EP+1
W:/pdx::t/dx\/ trEl +E2+T (EP+1) (2.25)

Como o Hamiltoniano é zero, as novas coordenadas sao constantes, o que define X e

¢, para o caso a

oW
Xo = 0S/0P =X+ 5.
oW
G = —9S/0P=(~ 55 (2.26)

sendo o caso b completamente simétrico. Convém fazer a mudanga de varidvel de r para

uma nova varidvel s definida como
E? 4 rE (29 + 1) 4+ r*p = C?sinh? (s) (2.27)

onde p= EP(EP + 1), g= EP e C? ¢ definido

2 E2
¢ T 4(2EP+1)(EP+1) (228)

E a Eq. (2.27) pode ser resolvida para r, obtendo-se

E(2EP +1
r:—cosh(s)——( + )

2.2
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Podemos ver da Eq. (2.29) que g tem que cumprir: g < —1 para que r seja positivo.

Integrando as Eqs. (2.21) e derivando em relagao a s a Eq. (2.29),

dr E
— % — _ " ginh 2.
S 5 sinh (s), (2.30)

resulta em

¢ = %, (2.31)
[s — (29 + 1) sinh(s)]

4p3/2

X = —F (2.32)

Pode-se voltar as coordenadas e aos tempos reais usando a Eq. (2.4)

T = %(C—X—I—r), l‘gzé(C—X—T’), (2.34)

Obtemos entao a posicao e o tempo parametrizados pelo parametro s para as particulas

1 e 2 no caso a, (0 caso b e simétrico )

t = 8E;p3/2 [—2,/pE? cosh(s) — (E? (29 + 1) + g) sinh(s) + (g — E?)s] + iw + Cy,
T = 8E;p3/2 [ 2\/pE” cosh(s) — (E* (29 + 1) — g) sinh(s) + (g + E?)s] — i@ + Cy,
ty = 8E;p3/2 [ 2\/pE? cosh(s) + (E? (2g + 1) + g) sinh(s) + (g — E?)s] — i@ + G},
Ty = 8%,03/2 [—2/pE? cosh(s) + (E* (2g + 1) — g) sinh(s) + (g + E?)s]

_%E (2i)+ .o (2.35)

que depende dos pardmetros dinamicos E e P, e as constantes Cy, C,. Note-se que por
construcao o parametro s sempre relaciona dois pontos das curvas que se encontram em

cone de luz.
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2.2.3 Invariancia de Lorentz

A solucao é invariante de Lorentz ja que foi construida de uma acao covariante.
Pode-se ver isto também explicitamente. Usando a transformacao de Lorentz e as Egs.

(2.4) obtem-se a transformagdo de £ para um referencial com velocidade relativa W,
(c=1)
1 -l—
5/1,2 = 51 12 (2-36)

1 —
</1,2 = Cl ,2 (2-37)

Usando a definicio de P para os dois casos a e b, P** = p by p , e as Egs. (2.13),
(2.14) (2.15), (2.16) ¢ facil verificar por exemplo, para o caso a
1-W 1+ W

P =\|——P,, E =
“ 1+ W * 1-W

E,. (2.38)

onde para o caso b deve-se trocar W por —W. Disso segue-se que para os dois casos a
e b g = EP, e o pardmetro s sao escalares de Lorentz. Note-se que pode-se definir as
constantes P e P!

PP=P+E, P'=P-E, (2.39)
que transformam como um vector de Lorentz, ou seja

_ P WP, P WP

PO/ _
VI—W? 1—W?

(2.40)

O referencial do centro de massa é comumente definido em forma dindmica como
o referencial onde o momento total é igual a zero. Neste caso simples, define-se este
referencial usando uma avaliagdo asimptotica da solugao Eq. (2.35). Calculando estas

velocidades da solugdes Egs. (2.35), define-se o referencial do centro de massa de modo
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que

dx
=2 =y 2(s — 00) = v12(s — —00), (2.41)
dtl’g ’ ’
obtendo assim que
E=+/—g (2.42)
ou seja, £ = —P, para os dois casos a e b. Da mesma maneira podemos escrever as

coordenadas e os tempos, notando-se que as condig¢oes assimptéticas do problema sao as

mesmas para os dois casos, ou seja, vf, = v]; = V. Encontra-se entao que

1

pm e =gy, 2.43

Usando o parametro g = g, = g, € fécil ver por inspecao que as curvas x1,(t) e x4 () sdo
idénticas, porém paralelas no plano (z,t) para o mesmo valor de E, = E, = E. Agora

fazendo uma tltima mudanca de parametro de s para um novo s definido como

1v/—=¢ 1/=g(2g +1)
s =g (=20 —1-2yp) - (2.44)

Escolhe-se entao as constantes C, e C,, de modo as duas érbitas de uma mesma particula
?
para os dois casos a e b, que sao idénticas para o mesmo valor de F, sejam também

coincidentes. Fazendo isto por exemplo para a particula 2, ou seja

Taa(t) = xa(t),

para todo o tempo t, obtemos entao a solugao que depende somente da velocidade as-

simptotica V' (no centro de massa),

r12 = =£Ccosh(s)+ K, (2.45)

t12 = Asinh(s) +Bs+ A (2.46)
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onde

1(1—Vv?2)? 1(1— V)2
R N (e O S W (e )
I Y B Ve N v

V1-V2 1-V 2
A= g [m(H‘/) (1=V?)"+2V (1+V?) |,

onde o sinal positivo na Eq. (2.46) corresponde ao caso a e o sinal negativo corresponde
ao caso b (vide Figura 2.2). Note-se que para a particula 1 as 6rbitas ficam determinadas,

porem nunca sdo coincidentes, ou seja, A # 0 para todo V.

2.2.4 Solugao aproximada do problema simétrico.

Nos propomos como solucao aproximada da Eq. (2.2), a média das duas érbitas.
Esta media é mostrada para a particula 1 na Figura 2.1. Podemos ver da Eq. (2.47)
que A fica pequeno em relacao a distancia xy para baixas velocidades; motivados nisto

definimos uma solucao simétrica média em forma paramétrica,

r(s) = w1 (s), (2.48)
2 (s) = —x1(s), (2.49)
t(s) = Asinh(s)+ Bs, (2.50)

O ponto de retorno, ou seja, o ponto de distdncia minima entre os elétrons pode ser

calculado facilmente:

11-V? 1+V2
L (v ). 2.51
=y < V+m> (2.51)

A seguir vamos demonstrar que no caso de V' < ¢, esta solugao é uma solu¢ao analitica
aprozimada da Eq. (4.2) e estimaremos o erro. Para isto, voltemos as varigveis originais,

nestas varidveis as equagoes derivadas das agoes Egs. (2.10) e (2.11), ficam nao-locais e
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2a=2h

W=07

Figura 2-1: Trajetérias calculadas analiticamente para o caso assimétrico para uma ve-
locidade tipica assimptotica V = 0.7c. Note-se que a separacao 2A entre os dois casos
a e b que aparece na figura, depende de V, e por tanto esta solu¢ao nao é solucao do
problema simétrico. Mostra-se também em traco pontilhado a solucao aproximada do
problema simétrico.
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sao (c=1)

dv, /dt 1 (1—v2a (t+q))
— = [ —=_Z) 2.52
T E (252)
dvlb/dt . (1+Ugb(t—7“)) (2 53)
(1—v3,)"? L—vy(t—7))’ '

onde r, ¢ > 0 estao definidos positivos e implicitamente pela Eq. (2.3). Para o problema

de massas iguais e no referencial onde
I (t) = —X9 (t) y (254)

para todo t, a Eq. (2.2) escrita em forma parametrica, torna-se

o(s) /i) 1 F (ﬁ) 1 (M)} (2.55)

(1—1}2(5))3/2 21?2 \1+v(s+sy) 1—v(s—s)

onde v denota a derivada com respeito ao parametro s, e escolhe-se o parametro s de tal

modo que f seja sempre positivo. Para 7 (s) e ¢ (s) obtemos em forma paramétrica

ta(s) —ti(s—s.) = |za(s) —x1(s—s.), (2.56)
ta(s) —ti(s+sq) = |x2(s) —z1(s+54)]- (2.57)

Somemos agora as equagoes Egs. (2.52) e (2.53). Do lado esquerdo da equagdo a

solucao no caso a, e no caso b, sao coincidentes, fica entao a igualdade

mein (s) /i 1] 1 (1=v(s—s.)\ 1 (1+v(s+s,) 258
2 ( )+ ). e

(1—v2(s)*? 2[r2(s) \1+v(s—smn)/) @ \1—v(s+s54)

onde s, € s, ficam definidos pela equacao implicita

te (8) —te (s —8p) + 2A = 2, (5 — Sp) + i (), (2.59)

T

G = ti(S+Sg) =t (8) +2A =2, (5 + Sgx) + 74 (5)
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Pode-se concluir entao, que para A < x, (s) , nossa solugao paramétrica é uma solugao
aproximada da Eq. (4.2). Para estimar o erro desta aproximagao, consideremos as

seguintes expansoes

z(s) = x.(s)—¢e(s), €(s)>0Vs, (2.60)

Sp(s) = Sp(8)+06,(8), Sqg=5gx(5) +04(8) , 6rg >0,
Agora tomando V' < 1 expande-se a Eq. (2.56) , por exemplo, para r resultando
7=, (85— 87.) — (85— 8ps) + 2u (8) —€(8) — 2.0, =t (s) —t (5 — 8px) +15,. (2.61)
Usando agora a igualdade
6, (1 +v,) + (s —sr.) +e(s) =24, (2.62)
encontra-se um estimativa do erro € (s),
e(s) S 2A. (2.63)

Note-se que para V < 1 temos que A tende a 2/3 e zg tende a xg ~ resultando

1
2V2"
em € (s) ~ 2A. Por exemplo, para uma velocidade assimptética V/e = 0.2, o erro é da
ordem ¢/x¢ = 0.1, ou seja um erro de 10%.

Nossa solugao analitica depende de um sé parametro: a velocidade assimptética V.
Nesta solugao paramétrica t (s) e z (s) transformam-se como um quadri-vetor de Lorentz,

porém, esta é uma solucao aproximada apenas para baixas velocidades. Fazendo um

calculo numérico pode-se fazer uma melhor estimativa do erro, encontrando assim o

dvs

limite no qual esta solugao ¢ aceitdvel. Conhecendo a solugao pode-se comparar <3

com
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Figura 2-2: Erros relativos € = Az/x para toda a érbita.

a aceleracao na Eq. (4.2) , o erro é entao

1 1—wv(s—sm) 114v(s+su)
T T+ 0(s—5m) T @1=0(s+5g)

1
erro_a = |dv,/dt — 3 (1 — v2)3/2

] ’ . (2.64)

Integrando as equacoes numericamente para varias velocidades assimptéticas, acha-se o
erro relativo na coordenada z, ¢ = % mostrado na Figura 2.2. Note-se que o erro
maximo achado desta forma, para uma velocidade assimptotica de v2° = 0.5¢ nao chega

ao 10%, sendo que para v® = 0.4c o erro é de aproximadamente 1%.

2.3 Orbitas circulares do problema simétrico

A solugao de circulos concéntricos para o caso atrativo de dois corpos foi proposta em
1946 por Schomberg [24], e redescoberta depois por Schild em 1962 [25]. Denotando as

linhas de universo do elétron e préton respectivamente como z¥ and ), e fazendo as

46



variagoes da agao Eq. (2.1), obtemos as seguintes equagoes de movimento

mei, = —eibF/), (2.65)

T
E
Il

oA — 0, A",
onde o vetor potencial que atua no elétron é igual & semi-soma
L, . _
Azy) = §(A + A7), (2.66)

e as contribuicoes retardadas e avangadas sao dadas por

v

ARV — 3 P | (2.67)

(azé‘ - xg)i”pu tE

Para o préton, as equagoes sao andlogas. A solucgao circular se escreve

e

zt = (cte, Recos(wt.), Resin(wt),0), (2.68)

xh = (cty,, —Rycos(wtp), —Rysin(wty), 0),

onde R., R, sao os raios correspondentes ao elétron e préton respectivamente, e w ¢ a
velocidade angular. O angulo de retardo (ou avango) 6 que é mostrado na Figura 2.3,

define-se da condigao de cone de luz

(te —t,)° — |Z. — 2, =0 (2.69)
resultando em
2 2 2
Be + B, +28.0,cos 0 = 07, (2.70)
onde 3., = ice’p. Os tempos retardados e avancados, por exemplo para o elétron, se
escrevem t= = t, + 0, e sdo mostrados na Figura 2.3.

Note-se que o fato de usar ambas as interacoes, avancada e retardada, faz com que
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Figura 2-3: Mostra-se a definicao de 0 e os tempos retardados e avangados do elétron em

relagdo ao préton ¢, ¢ . Mostra-se também a forca efetiva Feft,

a Orbita circular seja solu¢ao do problema simétrico. A forca efetiva, que é a soma
destas duas interagoes idénticas em modulo fica perpendicular ao movimento e produz a
aceleragao centripeta do movimento circular (vide F*If na Figura 2.3).

Nesta teoria nao-local, as expressoes das quantidades conservadas de Noether que sao
obtidas da agdo de Fokker Eq. (1.1), contém integrais que dependem de segmentos das
6rbitas. Estas ja foram escritas por Wheeler e Feynman em 1945 [1], e foram reescritas
recentemente de uma forma um pouco mais simples na Ref. [26]. A expressdo original

para momento linear P* pode ser escrita [25]:

" I“g 2 Ap 'TZ 2 Ap
P = me\/._2 —e“ A (ze)|  + |my = ¢ AF (xp) (2.71)
Le e p Ap
5 9 “+o0o Ap e +oo
€ cp e
- / / - / / 8 (52) (zt — xb) 2l dp,ded)y,
Ae —oo —00 Ap
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t
proton % alétron

A

Figura 2-4: Eventos sobre as érbitas usados para o calculo das integrais que aparecem
na expressao da energia Eq. (2.71).

onde A, \,, sdo parametros arbitrédrios, (vide Figura 2.4). Para esta solugao particular
as integrais podem ser calculadas. Esta expressao avaliada no centro de massa, definido

como o referencial onde

Pl=pP?=pP3=0

foi calculada por Schild [25], resultando em

MBS

P’ = BN = (1 — 2% + mycd(1 - B2)3, (2.72)

O momento angular no mesmo referencial também pode ser calculado explicitamente

resultando em [25]

[ Sehild _ 6_02 l(l + B0, cos 9)] , (2.73)

(0 + 3.8,sin0)
Uma década mais tarde, a estabilidade desta solucao foi estudada [38]. Numa andlise

de estabilidade linear, encontra-se um nimero infinito de solugoes disparantes (run away-
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solutions) para qualquer 6rbita. Isto e tema de discussao até hoje, acredita-se que para
poder estudar a estabilidade, deve-se reduzir primeiro o problema & variedade de solugoes

nao disparantes.

2.4 Estudo numérico do atomo de hidrogénio

E interessante observar que as equagdes de movimento para o dtomo de hidrogénio
podem ser escritas em forma causal, resolvendo-se as equagoes de movimento para as
aceleragoes e as velocidades mais avancadas. Por exemplo, para uma dimensao a Eq.
(2.2) nao depende da aceleragao avangado, mas si da velocidade avangada vs (t + q) , que

pode ser isolada resultando em
1— o2 2dvi/dt 1 [ 1-wva(t—7)
q (171)%)3/2 r2 \ 14wa(t—r)
2dvy /dt 1 1-va(t—r)
1+ q2 (—(112)3/2 - r2 (1+Zz(t;)>>

Note-se que do lado direito da Eq. (2.74) s6 existem quantidades definidas no passado

vy (t+q) = (2.74)

do tempo ty, = t + ¢. Isto motivou a primeira tentativa numerica em trés dimensoes.
Nesse esquema, a evolucao fica completamente determinada pelas trajetorias passadas de
ambas particulas, podendo-se implementar métodos numéricos conhecidos que contém sé
retardo no argumento [27]. No entanto esta integragao direta dé lugar a uma instabilidade
na solugao (o erro na aceleragao aumenta em forma exponencial), o que faz com que este
esquema seja impraticavel, como esta discutido em [29].

Aqui é discutido um método de resolugao que é uma versao melhorada de um método
proposto originalmente em [29]. Este é melhorado utilizando-se um método implicito e
interativo de convergéncia. Note-se que para equacoes nao-locais deste tipo, a aceleracao
de qualquer uma das particulas depende da posicao, velocidade e aceleragao das outras,
avaliadas no tempo passado e no tempo futuro. Estd claro, entao, que qualquer método

numeérico deve predizer as posicoes, velocidades e aceleragoes futuras da outra particula.
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Depois, usando-se as equacoes de movimento, estas posicoes, velocidades, etc, devem ser
recalculadas até obter-se a convergéncia.

O método é como segue: sejam dados N pontos das érbitas inicias para o elétron
e o préton, dos quais conhecemos ., Tp,Ve, Up,ae, @, € 0s tempos t.,t,, respectivamente,
calculados de modo que as coordenadas e os tempos fiquem sempre em condi¢ao de cone
de luz (¢ = 1) Eq. (2.69). Estas 6rbitas iniciais podem ser por exemplo, elipses Coulom-
bianas longe da origem, ou as érbitas circulares de Schild. E conveniente introduzir um
parametro tal que as duas curvas sejam parametrizadas com um wunico pardmetro k.
Este ¢ tomado de tal modo que o pardmetro k£ aumenta em um nimero inteiro, igual
ao numero de passos intermedidrios menos um, cada vez que o cone de luz de uma das
particulas encontra a trajetéria da outra, isto é mostrado na Figura 2.5. Esta tipo de
parametrizacao é sempre possivel para qualquer érbita. O esquema proposto aqui tem 1
ponto intermedidrio entre dois pontos quaisquer em cone de luz. Em principio, o nimero
de pontos poderia ser aumentado, mas isso sacrifica em demasia o tempo computacional.

O programa consiste nos seguinte passos:

1. Partindo de k, o primeiro passo do método é calcular, por extrapolagao, a coor-
denada e a velocidade do ponto k£ + 1, tanto para o elétron como para o préton. Para
isto, ¢ usado o método de Adams [31] de ordem 4 de passo constante, também a cada
extrapolacio tem que ser achado #, (k + 1) e £, (k + 1), onde o ponto significa derivagio
em relacdo a k. Encontram-se estes derivando a condigdo de cone de luz Eq. (2.69),

resultando por exemplo para ip (k+1)

t,(k+1) =1 (k) (
2. Faz-se uma segunda extrapolacao até a interseccao com o cone de luz, encontrando-

se Zep (k+3) e U, (k+ 3). Este passo é chamado passo de cone de luz (PCL).

3. Acha-se entdo a acelerac@o do ponto a. , (k + 2) , usando a férmula de diferenciacao
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BDF'(backwards differenciation formula) de ordem 3, definida como

12  [11

3 1
T G (k) = 3, (k —2) + S (k—4) — =, (k—6)| (2
te’p (k 4 3) 6 v ap( ) SU ap( ) + 2U 7}7( ) 3U »P( 6) ( 75)

Gep(k+2) =

onde utilizam-se pontos da ¢rbita ja conhecidos [31].
4. Agora tém-se todas as varidveis necessérias para achar a aceleragao d. , (k + 1) , usando

a equacao de movimento para 3 dimensoes, obtida a partir da acdo (1.1)

o 7t
gt o= — Mg | B <1¢ b7 Pe > +8 <E’;t.173> ( = ﬁve)] , (2.76)
me |7 | e |
G = %(d‘:ﬂ@),

onde FF esta definido por pF = f;c — T, e o campo elétrico retardado e avancado de

Lienard-Wiechert esta dado por

(- )" - ey (e 1pel ) + (e 1 = ) (215
(17| = 7o)’

Ef =7
(2.77)

5. Considerando agora d., (k+ 1) achada anteriormente, recalcula-se: v, (k+ 1)
e T p (k+ 1), usando uma extrapolacao implicita, ou seja, uma expressao que usa o dato
de aceleragao encontrado anteriormente para calcular a velocidade e depois a coordenada,
volta-se entao ao passo 1. Fazendo isto de forma interativa., obtem-se a convergéncia,
podendo ir para o passo seguinte k + 2.

Este método pode ser melhorado aumentando o nimero de pontos intermedidrios.
Note-se, porém, que o passo PCL, no estigio 3, nao pode ser diminuido, por ser de-
pendente da velocidade, ou seja, das condicdes inicias de energia e momento angular. E
interessante usar varidveis escaladas atomicas para estudar o atomo de hidrogénio; as

varidveis usadas estao escaladas da seguinte maneira:
t—>t/w0, IL‘—>I/R0, (278)
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praton

¥ elétron
k+3 k+3
k+2 cone de Uz
k+2
k+1 k+1

Figura 2-5: Mostra-se aqui os pontos da érbita usados no calculo das coordenadas, ve-
locidades e aceleragoes no procedimento numérico.
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onde wg e Ry, cumprem com a relagao

62
Ry’

uBc = (2.79)

2
“o
C

e (3 é definido como ( = fﬁ' Nestas unidades, a velocidade escalada do elétron fica

sempre da ordem de um (v, ~ 1), e a velocidade da luz ¢ = 1/. Por exemplo para ener-
gias da ordem do estado fundamental do hidrogénio E' ~ —13.5¢V, tém-se que 3 ~ 0.007.
Como dissemos anteriormente, a condic¢ao inicial neste tipo de equagao nao é local, ou
seja, temos que postular um segmento da solucao para poder iniciar o integrador. Neste
trabalho, o segmento inicial ¢ dado de duas maneiras: uma ¢ a solucao circular de Schild
com uma pequena perturbacao fora do plano, e a segunda usa elipses Coulombianas.
Dois tipos de testes diferentes sao feitos na hora de rodar o programa: um teste
é feito calculando-se numericamente a aceleracao, pelas férmulas de BDF Eq. (2.75),
comparando esta com a aceleracdo achada pela Eq. (2.76) . Outro teste é feito calculando

a integral da energia (2.71) para cada cone de luz.

2.4.1 Resultados numéricos

E fisicamente interessante estudar a solucio para energias da ordem do estado fun-
damental do Hidrogénio e com momentos da ordem da constante de Plank. Isto se faz
com a perspectiva de comparar os resultados cldassico com as aproximacoes quase-classicas
conhecidas. Para solucoes no plano, o primeiro resultado parcial foi que para altas en-
ergias o integrador aceita como condicao inicial as elipses de Coulomb com qualquer
excentricidade € = [0,1]. Ao diminuir a energia o integrador s6 aceita excentricidades
menores, até chegar a uma energia da ordem F ~ uc?3?, § ~ 0.01 na qual o erro fica
muito grande e sé converge para a solugao circular.

Encontram-se as érbitas para velocidades com (3 = 0.007, para a qual se consegue
integrar até 10° voltas. Estudou-se também o comportamento de érbitas definidas ini-

cialmente no plano, adicionando-se a estas perturbagoes pequenas fora deste. Concluimos
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para integracoes da ordem de 10° voltas, que as 6rbitas finais ainda apresentam desvios
pequenos fora do plano. Tomando a conservacao da energia como teste, percebe-se que
depois deste niimero de voltas, o valor inicial da energia tem um erro de 5%, o que se
toma como limite para acabar a integracao. Apresentam-se abaixo os graficos corre-
spondentes ao valor mais baixo de energia na qual o programa funcionou =~ 0.0075.
Na Figura 2.6 mostra-se a excentricidade das elipses aproximadas como medida de sua
deformacao, porem, nao podemos chegar a conclusoes definitivas sobre nenhum compor-
tamento porque o erro comega a aumentar em proporgoes significativas. Na Figura 2.7
mostra-se os desvios do eixo ampliadas, estas tém que ser inicialmente pequenas para o
integrador convergir, ja que a unica solucao conhecida, da qual comegcamos é a solucao
de Schild no plano. Estas perturbagoes fora do plano continuam pequenas ao longo do
todo o tempo de integragao. Na figura 2.8 mostra-se as érbitas no plano (x,y), e como
estas elipses se deformam no tempo. Por tltimo na Figura 2.9 mostra a conservagao da
energia calculada para algumas voltas.

Alguns fracassos inicias nos convenceram que este método numeérico limitado do caso
tridimensional, nao pode decidir questoes de interesse como a estabilidade da solugao.
Para energias mais relativisticas, e momentos angulares baixos, nao podemos controlar
as divergéncias mesmo aumentando o nimeros de pontos intermédios, ji que o passo
PCL é fundamental e nao pode ser diminuido. Decidimos portanto restringir-nos nesta
fase apenas no problema restrito a uma dimensao, e nos capitulos seguintes apresentamos
métodos melhores que nao tém estas restricoes como também as equacoes que se integram

no caso atrativo sao regularizadas.
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Figura 2-6: Degeneracao da excentricidade aproximada das érbitas quase-elipticas.
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Figura 2-7: Comportamento da érbita em trés dimensdes. Oscilacoes fora do plano zy. E
desenhada uma 6rbita e cada 100 voltas, para G = 0.075.
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Figura 2-8: Projegao sob o plano zy da coordenada relativa #, — , em fungao do tempo,
(uma Orbita cada 100 voltas). Note-se que alem da pressecao das orbitas, existe uma
deformacao das mesmas, que leva o elétron a ficar cada vez mais perto do niicleo.
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Figura 2-9: Conservacao da energia para algumas voltas. Note-se alem das fluctuagoes
perto da origem esta vai diminuindo levemente, depois de 10° voltas esta diferenca atinge
05 %.
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Capitulo 3

Formulacao Hamiltoniana do

problema simétrico

3.1 Introducao

Existem varias teorias invariantes sob o grupo de Poincaré, porem apenas a dindmica
relativistica de uma tnica particula é totalmente compreendida atualmente. J4 para a
dindmica relativistica de dois corpos existe o teorema da nao-interacao apresentado no
Capitulo 1 e também na Ref. [4]. Mais de quinze anos se passaram até que foi propos-
ta a dindmica de vinculos como método para contornar as conseqiiéncias deste teorema
[16],[15]. Apesar disto, ndo ¢ conhecida até hoje uma formulacdo Hamiltoniana com
vinculos da eletrodinamica simétrica de acao & distancia. Neste capitulo apresenta-se
uma descricao Hamiltoniana do problema de dois corpos da eletrodindmica relativistica
de acao a distancia. As drbitas Hamiltonianas sao calculadas numericamente por um
método estdvel e auto-consistente que usa o método de minimizacao de méxima incli-
nacao (steepest-descent method), escolhendo apenas as orbitas nao-disparantes. Para o
problema de dois corpos da eletrodindmica de acao & distdncia, nao hé solugoes gerais
conhecidas. A tnica solucao particular conhecida até hoje é a de érbitas circulares para

o problema atrativo, como discutido na Ref. [24, 25].
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Um problema que j4 foi estudado anteriormente foi o caso de dois elétrons movimentando-
se em linha reta [—z5 (t) = 21 (t) = 2 (t)], onde a minimizac¢ao da agdo Eq. 1.1 prediz a

equagao

i () e [ (D) A ()]

onde v (t) = dx/dt é a velocidade do elétron de carga e e massa m, e r e ¢ s20 os tempos

avancados e retardados, implicitamente definidos pelas condi¢oes do cone de luz

er(t) = z(t)+ax(t—r), (3.2)

cq(t) = z(t)+z(+q),

e ¢ ¢ a velocidade da luz. Em geral, este tipo de equagao com retardo e avanco, como
as Egs. (3.1) e (3.2), requer uma fungao como condigao inicial, a diferenca das equagoes
ordindrias onde se requer apenas os valores das varidveis para um valor qualquer do
parametro de evolucao. Para este caso particular em que as duas particulas movimentam-
se de forma simétrica partindo de uma distdncia minima com velocidade zero, foi provado
em 1979 [39], [40], que para distancias suficientemente grandes ( baixas velocidades),
toda a 6rbita ¢ determinada a partir das condigoes iniciais pontuais z° (t = 0) = rmpm, €
1% (t = 0) = 0. Este resultado simples sugere que a reducao 4 variedade nao disparante das
solugdes de Eq. (3.1) pode ser determinada por condigoes iniciais Newtonianas (posigao
e velocidade).

A seguir, apresenta-se um método para encontrar solugoes nao-disparantes das equacoes
(3.1) e (3.2) com um formalismo Hamiltoniano. Nosso método é baseado na fisica: a agao
de Fokker se separa em duas acbes transformando a equacao diferencial nao-local com
avanco e retardo em duas equacoes diferenciais ordinarias Hamiltonianas com trajetorias
idénticas. O Hamiltoniano ¢ definido de forma implicita em termos de fungoes em princi-

pio desconhecidas usando a teoria de Hamilton-Jacobi. A condicao de que as duas fungoes
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descrevem a mesma trajetoria envolve um problema funcional, que determina as fungoes
desconhecidas.

Este capitulo é organizado da seguinte forma: Na Secao II descrevemos o método
bi-Lagrangiano e encontramos os Hamiltonianos resultantes. Na Secao III determinamos
uma equacao para combinar a dindmica de uma das particulas em duas folhacGes tan-
gentes ao cone de luz. Na Secao IV apresentamos o método numérico auto-consistente de
minimizagao de méxima inclinacao (steepest-descent quenching) para encontrar as érbitas
Hamiltonianas. No Apéndice II discutimos a propriedade bi-monotonica para o caso de

massas iguais. Este trabalho foi publicado Ref. [35].

3.2 0O método

O primeiro passo do metodo é uma transformagao para novas varidveis como segue

& = cty — o, ¢, = ¢ty + 21, (3.3)
3

Ctg — X9, CQ = CtQ + Za.

Fazendo-se esta transformagao a acao da Eq. 2.1 separa-se na soma de duas agoes S, e
Sp, como foi discutido no Capitulo II, Egs. (2.6) e (2.7), e na Ref. [20], repetidas aqui

por conveniéncia

S =55+ 5) (3.4)

com

S = — / i (dé1dC,) Y2 — / ma(déydCy) 2 (3.5)
6 1 52
& / / ﬁ(déldmd@dcl),
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$ — - / ma(dgydCy )2 — / ma(deydcy) 2 (3.6)
5 _
e / / %ﬁ(d&dmd@dcl).

No capitulo II estudamos a solugao das equacoes que se obtem fazendo as variagoes
independentes das Eqgs (3.5) e (3.6). Estas equagoes sao locais mas perderam a sime-
tria original da eletrodindmica de acao a distdncia. Neste capitulo mostraremos como
partindo de ambas as Lagrangianas encontramos equagoes Hamiltonianas. Dado que es-
tas agoes sao invariantes por reparametrizacoes do pardmetro de evolugao, na primeira
acao Sy, Eq. (3.5) pode-se tomar como parametro ( = (; = (,, e para Sy, Eq. (3.6)
o pardmetro £ = £, = £,. Como jé foi discutido no capitulo I, esta parametrizagao é
conhecida como folhagao frontal da dinamica(front form of dynamics). FEsta folhagao
faz com que os dois pontos relacionados pelo mesmo parametro se encontrem sempre em

condicao de cone de luz

(371 - SCQ)Q - (tl - t2)2 =0. (37)

Sem perder a generalidade e simplificando a notacao, a particula 1 sempre é posta a
direita da particula 2 e é facil mostrar entao que para o caso a, a distdncia geométrica

entre as particulas é

1
Te = —5(51 - fz) (3-8)
enquanto que para o caso b
1
Ty = 5((1—@)- (3-9)

Também no Capitulo II mostra-se que a minimizagao das acoes S, e S, Egs. (3.5) e
(3.6) em forma independente, resultam em duas trajetérias ndo coincidentes. Caso estas

duas solugoes fossem coincidentes, esta solugao seria também uma solugao da variagao da
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acao simétrica, ou seja 6.5 = %5Sa + %(551, =0+ 0= 0. Como foi provado analiticamente
no capitulo anterior, isto nunca é assim, existindo um gap entre as duas solugoes que
depende da energia e que nao pode ser removido (vide Figura 2.3 do Capitulo II).

Para evitar isto nos propusemos um problema com dois Lagrangianos gerais que tenta

resolver simultaneamente as duas equagoes

§S, = 6G, (3.10)

58, = —6G, (3.11)

onde G é em principio indeterminado. A idéia é encontrar uma Lagrangiana G suficientemente
geral de modo que das Egs. (3.10) e (3.11) se obtenha um sistema de equagoes locais
que resultem uma tnica trajetéria, e portanto uma solugao da acao de Fokker.

Definiremos primeiro uma familia de curvas com simetria temporal, ou seja

I (_t> = I (t) ;

i) (—t) = I3 (t) y

dinamicamente relacionadas ao centro de massa, que serd chamada de CMF. Como a
solugao que estamos procurando tem que ser simétrica no tempo, ela pertencerd a esta
familia. Para velocidades assimptoticas suficientemente baixas foi demonstrado na Ref
[39] e também no Apéndice II, que a solugdo e duplamente monotonica, ou seja, a dis-
tancia entre as particulas em cone de luz diminui até certo ponto e volta a aumentar
em forma monotonica. Nesta familia de érbitas, vamos demonstrar certas igualdades
integrais, tomando estas formalmente desde —oo até +oo e ignorando a questao da

existéncia e convergéncia destas, isto esta discutido na Ref [20].
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A identidade mais trivial, para uma funcao arbitraria ¢ qualquer é

/a H()dC = /b b(€)de. (3.12)

onde o subindice denota a parametrizagao. Note-se que a Eq. (3.12) é uma conseqiiéncia
da transformagao de coordenadas induzida pela simetria temporal da familia( ( — —¢).

Da mesma forma pode-se provar para essa familia que para qualquer funcao V' cumpre-se

/ V(C)(& + @ ¢ = / d—cl + @)dg, (3.13)

A combinagao (d€,dCs+d€,d(,) € um elemento de drea invariante de Lorentz que aparece
naturalmente nas Eqgs. (3.5) e (3.6). Por tltimo, a reversao temporal nesta familia CMF

(Cra = —&12,&12 — —C12) Produz as identidades seguintes para fungoes arbitrarias a(()

e 5(¢)

Jetogdc)? = [a@asdc (3.14)
/ BO)(dexdGy) " = / B(E)(dexdC,)" 2.

Estas identidades sugerem que pode ser definido o Lagrangiano G da seguinte forma

6 = [18(6) + VIO + &) +alhé + B &l (3.15)

onde &, indica a derivada com respeito a (. Para o caso b define-se da mesma forma

6= [166)+ V(G + &)+ a@né + 8Oy L. (3.16)

b

Note-se que estes Lagrangianos sao locais. A necessidade de somente quatro fungoes
¢é esclarecido mais adiante, quando escrevemos quatro equagoes que determinam estas
fungoes arbitrarias.

A seguir vamos resolver cada problema Egs. (3.10) e (3.10) por separado para as duas
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folhagoes. Depois de incluir o Lagrangiano indeterminado G, o problema variacional
0S, = 6G na familia CMF implica a resolucao das equacoes de Euler-Lagrange para

L,=S5,—G,

L=~ / Ma\J&, + Moy & + <ﬁ_2§2| PVl +E) +olrald,  (317)

onde M, = my + a(r,) e My, = mg + ((r,). Da mesma forma, o problema 65, = —6G

implica em L, = S;, + G,

L= = [ 6+ 2 [+ (=g = VG + G ol G1)

com My, = my — a(ry) e Moy, = my — (1) . Nos introduzimos as fungoes arbitrarias ¢,
V ,a, and (, que entram com sinal positivo para o caso a e sinal negativo no caso b. O

Hamiltoniano ¢ dado em cada caso por

—1 M2 M2
H, = _{ 1 = o2 + 1 = o2 } - ¢(Ta), (319)
L3V +gsg) +V+ g5
e
—1 M2 M2
Hy=—{ - + 2 }+ (). (3.20)
L im =3Vt -3V + )

(&, —&,), o que implica que

N

Note-se que o Hamiltoniano H, depende somente de r, = —
P, = p1 4+ po € uma constante de movimento. Para a outra caso b o Hamiltoniano H,
depende somente de r, = %(C 1 — (), implicando que P, = p; + p2. Esta constante sugere

uma transformagao canonica definida no caso a, como

X

S6+8), P=pitp (3.21)

1
r = 5(51_62)7 P =Dp1— D2
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Para o caso b usa-se uma transformagao analoga trocando & por ¢ nas Eqs. (3.21).
Pode-se usar as Eqs. (3.21) para expressar p; e po da Eq. (3.19) em termos da

constante P, e do momento relativo p,, substituindo a condi¢ao H, = E,, dando assim

S (I R R

onde Q, = H(ME, + M3,) e A, = 3(M3, — M},) e rq = |z|. O caso b é completamente
andlogo. Mostrou-se aqui que qualquer solugao das Eqgs. (3.19) e (3.20) é também uma
solugdo do problema original com avango e retardo Eqgs. (3.1) e (3.2), para potenciais
arbitrarios ¢,V , a, and 5. Como veremos na se¢ao numérica (Segao IV), mesmo encon-
trando os potenciais corretamente os Hamiltonianos (3.19) e (3.20) possuem uma unica
trajetéria em comum. Isto pode ser contornado generalizando os potenciais das Egs.
(3.19) e (3.20), como fungoes implicitas da energia E, e E,. Por exemplo ¢ é generalizado
a ¢ = ¢(rq, E,) no caso a e ¢ = ¢(ry, Ep) no caso b, (o mesmo para V, a, e ). Este
Hamiltoniano é ainda uma funcao do espago de fase, ja que o mesmo E é uma func¢ao do
espaco de fase.

Agora para cada ¢rbita particular com energia FE,, pode-se definir ainda os La-
grangianos Egs. (3.17) e (3.18) usando formas fizas dos potenciais: ¢ = o¢(r, E,);
V =V E,); a = a(r,E,); and = ((r,E,). Porem, para conservar as equagoes
Hamiltonianas deve se suprir uma condi¢ao de modo que as derivadas parciais com re-

speito a E,, F} em cada caso se anulem, ou seja

8Ha(p7 P7 r, Ea)
0FE,

=0, (3.23)

e no caso b
aHb(p7 Pa r, Eb)
OE,

~0. (3.24)

Tem que ficar claro que depois da generalizacao das Eqs. (3.19) e (3.20) a dependéncia

implicita Egs. (3.23) e (3.24) ndo se pode voltar aos Lagrangianos originais e a formulacao
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fica uma formulacao Hamiltoniana implicita.
Mostremos como mesmo em forma implicita pode-se escrever as equagoes de movi-
mento, no formalismo de Hamilton-Jacobi, usando uma transformagao canénica com uma

fungao geratriz S dada por
S=PX+W(z,P,E) — EC, (3.25)

onde a funcdo W (x, P, E) é definida por integragao da condigdo p = 0W/0x , e p e dado
na Eq. (3.22).

Esta transformacao canodnica ¢ definida de modo que o novo momento associado a
varidvel X anterior ¢ a mesma constante P = 05/0X e o outro momento ¢ a energia
E (nesta tltima definigdo aproveitamos o fato de que E é um dos argumentos dos po-
tenciais). Escolhe-se S a maneira de Hamilton-Jacobi de tal forma que o Hamiltoniano
se anule: K = H + g—f = 0. Como o Hamiltoniano é zero, as novas coordenadas sao

definidas simplesmente com duas constantes X e Cy

Xy = 8S/OP = X + OW/OP (3.26)
Co = —0S/OE =(—0W/OE

As equagoes acima para o caso a define ¢ e X como fungdes da variavel r, = |z|. Para

uso futuro, é interessante tomar os diferenciais da Eq. (3.26) com respeito a x,

dX = —(0°W/0x0P)dx = —(0p/OP)dx, (3.27)
d( = (0W/0x0FE)dx = (0p/O0F)dz,

onde usamos p = OW/0x e trocamos as derivadas parciais. A forma explicita do diferen-

cial para a trajetéria é obtida usando a Eq. (3.3) relacionando a coordenada X com ( e
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usando (3.27) se relaciona dX e d¢ com dz. Para o caso a a solugao explicita é

dtla
dtQa
dx la

dl’ga

onde foi usada dz,

explicita

dtp
dtap
dx 1b

d!rgb

Note-se que as Eqgs.
dado na Eq. (3.22).

= %(dCa +dX, + dz,) = %(% - % — 1)dr,, (3.28)
= S+ X —dy) = (T gy,

= S, — X, —dny) = 51— P Ty,

= %(dg‘a — dX, + dz,) = —%(Zﬁj g% +1)dr,,

—dr,. Anélogamente, para o caso b (dx, = dr;,) obtemos a solugao

_ %(dgb +dXy + dry) = %(% - % 1)drs, (3.29)
- %(dgb +dXy — dmy) = %(% - % — 1)drs,

_ %(—dé‘b +dXy + dry) = %(1 — % - %)dm

— %(—dé‘b +dXp — dap) = —%(% + % +1)drs.

(3.28) e (3.29) levam a solucdo explicita em termos de p(r, E, P)

3.3 Condicoes de Simetria para o caso de Massas

Iguais

Nesta secao discutimos o caso de massas iguais, tomando m; = my = m, em unidades

. 2 . ~ . . . ~
nas quais 5 = 1. Derivaremos relagoes gerais de simetria envolvendo as quatro fungoes

arbitrarias a, 3,V , e ¢ . A férmula (3.22) para p, é a solugao da equagao quadrética que

define duas fungoes diferentes dependendo do sinal positivo ou negativo da raiz quadrada.

E fécil de mostrar que no ponto de ramificacao a raiz quadrada se anula, separando o

espago de fase em duas regides fisicas t e d, indicadas na Figura 3.1, pela notagdo pf e
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Figura 3-1: Uma trajetoria da familia CMF, para m; # msy, em unidades nas quais
e?/mc* = 1.Mostra-se aqui as ramificacoes la’, em tra co solido e 1a¢ e trago pontilhado
e vice-versa para o caso b. Também mostra-se a distancia minima em cone de luz r,.
Note-se que est ao indicadas aqui as distancias geometricas no plano (x,t) , sendo que as
distancias espacias obtem-se dividindo estas por v/2 (¢ =1).
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Figura 3-2: Uma trajetérias da familia CMF para m; = ms. Mostra-se aqui a velocidade
para os pontos relacionados por inversao temporal v¢, e v . Note-se que estdo indicadas
aqui as distancias geométricas no plano (z,t) sendo que as distancias espacias se obtém
dividindo estas por v/2 (¢ =1).

pg. Ja assumimos anteriormente que a solugao tem reversao temporal. Para ser coerente
com isto, a reversao temporal deve mapear cada ramificacao do caso a da particula 1
em uma ramificacdo do caso b da particula 2, resultando em U‘liib(r) = —v‘li,fa(r) para
r € [r,, 0], como ¢ ilustrado na Figura 3.2 para massas iguais. Em forma andloga, para a
particula 2 temos que vgib(r) = —v;’;;fa(r) para r € [r,, 00|. Estas duas condigdes, quando
expressas em termos de dp/OP e Op/OF usando as Egs. (3.28) e (3.29), implicam nas

quatro condicoes

71



o Opyt

9P 0P’ (3.30)
oL opys
S~ e (3.31)

As condigoes (3.30) e (3.31) representam duas condigdes para a regiao ¢t e duas

condigoes para a regiao d, cada uma envolvendo os quatro potenciais.

3.4 Determinacao dos potenciais

Nesta secao vamos introduzir uma descricao simples em termos de duas funcoes
s(r,E) e F(r, E) que s@o imediatamente acessiveis em forma numérica. A regidao d da
Eq.(3.30) e (3.31) é estudada definindo dp2/OP , Opl/OF, Opi/OP, e Opi/OE em termos
de s(r, E) e F(r, E) como

a_pgj _ a_pff _cosh[s(r, B)] (3.32)
oP OP —  sinh[s(r, E)]’ '
opy _ opy _ _F(rE) (3.33)

OFE OE ~ sinh[s(r, E)]’

Para a ramificagao t, as conseqiiéncias das definigoes (3.32) e (3.33) das relagoes de
simetria Eqgs. (3.30) e (3.31) sao:

(i) a regiao t envolve a mesma funcao F'(r, E') que a regiao d e (ii) a regido ¢ envolve
a mesma funcado s(r, ') que a regiao d trocando-se o sinal desta. A descri¢ao intuitiva é
que £s(r, E) e F(r, E) descreve ambos os casos a e b, trocando-se s(r, E) por —s(r, E),
de uma regido para outra, sem mudar F(r, F). A seguir, tiramos a dependéncia de FE

dos potenciais para abreviar a notacao.
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Agora temos que impor que a érbita seja solucao de ambos os Hamiltonianos Egs.

(3.19) e (3.20). Podemos usar as Egs.

diferenciais da particula-1

dtla + d:rla

dtla - dmla

e para caso b,

dty, + dxqp

dty, — dzy

(3.28) , (3.29) e (3.32), (3.33) para expressar os

B sinh(s,) Flra)dra, (3:34)

_ exp(sa) .
sinh(s,)

~exp(sy)
= nieydn (3.35)

1
= E(ry)dry.
sinh(sy) (ro)drs

Neste ponto convém introduzir uma funcao ® relativa a velocidade da particula 1, de

modo que a velocidade da particula 1 seja a mesma nos dois casos a e b, ou seja

Via (Saa Ta) =

v1p(Sp, ) = tanh(P) (3.36)

usando agora as Egs. (3.34) e (3.35) chega-se a

exp(2®) = exp(—

resultando assim em

Sa)F(ra) = exp(sp)/F(rp). (3.37)

exp(s,) exp(sy) = F(rqa)F(rp). (3.38)

Note-se que a diferencia das condigdes de simetria na Eq. (3.38) r, e diferente de r,.

Também para massas iguais cumpre-se a simetria

Vo (1) = 054 (7)
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como mostrado na Figura 3.2, ou em termos de ®, &; = &,. Usando agora a Eq. (3.37),

como também o fato que s muda de sinal quando muda a ramificacao, obtém-se entao
exp (®q) exp (Dy) = F (1) - (3.39)

Como consequéncia note-se que F(o0) = 1, assim que ®4(c0) = —P;(c0). Como esta
orbita é descrita por dois diferenciais, existe outra condi¢ao de paralelismo que pode ser

expressa no tempo proprio da particula 1

(dr1)? = %F(raxdm? - %F(rb)(dm?, (3.40)

de onde se derivam equacoes diferenciais para r, e 7y :

dr, _exp(—s4/2) sinh(sa)

dry - F(ry) ' (3.41)
dry exp(—sp/2) sinh(sp)
dry F(ry) '

Pode-se também eliminar s, e s, em favor de ® usando a Eq. (3.37) e a Eq. (3.41), que

resulta em
dro 1 exp(39)
dT1 = 5 [exp( q)) FQ(TCL) ]7 (342)
dry, 1 exp(—3P)
— = = b)) — ——4|.
dTl 2[eXp( ) F2(’l“b) ]

Para finalizar, temos que impor uma equagao para a varidavel ®. Esta é fornecida pela
equacao de movimento Eq. (3.1). Entao, para obter uma equacao local se escreve a Eq.
(3.1) usando uma combinacao do caso a e do caso b, de modo que onde deve-se escrever
a velocidade da posicao avangada, usa-se o caso a e para a velocidade retardada usa-se o

caso b. Usando o parametro de tempo préprio da particula 1, a Eq. (3.1) se escreve em
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nossas unidades como
d® 1 exp(2®) = exp(—29)

2 = . i
dry  2°r2F2(r,) TZFZ(TI,)} (3.43)

As equagdes (3.42) e (3.43) constituem um sistema completo de equagoes diferencias
ordindrias (EDQ) para descrever a particula 1. Para resolver as Eqgs. (3.42) e (3.43)
é preciso postular a fungdo arbitréria F'(r) que aparece nestas equagoes, com a forma
assimptética F'(co) = 1. Por auto-consisténcia, a fungao F(r) deve ser tomada de modo
que as duas ¢rbitas, do caso a e do caso b, sejam coincidentes. Este problema funcional é
resolvido numericamente na secao seguinte. Por ltimo, mostremos que podemos escrever
todos os potenciais em funcao de s(r, E') e F'(s, F), que serao finalmente achadas em forma
numérica. Uma solugdo possivel das condigdes Egs. (3.23) e (3.24) e das Egs. (3.30) e
(3.31) 6

e  [2(1+a)(1+p)cosh(s) — (1+a)*— (14 )7
Pa—l—V—l-?_ 4(E—|—Q§) , (344)
e? _ [2(1 = a)(1 = B)cosh(s) — (1 — @)?—(1-0)4
Pb—v+7 - 4(E—¢) . (345)

Para o caso a, a equagdo de movimento para &; e &, derivada das Egs. ( 3.19) e (3.23) ¢

d, _exp(s)  (1+a)
dC B F(T) N 4(p1+%v+;_i)2’ (346)
dé, exp(=s)  (1+0)? o

¢ F(r)  Ap+3V+5)?
Tomando o sinal da raiz que tem sentido fisico nas Egs. (3.46) e (3.47) substituindo

na Eq. (3.19), resulta em

By = =0+ 5 =l(1+ ) exp(s/2) = (1+ B)exp(—s/2)], (3.48)
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Da mesma forma, para o caso b obtem-se

Ey=¢— %[(1 —a)exp(s/2) — (1 — ) exp(—s/2)]. (3.49)

Se deduz que F, = E, = EF e B, = P, = P. Isso define a solugao para ¢, V, a e g das
Egs. (3.48) e (3.48) como

_ sinh(s/2)
= —JF (3.50)
V = VFsinh(s/2).
Para as fungoes a e (3 se cumpre
aexp(s/2) — Bexp(—s/2) = 2EVF, (3.51)

aexp(—s/2) — Bexp(s/2) —LF

onde F e P sao as unicas constantes do problema. Para a distancia minima em cone de
luz r, , onde s(r,) = 0, o determinante do sistema linear (3.51) se anula dando uma

condi¢ao que envolve £ e P

(P4 £)
B = e R (3.52)

Para r > r,, temos que s(r) # 0 e a Eq. (3.51) pode ser resolvida para « e 3 resultando

_ [BP@)exp(s/2) + (P4 5) expl(—s/2) 559

\/ F(r) sinh(s)
[EF(r)exp(—s/2) + (P + <) exp(s/2)] |
F(r)sinh(s)

76



3.5 Integracao Numérica das dorbitas

Nesta se¢ao vamos descrever o método numérico que envolve uma tnica fungao F'(r).
Postula-se primeiro a forma funcional de F'(r). Para isto sdo usados N (N ~ 18)parametros

arbitrarios numa série truncada,

i
z

>

Firy=1-)» —, (3.54)

1

<

n

que tem explicitamente a forma assimptética desejada. Depois de assumir um conjunto
de valores para os k,, as Eqgs. (3.42) e (3.43) constituem um problema simples de equagoes
diferenciais ordindrias (FDO) com condigoes inicias pontuais. A integracao é levada a
cabo desde o ponto simétrico rs, onde 7y = 0, ® =0er, = 1r, = rs > 1,. Note-se
que a integracao produz automaticamente uma dérbita com reversao temporal para a
particula 1. Pode-se checar por inspegao das Egs. (3.42) e (3.43), que substituindo 7,
por —7; e ® por —® muda-se r, e r,, de maneira que r,(—71) = 7(71). Dados os
coeficientes k,,, nosso método numeérico produz duas trajetérias para a particula 2, de
modo que zy, (71) = x9p (—71). Como ¢ ilustrado na Figura 3.3, uma escolha genérica
dos k, nao produz solucoes coincidentes para a particula 2. E preciso ajustar esta funcao
para que as duas trajetérias sejam uma s6 no final do método.

Para isto integra-se o sistema de equagoes (3.42) e (3.43), junto com as equagoes

dxog

para (‘72*) ,(‘Z%l) : (dd"”—f;’) e (it—ﬁ) determinadas pelas Eqgs. (3.28) e (3.29). Calcula-se

a trajetdria numericamente usando o método de Runge-Kutta implicito (9/8). Dadas as

duas trajetérias calcula-se entao a diferenga entre as dreas para N tempos (N ~ 200)

A(k) = Z(xl — T90)? + (21 — z2p)2. (3.55)

2|~

Depois de implementar o método de minimizacao no espaco de parametros de dimensao

N =18 governado pela equagao de minimizagao dk, /ds = —0A/0k, encontra-se o minimo
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Figura 3-3: Trajetérias achadas numericamente para coeficientes arbitrarios k,. Note-se
que a nao ser que estes k, de F (r) sejam calculados pelo método de minimizagao, a
orbita futura da particula 2 no caso b nao coincide com a do caso a.
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de A (k) que neste caso deveria chegar a zero (steepest -descent method).

Na Figura 3.4 mostra-se as trajetérias encontradas depois da convergéncia do processo
de minimizagao. Coloca-se as trajetorias da particula 2 refletidas com respeito ao eixo
x de modo de checar a coincidéncia com a trajetéria da particula 1(massas iguais).
Mostramos solugoes para velocidades assimptéticas v /c = 0.46, v™>°/c = 0.54 and
v>®/c = 0.71. Note-se que estas trajetérias coincidem perfeitamente, indicando que o
processo foi bem sucedido. Como a solucao é auto-consistente, nao se pode determinar
a velocidade asimptotica diretamente, esta é estimada para o tempo em que a variacao
relativa desta % /v & menor que 0.1 %.

Para achar o conjunto de parametros para as diferentes velocidades, comega-se com
velocidades baixas onde s > 1, depois diminui-se gradualmente 7 aplicando a minimiza-
¢ao para cada condicao inicial. A partir da convergéncia numérica, encontra-se para cada
velocidade assimptotica o raio maximo em cone de luz r,. Pode-se apreciar na Tabela I,
que esta distancia diminui até uma velocidade de aproximadamente v>°/c = 0.78, e de-
pois volta a aumentar. Para érbitas com velocidades assimptoticas maiores a v™° /¢ > 0.8
nao basta determinar uma tnica fun¢ao como a dada na Eq. (3.54) para aproximar toda
a orbita. Para estas velocidades, utiliza-se uma aproximagao de vérios polindmios de
terceira ordem cada uma (akima cubic spline aproximation), conseguindo a convergéncia
para altas velocidades. Usando esta aproximacao encontra-se a solu¢ao numérica para as
velocidades v /c = 0.7, v™°/c = 0.8, v*°/c = 0.9 e v*°/c = 0.94 que s@o mostradas nas
Figuras 3.5 e 3.6 .

Distingue-se na Figura 3.6 um comportamento atipico. bem diferente do espalhamen-
to Coulombiano: a existéncia para velocidades assimptéticas muito altas, de uma distan-
cia minima 7, = 1, ou seja, um raio cldssico do elétron em nossas unidades, €*/m.c? = 1.
Isto pode ser explicado intuitivamente assim: as particulas sé interagem via cone de
luz, portanto uma particula de alta velocidade assimptdtica v &~ —c¢, sente um impulso
de for¢a em torno de r = r,, que a desacelera fortemente. Para tempos maiores, esta

sente um campo muito fraco da outra porque r é muito grande (drea marcada na Figura
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10.0

50 r

-10.0

Figura 3-4: Trajetérias determinadas numericamente para m; = msy no plano (z,t) em
unidades nas quais e?/mc? = 1. Mostram-se trés 6rbitas para velocidades assimptéticas
v = 0.46¢, v = 0.54¢c, v = 0.7T1ec.
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1.5 T |

-1.5
-1.5 ® 1.5

Figura 3-5: Trajetdrias calculadas numericamente. utilizando-se mais de um polinémio
para F'(1/r), para velocidades assimptoticas de v>° = 0.7¢, v>° = 0.8¢, v™>° = 0.9¢. Note-
se que a distancia minima no cone de luz r, tende a um que em nossas unidades e /mc? =
lec=1.
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Figura 3-6: Trajetérias das particulas determinadas numericamente depois de obter a
convergéncia a uma unica érbita, para uma velocidades assimptética v>*° = 0.94c. No
quadro dentro da figura mostra-se a desaceleracao da particula da velocidade da luz até
uma velocidade zero, entrando depois numa zona sem interacao alguma.

3.6), repetindo-se o mesmo para t > 0. Este resultado surpreendente parece ser uma
conseqiiéncia da invariancia do grupo de Poincaré, como e discutido nas Refs. [48, 49].
Finalmente, na Figura 3.7 se descreve F'(r) em fungao de (r,/r) para velocidades
assimptética de v*°/c = 0.3, v>°/c = 0.6 e v*°/c = 0.7 e v*°/c = 0.8. Note-se que a
forma funcional de F(r) é aproximadamente uma fungao linear de (r,/r) para baixas
velocidades, porém para altas velocidades esta se comporta bem diferente. Na Tabela
I, apresenta-se as velocidades assimptéticas v>°/c em funcdo da raio inicial r,, até uma
velocidade de v™°/c = 0.8 onde a solugdo ¢ encontrada com um tnico polindémio F' (1/r).
Observe-se na Tabela I que os coeficientes k,, que convergem a um valor menor que 10~

sao descartados e apenas sao considerados os N coeficientes maiores que este valor. Este
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nimero aumenta a medida que a velocidade assimptética aproxima-se da velocidade da
luz, como é notado na Tabela I. Para a solucao simétrica, ou seja, na familia CMF foi
provado que para velocidades suficientemente baixas velocidades a solugao existe e é tinica
[39]. Para velocidades assipmtoticas de aproximadamente v/c = 0.92, estudos numéri-
cos posteriores que utilizam outros métodos de convergéncia mostram que existe uma
bifurcagao, ou seja, existe mais de uma solucao para a mesma velocidade assimptotica
[32].

E interessante apreciar a diferenca entre este método e outros métodos numéricos de
resolucao deste tipo de equagoes diferenciais com retardo e avanco, nos quais estao plenas
de solugoes disparantes( run away solutions). FEste método numérico é superior nesse
aspecto porque a solugao estd por construcao na variedade nao-disparante, e o problema

de achar F'(r) é numericamente estével ja que nao envolve nenhuma extrapolacao.

v>/c Ts To/Ts N
0.11  60.00 0.9959 5
0.21 22.00 0.9881 6
0.30  10.00  0.9693 7
0.40 6.00 0.9413 9
0.51  4.00  0.8865 13
0.60 3.27  0.8213 16
0.71 296 0.7075 17
0.8 2.55  0.7199 18

Tabela I - Velocidades assimptéticas calculadas numericamente para os raio simétrico
rs (® = 0), em unidades nas quais e?/mc* = 1. Note-se que o valor deste raio 7, diminui
mas depois aumenta para v*° = 0.8¢, portanto que o raio maximo r, diminui sempre até

ovalor,=1.
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1.0

0.0

roIr

Figura 3-7: A fungdo F'(r) determinada numéricamente. Para baixas velocidades as-
simptoticas esta é aproximada por F (r) ~ 1 — ki /7.
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3.6 Discussao e Conclusoes.

Neste capitulo foi discutida uma formulacao Hamiltoniana para o caso de duas mas-
sas iguais e cargas do mesmo sinal (caso repulsivo) na eletrodinamica de acéo a distancia.
A tinica formulacao Hamiltoniana do problema simétrico descrita na literatura, é a pro-
posta de um Hamiltoniano com infinitos graus de liberdade [47]. Nossa descrigdo, em
forma implicita, contém somente dois graus de liberdade correspondentes as duas particu-
las envolvidas. Esta formulagao nao contradisse o j& discutido no Capitulo I, o Teorema
da nao-interagao [4] por duas razoes: (i) este teorema é um obstaculo apenas para uma
descrigao em trés dimensdes onde as rotagoes jogam um papel principal, (i) o parametro
de evolucao em nossa descri¢ao, ¢ no caso a e £ no caso b, nao é o tempo e por isto o
teorema nao se aplica.

A literatura matemadtica sobre equagoes diferenciais com retardo dependente do tem-
po é bastante escassa [50, 51], porém existem alguns resultados interessantes: no artigo de
1974 escrito por Kaplan e Yorke [52] discute-se que para certas equagoes diferencias com
retardo simples, o sub-espago de solugoes periddicas desta, estao associadas com equagoes
diferenciais ordindrias equivalentes. Isto foi generalizado em 1999 [53], mostrando que
vérias classes de equacoes com retardo, pode-se associar equagoes diferenciais Hamilto-
nianas [53].

Como foi visto neste caso especial, as condigoes fisicas do espaco de solugoes que
evitam a divergéncia, produzem uma reducgao do espaco dinAmico das equacgoes originais
de infinitas dimensoes (avango e retardo), para um problema de dimensoes finitas de
tipo Newtoniano. Pode entao ser aplicdveis a estas as teorias conhecidas para sistemas

dinAmicos de dimensdes finitas [50].
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Capitulo 4

Problema atrativo de dois corpos

4.1 Introducao

O estado fundamental do dtomo de Hidrogénio tem momento angular L = 0. Clas-
sicamente, este estado equivale a érbitas aproximadamente colineares, que apresentam
em forma natural velocidades relativisticas perto da singularidade. Isto sugere que o
problema atrativo de dois corpos deve ser estudado num formalismo que seja invariante
de Poincaré. O problema da regularizacao surge naturalmente na colisao de dois corpos
em uma dimensao e com interacao atrativa. As equacoes nao-locais da eletrodinamica
de acao a distancia, assim como as equagoes de Kepler nao relativisticas, sao original-
mente singulares. Neste Capitulo, derivam-se equagoes diferenciais que sao regulares na
colisao de dois corpos. Para isso, usa-se a energia conservada do problema de dois corpos
eletromagnético. Esta expressao, derivada da agao de Fokker, contem integrais sobre
segmentos das drbitas como conseqiiéncia da invariancia de Poincare Eq. (2.71). Estas
podem ser calculadas depois de conhecida a solucao das equacoes de movimento. Nos
trabalharemos apenas no o caso de massas iguais m; = msy. Neste caso e para érbitas
simétricas no tempo, estas integrais se simplificam, podendo ser usadas com sucesso na
regularizagdo. O uso da energia foi proposto em [43, 44] para regularizar o problema

de Kepler e aqui nés generalizamos esta idéia para o problema relativistico. O método
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numérico estd explicado no Capitulo 3 e baseia-se em postular uma série para as ve-
locidades avancada e retardada, determinando duas trajetérias para uma das particulas.
Entao, por um método de minimizacao auto-consistente encontra-se uma tnica érbita
para esta particula.

Este Capitulo esta dividido da seguinte maneira: (i) Na secao I mostramos que as
particulas chegam & velocidade da luz na singularidade para qualquer energia. (ii) Na
secao II encontramos a solucao aproximada perto da colisao para as velocidades inde-
pendentemente da energia da 6rbita. (iii) Na secao III definimos varidveis derivadas da
energia que sao eficazes na regularizacao e escrevemos equagoes regulares para estas. (iv)

Na segao IV apresentamos e discutimos os resultados numéricos.

4.2 Preliminares da regularizacao

Nos trabalharemos somente no caso de duas particulas de massas iguais e cargas
opostas (ou seja, o problema atrativo). Serdo estudadas somente orbitas colineares e

simétricas com respeito a origem, ou seja, as que obedecem
x1 (t) = —z2 (). (4.1)

Esta familia de orbitas esta discutida no Capitulo 3, onde foi chamada de familia CMF.
A equagao para a particula 1, que se deriva da agdo de Fokker Eq. (1.1), para massas

iguais em uma dimensao é [39],

duv, L1 (1=wy) 1 (14wvy) 2\ 3/2
R - 1— 4.2
dt, 2 {rg (14 v2q) * (L=v) ™ (42)

onde vy, Vo, sa0 as velocidades correspondentes aos pontos de corte do cone de luz que
emana de particula 1 com a orbita da particula 2. Todas as quantidades estao em
€

unidades m—; =1 e c =1, e estao ilustradas na Figura 4.1 e Figura 4.2. Denomina-se

com subindice (a) a posi¢ao futura da particula 2 com respeito & particula 1, e com
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Figura 4-1: Trajetéria tipica das particulas para massas iguais com a simetria temporal
proposta. Mostra-se a distdncia méxima em cone de luz rg, as velocidades futura vy, e
passada v9, em relacao a um tempo t; da particula 1 e os pontos de colisao t = t¢ e
t = —tc.A 6rbita mostra-se com trago sélido, e os raios com traco pontilhado.

subindice (b) a posi¢ao passada desta. Os raios r,, 7, que conectam estes pontos com a
pocicao da particula 1, correspondem as duas folhacoes do espaco-tempo tangentes ao

cone de luz. Estes raios estao definidos implicitamente pela condicao de cone de luz

Ta = I1 (tl) — T (tga) = C (tga — tl) s (43)

ry = w1 (t) — 22 (tap) = c(t1 — to) (4.4)

como ilustrado na Figura 4.2. Note-se que ty, € tq, sdo definidos pelas Eqs. (4.3) e (4.4)

CO1mo

t2a tl + Ta/C,

tgb = tl—T‘b/C.
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As equagbes para as posigoes e os tempos encontram-se derivando as Eqs. (4.3) e (4.4)

dtog

em relagao a t;. Por exemplo, para encontrar-se i

deriva-se em relagao a t; a Eq.

1 .. -
(4.3),obtendo-se ‘3;1‘1 = ((1;”21)). Para o resto das variaveis i, Tag, top, T2p , as equagoes
a

encontram-se da mesma forma, resultando em

2—2 - (4.5)
T ey o
Cg % (47)
= ey 48)
et o

Sem perder a generalidade, vamos assumir que xy (t) > 0, xa, (1) € zg (t) < 0, ou seja,
a particula 1 esta sempre a direita da particula 2.

Da condicao de cone de luz Egs. (4.3) e (4.3) para 6rbitas com a simétria CMF),
segue-se que as fungoes r, (t) e 1, (t) sdo de fato definidas por uma tunica funcao r (t),

que obedece

ro(t) = 1(t), (4.10)

rp (t+1y/c) = r(t),

como ilustrado na Figura 4.3.
Tambem por causa da simetria, vs, € V9, estao definidas a partir de uma nica funcao

v (t), atraves de argumentos retardados e avancados como segue

v (t) = v(t), (4.11)
Voo (1) = —v(t+r./c),
vey (t) = —wv(t—rp/c).



ralc

Figura 4-2: Trajetoria tipica das particulas 1 e 2 em unidades arbitrarias. Indicamos o
ponto simétrico (com raios simétricos r, = 1, = rs ) e a velocidade futura (ou passada)
v, correspondente ao cone de luz do ponto onde a velocidade v; da particula 1 é igual a
zero. Também estao ilustrados os raios r, € 4.

Figura 4-3: Nesta figura mostra-se como as velocidades va,, Vop, V1 € 0S raios r,, 1, estao
relacionadas pelo cone de luz com as fungoes 7 (t), v (t) .
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E necessério regularizar as Eqs. (4.2) e (4.5)-(4.9) para poder achar uma solugao
numeérica. Para isto deve-se conhecer o comportamento destas fungoes perto da colisao.
Nos usaremos como guia a regularizagao do problema de Kepler discutido no Apéndice I11
. Nesse caso nao relativistico [42, 43, 44], as equagoes ficam completamente regularizadas,
porém o resultado nao é fisico na colisao, ja que a velocidade e a aceleracao tendem a
infinito. No presente caso relativistico, demonstraremos primeiro um teorema preliminar
que mostra que as velocidades das particulas tendem & velocidade da luz na colisao. Para
cargas de sinal oposto, cada particula sente uma forca de atra¢do da outra particula
nas posicoes passada e futura. Por isto para solucoes fisicas nas quais a aceleragao nao
diverge, a distancia entre elas sempre tende a zero. Note-se que nao existe no caso atrativo
um teorema de existéncia e unicidade como no caso repulsivo [39]. Logo poderiam existir
solucoes nas quais uma das particulas atinge a velocidade da luz a uma distancia finita, e
com uma aceleracao infinita. Estas solucoes disparantes, se existirem, nao sao estudadas
aqui.

As velocidades e os raios obedecem certas propriedades monotonicas que sao mostradas

dvq

a seguir. Da Eq. (4.2) se deduz que g <0, para todos os tempos, ja que os dois termos

dvag

da direita sao positivos. Pela simetria da érbita .
a

>0e ZZ’—;’ > 0. Encontra-se entao
que

|U2a| << ’U2b|, (412)

para qualquer tempo t;. Também é facil mostrar que 7, (t2,) € rp (t1) s@o fun¢oes monoton-
icas. Como as velocidades sao globalmente monotonicas, existe um raio maximo r, para

t = to onde vy (t; = tp) = vaq (t2q) = v (vide Figura 4.1). Das Egs. (4.5) e (4.7) temos

que
drg V1 — Vg
= = ¢ 4.13
dtl 1 + V24 ’ ( )
dry, V] — Vg
_— = — 4.14
dtl 1-— Vap ’ ( )
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drg

e = 0 para t; = tg. Obviamente também se cumpre que

t1=to

entao

dr,

—_— ct<t 4.1
dtl > 0 ) < 05 ( 5)
dr,

— < 0 t>t.

dt ’ 0

Por causa disto e do fato de que r, e r, sao determinadas por uma tnica funcao

r (t) avaliada em pontos distintos (4.10) obtem-se que

Ty < Ta, (4.16)

para todo t < ty e 1, > r, para todo t > .

Demonstraremos agora que para o caso atrativo os modulos das velocidades vy,, vi€
vgp tendem a velocidade da luz ¢, quando o raio maior r, tende a zero para t = —t¢.

Lema:

Assumindo que existe uma solugdo continua (r(¢),v (¢)) na vizinhanga da colisdo
ro =0 (rp,=0)et=—tc (t="1c), entao as velocidades das duas particulas tendem a
velocidade da luz em t = —t¢.

Prova pelo absurdo:

Vamos demonstrar isto pelo absurdo: da divisao da Eq. (4.14) pela Eq. (4.14)

obtem-se
d 1— 1 — vy 1
o (zvw) [ (Qzvw) | (Qdow) 1 a0 (4.17)
dry, 2 (v —wva) (72(1+v2) 75 (1 —vap)

Consideramos apenas a colisao em t = —t¢, sendo a outra colisdo em t =t completa-

mente simétrica. Suponhamos que nenhuma das velocidades atinge a velocidade da luz

92



na colisao. Entao para t = —t¢, temos

v, = oY, (4.18)
c

V2 = —V,

Vop — —UC.

onde ‘vc} < 1.Desprezando os termos de menor ordem e usando a Eq. (4.16), integra-se

a Eq. (4.17) termo a termo, obtendo-se

t
=S4 (4.19)

Ty

Da Eq. (4.19) vemos que quando 7}, tende a zero, v; tende a infinito. Isto é absurdo ja
que foi suposto v; = v{ < 1. Conclufmos entdo que v; (r, = 0) = 1. Da propriedade
monotonica (4.12), se deduz também que vy, (1, = 0) = —1. Por ultimo, usando a Eq.

(4.11) para r, = 0, vemos que vq, (r, = 0) = —1, ou seja, v° = 1.

4.3 Transformacao do parametro de evolucao

Para entender a introducao de un parametro de evolugao, nds estudaremos uma
expansao das velocidades vy,, v1 € vg em série de poténcias, dos raios futuro e passado
perto da colisao. Para achar a solugao deste tipo de equacao nao-local, a forma funcional
das velocidades v,, v, deve ser postulada a priori, o que transforma as equagoes nao-
locais em equacoes diferenciais ordindrias. Como j4 foi explicado no Capitulo 3 e na Ref
[35], a solugao destas equagoes nao-locais s6 serd obtida depois de impor a condic¢ao de
auto-consisténcia. Para isso, postulamos as fungoes 1 + vy, € 1 4 vg, como funcoes dos

raio 7., 1, elevados a certas poténcias da seguinte forma

L+vg ~ arf+ar?™ + .. (4.20)

l+wvy ~ Bri+ B+ .. (4.21)
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onde g e p > 0,e a e B > (0 sao constantes a determinar.

Para simplificar o tratamento, vamos primeiro demonstrar que o segundo termo da
direita na Eq. (4.2) é infinitesimal perto da colisdo. Para isto escrevemos as equagoes
para vy e 73, em termos do parametro de evolugao r, (dividindo-se a Eq. (4.2) pela Eq.

(4.13) e a Eq. (4.14) pela Eq. (4.13) ), resultando em

d?]l . (1 — U%)3/2 {(1 B v2a) (1 + 112{,) (1 -+ Uga) Tg} (422)

dr, 2 72 (v — Vag) 2 (1 — vap)

dry, vy —v 1+vy, 140y, (1+v2a)2 a

i 4.23
d?"a 1— Vop V1 — V2q 2 2 Ta + ( )

Integrando-se a Eq. (4.23) obtemos

g+1
arf

m. (4.24)

Ty ~
O primeiro termo da direita na Eq. (4.22) é constante em primeira ordem perto de r, = 0,

(1 —v2q) ~ 2, (4.25)

, . 1)+
enquanto o segundo termo é proporcional a rd¢~H*

(1+vw) (1 +vea)re  aBr,”ri® =)+ (4.26)
r2 (1 — vap) 2 ‘

Este tltimo tende a zero por ser ¢s + (s — q) > 0, j& que r, > 14, € por (4.20) s > q.
Usando os resultados acima, pode-se verificar que as equagoes Eqs. (4.5)-(4.9) ficam

regulares se introduzimos o parametro de evolugao u, definido por

dtl =du (1 + Uga) (1 — Ugb) . (427)

Note-se que u é simetrico com respeito ao tempo, comportando-se como dr, para t =

—t¢, e como dry, para t = to. Desprezando os termos menores, o sistema de equacoes Eqs.

94



(4.2) e (4.5)-(4.9) simplifica-se perto da colisao, sendo este ainda um sistema nao-local,
que depende somente da velocidade avancada vy,. Por causa disso, esta velocidade tem
que ser ainda postulada. Note-se que nestas equagoes nao aparece a velocidade vy, (para

t = tc, ndo aparece vy,). O sistema de equagoes Eqgs. (4.2) e (4.5)-(4.9) simplifica-se

perto de u = 0,
dr,
—2 ~ 14 4.28
du ’ (4.28)
d 4+/2
ikt S V2 (1—w)¥?,
du T2
d?“b
20 2(1 +uyy).
du (14 v20)
Escolhendo u = 0 para t = —t¢ e postulando-se para v, uma forma funcional com dois

parametros a e g, (1 + v, ~ 4au?), integra-se as Eqgs. (4.28), resultando em

ro ~ 4u, (4.29)
14+ vy, ~ 4dau? (4.30)

1—v ~ 320
2a

udtt,
(¢+1)

Ty ~~

Também da expressao Eq. (4.21) deduz-se que

2%a°
(g +1)°

14 vy ~ B utl ety (4.31)

O 1ltimo passo para encontrar a solucao das equacoes nao-locais perto da colisao

é exigir que xa, (t) e xo (t) sejam a mesma Orbita. Para isto, basta impor que exista
Au (u) > 0, definido por

t (u+ As(u)) = ta, (u), (4.32)
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tal que se cumpra

I1—v(s+Au(u)) =1+ vy (u), (4.33)

para u = 0. Encontra-se que

Au(u) = Fumi, (4.34)
qg = 1,
F = Va/2, a=2V2.

Por dltimo encontra-se B e s, impondo a condi¢ao de autoconsisténcia
1+vgy (u+Au(u) =1—v (u), (4.35)

obtendo-se assim B = 2 e s = 2. Pode-se expressar as velocidades em funcao dos raios

usando as Egs. (4.30), (4.31) e (4.44)

140 ~ 22+ ..., (4.36)
1—v ~ 224 .., (4.37)
l—v ~ 2V2r + ..., (4.38)

(4.39)

T+vy ~ 217 + ...

Usando estas ltimas equagoes Eqgs. (4.36)-(4.39) podemos re-escrever as velocidades g,

e v9, em fungao de v,

1+vy, ~ 21 —v+.. (4.40)

1— 2
1+ v ~ %Jﬁ. (4.41)

Estas expressoes Eqgs. (4.40) e (4.41) ser@o usadas na solu¢ao numeérica. Também pode-

se verificar da Eq. (4.25) que o termo correspondente a posi¢ao passada contribui na
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expansao de v; na ordem 5 em 7,.
E interessante achar também o préximo termo da série para v; , Eq. 4.37. Para isso

a equacao (4.22) pode ser entao simplificada usando-se que

1 — vy 1 2 1—v)(1 a 2
2 _ N (1+( ”)i “’2)) N~ (442)
V1 — V24 1— (L os) + v + U
que desprezando-se termos menores, obtem-se
d 1 y2)3/2
v A=) 6 (1) 4 Ous (1) (4.43)

dr, r2 (14 v)

Note-se que para esta equagao ordindria, com condicao inicial r, = 0, a solucao existe
(1 ’02>3/2
r2(1+v)

e a solucao nao ¢é unica. Esta depende de uma constante livre C| e pode ser escrita como

apenas se v? = 1. Porém Ta, V) = —2 nao obedece & condicao de Lipschitz
1 ) ’ 2 )

(14 Cry)* —r?
(14 Cr,)” + 12

vy (re) =

+ Ota (%) + ... (4.44)

Pode-se checar diretamente que esta expressdo ¢ solugdo da Eq. (4.43). A constante
C estd relacionada com a energia F e serd calculada na Secao IV. Espandindo-se a Eq.
(4.44) obtemos

1—vy ~2r2 +4Cr2 + .. (4.45)

que contém também o préximo termo da expansao Eq. (4.37). Note-se que podemos
também obter o préximo termo na série da Eq. (4.39) substituindo v; por —uvy, € r, por
rp na Eq. (4.45)

1+ v ~ 277 +4Cr3 +

Isto é uma consequéncia da simetria, ou seja, destas funcoes serem determinadas a partir

de uma unica funcao, como estd ilustrada na Figura 4.3. Podemos inclusive determinar
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vgp até ordem quinta com esta simetria

(1+Cry)? —r}
(1+ C’Tb)2 +rf

vgp (13) = — + Opia (13) + - (4.46)

4.4 Utilizacao das expressoes integrais da Energia na
regularizacao das equacoes

Nesta teoria nao-local, as constantes de Noether envolvem nao somente as veloci-
dades e as posigoes retardadas e avancadas, mas também integrais destas ao longo de seg-
mentos da 6rbita ( Eq. (2.71) ) . Ao longo de érbitas simétricas a energia EY ! = 2E (E
é a energia por particula) se simplifica, resultando em duas expressoes simétricas com

respeito ao tempo [45], [46]

E = —— —— (4.47)

E = —— ——+—— (4.48)

onde Y, e Y}, estao definidas por

1 taa=t14+ra/c 1+05
v, = 12w / i) (4.49)
1 — t1 1— +
y, = 1=% / ap =) (4.50)
2 top=t1—73/cC e (1 + Uy )

onde 74 vy e r_,v, sdo os raios e as velocidades avangadas e retardadas com respeito &
particula 1 como se mostra na Figura 4.3. Derivando-se qualquer uma das expressoes da
energia, Egs. (4.47) ou (4.48), em relacao ao tempo e usando a Eq. (4.2) obtem-se j—g =0
(ou seja, a energia é conservada). Note-se que estas expressoes tem o limite correto para

energias nao relativisticas uma vez que Y, e Y, tendem a zero longe do ponto de colisao.

Como pode-se apreciar, a Eq. (4.2) ndo é regular na colisdo, ou seja, aparecem ter-
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x

Figura 4-4: Segmentos da orbita relevantes para o cédlculo de Y, e Y}, e as quantidades
rtorT ug vy

) y Y29 V2 .
mos infinitos em forma explicita. Para regularizar esta equacao utilizaremos as energias
definidas anteriormente Eqs. (4.47) e (4.48). Estudaremos aqui somente a colisdo que
acontece em t = —t¢, sendo que parat =t o estudo é completamente simétrico. Pode-
se calcular aproximadamente a energia na Eq. (4.48) usando a Eq. (4.2) e desprezando-se
0 termo menor

v1 V1 1 (M U1 (1 — U;—) 5
[ = [ w0 aa

Substituindo a Eq. (4.51) na Eq. (4.50) obtem-se uma aproximacao para Y,

Y, o~ - (4.52)

e substituindo-se esta aproximacao de Y, na Eq. (4.48), obtem-se

1 1
___i_—.
2ry /1 —v%b
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Esta expressao Eq. (4.53) confirma o comportamento de vg, (1) como fungao de r, Eq.
(4.39). Pode-se também avaliar uma aproximagao para Y,, usando a Eq. (4.39) obtendo
assim

Y, ~ (14 vy) (ra — 1) 2_(1—1}1)

2 2./2

Por tltimo, usando as aproximagoes Eqs. (4.44), (4.38) e a Eq. (4.48), a constante

(4.54)

C pode ser calculada como

C = —2E. (4.55)

A evolugao de v; em relagao ao parametro u pode ser calculada da Eq. (4.2)

dvy \/1—1)%£

=T 3 : (4.56)
onde ¢ é definida por
1 — ) (1 — 1+ vy) (1
£=(1-?) <( ki 7)~2( v) | (LF 0 7)“2( +U2b>) . (4.57)
a b

Note-se que : (i) £ da Eq. (4.57) tem indeterminagoes do tipo 3, (ii) e 22 na Eq.
(4.56) nao evolui a partir da condi¢do inicial v; = 1. Para resolver (ii) convem calcular
vy a partir das variaveis Y, Y, usando as Eqs. (4.47) e (4.48). Precisa-se entao incluir
equacoes de evolucao para Y, e Y, que sao obtidas derivando em relacao ao tempo as

Egs. (4.47) e (4.48), resultando

dY:z . (1)1 — Uga) (1 — ’Ugb) (1 + Ul) 5 U1 1-— U1

du 2r2 2\ (1—1v) Yo Vi+to /)’ (4.58)
dyY, (v —vop) (1 +v9q) (1 —wy) & vy /14 vy

kel 2 Y, ) 4.
du 27’5 * 2 (1 + /Ul) T 1-— V1 ( 59)

O sistema formado por Egs. (4.59) e (4.58) ainda contém indeterminagoes do tipo
%. Porém, demonstraremos que estas expressoes tem limites finitos na colisdo se: (i) as

6rbitas tem energia finita (ii) as varidveis Y, e Y}, sdo finitas na colisao, ou seja, cumprem-
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se os comportamentos jé determinados na Segao II.
Estudaremos a colisao para t = —t¢, definindo as varidveis auxiliares z = /1 — vy,
w = /1 4+ v; como também as quantidades explicitamente finitas na colisao « e 3, definidas

CO1mo

1 a
o = _1*_“21, (4.60)
14wy
3 = o) (4.61)

Na colisdo (v; = 1, z =0 e w = v/2) , ¢& fdcil encontrar os valores limites de v e B : v = 2
e f =1/4, usando as Egs. (4.40) e (4.41). Resolvendo a Eq. (4.47 ) para r, e a Eq.
(4.48 ) para 73, obtem-se

w2z wp
a = = —"“2, 4.62
" 2 (—wizE — Y, +w) 2 (4.62)
2
Ty = - = Lo 2 (4.63)

2(—22wE+wY,+2)  2Y,

As varidveis auxiliares p, e p, definidas pelas Egs. (4.62) e (4.63) tém valores explicita-
mente finitos na colisdo, dados por: p? = 1, p) = 1. Expressando-se a Eq. (4.58) nestas

varidveis chega-se a

dy, " « 1 s Y 5 B
% = Tf + z (4—3 + %EY; + 2w Oéﬂp—g) — 4z p—g + (464)
Y;
+23 (204% — 2w2aﬁ—;) + 624£2 — 42504%,
pa pb a a

onde & é

- (16 (1—az/2) (1 - 624 N 4Ybaﬁz3w2) . (4.65)

p? P

A Eq. (4.64) ndo é uma expansao em séries de poténcias, mas uma expressao exata e
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regular. Na colisdo z toma o valor z = 0, e T} € o nico termo diferente de zero e igual a
T =4(1—z(wE — Y, /w))?,

que ¢ finito na colisdo. Substituindo-se as Eqgs. (4.63), (4.62) na Eq. (4.59) e depois de

algumas manipulacoes algébricas, obtem-se

dy;, 1 Y, 8
0 T/ + (16 + %f + 8wEaYy — 4wa§ + EaYan) + (4.66)
8 2 vy 2p2 o2 4 21,2
+z —8EaY,Y, — 16wk + 2a— — 4w E aY,)” — —aY. Y,
wYj Ji w?
Y2 E 1
2 2utaf—L — 16— — —
I ( o I Y, 20t
E? Y, & Y,
+23 (8w— — 8wﬂ—; + 2aﬁ—z> + 4wz4aﬂ—s,
Y, Pa Py Pa
onde
4Y;
T/ = 7*’ (2w — aV}), (4.67)

é o tnico termo potencialmente singular, ja que contém uma divisao por zero. A seguir,

mostraremos que este termo ¢é finito. Para isto, usando a Eq. (4.48) expressamos z como

+ 203Y, + 1, + 4w?RY,
L (ro + /ToV/202Y, + 1y, + 4w brb). (4.68)
w (1 + 2E’I“b)

Substituindo agora a Eq. (4.52) para Y,
Y},:\/ﬁ—iqLO(z‘l),
w
na Eq. (4.68), encontra-se para 2% () = (1 — v;) que

2% =2ryV2 — 4V2ErE + O (1) . (4.69)
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Finalmente, como foi discutido anteriormente na Eq. (4.11) e como esta ilustrado na
Figura 4.1 , a simetria proposta para estas o6rbitas implica que v;(r,) é funcionalmente
idéntica a —wy(rp). Trocando-se agora o argumento da Eq. (4.69) de r, para r, e elimi-

nando r, em favor de v; usando a Eq. (4.37), obtem-se

1+U2a
z

o =

=2-2V2E 2+ 0 (2%). (4.70)

Substituindo a Eq. (4.70) na Eq. (4.67) e expandindo, encontra-se que be é finito e

diferente de zero na colisao.

4.5 Solucao numérica

O procedimento numérico s6 pode utilizar equagoes que sejam explicitamente regu-
lares. Como a velocidade avangada vs, aparece naturalmente na expressao Eqs. (4.67)
para be , temos que postular v, para que be seja explicitamente finito, obtendo-se as-
sim uma equacdo Eq. (4.66) regular na colisdo. Além disso, devemos postular um ansatz

para vg, € vy, de modo que: (i) obedega as condigdes de simetria temporal da érbita

Voo (t) = —wgp (—1), (4.71)

ro (t) = 1o (—t).

(ii) Se comporte na colisdo como foi achado anteriormente, Eqs. (4.40) e (4.41). (iii)
Todas as equagoes envolvidas sejam regulares (iv) A fungao vq () deve ser determinada
imitando a Eq. (4.46). A forma mais simples de satisfazer as condi¢oes acima, ¢ postular

Vgq € Vg, como funcoes de rg, 7, € v, em termos de um tnico conjunto de pardmetros que
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aparecem na funcao g,

11— a 1 a
v _ (I+0) Ta (4.72)
L+ vaq (1 —v1)v2g,
1+ vy _ (1 — Ul) Tp
1—?]21, - (1+U1) \/igb
onde g, ¢ postulada como a série regular
Gap (Tap) =1+ k1rap + kgrib + ...k:Nri\,[b... (4.73)

Usando este ansatz o termo be ainda nao fica explicitamente finito. Por isto, deve ser
usado um ansatz melhorado resultado de dividir por /7, e multiplicar por uma série

equivalente f (1) a este, a Eq. (4.72), obtendo assim

L—vy, _ 1 \/ﬂ?rgfa (4.74)
I4+wvee — B+v)V1—wv gorp’ '
14wy 1 /1—v127“§fb

1—vy  GB—v)V1+o gra’

onde f, é definida por
Jap (Toa) =1+ Kirpq + Kgria +..+ KNréYa (4.75)

Pode-se checar diretamente que este ansatz obedece todas as condigoes descritas anterior-
mente. Este também também é definido simétrico com respeito ao tempo, r, < 14, V1 <
—v1, e tem o comportamento correto perto da colisdo predito nas Eqgs. (4.40) e (4.41).
Depois de substituir os coeficientes k;, K; na Eq. (4.73), as equagoes se convertem
em equacoes diferenciais ordindrias que sao integradas com um método de Runge-Kutta
implicito de nona ordem. Geram-se assim duas trajetérias para a particula 2, correspon-
dentes ao passado e futuro. A escolha de condigoes inicias simétricas com respeito ao

tempo gera uma solugao com a mesma simetria, ja que as equacoes sao invariantes pela
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transformagao u < —u. O sistema completo de equagoes inclui as Eqs. (4.59) e (4.58)
junto com Egs. (4.5)-(4.9) em termos de 74,7, Yy, Y, € v1. Pode-se calcular as condigdes

iniciais para Y,, Y, em r, = 0,7, = 0 e v; = 1, usando a Eq. (4.52) e (4.54) dando

Yo(u=0) =0,
Y, (u=0) = V2

A velocidade v, é encontrada diretamente resolvendo para v; a combinagao simétrica

2 11 Y Y,
Br=— — — — — 4t (4.76)

Vi—v?2 2r, 2, (1-v) (1+v)

resultado da soma das Eqgs. (4.47) e (4.48). Este procedimento é sempre possivel porque

dra dYe o Y o3 diferentes de zero na colisio.
du’ du du

Nosso método numérico auto-consistente calcula duas fungoes Sy (k, K, t) e Sy (k, K, t),
que devem-se anular quando as duas trajetérias passada e futura sao coincidentes. Estas

fungoes de controle da autoconsisténcia sao definidas por

Si(k, K, t) = x1(t) + 29 (1), (4.77)
Sg (]{7, K, t) = I (t) + Top (t) s

para uma grade de m pontos sobre a 6rbita (m =~ 400). Os coeficientes sdo entao modifi-
cados por um algoritmo de minimizacao de minimos quadrados que atua no espaco dos
parametros (Levenberg-Marquardt algorithm) [41]. Note-se que se pudéssemos encontrar
a solucao analitica das equagoes diferencias ordindrias conseguirfamos anular em forma
exata para qualquer ordem estas fungoes Sie S5. Numéricamente, consegue-se um minimo
para S1 5 da ordem de 1 x 1075(vide Tabela II).

O processo numérico precisa de uma boa solugao aproximada para comecar a mini-

mizacgao, pois iniciando esta com coeficientes muito errados nao se consegue a convergén-

105



cia. Para isto usamos a solucao com a condicao inicial no ponto simétrico, v; = 0.
Encontramos assim os coeficientes aproximados k; relativos a cada raio r,definido por
rqe (v1 =0) = 1y (v = 0) = ry. Estamos agora preparados para comegar uma integracao
comecando da colisao. Como a energia E aparece explicitamente na equacoes de movi-
mento, deve-se conhecer primeiro esta energia F em funcao dos k;, K;. Esta energia pode

achar-se em forma exata a partir destes coeficientes

_ (=3gy + 27, f)
vy = Bt oy | (4.78)

1 1 1
E = - |1-—+——
2( Ts—i_\/l—vg)’

onde

Vaq (V1 = 0) = —vg, (V1 = 0) = v,.

Agora podemos comegar a integragdo a partir da colisdo ( 7, = 7, = 0), usando estes
coeficientes e a energia E encontrados acima. Nosso prodedimento numérico recalcula os

coeficientes para esta energia fixa E até a convergéncia final.

N N relative
Ts E ki Kiry N knr Knr

s s
error

0.2 —1.2459 0.0800 82.24 5 —6.8992x 1072 —0.30701 3 x 107

1.0 0.5550 —0.0129 —-0.2461 5 2.915 1.277 1x 104

5.0 0.9062 3.211 3.851 4 8.91 —13.825 7x107*

10.0 0.9519 10.70 4.249 4 7.886 —2.044 6x10~*
Tabela 11

As trajetdrias auto-consistentes para os diferentes raios inicias aproximados: r; = 0.5,
rs = 1, r, = 5, ry = 10, sdo mostradas na Figura 4.5. Para raios maiores que r; ~ 10

e saindo com a condicao inicial simétrica r, = 1, = 1y, € muito dificil fazer com que
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as trajetérias cheguem suficientemente perto da colisao para poder comegar entao com
raio zero. Para estes raios sao achadas apenas as érbitas comegando com a condicao
inicial simétrica ry, = 100, r, = 103, r, = 10*, r, = 1372, como se mostra na Figura
4.6. A eficiéncia do método de regularizacao jd foi provada para raios menores onde as
velocidades sao relativisticas em quase toda a érbita. Na Tabela II com os primeiros

coeficientes, a energia F da érbita e o erro relativo.

4.6 Conclusoes

Nos estudamos a solugao numérica das equacgoes regularizadas, para o problema
atrativo de dois corpos em movimento colinear. A diferenga do caso repulsivo, no caso
atrativo ndo existe um teorema de existéncia e unicidade como o da Ref. [39]. Os resulta-
dos numéricos sugerem que a solucao simétrica é univocamente determinada apenas pela
energia. Estudamos isto fazendo pequenas variacoes dos coeficientes k;, K; e aplicando-
se novamente a minimizagao, os coeficientes convergem aos mesmos valores encontrados
anteriormente. Isto sugere que uma segunda solucao, se existir, terd parametros comple-
tamente diferentes dos encontrados aqui.

A regularizagao das orbitas Coulombianas planares esta discutida no Apéndice III
e nas Ref. [43, 44]. As orbitas quase-colineares sdo elipses com uma excentricidade
infinitesimal, onde as particulas trocam de direcao na hora da colisao, como explicado
no Apéndice III. A solucao relativistica que estudamos aqui é topologicamente diferente,
como podemos ver a partir da Eq. (4.29), que prediz na colisdo que ZT”i = 0 (para
r, = 0). Isto significa que as particulas aproximam-se da colisdo sem sentir nenhuma
forca. Extrapolando o resultado para duas dimensoes, com uma distancia minima e, v ~
1, concluimos que no caso relativistico as particulas nao mudam de dire¢ao na colisao.
Estas ainda sentem uma forca na dire¢ao perpendicular ao eixo, porém esta é menor que

a forca Coulombiana, j& que no ponto de distdncia minima as posi¢oes futura e passada

da outra particula estao longe do ponto de contato, isto é mostrado na Figura 4.7.
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Figura 4-5: Trajetorias calculadas numericaménte saindo com a condigao inicial r, =
rn=0,Y,=0,Y= V2 e v; = 1. Denota-se com trago s dlido a trajetéria da particula
1, e com traco pontilhado as duas trajetérias coincidentes da particula 2.

Da anélise numérico presentado na Tabela I, vemos que nossas series convergem para
todas as energias. Observamos também que para raios cldssicos menores que o raio do

elétron a energia fica negativa, o que é uma sorpresa.
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Figura 4-7: Mostra-se a extrapolacao do comportamento das trajetérias perto de uma
dimensao na eletrodin amica de acao a distancia (acima), comparada com a aproximagao
Coulombiana (abaixo).
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Apéndice I: Teorema de

nao-interacao

Daremos a seguir uma demonstracdo do teorema provado em 1963 da Ref. [4].
Trabalharemos com duas particulas no espaco de fase construido com doze varidveis
qi’Q,q§’2,q§’2,p1’2,p;’2,p§’2, o que denotaremos como (g, p). Qualquer quantidade fisica
neste espago pode ser escrita como uma fungao A (g, p) do espago de fase. Uma transfor-
magao finita escreve-se formalmente através dos geradores T (¢, p) de um grupo de Lie

qualquer atuando sobre uma funcao A (g, p) das varidveis canonicas q e p como segue

2

e’ Pl A (q,p) = A+ s[A,T] + % [A [A T + ... (4.80)

onde s é o parametro continuo, e os colchetes de Poisson estao definidos como

2 3
DA OT DA OT
[A(q:p),T(g:p)] =) (aqn o opr aqn> . (4.81)

n=1 i=1

Por exemplo, para uma translacao, s ¢ uma distancia, para uma rotacao s ¢ um angulo e
para um transformagao de Lorentz tanh (s) é a velocidades relativa entre os referenciais.

Para o grupo de Poincaré a édlgebra de Lie representada com os colchetes de Poisson
e os dez geradores do grupo, P, J, K e H, correspondentes as translagoes espaciais,

rotacoes, boost e translacoes no tempo. Em notacao vetorial estas relagoes podem ser
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escritas como

P,P| — 0, [P,H]=0, (4.82)
,H,] = 0, [J,P|=1IAP, [J,J]=IAJ

1K = IAK, [K H=P, [K K =—IA\]

[Ki, Pl = 04H.

onde a notacao [J,J] = I A J equivale a [J;, J;] = €1k, € 1, j, k s@o subindices espaciais
e ;55 ¢ o tensor anti-simétrico. Esta maneira de construir a simetria ¢ geral e pode ser
aplicada tanto para particulas como para teorias de campo.

Além destas consideragoes de simetria existem certas quantidades na teoria que
devem-se transformar como vetores, tensores, etc, sob as transformagoes do grupo. No
formalismo usado aqui, a variacao de uma quantidade sob uma transformacao de coor-
denadas é determinada pelo colchete entre esta quantidade e um gerador do grupo. Por
exemplo, para uma transformacao de Lorentz infinitesimal no eixo z, temos que

g (") = qf (t) — sbjt (4.83)

J

t = t—sq(t)/c

onde s ¢ a velocidade relativa infinitesimal. Entao a transformacao canoénica infinitesimal

no mesmo eixo gerada por K7, se escreve
g" () =g (t') +slq ('), Ki] + ..., (4.84)
comparando estas duas expressoes Eqs (4.83) e (4.84) obtém-se uma relagao

q (t— sq”/c2) +slgl ('), K] = ¢ (t) — st, (4.85)
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e finalmente se deduz em primeira ordem em s que

lgi", Ki] = q; lai', H] — 0 rct (4.86)

Esta tltima relacao, Eq. (4.86) que chamaremos de Condigao de linha de Universo
(CLU), nao é um resultado apenas da &lgebra do grupo de Poincare mas também de
exigir que as posicoes das particulas transformem corretamente sob uma transformagao
de Lorentz. De maneira similar, se a transformacao fosse uma rotacao ao redor do eixo

z, e assumindo que [Ji, H| = 0, obtém-se

¢, (t) = q(t)coss+ qq(t)sins, (4.87)

¢ (t) = —aq(t)sins+ g (t)coss,
que implica nas seguintes relacoes

[Js, ] = @, (4.88)

U?n Q2] = —qi-
Da mesma maneira para translagoes encontra-se que

95, Pr] = 0. (4.89)

Levando em conta os resultados acima, demonstraremos primeiro que os geradores P;

tém a mesma forma,

P; = p1j + poj (4.90)

para particulas livres ou para particulas com interagao. Dada qualquer interacao, pode-se
escrever

Pj = pij + paj + Fj. (4.91)
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e da Eq. (4.89) encontra-se diretamente que

Iy, ] = 0. (4.92)

Fazendo entao a mudanca de varidveis

r = q +q% (4.93)
qa = q' -,
encontra-se que
0= [pj,pk] =2 ((‘3F]/8rk - 8Fk/8r9) . (494)

Deixando agora as q]l e qj2- fixas escreve-se a transformagao candnica

F W,
pjl. — pjl. — 73 — 737 (4.95)
F. :
e e
onde W; esta definida por
W, = 1Z/clq»k%. (4.96)
3 B 8qj

Note-se entao que esta trasnformacao deixa o P; em forma de particulas livres, ou seja,
Pj:pjl.-|-p§—|—Fj —>p]1.—f-p§. (4.97)

Estas transformacoes sao todas canonicas e por isto nao alterao em nada a dlgebra do
resto dos geradores. Da mesma forma pode-se mostrar que os geradores das rotagoes
Jr podem sempre ser escritos depois de transformagoes canonicas, usando a Eq. (4.88)

na forma de particulas livres , ou seja,
Ji = €ijud; Py, + €ijud; Dp- (4.98)
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Agora vejamos como a condi¢ao de CLU, Eq. (4.86), reescrita como

0Ky /0p} = g (0H/dp}) (4.99)

onde n = 1,2 denota as duas particulas, limita completamente a interacao. Derivando

esta equacao em relagao a p;* e trocando indices encontra-se que
(qr — qi) 0°H/0p}op* = 0. (4.100)

Entao param # n deduze-se que 9*H/ Op;Op;" = 0, o que mostra que H pode-ser sempre
expressado da forma

H = H, + H,, (4.101)

onde Hi, depende unicamente de pi,q; e ¢z, e Hy depende de ps, g1 € 2. Do fato que
[H, Pj] =0, e usando as defini¢oes Eqs. (4.93), chega-se a

8H1/87‘j = —8H2/87‘j. (4102)

Como o lado esquerdo de Eq. (4.102) é fungao somente de p1, e o lado direito é fungao
somente de po, deve existir uma funcdo G de r e q definidas em Eq. (4.93), tal que
0H,/0r; = —0H,/0r; = 0G/0r;. Re definindo-se Hy; e H, adicionando G e —G
encontra-se que o novo H; depende agora sé de p; e q e Hy depende s6 de ps e q. Agora

usando a identidade de Jacobi, e as Egs. (4.82), obtém-se
[Ji, [Hy, Jj]] = [, [H, Ji]] = €iji [Hi, Ji] (4.103)
que em notacao vectorial escreve-se
[H1,J] = —(a A7) A [Hy, ], (4.104)

onde v/ é o gradiente em relacao a q. Isto implica que deve existir uma funcao W tal que
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[Hy,J] = — [Hy,J] = q A 7W, ou seja,
[Hy, J;] = — [Ha, J;] = [W, J;]. (4.105)

Pode-se entao voltar a escrever H,, Hy adicionando e subtraindo W, de modo que os
novos Hamiltonianos H;, H, comutam com J; ou seja sejam fungoes invariantes sob ro-
tacoes. Entdo H; tem que ser somente fungao de (p1)2, p!-q, (q)Q, e 0 mesmo para
H, ((p2)2, P q, (q)2> . Substituindo-se H = H; + H, na condigdo CLU Eq. (4.99)

obtem-se uma expressao geral para K;
K; = qH + ¢ Hy + Fj, (4.106)

onde F; & uma fungao arbitraria de ¢* e ¢*. Usando as Eqgs. (4.82), (4.106) e a forma de
H,, Hy conclui-se que

[Fy, Pe] = 0, [J;, Fj] = €ijF,

o que significa que F fungao s6 de q, ou seja, F; = ¢;F (q®) . Entao K; escreve-se
Kj=gq; (Hi+ F) + ¢} (Hy - F),
de modo que redefinindo-se H; = H, + F, Hy = Hy — F', chega-se a expressao
K; = qH + qH,. (4.107)
Avaliando o colchete
[K;, H] = Hy [qj, H\| + Ha [¢;, Ha| + (q; — @) [Hy, Ho] (4.108)

derivando H; em relacdo a (p')” e Hy em relacio a (p2)® e usando as Eqs. 4.82 |K;, H| =
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Pj = p; + p; obtém-se

o, 28 oy, OB (4.109)

o (pt)” o (p)°

de onde conclui-se que H; e Hy devem ter a forma

Hy, = /(p')>+Wx, (4.110)

Hy = £/(p?)’+ Wy,

onde Wie funcdo (p'-q) e (q)* e Ws e funcéo (p?-q) e (q)°. Avaliando a Eq. (4.108) com

os Hamiltonianos descritos anteriormente Eq. (4.110), encontra-se que [K;, H| é igual a

oW, n oW,
(p''q) J(p'-q)

1
P+ 15+ 3 (¢ —q) L} } + [Hy, Hy) . (4.111)

Demonstremos agora que esta ultima expressao, Eq. (4.111), se anula. Para isso calcula-

se primeiro —4H, Hy [Hy, Ho]
( 8W1 oWy )
9 (p! d(p'-q)

49 (8W1 8W2 n oW,  OW; )
D\ @@ 9o

( 4 8W2 oW, oWy )

6(q) 9 (p"-q) 9 (p*q)
<4 an oW, (%ZQ ) (4.112)

d(a)* 9(p"a)d(p*q)

Como esta expressao Eq. (4.112) deve ser igual a
o, oWy )

2H H + 4.113
(5 T 1)

e a varidvel (p'-p?) nao aparece nesta segunda expressio, o coeficiente desta variavel na
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Eq. (4.112) deve-se anular , ou seja,

oW, oW, (4110

2 (p'-q) d(p%q)

Como o lado direito da Eq. (4.114) é funcdo somente de (p%-q) e (q)° e o lado esquerdo

de (p'-q) e (q)*, estas sdo funcdes s6 de (q)°. Entdao W, e W, podem ser escritas como

Wy = (p“q) F+Gi, (4.115)
Wy = (p*q) F+ G,

onde F,G; e Gy, sdo funcoes s6 de (q)?. E facil mostrar usando as Egs. (4.112) e (4.113)

que
dG1 dG2 1( 2 2
= =—|(F+2(q)"F
d(q)? d(q)® 4

isto significa finalmente que

Y

dF’ > _ d(q)® F?
d(q)’ ’

d(a)
Gy = ~(q°F?+m? (4.116)

Gy = ()’ F*+mi

N AN

onde m? e m2 sdo constantes arbitrdrias. Deixando as q' e g2 fixas e transformando os

momentos

1
p! — pl—EFq, (4.117)
1
p° — p2+5Fq,

gera-se uma transformacao canonica que deixa os Hamiltonianos H; e Hs na forma final
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correspondente a particulas livres

H = +/(p)*+m2 (4.118)
Hy = +/(p*)°+m}.

Isto demonstra que levando em conta a invariancia de Poincaré e a condicao CLU, Eq.
(4.99), a teoria de agao a distancia, Hamiltoniana pode representar apenas duas particulas

livres.
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Apéndice 1I: Prova da propriedade

bi-monotonica

Neste apéndice mostramos que no limite de baixas velocidades a solucao das Egs.
(7?) e (3.2) tem somente duas ramificacoes definidas por 7 > 0 e 7 < 0. Por causa da
simetria temporal, a demonstracio ¢ a mesma considerando 7, ou r,. E suficiente provar
que existe um unico ponto onde ¢ se anula, onde ¢ esté definido na Eq. (3.2). Para uma

orbita na familia CMF' a condigao de cone de luz é escrita
q = 21(t) — 22(t + q), (4.119)

onde z1(t) e xo(t) sdo as posi¢oes das particulas 1 e 2, sendo que em nossa convengao a
particula 2 se encontra sempre a direita da particula 1, e além disto ¢ = 1 . Observe-se
que por ser a interagao sempre repulsiva, a velocidade v;(t) é monotonicamente crescente
no tempo sendo que a velocidade da particula 2, v5(t), ¢ monotonicamente decrecente.

Tomando a derivada da equagao Eq. (4.119) com respeito ao tempo e isolando ¢, obtem-se

C Ul(t) — ’Ug(t + q)

ot +q) (4.120)

Para baixas energias temos os limites |v2(t + ¢)| < v2(00) < 1 e |v1(t)| < v1(o0) K 1, e
portanto o denominador da Eq. (4.120) é sempre positivo. Na familia CMF' o valor de ¢

muda de sinal com valores dentro do intervalo
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v1(00) 4 va(00)
1 — v9(00)

v1(00) 4 va(00)
1+ UQ(OO)

—( ) < ¢ <( (4.121)

Para completar a prova note-se que a soma de duas fungoes monotonicas crescentes
v1(t) e —va(t+¢q) é também uma fungdo monotdnica crescente, e portanto pode-se anular
somente uma vez. Note-se que para altas velocidades nao estd assegurado que —uvy(t+ q)

seja uma funcao monotonica crescente para todo t, ja que

dvp(t +q) L dua(t +q)
e G U o (4.122)

dva (t+q)
d(t+q)

é o produto de (1 + ¢) por ,e esta tltima é sempre positiva. Note-se que a Eq.

(4.122) garanta que vy(t + ¢) ¢ monotonica crescente em ¢ se

(1+4) >0,

que se cumpre pelo menos para o caso de baixas velocidades. Uma estimativa simples de
onde a propriedade bi-monotoénica pode falhar encontra-se substituindo |¢| = 1 na Eq.

(4.121), o que prediz aproximadamente v>° = (1/3)c.
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Apéndice III : Regularizacao do
problema de Kepler

Nos faremos aqui uma revisao da regularizacao de Levi-Civita do problema de Kepler
no plano [42, 43, 44|, para comparar com o presente caso relativistico e servir de modelo.
Como conseqiiéncia da invaridncia de Galilei, as equagoes do problema de Kepler separam
em uma equagao para o movimento do centro de massa X = (m;x; + maex2)/M e uma

equacao para o movimento da coordenada relativa x = x; — X5 no plano

MX = 0, (4.123)

px = —— (4.124)

onde r = |x| ¢ o modulo da distancia relativa, e u e M sdo a massa reduzida e a massa
total respectivamente. Note-se que a Eq. (4.124) é singular para r = |x| = 0 e portanto
nao pode ser integrada numéricamente. O primeiro passo desta regularizagao consiste na

mudanca do pardmetro de tempo ¢t para um parametro s definido por
dt = rds. (4.125)

E conveniente expressar o vetor relativo x do movimento plano, por uma varidvel com-
plexa z definida por

22 = +iy, (4.126)
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onde z e y sao as componentes cartezianas do vetor x. A equacao de evolugao de z em

termos de s e pode ser calculada usando-se as Eqgs. (4.124) e (4.125)

2uz d*z F
== 4.12
r? (ds2 Q[LZ) 0 (4.127)
onde F é a energia
g k| & (4.128)
2| dt r’ ’

Fisicamente o parametro E deve ser uma constante real finita, que pode ser subtituida
no procedimento numérico por uma constante real arbitraria, representando a condicao
inicial. Para valores negativos de E a Eq. (4.127) converte-se na equagao de um oscilador
harmonico simples. Isto completa a regularizacao das equacoes do problema de Kepler.
Para encontrar a solucao colinear basta impor y = 0 em (4.126). Esta 6rbita colinear ndo

é tao popular, e pode ser resolvida em forma analitica. A solugao da Eq. (4.127) é
z = /x = Asin(ks). (4.129)

onde k = y/|E/2u|. Substituindo a solugdo Eq. (4.129) na expressao da energia Eq.

(4.128) obtem-se
21k? A? cos®(ks) — €2
A2 sin®(ks)

—|E| = (4.130)

de onde calcularse A = \/e?/|E|.

Note-se algumas particularidades da solugao: (i) Dado que a Eq. (4.127) cumpre-
se para qualquer 6rbita plana para momentos angulares pequenos O(g), estas drbitas
sdo elipses com um movimento ao largo do eixo z aproximado pela equacdo (4.129)
e movimento ao longo do eixo y descrito por uma fun¢ao harmonica de amplitude de
ordem e. Note-se que para Orbitas fisicas nas quais E tem que ser real z satisfaz equacoes
harmonicas nao acopladas como a Eq. (4.127). (ii) A 6rbita de colisao ¢ o ”limite ” de
momento angular zero de uma 6rbita eliptica. Nesse limite o foco da elipse tende ao centro

de forga, e a velocidades troca de sinal em forma descontinua, passando de 400 para -co
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na dire¢ao = . Isto é o que se chama de colisao regular e estd ilustrado na Figura 4.7.

124



Referéncias Bibliograficas

[1] J. A. Wheeler and R. P. Feynman, Rev. of Mod. Physics, 17, 157 (1945) and Rev.
of Mod. Phys. 21, 425 (1949).

[2] J. D. Jackson Classical Electrodynamics, (Jhon Wiley & Sons, New York 1975).

[3] F. Hoyle, Jayant V Narlikar, Cosmology and Action at a Distance Electrodynamics,
(World Scientific, Singapore 1996).

[4] D.G.Currie, T.F. Jordan, E.C.G. Sudarshan, ”The theory of Action-at-a-distance
in Relativistic Particle Dynamics”, A reprint collection, Edited by E.H. Kerner,
(Gordon and Breach Publishers, New York).

[5] K. Schwarzschild, Gottinger Nachrichten, 128 132 (1903).
[6] H. Tetrode, Zeits f. Physik, 10 317 (1922).

[7] A. D. Fokker, Zeits f. Physik, 58 386 (1929); Physica 9, 33 (1929), Physica 12,
145 (1929).

[8] P. A. M. Dirac, Proc. R. Soc. A167, 148 (1938b).
[9] J. E. Hogarth, Proc. R. Soc. A314, 529 (1962).

[10] F. Hoyle, J. V. Narlikar, Ann. Phys. (N.Y.) 54, 207 (1969),F. Hoyle, J. V. Narlikar,
Ann. Phys. (N.Y.) 62, 44 (1971).

[11] D. Leiter, Am. J. Phys. 38, 207 (1970).

125



[12] F. Hoyle, G. Burbidge, J.V. Narlikar Astrophys. J. 410, 437 (1993).
[13] P.A.M. Dirac Rev. Mod. Phys. 21, 392 (1949).

[14] H. Leutwyler, "The theory of Action-at-a-distance in Relativistic Particle Dynam-
ics”, A reprint collection, Edited by E.H. Kerner, (Gordon and Breach Publishers,
New York).

[15] E. C. G. Sudarshan, N. Mukunda and J. N. Goldberg, Physical Review D 23, 2218
(1981).

[16] A. Komar , Physical Review D 18, 1881 (1978).
[17] A. Komar , Physical Review D 18, 1887 (1978).

[18] E. C. G. Sudarshan and N. Mukunda, Classical Dynamics: A Modern Perspective,
(John Wiley and Sons, New York 1974).

[19] R.P. Gaida, V.I Tretyak, Yu. G. Yaremko, Theor. Math. Phys. vol. 101, N° 3, 1443
(1994).

[20] A.Staruszkiewicz, Annalen der Physik.7.Folge, Band 25, Heft 4 (1972).
[21] G. Marmo, N. Mukunda and E.C.G. Sudarshan, Phys. Rev. D 30 , 2110 (1984).

[22] Robert Nyden Hill, Relativistic Action at a disytance: Classical and Quantun As-

pects, Springer-Verlag, Berlin 1982, page 104.
[23] H.W. Crater, Peter Van Alstine, Phys. Rev. D. 46 2 (1992).
[24] M.Schonberg, Phys. Rev. 69 211 (1946).
[25] A. Schild, Phys. Rev. 131 2762 (1963), A. Schild, Science 138 994 (1962).

[26] S. Klimenko and I. Nikitin, Nuovo Cimento 116 1029 (2001).

126



[27] Numerical Methods for Delay Differential Equations, Alfredo Bellen and Marino Zen-
naro,University di Trieste, Italy, Oxford Press (2002). K.W. Neves and S.Thompson.
Applied Numerical Mathematics 9, 385-401, North-Holland (1992).

[28] Shpytko V. Acta Phys. Pol.B, 27,9, 20572070 (1996).

[29] I.N.Nikitin and J. De Luca, International Journal of Modern Physics C, Vol 12,
739-750 (2000).

[30] J. De Luca, Physical Review E, 62, 2060 (2001).

[31] E.Hairer, S.P.Norsett and G.Wanner, Solving Ordinary Differential Equations I,

Springer-Verlag 1987.

[32] S. V. Klimenko, I. N. Nikitin and W. F. Urazmetov, Il Nuovo Cimento, 111, 1281
(1998).

[33] R.N. Hill "Relativistic Action at a distance: Classical and Quantum aspects 7 ,Pro-
ceedings, Barcelona, Spain 1981, Edited by J. Llosa, Lecture Notes in Physics 162,
page 104 ( Springer, New York 1982).

[34] K. Schwarzschild, Nachr. Akad. Wiss. Gottingen Math. Physik. KI Ila
(1903); H.Tetrode, Z. Physik 10, 317 (1922); A. D. Fokker ibid.58 386 (1929).

[35] E. B. Hollander, Jayme De Luca, Phys. Rev. E 67 026219 (2003).

[36] D.G. Currie, T.F. Jordan e E.C.G. Sudarshan, Rev. Mod. Physics 35, 350
(1963) , D.G. Currie, J. Math. Physics 4, 1470 (1963) .

[37] Gaida R.P., Kluchovsky Yu.B., Tretyak V.I., Three-dimensional Lagrangian aproche
to the classical relativistic dynamics of directly interacting particles, in Constraint’s

Theory and Relativistic Dynamics, ed. World Sci. Publ. 1987, p. 210-241.
[38] C. M. Andersen, Hans C. Von Baeyer, Phys. Rev. D 5, 4 (1972).

127



[39] R.D. Driver, Phys. Rev. D. 19, No 4, 1098-1107, (1979).

[40] J. Hoag and R. D. Driver, Nonlinear Analysis, Theory Methods & Applications, 15,
165 (1990).

[41] J.C. Nash, Compact Numerical methods for Computers, Adam Hilger (1990).
[42] T. Levi-Civita, Ann. Math. 9 1 (1903).

[43] E.L. Stiefel, G. Sheifele, Linear and Regular celestial mechanics, Springer-Verlag
New York (1971).

[44] S.J.Aarseth and K.Zare, Celestial mechanics 10, 185 (1974).

[45] J. L. Anderson, Principles of Relativity Physics , Academic Press INC., New York
p. 222 (1967).

[46] S. Klimenko, I. Nikitin, IL Nuovo Cimento 116 1029 (2001).

[47] 1. N. Nikitin, Il Nuovo Cimento 110B 7, (1995).

[48] E. Laserra, I.P. Pavlotsky and M. Strianese, Physica A 219, 141 (1995).
[49] E. Laserra, M. Strianese and I.P.Pavlotsky, Physica B, 9, 563 (1995).

[50] Odo Diekmann and H.O.Walther, Delay Equations: Functional-,Complex-,and Non-
linear Analysis, Springer NY (1995).

[51] L.E.Elsgolts and S.B.Norkin, Introduction to the Theory and Application of Differ-
ential Equations with Deviating Arguments, Academic Press, NY (1973).

[52] J. Kaplan and J. Yorke, Journal of Mathematical Analysis and Applications 48, 317
(1974). J. Kaplan and J. Yorke, Journal of Differential Equations 23, 293 (1977).

[53] Jibin Li, Xue-Zhong He and Zhengrong Liu, Nonlinear Analysis 35, 457 (1999).

128



[54] J. De Luca, Phys. Rev. Lett. 80, 680 (1998) and J. De Luca, Phys. Rev. E 58, 5727
(1998).

[55] J. De Luca, Phys. Rev. E 62, 2060 (2000).

[56] E. C. G. Sudarshan and N. Mukunda, Classical Dynamics: A Modern Perspective,
(John Wiley and Sons, New York 1974).

129



