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Ansatz de Bethe algébrico com fronteiras
triangulares

Rodrigo Alves Pimenta

Orientador: Prof. Dr. Antônio Lima Santos
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requisito parcial à obtenção do t́ıtulo de

Doutor em Ciências.

São Carlos

Maio - 2014



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ficha catalográfica elaborada pelo DePT da 
Biblioteca Comunitária/UFSCar 

 
 
 
   P644ab 

 
Pimenta, Rodrigo Alves. 
    Ansatz de Bethe algébrico com fronteiras triangulares / 
Rodrigo Alves Pimenta. -- São Carlos : UFSCar, 2014. 
    66 f. 
 
    Tese (Doutorado) -- Universidade Federal de São Carlos, 
2014. 
 
    1. Física matemática. 2. Ansatz de Bethe. 3. Modelo de 
vértices. 4. Fronteiras abertas. I. Título. 
 
 
                                                     CDD: 530.15 (20a) 
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Resumo

Neste trabalho estudamos modelos de vértices com fronteiras não-diagonais, caracte-

rizadas por matrizes de reflexão com estrutura triangular. Por meio de uma extensão

do ansatz de Bethe algébrico usual, construimos estados de Bethe generalizados e os

respectivos autovalores para duas classes de modelos: seis e dezenove vértices. Como

usual, em ambos os casos a solução exata é dada em termos das equações de Bethe.

Palavras-chave: Ansatz de Bethe Algébrico; Modelos de Vértices; Fronteiras Abertas



Abstract

In this work we study vertex models with non-diagonal boundaries, characterized by

reflection matrices with an upper triangular form. By means of an extension of the

algebraic Bethe ansatz, we construct generalized Bethe states as well as the respective

eigenvalues for two classes of models: six and nineteen vertex models. As usual, in

both cases the exact solution is given in terms of the Bethe equations.

Keywords: Algebraic Bethe Ansatz; Vertex Models; Open boundary
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1 Introdução

A busca por soluções exatas em problemas de f́ısica teórica tem despertado muito

interesse nas últimas décadas. De fato, encontramos muitas aplicações dos modelos

exatamente solúveis em várias áreas da F́ısica, incluindo por exemplo o estudo de

conexões com teoria de campos conforme [1], f́ısica da matéria condensada [2] e aspec-

tos integráveis da chamada correspondência AdS/CFT [3]. Nesses sistemas, em que

métodos perturbativos em geral falham, métodos exatos tem um papel fundamental.

Convem ainda destacar que, recentemente, realizações experimentais de sistemas de

baixa dimensionalidade tem sido alcançadas, consultar por exemplo a referência [4].

A primeira solução de um sistema de muitos corpos interagindo não-trivialmente foi

dada por Hans Bethe no ińıcio da década de 30 [5] 1. Bethe, usando o que hoje deno-

minamos ansatz de Bethe em sua forma coordenada (CBA, coordinate Bethe ansatz ),

foi capaz de exibir uma solução exata do chamado magneto de Heisenberg, e marcou

o ińıcio de uma nova área da f́ısica-matemática. De fato, as sutilezas da solução de

Bethe levaram posteriormente a uma definição de integrabilidade quântica.

De fato, a intrigante possibilidade de se resolver exatamente a cadeia de spin de

Heisenberg foi explicada nos trabalhos seminais de Baxter no contexto da mecância

estat́ıstica [7, 8].

O objeto central considerado por Baxter é a chamada matriz de transferência, que

surgiu como uma ferramenta matemática para o cálculo da função de partição de um

modelo de vértices em uma rede quadrada. A definição da matriz de transferência se

dá por meio do produto das chamadas matrizes R, cujas entradas são, por exemplo, os

pesos de Boltzmann de um modelo de vértices em uma rede quadrada de comprimento

L. A matriz R pode ser considerada como o bloco fundamental na construção de uma

teoria integrável. Temos,

t(u) = Tra [Ta(u)] (1.1)

em que

Ta(u) = Ra1(u) . . . RaL(u) (1.2)

é denominada matriz monodromia. Nas equações (1.1) e (1.2) a notação Ran indica os

espaços vetoriais a e n em que a matriz atua não trivialmente. O sub́ındice a denota

1Para mais detalhes do desenvolvimento histórico e referências, consultar [6].
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o espaço auxiliar e n = 1, . . . L se refere ao chamados espaços quânticos. O parâmetro

u é denominado parâmetro espectral.

Inspirado pelos trabalhos de McCoy, Wu e Sutherland [9, 10], em que se mostrou

a comutatividade entre as Hamiltonianas XXZ e XYZ e os modelos de seis e oito

vértices, respectivamente, Baxter procurou por famı́lias de matrizes de transferência

comutantes, i.e.,

[t(u), t(v)] = 0, (1.3)

para u, v ∈ C arbitrários. A equação (1.3) significa que temos uma “torre” de cargas

locais conservadas (cargas em involução), ou seja,

[Qi, Qj] = 0 (1.4)

em que Qi são os coeficientes da expansão de ln t(u) em torno de, digamos, u = 0,

ln t(u) =
∞∑
i=0

Qiu
i. (1.5)

Por exemplo, pode-se mostrar que a Hamiltoniana de Heisenberg corresponde à carga

Q1, i.e.,

H ∝ d

du
ln t(u)

∣∣∣∣
u=0

. (1.6)

Em outras palavras, a matriz de transferência pode ser interpretada como uma função

geradora de cargas conservadas. Dessa maneira, uma vez que o espectro da matriz de

transferência seja computado, uma famı́lia inteira de operadores (incluindo a Hamilto-

niana) estará automaticamente diagonalizada. Além disso, a determinação do espectro

de t(u) permite o cálculo da função de partição do modelo de vértices e, consequente-

mente, de suas propriedades termodinâmicas.

A questão fundamental passa a ser então: sob que condições a equação (1.3) é

válida? A resposta à essa pergunta é a famosa equação de Yang-Baxter, uma condição

(local) e suficiente sobre os pesos de Boltzmann que garante a validade de (1.3), pelo

menos em condições periódicas de contorno. Sua forma matricial pode ser escrita como,

R12(u− v)R13(u)R23(v) = R23(v)R13(u)R12(u− v). (1.7)

Para cada solução de (1.7) podemos portanto associar um modelo de vértices integrável,

isto é, um modelo para o qual a comutatividade (1.3) seja garantida.
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A estrutura da equação (1.7) foi usada pela escola de Leningrado [11] para desen-

volver um método sistemático para tratar o problema espectral associado à matriz de

transferência. Faddeev, Sklyanin e Takhtadzhyan criaram o chamado método do espa-

lhamento inverso quântico (QISM, quantum inverse scattering method). Esse método

deixou claro o aparecimento da integrabilidade como uma consequencia da propriedade

de fatorização das matrizes de espalhamento, i.e., a equação de Yang-Baxter. O tra-

balho de Bethe foi então reformulado em termos algébricos e é conhecido agora como

ansatz de Bethe algébrico (ABA, algebraic Bethe ansatz ).

Desde então o ABA tem sido usado para resolver muitas classes de modelos de

vértices com condições periódicas de fronteira. Podemos mencionar, por exemplo, a

solução de modelos de vértices do tipo nested [12] e a solução do modelo de dezenove

vértices de Izergin-Korepin [13]. Muitos trabalhos se seguiram a [12,13], ver por exem-

plo [14–17] e referências. Apesar desse progresso, ainda existem modelos para os quais

uma solução via o ABA não é conhecida, e.g.: modelos de vértices associados à simetria

de Temperley-Lieb [18], o modelo de vértice associado à álgebra de Lie afim D
(2)
n [19,20]

e modelos de vértices baseados em álgebra de Lie excepcionais, como a G2 [21]. Em

geral, quando o ABA não pode ser aplicado, recorre-se a outros métodos tais como o

Bethe ansatz anaĺıtico [22] e o método de separação de variáveis [23]. Entretanto, tais

métodos são em geral limitados à determinação apenas dos autovalores da matriz de

transferência, sem fornecer informações sobre os respectivos autovetores.

Dentro desse contexto, uma questão natural colocada foi de que maneira esten-

der o QISM para sistemas com fronteiras abertas, ou não-periódicas. Tal avanço foi

obtido por Sklyanin [24] que, baseado no trabalho precedente de Cherednik [25], intro-

duziu as chamadas matrizes de reflexão e generalizou o ABA para o caso de fronteiras

não-periódicas (diagonais). Além da equação de Yang-Baxter, um novo conjunto de

equações foi proposto, a saber,

R12(u− v)K−1 (u)R12(u+ v)K−2 (v) = K−2 (v)R12(u+ v)K−1 (u)R12(u− v), (1.8)

R12(v−u)K+
1 (u)t1R12(−u−v−2η)K+

2 (v)t2 = K+
2 (v)t2R12(−u−v−2η)K+

1 (u)t1R12(v−u)

(1.9)

A equação (1.8) descreve a fronteira à direita K− enquanto (1.9) representa a fronteira

à esquerda K+, como ilustramos na Figura 1. As matrizes K permitem que as mono-
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Figura 1: Matriz de monodromia dupla.

dromias de uma linha, isto é, Ta(u) e sua inversa T̂a(u) ≡ T−1
a (−u), sejam conectadas

de maneira a definir uma matriz de transferência dupla, a saber,

t(u) = Tra
[
K+(u)Ta(u)K−(u)T−1

a (−u)
]
. (1.10)

Agora, tanto a equação de Yang-Baxter como as equações de reflexão devem ser satis-

feitas para que a comutatividade de (1.10) seja garantida para parâmetros espectrais

arbitrários. Assim como no caso periódico, a matriz de transferência dupla (1.10) serve

como geradora de quantidades conservadas, entre as quais a Hamiltoniana de Heisen-

berg com termos de fronteira. Portanto, a diagonalização de (1.10) é um problema

fundamental no estudo de modelos em condições de contorno não-periódicas.

Em prinćıpio, deveria ser posśıvel tratar a determinação do espectro da matriz de

transferência (1.10) por meio do ansatz de Bethe algébrico. Nesse caso, entretanto, a

estrutura das matrizes de reflexão K± é essencial para a aplicabilidade ou não dessa

técnica. A situação mais simples, em que ambas as matrizes K+ e K− são diagonais,

foi resolvida para o modelo de seis vértices já no trabalho pioneiro [24] e então esten-

dido para modelos de vértices mais complicados, ver por exemplo os trabalhos [26–31]

e referências neles contidas. Convem ressaltar aqui que a Hamiltoniana aberta corres-

pondente ao modelo de seis vértices foi resolvida anteriormente por meio do ansatz de

Bethe em sua versão coordenada [32].

Por outro lado, nos casos em que as matrizes de reflexão possuem elementos não-

nulos fora da diagonal, a execução do ansatz de Bethe algébrico é ainda um problema

desafiador. Uma razão para isso é a quebra da simetria U(1) induzida pelas matri-

zes de reflexão completas. Mais precisamente, no caso geral a expressão da matriz de

transferência (1.10) contem tanto operadores de criação quanto de destruição e, conse-



10

quentemente, nem mesmo o primeiro passo do ABA pode ser implementado de maneira

simples: encontrar um estado de referência a partir do qual os estados excitados possam

ser construidos. Apesar dessas dificuldades, progressos já foram reportados na litera-

tura [33–35]: nesses trabalhos, o problema original é de alguma maneira transformado

em um problema equivalente no qual a matriz K+ é diagonal e a matriz K− tem uma

estrutura triangular, às custas de v́ınculos nos parâmetros das fronteiras.

Devemos ainda mencionar a existência dos chamados métodos anaĺıticos [36–39], do

método de separação de variáveis [40, 41], do método funcional baseado na álgebra de

Yang-Baxter algebra [42] e a teoria de representação da álgebra q-Onsager [43]. Muito

recentemente, uma generalização dos métodos anaĺıticos foi desenvolvida e aplicada a

uma série de modelos [44, 45]. Tais métodos apresentam vantagens e desvantagens em

relação ao ABA. Por exemplo, os métodos anaĺıticos não fornecem em geral informações

sobre os autovetores da matriz de transferência, restringindo-se à determinação das

autoenergias; podem, entretanto, ser aplicados em situações para as quais o ABA não

pode ser implementado. Não entraremos em detalhes sobre esses métodos uma vez que

o foco deste trabalho é a técnica do ABA.

Em relação à técnica do ABA, a situação em que ambas as matrizes de reflexão

tem uma estrutura triangular foi recentemente estudada no trabalho [46]. Nesse artigo,

os autores implementaram o ABA para a versão racional do modelo de seis vértices

(que dá origem à chamada Hamiltoniana XXX). Estudos similares foram realizados

anteriormente no contexto do CBA [47] e dos operadores de vértices [48]. Um ponto

chave para a possibilidade de se aplicar o ABA nesse caso consiste no fato de que as

matrizes de reflexão triangulares ainda permitem o uso do estado ferromagnético como

estado de referência. Entretanto, os autoestados não podem criados apenas por meio

da aplicação sucessiva dos operadores de criação, e uma generalização se faz necessária.

Basicamente, o que se deve considerar é uma superposição de “estados diagonais” como

autoestados da matriz de transferência dupla. Mencionamos ainda uma modificação

do ABA desenvolvida em [49], com base nos resultados de [44], capaz de lidar com a

construção dos autovetores do modelo de seis vértices racional com fronteiras genéricas,

para pequenos tamanhos da rede.

Nesta tese, generalizamos o trabalho [46] para modelos de vértices que violam a

simetria SU(2) através de uma maneira sistemática de lidar com a diagonalização de
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matrizes de transferência que possuem operadores de aniquilação, os quais aparecem

em decorrência da estrutura triangular superior das matrizes de reflexão. Propomos

estados de Bethe generalizados que são fixados exigindo-se a nulidade de termos inde-

sejados extras que aparecem na implementação do ABA. Consideramos inicialmente o

modelo de seis vértices (Seção 2) e em seguida modelos de dezenove vértices conheci-

dos como modelos de Zamolodchikov-Fateev [50] e de Izergin-Korepin [51] (Seção 3).

Nossas conclusões são reservadas para a Seção 4 e nos apêndices escrevemos diversas

fórmulas necessárias no texto principal.
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2 O modelo de seis vértices

2.1 A matriz R e as matrizes K±

A matriz R do modelo de seis vértices, uma das soluções mais simples da equação de

Yang-Baxter (1.7), é dada por [8],

R(u) =


1 0 0 0

0 b(u) c(u) 0

0 c(u) b(u) 0

0 0 0 1

 , (2.1)

com os pesos de Boltzmann dados por,

b(u) =
sinh(u)

sinh(u+ η)
, c(u) =

sinh(η)

sinh(u+ η)
. (2.2)

em que η é uma constante livre denominada anisotropia. As matrizes K (comple-

tas), soluções das equações de reflexão (1.8,1.9), foram calculadas em [52, 53]. Destes

trabalhos, podemos obter as soluções em que estamos interessados, i.e., as matrizes

triangulares,

K−(u) =

 k−11(u) k−12(u)

0 k−22(u)

 , K+(u) =

 k+
11(u) k+

12(u)

0 k+
22(u)

 (2.3)

cujas entradas são,

k−11(u) = sinh(u+ ξ−), k−12(u) = β− sinh(2u),

k−22(u) = sinh(ξ− − u),

k+
11(u) = sinh(−u− η + ξ+), k+

12(u) = β+ sinh(−2u− 2η),

k+
22(u) = sinh(u+ η + ξ+). (2.4)

Observamos que em adição ao parâmetro espectral u e à variável η temos as constantes

livres ξ±, β± que caracterizam as fronteiras. De fato, podemos escrever a Hamilto-

niana XXZ com termos de fronteira por meio da derivada logaŕıtmica da matriz de
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transferência (1.10) [24,52],

H =
L−1∑
n=1

[
σxnσ

x
n+1 + σynσ

y
n+1 + cosh(η)σznσ

z
n+1

]
− sinh(η)

sinh(ξ+)
[β+(σx1 + iσy1) + cosh(ξ+)σz1]

+
sinh(η)

sinh(ξ−)
[β−(σxL + iσyL) + cosh(ξ−)σzL] , (2.5)

em que σx,y,zn são as matrizes de Pauli atuando no śıtio n.

Um primeiro passo que devemos executar na análise do ABA é a escolha de uma

representação para as monodromias de linha simples, ou seja, Ta(u) e T̂a(u). Para o

modelo de seis vértices, podemos escolher

Ta(u) =

 T11(u) T12(u)

T21(u) T22(u)

 e T̂a(u) =

 T̂11(u) T̂12(u)

T̂21(u) T̂22(u)

 , (2.6)

em que Tij e T̂ij são operadores no espaço de Hilbert ⊗Li=1C
2 definidos por,

Tij(u) =
2∑

α1,...,αL−1=1

L(1)
i,α1

(u)⊗ L(2)
α1,α2

(u)⊗ · · · ⊗ L(L)
αL−1,j

(u) (2.7)

e

T̂ij(u) =
2∑

α1,...,αL−1=1

L(1)
αL−1,j

(u)⊗ L(2)
αL−2,αL−1

(u)⊗ · · · ⊗ L(L)
i,α1

(u). (2.8)

Nas fórmulas acima introduzimos os operadores de Lax, os quais são definidos em

termos da matriz R por L(j)
α,β(u) = [R(u)aj]α,β. Como consequencia de (2.6), o produto

Ua(u) = Ta(u)K−(u)T−1
a (−u), (2.9)

denominado de matriz monodromia dupla, também pode ser representado por uma

matriz 2× 2 no espaço auxiliar da seguinte maneira,

Ua(u) =

 A(u) B(u)

C(u) D(u)

 , (2.10)

em que A(u), B(u), C(u) e D(u) são operadores no espaço de Hilbert ⊗Li=1C
2, definidos

em termos dos operadores Tij e T̂ij. Tais operadores satisfazem relações de comutação

graças à relação

R12(u− v)U1(u)R12(u+ v)U2(v) = U2(v)R12(u+ v)U1(u)R12(u− v), (2.11)
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que pode ser considerada como uma versão global da equação de reflexão (1.8). A

equação (2.11) fornece diversas relações de comutação mas, neste trabalho, quatro

delas são relevantes, a saber,

B(u)B(v) = B(v)B(u), (2.12)

A(u)B(v) = a1(u, v)B(v)A(u) + a2(u, v)B(u)A(v) + a3(u, v)B(u)D̃(v), (2.13)

D̃(u)B(v) = b1(u, v)B(v)D̃(u) + b2(u, v)B(u)D̃(v) + b3(u, v)B(u)A(v), (2.14)

C(u)B(v) = c1(u, v)B(v)C(u) + c2(u, v)A(v)A(u) + c3(u, v)A(u)A(v)

+ c4(u, v)A(v)D̃(u) + c5(u, v)A(u)D̃(v) + c6(u, v)D̃(u)A(v)

+ c7(u, v)D̃(u)D̃(v), (2.15)

em que usamos

Ř(u− v)T (u)⊗ T (v) = T (v)⊗ T (u)Ř(u− v) (2.16)

para definir D̃(u) = D(u)−f(u)A(u) com f(u) = c(2u). Explicitamente, os coeficientes

das relações de comutação acima são dados por,

a1(u, v) =
sinh(u+ v) sinh(u− v − η)

sinh(u− v) sinh(u+ v + η)
, a2(u, v) =

sinh(2v) sinh(η)

sinh(u− v) sinh(2v + η)
,

a3(u, v) = − sinh(η)

sinh(u+ v + η)
, (2.17)

b1(u, v) =
sinh(u− v + η) sinh(u+ v + 2η)

sinh(u− v) sinh(u+ v + η)
, b2(u, v) =

sinh(η) sinh[2(u+ η)]

sinh(v − u) sinh(2u+ η)
,

b3(u, v) =
sinh(2v) sinh(η) sinh[2(u+ η)]

sinh(2u+ η) sinh(2v + η) sinh(u+ v + η)
, (2.18)

c1(u, v) = 1, c2(u, v) =
sinh(2u) sinh(η) sinh(u− v + η)

sinh(u− v) sinh(2u+ η) sinh(u+ v + η)
,

c3(u, v) =
sinh(2u) sinh2(η)

sinh(v − u) sinh(2u+ η) sinh(2v + η)
,

c4(u, v) =
sinh(u+ v) sinh(η)

sinh(u− v) sinh(u+ v + η)
, c5(u, v) =

sinh(2u) sinh(η)

sinh(v − u) sinh(2u+ η)
,

c6(u, v) = − sinh2(η)

sinh(u+ v + η) sinh(2v + η)
, c7(u, v) = − sinh(η)

sinh(u+ v + η)
. (2.19)

A seguir, usamos as relações acima para diagonalizar a matriz de transferência

(1.10).
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2.2 Ansatz de Bethe

Levando em conta a representação (2.10) bem como a forma triangular da matriz à

direita (2.3), podemos escrever a matriz de transferência como,

t(u) = k+
11(u)A(u) + k+

22(u)D(u) + k+
12(u)C(u)

= ω1(u)A(u) + ω2(u)D̃(u) + k+
12(u)C(u), (2.20)

em que

ω1(u) = k+
11(u) + f(u)k+

22(u),

ω2(u) = k+
22(u). (2.21)

A presença do operador de destruição C(u) em (2.20) dificulta consideravelmente

a tarefa de obter os respectivos autovetores. De fato, recordamos que os estados exci-

tados dos modelos de vértices com condições periódicas de contorno ou com fronteiras

diagonais são usualmente construidos por meio da aplicação sucessiva de operadores B

ao estado de referência em consequencia da comutatividade entre a matriz de trans-

ferência e o operador
∑L

i=1 σ
z
i . Para matrizes triangulares, essa simetria é quebrada e

devemos construir os estados de alguma outra maneira.

O estado de referência

Um segundo passo essencial na técnica do ABA consiste na escolha de um estado de

referência a partir do qual os estados excitados são construidos. Felizmente, o estado

Ψ0 =

 1

0


(1)

⊗

 1

0


(2)

⊗ · · · ⊗

 1

0


(L)

(2.22)

é um autoestado de (2.20). Isso é uma consequencia da estrutura dos elementos de

Ua(u) quando a matriz K−(u) tem a forma (2.3). De fato, com a ajuda de (2.16),

podemos calcular,

A(u)Ψ0 = ∆1(u)Ψ0, D̃(u)Ψ0 = ∆2(u)Ψ0, C(u)Ψ0 = 0, B(u)Ψ0 = ∗, (2.23)

em que ∗ denota um vetor diferente de 0 e Ψ0, e

∆1(u) = k−11(u),

∆2(u) =
[
k−22(u)− f(u)k−11(u)

]
b(u)2L. (2.24)
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Temos, então,

t(u)Ψ0 = Λ0(u)Ψ0 (2.25)

em que

Λ0(u) = ω1(u)∆1(u) + ω2(u)∆2(u) (2.26)

é o autovalor do estado (2.22).

Para construir estados excitados, usamos o fato de que os operadores B podem

ser interpretados como operadores de criação. Dessa forma, será necessário que se

determine a ação de t(u) em vetores do tipo
∏n

j=1 B(uj)Ψ0. Uma vez que a ação dos

operadores A, D̃ e C no estado de referência são conhecidas através das relações (2.23),

temos que “mover” tais operadores através do produto
∏n

j=1 B(uj)Ψ0. Essa tarefa é

realizada por meio do uso repetitivo das relações de comutação (2.12) a (2.15). Após

uma série de computações, obtemos

A(u)
n∏
j=1

B(uj)Ψ0 =

[
∆1(u)

n∏
j=1

a1(u, uj)

]
n∏
j=1

B(uj)Ψ0

+
n∑
k=1

Fk(u, u1, . . . , un)B(u)
n∏

j=1,j 6=k

B(uj)Ψ0, (2.27)

D̃(u)
n∏
j=1

B(uj)Ψ0 =

[
∆2(u)

n∏
j=1

b1(u, uj)

]
n∏
j=1

B(uj)Ψ0

+
n∑
k=1

Gk(u, u1, . . . , un)B(u)
n∏

j=1,j 6=k

B(uj)Ψ0, (2.28)

C(u)
n∏
j=1

B(uj)Ψ0 =
n∑
k=1

Hk(u, u1, . . . , un)
n∏

j=1,j 6=k

B(uj)Ψ0

+
n∑
`>k

H`k(u, u1, . . . , un)B(u)
n∏

j=1,j 6=`,k

B(uj)Ψ0, (2.29)

em que as funções Fk, Gk, Hk e H`k são dadas no apêndice A. Observamos que para

o caso em que as matrizes K são diagonais apenas as expressões (2.27) e (2.28) são

necessárias [24]. Por outro lado, as matrizes K triangulares tornam necessário também

o uso da relação mais intrincada (2.29).
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O primeiro estado excitado

Para construir o primeiro estado excitado, introduzimos uma matriz de transferência

auxiliar dada por,

t̄(u) = ω1(u)A(u) + ω2(u)D̃(u). (2.30)

Uma vez que C(u)Ψ0 = 0, vemos que t(u) e t̄(u) compartilham o mesmo estado de

referência, i.e.,

t(u)Ψ0 = t̄(u)Ψ0 = Λ0(u)Ψ0. (2.31)

O estado de uma part́ıcula da matriz de transferência auxiliar t̄(u) é obtido como

usual, ou seja,

Ψ1(u1) = B(u1)Ψ0, (2.32)

tal que a ação de t̄(u) no estado (2.32), levando em conta as expressões (2.27) e (2.28),

é dada por,

t̄(u)Ψ1(u1) = Λ1(u, u1)Ψ1(u1) + [ω1(u)F1(u, u1) + ω2(u)G1(u, u1)]B(u)Ψ0, (2.33)

em que

Λ1(u, u1) = ω1(u)∆1(u)a1(u, u1) + ω2(u)∆2(u)b1(u, u1). (2.34)

Dessa forma, vemos que o vetor (2.32) será uma autofunção de t̄(u) se impusermos a

condição

ω1(u)F1(u, u1) + ω2(u)G1(u, u1) = 0. (2.35)

Consideremos agora a diagonalização da matriz t(u). A forma do elemento superior

de K+(u)Ua(u), ou seja k+
11(u)B(u)+k+

12(u)D(u), sugere que o primeiro estado excitado

deve ter duas contribuições: uma delas é a usual, B(u1)Ψ0, enquanto a outra provem

da ação de um operador diagonal atuando em Ψ0. Propomos, de acordo, o seguinte

estado excitado2 para t(u),

Φ1(u1) = Ψ1(u1) + g(u1)Ψ0 (2.36)

em que a função g(u1) será determinada a posteriori.

2Note que usamos a nomenclatura “estado excitado” para os autovetores de t(u) para distingui-los

dos “estados de part́ıculas” de t̄(u), que contém um número fixo de magnons.
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Atuamos então a matriz de transferência em Φ1(u1) e, como resultado, obtemos,

t(u)Φ1(u1) = t̄(u)Ψ1(u1) + g(u1)t̄(u)Ψ0 + k+
12(u)C(u)Ψ1(u1). (2.37)

Agora, usamos a expressão (2.33) bem como (2.29) para escrever,

t(u)Φ1(u1) = Λ1(u, u1)Φ1(u1) + [ω1(u)F1(u, u1) + ω2(u)G1(u, u1)]B(u)Ψ0

+
{
g(u1) [Λ0(u)− Λ1(u, u1)] + k+

12(u)H1(u, u1)
}

Ψ0. (2.38)

Notamos na expressão acima (2.38) dois termos indesejados. Um deles é exata-

mente o mesmo daquele obtido para a matriz de transferência auxiliar (2.33). O outro,

proporcional ao estado Ψ0, é uma conseqüência da atuação do operador C(u) em Ψ1(u1)

e de t̄(u) em Ψ0. Para tornar a equação (2.38) uma relação de autovalor e autovetor,

impomos que tais termos indesejados sejam nulos.

A condição de nulidade do coeficiente de B(u)Ψ0 nos leva a,

∆1(u1)

∆2(u1)
= −a3(u, u1)ω1(u) + b2(u, u1)ω2(u)

a2(u, u1)ω1(u) + b3(u, u1)ω2(u)
. (2.39)

Podemos verificar que o lado direito de (2.39) depende apenas de u1 [24]. Encontramos,

então, a chamada equação de Bethe para o primeiro estado excitado na forma,

∆1(u1)

∆2(u1)
= −Θ(u1), (2.40)

em que

Θ(u1) =
sinh(2u1 + η) sinh(u1 + η + ξ+)

sinh(2u1) sinh(u1 − ξ+)
. (2.41)

Por outro lado, o termo indesejado proporcional ao estado de referência é usado

para extrair linearmente a uma expressão para g(u1),

g(u1) =
k+

12(u)H1(u, u1)

Λ1(u, u1)− Λ0(u)
. (2.42)

Notamos que no lado direito de (2.42) aparece a variável espectral u. Uma vez que os

autovetores da matriz de transferência não podem depender de u, a expressão (2.42)

parece inconsistente. Entretanto, tal dependência espúria em u é eliminada desde que

levemos em conta a razão ∆1/∆2 fixada pela equação de Bethe (2.40). De fato, em

conjunto com (2.40), identidades entre os coeficientes (2.17-2.19) e a seguinte relação

válida para os elementos da matriz K,

k+
12(u)ω1(u1)

k+
12(u1) [a2(u, u1)ω1(u) + b3(u, u1)w2(u)]

=
1− a1(u, u1)

a3(u, u1) [c2(u, u1) + c3(u, u1)]− a2(u, u1)c5(u, u1)
(2.43)
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a expressão (2.42) adquire a seguinte forma,

g(u1) = ∆2(u1)

[
k+

12(u1)

k+
11(u1) + f(u1)k+

22(u1)

]
, (2.44)

dependente apenas da raiz de Bethe u1, como esperado. As equações (2.40) a (2.44)

garantem portanto que Φ1(u1) é um autoestado de t(u) com autovalor (2.34).

O segundo estado excitado

Procedemos de maneira similar para o segundo estado excitado. Primeiramente, con-

sideramos o estado de duas part́ıculas da matriz de transferência auxiliar, ou seja,

Ψ2(u1, u2) = B(u1)B(u2)Ψ0, (2.45)

tal que,

t̄(u)Ψ2(u1, u2) = Λ2(u, u1, u2)Ψ2(u1, u2)

+ [ω1(u)F2(u, u1, u2) + ω2(u)G2(u, u1, u2)]B(u)B(u1)Ψ0

+ [ω1(u)F1(u, u1, u2) + ω2(u)G1(u, u1, u2)]B(u)B(u2)Ψ0 (2.46)

em que

Λ2(u, u1, u2) = ω1(u)∆1(u)
2∏
j=1

a1(u, uj) + ω2(u)∆2(u)
2∏
j=1

b1(u, uj). (2.47)

O ansatz para o segundo estado excitado é proposto a partir da ação repetida

do operador k+
11(u)B(u) +k+

12(u)D(u) no estado Ψ0. O resultado consiste na seguinte

combinação linear,

Φ2(u1, u2) = Ψ2(u1, u2)

+g
(1)
2 (u1, u2)Ψ1(u1) + g

(1)
1 (u1, u2)Ψ1(u2)

+g
(0)
12 (u1, u2)Ψ0 (2.48)

com coeficientes g
(1)
1,2(u1, u2) e g

(0)
12 (u1, u2) ainda indeterminados e que serão fixados no

que se segue.
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Nesse ponto, levamos em conta o resultado anterior (2.46) para calcular a atuação

de t(u) no estado generalizado (2.48). Obtemos,

t(u)Φ2(u1, u2) = Λ2(u, u1, u2)Φ2(u1, u2)

+ [ω1(u)F2(u, u1, u2) + ω2(u)G2(u, u1, u2)]B(u)Ψ1(u1)

+ [ω1(u)F1(u, u1, u2) + ω2(u)G1(u, u1, u2)]B(u)Ψ1(u2)

+
{
g

(1)
2 (u1, u2) [ω1(u)F1(u, u1) + ω2(u)G1(u, u1)]

+ g
(1)
1 (u1, u2) [ω1(u)F1(u, u2) + ω2(u)G1(u, u2)]

+ k+
12(u)H21(u, u1, u2)

}
B(u)Ψ0

+
{
g

(1)
2 (u1, u2) [Λ1(u, u1)− Λ2(u, u1, u2)] + k+

12(u)H2(u, u1, u2)
}

Ψ1(u1)

+
{
g

(1)
1 (u1, u2) [Λ1(u, u2)− Λ2(u, u1, u2)] + k+

12(u)H1(u, u1, u2)
}

Ψ1(u2)

+
{
g

(0)
12 (u1, u2) [Λ0(u)− Λ2(u, u1, u2)]

+ k+
12(u)

[
g

(1)
2 (u1, u2)H1(u, u1) + g

(1)
1 (u1, u2)H1(u, u2)

]}
Ψ0. (2.49)

Observamos um grande número de estados indesejados em (2.49). Todos tem de ser

nulos para que o problema de autovalor esteja definido. Notamos que os vetores propor-

cionais a B(u)Ψ1(u1) e B(u)Ψ1(u2) coincidem com os estados indesejados da expansão

auxiliar (2.46). Logo, a nulidade de tais termos define as equações de Bethe, i.e., os

seguintes v́ınculos para as variáveis u1 e u2,

∆1(u1)

∆2(u1)
= −Θ(u1)

b1(u1, u2)

a1(u1, u2)
,

∆1(u2)

∆2(u2)
= −Θ(u2)

b1(u2, u1)

a1(u2, u1)
. (2.50)

Os demais termos são usados para obter expressões para os coeficientes de (2.54). Ob-

servamos que as expressões dos coeficientes g
(1)
1 (u1, u2) e g

(1)
2 (u1, u2) podem ser obtidas

dos coeficientes dos estados Ψ1(u1) e Ψ1(u2), respectivamente. Por outro lado, do

coeficiente de Ψ0 podemos eliminar g
(0)
12 (u1, u2). Temos, como resultado,

g
(1)
1 (u1, u2) =

k+
12(u)H1(u, u1, u2)

Λ2(u, u1, u2)− Λ1(u, u2)
, g

(2)
1 (u1, u2) =

k+
12(u)H2(u, u1, u2)

Λ2(u, u1, u2)− Λ1(u, u1)
,

g
(0)
12 (u1, u2) =

k+
12(u)

[
g

(2)
1 (u1, u2)H1(u, u1) + g

(1)
1 (u1, u2)H1(u, u2)

]
Λ2(u, u1, u2)− Λ0(u)

. (2.51)

Observamos novamente a presença espúria do parâmetro u. Entretanto, ao levarmos

em conta que os parâmetros u1 e u2 devem satisfazer as equações de Bethe (2.50)
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obtemos a seguinte forma fatorada,

g
(1)
1 (u1, u2) = g(u1)p(u2, u1),

g
(1)
2 (u1, u2) = g(u2)p(u1, u2),

g
(0)
12 (u1, u2) = g(u1)g(u2)q(u1, u2) (2.52)

em que g(ui) é dado por (2.44) e introduzimos duas novas funções auxiliares, a saber,

p(u, v) = b1(u, v)
a1(u, v)

a1(v, u)
, q(u, v) =

b1(v, u)

a1(u, v)
. (2.53)

Ainda resta o termo proporcional ao estado B(u)Ψ0 na expansão (2.49). Entretanto,

podemos verificar por um cálculo direto que esse termo é automaticamente anulado

quando levamos em conta as equações de Bethe (2.50) bem como as expressões obtidas

para os coeficientes g (2.52). Dessa forma, concluimos que o estado

Φ2(u1, u2) = Ψ2(u1, u2)

+ g(u2)p(u1, u2)Ψ1(u1) + g(u1)p(u2, u1)Ψ1(u2) (2.54)

+ g(u1)g(u2)q(u1, u2)Ψ0

é um autoestado da matriz de transferência com energia (2.47).

O terceiro estado excitado

Consideremos agora o terceiro estado excitado. Da integrabilidade do modelo em

consideração, espera-se que as caracteŕısticas mais importantes da solução do problema

espectral apareçam já no segundo estado excitado. Entretanto, tivemos que considerar

o terceiro estado excitado para compreender melhor a estrutura dos estados Φn.

Seguindo nossa discussão prévia, propomos a seguinte estrutura para o terceiro

estado excitado,

Φ3(u1, u2, u3) = Ψ3(u1, u2, u3) + g
(2)
3 (u1, u2, u3)Ψ2(u1, u2)

+g
(2)
2 (u1, u2, u3)Ψ2(u1, u3) + g

(2)
1 (u1, u2, u3)Ψ2(u2, u3)

+g
(1)
23 (u1, u2, u3)Ψ1(u1) + g

(1)
13 (u1, u2, u3)Ψ1(u2) + g

(1)
12 (u1, u2, u3)Ψ1(u3)

+g
(0)
123(u1, u2, u3)Ψ0 (2.55)

em que, novamente, temos funções g(k)(u1, u2, u3) a serem determinadas a posteriori.
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Como antes, é necessário calcularmos a expressão de t(u)Φ3(u1, u2, u3). Começamos

aplicando a matriz de transferência auxiliar t̄(u) ao estado de três part́ıculas, ou seja,

Ψ3(u1, u2, u3) = B(u1)B(u2)B(u3)Ψ0, (2.56)

e, como resultado, obtemos,

t̄(u)Ψ3(u1, u2, u3) = Λ3(u, u1, u2, u3)Ψ3(u1, u2, u3)

+ [ω1(u)F3(u, u1, u2, u3) + ω2(u)G3(u, u1, u2, u3)]B(u)Ψ2(u1, u2)

+ [ω1(u)F2(u, u1, u2, u3) + ω2(u)G2(u, u1, u2, u3)]B(u)Ψ2(u1, u3)

+ [ω1(u)F1(u, u1, u2, u3) + ω2(u)G1(u, u1, u2, u3)]B(u)Ψ2(u2, u3),

(2.57)

em que,

Λ3(u, u1, u2, u3) = ω1(u)∆1(u)
3∏
j=1

a1(u, uj) + ω2(u)∆2(u)
3∏
j=1

b1(u, uj). (2.58)

O próximo passo consiste na determinação de t(u)Φ3(u1, u2, u3). Nesse caso, temos

uma proliferação de termos indesejados e, por essa razão, omitimos suas expressões

expĺıcitas aqui. Novamente, devemos impor a nulidade de cada coeficiente de cada

estado indesejado na expansão off-shell. Os coeficientes dos vetores B(u)Ψ2(uj, uk) não

envolvem os coeficientes g e nos levam às equações de Bethe3 para o terceiro estado

excitado, ou seja,

∆1(uk)

∆2(uk)
= −Θ(uk)

3∏
j=1,j 6=k

b1(uk, uj)

a1(uk, uj)
, k = 1, 2, 3. (2.59)

Escolhemos agora os coeficientes com expressões mais simples para determinar as

funções desconhecidas g(k)(u1, u2, u3). É posśıvel notar que tais coeficientes são aque-

les associados aos vetores Ψ2(uj, uk), Ψ1(uj) e Ψ0. Mais uma vez, temos que levar em

conta a razão ∆1/∆2 fixada pelas equações de Bethe (2.59) para eliminar a dependência

espúria em u nas expressões resultantes. Após uma série de manipulações algébricas

3Observamos que esses termos indesejados coincidem exatamente com os termos indesejados da

expansão auxiliar (2.57).
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obtemos o seguinte resultado,

g
(2)
3 (u1, u2, u3) = g(u3)p(u1, u3)p(u2, u3)

g
(2)
2 (u1, u2, u3) = g(u2)p(u1, u2)p(u3, u2)

g
(2)
1 (u1, u2, u3) = g(u1)p(u2, u1)p(u3, u1) (2.60)

como sendo os coeficientes de Ψ2,

g
(1)
23 (u1, u2, u3) = g(u2)g(u3)p(u1, u2)p(u1, u3)q(u2, u3)

g
(1)
13 (u1, u2, u3) = g(u1)g(u3)p(u2, u1)p(u2, u3)q(u1, u3)

g
(1)
12 (u1, u2, u3) = g(u1)g(u2)p(u3, u2)p(u3, u1)q(u1, u2), (2.61)

para os coeficientes de Ψ1 e

g
(0)
123(u1, u2, u3) = g(u1)g(u2)g(u3)q(u1, u2)q(u1, u3)q(u2, u3) (2.62)

para a amplitude de Ψ0. Aqui, verificamos que as expressões para g(k)(u1, u2, u3) se

fatoram em termos das funções obtidas na análise do primeiro e segundo estados exci-

tados, ou seja, g(u), p(u, v) e q(u, v).

Finalmente, checamos por computação direta que todos os estados indesejados em

t(u)Φ3(u1, u2, u3) se anulam automaticamente desde que as equações de Bethe sejam

válidas e levando-se em conta as fórmulas (2.60-2.62). Portanto, o vetor (2.55) é auto-

estado de t(u) com autovalor (2.58) desde que (2.59) sejam satisfeitas.

O n−ésimo estado excitado

Os resultados das subseções anteriores nos permitem finalmente escrever expressões

gerais para o problema espectral associado à matriz de transferência (2.20): o n−ésimo

estado excitado é dado por,

Φn(u1, . . . , un) = Ψn(u1, . . . , un)

+
n−1∑
k=0

n∑
`1<···<`n−k=1

g
(k)
`1,...,`n−k

(u1, . . . , un)Ψk(u1, . . . , û`1 , . . . , û`n−k
, . . . , un),

(2.63)

em que as funções g
(k)
`1,...,`n−k

(u1, . . . , un) tem a seguinte expressão,

g
(k)
`1,...,`n−k

(u1, . . . , un) =
∏
m∈¯̀

g(um)
∏

m′∈¯̀,m′<m

q(um′ , um)
n∏

m′′=1,m′′ /∈¯̀

p(um′′ , um) (2.64)
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com ¯̀= {`1, . . . , `n−k}. A notação ûj indica a ausência da raiz uj na respectiva função.

O autovalor correspondente é dado por,

Λn(u, u1, . . . , un) = ω1(u)∆1(u)
n∏
j=1

a1(u, uj) + ω2(u)∆2(u)
n∏
j=1

b1(u, uj) (2.65)

enquanto as raizes de Bethe são vinculadas por,

∆1(uk)

∆2(uk)
= −Θ(uk)

n∏
j=1,j 6=k

b1(uk, uj)

a1(uk, uj)
, (2.66)

em que k = 1, . . . , n.
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3 Os modelos de dezenove vértices

Nesta seção estendemos os resultados da Seção 2 para os chamados modelos de de-

zenove vértices, que são os modelos de vértices com três estados invariantes pela si-

metria U(1). Escolhemos como representativos dessa classe de modelos os modelos de

Zamolodchikov-Fateev (ZF) [50] and Izergin-Korepin (IK) [51], para os quais matrizes

de reflexão não diagonais são conhecidas [54–57]. Lembramos aqui que a solução de

modelos de dezenove vértices tem um papel fundamental no estudo de outros modelos

associados a álgebras de elevado rank [14, 16,17,31].

Lembramos ainda que o estudo desses modelos com fronteiras diagonais no contexto

do ABA foi inciado em [27], subsequentemente considerado em [58] e então revisado

em [30]. Tais resultados complementaram resultados anteriores obtidos por meio do

ansatz de Bethe anaĺıtico [59,60], fornecendo os vetores de Bethe correspondentes.

Destacamos que, recentemente, o espectro do modelo IK com matrizes K não dia-

gonais do tipo II [57] foi determinado através de um ansatz de Bethe anaĺıtico [61]; a

construção dos autovetores correspondentes, entretanto, permanece um problema em

aberto.

Seguiremos nesta seção um desenvolvimento similar à Seção 2, apresentando inici-

almente as matrizes R e K dos modelos de dezenove vértices e em seguida desenvolve-

remos o ABA.

3.1 As matrizes R e as matrizes K±

Para os modelos de dezenove vértices, a construção da matriz de transferência dupla

se dá de modo análogo ao que se faz no modelo de seis vértices. Ou seja, é definida por

t(u) = Tra[K
+(u)Ua(u)], (3.1)

em que

Ua(u) = Ta(u)K−(u)T−1
a (−u). (3.2)

Para alguns modelos nessa classe, entretanto, é necessário generalizar as equações de

reflexão para que se garanta a comutatividade de (3.1). Temos [62],

R12(u− v)K−1 (u)R21(u+ v)K+
2 (v) = K+

2 (v)R12(u+ v)K−1 (u)R21(u− v), (3.3)
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R12(v − u)K−t11 (u)M−1
1 R21(−u− v − 2ρ)M1K

+t2
2 (v)

= K+t2
2 (v)M1R12(−u− v − 2ρ)M−1

1 K−t11 (u)R21(v − u) (3.4)

em que, novamente, a matriz K+ representa a fronteira à esquerda e K− a fronteira

à direita. Aqui se faz necessário a introdução da matriz M e do parâmetro ρ os quais

estão relacionados com propriedades de unitariedade e cruzamento (crossing) da matriz

R e serão descritas abaixo. O śımbolo ti denota uma transposição matricial no espaço

i. Além disso, temos novamente que as equações (1.7,3.3,3.4) levam a relações globais

satisfeitas pelas matrizes de monodromia, a saber,

Ř(u− v)T (u)⊗ T (v) = T (v)⊗ T (u)Ř(u− v) (3.5)

e

R12(u− v)U1(u)R21(u+ v)U2(v) = U2(v)R12(u+ v)U1(u)R21(u− v), (3.6)

em que Ř(u) = PR(u).

Ambos os modelos de Zamolodchikov-Fateev e de Izergin-Korepin [51] pertencem

à classe de modelos de dezenove vértcies invarintes por simetria PT (ver e.g. [63] e

referências). O primeiro pode ser considerado uma generalização direta do modelo de

seis vértices enquanto o segundo está associado à álgebra de Lie afim A
(2)
2 . Para ambos,

a matriz R é uma matriz de dimensões 9× 9 com a seguinte estrutura,

R(u) =



a(u) 0 0 0 0 0 0 0 0

0 b(u) 0 c(u) 0 0 0 0 0

0 0 f(u) 0 d(u) 0 h(u) 0 0

0 c(u) 0 b(u) 0 0 0 0 0

0 0 d̃(u) 0 e(u) 0 d(u) 0 0

0 0 0 0 0 b(u) 0 c(u) 0

0 0 h̃(u) 0 d̃(u) 0 f(u) 0 0

0 0 0 0 0 c(u) 0 b(u) 0

0 0 0 0 0 0 0 0 a(u)



, (3.7)
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em que, para o modelo ZF,

a(u) = 1, b(u) =
sinh(u)

sinh (u+ η)
, c(u) =

sinh(η)

sinh(u+ η)
,

d̃(u) = d(u) =
sinh(η) sinh(u)

sinh(u+ η
2
) sinh(u+ η)

, f(u) =
sinh(u− η

2
) sinh(u)

sinh(u+ η
2
) sinh(u+ η)

,

e(u) =
cosh(η

2
− u) cosh(u+ η)− cosh(η

2
)

sinh(u+ η
2
) sinh(u+ η)

, h̃(u) = h(u) =
sinh(η) sinh(η

2
)

sinh(u+ η
2
) sinh(u+ η)

,

(3.8)

e, para a solução IK,

a(u) = 1, b(u) =
sinh(u)

sinh (u+ η)
, c(u) =

sinh(η)

sinh(u+ η)
,

d(u) =
eη sinh(η) sinh(u)

cosh(u+ 3η
2

) sinh(u+ η)
, d̃(u) = −e−2ηd(u),

f(u) =
cosh(u+ η

2
) sinh(u)

cosh(u+ 3η
2

) sinh(u+ η)
,

e(u) =
cosh(u− η

2
) sinh(u+ 2η)− cosh(η

2
) sinh(η)

cosh(u+ 3η
2

) sinh(u+ η)
,

h(u) =
cosh(u+ 3η

2
) sinh(u+ η)− e2η cosh(u+ η

2
) sinh(u)

cosh(u+ 3η
2

) sinh(u+ η)
,

h̃(u) =
cosh(u+ 3η

2
) sinh(u+ η)− e−2η cosh(u+ η

2
) sinh(u)

cosh(u+ 3η
2

) sinh(u+ η)
. (3.9)

Algumas propriedades importantes satisfeitas pelas matrizes R são,

1. simetria PT : R21(u) = Rt1t2
12 (u);

2. unitariedade: R12(u)R21(−u) = 1⊗ 1; and

3. cruzamento-unitariedade: Rt1
12(u)M1R

t2
12(−u− 2ρ)M−1

1 = ζ(u)1⊗ 1,

em que 1 denota a matriz identidade de dimensões 3× 3 e ζ(u) representa uma função

escalar. Levando em conta que a matriz M satisfaz [R12(u),M ⊗M ] = 0, a simetria

de cruzamento-unitariedade fixa o parâmetro ρ para cada modelo. Podemos ter,

M = 1 e ρ = η, (3.10)

para o modelo ZF e

M =


e−2η 0 0

0 1 0

0 0 e2η

 e ρ = 3η (3.11)
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para o modelo IK.

As equações de reflexão (3.3,3.4) foram analisadas em [54–57]. Aqui estamos inte-

ressados nas soluções em que as matrizes K tem uma estrutura superior triangular, as

quais podem ser lidas das soluções tipo-I classificadas em [57] e escritas como,

K−(u) =


k−11(u) k−12(u) k−13(u)

0 k−22(u) k−23(u)

0 0 k−33(u)

 , (3.12)

com

k−11(u) = sinh(u+ ξ−) sinh
(
u+ ξ− −

η

2

)
,

k−22(u) = sinh(ξ− − u) sinh
(
u+ ξ− −

η

2

)
,

k−33(u) = sinh(u− ξ−) sinh
(
u− ξ− +

η

2

)
,

k−12(u) = β− sinh(2u) sinh
(
u+ ξ− −

η

2

)
,

k−23(u) = β− sinh(2u) sinh (ξ− − u) ,

k−13(u) =

[
β2
− sinh

(
η
2

)
sinh(η)

]
sinh(2u) sinh

(
2u− η

2

)
,

(3.13)

para o modelo ZF e

k−11(u) = k−33(u) = sinh

(
u+

3η

4
+ ε

iπ

4

)
cosh

(
u+

3η

4
− εiπ

4

)
,

k−22(u) = sinh

(
−u+

3η

4
+ ε

iπ

4

)
cosh

(
u+

3η

4
− εiπ

4

)
,

k−12(u) = β− sinh(2u) cosh

(
u+

3η

4
− εiπ

4

)
,

k−23(u) = β− sinh(2u)e−η sinh

(
u+

3η

4
+ ε

iπ

4

)
,

k−13(u) =

[
−
β2
−e
−η

cosh(η
2
)

]
sinh(2u) cosh

(
u+

η

4
+ ε

iπ

4

)
sinh

(
u+

3η

4
+ ε

iπ

4

)
,

(3.14)

para o modelo IK. As respectivas matrizes K+ são obtidas por meio do isomorfismo,

K+(u) = K−(−u− ρ)M
∣∣
{ξ−→ξ+,β−→β+}

(3.15)

em que M e ρ são dados por (3.10,3.11).
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Nas expressões acima ξ± e β± são constantes livres enquanto ε = ±1. Observamos

que as matrizes triangulares do modelo ZF possuem dois parâmetros livres adicionais

ξ± quando comparadas às matrizes do modelo IK.

3.2 Ansatz de Bethe

Nesta subseção aplicamos o ABA para lidar com o problema espectral da matriz de

transferência (3.1). O primeiro passo a ser executado consiste na escolha de uma

representação para as monodromias de linha simples Ta(u), T̂a(u) e, consequentemente,

para Ua(u). Para modelos de dezenove vértices, uma representação conveniente é dada

pela seguinte matriz 3× 3 no espaço auxiliar a [27, 30,58],

Ta(u) =


T11(u) T12(u) T13(u)

T21(u) T22(u) T23(u)

T31(u) T31(u) T33(u)

 , T̂a(u) =


T̂11(u) T̂12(u) T̂13(u)

T̂21(u) T̂22(u) T̂23(u)

T̂31(u) T̂31(u) T̂33(u)

 ,

(3.16)

cujas entradas são operadores definidos no espaço de Hilbert ⊗Li=1C
3. A monodromia

dupla pode portanto ser escrita como,

Ua(u) =


A1(u) B1(u) B2(u)

C1(u) A2(u) B3(u)

C2(u) C3(u) A3(u)

 , (3.17)

em que os operadores Aj, Bj e Cj são dados em termos de Tij e T̂ij. Esse passo é

importante uma vez que nos permite obter relações de comutação entre as entradas de

(3.17) graças à relação (3.6).

Em seguida, temos que considerar um estado de referência bem como determinar

a ação dos operadores Uij sobre ele. Devido à estrutura da matriz K− (3.12), o pseu-

dovácuo definido por,

Ψ0 =


1

0

0


(1)

⊗


1

0

0


(2)

⊗ · · · ⊗


1

0

0


(L)

, (3.18)

é uma boa escolha de estado de referência [35]. De fato, levando em conta as relações

de comutação entre os elementos de matriz de T (u) e T̂ (u), fornecidos pela equação
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(3.5), bem como as expressões para Tij(u)Ψ0 e T̂ij(u)Ψ0, podemos calcular4,

Dj(u)Ψ0 = ∆j(u)Ψ0 para j = 1, 2, 3 (3.19)

e

Cj(u)Ψ0 = 0 para j = 1, 2, 3, (3.20)

em que

∆1(u) = k−11(u), ∆2(u) =
[
k−22(u)− f1(u)k−11(u)

]
b(u)2L,

∆3(u) =
[
k−33(u)− f4(u)k−11(u)− f3(u)k−22(u)

]
f(u)2L. (3.21)

Os novos operadores Dj(u) são definidos convenientemente por,

D1(u) = A1(u), D2(u) = A2(u)−f1(u)A1(u), D3(u) = A3(u)−f2(u)A1−f3(u)D2(u),

(3.22)

em que as funções auxiliares f são dadas por,

f1(u) = c(2u), f2(u) = h̃(2u), f3(u) =
c(2u)

[
h̃(2u)− 1

]
c(2u)2 − e(2u)

,

f4(u) =
c(2u)2 − h̃(2u)e(2u)

c(2u)2 − e(2u)
. (3.23)

Em termos dos operadores (3.22), a expressão da matriz de transferência pode ser

decomposta em duas partes da seguinte maneira,

t(u) = td(u) + tu(u) (3.24)

em que

td(u) = ω1(u)D1(u) + ω2(u)D2(u) + ω3(u)D3(u) (3.25)

e,

tu(u) = k+
12(u)C1(u) + k+

13(u)C2(u) + k+
23(u)C3(u). (3.26)

com

ω1(u) = k+
11(u) + f1(u)k+

22(u) + f2(u)k+
33(u), ω2(u) = k+

22(u) + f3(u)k+
33(u),

ω3(u) = k+
33(u). (3.27)

4Para mais detalhes sobre esse cálculo ver por exemplo [30].
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Uma vez que os operadores Cj(u) destroem o estado (3.18) temos tu(u)Ψ0 = 0.

Portanto, o estado (3.18) é um autovetor compartilhado pelas matrizes de transferência

(3.24) e (3.25) com autovalor,

Λ0(u) = ω1(u)∆1(u) + ω2(u)∆2(u) + ω3(u)∆3(u). (3.28)

Dentro do escopo do ABA, os estados excitados do termo td(u), podem ser gerados

pela aplicação de operadores de criação no estado de referência (3.18) [27,30,58]. Mais

precisamente, os autoestados de td(u) são construidos aplicando-se ambos os operadores

B1(u) e B2(u) em Ψ0. Por exemplo, os estados de uma Ψ1(u1) e duas part́ıculas

Ψ2(u1, u2) são dados por,

Ψ1(u1) = B1(u1)Ψ0, (3.29)

Ψ2(u1, u2) = B1(u1)B1(u2)Ψ0 − Γ
(2)
2 (u1, u2)B2(u1)Ψ0 (3.30)

em que a função Γ
(2)
2 (u1, u2) é fixada exigindo-se a simetria

Ψ2(u2, u1) = Ω(u1, u2)Ψ2(u1, u2), Ω(u1, u2) = 1/e01(u1, u2) (3.31)

bem como utilizando-se a relação (B.7). Além disso, os estados de várias part́ıculas

satisfazem uma relação de recorrência do tipo Tarasov [13], a saber,

Ψn(u1, . . . , un) = B1(u1)Ψn−1(u2, . . . , un)

− B2(u1)
n∑
i=2

Γ
(n)
i (u1, . . . , un)Ψn−2(u2, . . . , ûi, . . . , un) (3.32)

com a função Γi dada por,

Γ
(n)
i (u1, . . . , un) =

n∏
j=2,j<i

Ω(ui, uj)

×

{
∆1(ui)e04(u1, ui)

n∏
k=2,k 6=i

a11(ui, uk) + ∆2(ui)e05(u1, ui)
n∏

k=2,k 6=i

a21(ui, uk)

}
.

(3.33)

em que, como usual, a notação ûi indica a ausência do parâmetro ui na respectiva

função.

Em nosso caso, entretanto, a matriz de transferência possui operadores de ani-

quilação C1,2,3(u) e, como resultado, temos que procurar por autoestados mais intrin-

cados. Seguindo o procedimento feito para o modelo de seis vértices, propomos que
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uma superposição dos estados (3.32) é necessária para diagonalizar a matriz (3.24), a

saber,

Φn =
n∑
k=0

g(k)Ψk. (3.34)

Logo, a tarefa principal passa a ser a determinação dos coeficientes g em (3.34). Para

esse fim, é necessário calcularmos a ação de ambos os operadores td(u) e tu(u) nos

vetores Ψn. Uma vez que conhecemos a maneira com que os operadores Dj e Cj atuam

em Ψ0 (3.19,3.20), temos que movê-los sobre os operadores de criação Bj. Para tanto,

usamos repetidamente relações de comutação listadas no apêndice B, que são derivadas

de (3.6). Após um longo embora direto cálculo, até n = 3, podemos propor que a ação

td(u)Ψn pode ser escrita como,

td(u)Ψn(u1, . . . , un) = Λn(u, u1, . . . , un)Ψn(u1, . . . , un)

+ B1(u)
n∑
j=1

F (n)
j (u, u1, . . . , un)Ψn−1(u1, . . . , ûj, . . . , un)

+ B3(u)
n∑
j=1

G(n)
j (u, u1, . . . , un)Ψn−1(u1, . . . , ûj, . . . , un)

+ B2(u)
n∑
j<k

H(n)
jk (u, u1, . . . , un)Ψn−2(u1, . . . , ûj, . . . , ûk, . . . , un),

(3.35)
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enquanto tu(u)Ψn tem uma estrutura mais elaborada e é dada por,

tu(u)Ψn(u1, . . . , un) =
n∑
j=1

T (n)
j (u, u1, . . . , un)Ψn−1(u1, . . . , ûj, . . . , un)

+
n∑
j<k

U (n)
jk (u, u1, . . . , un)Ψn−2(u1, . . . , ûj, . . . , ûk, . . . , un)

+ B1(u)
n∑
j<k

V(n)
jk (u, u1, . . . , un)Ψn−2(u1, . . . , ûj, . . . , ûk, . . . , un)

+ B3(u)
n∑
j<k

W(n)
jk (u, u1, . . . , un)Ψn−2(u1, . . . , ûj, . . . , ûk, . . . , un)

+ B1(u)
n∑

j<k<`

X (n)
jk` (u, u1, . . . , un)Ψn−3(u1, . . . , ûj, . . . , ûk, . . . , û`, . . . , un)

+ B3(u)
n∑

j<k<`

Y(n)
jk`(u, u1, . . . , un)Ψn−3(u1, . . . , ûj, . . . , ûk, . . . , û`, . . . , un)

+ B2(u)
n∑

j<k<`

Z(n)
jk`(u, u1, . . . , un)Ψn−3(u1, . . . , ûj, . . . , ûk, . . . , û`, . . . , un).

(3.36)

em que as funções F ,G, . . . ,Z de (3.35) e (3.36) são dadas no apêndice C. Usaremos as

equações acima para determinar os coeficientes g, considerando em detalhes o primeiro,

o segundo e o terceiro estado excitado, o que nos permitirá escrever uma fórmula geral

para os coeficientes g.

O primeiro estado excitado

Considerando nossa discussão prévia, supomos como primeiro estado excitado de (3.24)

a combinação linear,

Φ1(u1) = Ψ1(u1) + g(u1)Ψ0. (3.37)

com g(u1) a ser fixado a posteriori. Atuando com t(u) em Φ1(u1), obtemos

t(u)Φ1(u1) = td(u)Ψ1(u1) + g(u1)td(u)Ψ0 + tu(u)Ψ1(u1), (3.38)

e, por meio do valor n = 1 nas fórmulas (3.35,3.36), temos,

t(u)Φ1(u1) = Λ1(u, u1)Φ1(u1) + F (1)
1 (u, u1)B1(u)Ψ0 + G(1)

1 (u, u1)B3(u)Ψ0

+
{
g(u1) [Λ0(u)− Λ1(u, u1)] + T (1)

1 (u, u1)
}

Ψ0 (3.39)
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em que

Λ1(u, u1) = ω1(u)∆1(u)a11(u, u1) + ω2(u)∆2(u)(u)a21(u, u1) + ω3(u)∆3(u)a31(u, u1).

(3.40)

Vemos que Φ1(u1) será um autoestado de t(u) com autovalor Λ1(u, u1) desde que

os coeficientes dos estados indesejados B1(u)Ψ0, B3(u)Ψ0 e Ψ0 desapareçam. O reque-

rimento de nulidade de F (1)
1 (u, u1) nos leva ao v́ınculo,

∆1(u1)

∆2(u1)
= −Q

F
2 (u, u1)

QF1 (u, u1)
(3.41)

e, graças à identidade,
QF2 (u, u1)

QF1 (u, u1)
=
QG2 (u, u1)

QG1 (u, u1)
(3.42)

vemos que G(1)
1 (u, u1) também se anula se (3.41) é válida. Levando em conta as ex-

pressões expĺıcitas dos pesos de Boltzmann notamos que a dependência em u no lado

direito de (3.41) desaparece e, em consequencia, podemos escrever a equação de Bethe

que fixa u1 como,
∆1(u1)

∆2(u1)
= −Θ(u1) (3.43)

em que, para o modelo ZF,

Θ(u1) =
sinh(2u1 + η) sinh

(
u1 + ξ+ + η

2

)
sinh(2u1) sinh

(
u1 + ξ+ − η

2

) (3.44)

e, para o modelo IK,

Θ(u1) = −
sinh(2u1 + η) sinh

(
u1 + η

4
− ε3iπ

4

)
sinh(2u1) sinh

(
u1 + 3η

4
− ε iπ

4

) (3.45)

Resta ainda analisar o coeficiente de Ψ0 na equação (3.39). Esse coeficiente pode

ser usado para se extrair linearmente uma expressão para g(u1), ou seja,

g(u1) =
T (1)

1 (u, u1)

Λ1(u, u1)− Λ0(u)
. (3.46)

Para ser um autoestado de t(u) a expressão (3.37) não pode depender do parâmetro

espectral u e portanto (3.46) parece inconsistente. Entretanto, observamos que a de-

pendência em u é eliminada desde que levemos em conta a equação de Bethe (3.43).

De fato, a elaborada expressão (3.46), se u1 é uma raiz de (3.43), é simplificada para

g(u1) = β+

[
sinh(2u1 + η)

sinh(u1 + η
2
− ξ+)

]
∆2(u1), (3.47)
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no caso do modelo ZF e

g(u1) = β+

[
sinh(2u1 + η)

sinh(u1 + 3η
4
− ε iπ

4
)

]
∆2(u1), (3.48)

para o modelo IK.

Portanto, fixamos o primeiro estado excitado. Observamos que a matriz de trans-

ferência t(u) compartilha com td(u) a expressão do autovalor (3.40) bem como a equação

de Bethe (3.43).

O segundo estado excitado

Para o segundo estado excitado o ansatz é,

Φ2(u1, u2) = Ψ2(u1, u2)

+g
(1)
2 (u1, u2)Ψ1(u1) + g

(1)
1 (u1, u2)Ψ1(u2)

+g
(0)
12 (u1, u2)Ψ0 (3.49)

com coeficientes g
(1)
1,2(u1, u2) e g

(0)
12 (u1, u2) a serem fixados no que se segue.

Como antes, precisamos conhecer a ação de t(u) no estado (3.49). Isso pode ser

feito utilizando-se n = 2 em (3.35,3.36). Como resultado, obtemos a seguinte expansão

off-shell,

t(u)Φ2(u1, u2) = Λ2(u, u1, u2)Φ2(u1, u2)

+ F (2)
1 (u, u1, u2)B1(u)Ψ1(u2) + F (2)

2 (u, u1, u2)B1(u)Ψ1(u1)

+ G(2)
1 (u, u1, u2)B3(u)Ψ1(u2) + G(2)

2 (u, u1, u2)B3(u)Ψ1(u1)

+ H(2)
12 (u, u1, u2)B2(u)Ψ0

+
{
g

(1)
2 (u1, u2)F (1)

1 (u, u1) + g
(1)
1 (u1, u2)F (1)

1 (u, u2) + V(2)
12 (u, u1, u2)

}
B1(u)Ψ0

+
{
g

(1)
2 (u1, u2)G(1)

1 (u, u1) + g
(1)
1 (u1, u2)G(1)

1 (u, u2) +W(2)
12 (u, u1, u2)

}
B3(u)Ψ0

+
{
g

(1)
1 (u1, u2) [Λ1(u, u2)− Λ2(u, u1, u2)] + T (2)

1 (u, u1, u2)
}

Ψ1(u2)

+
{
g

(1)
2 (u1, u2) [Λ1(u, u1)− Λ2(u, u1, u2)] + T (2)

2 (u, u1, u2)
}

Ψ1(u1)

+
{
g

(0)
12 (u1, u2) [Λ0(u)− Λ2(u, u1, u2)]

+ g
(1)
1 (u1, u2)T (1)

1 (u, u2) + g
(1)
2 (u1, u2)T (1)

1 (u, u1) + U (2)
12 (u, u1, u2)

}
Ψ0 (3.50)

Notamos que os cinco primeiro termos indesejados em (3.50) coincidem com os

termos indesejados obtidos na ação de td(u) no estado Ψ2 (3.30). Portanto, sua nulidade
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nos leva às equações de Bethe para u1 e u2, a saber

∆1(uj)

∆2(uj)
= −Θ(uj)

2∏
k=1,k 6=j

a21(uj, uk)

a11(uj, uk)
. (3.51)

Ressaltamos que o v́ınculo (3.51) é obtido das equações F (2)
j (u, u1, u2) = 0 levando-se

em conta as expressões expĺıcitas para os pesos de Boltzmann. Devido a identidades

provenientes das álgebras de Yang-Baxter e de reflexão, observamos que G(2)
j (u, u1, u2)

e H(2)
12 (u, u1, u2) também se anulam se (3.51) são satisfeitas.

Os demais coeficientes são usados para extrair os coeficientes desconhecidos no

estado ansatz (3.49). A nulidade dos coeficientes de Ψ1(u1), Ψ1(u2) e Ψ0 nos permitem

escrever,

g
(1)
1 (u1, u2) =

T (2)
1 (u, u1, u2)

Λ2(u, u1, u2)− Λ1(u, u2)
, g

(1)
2 (u1, u2) =

T (2)
2 (u, u1, u2)

Λ2(u, u1, u2)− Λ1(u, u1)
(3.52)

e

g
(12)
0 (u1, u2) =

g
(1)
1 (u1, u2)T (1)

1 (u, u2) + g
(1)
2 (u1, u2)T (1)

1 (u, u1) + U (2)
12 (u, u1, u2)

Λ2(u, u1, u2)− Λ0(u)
. (3.53)

Similarmente ao que ocorre no primeiro estado excitado, as expressões para os coefi-

cientes (3.52,3.53) contem o parâmetro espectral u. Mais uma vez, tal situação pode

ser contornada se considerarmos a razão ∆1/∆2 fixada pelas equações de Bethe (3.51).

Após uma longa manipulação algébrica, obtemos que (3.52,3.53) se simplificam na

seguinte estrutura fatorizada,

g
(1)
1 (u1, u2) = g(u1)a21(u1, u2),

g
(1)
2 (u1, u2) = g(u2)a21(u2, u1)Ω(u2, u1),

g
(0)
12 (u1, u2) = g(u1)g(u2)s(u1, u2) (3.54)

em que g(ui) são as funções (3.47) ou (3.48) obtidas na análise do primeiro estado

excitado e,

s(u1, u2) =
sinh(u1 + u2) sinh(u1 − u2 − η) sinh

(
u1 + u2 + 3η

2

)
sinh

(
u1 − u2 − η

2

)
sinh

(
u1 + u2 + η

2

)2 (3.55)
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para o modelo ZF

s(u1, u2) =
cosh

(
u1 + u2 + η

2

)
sinh(u1 + u2 + 2η)

sinh(u1 + u2) cosh
(
u1 − u2 + η

2

)
cosh

(
u1 + u2 + 3η

2

)2

×
[
cosh

(
u1 +

η

4
− iεπ

4

)
cosh

(
u1 +

3η

4
+ iε

π

4

)
+ cosh

(
u2 −

η

4
+ iε

π

4

)
cosh

(
u2 +

5η

4
− iεπ

4

)]
(3.56)

para a solução IK. Notamos o aparecimento do fator Ω(u1, u2) em g
(1)
2 (u1, u2). Conse-

quentemente, também temos a simetria (3.31) para o estado generalizado Φ2(u1, u2).

Nesse ponto, usamos as expressões (3.54) nos termos indesejados remanescentes de

(3.50) e, levando em conta os v́ınculos sobre u1 e u2 ditados pelas equações de Bethe

(3.58) podemos verificar por computação direta que todos eles são automaticamente

cancelados. Dessa forma, concluimos que o estado (3.49) com coeficientes (3.54) é um

autoestado de (3.24) com autovalor Λ2(u, u1, u2) (C.1).

O terceiro estado excitado

Seguimos procedimento análogo para o terceiro estado excitado. O ansatz agora é dado

por,

Φ3(u1, u2, u3) = Ψ3(u1, u2, u3) + g
(2)
3 (u1, u2, u3)Ψ2(u1, u2)

+ g
(2)
2 (u1, u2, u3)Ψ2(u1, u3) + g

(2)
1 (u1, u2, u3)Ψ2(u2, u3)

+ g
(1)
23 (u1, u2, u3)Ψ1(u1) + g

(1)
13 (u1, u2, u3)Ψ1(u2) + g

(1)
12 (u1, u2, u3)Ψ1(u3)

+ g
(0)
123(u1, u2, u3)Ψ0 (3.57)

em que os coeficientes g(k)(u1, u2, u3) serão determinados a seguir.

Nesse caso usamos n = 3 nas expansões (3.35,3.36) para determinar a atuação de

t(u) em (3.57). Nesse caso, observamos o aparecimento de muitos termos indesejados,

e por isso os omitimos aqui e apenas descrevemos o procedimento para resolvê-los.

Novamente, todos tem que ser nulos para que (3.57) seja um autoestado de (3.24). As

equações de Bethe são obtidas dos coeficientes dos estados indesejados B1(u)Ψ2(uj, uk),

e são dadas por,

∆1(uj)

∆2(uj)
= −Θ(uj)

3∏
k=1,k 6=j

a21(uj, uk)

a11(uj, uk)
for j = 1, 2, 3. (3.58)
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Escolhemos então os coeficientes dos termos indesejados mais simples para obter as

funções g. Para as amplitudes de ordem dois, ou seja, g(2)(u1, u2, u3), usamos os coefi-

cientes de Ψ2(uj, uk) e, após levar em conta as equações de Bethe (3.58), encontramos,

g
(2)
3 (u1, u2, u3) = g(u3)a21(u3, u1)a21(u3, u2)Ω(u3, u1)Ω(u3, u2),

g
(2)
2 (u1, u2, u3) = g(u2)a21(u2, u1)a21(u2, u3)Ω(u2, u1),

g
(2)
1 (u1, u2, u3) = g(u1)a21(u1, u2)a21(u1, u3). (3.59)

Os coeficientes g(1)(u1, u2, u3) por sua vez são derivados dos de Ψ1(uj) enquanto g(0)(u1, u2, u3)

é obtido do coeficiente de Ψ0. Usando as equações de Bethe (3.58), encontramos a se-

guinte estrutura,

g
(1)
23 (u1, u2, u3) = g(u2)g(u3)a21(u2, u1)a21(u3, u1)s(u2, u3)Ω(u2, u1)Ω(u3, u1),

g
(1)
13 (u1, u2, u3) = g(u1)g(u3)a21(u1, u2)a21(u3, u2)s(u1, u3)Ω(u3, u2),

g
(1)
12 (u1, u2, u3) = g(u1)g(u2)a21(u2, u3)a21(u1, u3)s(u1, u2),

g
(0)
123(u1, u2, u3) = g(u1)g(u2)g(u3)s(u1, u2)s(u1, u3)s(u2, u3). (3.60)

Finalmente, podemos ver por bruta força que todos os demais termos indesejados se

cancelam se levarmos em conta as expressões (3.59,3.60) juntamente com as equações

de Bethe (3.58). Logo, o vetor (3.57) é um autoestado da matriz de transferência (3.24)

com energia Λ3(u, u1, u2, u3) (C.1).

O n−ésimo estado excitado

Considerando os resultados das subseções anteriores podemos propor a seguinte solução

para o problema de autovalores e autovetores da matriz de transferência (3.24): o

n−ésimo autoestado excitado é dado por,

Φn(u1, . . . , un) = Ψn(u1, . . . , un)

+
n−1∑
k=0

n∑
`1<···<`n−k=1

g
(k)
`1,...,`n−k

(u1, . . . , un)Ψk(u1, . . . , û`1 , . . . , û`n−k
, . . . , un),

(3.61)



39

em que os vetores Ψn são obtidos por meio da relação de recorrência (3.32) e os coefi-

cientes são dados por,

g
(k)
`1,...,`n−k

(u1, . . . , un) =
∏
m∈¯̀

g(um)
∏

m′∈¯̀,m′<m

s(um′ , um)
n∏

m′′=1,m′′ /∈¯̀

a21(um, um′′)Ω̃m,m′′

(3.62)

sendo ¯̀= {`1, . . . , `n−k} e

Ω̃m,m′′ =

 Ω(um, um′′), if m > m′′

1, de outro modo.
(3.63)

Os autovalores correspondentes são escritos como,

Λn(u, u1, . . . , un) =
3∑

α=1

ωα(u)∆α(u)
n∏
j=1

aα1(u, uj), (3.64)

enquanto as raizes de Bethe devem satisfazer,

∆1(uj)

∆2(uj)
= −Θ(uj)

n∏
k=1,k 6=j

a21(uj, uk)

a11(uj, uk)
, (3.65)

para j = 1, . . . , n.
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4 Conclusão

Nesse trabalho estudamos o problema espectral associado a modelos de seis e dezenove

vértices com fronteiras triangulares. Vimos que as fronteiras triangulares implicam a

presença de operadores de aniquilação na expressão da matriz de transferência, o que

dificulta consideravelmente a construção dos respectivos autoestados.

Para contornar esse problema, utilizamos uma superposição de estados auxiliares

como proposta de autovetores da matriz de transferência. A determinação dos coefici-

entes de tal combinação linear foi feita por meio da imposição de nulidade de termos

indesejados extras na análise do ansatz de Bethe algébrico. Observamos que os au-

tovalores bem como as equações de Bethe coincidem com aquelas do caso em que as

matrizes K são diagonais. Dessa forma, conseguimos construir um genúıno ansatz de

Bethe algébrico com matrizes K não diagonais.

Alguns problemas que podem ser estudados com base em nossos resultados incluem,

1. verificação do ansatz Φn =
∑n

k=0 g
(k)Ψk para modelos de vértices associados a

álgebras de elevado rank, com fronteiras triangulares;

2. obtenção de expressões para o produto escalar e funções de correlação dos estados

de Bethe generalizados Φn, estendendo assim os resultados de [64];

3. análise do limite semiclássico da solução do ABA, o que pode revelar magne-

tos de Gaudin generalizados bem como extensões das equações de Knizhnik-

Zamolodchikov [65–68];

4. investigação de posśıveis aplicações nos chamados processos exclusão assimétricos

[69];

5. implementação de um ansatz de Bethe algébrico para modelos de vértices gra-

duados com fronteiras triangulares, em especial aqueles relacionados ao chamado

modelo tJ [70–72];

6. implementação de um ansatz de Bethe algébrico para as matrizes K completas.
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A Coeficientes da expansão off-shell para o modelo

de seis vértices

As funções que entram nas equações (2.27,2.28,2.29) são dadas por,

Fk(u, u1, . . . , un) = ∆1(uk)a2(u, uk)
n∏

`=1,` 6=k

a1(uk, u`) + ∆2(uk)a3(u, uk)
n∏

`=1,` 6=k

b1(uk, u`),

(A.1)

Gk(u, u1, . . . , un) = ∆1(uk)b3(u, uk)
n∏

`=1,`6=k

a1(uk, u`) + ∆2(uk)b2(u, uk)
n∏

`=1,`6=k

b1(uk, u`),

(A.2)

Hk(u, u1, . . . , un) = ∆1(u)∆1(uk) [c2(u, uk) + c3(u, uk)]
n∏

`=1,` 6=k

a1(u, u`)a1(uk, u`)

+ ∆2(u)∆1(uk) [c4(u, uk) + c6(u, uk)]
n∏

`=1,` 6=k

b1(u, u`)a1(uk, u`)

+ ∆1(u)∆2(uk)c5(u, uk)
n∏

`=1,`6=k

a1(u, u`)b1(uk, u`)

+ ∆2(u)∆2(uk)c7(u, uk)
n∏

`=1,`6=k

b1(u, u`)b1(uk, u`), (A.3)

H`k(u, u1, . . . , un) = ∆1(uk)∆1(u`)α11(u, uk, u`)
n∏

m=1,m 6=`,k

a1(uk, um)a1(u`, um)

+ ∆1(uk)∆2(u`)α12(u, uk, u`)
n∏

m=1,m 6=`,k

a1(uk, um)b1(u`, um)

+ ∆1(u`)∆2(uk)α21(u, uk, u`)
n∏

m=1,m 6=`,k

a1(u`, um)b1(uk, um)

+ ∆2(u`)∆2(uk)α22(u, uk, u`)
n∏

m=1,m 6=`,k

b1(u`, um)b1(uk, um),

(A.4)

com

α11(u, uk, u`) = a2(u, u`) [a1(uk, u)c2(u, uk) + c3(u, uk)a1(uk, u`)]

+ b3(u, u`) [a1(uk, u)c4(u, uk) + c6(u, uk)a1(uk, u`)]

+ a2(u, uk) [c3(u, uk)a2(uk, u`) + c5(u, uk)b3(uk, u`)]

+ b3(u, uk) [c6(u, uk)a2(uk, u`) + c7(u, uk)b3(uk, u`)] , (A.5)
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α12(u, uk, u`) = a3(u, u`) [a1(uk, u)c2(u, uk) + c3(u, uk)a1(uk, u`)]

+ b2(u, u`) [a1(uk, u)c4(u, uk) + c6(u, uk)a1(uk, u`)]

+ a2(u, uk) [c3(u, uk)a3(uk, u`) + c5(u, uk)b2(uk, u`)]

+ b3(u, uk) [c6(u, uk)a3(uk, u`) + c7(u, uk)b2(uk, u`)] , (A.6)

α21(u, uk, u`) = c5(u, uk) [a2(u, u`)b1(uk, u`) + a3(u, uk)b3(uk, u`)]

+ c7(u, uk) [b3(u, u`)b1(uk, u`) + b2(u, uk)b3(uk, u`)]

+ a2(uk, u`) [a3(u, uk)c3(u, uk) + b2(u, uk)c6(u, uk)] ,

(A.7)

α22(u, uk, u`) = c5(u, uk) [a3(u, u`)b1(uk, u`) + a3(u, uk)b2(uk, u`)]

+ c7(u, uk) [b2(u, u`)b1(uk, u`) + b2(u, uk)b2(uk, u`)]

+ a3(uk, u`) [a3(u, uk)c3(u, uk) + b2(u, uk)c6(u, uk)] .

(A.8)
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B Relações de comutação para os modelos de de-

zenove vértices

Nesta seção apresentamos relações de comutação provenientes da equação (3.6). Para

maiores detalhes e expressões expĺıcitas para as amplitudes ver por exemplo [30]. Te-

mos,

D1(u)B1(v) = a11(u, v)B1(v)D1(u) + a12(u, v)B1(u)D1(v) + a13(u, v)B1(u)D2(v)

+ a14(u, v)B2(u)C1(v) + a15(u, v)B2(u)C3(v) + a16(u, v)B2(v)C1(u),

(B.1)

D2(u)B1(v) = a21(u, v)B1(v)D2(u) + a22(u, v)B1(u)D1(v) + a23(u, v)B1(u)D2(v)

+ a24(u, v)B3(u)D1(v) + a25(u, v)B3(u)D2(v) + a26(u, v)B2(u)C1(v)

+ a27(u, v)B2(u)C3(v) + a28(u, v)B2(v)C1(u) + a29(u, v)B2(v)C3(u)

+ a210(u, v)B1(v)D1(u), (B.2)

D3(u)B1(v) = a31(u, v)B1(v)D3(u) + a32(u, v)B1(u)D1(v) + a33(u, v)B1(u)D2(v)

+ a34(u, v)B3(u)D1(v) + a35(u, v)B3(u)D2(v) + a36(u, v)B2(u)C1(v)

+ a37(u, v)B2(u)C3(v) + a38(u, v)B2(v)C1(u) + a39(u, v)B2(v)C3(u)

+ a310(u, v)B1(v)D1(u) + a311(u, v)B1(v)D2(u), (B.3)

C1(u)B1(v) = c11(u, v)B1(v)C1(u) + c12(u, v)B1(v)C3(u) + c13(u, v)B1(u)C3(v)

+ c14(u, v)B3(u)C3(v) + c15(u, v)B2(v)C2(u) + c16(u, v)D1(v)D1(u)

+ c17(u, v)D1(v)D2(u) + c18(u, v)D1(u)D1(v) + c19(u, v)D1(u)D2(v)

+ c110(u, v)D2(u)D1(v) + c111(u, v)D2(u)D2(v), (B.4)

C2(u)B1(v) = y11(u, v)B1(v)C2(u) + y12(u, v)B3(v)C2(u) + y13(u, v)B1(u)C2(v)

+ y14(u, v)B3(u)C2(v) + y15(u, v)D1(v)C1(u) + y16(u, v)D2(v)C1(u)

+ y17(u, v)D1(v)C3(u) + y18(u, v)D2(v)C3(u) + y19(u, v)D1(u)C1(v)

+ y110(u, v)D2(u)C1(v) + y111(u, v)D3(u)C1(v) + y112(u, v)D1(u)C3(v)

+ y113(u, v)D2(u)C3(v) + y114(u, v)D3(u)C3(v), (B.5)
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C3(u)B1(v) = c21(u, v)B1(v)C1(u) + c22(u, v)B1(v)C3(u) + c23(u, v)B1(u)C3(v)

+ c24(u, v)B3(u)C3(v) + c25(u, v)B2(v)C2(u) + c26(u, v)D1(v)D1(u)

+ c27(u, v)D1(v)D2(u) + c28(u, v)D1(v)D3(u) + c29(u, v)D1(u)D1(v)

+ c210(u, v)D1(u)D2(v) + c211(u, v)D2(u)D1(v) + c212(u, v)D2(u)D2(v)

+ c213(u, v)D3(u)D1(v) + c214(u, v)D3(u)D2(v), (B.6)

B1(u)B1(v) = e01(u, v)B1(v)B1(u) + e02(u, v)B2(v)D2(u) + e03(u, v)B2(v)D1(u)

+ e04(u, v)B2(u)D1(v) + e05(u, v)B2(u)D2(v), (B.7)

B1(u)B3(v) = d11(u, v)B3(v)B1(u) + d12(u, v)B1(v)B1(u) + d13(u, v)B2(v)D1(u)

+ d14(u, v)B2(v)D2(u) + d15(u, v)B2(u)D1(v) + d16(u, v)B2(u)D2(v)

+ d17(u, v)B2(u)D3(v), (B.8)

D1(u)B2(v) = b11(u, v)B2(v)D1(u) + b12(u, v)B2(u)D1(v) + b13(u, v)B2(u)D2(v)

+ b14(u, v)B2(u)D3(v) + b15(u, v)B1(u)B1(v) + b16(u, v)B1(u)B3(v),

(B.9)

D2(u)B2(v) = b21(u, v)B2(v)D2(u) + b22(u, v)B2(u)D1(v) + b23(u, v)B2(u)D2(v)

+ b24(u, v)B2(u)D3(v) + b25(u, v)B1(u)B1(v) + b26(u, v)B1(u)B3(v)

+ b27(u, v)B3(u)B1(v) + b28(u, v)B3(u)B3(v) + b29(u, v)B2(v)D1(u),

(B.10)

D3(u)B2(v) = b31(u, v)B2(u)D3(v) + b32(u, v)B2(u)D1(v) + b33(u, v)B2(u)D2(v)

+ b34(u, v)B2(v)D3(u) + b35(u, v)B1(u)B1(v) + b36(u, v)B1(u)B3(v)

+ b37(u, v)B3(u)B1(v) + b38(u, v)B3(u)B3(v) + b39(u, v)B2(v)D1(u)

+ b310(u, v)B2(v)D2(u), (B.11)

C1(u)B2(v) = Y11(u, v)B2(v)C1(u) + Y12(u, v)B2(v)C3(u) + Y13(u, v)B2(u)C1(v)

+ Y14(u, v)B2(u)C3(v) + Y15(u, v)B1(v)D1(u) + Y16(u, v)B1(v)D2(u)

+ Y17(u, v)B3(v)D1(u) + Y18(u, v)B3(v)D2(u) + Y19(u, v)B1(u)D1(v)

+ Y110(u, v)B1(u)D2(v) + Y111(u, v)B1(u)D3(v) + Y112(u, v)B3(u)D1(v)

+ Y113(u, v)B3(u)D2(v) + Y114(u, v)B3(u)D3(v), (B.12)
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C2(u)B2(v) = c31(u, v)D2(u)D3(v) + c32(u, v)B2(u)C2(v) + c33(u, v)D3(u)D3(v)

+ c34(u, v)D2(u)D2(v) + c35(u, v)B3(u)C1(v) + c36(u, v)D2(v)D3(u)

+ c37(u, v)D1(u)D2(v) + c38(u, v)D1(v)D3(u) + c39(u, v)D1(v)D2(u)

+ c310(u, v)B3(v)C1(u) + c311(u, v)B1(u)C1(v) + c312(u, v)D3(u)D1(v)

+ c313(u, v)D3(v)D1(u) + c314(u, v)D2(v)D2(u) + c315(u, v)D3(u)D2(v)

+ c316(u, v)D1(u)D3(v) + c317(u, v)B2(v)C2(u) + c318(u, v)D1(v)D1(u)

+ c319(u, v)D1(u)D1(v) + c320(u, v)D2(u)D1(v) + c321(u, v)B3(v)C3(u)

+ c322(u, v)B1(v)C1(u) + c323(u, v)D2(v)D1(u) + c324(u, v)B1(v)C3(u)

+ c325(u, v)B3(u)C3(v), (B.13)

C3(u)B2(v) = Y21(u, v)B2(v)C3(u) + Y22(u, v)B2(v)C1(u) + Y23(u, v)B2(u)C1(v)

+ Y24(u, v)B2(u)C3(v) + Y25(u, v)B1(v)D1(u) + Y26(u, v)B1(v)D2(u)

+ Y27(u, v)B1(v)D3(u) + Y28(u, v)B3(v)D1(u) + Y29(u, v)B3(v)D2(u)

+ Y210(u, v)B3(v)D3(u) + Y211(u, v)B1(u)D1(v) + Y212(u, v)B1(u)D2(v)

+ Y213(u, v)B1(u)D3(v) + Y214(u, v)B3(u)D1(v) + Y215(u, v)B3(u)D2(v)

+ Y216(u, v)B3(u)D3(v), (B.14)

D1(u)B3(v) = x11(u, v)B3(v)D1(u) + x12(u, v)B1(v)D1(u) + x13(u, v)B1(u)D1(v)

+ x14(u, v)B1(u)D2(v) + x15(u, v)B1(u)D3(v) + x16(u, v)B2(u)C1(v)

+ x17(u, v)B2(u)C3(v) + x18(u, v)B2(v)C1(u), (B.15)

D2(u)B3(v) = x21(u, v)B3(v)D2(u) + x22(u, v)B1(v)D2(u) + x23(u, v)B1(u)D1(v)

+ x24(u, v)B1(u)D2(v) + x25(u, v)B1(u)D3(v) + x26(u, v)B3(u)D1(v)

+ x27(u, v)B3(u)D2(v) + x28(u, v)B3(u)D3(v) + x29(u, v)B2(u)C1(v)

+ x210(u, v)B2(u)C3(v) + x211(u, v)B2(v)C1(u) + x212(u, v)B2(v)C3(u),

(B.16)
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D3(u)B3(v) = x31(u, v)B3(v)D3(u) + x32(u, v)B1(v)D3(u) + x33(u, v)B1(u)D1(v)

+ x34(u, v)B1(u)D2(v) + x35(u, v)B1(u)D3(v) + x36(u, v)B3(u)D1(v)

+ x37(u, v)B3(u)D2(v) + x38(u, v)B3(u)D3(v) + x39(u, v)B2(u)C1(v)

+ x310(u, v)B2(u)C3(v) + x311(u, v)B2(v)C1(u) + x312(u, v)B2(v)C3(u)

+ x313(u, v)B1(v)D1(u) + x314(u, v)B3(v)D1(u), (B.17)

B2(u)B1(v) = e11(u, v)B1(v)B2(u) + e12(u, v)B2(v)B1(u) + e13(u, v)B2(v)B3(u),

(B.18)

B1(u)B2(v) = e21(u, v)B2(v)B1(u) + e22(u, v)B2(v)B3(u) + e23(u, v)B1(v)B2(u)

+ e24(u, v)B3(v)B2(u), (B.19)

B2(u)B3(v) = e31(u, v)B3(v)B2(u) + e32(u, v)B1(v)B2(u) + e33(u, v)B2(v)B1(u)

+ e34(u, v)B2(v)B3(u), (B.20)

C1(u)B3(v) = C21(u, v)B1(v)C1(u) + C22(u, v)B3(v)C1(u) + C23(u, v)B3(u)C1(v)

+ C24(u, v)B3(u)C3(v) + C25(u, v)B2(v)C2(u) + C26(u, v)D1(v)D1(u)

+ C27(u, v)D2(v)D1(u) + C28(u, v)D3(v)D1(u) + C29(u, v)D1(u)D1(v)

+ C210(u, v)D2(u)D1(v) + C211(u, v)D1(u)D2(v) + C212(u, v)D2(u)D2(v)

+ C213(u, v)D1(u)D3(v) + C214(u, v)D2(u)D3(v), (B.21)

C3(u)B3(v) = c41(u, v)D1(v)D2(u) + c42(u, v)D1(u)D2(v) + c43(u, v)D2(u)D1(v)

+ c44(u, v)B1(u)C1(v) + c45(u, v)D2(v)D3(u) + c46(u, v)B3(v)C1(u)

+ c47(u, v)B2(v)C2(u) + c48(u, v)D3(u)D1(v) + c49(u, v)D2(v)D1(u)

+ c410(u, v)D3(u)D2(v) + c411(u, v)B1(v)C3(u) + c412(u, v)D2(v)D2(u)

+ c413(u, v)B1(v)C1(u) + c414(u, v)D1(u)D3(v) + c415(u, v)D1(v)D3(u)

+ c416(u, v)D2(u)D2(v) + c417(u, v)D1(v)D1(u) + c418(u, v)D1(u)D1(v)

+ c419(u, v)B2(u)C2(v) + c420(u, v)D3(v)D1(u) + c421(u, v)B3(u)C3(v)

+ c422(u, v)B3(v)C3(u) + c423(u, v)B3(u)C1(v) + c424(u, v)D3(u)D3(v)

+ c425(u, v)D2(u)D3(v), (B.22)
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B3(u)B1(v) = d21(u, v)B1(v)B3(u) + d22(u, v)B1(v)B1(u) + d23(u, v)B2(v)D1(u)

+ d24(u, v)B2(v)D2(u) + d25(u, v)B2(v)D3(u) + d26(u, v)B2(u)D1(v)

+ d27(u, v)B2(u)D2(v), (B.23)

B3(u)B3(v) = f01(u, v)B3(v)B3(u) + f02(u, v)B1(u)B1(v) + f03(u, v)B1(u)B3(v)

+ f04(u, v)B3(u)B1(v) + f05(u, v)B2(u)D1(v) + f06(u, v)B2(v)D1(u)

+ f07(u, v)B2(u)D2(v) + f08(u, v)B2(v)D2(u) + f09(u, v)B2(u)D3(v)

+ f010(u, v)B2(v)D3(u). (B.24)

Aqui escrevemos explicitamente apenas as amplitudes que aparecem na solução

final. Para o modelo de ZF temos,

a11(u, v) =
sinh(u+ v) sinh(u− v − η)

sinh(u− v) sinh(u+ v + η)
, (B.25)

a21(u, v) =
sinh(u+ v) sinh(u− v − η) sinh

(
u− v + η

2

)
sinh

(
u+ v + 3η

2

)
sinh(u− v) sinh

(
u− v − η

2

)
sinh

(
u+ v + η

2

)
sinh(u+ v + η)

, (B.26)

a31(u, v) =
sinh

(
u− v + η

2

)
sinh

(
u+ v + 3η

2

)
sinh

(
u− v − η

2

)
sinh

(
u+ v + η

2

) , (B.27)

e01(u, v) =
sinh(u− v − η) sinh

(
u− v + η

2

)
sinh

(
u− v − η

2

)
sinh(u− v + η)

, (B.28)

e04(u, v) =
sinh(2v) sinh (η)

sinh
(
u− v − η

2

)
sinh (2v + η)

, e05(u, v) = − sinh (η)

sinh
(
u+ v + η

2

) , (B.29)

e, para a solução IK solution, temos,

a11(u, v) =
sinh(u+ v) sinh(u− v − η)

sinh(u− v) sinh(u+ v + η)
, (B.30)

a21(u, v) =
sinh(u− v + η) sinh(u+ v + 2η) cosh

(
u− v − η

2

)
cosh

(
u+ v + η

2

)
sinh(u− v) sinh(u+ v + η) cosh

(
u− v + η

2

)
cosh

(
u+ v + 3η

2

) ,

(B.31)

a31(u, v) =
cosh

(
u− v + 3η

2

)
cosh

(
u+ v + 5η

2

)
cosh

(
u− v + η

2

)
cosh

(
u+ v + 3η

2

) , (B.32)

e01(u, v) =
cosh

(
u− v − η

2

)
cosh

(
u− v + η

2

) , (B.33)

e04(u, v) =
eη sinh(2v) sinh(η)

cosh
(
u− v + η

2

)
sinh(2v + η)

, e05(u, v) = − eη sinh(η)

cosh
(
u+ v + 3η

2

) . (B.34)



48

C Coeficientes da expansão off-shell para o modelo

de dezenove vértices

As funções que definem a equação (3.35) são dadas por,

Λn(u, u1, . . . , un) =
3∑

α=1

ωα(u)∆α(u)
n∏
j=1

aα1(u, uj), (C.1)

F (n)
j (u, u1, . . . , un)

=

{
n∏

p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
2∑

α=1

∆α(uj)Q
F
α (u, uj)

n∏
m=1,m 6=j

aα1(uj, um)

}
,

(C.2)

G(n)
j (u, u1, . . . , un)

=

{
n∏

p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
2∑

α=1

∆α(uj)Q
G
α(u, uj)

n∏
m=1,m 6=j

aα1(uj, um)

}
,

(C.3)

e

H(n)
jk (u, u1, . . . , un) =

{
n∏

p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
n∏

q=1,q<k,q 6=j

Ω(uk, uq)

}

×


2∑

α,β=1

∆α(uj)∆β(uk)Q
H
αβ(u, uj, uk)

n∏
m=1
m 6=j,k

aα1(uj, um)aβ1(uk, um)


(C.4)

com as funções auxiliares Q dadas por,

QF1 (u, uj) =
3∑
q=1

ωq(u)aq2(u, uj), QF2 (u, uj) =
3∑
q=1

ωq(u)aq3(u, uj), (C.5)

QG1 (u, uj) =
3∑
q=2

ωq(u)aq4(u, uj), QG2 (u, uj) =
3∑
q=2

ωq(u)aq5(u, uj), (C.6)
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QH11(u, uj, uk) = ω1(u) {a11(u, uj)a12(u, uk)e03(uj, u) + a14(u, uj) [c16(uj, uk)

+ c18(uj, uk)] + a15(u, uj) [c26(uj, uk) + c29(uj, uk)]

− b12(u, uj)e04(uj, uk)}

+ ω2(u) {a21(u, uj) [a22(u, uk)e03(uj, u) + a24(u, uk)d13(uj, u)]

+ a26(u, uj) [c16(uj, uk) + c18(uj, uk)] + a27(u, uj) [c26(uj, uk)

+ c29(uj, uk)]− b22(u, uj)e04(uj, uk) }

+ ω3(u) {a31(u, uj) [a32(u, uk)e03(uj, u) + a34(u, uk)d13(uj, u)]

+ a36(u, uj) [c16(uj, uk) + c18(uj, uk)] + a37(u, uj) [c26(uj, uk)

+ c29(uj, uk)]− b32(u, uj)e04(uj, uk)} , (C.7)

QH12(u, uj, uk) = ω1(u) {a11(u, uj)a13(u, uk)e03(uj, u) + a14(u, uj)c19(uj, uk)

+ a15(u, uj)c210(uj, uk)− b12(u, uj)e05(uj, uk)}

+ ω2(u) {a21(u, uj) [a23(u, uk)e03(uj, u) + a25(u, uk)d13(uj, u)]

+ a26(u, uj)c19(uj, uk) + a27(u, uj)c210(uj, uk)− b22(u, uj)e05(uj, uk)}

+ ω3(u) {a31(u, uj) [a33(u, uk)e03(uj, u) + a35(u, uk)d13(uj, u)]

+ a36(u, uj)c19(uj, uk) + a37(u, uj)c210(uj, uk)− b32(u, uj)e05(uj, uk)} ,

(C.8)

QH21(u, uj, uk) = ω1(u) {a11(u, uj)a12(u, uk)e02(uj, u)+ a14(u, uj) [c17(uj, uk)

+ c110(uj, uk)] + a15(u, uj) [c27(uj, uk) + c211(uj, uk)]

− b13(u, uj)e04(uj, uk)}

+ ω2(u) {a21(u, uj) [a22(u, uk)e02(uj, u) + a24(u, uk)d14(uj, u)]

+ a26(u, uj) [c17(uj, uk) + c110(uj, uk)] + a27(u, uj) [c27(uj, uk)

+ c211(uj, uk)]− b23(u, uj)e04(uj, uk)}

+ ω3(u) {a31(u, uj) [a32(u, uk)e02(uj, u) + a34(u, uk)d14(uj, u)]

+ a36(u, uj) [c17(uj, uk) + c110(uj, uk)] + a37(u, uj) [c27(uj, uk)

+ c211(uj, uk)]− b33(u, uj)e04(uj, uk)} , (C.9)
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QH22(u, uj, uk) = ω1(u) {a11(u, uj)a13(u, uk)e02(uj, u) + a14(u, uj)c111(uj, uk)

+ a15(u, uj)c212(uj, uk)− b13(u, uj)e05(uj, uk)}

+ ω2(u) {a21(u, uj) [a23(u, uk)e02(uj, u) + a25(u, uk)d14(uj, u)]

+ a26(u, uj)c111(uj, uk) + a27(u, uj)c212(uj, uk)− b23(u, uj)e05(uj, uk)}

+ ω3(u) {a31(u, uj) [a33(u, uk)e02(uj, u) + a35(u, uk)d14(uj, u)]

+ a36(u, uj)c111(uj, uk) + a37(u, uj)c212(uj, uk)− b33(u, uj)e05(uj, uk)} .

(C.10)

Para a expansão (3.36) temos,

T (n)
j (u, u1, . . . , un) =

{
n∏

p=1,p<j

Ω(uj, up)

}

×


3∑

α=1

2∑
β=1

∆α(u)∆β(uj)Q
T
αβ(u, uj)

n∏
m=1
m 6=j

aα1(u, um)aβ1(uj, um)

 ,

(C.11)

U (n)
jk (u, u1, . . . , un) =

{
n∏

p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
n∏

q=1,q<k,q 6=j

Ω(uk, uq)

}

×


3∑

α=1

2∑
β=1
γ=1

∆α(u)∆β(uj)∆γ(uk)Q
U
αβγ(u, uj, uk)

n∏
m=1
m 6=j,k

aα1(u, um)aβ1(uj, um)aγ1(uk, um)


(C.12)

V(n)
jk (u, u1, . . . , un) =

{
n∏

p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
n∏

q=1,q<k,q 6=j

Ω(uk, uq)

}

×


2∑

α,β=1

∆α(uj)∆β(uk)Q
V
αβ(u, uj, uk)

n∏
m=1
m6=j,k

aα1(uj, um)aβ1(uk, um)


(C.13)

W(n)
jk (u, u1, . . . , un) =

{
n∏

p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
n∏

q=1,q<k,q 6=j

Ω(uk, uq)

}

×


2∑

α,β=1

∆α(uj)∆β(uk)Q
W
αβ(u, uj, uk)

n∏
m=1
m6=j,k

aα1(uj, um)aβ1(uk, um)


(C.14)



51

X (n)
jk` (u, u1, . . . , un) ={

n∏
p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
n∏

q=1,q<k,q 6=j

Ω(uk, uq)

}{
n∏

r=1,r<`,r 6=j,k

Ω(u`, ur)

}

×

{
2∑

α,β,γ=1

∆α(uj)∆β(uk)∆γ(u`)Q
X
αβγ(u, uj, uk, u`)×

n∏
m=1,m6=j,k,`

aα1(uj, um)aβ1(uk, um)aγ1(u`, um)

}
,

(C.15)

Y(n)
jk`(u, u1, . . . , un) ={

n∏
p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
n∏

q=1,q<k,q 6=j

Ω(uk, uq)

}{
n∏

r=1,r<`,r 6=j,k

Ω(u`, ur)

}

×

{
2∑

α,β,γ=1

∆α(uj)∆β(uk)∆γ(u`)Q
Y
αβγ(u, uj, uk, u`)×

n∏
m=1,m6=j,k,`

aα1(uj, um)aβ1(uk, um)aγ1(u`, um)

}
,

(C.16)

Z(n)
jk`(u, u1, . . . , un) ={

n∏
p=1,p<j

Ω(uj, up)

}{
n∏

q=1,q<k,q 6=j

Ω(uk, uq)

}{
n∏

r=1,r<`,r 6=j,k

Ω(u`, ur)

}

×

{
2∑

α,β,γ=1

∆α(uj)∆β(uk)∆γ(u`)Q
Z
αβγ(u, uj, uk, u`)×

n∏
m=1,m6=j,k,`

aα1(uj, um)aβ1(uk, um)aγ1(u`, um)

}
.

(C.17)

Temos,

QT11(u, uj) = k+
12(u)[c16(u, uj) + c18(u, uj)] + k+

23(u)[c26(u, uj) + c29(u, uj)], (C.18)

QT12(u, uj) = k+
12(u)c19(u, uj) + k+

23(u)c210(u, uj), (C.19)

QT21(u, uj) = k+
12(u)[c110(u, uj) + c17(u, uj)] + k+

23(u)[c211(u, uj) + c27(u, uj)], (C.20)

QT22(u, uj) = k+
12(u)c111(u, uj) + k+

23(u)c212(u, uj), (C.21)
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QT31(u, uj) = k+
23(u)[c213(u, uj) + c28(u, uj)], QT32(u, uj) = k+

23(u)c214(u, uj), (C.22)

QU111(u, uj, uk) =

k+
13(u) [y15 (u, uj) (c16 (u, uk) + c18 (u, uk)) + y19 (u, uj) (c16 (uj, uk) + c18 (uj, uk))

+ y112 (u, uj) (c26 (uj, uk) + c29 (uj, uk)) + y17 (u, uj) (c26 (u, uk) + c29 (u, uk))

− e04 (uj, uk) (c318 (u, uj) + c319 (u, uj))] , (C.23)

QU112(u, uj, uk) = k+
13(u) [c19 (u, uk) y15 (u, uj) + y19 (u, uj) c19 (uj, uk)

+ y112 (u, uj) c210 (uj, uk) + c210 (u, uk) y17 (u, uj)

− e05 (uj, uk) (c318 (u, uj) + c319 (u, uj))] , (C.24)

QU121(u, uj, uk) =

k+
13(u) [y19 (u, uj) (c110 (uj, uk) + c17 (uj, uk)) + y16 (u, uj) (c16 (u, uk) + c18 (u, uk))

+ y112 (u, uj) (c211 (uj, uk) + c27 (uj, uk)) + y18 (u, uj) (c26 (u, uk) + c29 (u, uk))

− e04 (uj, uk) (c323 (u, uj) + c37 (u, uj))] , (C.25)

QU122(u, uj, uk) = k+
13(u) [y19 (u, uj) c111 (uj, uk) + c19 (u, uk) y16 (u, uj)

+ c210 (u, uk) y18 (u, uj) + y112 (u, uj) c212 (uj, uk)

− e05 (uj, uk) (c323 (u, uj) + c37 (u, uj))] , (C.26)

QU211(u, uj, uk) =

k+
13(u) [y15 (u, uj) (c110 (u, uk) + c17 (u, uk)) + y110 (u, uj) (c16 (uj, uk) + c18 (uj, uk))

+ y17 (u, uj) (c211 (u, uk) + c27 (u, uk)) + y113 (u, uj) (c26 (uj, uk) + c29 (uj, uk))

− e04 (uj, uk) (c320 (u, uj) + c39 (u, uj))] , (C.27)

QU212(u, uj, uk) = k+
13(u) [c111 (u, uk) y15 (u, uj) + y110 (u, uj) c19 (uj, uk)

+ y113 (u, uj) c210 (uj, uk) + c212 (u, uk) y17 (u, uj)

− e05 (uj, uk) (c320 (u, uj) + c39 (u, uj))] , (C.28)

QU221(u, uj, uk) =

k+
13(u) [y110 (u, uj) (c110 (uj, uk) + c17 (uj, uk)) + y16 (u, uj) (c110 (u, uk) + c17 (u, uk))

+ y113 (u, uj) (c211 (uj, uk) + c27 (uj, uk)) + y18 (u, uj) (c211 (u, uk) + c27 (u, uk))

− e04 (uj, uk) (c314 (u, uj) + c34 (u, uj))] , (C.29)
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QU222(u, uj, uk) = k+
13(u) [y110 (u, uj) c111 (uj, uk) + c111 (u, uk) y16 (u, uj)

+ y113 (u, uj) c212 (uj, uk) + c212 (u, uk) y18 (u, uj)

− e05 (uj, uk) (c314 (u, uj) + c34 (u, uj))] , (C.30)

QU311(u, uj, uk) =

k+
13(u) [y111 (u, uj) (c16 (uj, uk) + c18 (uj, uk)) + y17 (u, uj) (c213 (u, uk) + c28 (u, uk))

+ y114 (u, uj) (c26 (uj, uk) + c29 (uj, uk))− e04 (uj, uk) (c312 (u, uj) + c38 (u, uj))] ,

(C.31)

QU312(u, uj, uk) = k+
13(u) [y111 (u, uj) c19 (uj, uk) + y114 (u, uj) c210 (uj, uk)

+ c214 (u, uk) y17 (u, uj)− e05 (uj, uk) (c312 (u, uj) + c38 (u, uj))] , (C.32)

QU321(u, uj, uk) = k+
13(u) [y111 (u, uj) (c110 (uj, uk) + c17 (uj, uk))

+ y114 (u, uj) (c211 (uj, uk) + c27 (uj, uk)) + y18 (u, uj) (c213 (u, uk) + c28 (u, uk))

− e04 (uj, uk) (c315 (u, uj) + c36 (u, uj))] , (C.33)

QU322(u, uj, uk) = k+
13(u) [y111 (u, uj) c111 (uj, uk) + y114 (u, uj) c212 (uj, uk)

+ c214 (u, uk) y18 (u, uj)− e05 (uj, uk) (c315 (u, uj) + c36 (u, uj))] , (C.34)
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QV11(u, uj, uk) = k+
23(u)

× [a11 (uj, uk) (a12 (u, uk) c29 (u, uj) + a22 (u, uk) c211 (u, uj) + a32 (u, uk) c213 (u, uj))

+ a11 (uj, u) (a12 (u, uk) c26 (u, uj) + a22 (u, uk) c27 (u, uj) + a32 (u, uk) c28 (u, uj))

+ a12 (uj, uk) (a22 (u, uj) c211 (u, uj) + a32 (u, uj) c213 (u, uj))

+ a12 (u, uj) (c29 (u, uj) a12 (uj, uk) + c210 (u, uj) a22 (uj, uk))

+ c214 (u, uj) (a32 (u, uj) a22 (uj, uk) + x33 (u, uj) a24 (uj, uk))

+ a22 (u, uj) c212 (u, uj) a22 (uj, uk)

+ x12 (uj, u) (a24 (u, uk) c27 (u, uj) + a34 (u, uk) c28 (u, uj))

+ a24 (uj, uk) (c210 (u, uj)x13 (u, uj) + c212 (u, uj)x23 (u, uj))

+ c23 (u, uj) (c26 (uj, uk) + c29 (uj, uk))− Y211 (u, uj) e04 (uj, uk)]

+ k+
12(u) [a11 (uj, uk) (a12 (u, uk) c18 (u, uj) + a22 (u, uk) c110 (u, uj))

+ a11 (uj, u) a12 (u, uk) c16 (u, uj)

+ c17 (u, uj) (a11 (uj, u) a22 (u, uk) + a24 (u, uk)x12 (uj, u))

+ c19 (u, uj) (a12 (u, uj) a22 (uj, uk) + x13 (u, uj) a24 (uj, uk))

+ a12 (uj, uk) (a12 (u, uj) c18 (u, uj) + a22 (u, uj) c110 (u, uj))

+ a22 (u, uj) c111 (u, uj) a22 (uj, uk) + c111 (u, uj)x23 (u, uj) a24 (uj, uk)

+ c13 (u, uj) (c26 (uj, uk) + c29 (uj, uk))− Y19 (u, uj) e04 (uj, uk)] , (C.35)
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QV12(u, uj, uk) = k+
23(u)

× [a11 (uj, uk) (a13 (u, uk) c29 (u, uj) + a23 (u, uk) c211 (u, uj) + a33 (u, uk) c213 (u, uj))

+ a11 (uj, u) (a13 (u, uk) c26 (u, uj) + a23 (u, uk) c27 (u, uj) + a33 (u, uk) c28 (u, uj))

+ a12 (u, uj) (c29 (u, uj) a13 (uj, uk) + c210 (u, uj) a23 (uj, uk))

+ a13 (uj, uk) (a22 (u, uj) c211 (u, uj) + a32 (u, uj) c213 (u, uj))

+ a22 (u, uj) c212 (u, uj) a23 (uj, uk)

+ c214 (u, uj) (a32 (u, uj) a23 (uj, uk) + x33 (u, uj) a25 (uj, uk))

+ x12 (uj, u) (a25 (u, uk) c27 (u, uj) + a35 (u, uk) c28 (u, uj))

+ a25 (uj, uk) (c210 (u, uj)x13 (u, uj) + c212 (u, uj)x23 (u, uj)) + c23 (u, uj) c210 (uj, uk)

− Y211 (u, uj) e05 (uj, uk)]

+ k+
12(u) [a11 (uj, uk) (a13 (u, uk) c18 (u, uj) + a23 (u, uk) c110 (u, uj))

+ a11 (uj, u) a13 (u, uk) c16 (u, uj)

+ c17 (u, uj) (a11 (uj, u) a23 (u, uk) + a25 (u, uk)x12 (uj, u))

+ a13 (uj, uk) (a12 (u, uj) c18 (u, uj) + a22 (u, uj) c110 (u, uj))

+ c19 (u, uj) (a12 (u, uj) a23 (uj, uk) + x13 (u, uj) a25 (uj, uk))

+ a22 (u, uj) c111 (u, uj) a23 (uj, uk) + c111 (u, uj)x23 (u, uj) a25 (uj, uk)

+ c13 (u, uj) c210 (uj, uk)− Y19 (u, uj) e05 (uj, uk)] , (C.36)
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QV21(u, uj, uk) = k+
23(u)

× [a13 (u, uj) (c29 (u, uj) a12 (uj, uk) + c210 (u, uj) a22 (uj, uk))

+ a12 (u, uk) c210 (u, uj) a21 (uj, uk)

+ a12 (uj, uk) (a23 (u, uj) c211 (u, uj) + a33 (u, uj) c213 (u, uj))

+ a21 (uj, uk) (a22 (u, uk) c212 (u, uj) + a32 (u, uk) c214 (u, uj))

+ a23 (u, uj) c212 (u, uj) a22 (uj, uk) + a33 (u, uj) c214 (u, uj) a22 (uj, uk)

+ c210 (u, uj)x14 (u, uj) a24 (uj, uk) + c212 (u, uj)x24 (u, uj) a24 (uj, uk)

+ c214 (u, uj)x34 (u, uj) a24 (uj, uk) + c23 (u, uj) (c211 (uj, uk) + c27 (uj, uk))

− Y212 (u, uj) e04 (uj, uk)]

+ k+
12(u) [a12 (uj, uk) (a13 (u, uj) c18 (u, uj) + a23 (u, uj) c110 (u, uj))

+ a21 (uj, uk) (a12 (u, uk) c19 (u, uj) + a22 (u, uk) c111 (u, uj))

+ a22 (uj, uk) (a13 (u, uj) c19 (u, uj) + a23 (u, uj) c111 (u, uj))

+ a24 (uj, uk) (c111 (u, uj)x24 (u, uj) + c19 (u, uj)x14 (u, uj))

+ c13 (u, uj) (c211 (uj, uk) + c27 (uj, uk))− Y110 (u, uj) e04 (uj, uk)] , (C.37)

QV22(u, uj, uk) = k+
23(u)

× (+a13 (uj, uk) (a23 (u, uj) c211 (u, uj) + a33 (u, uj) c213 (u, uj))

+ a13 (u, uk) c210 (u, uj) a21 (uj, uk)

+ a13 (u, uj) (c29 (u, uj) a13 (uj, uk) + c210 (u, uj) a23 (uj, uk))

+ a23 (u, uk) c212 (u, uj) a21 (uj, uk) + a33 (u, uk) c214 (u, uj) a21 (uj, uk)

+ a33 (u, uj) c214 (u, uj) a23 (uj, uk) + a23 (u, uj) c212 (u, uj) a23 (uj, uk)

+ c210 (u, uj)x14 (u, uj) a25 (uj, uk) + c212 (u, uj)x24 (u, uj) a25 (uj, uk)

+ c214 (u, uj)x34 (u, uj) a25 (uj, uk) + c23 (u, uj) c212 (uj, uk)− Y212 (u, uj) e05 (uj, uk))

+ k+
12(u) [a21 (uj, uk) (a13 (u, uk) c19 (u, uj) + a23 (u, uk) c111 (u, uj))

+ c19 (u, uj) (a13 (u, uj) a23 (uj, uk) + x14 (u, uj) a25 (uj, uk))

+ a13 (uj, uk) (a13 (u, uj) c18 (u, uj) + a23 (u, uj) c110 (u, uj))

+ a23 (u, uj) c111 (u, uj) a23 (uj, uk) + c111 (u, uj)x24 (u, uj) a25 (uj, uk)

+ c13 (u, uj) c212 (uj, uk)− Y110 (u, uj) e05 (uj, uk)] , (C.38)
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QW11(u, uj, uk) = k+
23(u)

× [a11 (uj, uk) (a24 (u, uk) c211 (u, uj) + a34 (u, uk) c213 (u, uj))

+ a12 (uj, uk) (a24 (u, uj) c211 (u, uj) + a34 (u, uj) c213 (u, uj))

+ a22 (uj, uk) (a24 (u, uj) c212 (u, uj) + a34 (u, uj) c214 (u, uj))

+ x11 (uj, u) (a24 (u, uk) c27 (u, uj) + a34 (u, uk) c28 (u, uj))

+ a24 (uj, uk) (c212 (u, uj)x26 (u, uj) + c214 (u, uj)x36 (u, uj))

+ c24 (u, uj) (c26 (uj, uk) + c29 (uj, uk))− Y214 (u, uj) e04 (uj, uk)]

+ k+
12(u) [a24 (u, uk) (c110 (u, uj) a11 (uj, uk) + c17 (u, uj)x11 (uj, u))

+ a24 (u, uj) c110 (u, uj) a12 (uj, uk)

+ c111 (u, uj) (a24 (u, uj) a22 (uj, uk) + x26 (u, uj) a24 (uj, uk))

+ c14 (u, uj) (c26 (uj, uk) + c29 (uj, uk))− Y112 (u, uj) e04 (uj, uk)] , (C.39)

QW12(u, uj, uk) = k+
23(u)

× (a11 (uj, uk) (a25 (u, uk) c211 (u, uj) + a35 (u, uk) c213 (u, uj))

+ a13 (uj, uk) (a24 (u, uj) c211 (u, uj) + a34 (u, uj) c213 (u, uj))

+ a23 (uj, uk) (a24 (u, uj) c212 (u, uj) + a34 (u, uj) c214 (u, uj))

+ x11 (uj, u) (a25 (u, uk) c27 (u, uj) + a35 (u, uk) c28 (u, uj))

+ a25 (uj, uk) (c212 (u, uj)x26 (u, uj) + c214 (u, uj)x36 (u, uj))

+ c24 (u, uj) c210 (uj, uk)− Y214 (u, uj) e05 (uj, uk))

+ k+
12(u) [a25 (u, uk) (c110 (u, uj) a11 (uj, uk) + c17 (u, uj)x11 (uj, u))

+ a24 (u, uj) c110 (u, uj) a13 (uj, uk)

+ c111 (u, uj) (a24 (u, uj) a23 (uj, uk) + x26 (u, uj) a25 (uj, uk))

+ c14 (u, uj) c210 (uj, uk)− Y112 (u, uj) e05 (uj, uk)] , (C.40)
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QW21(u, uj, uk) = k+
23(u)

× [a12 (uj, uk) (a25 (u, uj) c211 (u, uj) + a35 (u, uj) c213 (u, uj))

+ a21 (uj, uk) (a24 (u, uk) c212 (u, uj) + a34 (u, uk) c214 (u, uj))

+ a22 (uj, uk) (a25 (u, uj) c212 (u, uj) + a35 (u, uj) c214 (u, uj))

+ a24 (uj, uk) (c212 (u, uj)x27 (u, uj) + c214 (u, uj)x37 (u, uj))

+ c24 (u, uj) (c211 (uj, uk) + c27 (uj, uk))− Y215 (u, uj) e04 (uj, uk)]

+ k+
12(u) [a25 (u, uj) c110 (u, uj) a12 (uj, uk)

+ c111 (u, uj) (a24 (u, uk) a21 (uj, uk) + a25 (u, uj) a22 (uj, uk) + x27 (u, uj) a24 (uj, uk))

+ c14 (u, uj) (c211 (uj, uk) + c27 (uj, uk))− Y113 (u, uj) e04 (uj, uk)] , (C.41)

QW22(u, uj, uk) = k+
23(u)

× [a13 (uj, uk) (a25 (u, uj) c211 (u, uj) + a35 (u, uj) c213 (u, uj))

+ a25 (u, uk) c212 (u, uj) a21 (uj, uk) + a35 (u, uk) c214 (u, uj) a21 (uj, uk)

+ a23 (uj, uk) (a25 (u, uj) c212 (u, uj) + a35 (u, uj) c214 (u, uj))

+ c212 (u, uj)x27 (u, uj) a25 (uj, uk) + c214 (u, uj)x37 (u, uj) a25 (uj, uk)

+ c24 (u, uj) c212 (uj, uk)− Y215 (u, uj) e05 (uj, uk)]

+ k+
12(u) [a25 (u, uj) c110 (u, uj) a13 (uj, uk)

+ c111 (u, uj) (a25 (u, uk) a21 (uj, uk) + a25 (u, uj) a23 (uj, uk) + x27 (u, uj) a25 (uj, uk))

+ c14 (u, uj) c212 (uj, uk)− Y113 (u, uj) e05 (uj, uk)] . (C.42)

Não apresentaremos as expressões expĺıcitas dos polinômios QX ,Y,Zjk` uma vez que

eles não são necessários na determinação dos coeficientes g e tem expressões muito

grandes. Uma análise adicional e mais sistemática das relações de comutação pode

permitir e escrita de tais funções em uma forma mais tratável.
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