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Resumo

Neste trabalho estudamos modelos de vértices com fronteiras nao-diagonais, caracte-
rizadas por matrizes de reflexao com estrutura triangular. Por meio de uma extensao
do ansatz de Bethe algébrico usual, construimos estados de Bethe generalizados e os
respectivos autovalores para duas classes de modelos: seis e dezenove vértices. Como

usual, em ambos os casos a solucao exata é dada em termos das equacoes de Bethe.

Palavras-chave: Ansatz de Bethe Algébrico; Modelos de Vértices; Fronteiras Abertas



Abstract

In this work we study vertex models with non-diagonal boundaries, characterized by
reflection matrices with an upper triangular form. By means of an extension of the
algebraic Bethe ansatz, we construct generalized Bethe states as well as the respective
eigenvalues for two classes of models: six and nineteen vertex models. As usual, in

both cases the exact solution is given in terms of the Bethe equations.

Keywords: Algebraic Bethe Ansatz; Vertex Models; Open boundary
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1 Introducao

A busca por solugoes exatas em problemas de fisica tedrica tem despertado muito
interesse nas tltimas décadas. De fato, encontramos muitas aplicacoes dos modelos
exatamente soliveis em varias areas da Fisica, incluindo por exemplo o estudo de
conexdes com teoria de campos conforme [1], fisica da matéria condensada [2] e aspec-
tos integraveis da chamada correspondéncia AdS/CFT [3]. Nesses sistemas, em que
métodos perturbativos em geral falham, métodos exatos tem um papel fundamental.
Convem ainda destacar que, recentemente, realizagoes experimentais de sistemas de
baixa dimensionalidade tem sido alcangadas, consultar por exemplo a referéncia [4].

A primeira solugao de um sistema de muitos corpos interagindo nao-trivialmente foi
dada por Hans Bethe no inicio da década de 30 [5] *. Bethe, usando o que hoje deno-
minamos ansatz de Bethe em sua forma coordenada (CBA, coordinate Bethe ansatz),
foi capaz de exibir uma solucao exata do chamado magneto de Heisenberg, e marcou
o inicio de uma nova area da fisica-matematica. De fato, as sutilezas da solucao de
Bethe levaram posteriormente a uma definicao de integrabilidade quantica.

De fato, a intrigante possibilidade de se resolver exatamente a cadeia de spin de
Heisenberg foi explicada nos trabalhos seminais de Baxter no contexto da mecancia
estatistica [7,8].

O objeto central considerado por Baxter é a chamada matriz de transferéncia, que
surgiu como uma ferramenta matematica para o calculo da funcao de particao de um
modelo de vértices em uma rede quadrada. A definicdo da matriz de transferéncia se
dé& por meio do produto das chamadas matrizes R, cujas entradas sao, por exemplo, os
pesos de Boltzmann de um modelo de vértices em uma rede quadrada de comprimento
L. A matriz R pode ser considerada como o bloco fundamental na construgao de uma
teoria integravel. Temos,

t(u) = Tr, [T, ()] (1.1)

em que

To(u) = Rai(u) ... Ror(u) (1.2)

¢ denominada matriz monodromia. Nas equagoes (1.1) e (1.2) a notacao R,, indica os

espacos vetoriais @ e n em que a matriz atua nao trivialmente. O subindice a denota

'Para mais detalhes do desenvolvimento histérico e referéncias, consultar [6].



o espaco auxiliar e n = 1,... L se refere ao chamados espacos quanticos. O parametro
u ¢ denominado parametro espectral.

Inspirado pelos trabalhos de McCoy, Wu e Sutherland [9,10], em que se mostrou
a comutatividade entre as Hamiltonianas XXZ e XYZ e os modelos de seis e oito
vértices, respectivamente, Baxter procurou por familias de matrizes de transferéncia

comutantes, i.e.,
[t(u), t(v)] =0, (1.3)

para u,v € C arbitrarios. A equacdo (1.3) significa que temos uma “torre” de cargas

locais conservadas (cargas em involugao), ou seja,

[Qi, @] =0 (1.4)

em que @); sdo os coeficientes da expansao de In t(u) em torno de, digamos, u = 0,

In t(u) = ZQU (1.5)

Por exemplo, pode-se mostrar que a Hamiltoniana de Heisenberg corresponde a carga

Ql; i.e.,

d
H x %ln t(u)

(1.6)

u=0

Em outras palavras, a matriz de transferéncia pode ser interpretada como uma funcao
geradora de cargas conservadas. Dessa maneira, uma vez que o espectro da matriz de
transferéncia seja computado, uma familia inteira de operadores (incluindo a Hamilto-
niana) estara automaticamente diagonalizada. Além disso, a determinagao do espectro
de t(u) permite o cdlculo da fungao de particdo do modelo de vértices e, consequente-
mente, de suas propriedades termodinamicas.

A questao fundamental passa a ser entao: sob que condigoes a equagao (1.3) é
valida? A resposta a essa pergunta ¢é a famosa equacao de Yang-Baxter, uma condicao
(local) e suficiente sobre os pesos de Boltzmann que garante a validade de (1.3), pelo

menos em condigoes periddicas de contorno. Sua forma matricial pode ser escrita como,
R12<U - U)Rrg,(U)RQg (U) = R23<U)R13(U)R12<u — U). (17)

Para cada solugao de (1.7) podemos portanto associar um modelo de vértices integravel,

isto é, um modelo para o qual a comutatividade (1.3) seja garantida.



A estrutura da equagdo (1.7) foi usada pela escola de Leningrado [11] para desen-
volver um método sisteméatico para tratar o problema espectral associado a matriz de
transferéncia. Faddeev, Sklyanin e Takhtadzhyan criaram o chamado método do espa-
lhamento inverso quantico (QISM, quantum inverse scattering method). Esse método
deixou claro o aparecimento da integrabilidade como uma consequencia da propriedade
de fatorizacao das matrizes de espalhamento, i.e., a equacao de Yang-Baxter. O tra-
balho de Bethe foi entao reformulado em termos algébricos e é conhecido agora como
ansatz de Bethe algébrico (ABA, algebraic Bethe ansatz).

Desde entao o ABA tem sido usado para resolver muitas classes de modelos de
vértices com condigoes periddicas de fronteira. Podemos mencionar, por exemplo, a
solugdo de modelos de vértices do tipo nested [12] e a solu¢do do modelo de dezenove
vértices de Izergin-Korepin [13]. Muitos trabalhos se seguiram a [12,13], ver por exem-
plo [14-17] e referéncias. Apesar desse progresso, ainda existem modelos para os quais
uma solucao via o ABA nao é conhecida, e.g.: modelos de vértices associados a simetria
de Temperley-Lieb [18], o modelo de vértice associado a élgebra de Lie afim D [19,20]
e modelos de vértices baseados em dlgebra de Lie excepcionais, como a Gy [21]. Em
geral, quando o ABA nao pode ser aplicado, recorre-se a outros métodos tais como o
Bethe ansatz analitico [22] e o método de separacdo de varidveis [23]. Entretanto, tais
métodos sao em geral limitados a determinacao apenas dos autovalores da matriz de
transferéncia, sem fornecer informacoes sobre os respectivos autovetores.

Dentro desse contexto, uma questao natural colocada foi de que maneira esten-
der o QISM para sistemas com fronteiras abertas, ou nao-peridédicas. Tal avanco foi
obtido por Sklyanin [24] que, baseado no trabalho precedente de Cherednik [25], intro-
duziu as chamadas matrizes de reflexao e generalizou o ABA para o caso de fronteiras
nao-periédicas (diagonais). Além da equacao de Yang-Baxter, um novo conjunto de

equacoes foi proposto, a saber,
Riz(u — ) Ky (u) Rao(u 4+ v) K5 (v) = K5 (v) Riz(u+ v) Ky (w)Ria(u —v),  (1.8)

Rip(v—u) K (u)* Ria(—u—v—2n0) K (v)? = K5 (v)?Ria(—u—v—2n) K (u)" Ria(v—u)
(1.9)
A equagao (1.8) descreve a fronteira a direita K~ enquanto (1.9) representa a fronteira

a esquerda K*, como ilustramos na Figura 1. As matrizes K permitem que as mono-



KT K~

Ral R(L2 T RaL*l RaL
Figura 1: Matriz de monodromia dupla.

dromias de uma linha, isto é, T,(u) e sua inversa T,(u) = T, '(—u), sejam conectadas

de maneira a definir uma matriz de transferéncia dupla, a saber,
t(u) = Try [KT(u)T,(w) K~ (w)T, ' (—u)] . (1.10)

Agora, tanto a equacao de Yang-Baxter como as equacoes de reflexao devem ser satis-
feitas para que a comutatividade de (1.10) seja garantida para parametros espectrais
arbitrarios. Assim como no caso periddico, a matriz de transferéncia dupla (1.10) serve
como geradora de quantidades conservadas, entre as quais a Hamiltoniana de Heisen-
berg com termos de fronteira. Portanto, a diagonalizagao de (1.10) é um problema
fundamental no estudo de modelos em condigoes de contorno nao-periédicas.

Em principio, deveria ser possivel tratar a determinagao do espectro da matriz de
transferéncia (1.10) por meio do ansatz de Bethe algébrico. Nesse caso, entretanto, a
estrutura das matrizes de reflexao K+ é essencial para a aplicabilidade ou nao dessa
téenica. A situacao mais simples, em que ambas as matrizes K e K~ sao diagonais,
foi resolvida para o modelo de seis vértices ja no trabalho pioneiro [24] e entao esten-
dido para modelos de vértices mais complicados, ver por exemplo os trabalhos [26-31]
e referéncias neles contidas. Convem ressaltar aqui que a Hamiltoniana aberta corres-
pondente ao modelo de seis vértices foi resolvida anteriormente por meio do ansatz de
Bethe em sua versao coordenada [32].

Por outro lado, nos casos em que as matrizes de reflexao possuem elementos nao-
nulos fora da diagonal, a execucao do ansatz de Bethe algébrico é ainda um problema
desafiador. Uma razao para isso é a quebra da simetria U(1) induzida pelas matri-
zes de reflexao completas. Mais precisamente, no caso geral a expressao da matriz de

transferéncia (1.10) contem tanto operadores de criacao quanto de destruicao e, conse-
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quentemente, nem mesmo o primeiro passo do ABA pode ser implementado de maneira
simples: encontrar um estado de referéncia a partir do qual os estados excitados possam
ser construidos. Apesar dessas dificuldades, progressos ja foram reportados na litera-
tura [33-35]: nesses trabalhos, o problema original é de alguma maneira transformado
em um problema equivalente no qual a matriz K é diagonal e a matriz K~ tem uma
estrutura triangular, as custas de vinculos nos parametros das fronteiras.

Devemos ainda mencionar a existéncia dos chamados métodos analiticos [36-39], do
método de separacao de variaveis [40,41], do método funcional baseado na élgebra de
Yang-Baxter algebra [42] e a teoria de representagao da algebra g-Onsager [43]. Muito
recentemente, uma generalizacao dos métodos analiticos foi desenvolvida e aplicada a
uma série de modelos [44,45]. Tais métodos apresentam vantagens e desvantagens em
relacao ao ABA. Por exemplo, os métodos analiticos nao fornecem em geral informacoes
sobre os autovetores da matriz de transferéncia, restringindo-se a determinacao das
autoenergias; podem, entretanto, ser aplicados em situagoes para as quais o ABA nao
pode ser implementado. Nao entraremos em detalhes sobre esses métodos uma vez que
o foco deste trabalho é a técnica do ABA.

Em relacao a técnica do ABA, a situacao em que ambas as matrizes de reflexao
tem uma estrutura triangular foi recentemente estudada no trabalho [46]. Nesse artigo,
os autores implementaram o ABA para a versao racional do modelo de seis vértices
(que d4 origem a chamada Hamiltoniana XXX). Estudos similares foram realizados
anteriormente no contexto do CBA [47] e dos operadores de vértices [48]. Um ponto
chave para a possibilidade de se aplicar o ABA nesse caso consiste no fato de que as
matrizes de reflexao triangulares ainda permitem o uso do estado ferromagnético como
estado de referéncia. Entretanto, os autoestados nao podem criados apenas por meio
da aplicacgao sucessiva dos operadores de criacao, e uma generalizacao se faz necessaria.
Basicamente, o que se deve considerar ¢ uma superposicao de “estados diagonais” como
autoestados da matriz de transferéncia dupla. Mencionamos ainda uma modificacao
do ABA desenvolvida em [49], com base nos resultados de [44], capaz de lidar com a
construcao dos autovetores do modelo de seis vértices racional com fronteiras genéricas,
para pequenos tamanhos da rede.

Nesta tese, generalizamos o trabalho [46] para modelos de vértices que violam a

simetria SU(2) através de uma maneira sistemética de lidar com a diagonalizacao de
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matrizes de transferéncia que possuem operadores de aniquilacao, os quais aparecem
em decorréncia da estrutura triangular superior das matrizes de reflexao. Propomos
estados de Bethe generalizados que sao fixados exigindo-se a nulidade de termos inde-
sejados extras que aparecem na implementacao do ABA. Consideramos inicialmente o
modelo de seis vértices (Se¢ao 2) e em seguida modelos de dezenove vértices conheci-
dos como modelos de Zamolodchikov-Fateev [50] e de Izergin-Korepin [51] (Segao 3).
Nossas conclusoes sao reservadas para a Segao 4 e nos apéndices escrevemos diversas

formulas necessarias no texto principal.
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2 O modelo de seis vértices

2.1 A matriz R e as matrizes K+

A matriz R do modelo de seis vértices, uma das solugoes mais simples da equacao de

Yang-Baxter (1.7), é dada por [8],

1 0 0 0
0 b(u)|c(u) O
Ru) — | ) O 1)
0 c(u)|bu) O
0 0 0 1
com os pesos de Boltzmann dados por,
sinh(u) sinh(n)
b(u) = ——— " =V 2.2
(v) sinh(u +7)’ e(u) sinh(u + 7) (22)

em que 1 é uma constante livre denominada anisotropia. As matrizes K (comple-
tas), solugoes das equagoes de reflexao (1.8,1.9), foram calculadas em [52,53]. Destes
trabalhos, podemos obter as solugoes em que estamos interessados, i.e., as matrizes

triangulares,

(u) = sinh(u+¢&-), kpp(u) = B-sinh(2u),
(u) = sinh(¢- —wu),
Fiy(u) = sinh(—u—n+¢&), kj(u) = By sinh(—2u — 2n),
(u) = sinh(u+n+¢&,). (2.4)
Observamos que em adi¢ao ao parametro espectral u e a variavel 1 temos as constantes

livres £+, B+ que caracterizam as fronteiras. De fato, podemos escrever a Hamilto-

niana XXZ com termos de fronteira por meio da derivada logaritmica da matriz de
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transferéncia (1.10) [24,52],

L1
H = Z (o501 + ohon . 4 cosh(n)aior ]

n=1

inh
B % (B4 (0f +io)) + cosh(&,)of]

sinh(n)
sinh(&_)

em que o,%* sao as matrizes de Pauli atuando no sitio n.

(B (0% +i0%) + cosh(&_)o7] (2.5)

Um primeiro passo que devemos executar na analise do ABA é a escolha de uma
representagao para as monodromias de linha simples, ou seja, T,(u) e T,(u). Para o

modelo de seis vértices, podemos escolher

T () = T (u) Tia(u) . Aa(u): Tii(u) Tia(u) | (2.6)

Ty (u) Taa(u) Tor(uw) Toa(u)

em que 7j; e Tij sao operadores no espaco de Hilbert @~ C? definidos por,

2

Tiwy= > LY weLd, (we oLl (i (2.7)
iy, _1=1
© 2
Tiwy= > LY ()eL? . (e oLl (). (2.8)

Nas férmulas acima introduzimos os operadores de Lax, os quais sao definidos em

termos da matriz R por E((j?g(u) = [R(u)4], 5. Como consequencia de (2.6), o produto
Ua(u) = To(u) K~ (u)T, (—u), (2.9)

denominado de matriz monodromia dupla, também pode ser representado por uma

matriz 2 X 2 no espaco auxiliar da seguinte maneira,
Uy(u) = , (2.10)

em que A(u), B(u), C(u) e D(u) sdo operadores no espago de Hilbert ®%,C?, definidos
em termos dos operadores T;; e sz Tais operadores satisfazem relagoes de comutagao

gracas a relagao

ng(u — U)Ul(u)Rlz(u + U)UQ(U) = UQ(U)RlQ(u + U)Ul(u)ng(u — U), (211)
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que pode ser considerada como uma versao global da equagao de reflexdo (1.8). A
equagao (2.11) fornece diversas relagoes de comutacao mas, neste trabalho, quatro

delas sao relevantes, a saber,
B(u)B(v) = B(v)B(u), (2.12)

A(w)B(v) = a1 (u, v)B(v)A(u) + az(u, v)B(u)Av) + as(u, v)B(u)D(v), (2.13)

D(u)B(v) = by (u, v)B(v)D (1) + by(u, v)B(w)D(v) + bs(u, v)B(u)Av), (2.14)

Clu)B(v) = c1(u,v)B)C(u) + ca(u,v)A(v)A(u) + c3(u, v)A(u)Av)
+ ea(u, v)A(W)D(u) 4 ¢5(u, v)Au)D(v) + cg(u, v)D(u).Av)
+  ¢r(u,v)D(u)D(v), (2.15)
em que USamos
Ru—0)T(u) @ T(v) = T(v) @ T(u)R(u — v) (2.16)

para definir D(u) = D(u)— f(u).A(u) com f(u) = ¢(2u). Explicitamente, os coeficientes

das relagoes de comutacao acima sao dados por,

(u,0) = sinh(u + v) sinh(u — v — ) (u,v) = sinh(2v) sinh(n)
ai v = sinh(u — v) sinh(u +v +17)’ 2l 0 = sinh(u — v) sinh(2v 4+ n)’
sinh(n)
= — 2.1
a(u; ) sinh(u+v+mn)’ 247

inh(u — inh 2 inh k(o
b)) = OO (u—wv+n)sinh(u+v+ 77)’ by, 0) = 0 (n) sinh[2(u + 1))

sinh(u — v) sinh(u + v + ) ~ sinh(v — ) sinh(2u + )’
sinh(2v) sinh(n) sinh[2(u + 7)]

) _ 2.18
3(u, v) sinh(2u + n) sinh(2v + ) sinh(u 4+ v +n)’ ( |

sinh(2u) sinh(n) sinh(u — v + 1)

= 1 pu—
1w, v) - calu) sinh(u — v) sinh(2u + 1) sinh(u 4+ v +7)’
() = sinh(2u) sinh?(n)
by = sinh(v — u) sinh(2u + n) sinh(2v + )’
) = — sinh(u —i-'v) sinh(n) es(uv) = — sinh(2u) fs,inh(n) |
sinh(u — v) sinh(u + v + n) sinh(v — w) sinh(2u + n)
sinh?(n) sinh(n)
_ _ (219
o{t, ) sinh(u + v + n) sinh(2v +n)’ erlu, ) sinh(u +v +n) (2.19)

A seguir, usamos as relagoes acima para diagonalizar a matriz de transferéncia

(1.10).
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2.2 Ansatz de Bethe

Levando em conta a representagao (2.10) bem como a forma triangular da matriz a

direita (2.3), podemos escrever a matriz de transferéncia como,

tu) = K (u)A(u) + kg (u)D(u) + kiy(u)C(u)
= wi(u)A(u) + wg(u)ﬁ(u) + ki (w)C(u), (2.20)

em que

wi(u) = k() + f(u)ky(u),
W) = k(). (2.21)

A presenca do operador de destrui¢ao C(u) em (2.20) dificulta consideravelmente
a tarefa de obter os respectivos autovetores. De fato, recordamos que os estados exci-
tados dos modelos de vértices com condicoes periddicas de contorno ou com fronteiras
diagonais sao usualmente construidos por meio da aplicacao sucessiva de operadores B
ao estado de referéncia em consequencia da comutatividade entre a matriz de trans-
feréncia e o operador Zle o7. Para matrizes triangulares, essa simetria ¢ quebrada e

devemos construir os estados de alguma outra maneira.

O estado de referéncia

Um segundo passo essencial na técnica do ABA consiste na escolha de um estado de

referéncia a partir do qual os estados excitados sao construidos. Felizmente, o estado

1 1 1
Uy = ® ® - ® (2.22)
0 0 0
() (2) (L)

¢ um autoestado de (2.20). Isso é uma consequencia da estrutura dos elementos de
U,(u) quando a matriz K~ (u) tem a forma (2.3). De fato, com a ajuda de (2.16),

podemos calcular,
A(U)q/() = Al(u)\llo, ﬁ(u)\lfo = Ag(u)qfo, C(U)qjo = 0, B(U)q/() = *, (223)

em que * denota um vetor diferente de 0 e ¥, e

Ag(u) = [ky(u) — fu)ky (u)] b(u)*". (2.24)
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Temos, entao,

H(u)Wo = Ao(u) Ty (2.25)

em que

Ao(u) = wi(u) Ar(u) + wa(u)Ag(u) (2.26)

¢ o autovalor do estado (2.22).

Para construir estados excitados, usamos o fato de que os operadores B podem
ser interpretados como operadores de criacao. Dessa forma, serd necessario que se
determine a agao de t(u) em vetores do tipo H?:l B(u;)¥y. Uma vez que a acao dos
operadores A, D e C no estado de referéncia sao conhecidas através das relacoes (2.23),
temos que “mover” tais operadores através do produto H?:l B(u;)Vy. Essa tarefa é
realizada por meio do uso repetitivo das relagdes de comutagao (2.12) a (2.15). Apods

uma série de computagoes, obtemos

u)HB(uj)\Ifo = Al(u)H u, uyj) HB
Jj=1 j=1 j=1
+ ZFk U, U, ...y Uy H B(u;) ¥y, (2.27)
J=Lj#k

j=1 k=1 j=1,5#k
+ ZH% TRT— H Buj)W,,  (2.29)
>k J=1,j#Lk

em que as funcoes Fj, Gy, Hy e Hy, sao dadas no apéndice A. Observamos que para
0 caso em que as matrizes K sao diagonais apenas as expressoes (2.27) e (2.28) sao
necessarias [24]. Por outro lado, as matrizes K triangulares tornam necessério também

o uso da rela¢do mais intrincada (2.29).
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O primeiro estado excitado

Para construir o primeiro estado excitado, introduzimos uma matriz de transferéncia

auxiliar dada por,

t(u) = wy(u) A(uw) + ws(u)D(u). (2.30)

Uma vez que C(u)¥y = 0, vemos que t(u) e ¢(u) compartilham o mesmo estado de
referéncia, i.e.,

O estado de uma particula da matriz de transferéncia auxiliar ¢(u) é obtido como

usual, ou seja,

llll(ul) = B(Ul)\llo, (232)

tal que a acao de t(u) no estado (2.32), levando em conta as expressoes (2.27) e (2.28),

¢ dada por,
t(w)Wq(ur) = Ay (u,ug) Wy (uy) + [wi(w) By (u, ur) + wo(u) Gy (u, ur)] B(u) W,  (2.33)

em que

A1 (u,uy) = wi(u) Ay (u)ay (u, uy) + wa(u) Ag(w)by (u, ug). (2.34)

Dessa forma, vemos que o vetor (2.32) serd uma autofungao de #(u) se impusermos a
condicao

w (u) Fy(u,uy) + we(u)Gy(u,uy) = 0. (2.35)

Consideremos agora a diagonalizagao da matriz ¢(u). A forma do elemento superior

de K (u)U,(u), ou seja ki; (u)B(u) + ki3 (u)D(u), sugere que o primeiro estado excitado

deve ter duas contribui¢oes: uma delas é a usual, B(u1)¥q, enquanto a outra provem

da acao de um operador diagonal atuando em W,. Propomos, de acordo, o seguinte

estado excitado® para t(u),
<I>1(u1) = klll(ul) + g(ul)\lfo (236)

em que a funcdo g(up) serd determinada a posteriori.

2Note que usamos a nomenclatura “estado excitado” para os autovetores de t(u) para distingui-los

dos “estados de particulas” de (u), que contém um ndmero fixo de magnons.
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Atuamos entdo a matriz de transferéncia em ®;(u;) e, como resultado, obtemos,
t(u) @y (ur) = £(u) Uy (ur) + g(un)E(u) Yo + ki (u)C (1) ¥y (ur). (2.37)
Agora, usamos a expressao (2.33) bem como (2.29) para escrever,
t(u)Py(ur) = Ag(u,ur)Py(ur) + [wi(w)Fi(u, uy) + we(uw) Gy (u, uq)] Blu) ¥y

+ {g(ul) [Ao(u) — Ay (u,uy)] + k5 (u) Hy (u, ul)} U. (2.38)

Notamos na expressao acima (2.38) dois termos indesejados. Um deles é exata-
mente o mesmo daquele obtido para a matriz de transferéncia auxiliar (2.33). O outro,
proporcional ao estado ¥y, é uma conseqiiéncia da atuacao do operador C(u) em Wy (u)
e de t(u) em ¥,. Para tornar a equagao (2.38) uma relagdo de autovalor e autovetor,
impomos que tais termos indesejados sejam nulos.

A condicao de nulidade do coeficiente de B(u)¥, nos leva a,
Aq(uq) _ ag(u, ur)wi (u) + ba(u, ur)wa(u)
Ag(uy) ag(u, ur)wi (u) + bs(u, ur)wa(u)

Podemos verificar que o lado direito de (2.39) depende apenas de u; [24]. Encontramos,

(2.39)

entao, a chamada equacao de Bethe para o primeiro estado excitado na forma,

A1(U1)
Ag(ul)

= —O(uy), (2.40)

em que
_ sinh(2u; + 1) sinh(u; +n 4 &4)
B sinh(2u;) sinh(u; — &)

Por outro lado, o termo indesejado proporcional ao estado de referéncia é usado

O(u1)

(2.41)

para extrair linearmente a uma expressao para g(u1),
oo (w) Hi (u, ur)
Uy) = . 2.42
9(w) Av(u, 1) — Ag(u) (242)

Notamos que no lado direito de (2.42) aparece a variavel espectral u. Uma vez que os

autovetores da matriz de transferéncia nao podem depender de u, a expressao (2.42)
parece inconsistente. Entretanto, tal dependéncia espiria em u € eliminada desde que
levemos em conta a razdo A;/A, fixada pela equacdo de Bethe (2.40). De fato, em
conjunto com (2.40), identidades entre os coeficientes (2.17-2.19) e a seguinte relacdo

valida para os elementos da matriz I,

kﬁ(u}wl <U1)
ki (ur) [ag(u, uy)wr () + bs(u, uy )ws ()]
_ 1—a (u’ ul)
— as(u, uy) [ea(u, uy) + cs(u, uy)] — ag(u, uy)es(u, uy) (2.43)
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a expressao (2.42) adquire a seguinte forma,

_ ks (u1)
g(ur) = Ag(uy) ) + fa ) ) (2.44)

dependente apenas da raiz de Bethe wu;, como esperado. As equagoes (2.40) a (2.44)

garantem portanto que ®;(u;) é um autoestado de t(u) com autovalor (2.34).

O segundo estado excitado

Procedemos de maneira similar para o segundo estado excitado. Primeiramente, con-

sideramos o estado de duas particulas da matriz de transferéncia auxiliar, ou seja,
\I’2<U1, 'LL2> = B(ul)B(UQ)\IJo, (245)
tal que,

t(u)Wao(ur,ug) = Ag(u,uy, uz2)Vs(uy, us)
+  [wi(uw) Fy(u, uy, ug) + wo(u)Ga(u, uy, ug)] B(u)B(uy ) Wo

+ w1 (w) Fy(u, ug, ug) + wo(u) Gy (w, ug, ug)] B(u)B(ug) Wy (2.46)

em que
Ao (u, ug,ug) = wy(u)Aq(u) H ar(u, uj) + wa(u) Ao (u) H b (u, uj). (2.47)

O ansatz para o segundo estado excitado é proposto a partir da agao repetida
do operador k| (u)B(u) +ki5(u)D(u) no estado ¥y. O resultado consiste na seguinte

combinagao linear,

Do (ur,uz) = Wo(uy,us)
+9§1)(U1,U2>‘I’1(U1) +g£1)(u17u2)qjl(u2)
+g§g)<ul,U2)\Ifo (248)

. 1 0 : : : .
com coeficientes gi 2)(u1, ug) € 952) (u1,uz) ainda indeterminados e que serdo fixados no

que se segue.
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Nesse ponto, levamos em conta o resultado anterior (2.46) para calcular a atuagao

de t(u) no estado generalizado (2.48). Obtemos,

£(0) B (ur, n) = No(u, ur, 2) Bty us)
w1 (1) Fa(u, uy, z) + wa(w) G (u, ur, us)] B(w) Wy (uy)

w1 (1) Py (, uy, 2) + wa(w) Gy (u, r, us)] B(u) Wy (us)
{95”(“1»“2) [wr(w) Fy (u, ur) + wa(u) G (u, uy)]

g1 (un, ) [wn () B (u, uz) + ws (1) G (u, us)]

kil () Han (u, ur, ug)  Bu) g

(A (u, 1) — Ao, ur, us)] + iy (w) Ha(u, ug, u2)}

A (u, w9) — Ao u, wr, us)] + k() Ho (u, s, uz)} U, (us)
[Ao(u) — Ao(u, ur, us)]

) Uy, UQ)H1<U, Ul) + g%l)(ul, UQ)Hl(u, UQ)] } \Ifo. (249)

‘111(U1)

+ 4+ + + + o+ o+ o+

AN ~— ~— —

Observamos um grande nimero de estados indesejados em (2.49). Todos tem de ser
nulos para que o problema de autovalor esteja definido. Notamos que os vetores propor-
cionais a B(u)Wq(u1) e B(u)¥;(us) coincidem com os estados indesejados da expansao
auxiliar (2.46). Logo, a nulidade de tais termos define as equagoes de Bethe, i.e., os

seguintes vinculos para as variaveis u; e us,

o bl(U1,U2) AI(UQ) _
= —@(ul)m, Ar(un) —O(u2)

Al (Ul)
AQ(Ul)

51(U2,U1)
a1(u2, U1).

(2.50)

Os demais termos sao usados para obter expressoes para os coeficientes de (2.54). Ob-

servamos que as expressoes dos coeficientes g( )(ul, ug) € gél)(ul, ug) podem ser obtidas

dos coeficientes dos estados Wq(u;) e Wy(ug), respectivamente. Por outro lado, do

coeficiente de ¥, podemos eliminar gig) (u1,uz). Temos, como resultado,
o () Hy (u, uy, ug) 2) k5 (uw) Hy(u, uy, ug)

v 91 (ula u2) - )
uy, u) — Ay (u, up) Ao, ur, ug) — Ay (u, up)
) ki3 (u) 95 )(U17U2)Hl<u> up) + 951)(U1,U2)H1(U, U2)]

gio (ur,ug) = Ao(t, ur, us) — Ao () . (2.51)

gg )(U17u2) =

ki
As(u,

Observamos novamente a presenca espuria do parametro u. Entretanto, ao levarmos

em conta que os parametros u; e up devem satisfazer as equagoes de Bethe (2.50)
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obtemos a seguinte forma fatorada,

o\, us) = glun)plus,ur),
gél)(uhUQ) = 9(“2)?(“1,162)7

9 (ur,u2) = glur)g(uz)g(us, up) (2.52)

em que g(u;) é dado por (2.44) e introduzimos duas novas fungoes auxiliares, a saber,

ay(u,v)
ai(v,u)’

p(u,v) = by (u,v) q(u,v) = (2.53)

Ainda resta o termo proporcional ao estado B(u)VU, na expansao (2.49). Entretanto,
podemos verificar por um célculo direto que esse termo é automaticamente anulado
quando levamos em conta as equagdes de Bethe (2.50) bem como as expressoes obtidas

para os coeficientes g (2.52). Dessa forma, concluimos que o estado

@2(U17U2) = ‘Ifz(ulﬂm)
+ g(ua)p(ur, ug) ¥y (ur) + g(ur)p(ug, ur) V1 (uz) (2.54)

+ g(u1)g(uz)q(ur, uz)¥o

¢ um autoestado da matriz de transferéncia com energia (2.47).

O terceiro estado excitado

Consideremos agora o terceiro estado excitado. Da integrabilidade do modelo em
consideracao, espera-se que as caracteristicas mais importantes da solucao do problema
espectral aparecam ja no segundo estado excitado. Entretanto, tivemos que considerar
o terceiro estado excitado para compreender melhor a estrutura dos estados ®,,.
Seguindo nossa discussao prévia, propomos a seguinte estrutura para o terceiro

estado excitado,

Ps(ur, ug, ug) = Ws(ug, ug, us) + g:(f) (w1, ug, u3)Wa(ug, ug)

—|—9§2)(U1, uz, uz) Vo (uy, us) + 952) (1, g, ug) Wo (us, up)

-I—g%)(ub ug, uz) Wy (uy) + 9%) (w1, ug, uz) Wy (uz) + gﬁ)(ul, ug, ug) Wy (ug)

+g§g;(U1,UQ,U3)\I]0 (255)

em que, novamente, temos fungoes g(k) (u1,us,us) a serem determinadas a posteriori.
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Como antes, é necessario calcularmos a expressao de t(u)®3(u1, ug, usz). Comegamos

aplicando a matriz de transferéncia auxiliar t(u) ao estado de trés particulas, ou seja,
\I’g(ul, Ua, Ug) = B(U1>B<UQ)B(U3)\I/Q, (256)
e, como resultado, obtemos,

tu)Ws(uy, ug, uz) = Az(u,uy, us, uz)Vs(ug, uy, us)
+  [wi(u) F3(u, ut, ug, us) + wo(u)Gs(u, uy, ug, uz)] B(u)Wa(uq, us)
+  Jwi(w) Fy(u, ur, ug, ug) + wa(u)Ga(u, g, ug, uz)] Blu)Wa(ug, usz)
+  Jwi(w)Fy(u, ug, ug, ug) + wa(uw) Gy (u, g, ug, uz)] Blu)Wa(usg, us),

(2.57)

em que,
As(u, ur, ug, ug) = wi(u)Aq(u) H ar(u, uj) + wo(u)Ag(u) H by (u, uj). (2.58)

O préximo passo consiste na determinagao de ¢(u)®3(uq, ug, us). Nesse caso, temos
uma proliferacao de termos indesejados e, por essa razao, omitimos suas expressoes
explicitas aqui. Novamente, devemos impor a nulidade de cada coeficiente de cada
estado indesejado na expansao off-shell. Os coeficientes dos vetores B(u)Ws(u;, u;) nao

1 ficient 1 3 oes de Bethe? tercei tad
envolvem os coeficientes g e nos levam as equacoes de Bethe® para o terceiro estado

excitado, ou seja,

A (uy) by (ug )
=—-0O(u || — I k=1,2,3. 2.59
AQ(Uk) ( k>j:1,j;ék aq (uk, Uj) ( )

Escolhemos agora os coeficientes com expressoes mais simples para determinar as
funcoes desconhecidas g(k)(ul, ug, u3). E possivel notar que tais coeficientes sao aque-
les associados aos vetores Wo(u;, uy), ¥q(u;) e Wo. Mais uma vez, temos que levar em
conta a razao Ay /A, fixada pelas equagoes de Bethe (2.59) para eliminar a dependéncia

espuria em u nas expressoes resultantes. Apds uma série de manipulagoes algébricas

30bservamos que esses termos indesejados coincidem exatamente com os termos indesejados da

expansao auxiliar (2.57).
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obtemos o seguinte resultado,

géz) (Ul, U, Us) = 9(“3)19(“17 ug)p(u2, Us)
952)(%,“2,”3) = 9(“2)p(ulau2)p(u3,u2)

9 (uy, ug, us) = glua)p(ug, ur)p(us, uy) (2.60)

como sendo os coeficientes de Vs,

9% (ur, ug,ug) = gus)g(ug)p(un, ug)p(us, us)q(us, us)
9y (ur,ug,ug) = glun)g(us)p(us, un)p(us, us)q(ur, us)
943 (ur, ug,ug) = gua)g(ua)p(us, ug)p(us, ur)q(us, up), (2.61)

para os coeficientes de ¥y e

9o (ur, uz, uz) = g(ur)g(uz)g(us)q(ur, uz)q(uy, us)g(us, us) (2.62)

para a amplitude de ¥,. Aqui, verificamos que as expressoes para ¢*) (uy,ug,ug) se
fatoram em termos das fungoes obtidas na analise do primeiro e segundo estados exci-
tados, ou seja, g(u), p(u,v) e q(u,v).

Finalmente, checamos por computacao direta que todos os estados indesejados em
t(u)®3(ui, ug, uz) se anulam automaticamente desde que as equagoes de Bethe sejam
vélidas e levando-se em conta as férmulas (2.60-2.62). Portanto, o vetor (2.55) é auto-

estado de t(u) com autovalor (2.58) desde que (2.59) sejam satisfeitas.

O n—ésimo estado excitado

Os resultados das subsegoes anteriores nos permitem finalmente escrever expressoes
gerais para o problema espectral associado a matriz de transferéncia (2.20): o n—ésimo

estado excitado é dado por,
D, (Ury ..y ty) = Wy (ug, ..., uy)
n—
k . .
+ Z Z gél’)m,enik(ul,...,un)\Ifk(ul,...,Ugl,...,ugnik,...,un),

(2.63)

~ k . ~
em que as fungoes gél?‘“’gnfk(ul, ..., Uy) tem a seguinte expressao,

n

g o ) = [[otn) I aCwwoun)  T] plawrun)  (2.64)

mel m/el,m/ <m m!'=1,m" ¢l
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com ¢ = {ly,...,0,_}. Anotagdo 4; indica a auséncia da raiz u; na respectiva funcao.
O autovalor correspondente é dado por,

n n

A, ty) = wi (w) A () [ T an(u, ) + wa () Ag(u) T b1 (u,uy) (2.65)

j=1 j=1

enquanto as raizes de Bethe sao vinculadas por,

Bal) _ gy, ﬁ bufuus, ;) (2.66)

s=rn 1 (00 145).

emque k=1,...,n.
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3 Os modelos de dezenove vértices

Nesta secao estendemos os resultados da Secao 2 para os chamados modelos de de-
zenove vértices, que sao os modelos de vértices com trés estados invariantes pela si-
metria U(1). Escolhemos como representativos dessa classe de modelos os modelos de
Zamolodchikov-Fateev (ZF) [50] and Izergin-Korepin (IK) [51], para os quais matrizes
de reflexdo nao diagonais sdo conhecidas [54-57]. Lembramos aqui que a solugao de
modelos de dezenove vértices tem um papel fundamental no estudo de outros modelos
associados a dlgebras de elevado rank [14,16,17,31].

Lembramos ainda que o estudo desses modelos com fronteiras diagonais no contexto
do ABA foi inciado em [27], subsequentemente considerado em [58] e entao revisado
em [30]. Tais resultados complementaram resultados anteriores obtidos por meio do
ansatz de Bethe analitico [59,60], fornecendo os vetores de Bethe correspondentes.

Destacamos que, recentemente, o espectro do modelo IK com matrizes K nao dia-
gonais do tipo II [57] foi determinado através de um ansatz de Bethe analitico [61]; a
construcao dos autovetores correspondentes, entretanto, permanece um problema em
aberto.

Seguiremos nesta se¢ao um desenvolvimento similar a Secao 2, apresentando inici-
almente as matrizes R e K dos modelos de dezenove vértices e em seguida desenvolve-

remos o ABA.

3.1 As matrizes R e as matrizes K+

Para os modelos de dezenove vértices, a construcao da matriz de transferéncia dupla

se déa de modo analogo ao que se faz no modelo de seis vértices. Ou seja, é definida por
t(u) = Trg[KH (u)Uy(u)], (3.1)

em que

Uy(u) = T, (u) K~ (u)T, (—u). (3.2)

Para alguns modelos nessa classe, entretanto, é necessario generalizar as equacoes de

reflexdo para que se garanta a comutatividade de (3.1). Temos [62],

Ris(u — v) Ky (u)Roy(u + ) K (v) = K (v)Ria(u + v) K (u) Ry (u — v), (3.3)
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Ria(v — u)Kl_t1 (u)Mflel(—u — v —2p) M K, " (v)

= K;tQ(v)Mlng(—u —v— 2,0)M1_1K1_t1(u)R21(v —u) (3.4)

em que, novamente, a matriz K+ representa a fronteira & esquerda e K~ a fronteira
a direita. Aqui se faz necessario a introducao da matriz M e do parametro p os quais
estao relacionados com propriedades de unitariedade e cruzamento (crossing) da matriz
R e serao descritas abaixo. O simbolo ¢; denota uma transposicao matricial no espago
i. Além disso, temos novamente que as equagoes (1.7,3.3,3.4) levam a relagoes globais

satisfeitas pelas matrizes de monodromia, a saber,

Ru—0)T(u) @ T(v) = T(v) @ T(u)R(u — v) (3.5)

ng(u — U)Ul(u)Rgl(U + U)UQ(’U) == UQ(U)RlQ(u + ’U)Ul(U)Rgl(U, — U), (36)

em que R(u) = PR(u).

Ambos os modelos de Zamolodchikov-Fateev e de Izergin-Korepin [51] pertencem
a classe de modelos de dezenove vértcies invarintes por simetria PT (ver e.g. [63] e
referéncias). O primeiro pode ser considerado uma generalizacao direta do modelo de
seis vértices enquanto o segundo esta associado a algebra de Lie afim Ag). Para ambos,

a matriz R é uma matriz de dimensoes 9 X 9 com a seguinte estrutura,

aw) 0O 0|0 0O 0] 0 0 0
0 bu) 0 |c(w) O 0 0 0 0
0 0 f(u)| 0 du) 0 |h(u) O 0
0 c(w) 0 |bu) O 0 0 0 0

Ru=| 0 0 duw]| 0 ew 0 [du 0 0 [, (3.7)

0 0 0 |0 0 bwl| 0 ca O
0 0 h(w]| 0 duw 0 |[flu) 0 0
0 0 0 0 0 clu)| 0 bu) O
o 0 0|0 0 0] 0 0 a
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em que, para o modelo ZF,

B _ sinh(u) ~ sinh(n)
a(u) = 1, blu)= smb (a1 7)’ c(u) = Soh(u +7)’
= B sinh(n) sinh(u) sinh(u — 7) sinh(u)

d(u) = d(u) f(u)

~ sinh(u + 2)sinh(u +n)’ - sinh(u + %) sinh(u 4 1)’
cosh(§ — u) cosh(u +n) — cosh(2) sinh(n) sinh(

_ TNy 2)
etu) = sinh(u + ) sinh(u + 1) » i) = hlu) = sinh(u + 7) sinh(u

+1)’
(3.8)

e, para a solugao IK,

o) = 1, blu) = % o(u) = %
d(u) = e sinh(n) sinh(u) d(u) = —e~2d(u),

cosh(u + 21) sinh(u + )’
cosh(u + 7) sinh(u)
cosh(u + 1) sinh(u + )’
cosh(u — 7) sinh(u + 2n) — cosh(Z) sinh(n)
elu) = cosh(u + 22) sinh(u + ) ’

h(u) cosh(u + 22) sinh(u + 1) — €*" cosh(u + ) sinh(u)
u) = :
cosh(u + 22) sinh(u + )

cosh(u + 22) sinh(u + 1) — e=" cosh(u + 2) sinh(u)

hu) = cosh(u + 22) sinh(u + ) ' (3.9)

Algumas propriedades importantes satisfeitas pelas matrizes R sao,
1. simetria PT: Roi(u) = RYY?(u);
2. unitariedade: Rja(u)Ro(—u) =1® 1; and
3. cruzamento-unitariedade: R, (u)MiRY(—u —2p)M; ' = ((u)l ® 1,

em que 1 denota a matriz identidade de dimensées 3 x 3 e ((u) representa uma funcao
escalar. Levando em conta que a matriz M satisfaz [Ria(u), M ® M] = 0, a simetria

de cruzamento-unitariedade fixa o parametro p para cada modelo. Podemos ter,

M=1 ¢ p=n, (3.10)
para o modelo ZF e
e 0 0
M = 0 1 0 e p=3n (3.11)

0 0 e*
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para o modelo IK.
As equagoes de reflexao (3.3,3.4) foram analisadas em [54-57]. Aqui estamos inte-
ressados nas solugoes em que as matrizes K tem uma estrutura superior triangular, as

quais podem ser lidas das solugoes tipo-I classificadas em [57] e escritas como,

ki (w)  kyp(u)  kys(w)
K™ (u) = 0 kpu) kp) |, (3.12)
0 0 ks (1)
com
ki;(u) = sinh(u+ & )sinh <u +& — >
kyp(u) = sinh(_ — u)sinh <u +&— —>
ks(u) = sinh(u —&_)sinh < — &+ >
k= _ Ui
12(u) = [_sinh(2u)sinh ( + & — 5)
ky(u) = [_sinh(2u)sinh (- —u),
_ (% sinh (2) | . ‘ "
kis(u) = [ Sinh(n()2) sinh(2u) sinh <2u — 5) ,
(3.13)
para o modelo ZF e
_ _ ) 3n i 3n i
kn(u) - k33(u) =sinh (v + Z + GZ cosh | v+ Z — GZ ,
k() = sinh (—ut+ 20 ¢ ) cosh (ut 20— T
22U) = S —U 1 64 cosh | u 1 64,
kiy(u) = [_sinh(2u) cosh (u + ??Tn — e%) 7
kp(w) = B_sinh(2u)e " sinh (u W eg)
251 . .
kig(u) = {_(f);h%g)] sinh(2u) cosh (u + g + e%) sinh (u + %Tn + e%r) 7
(3.14)

para o modelo IK. As respectivas matrizes Kt sao obtidas por meio do isomorfismo,

K*(u)= K (—u (3.15)

pIM ‘{gﬁfwﬁm}

em que M e p sao dados por (3.10,3.11).
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Nas expressoes acima &4 e [y sao constantes livres enquanto € = £1. Observamos
que as matrizes triangulares do modelo ZF possuem dois parametros livres adicionais

¢4 quando comparadas as matrizes do modelo IK.

3.2 Ansatz de Bethe

Nesta subsecao aplicamos o ABA para lidar com o problema espectral da matriz de
transferéncia (3.1). O primeiro passo a ser executado consiste na escolha de uma
representagao para as monodromias de linha simples 7, (u), Ta(u) e, consequentemente,
para U,(u). Para modelos de dezenove vértices, uma representagao conveniente é dada

pela seguinte matriz 3 X 3 no espaco auxiliar a [27,30,58],

Tii(u) Tha(u) Tiz(u) TH(U) le(u) T13 (u)
Ta(u) = T21(U) T22(U) T23(U) ) Ta(u) = TQI(“) ng(u) Tzs(u) )
T31 (U) T31 (U) ng(u) Tgl (u) Tgl (U,) ng(u)

(3.16)
cujas entradas sdo operadores definidos no espago de Hilbert ®% ,C3. A monodromia

dupla pode portanto ser escrita como,

Ai(u) Bi(u) Ba(u)
Us(u) = | Ci(u) As(u) Bs(u) |, (3.17)
Co(u) Cy(u) As(u)

em que os operadores A;, B; e C; sao dados em termos de Tj; e Tl] Esse passo é
importante uma vez que nos permite obter relacoes de comutagao entre as entradas de
(3.17) gracas a relagao (3.6).

Em seguida, temos que considerar um estado de referéncia bem como determinar
a acao dos operadores U;; sobre ele. Devido a estrutura da matriz K~ (3.12), o pseu-

dovacuo definido por,

1 1 1
Yo=1| 0 @l 0 - 0 : (3.18)
0 0 0

1) 2) (L)
¢ uma boa escolha de estado de referéncia [35]. De fato, levando em conta as relagoes

de comutacéo entre os elementos de matriz de T'(u) e T'(u), fornecidos pela equacio
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(3.5), bem como as expressoes para T;;(u)¥q e Tij(u)\lfo, podemos calcular,

Dj(u)¥y = A;(u)¥y para j=1,2,3 (3.19)

Ci(u)¥y=0 para j=1,2,3, (3.20)

em que

Ai(u) = kp(u), Dg(u) = [kp(u) — filw)kn(w)] bu)*,
As(u) = [hss(w) = fa(u)kiy(u) = fa(u)hg(u)] f(u)*. (3.21)

Os novos operadores D;(u) sao definidos convenientemente por,

Dy(u) = Ai(u), Da(u) = As(u)— fi(u)Ai(u), Ds(u) = Az(u)— fo(u)Ar — fs(u)Da(u),

(3.22)
em que as fungoes auxiliares f sao dadas por,
) = o S = ), ~ c(2u) [h(20) - 1]
(o) = ), o) =B, ) =
c(2u)? — h(2u)e(2u). (3.23)

fatw) = c(2u)? — e(2u)

Em termos dos operadores (3.22), a expressao da matriz de transferéncia pode ser

decomposta em duas partes da seguinte maneira,

t(u) = tg(u) + t,(u) (3.24)

em que
ta(u) = wi(u)Dy(u) + wa(u)Dy(u) + ws(u)Ds(u) (3.25)
tu(u) = Ky (u)Cr(u) + ks (w)Co(u) + ks (u)Cs(u). (3.26)

wi(u) = ki (u) + filw)ks () + fa(u)kgs(u), wa(u) = k3y(uw) + f3(u)kgs(u),
wi(u) = ki(u). (3.27)

“Para mais detalhes sobre esse célculo ver por exemplo [30].
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Uma vez que os operadores C;(u) destroem o estado (3.18) temos ¢,(u)¥y = 0.
Portanto, o estado (3.18) é um autovetor compartilhado pelas matrizes de transferéncia

(3.24) e (3.25) com autovalor,
Ao(u) = wi(u) Ay (u) + wa(u)Ag(u) + ws(u)As(u). (3.28)

Dentro do escopo do ABA, os estados excitados do termo t4(u), podem ser gerados
pela aplicacao de operadores de criagdo no estado de referéncia (3.18) [27,30,58]. Mais
precisamente, os autoestados de t4(u) sdo construidos aplicando-se ambos os operadores
Bi(u) e By(u) em ¥, Por exemplo, os estados de uma W;(u;) e duas particulas
Wy (ug,uy) sdo dados por,

\Ifl(ul) = Bl(ul)\lfo, (329)
\I’2<U1, Ug) = Bl (Ul)Bl (Ug)qlo — F;Q) (ul, UQ)BQ(Ul)\IIO (330)

em que a funcao Fg2) (u1,us) é fixada exigindo-se a simetria
Wy (ug, ur) = Qur, ug) Wa(ur, uz),  Qur, uz) = 1/eqr(ur, uz) (3.31)

bem como utilizando-se a relagao (B.7). Além disso, os estados de vérias particulas
satisfazem uma relagdo de recorréncia do tipo Tarasov [13], a saber,

\I/n(ul, ce ,Un> == Bl(ul)‘lfn_l(UQ, Ce ,Un>

n

— Bo(w) D T8 (ur, ) Upo(un, i, u,)  (3.32)

=2

com a funcgao I'; dada por,

an)(ul,...,un): H Q('LLZ',UJ‘)

j=2,<i
n n
X {Al(ui)604(uhui) H all(uiauk>+A2<ui>605(ulaui> H a21(uiauk)}-
k=2k+#i k=2,k#i

(3.33)

em que, como usual, a notacao u; indica a auséncia do parametro u; na respectiva
funcao.

Em nosso caso, entretanto, a matriz de transferéncia possui operadores de ani-
quilagao Cy 23(u) e, como resultado, temos que procurar por autoestados mais intrin-

cados. Seguindo o procedimento feito para o modelo de seis vértices, propomos que
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uma superposigao dos estados (3.32) é necesséaria para diagonalizar a matriz (3.24), a

saber,

0, => g™, (3.34)
k=0

Logo, a tarefa principal passa a ser a determinacao dos coeficientes g em (3.34). Para
esse fim, é necessdrio calcularmos a agao de ambos os operadores t4(u) e t,(u) nos
vetores W,,. Uma vez que conhecemos a maneira com que os operadores D; e C; atuam
em ¥, (3.19,3.20), temos que mové-los sobre os operadores de criacao B;. Para tanto,
usamos repetidamente relagoes de comutacao listadas no apéndice B, que sao derivadas
de (3.6). Apds um longo embora direto célculo, até n = 3, podemos propor que a agao

tq(u)¥,, pode ser escrita como,

ta(W)Wy (uy, .. un) = Ap(uyur, .o un) W (ug, ..o uy)

+ Bl(Ux) Z}"}n)(u,ul, e ,’U/n)\ljn,1<ul, e ,’le, . ,Un)
7j=1

n

+ Bs(u) Zg}n)(u,ul, o U)oy (U, Ty )

=1

+ By(u) Z’H;Z)(u,ul, e U)W o (U, e Uy Uy e, Uy,

j<k
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enquanto t,(u)V,, tem uma estrutura mais elaborada e é dada por,

tu (W)U, (ug, ..y up,) = Z’];(")(u, Uty ooy U)W (U, ey Ty ey Uy,)
j=1

n
+ ZZ/{](Z)(U,Ul, c. ,un)\Iln,g(ul, . ,ﬁj, c. ,’Z},k, c. ,'Ll,n)

<k
+ Bi(u) ZV](‘Z)(%UI’ o U)o (U, e Ty Uy e Up)

j<k

+ Bs(u) ZW;Z)(u,ul, s W)Yo (Uny e Uy gy e U
j<k

+ Bi(u) Z Xj(gé)(u,ul,...,un)\Iln,g(ul,...,ﬂj,...,ﬁk,...,ag,...,un)

j<k<t

+ Bs(u) Z y;:g(u,ul,...,un)\I/n_g(ul,...,uj,...,uk,...,w,...,un)

j<k<t

n
+ Ba(u) Z Z;Zz(u,ul,...,un)\IJn,g(ul,...,ﬁj,...,ﬁk,...,ﬁg,...,un).
j<k<t

(3.36)

em que as fungoes F, G, ..., Z de (3.35) e (3.36) sao dadas no apéndice C. Usaremos as
equacgoes acima para determinar os coeficientes g, considerando em detalhes o primeiro,
o segundo e o terceiro estado excitado, o que nos permitira escrever uma féormula geral

para os coeficientes g.

O primeiro estado excitado

Considerando nossa discussao prévia, supomos como primeiro estado excitado de (3.24)

a combinagao linear,

<I>1(u1) = \Ill(ul) + g(ul)\IJO (337)
com g(uy) a ser fixado a posteriori. Atuando com ¢(u) em ®;(uy), obtemos
t(u) Py (ur) = tg(u)Wq(u) + gur)ta(u)Wo + o (uw) Wy (u), (3.38)
e, por meio do valor n = 1 nas férmulas (3.35,3.36), temos,

Hu)®r(ur) = Aq(u,ur)®r(ur) + FO (, u0) By ()W + G (u, 1) Bs (u) ¥y
+ { g(u) [Ao() — A ()] + T, ul)} v, (3.39)
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em que

A(u,u1) = wi(uw)Aq(u)ag (u, ur) + we(u)Ag(u)(u)ag (u, ur) + ws(u)As(u)as (u, uy).
(3.40)

Vemos que ®4(uy) serd um autoestado de t(u) com autovalor Aj(u,u;) desde que
os coeficientes dos estados indesejados By (u)Wy, Bs(u)Vq e ¥g desaparecam. O reque-

rimento de nulidade de fl(l)(u, u1) nos leva ao vinculo,

A1(“1) _ _QQF(U7U1>
Ag(uy) Q7 (u, u1)

(3.41)

e, gracgas a identidade,

Q;(U, ul) _ Qg(uv ul)
Q{:(uv ul) Q%(U, ul)

vemos que gfl)(u, uy) também se anula se (3.41) é vélida. Levando em conta as ex-

(3.42)

pressoes explicitas dos pesos de Boltzmann notamos que a dependéncia em u no lado
direito de (3.41) desaparece e, em consequencia, podemos escrever a equagao de Bethe

que fixa u; como,

em que, para o modelo ZF,

_ sinh(2uy + n) sinh (ug + &4 + 2)
~ sinh(2uy) sinh (u; + & — 2)

O(u) (3.44)

e, para o modelo IK,

sinh(2u; + ) sinh (u; + 2 — €27
sinh(2u;) sinh (u; + 3 — €)
)

O(uy) = (3.45)

Resta ainda analisar o coeficiente de Wy na equagao (3.39). Esse coeficiente pode
ser usado para se extrair linearmente uma expressao para g(uy), ou seja,

7;(1) (U, ul)

g(uy) = MG i) — Ao(a), (3.46)

Para ser um autoestado de t(u) a expressao (3.37) nao pode depender do parametro
espectral u e portanto (3.46) parece inconsistente. Entretanto, observamos que a de-
pendéncia em u é eliminada desde que levemos em conta a equagdo de Bethe (3.43).

De fato, a elaborada expressao (3.46), se u; é uma raiz de (3.43), é simplificada para

sinh(2uy + n)

sinh(uy + 4 — &) A (uy), (3.47)

g(ur) = By
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no caso do modelo ZF e

sinh(2uy + 1)

sinh(u; + 2 — €X)

g(ur) = By [ Ag(uy), (3.48)

para o modelo IK.
Portanto, fixamos o primeiro estado excitado. Observamos que a matriz de trans-
feréncia t(u) compartilha com ¢4(u) a expressao do autovalor (3.40) bem como a equagao

de Bethe (3.43).

O segundo estado excitado
Para o segundo estado excitado o ansatz é,

DPo(ur,u) = Woluy,us)
+95" (uy, u2) W () + g5 (g, 12) W1 (1)
915 (1, u2) ¥y (3.49)
com coeficientes 9512) (uy,uz) e gg) (u1,us) a serem fixados no que se segue.
Como antes, precisamos conhecer a agao de t(u) no estado (3.49). Isso pode ser

feito utilizando-se n = 2 em (3.35,3.36). Como resultado, obtemos a seguinte expansao

off-shell,

t(w)Po(ur, ug) = Ao (u, uy, ug)Pa(uy, us)

+ fl(Q)(u,ul, ) By (u) Wy (us) + féz)(u,ul,ug)Bl(u)\Dl(ul)

+ G, uy, u0) Bs ()W (un) + G (w, ug, ) By (w) Wy (ug)

+ 1Y (u, ug, un) Ba(u) Uy

+ {ggl) (uq, ug)]-"l(l)(u, uy) + ggl)(ul, ug)]-"l(l)(u, ug) + Vl(g) (u,ug, ug)} By (u)Wy

+ {0 (n,u2)G () + 917, wa) 01 (0, wa) + WIS (0, z) | B ()

- {gﬁl)(ul, ug) [A1(w, ug) — Ag(u, uy, ug)] + 71(2) (u,u, u2)} Uy (us)

{0 o) [ (1) = Mgy, 00)] + T (0,01, 00) 0 ()

+ {0 ) [Ao(w) = Ao(u, )

+ g, ua) T (wua) + g8 (i, un) T (w, ) + US (u, g, uz)} Uy (3.50)

Notamos que os cinco primeiro termos indesejados em (3.50) coincidem com os

termos indesejados obtidos na agao de t4(u) no estado W5 (3.30). Portanto, sua nulidade
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nos leva as equacgoes de Bethe para u; e uo, a saber

Alwy) _ g o az(uy,up)
Aolu) ~ o( J)kgﬁ O (3.51)

Ressaltamos que o vinculo (3.51) é obtido das equagoes ]-";2) (u, uq,uz) = 0 levando-se
em conta as expressoes explicitas para os pesos de Boltzmann. Devido a identidades
provenientes das algebras de Yang-Baxter e de reflexao, observamos que Q](-Q) (w, uy, us)
e Hg) (u, u1, uy) também se anulam se (3.51) s@o satisfeitas.

Os demais coeficientes sao usados para extrair os coeficientes desconhecidos no
estado ansatz (3.49). A nulidade dos coeficientes de Wy (uy), ¥y (ug) e Uy nos permitem
escrever,

T2 (u, u, un)

U>U17U2) - Al(%“l)

(3.52)

T (u, uy, us)
Az(% Uy, UQ) - A1(U7 U2

9%1)(’“1,%2) = ); gél)(ul,uQ) = A2(

2 (4 up) — g3 (un, o) T (e, ua) + g8 (ur, wo) T () + U (u, o)
1, 42) — .
0 Ao (u, ur, ug) — Ao(u)

(3.53)

Similarmente ao que ocorre no primeiro estado excitado, as expressoes para os coefi-
cientes (3.52,3.53) contem o parametro espectral u. Mais uma vez, tal situagdo pode
ser contornada se considerarmos a razao A; /A, fixada pelas equagoes de Bethe (3.51).
Apé6s uma longa manipulagdo algébrica, obtemos que (3.52,3.53) se simplificam na

seguinte estrutura fatorizada,

99)(“1, U2) = g(ul)am(ub Uz),
951)(U1>U2) = g(u2)a21(u27u1)9(u27u1)7
919 (ur,u2) = g(ur)g(uz)s(ui, uz) (3.54)

em que g(u;) sao as fungoes (3.47) ou (3.48) obtidas na andlise do primeiro estado

excitado e,

sinh(u; + ug) sinh(u; — ug — n) sinh (u1 + uy + 3?’7)

s(uy, ug) = (3.55)

sinh (u1 — Uy — g) sinh (u1 + ug + 3)2
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para o modelo ZF

cosh (u1 + ug + %) sinh(u; + up + 21)

3(“17 u2) = R 30\ 2
sinh(u; + ug) cosh (u1 — Uy + g) cosh (u1 + ug + 371)
3
X [COSh <u1 + Z — ZE%) cosh <u1 + Zn + ZE%)
5
+ cosh <u2 - g + ZE%) cosh (UQ + Zn - ze%)] (3.56)

para a solucao IK. Notamos o aparecimento do fator Q(uy,us) em gél)(ul, uy). Conse-
quentemente, também temos a simetria (3.31) para o estado generalizado ®o(uy, us).
Nesse ponto, usamos as expressoes (3.54) nos termos indesejados remanescentes de
(3.50) e, levando em conta os vinculos sobre u; e uy ditados pelas equagoes de Bethe
(3.58) podemos verificar por computagao direta que todos eles sdo automaticamente
cancelados. Dessa forma, concluimos que o estado (3.49) com coeficientes (3.54) é um

autoestado de (3.24) com autovalor Ag(u, uy,us) (C.1).

O terceiro estado excitado

Seguimos procedimento analogo para o terceiro estado excitado. O ansatz agora é dado

por,

Qg (g, ug, u3) = ‘I’S(U17U2,U3)+9§2)(U1,U27U3)‘I’2(u1au2)

+ 9%2)(111,1@, us)Wa(ur, us) + 952)(“1#27 us) Wy (uz, us)

+ géé)(ulau% uz)Wq(ur) + 9%)(”1, ug, u3)Wq(ug) + gg)(ulau% us)Wq (us)

+ ggé(ub Uz, uz) Vo (3.57)

em que os coeficientes g (u1,us,us) serao determinados a seguir.

Nesse caso usamos n = 3 nas expansoes (3.35,3.36) para determinar a atuagao de
t(u) em (3.57). Nesse caso, observamos o aparecimento de muitos termos indesejados,
e por isso os omitimos aqui e apenas descrevemos o procedimento para resolve-los.
Novamente, todos tem que ser nulos para que (3.57) seja um autoestado de (3.24). As
equagoes de Bethe sao obtidas dos coeficientes dos estados indesejados By (u) Vo (u;, ug),

e sao dadas por,

A (u;) o an (4, w)
1(u; 21 (Uj, ug .

= —O(u; | | —L = for j=1,2,3. 3.58
Aq(uy) ( j)k:m# a1 (uj, ur) (3:58)
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Escolhemos entao os coeficientes dos termos indesejados mais simples para obter as
funcdes g. Para as amplitudes de ordem dois, ou seja, ¢® (uy, us, u3), usamos os coefi-

cientes de Wo(u;, uy) e, apés levar em conta as equagoes de Bethe (3.58), encontramos,

9;&2)(161, Uz, U3) = Q(U3)a21(u3, U1)a21(u37 UQ)Q(U37 UI)Q(U37 u?)a
952) (Ul, U, U3) = 9(“2)%1 (U2, ul)a21(u2, U3)Q(U2, U1),
952) (ur,u2,us) = g(ur)ag (ur, uz)as (ur, us). (3.59)

Os coeficientes g (uy, ug, u3) por sua vez sao derivados dos de W1 (u;) enquanto g© (uy, u, u3)
¢ obtido do coeficiente de Wy. Usando as equagoes de Bethe (3.58), encontramos a se-

guinte estrutura,

g8 (ur, ug,us) = g(ug)g(us)ag: (ug, uy)ag (us, ur)s(ug, us)Q(us, ur)Q(us, ur),

Uy, Uz, Us Uy )gl\us a21(u1,u2) (U3,U2)S(U1,U3)Q(U3,U2),

I
Q

) (u2)g(us)
) (u1)g(us)
) = g(u1)g(uz)an (us, us)az (uy, us)s(uy, uz),
) (u1)g(uz)

(
13 (
5 (ur, ua, ug
(

giop(ur uz,us) = glu)gluz)g(us)s(uy, uz)s(uy, us)s(us, us). (3.60)

Finalmente, podemos ver por bruta for¢a que todos os demais termos indesejados se
cancelam se levarmos em conta as expressoes (3.59,3.60) juntamente com as equagoes
de Bethe (3.58). Logo, o vetor (3.57) é um autoestado da matriz de transferéncia (3.24)

com energia Az(u, uy, ug, ug) (C.1).

O n—ésimo estado excitado

Considerando os resultados das subsegoes anteriores podemos propor a seguinte solugao
para o problema de autovalores e autovetores da matriz de transferéncia (3.24): o

n—ésimo autoestado excitado é dado por,
D, (Ury ..oy uy) = Wy (ug, ... uy)
n

k . N
+ Z géh) B (G T | N (T3 PO 17 (/SR (o

(3.61)
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em que os vetores U,, sdo obtidos por meio da relagao de recorréncia (3.32) e os coefi-

cientes sao dados por,

n

k
gél?_"vzn_k(ul, CeUy) = H g(tm) H S(Upp Uy H 21 (U y Wy )i

mel m/elm/ <m m''=1,m" ¢l
(3.62)
sendo £ = {{y,..., 0, 1} e
~ fMum,umu% if m>m”
Qs = (3.63)

1, de outro modo.

Os autovalores correspondentes sao escritos como,

3 n
An(u g, tt) =Y wa(w)Aa(w) [ [ dor (u, uy), (3.64)
a=1 Jj=1
enquanto as raizes de Bethe devem satisfazer,

Bal) _ () f[ 21 (1, Ui) (3.65)

A (uy) ety O (s we)”

para j =1,...,n.
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4 Conclusao

Nesse trabalho estudamos o problema espectral associado a modelos de seis e dezenove
vértices com fronteiras triangulares. Vimos que as fronteiras triangulares implicam a
presenca de operadores de aniquilacao na expressao da matriz de transferéncia, o que
dificulta consideravelmente a construcao dos respectivos autoestados.

Para contornar esse problema, utilizamos uma superposicao de estados auxiliares
como proposta de autovetores da matriz de transferéncia. A determinacao dos coefici-
entes de tal combinacao linear foi feita por meio da imposicao de nulidade de termos
indesejados extras na analise do ansatz de Bethe algébrico. Observamos que os au-
tovalores bem como as equacoes de Bethe coincidem com aquelas do caso em que as
matrizes K sao diagonais. Dessa forma, conseguimos construir um genuino ansatz de
Bethe algébrico com matrizes K nao diagonais.

Alguns problemas que podem ser estudados com base em nossos resultados incluem,

1. verificagao do ansatz ®,, = >, g™, para modelos de vértices associados a

algebras de elevado rank, com fronteiras triangulares;

2. obtencao de expressoes para o produto escalar e fungoes de correlacao dos estados

de Bethe generalizados ®,,, estendendo assim os resultados de [64];

3. andlise do limite semiclassico da solucao do ABA, o que pode revelar magne-
tos de Gaudin generalizados bem como extensoes das equagoes de Knizhnik-

Zamolodchikov [65-68];

4. investigacao de possiveis aplicacoes nos chamados processos exclusao assimétricos

[69];

5. implementacao de um ansatz de Bethe algébrico para modelos de vértices gra-
duados com fronteiras triangulares, em especial aqueles relacionados ao chamado

modelo tJ [70-72];

6. implementacao de um ansatz de Bethe algébrico para as matrizes K completas.



41

A Coeficientes da expansao off-shell para o modelo

de seis vértices

As fungoes que entram nas equagoes (2.27,2.28,2.29) sao dadas por,

Fr(u,uq, ..

Gr(u,ug, ...

Hy(u,uq, . ..

n n

) = Ar(ug)as(u, ug) H ay (ug, we) + Ao(ug)ag(u, ug) H by (ug, up),

=102k =102k
(A1)
cun) = Ay (ue)bs(u,ue) [ an(unswe) + Ao(we)ba(u,ug) [T bi(un, ue),
=102k (=1,0k
(A.2)

Ju) = Ar(w)Aq(ug) [e2(u, ug) + cs(u, ug)] H ay (w, ug)aq (ug, wp)

=104k
+ Ao(u)Ax(ug) [ca(u, ur) + co(u, ur)] by (u, ug)ar (ug, ue)
0=10+#k
+ Al(u>A2<Uk)C5(U,Uk) H CLl(U,UZ)bl(Uk,UZ)
=104k
+ Ag(u)Ag(ur)er(uyug) [T 01w, we)b (g, ), (A.3)
0=1,0+£k

n

He(w,un, - un) = Aq(up) Ay (ug)ons (w,ug,ue) [ a1 (e, ) (g, )

com

m=1,m#L,k

+ Aq(ug)Ag(ug) oz (w, g, wp) H a1 (g, U ) b1 (e, Uy
m=1,m#Lk

+ A (ug) Ao (up)om (wyup,ug) [T (e )b (e, 1)
m=1m#L,k

+ Ao (ug) Ao (ug) e (u, ug, up) H b (e, W ) b1 (Uk, Uy,
m=1,m#L,k

(A4)

apr(u, ug, ug) = ag(u, up) [ag (ug, u)ea(u, ug) + cs(u, ug)aq (ug, ue)]
(

ca(u, ug) + co(u, ug)ag (g, we)]

as(ug, we) + c5(u, ug)bs(ug, ur)]

+ o+ o+
=)

[}

=

<

z

S

w

=

<
\_/f_/\/

ag(ug, ue) + c7(u, ug)bs(ug, up)] , (A.5)



a2 ('LL, Uk, Ug)

Q2 (U, Uk, ’LM)

Q22 <U’7 Uk, u@)

+ o+ o+

+

+

+

+

as(u, up) [ay (ug, w)ea(u, ug) + c3(u, ug)ag (g, ue)]
(a1 (ug, w)eq(u, ug) + co(u, ug)aq (ug, ue)]
as(u, ug) [es(u, ug)as(ug, we) + c5(u, ug)ba (g, ug)]
)

bs(w, ug) [co(uw, ug)as(ur, we) + cz(u, wg)ba(wy, ue)],

cs(u, ug) [ag(u, we)by (ug, we) + az(u, ug)bs(uy, up)]
o7 (u, ug) [bs(u, we)by (ug, we) + ba(w, ug)bs(ug, ue)]

as (g, ug) [ag(w, ug)es(u, ug) + bo(u, ug)ce(u, ug)]

cs(u, ug) [ag(u, we)by (ug, we) + az(w, ug)ba(uy, up)]
cr(u, ug) [ba(u, we)by (ug, we) + ba(w, ug)ba (uy, up)]

az(ug, ug) [ag(u, ug)es(u, ug) + ba(u, ug)ce(u, ug)] -
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(A.6)
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B Relacoes de comutacao para os modelos de de-

zenove vértices

Nesta se¢ao apresentamos relagdes de comutacao provenientes da equagao (3.6). Para

maiores detalhes e expressoes explicitas para as amplitudes ver por exemplo [30]. Te-

mos,

Dy (u)Bi(v)

Dy (u)Bi(v)

Dy (u)By(v)

Cl (U)Bl (U)

Ca(u)By(v)

+

+ o+ o+

-

+

+ o+ o+ o+

a1 (u, v)B1(v)Dy(u) + a1z (u, v) By (uw)Dy(v) + ar3(u, v) By (u)De(v)
ars(u, v)Ba(u)Ci(v) + ar5(u, v)Ba(uw)Cs(v) 4 ar6(u, v)Bo(v)Cy (),
(B.1)

o1 (1, 0) By (V) Da (1) + g (u, v) By (w) Dy (v) + ass(u, v) By (w)Da(v)
oa (11, V) Ba (1) D1 (v) + azs (1w, v) By (w)Da(v) + asg(w, v) Ba(w)Cy (v)
27 (1, 0) Ba (1)Cs (v) + ass(, v) Ba(0)Cy (1) + asg (1, v)Ba(v)Cs ()
az10(u, ) By (v)Dy (w), (B.2)

a1 (1, 0) By (0)Ds (1) + asa(u, v) By (W) Dy (v) + ass(w, v) By (w)Da(v)
a1, 0)Ba (1) D1 (v) + ass (1w, 0) By (w)Da(v) + asg (1, v) Ba(w)Cy (v)
a7 (1, 0) Ba(1)Cs (v) + ass(, v) Ba(v)Cr (1) + ago(u, v)Ba(v)Cs(w)
as10(u, v)B1 (0)Dy () + asny (u, v) B (v)Da (), (B.3)

e11 (1, 0) By (0)Cr (w) + 1o, v) By (0)Ca(t) + c15(w, v) By (1) Ca(v)
c1a(t, 0) By (w)Cs(v) + e15(1, v)Ba(v)Ca(t) + c16(w, v) Dy (0) Dy (1)
crr(, 0) Dy (0)Da(u) + e1s (u, ) Dy (w) Dy (v) + cr9(w, v)Di (1) Do (v)
c110(tt,0) Do (1) Dy (v) + c111 (1, v) Do (u) Dy (v), (B.4)

y11(u, v) Br(v)Ca(u) + y12(u, v)Bs(v)Ca(w) + yu3(u, v) By (u)Ca(v)
y1a(u, v) Bs(u)Ca(v) + y15(u, v) D1 (v)C1(w) + yr6(u, v)Da(v)C1(u)
y17(u, 0)D1(v)Cs(u) + Y1s(u, v)D2(v)Cs(w) + y19(u, v) Dy (u)Cr(v)
y110(u, 0)D2(w)Ci(v) + Y111 (u, V) Ds(w)Ci(v) + Yr12(w, v) Dy (u)Cs(v)
y113(u, ) D2(w)C3(v) + y11a(u, v)D3(u)Cs(v), (B.5)



Cs(u) By (v)

Bl (U)Bl (U)

81 (U)Bg (’U)

Dy (u)Ba(v)

Dy(u)Ba(v)

Dy(u)Ba(v)

Cl (U)Bg (U)

+ o+ o+ 4+

+

_|_

+ o+ o+

+ o+ + o+
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ea1 (1, 0) By (0)Cy (w) + can (1, 0) By (0)Ca (1) + 5 (w, v) By (w)Cs(v)
Coa(tt, 0) By () Ca(v) + ca5 (1, v) Ba(v)Ca(tt) + ca5(w, ) Dy (v) D ()

e (11, 0) Dy (0) Do (1) + cas (1, V) Dy (0) Dy () + ca9(tt, v) Dy (1) Dy (v)
ea10(1t, ) Dy () Da(v) + cary (1w, v)Da(w) Dy (v) + cara(u, v)Da (1) Da(v)

c213(1, V) D3 (u) D1 (v) + co14(w, v)D3(u)Da(v), (B.6)

eo1 (u, v) By (v) By (u) + egz(u, v)By(v)Da(u) + ep3(u, v)Ba(v) D1 ()
eos(u, v)Bay(u)Dy(v) + egs(u, v)Ba(u)De(v), (B.7)

di1(u, v)Bs(v) By (u) 4 di2(u, v) By (v) By (u) + dis(u, v)Ba(v)Dy (u)
dy4(u, v)Ba(v)Da(u) + dis(u, v)Be(u)D1(v) + dig(u, v)Ba(u)De(v)
d17(u, U)BQ(U)Dg(’U), (Bg)

bi1(u, v)Ba(v)Dy(u) + bia(u, v)Be(uw)Dy(v) 4 bis(u, v)Ba(u)D2(v)
bia(u, v)Ba(u)Ds(v) + bis(u, v) By (w) By (v) + big(u, v) By (u)Bs(v),
(B.9)

ot (11, 0) Ba () Do (1) + bos (10, v) B () Dy (v) + bas (11, v) Ba (1) Do (v)

boa (1, 0) Ba(w) D3 (v) + bas (u, ) By (1) By (v) + bag(u, v) By (w) By (v)

bz (11, 0) By (w) By () + bas (11, v) By (1) By (v) + bag (1, 0) Ba(v) Dy (),
(B.10)

ba1 (1, 0) Ba () D3 (v) + ba (1w, v) Ba () Dy (v) + baz (, v) Ba (1) Do (v)
bya(tt, 0) Ba(0) D3 (1) + bs (u, v) By (w) By (v) + bag(, v) By () Bs (v)
by (0, 0) By (w) By () + bs (1, 1) By (1) Bs(v) + bag (, v) B (v) D1 (u)
baro(1, v) Ba (1) Da (1), (B.11)

Y11 (u, v)Ba(v)Ci (u) + Yia(u, v)Ba(v)Cs(u) + Yis(u, v)Ba(u)Ci (v)
Yia(u, v)Ba(u)Cs(v) + Yis(u, v)Bi(v)D1(u) + Yig(u, v)Bi(v)Da(u)
Yi7(u, v)Bs(v) D1 (u) + Yis(u, v)Bs(v)Da(u) + Yig(u, v)Bi(u)D:(v)
Yiro(u, v) Bi(u)Ds(v) + Yii1(u, v)Bi(w)Ds(v) + Yira(u, v) Bs(u) D1 (v)
Yins (11, 0)Bs(u)Da(v) + Yira(u, v)Bs(u) Ds(v), (B.12)



C(u) Ba(v)

Cg (U)Bg (?J)

Dy (u)Bs(v)

+ O+ o+ 4+ + o+ o+ o+

+ o+ 4+ o+ o+
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() + e30(1, V) Ba(1)Ca(v) + 3w, v) D3 (w) D3 (v)
C3a(tt, 0) Do (w) Do (v) + e35(u, V) By (1) Ca (v) + c36(w, v) Do (v) Dy (1)

(v) + e3s(u, v)Dy () Ds(w) + cs9(u, v) Dy () Do)

() + 511, v) By (1)Cy (v) + e312(u, v) D3 (u) Dy (v)

>
w
4
S~—
>
[
—
<
S~—
-
Q
w
—
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<
4
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()
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<
N—
>,
()
—
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Q
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—
ot
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<
4
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>
w
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w
=
Ne)

—~ —~ /g —~ —~ —~
<

— ~— ~— ~— — ~—
S

S
SN—
S
—

<
SN~—

+

Q
w
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o
~—

- S
<
SN~—
S
~
~—
S
—
SN~—

—+

@)
w
N
[
~

I

<
SN~—

oM
w
—
N~—

a3
w
—
S~—

)
)C3(v), (B.13)

Yor(u, v) Ba(v)Cs(u) + Yaz(u, v) B2(v)Ci(u) + Yas(u, v)Ba(u)Ci(v)
Yaua(u, v) Ba(u)Cs(v) + Yas(u, v) By (v) D (u) + Ya6(u, v)Bi(v) Do (u)
Yor(u, v)B1(v)Ds(u) + Yos(u, v) Bs(v)D1(u) + Yag(u, v) B3 (v)Da(u)
Ya10(u, v)Bs(v)Ds(u) + Yau1 (uw, v) By (w) D1 (v) + Yar2(u, v) By (u)Da(v)
Yor3(u, v) Bi (1) D3(v) + Yara(u, v)Bs(w)Di(v) + Yai5(u, v) Bs(u)D2(v)
Yaus (1, 0)Bs(u)D3 (), (B.14)

z11(u, v)Bs(v) D1 (u) + x12(u, v)Bi(v)Dy(u) + x13(u, v)Bi(u)Dy(v)
214 (u, v) By (1) D2(v) + x15(u, v) By (u)D3(v) + x16(u, v) Bz (u)Cq (v)
217 (w, v) Bo(u)Cs(v) + z18(u, v) Ba(v)Cq (u), (B.15)

21 (u, v) B3 (0) D2 () + za2(u, v) B1(v)Da(u) + w23(u, v)Bi(u) D1 (v)
2241, 0) By () Da(v) + 25 (1, 0) By () Ds(0) + 96(u, v) By (1) D (0)
Ta7(u, 0)Bs(u)Da(v) + a8 (u, v) Bs(u) D3 (v) + 229 (u, v) Ba(u)Ci (v)
Tono (11, 0)Ba(1)Cs (0) + 11 (1 0)Ba(0)Ca (1) + a1 (11, v)Bo (0)Ca (11),
(B.16)



Dy(u)Bs(v)

+ o+ o+ 4
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31 (1, ) B3(0)Ds(u) + x32(u, ) B1 (v) Ds(u) + x33(u, v) Bi(u)D1(v)
234(u, v) B1(u)D2(v) + 235(u, v) By (u) D3 (v) + 236(u, v)Bs(u)D1(v)
x37(u, v)Bs(u)Da(v) + w38 (w, v)Bs(u)D3(v) + 239(w, v)Ba(u)Cqi(v)
z310(w, v)Ba(u)C3(v) + w311 (u, v) B2 (v)Cq (1) + x312(1, v) B2 (v)Cs(u)
Tars (1, 0) By (0)Dy (1) + w310 (1w, ) Ba(0) Dy (w), (B.17)

By(u)Bi(v) = enr(u,v)Bi(v)Ba(u) + era(u, v)Ba(v) By (u) + ers(u, v)Ba(v)Bs(u),

Bl (U)BQ (U)

BQ (U) Bg (U)

Cl (U)B;g(v)

C3(U>B3<U)

(B.18)

= e91(u,v)By(v) By (u) + ez (u, v)Ba(v)Bs(u) + eas(u, v)B1(v)Ba(u)

+  ea(u,v)Bs(v)Bs(u), (B.19)

= e31(u,v)B3(v)Ba(u) + eso(u, v)By(v)Ba(u) + esz(u, v)Ba(v) B (u)

+  es4(u,v)By(v)Bs(u), (B.20)

+ o+ o+ o+

+ 4+ + o+ + o+ o+ o+

Car (1, 0) By (0)Cy (w) + Cha (11, 0) By (0)C (1) + Cog (1w, 1) By (1) C ()
Caa (11, 0) By ()Cs (v) + s (1, v) Ba(0)Ca (1) + Cag(u, v)D; (v) Dy ()

Cr (11, 0) Do (0) Dy (1) + Cos (1, v) D (v) Dy (1) + Cag (11, v) Dy () Dy (v)
Caro(tt, v) Do (1) Dy (v) + Cor (1, v) Dy (w)Da(v) + Cora (a1, v)Da(w) Da(v)
Cora (11, 0) Dy (1) D5 (v) + Cona(u, v)Da(w) Dy (v), (B.21)

ca1(u, ) Dy (v)Da(u) + ca2(u, v) D1 (u)Dao(v) + caz(u, v)Da(u) Dy (v)
caq(u, v) By (u)Cy(v) + ca5(u, v)Da(v)D3(u) + ca6(u, v)Bs(v)Cq(u)
(

ca7(u, v)Ba(v)Co(u) + cas(u, v)D3(u)Dy(v) + ca9(u, v)Do(v) Dy (u)

u,v)Da(u)Ds(v), (B.22)
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Bs(u)Bi(v) = doi(u,v)B(v)Bs(u) + daa(u, v) By (v) By (u) + dag(u, v)Be(v) Dy (u)

+ daa(u, 0)Ba(0)Da(u) + das (1, 0)Ba(0)Ds (1) + dag (11, v)Bs (1) Ds (v)

+ dar(u, 0)Ba(u)Ds(v), (B.23)
Bs(u)Bs(v) = for(u,v)Bs(v)Bs(u) + for(u, v)Bi(w)Bi(v) + fos(u, v)Bi(u)Bs(v)

+  foa(u,v)Bs(w)By(v) + fos(u, v)Ba(uw)Dy(v) + fos(u, v)Ba(v)Dy(u)

+  for(u,v)Ba(u)Da(v) + fos(u, v)Ba(v)Do(u) + foolu,v)Ba(u)Ds(v)

+  foro(u,v)Ba(v)Ds(u). (B.24)

Aqui escrevemos explicitamente apenas as amplitudes que aparecem na solucao

final. Para o modelo de ZF temos,

sinh(u + v) sinh(u — v — )

= B.25
an (u,v) sinh(u — v) sinh(u + v +n)’ ( )
o (11,0) = si'nh(u + ) si'nh(u —v—n) sir%h (u—v+1) sir%h (u+v+ %) . (B.26)
sinh(u — v) sinh (v — v — ) sinh (u + v + 2) sinh(u + v + 7)
inh (u — v+ %) sinh (u + v + %
. LY Gk 212) sinh (u + v 2 ), (B.27)
smh(u—v— 2)smh(u+v+ 2)
h(u — v — 1) sinh (4 — v + 2
eo1(u,v) = - v 7773 i (izvt}) ; (B.28)
sinh (u — v — 2) sinh(u — v + )
sinh(2v) sinh sinh
eoa(u,v) = — . ( ?7 : }(177)2 , eos(u,v) = —— h () > (B.29)
sinh (u — v — 2) sinh (2v + 1) sinh (u + v + 2)
e, para a solucao IK solution, temos,
inh inh(u —v —
o (1, 0) = sinh(u + v) sinh(u — v — ) (B.30)

sinh(u — v) sinh(u + v +n)’

sinh(u — v + ) sinh(u + v 4 27) cosh (u — v — ) cosh (u + v + Z)

ag (U, v) = sinh(u — v) sinh(u 4+ v+ 7) cosh (v — v + 2) cosh (u + v+ )~

(B.31)

h (u—v+ ) cosh (u+v+ 3
o (10,0) = coS (u v+ 5 ) cos (u v 32 ), (B.32)

cosh(u—v+g)cosh(u+v+3")

cosh (u — v — g)
) = , B.33
o (v, V) cosh (u —v 4+ g) ( )
e"sinh(2v) sinh e" sinh

eos(u,v) = (2v) () , eos(u,v) = — () (B.34)

cosh (u—’u+ g) sinh(2v + ) cosh (U+v+ 3_271)
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C Coeficientes da expansao off-shell para o modelo

de dezenove vértices

As funcgoes que definem a equagao (3.35) s@o dadas por,

Ay, ) =Y wa(w)Aa(w) [ aor (u, 1)), (C.1)

J=1

]:j(n)(uaula 7un)
n 2 n
{ H Quj, up }{ZAaWJ)Qf(U u;) H aal(uwum)}a
p=1,p<j a=1 m=1,m##j
(C.2)
G (- uy,)
n 2 n
{ H Quj,u, }{ZAQ(UJ)Q (u, u;) H aal(u],um)},
p=1,p<j a=1 m=1,m#j
(C.3)
e
H§Z)(u,u1, CeyUy) = { H Q(uj,up)} { H Q(uk,uq)}
p=1,p<j q=1,q<k,q#j
2 n
X Z Aa(uj)Aﬁ(uk>QzL,B(uaujvuk) H a1 (Uj, U ) apr (Uk, Uy
a,f=1 m=1
m#j,k
(C.4)
com as funcgoes auxiliares () dadas por,
Q7 (u,u; ) qu w)ag(u,u;), Qf (u,uj) qu w)ags(u, uj), (C.5)
3
Q%(“a“j) = qu(u)aq4(u,uj), QF (u , uj) qu u)ags (u, uj), (C.6)



Q’{{l (u> Uy, uk)

Q;-[Q(uvuﬁuk) =

+ o+ 4+ o+ o+

Q;-Ll (ua Uj, uk)
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= wi(u) {an (u, uj)ar(u, uk)eos(uz, u) + ara(u, uy) [er(uy, ur)
+  cis(uj, ug)] + ars(u, uj) [cas(uj, ug) + cao(uy, ug)]

= bua(u, uj)eoa(uy, un) }

wa(u) {az1 (u, u;) lage (u, up)eos(u;, w) + asa(u, wr)dis(u;, )]
age(u, uy) [cr6(uj, u) + c1s(wg, ug)| + agr(u, uj) [cos(uy, ug)
Ca9(ws, up)] — baa(u, uj)eo(uy, ue) }

wa(w) {as (u, uj) [agz (u, ur)eos(uj, w) + asq(u, ug)diz(uj, u)]

+ o+ 4+ o+ o+ o+

)
aze(u, uj) [ci6(wy, ur) + cis(ug, ur)] + azz(u, ug) [eas(ug, ur)
(

a9 (g, ug)| — bsa(u, uj)eos(us, ug)}, (C.7)

wi(u) {ar1(u, uj)ars(u, ug)eos(uj, w) + ara(u, uj)cro(uy, uy)

ars(u, uj)caro(uy, ug) — bia(u, u;)eos (uj, ug)

wa(u) {ag (u, uj) [ags(u, ur)eos(uj, w) + ags(u, ug)diz(uj, u)

age (U, u;)cro(Us, ug) + agr(u, uj)caro(uy, ug) — baa(u, uj)eos(us, ug)}
ws(u) {asi (u, u;) lass(u, ur)eos(u;, u) + ass(u, ur)dis(u;, )]

ase(u, uj)crg(uj, u) + asr(u, uj)caro(uy, ug) — bso(u, u;)eos(wj, ur)},

(C.8)

= wi(u) {anr (u, uj)ars(u, ue)eoa (uj, u)+ ara(u, u;) [err(ug, ur)
+  crro(uy, uk)] + ars(u, uy) [car(uj, ug) + co11(uy, ug)]

— big(u, uj)eon(uy, ur) }

wa(u) {ag (u, uj) [age(u, ug)eoa(uj, w) + agq(u, ug)dis(uj, uw)
ang(u, uj) [err (g, uk) + crio(ug, we)] + azr(u, uj) (o7 (uj, up)
Co11(ty, ur)] — bas(u, uz)eoa(uy, up)}

ws(w) {as (u, uj) [asz(u, ug)eoa(uj, w) + asa(u, ug)dia(uj, u)

ass(u, Uj) [017(%‘, ug) + 0110(%‘, ug)] + asz(u, Uj) [027(%, uy)

+ o+ o+ 4+ + o+

car1 (g, ug)] — baz(u, uj)eos(uy, ur)}, (C.9)
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Q;lz(% uj,up) = wi(u) {an (u, uj)arz(u, ug)eoa (), u) + ara(u, uj)enn (uy, ug)
+ a5 (u, uj)eara(ug, uk) — bia(u, uj)eos(uj, ug)}
+ wo(u) {ag1 (u, u;) [ags(u, uk)eoe(u;, u) + ags(u, ug)dia(u;, w)]
+  ags(u, uj)ernn (uy, ug) + agr(u, wj)cara(uj, u) — bos(u, uj)eos(u;, ug)}
+ ws(u) {asi (u, u;) [ass(u, ug)eoe(u;, w) + ags(u, ug)dig(u;, w)]
+ a36(U,Uj)6111(Ujauk) + a37(u uj>0212(u]7uk) 533(%%)605(%7“1@)}
(C.10)
Para a expansao (3.36) temos,
7;(71)(% ULy ey Uy) = { H Q(uj,up)}
p=1,p<j
3 2 n
SO M) D) QT (1 15) T s, s 5, )
a=1 p=1 m=1
m#j
(C.11)

Z/{J(Z)(u,ul, e Up) = { H Q(uj,up)} { H Q(uk,uq)}

p=1,p<j q=1,q<k,q#j

3 2 n
XA Y A () Ag(u) Ay (ur) Qg (1, un) [T Gar (s tim)aps (g, )y (g, ttn)
a=1 =1 m=1
y=1 m#j.k

(C.12)

V;Z)(u,ul,...,un) = { H AQ(uj,Up)}{ H Q<uk7u¢I>}

q=1,q<k,q#j

Wj(k)(u ULy ooy Uy) =

H 4Q(uj’up)} { H Q(Uk>uq)}

q=1,q<k,q#j

2 n
X { Z Aa(uj)Ag(uk) o (U Uj, Ug) H Aot (U, U ) ap1 (U, Upy,)
m=1
m#j,k

(C.14)



o1

X](gg(u, Uly ooy Upy) =
{ H Q(uj,up)} { H Q(uk,uq)} { H Q(W,ur)}
p=1,p<j q=1,q<k,q#j r=1,r<tl,r#j,k
2
X { Aa(uj)A/g(uk)Aw(ug)Qfm(u,uj,uk,w) X
a,B,y=1
H aal(“jaum)aﬁl(ulmum)a'yl(u@aum)} )
m=1,m#j,k,l
(C.15)
Y (u,u Up) =
ke y Wiy ooy Un
{ H Q(uj,up)} { H Q(uk,uq)} { H Q(W,ur)}
p=1,p<j q=1,q<k,q#j r=1,r<l,r#j,k
2
X { Ao (1) A (ur) Ay (we) Qg (u, g, g, ug) X
a,B,vy=1
H aal(uj7um)aﬁl(ukvum)a'yl(uﬂaum)} 3
m=1,m#j,k,l
(C.16)
Z(n)(u u Up) =
ke y Wly e ooy Up
{ H Q(uj,up)} { H Q(uk,uq)} { H Q(ué,ur)}
p=1,p<j q=1,q<k,q#j r=1,r<l,r#j,k
2
X { D Aa(u)As(u) A (ue)QZs, (u, g, ug, ug) X
a,B,v7=1
H aal(uj7um)aﬁ1(uk7um)a’yl<u€>um)} .
m=1,m#j,k,0
(C.17)

Temos,
QT (u, uy) = kfy(u)[ers(u, u;) + crs(u, )] + ks (u)[cas(u, u;) + co(u,uy)],  (C.18)

Qo (u, uj) = ki (u)ero(u, uy) + ks (w)caro(u, uy), (C.19)
Q7 (u, uj) = ki (w)[erio(u, uy) + erg(u, uy)] + kg (u)[ean (w, uy) + car(u, uy)],  (C.20)

QL (u,uj) = ki (w)erns (u, uy) + ks (u)cara (u, uy), (C.21)



52

QFy (u, uy) = kfy(w)[eans(u, uy) + cas(u, uy)], QI (u,uy) = kifz(u)eara(u, uy),  (C.22)

?11(% Uj, uy) =

kit (w) [y15 (u, 1) (cre (u, ur) + crs (w, ug)) 4 Yo (u, u) (e (U, ug) + c1s (g, ur))
+ Y112 (u, uy) (cas (), uk) + 29 (wj, ug)) + yar (u, uy) (cas (w, up) + cag (u, ug))

— €n4 (Uj, Uk) (6318 (u, Uj> + C319 (u, UJ))] y (C23)

QYo (u, uj, uy) = Kfs(w) [cro (u, wn) yis (w, ;) + 1o (w, uy) c1g (uy, wp)
+ Y112 (w, uj) ca10 (U, k) + ca10 (w, ug) Y17 (u, uy)

— eos (ug, ur) (ca1s (u, us) + ca9 (u, 1 )], (C.24)

Qo (u, uj, wy) =

kel (w) [y1o (u, uz) (erio (wy, ur) + i (wj, ur)) + yi6 (u, uy) (cro (uw, wr) + cis (u, ur))
+ gz (u,u) (conn (ug, un) + cor (ug, ue)) + yis (u, wy) (cas (w; up) + c20 (u, uk))

— eoa (uj, ug) (ca23 (w, uj) + cs7 (u, uj))], (C.25)

o (s ug, u) = k5 (w) [y (u, uy) cinn (g, ug) + g (u, ug) yie (u, uy)

+ ca10 (W, uk) Yas (w, u;) + Y12 (U, u;) ca12 (uy, ug)

— €05 (Uj, Uk) (0323 (U, Uj) + C37 (u, U]))] s (C26)

QZZ/IH(u?uj?uk) =
k() [yas (u, uz) (crio (w, w) 4 exz (u, ur)) + yano (w, uy) (6 (uj, k) + cis (g, up))
+ yi7 (u, uj) (cann (w, ug) + cor (u, ug)) + yais (u, uj) (co6 (wj, ug) + ca9 (ug, ug))

— €04 (Uj, Uk) (0320 (U,, Uj) + C39 (U, UJ))] y (C27)

Q%o (u, uj,we) = Kfs(w) [exnn (w, ) yis (u,u5) + Yo (u, uy) cag (uy, ug,)
+ Y113 (w, w;) ca10 (U, ur) + ca12 (u, wg) yar (u, uy)

— €05 ('LL]', uk) (0320 (U, Uj) + C39 (U, uj))] s (C28)

15{21(% Uj, ug) =

kf},(u) (Y110 (w, w;) (110 (wj, ug) + ci7 (wj, ur)) + yie (w, w;) (110 (w, ug) + c17 (u, ug))
+ Y113 (u, uj) (cor1 (uj, ug) + car (uj, ug)) + yas (u, uj) (corn (w0, u) + cor (u, u))

— €04 (Uj, Uk> <0314 (u, Uj) —+ C34 (U, u]))] > (C29)



23

Qoo (1, g, ug) = ks (w) [ynno (u, uy) e (uj, ue) + e (u, we) yi6 (u, uy)
+ Y113 (u, uy) car2 (uy, ug) + co12 (w, ug) y1s (u, u;)

— €05 (Uj, uk) (6314 (U, Uj) 4+ C34 (u, Uj)>] 5 (C?)O)

QZ?:{H(u? Uj, uk) =
kfg(u) (Y111 (w, wy) (c16 (wj, w) + c1s (wg, ug)) + vz (v, wj) (cors (w, ug) + cos (u, uy))
+ yr1a (u, uy) (cas (g, ug) + cag (uj, ug)) — eoa (uj, ur) (ca12 (u, uz) + cas (u, uy))],

(C.31)

Q%o (u, uj, up) = kfi(w) [y (w, uy) erg (g, ) + ya1a (u, uy) caro (wy, wp)

+ C214 (U, 'Lbk) Y17 (U, Uj) — €05 (Uj, Uk) (0312 ('U,, Uj> + C38 (U, UJ))] s (032)

o (uy ug, ug) = k() [yann (u,wy) (ero (wj, ug) + car (uj, )

+ Y114 (w, wy) (cor1 (wj, ug) + car (wy, ug)) + yas (w, u;) (ca13 (u, ug) + cos (w, uy))

— eoa (uj, ug) (e315 (u, uz) + cs6 (u, uy))] (C.33)

Qo (u, uj, ug) = kfi(w) [y (w, uy) e (wg, ) + ya1a (u, u5) care (ug, wp)

+ Co14 (U, uk) Y18 ('U,, Uj) — €05 (Uj, Uk> <6315 (U, Uj) -+ C36 (U, UJ))] N (034)



X

+ + 4+ + + + + + 4+ + o+ 4+ + o+ +

o4

Q1 (u, uj, uy,) = kg (u)

[a11 (uj, ug) (ar2 (u, ug) cog (w, w;) + ass (w, ug) ca11 (w, u;) + ass (w, ug) c213 (u, uj))
ann (ug,w) (a1 (u, ug) a6 (u, uj) + age (u, ug) cor (u, u;) + ass (u, ug) cos (u, uyj))
a1z (u;, ug) (a2 (w, uj) conn (u, u;) + asz (u, u;) ca1s (u, u;))

arz (u, uj) (ca9 (w, uj) a1z (wj, ug) + co10 (U, w;) asa (uj, uk))

co14 (U, uj) (asz (w, uj) ag (wj, uk) + a3 (u, uj) az (uj, ug))

(u, 1) arz (u; ;) aza (ug, ug)

T12 (uj, w) (agq (u, ug) cor (u, uj) + asq (u, uy) cog (u, uj))

ana (15, uk) (210 (s, 1) 213 (u, 1) + co12 (u, uy) T23 (u, uy))

Ca (u; ;) (Ca6 (ug, un) + a0 (uj, ur)) — Your (u, uy) €os (uy, up)]

kel (w) lany (u, ur) (ar (u, we) ers (w, uz) + aze (u, uk) eno (u, uy))

arr (uj,uw) a2 (w, ug) c1 (u, u;)

(

crr (u, uy) (ary (uj, w) ass (u, ur) + agq (u, ug) 12 (uj, w))

)

19 (u, uy) (@12 (u, uy) agy (uj, ug) + 213 (u, uj) azq (g, ug))

wj, up) (arz (u, ujy) cig (u, ;) + age (u, uz) crio (u, uj))

lO

12 (
ass (u, UJ) e (u, Uj) 22 (Uj, ug) + cin (u, Uj) Ta3 (u, Uj) Q24 (uj7 u)
)

c1z (u, uz) (Ca6 (1), ug) + 20 (uj, ug)) — Yo (u, uy) €oa (uj, ug)], (C.35)



o+ o+ + + + ++
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QYo (u, uy, up) = kify(u)
a1y (uj, ur) (@13 (u, ug) cag (u, uz) + ags (u, ug) ca11 (u, u;) + ass (u, ug) ca13 (u, uy))
uj, u) (a3 (u, ug) cas (U, uj) + ags (u, ug) car (u, uz) + ass (u, uy) cos (u, uy))

az (uj, ug) (ags (u, uj) carn (u, ui) + asg (u, u;) carz (u, u;))

( (
aa (u, uj) (Co0 (1, u5) ars (s, ur) + 210 (U, ;) ags (uj, ur))
(5, u)
a9 (U, uj) ca1a (U, uj) ags (u;, uy)
Ca1a (U, ;) (asy (u, u5) ags (v, uk) + w33 (u, u;) ags (uj, ug))
x12 (uj, w) (ags (u, ur) cor (u, uj) + ass (u, uy) cos (u, uj))
asgs (uj, ug) (caro (w, uj) 13 (w, uj) + ca1a (u, uy) Tog (u, uy)) + cas (u, u;) caro (uj, ug)
You (u,wy) €os (uy, u)]
ki (u) [ann (wy, we) (ass (u, ur) c1s (u, uj) + azs (u, ur) ciio (u, u )
an (uj, w) ars (u, ug) ci (u, u;)

c1r (u, uy) (ar (ug, w) ass (u, ur) + ags (u, ug) 12 (uj, u))

uj, ug) (arz (w, uj) cig (u, ;) + ags (u, uj) crio (u, u;))

c.o

13 (
C1o (u; ;) (a2 (u, w5) ags (uy, ug) + 213 (u, uj) ass (uj, ur))
aso (u, u;) c111 (w, uj) ags (u;, uk) + ci11 (u, uj) Tz (u, uj) azs (uj, ug)
)

C13 (U7 Uj ) C210 (Uj, Uk) — Y9 (U, Uj) €05 (U]w Uk)] ) (0-36)



X
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26

Qa1 (u, uj, up) = ks(u)
X [as (u, uj) (c20 (w,uj) ara (ws, ug) + c210 (u, uj) aze (uj, ug))
a1z (u, ug) ca10 (u, u;) agy (uj, uk)
ara (uj, ur) (a2 (u, u;) con (u, u5) + ass (u, uj) ez (u, u;))
ag (uj, ug) (a2 (u, uk) a1 (u, uj) + ass (u, ug) ca1a (u, u;))
ags (U, uj) cara (U, uj) age (uj, ug) + ass (u, w;) cara (u, u;) ass (uj, uk)

o0 (w, uj) T14 (w0, wj) azq (U, ug) + Ca1a (U, uj) Tog (U, uj) asq (u;, uy)

+ o+ o+ 4+ 4+ o+

4 (
cara (U, 15) T34 (u, u5) ag (g, ur) + caz (u, uy) (cann (ug, ur) + cor (g, ur,))
(

Yoia (u, u;) eos (uj, ug)]

ki (u) [arz (wy, we) (ass (u, uy) eis (u, u5) + azs (u, ug) cano (u, u )
as (uj, ug) (ar2 (w, ug) crg (w, uj) + ass (u, uk) c111 (u, u;))
)
)

(
aga (uj, ug) (ars (u, ug) crg (u, uy) + ags (u, uy) eann (u, uy)
(

+ 4+ + 4+ 4

)
)

agy (uj, ug) (c111 (w, u;) o4 (w, uj) + 1o (U, uj) 214 (u, uy)
(

(
C13 (U, uj) C211 (Uj, Uk) + cor (Uj, Uk)) — Yo (U, Uj) €04 (Uj, Uk)] ) (0-37)

Q;}Q(U’U’ju Uk) = k;rs(u)
(+axs (uj, u) (az3 (u, ;) corn (u, uj) + azs (u, ug) ez (u, uy))
a13 (U Uk)Czlo U, Uj) a1

uja Uk

w, uj) arg (wj, ug) + ca10 (U, ;) ass (u;, ug))

(
(

(
(
(
ags (uj, up) + ags (u, uj) cara (u, uj) ags (uj,uy,)
(
(

s
e
.

U, U Uy, k) + 212 (U, uj) Tag (U, wy) ass (uj, u)

(u, u;) )
(u, u ) )
(u, u;) azy (uj, ug) + ass (u, ug) c214 (u, uj) agy (uj, ug)
1) ca1a (u; uy) )
(u, u;) )
Cora (U, uy) T3q (U, uj) ags (uj, ug) + 23 (u, uj) ca12 (uj, ug) — Yaia (u, uj) eos (uj, ug))
kel (w) laz (uy, up) (ars (u, ur) crg (u, 45) + azs (u, wp) e (u, ;)
c1g (u, uj) (ars (u, uy) ags (uj, ug) + 14 (w, u;) azs (u;, uy))
(

as (uj, ug) (ars (u, uz) c1g (u, uj) + ags (u, u;) crio (u, u;))

(
23 (U7 Uj)C111 (U, Uj) 23 (Uj, Uk) + c111 (U, Uj) o4 (U, Uj) 25 (Uj; Uk)

)
C13 (U7 Uj) C212 (Uj, Uk) — Y10 (U, Uj) €05 (Uj, Uk)] ) (0-38)
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+ o+ + o+ + o+ o+ o+

X

+ o+ o+ 4+ o+ o+ o+ o+
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Q)l/\lj<u> Uy, uk) - k;3<u)

[a11 (wj, uk) (aga (u, ug) con1 (w, uj) + asa (u, ug) co1s (u, uj))

aza (uj, up) (212 (u, uy) Tag (U, uj) + c214 (u, uj) T36 (U, uy))

Caa (u, ;) (c26 (uj, ur) + c20 (g, up)) — Yara (u, u;) eos (uy, up)]
Fia () [asa (u, uk) (crio (u, uy) an (ug, ug) + err (u, ug) 2 (ug,w)
azs (U, uj) cr1o (u, uj) are (uj, ug)

e (u, uy) (aga (U, u5) azs (uj, ug) + o6 (u, us) aga (uj, uy))

cra (u, uz) (a6 (g, ug) + co0 (uj, ug)) — Yina (u, uy) eoa (wy, ur)],  (C.39)

Qry (u, uj, up) = kify(u)

(ar1 (wj, ug) (ags (u, ug) corr (u, u;) + ass (u, ug) ca1s (u, uy))

arz (uj, up) (azq (u, uj) co11 (uw; uy) + asa (u, uy) cas (u, uy))

a3 (uj, uk) (azq (u, uj) ca12 (u, u5) + ass (u, uy) ca14 (u, uy))

o171 (uj, w) (ags (u, ug) cor (u, uj) + ass (u, ug) cos (u, u;))

azs (uj, up) (212 (u, uj) Tag (u, uj) + c214 (u, uj) Ta6 (u, uy))

Caa (U, uz) C210 (), wk) — Yara (u, u;) €os (uj, ur))

Fia(u) [ass (u, uk) (crio (u, uy) an (ug, ug) + err (u, u5) 21 (uy,w))
asq (u,u;) cr10 (u, uj) ars (u;, ug)

ci11 (u, uy) (aza (u, uz) azs (uj, k) + o6 (U, uz) ags (uj, up))

C14 (U7 Uj) C210 (Uj, Uk) — Y112 (U, Uj) €05 (Uj7 Uk)] ) (0-40)



o8

Q37 (u, ug, up,) = kg (w)
X ara (uy, up) (azs (u, uj) cann (u, uy) + ass (u, uy) cars (u, uy))
as (uj, ug) (agq (u, ug) cor2 (w, uj) + asq (u, ug) co1a (U, u;
)
(ca12 (u, uj) Toy (u, uj) + cora (uw, uj) Ta7 (U, u;

Q24 \Uyj, Uk

(uy, we) (u, uj) )
ago (uj, ug) (ags (u, uj) a1z (u, u;) + ass (u, u;) ca1a (u, u;))
(g, u) (u, ;) )
Caa (u; ;) (cany (ug, un) + cor (ug, un)) — Yaus (u, uy) €os (uy, up)]

Ky (u) [ags (u, uy) crio (u, uj) arg (uy, ug)

cn (u, Uj) (@24 (u, uy) ag (Uj, ug) + ass (u, Uj) 22 (uja ug) + xor (u, Uj) 24 (Uj, u))

+ O+ o+ 4+ + o+ o+

c1a (u, uz) (canr (wj, up) + cor (uj, up)) — Yz (u, uy) eos (g, ug)] (C.41)

Quy (u, uj,uy) = ks (u)
X lans (uj, uk) (azs (u, uy) cann (u,u5) + ass (u, uy) cans (u, uy))
ags (u, ug) ca12 (w, u;) agy (uj, ur) + ass (u, ug) co1a (w, uj) az (uj, ug)
azs (uj, up) (azs (u, uj) can2 (u, uz) + ass (u, uy) ca1a (u, ;)
212 (W, uj) a7 (w, wy) ass (uj, ur) + ca1a (u, uj) r37 (U, w;) ass (uj, uk)
Caa (U, ) ez (uj, ur) — Yars (u, uy) eos (uy, ur)]
Ky (u) [ags (u, uy) ciio (u, uj) ars (uy, ug)

C111 (U> Uj) (a25 (U, Uk) 21 (Uj, Uk) + aos (U, Uj) @23 (Uj> Uk) + Xo7 (U> Uj) Q25 (Uj, Uk))

+ O+ o+ + o+ o+ o+

C14 (U, U,j) C212 (Uj, Uk;) — }/113 (U, Uj) €05 (U,j, Uk)] . (C42>

Na t 5 licitas d lindmios Q77

ao apresentaremos as expressoes explicitas dos polinomios (77"~ uma vez que
eles nao sao necessarios na determinacao dos coeficientes g e tem expressoes muito
grandes. Uma analise adicional e mais sistematica das relagoes de comutacao pode

permitir e escrita de tais fung¢oes em uma forma mais tratavel.
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