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Resumo

Nesta tese nds estudamos alguns aspectos dos processos de relaxacao e de decoeréncia utilizando
as dlgebras deformadas do oscilador harmoénico, particularmente a dlgebra deformada general-
izada (GDA élgebra) e élgebra tipo Kerr. Para este estudo consideramos duas situacoes: (a)
O sistema de interesse ¢ descrito como um oscilador harmonico quantico nao-linear interagindo
com um meio dissipativo (reservatério térmico), e (b) O sistema de interesse (oscilador harmoni-
co quantico sem deformacao) interage com um reservatério térmico descrito por um conjunto
de osciladores harmoénicos quanticos nao-lineares. Resultado interessante foi encontrado para
as duas situacoes estudadas, onde observamos que a equacao mestra e as expressoes obtidas,
mostram forte dependéncia da nao-linearidade introduzida pela dlgebra deformada. Para o caso
(b) as equagoes obtidas possuem forma idéntica as equagoes sem deformagao, mas apresentam
novos coeficientes nao-lineares ainda nao obtidos na literatura. A influéncia da nao-linearidade
do reservatério é observada nos coeficientes encontrados. Também estudamos o fenémeno da
decoeréncia considerando o reservatério térmico nao-linear e o reservatorio comprimido nao-
linear. Obtemos a equagao mestra que rege a dindmica do sistema e estimamos o tempo de
decoeréncia, onde obtemos um resultado importante. Para o tempo de decoeréncia observamos
um crescimento do tempo a medida que os pardmetros de nao-lineridade da algebra crescem,
mostrando que nao-linearidade contida no reservatério age de maneira significativa sobre o
tempo de decoeréncia do sistema.



Abstract

On this thesis some aspects of relaxation processes and decoherence processes using deformed
algebras of the harmonic oscillator, particularly the generalized deformed algebra (GDA al-
gebra) and Kerr algebra were studied.Two situations were considered for this study: a) The
system of interest is described as a non-linear harmonic oscillator interacting with a dissipative
environment (thermal reservoir), b) the system of interest ( non deformed harmonic oscillator)
interacts with a thermal reservoir described by a group of nonlinear quantum harmonic oscilla-
tors. An interesting result was found for the two situations , where we notice that the master
equation and the expressions found, show the strong dependence of the nonlinearity introduced
by the deformed algebra. On case (b) the obtained equations have a form identical to the
nondeformed equations, but show new nonlinear coefficients not obtained in the reading.The
influence of the reservoirs’ nonlinearity is noticed in the coefficients found. The phenomenon of
decoherence, considered the thermal nonlinear reservoir and the compressed air reservoir that
were studied. The master equation that rules the dynamics of the system and an estimated a
time of decoherence were obtained , along with important results. It was observed that when
there is an increase on the deformed parameter there is also an increase on the decoherence
time, showing the nonlinearity contained in the reservoir acts in a significant way over the time
of decoherence of the system.
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Capitulo 1

Introducao

Processos de relaxacao sao de fundamental interesse em vérias dreas da fisica como em
sistemas fora do equilibrio e 6ptica (1). Nos processos de relaxagao o sistema, que estd
inicialmente num estado de equilibrio, dissipa sua energia até alcangar outro estado de
equilibrio ou estaciondrio ditado pelas condigoes externas. Como exemplo, podemos citar
particularmente um sistema formado por um dtomo de dois niveis interagindo com um
modo de radiacao eletromagnética em uma cavidade (2): neste caso o estado de equilibrio
inicial do dtomo dissipa sua energia devido as condigcoes externas impostas pelo modo
do campo eletromagnético na cavidade. Vaérios modelos foram apresentados tentando
explicar estes processos. O modelo mais simples para explicar processos de relaxagao e as
propriedades de absorcao e dispersao de radiagao por um material ¢ o modelo de Drude-
Lorentz (3). Neste modelo os elétrons localizados nos dtomos do material sdo tratados
como osciladores harmoénicos amortecidos e que sao forcados a vibrar pela agao da onda
eletromagnética incidente. O deslocamento medido a partir da posi¢ao de equilibrio do
elétron, z(t), é descrito pela equagao

d?x dx N it
W + FE +w,r = Re(Foe ) (1.1)

em que F, = eE,/m, (m e e representam a massa e a carga do elétron, respectivamente),
w, ¢ a freqiiéncia natural de oscilagao, I' é a constante de amortecimento, w é freqiiéncia do
campo externo incidente e F, sua amplitude. J4 em um tratamento quéntico as energias

dos dtomos assumem valores discretos e por simplicidade considera-se que a radiacao
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incidente sobre o dtomo é monocromadtica e que coincide com a freqiiéncia de transi¢ao
entre dois niveis de energia. O resultado dessa hipétese é o modelo atdémico de dois niveis

(2) jé citado anteriormente.

O que ha de comum nesses modelos é a presenca de uma constante de amortecimento
ou decaimento, implicando que o sistema em questao sofre um processo de relaxacao.
Em muitos tratamentos e modelos de processos de relaxacao, a dissipacao é introduzida
fenomenologicamente nas equagoes que descrevem o sistema em estudo (4). Um tratamen-
to mais rigoroso supoe que a relaxacao se manisfesta devido ao acoplamento do sistema
com o meio ambiente ao seu redor, como por exemplo um reservatorio térmico (1,5,6),
responsavel pela dissipacao de energia. Como exemplos citamos: 1) a relaxacao de spin
de datomos num cristal onde os fénons ou entao os momentos magnéticos da rede atuam
como um reservatorio térmico (7); 2) numa cavidade, onde a radiagao eletromagnética age
como reservatério térmico para um dtomo de 2-niveis ali presente (8). Esta hipétese reside
no fato que em geral sistemas fisicos nao sao sistemas isolados, ou dito fechados, mas sim
abertos e interagem com o meio ambiente. Assim o meio ambiente em volta do sistema
de interesse pode agir como um mecanismo de dissipacao de energia e nos tratamentos
tedricos ele é geralmente modelado por uma colecao de osciladores harmonicos acoplados

ao sistema de interesse (6).

Nesta forma de tratamento como sistema-+reservatorio, a descrigao dos processos fisi-
cos requer a deducdo de uma equagao de movimento (equagao mestra) para o operador
densidade do sistema de interesse, que conterd informagcao sobre os efeitos do reservatério
por meio das fungoes de correlagao de suas varidveis (5). Como o comportamento do sis-
tema é influenciado pelo reservatério, uma grande simplificacao na solucao das equacoes
que governam a dindmica do sistema é obtida quando existem escalas de tempo distintas
dos movimentos do sistema e do reservatério. Quando o tempo caracteristico de evolucao
do sistema I'"! (tempo de relaxagao ou tempo de decaimento) ¢ muito maior que o tempo
de correlacao (ou tempo de memdria) 7, entre as varidveis do reservatorio, pode-se fazer a
aproximagao de Markov (5), na qual o sistema perde informagao sobre seu estado inicial
com o decorrer do tempo. Quando a aproximagao de Markov é vilida, técnicas conhecidas

(equacao de Langevin, expansao de cumulantes, projecoes no espaco de Liouville, etc.)



levam a equacoes relativamente simples, usadas em véarios problemas associados a relax-
agao de spin (9), em 6ptica quantica (6), etc. As fungoes de correlagao entre as varidveis
do reservatério dependem do acoplamento entre sistema e reservatério e a aproximacgao
de Markov é obtida considerando que o acoplamento é independente das freqiiéncias do
reservatorio (6). Esta hipotese leva a fungoes de correlacao que sao delta-correlacionadas,
nas quais 7. = 0.

A utilizacao de equagoes mestras do operador densidade na aproximacgao de Markov
tem sido de fundamental importancia na descricao e no modelamento de processos e feno-
menos que ocorrem em sistemas quanticos abertos, como exemplos podemos citar nao sé
processos de relaxa¢ao, mas também fendmenos como decoeréncia (10-12) e biestabilidade
éptica (13).

A busca por novas formas de representacao e generalizacao de modelos, é tépico de
constantes estudos e pesquisas ao longo dos tempos. Neste sentido temos visto nas iltimas
décadas um grande interesse no estudo e na utilizagao de dlgebras deformadas em varias
dreas da fisica (14-33) onde, em particular as dlgebras deformadas do oscilador harmonico
tem sido intensamente pesquisada e utilizada em varios sistemas (17,21,23,29-38). Em
geral as dlgebras deformadas sao usadas na generalizacao de modelos e na introducao de
nao-linearidade em sistemas. Mas o que sao as dlgebras deformadas ? Podemos considerar
que dlgebras deformadas sao deformacoes das dlgebras de Lie, definidas também como uma
generalizagao das mesmas. Um fato interessante é que elas aparecem naturalmente como
blocos bésicos da estrutura das teorias de sistemas completamente integraveis. Associado
com cada solugao da equacao de Yang-Baxter ha uma dlgebra matricial gerada a partir dos
elementos de matrizes do operador de Lax. Um exemplo simples e nao-trivial da matriz

R! conduz a uma algebra matricial de SU,(2) (deformagao do grupo de Lie SU(2)),

S7,8:] = +S.
2Sz —2Sz
g —q
8.8 = —— 5 =08,

Especificamente falando de dlgebras deformadas do oscilador harmonico, Jannussis

e colaboradores (19,39) desenvolveram uma realizacio para os operadores A e Af do

L' A matriz R é também denotada como operador de Lax.



oscilador deformado escrevendo-os em termos dos usuais operadores bosonicos do oscilador

a e a' por meio de um operador nio-linear f(N), como

sendo f(IN) especifica para cada tipo de nao-linearidade. Assim podemos denotar de
uma maneira mais adequada as dlgebras deformadas do oscilador harmoénico que iremos
trabalhar, chamando-as de dlgebras de operadores nao-lineares.

A utilizacao de dlgebras deformadas em processos de relaxacao e modelos quanticos
dissipativos teve inicio com o trabalho de Iorio e Vitiello (29), no qual discutem o papel
da deformacao da &dlgebra de Heisenberg-Weyl em sistemas dissipativos e em sistemas
com temperaturas finitas. lorio e Vitiello expressaram o gerador da evolucao temporal do
oscilador harmoénico amortecido e o gerador da transformacao de Bogoliubov térmica em
termos dos operadores da dlgebra deformada de Heisenberg-Weyl. Posteriormente, Manci-
ni (30) introduziu a deformac@o ou nao-linearidade através dos operadores bosonicos do
sistema que é representado por um oscilador harménico quéntico deformado (com oper-
adores descrito pela édlgebra deformada) no qual interage com um conjunto de osciladores
harmonicos que representam o reservatorio. A dinamica do sistema é estudada através
da obtencao de uma equagao mestra para o operador densidade que descreve o sistema
na aproximacao de Markov. Similarmente, Isar e colaboradores (31-33) desenvolveram
um estudo constituido de trés trabalhos onde abordaram vérios aspectos da utilizacao de
dlgebras deformadas nos processos de relaxacao via equagao mestra. No primeiro trabalho
(31) consideraram um sistema semelhante ao utilizado por Mancini, mas agora descreven-
do uma equacao mestra mais geral em termos de coeficientes de difusao e dos operadores
momentum p e posigdo q. Em seu segundo estudo (32), eles propuseram um estudo
onde a nao-linearidade é introduzida diretamente na parte irreverssivel da equacao mes-
tra através dos operadores A e Af, obtendo assim uma ‘dissipacao deformada’. Por fim,
em seu tltimo trabalho (33), também consideraram um estudo da dissipagao introduzindo
a nao-linearidade através dos operadores A e AT no termo de interacao do hamiltoniano
total.

A nossa proposta neste trabalho é estudar alguns aspectos dos processos de relaxagao



utilizando as dlgebras de operadores nao-lineares do oscilador harmoénico. Para isso con-
sideraramos duas situagoes: (a) Descrevemos o sistema de interesse, no caso o oscilador
harménico como um oscilador harmonico quantico nao linear interagindo com um meio dis-
sipativo (reservatério térmico); (b) o sistema de interesse interage com um reservatério tér-
mico descrito por um conjunto de osciladores harmonicos quanticos nao-lineares. Dentro
dessas duas situagoes que iremos trabalhar, se faz necessario uma descricao das defini¢oes
e conceitos que envolvem as dlgebras deformadas do oscilador harmoénico. Assim, no capi-
tulo 2 desta tese apresentamos algumas defini¢oes e conceitos de dlgebras “deformadas”
do oscilador, e também uma possivel generalizagao destas dlgebras, além de obtermos
alguns resultados estabelecendo coneccoes entre os conceitos de oscilador-f e a dlgebra
GDA (Generalized Deformed Algebra). Outros resultados obtidos e descritos neste capi-
tulo é a obtengao das expressoes para o potencial e a fungao inércia (massa dependente da
posigao), escrevendo o hamiltoniano livre do oscilador-f em termos dos usuais operadores
posicao e momentum, a partir de relagoes derivadas entre osciladores-q e osciladores- f

Atendendo as necessidades dentro do estudo proposto, desenvolvemos no capitulo 3
a teoria de processos quanticos de relaxacao, deduzindo uma equagao mestra na aprox-
imacao de Markov para o operador densidade reduzido de um sistema acoplado a um
reservatorio. Como exemplo, nés deduzimos equacoes mestras para dois reservatérios
especificos: 0s reservatérios térmico e comprimido. Apds desenvolvermos os elementos
fundamentais para nosso estudo, como as defini¢cées e conceitos de algebras deformadas
no capitulo 2 e a teoria quantica dos processos de relaxacao no capitulo 3, no capitulo 4
iniciamos nosso estudo de forma particular, considerando a primeira situagao (a) citada
anteriormente. Neste capitulo estudamos alguns aspectos de processos de relaxacao em
sistemas quéanticos representados pela dlgebra de operadores nao-lineares mais especifi-
camente, consideramos um oscilador harmonico quéantico nao-linear interagindo com um
meio dissipativo. A equacao mestra na aproximacgao Markoviana é obtida e um resultado
interessante é encontrado, quando comparamos com outros trabalhos passados ja realiza-
dos (30,31). Também obtemos neste capitulo as equagdes para os elementos diagonais
e nao-diagonais do operador densidade da equagao mestra, cdlculamos o valor médio do

operador nimero N, a equacao que descreve a dindmica para o valor médio de N e sua



solucao é obtida. Dando continuidade ao estudo, no capitulo 5 consideramos a situagao
(b) no qual estudamos processos de relaxacao em sistemas quanticos acoplados a um meio
dissipativo nao-linear (reservatérios nao-lineares). Em particularmente nés abordamos
um sistema constituido de um oscilador harmoénico interagindo com um reservatorio de
osciladores nao-lineares descrito em termos de operadores deformados estudados no capi-
tulo 2, obtendo assim uma equagao mestra na aproximacao de Markov. Aqui novamente
obtemos um resultado interessante e diferenciado de outros trabalhos (30-33): a equagao
mestra obtida possui a mesma forma de uma equacao mestra usual, mas agora com a
diferenca de ter coeficientes “deformados” ou nao-lineares com caracteristicas totalmente
diferentes daqueles coeficientes obtidos em (30-33). Neste mesmo capitulo, obtemos as
equacoes para os elementos diagonais e nao-diagonais do operador densidade da equacao
mestra e a dindmica para o valor médio do operador nimero N, obtendo a equagao que
descreve a dindmica e sua solu¢do. Ainda considerando a situagao (b), estudamos no
capitulo 6 o fendomeno da decoeréncia de um oscilador harmonico quéntico interagindo
com reservatorios nao-lineares, a dindmica e a decoeréncia é estudada para o reservatério
térmico nao-linear e o reservatério comprimido nao-linear. Para estado inicial do sistema
consideramos o estado do gato de Schrodinger. Alem disso obtemos a equagao mestra
que rege a dindmica do sistema e estimamos os tempos de decoeréncia, e um resultado
interessante foi obtido: observamos que a coeréncia do sistema se mantém a medida que
os parametros de nao-lineridade crescem. Por fim alguns detalhes dos cédlculos executados

estao nos apéndices A, B e C.



Capitulo 2

Algebras Deformadas do Oscilador
Harmonico

2.1 Introducao

A idéia de deformacao é antiga, ja tendo sido utilizada em conceitos na fisica. Por
exemplo, a mecénica quantica pode ser interpretada como uma deformagao da mecénica

e no limite formal A — 0 (¢ — 1), a mecanica

classica desde que consideramos g = e
quantica recupera a mecanica cldssica. Além disso, grupos quanticos, dlgebras quanti-
cas ou ainda &dlgebras deformadas, do ponto de vista matematico, sao as deformacoes
das dlgebras de Lie. A primeira dlgebra deformada a ser escrita foi a dlgebra do grupo
SU,(2) em (40), usando o método de espalhamento inverso (41) para estudar estruturas
de sistemas integraveis em teoria quantica de campos e mecénica estatistica. A partir
de entao as dlgebras deformadas passaram a ser objetos de intenso estudo em vdrias
dreas da matemdtica e da fisica (40-44). A realizacdo de dlgebras deformadas associ-
adas a osciladores harmonicos deformados, representando quanta de bésons deformados
(osciladores-q), foram introduzidos independentemente por Biedenharn (34) e Macfarlane
(35). Uma interpretacao fisica de osciladores deformados como um oscilador- f nao-linear,
em que a frequéncia depende da intensidade, foi proposto pelos autores da por Man’ko
e colaboradores (36) no qual esses osciladores- f foram definidos como uma generalizagao
dos osciladores-q. Védrias aplicacoes e generalizagoes dessas idéias foram consideradas por
um grande nimero de autores na década passada (14-33). Particularmente Chung et al

(37) propuseram uma dlgebra deformada generalizada do oscilador harménico, no qual ad-
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mitem a dlgebra de Heisenberg-Weyl ¢g-deformada e a dlgebra de Tamm-Dacoff como casos
especiais dessa generaliza¢ao. De maneira similar, Borzov e colaboradores (38) introduzi-
ram uma dlgebra deformada U.*"” ’7)(f)4) de quatro parametros (GDA), onde generalizam
a algebra de Heisenberg-Weyl ¢-deformada U,(hs). Recentemente, nés consideramos a
dlgebra de Heisenberg-Weyl ¢-deformada generalizada associada a operadores abstratos
com o entao chamados operadores do oscilador-f, estabelecendo assim conecgoes entre os
conceitos de oscilador-f e dlgebra GDA.! Neste capitulo iremos introduzir alguns con-
ceitos de dlgebras deformadas bem como também generalizacoes das mesmas, sendo estas
de suma importancia no estudo e desenvolvimento dos capitulos posteriores. Ainda neste
capitulo, na secao 2.3, a partir de relacoes derivadas entre osciladores-q e osciladores- f
obtemos o hamiltoniano e o espectro de energia em termos do operador niimero de quan-
ta N. Na secao 2.4, escreveremos o hamiltoniano livre do oscilador-f em termos dos
usuais operadores posicao e momentum P e Q, obteremos expressoes para o potencial e
a funcdo inércia (massa dependente da posi¢ao). Por fim, na tltima se¢do apresentamos

uma discusao dos resultados.

2.2 Algebras Deformadas do Oscilador Harmeénico:
Conceitos e Definicoes

A 4lgebra associada ao oscildor harmoénico (OH) em mecanica quantica (MQ), usual-
mente chamada dlgebra de Heisenberg-Weyl, é a dlgebra de Lie constituida de trés ele-

mentos (ou geradores) {a, al, I} definidos a partir das relagoes de comutacao
[a,a] =aa' —ala=1 [a,I) = [a',I] =0,

nos quais I é o operador identidade, a e a' sdo operadores que aniquilam e criam um

unico quanta nas bases do estado de Fock ou seja,

aln) =+vnjn—1) aljn) =vn+1|n+1)

1 Os resultados deste capitulo referem-se ao artigo: ‘Energy spectrum, potential and inertia functions of
a generalized f-oscillator, S. S. Mizrahi, J. P. Camargo Lima and V. V. Dodonov, J. Phys. A: Math.
Gen. 37 (2004), 3707-3724.
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-|-n
In) = (j% 0)  n=0,1,2,3,..

|0) sendo o estado de vécuo. O operador niimero N = a'a satisfaz as relagoes de comutagio

[N,a| = —a N, aT] = af
e seus auto-estados sao os estados de Fock
N|n) =n|n).

Note que N nao é um gerador da algebra de Heisenberg-Weyl, desde que a &dlgebra foi
definida em termos de geradores basicos. Agora, se a relacio N = afa ndo ¢ imposta, e ao
em vez disso, N ¢ introduzido como um novo gerador da dlgebra, temos a dlgebra de Lie
caracterizada pelos elementos {A, AT, N} conhecida como &dlgebra de bésons ou dlgebra

do oscilador (OH), satisfazendo as mesmas, mas agora postuladas, relagoes de comutagao
[A,AT] =1 N,A] = —A [N,AT] = AT,

com a identidade I comutando com todos os trés generadores da dlgebra. Esta construcao
foi realizada a partir do trabalho de Wigner (45) 2 | e relacionou o grupo/dlgebra de Lie,
frequentemente chamado o grupo/algebra do oscilador, e foi estudado por muitos autores
(46-50). Exemplos de dlgebras de osciladores com apenas um parametro de deformagao é
que descreveremos a seguir.

A algebra do OH deformado (oscilador-q) é a dlgebra de Lie de trés elementos {A, Af, N}
adicionada de um pardmetro ¢, no qual modifica as relagoes de comutacao. Para um tinico
pardmetro existem diferentes modificacoes. Listaremos abaixo algumas dessas dlgebras.

1. Historicamente, a primeira relacao de comutagao deformada foi introduzida inde-
pendentemente por Iwata (51), Arik e Coon (52) e Kuryshkin (53),( também designada
por dlgebra de Iwata—Arik-Coon-Kuryshkin (IACK)) através das relacoes

AAT —gATA =1, [N, A] = —A, [N,AT] = AT
2. Feinsilver (54) considerou a &dlgebra

[A,AT] = ¢, IN,A] = —A, [N,AT] = AT,

2 Wigner usou os operadores Q e P no lugar de A e Af
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3. Um dos mais frequentes exemplos considerados ao lado da dlgebra IACK, é a dlgebra

proposta por Biedenharn e Macfarlane (34,35) (dlgebra BM)
AAT — gATA = ¢, [N,A] = —A, [N,AT] = AT, (2.1)

cuja proposta inicial foi generalizar a realizacao bosonica de Schwinger dos operadores
momentum angular em termos do andlogo deformado das dlgebras SU(2) e SU(1,1). A

partir de (2.1) e das relagoes de comutagao
[NJATA] =0 e [N,AAT] =0
resulta a relagao
A (AN = (gAD)™ A = [m] (A)" g N

em que

g™ —q ™  sinh (m7) .
= g=c¢".

m| = =
] qg—q ! sinh (7)
Portanto, esta dlgebra é simétrica sob a mudanca g <+ ¢~ or 7 «+» —7, 7 e ¢ sdo chamados
parametros de deformagao.

4. O tltimo exemplo é a entdo chamada dlgebra Tamm-Dancoff (37,48,49,55), carac-

terizada pelas relagoes de comutacao
AAT — gATA = N N,A] = -A [N,AT] = AT,

O nome é explicado pelo fato que neste caso o espectro de energia tem um limite superior
(ver também (56)), semelhante a idéia de altas energias limitadas ou cortadas no modelo
Tamm-—Dancoff de teoria quantica de campos. Para outros exemplos consultar as referécias
(23,25,27).

Uma élgebra quantica de dois parametros suy,,(2) foi introduzido em (57) com base
na definicao

[2lpg = (6" =p7%) [ (a—p7").

Uma construgao similar, caracterizada a partir de deformacoes na forma
aal = glala+ " = gala+ g™ [m]= (" - 5") /(4 - &)

tem sido estudado sobre o nome de oscilador de Fibonacci (58).
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Os autores de (38) proposeram a dlgebra deformada generalizada de quatro parametros

(GDA) caracterizada pelas relagoes mateméticas
AAT — 7ATA = ¢oNFP N,A]=—-A [N,AT] = AT, (2.2)

em que «, J e y sao parametros reais. Fazendo 7 = 1 nds recuperamos a dlgebra com
3 parametros introduzida em (37). De fato, ambas as dlgebras tornam-se equivalentes se
redefinirmos 7y = 7/, a/y = o’ e /7y = 3. As consequéncias de (2.2) sao as relagoes

N gy (AT = (AT Nt L — 4
A<A) q (A) _(A) q qa_q’y’

Aln) = /Flz(niq)ln—1)  Aln) = /F]5(n+1;q)[n+1), (2.3)

com o estado de Fock dado por

—-1/2 n
In) = [F15(n;q)!] " (AT)"|0) n=123,... (2.4)
no qual
no __ o my
g % para a7 7y
F)5(n;q) = ¢ 1 (2.5)
nq/g"r’Y(n_l) para o = "Y
e
Fgﬂ (n;q)! = thﬂ (n;q) Fgﬂ (n—1;q)--- Fgﬂ (2;q) Fgﬂ (1;q). (2.6)

2.3 Osciladores-f

Os autores de (36) introduziram uma realizagdo para o operador A e seu adjunto
A" em termos dos chamados osciladores- f, definidos como uma expansao nao-linear dos

usuais operadores do oscilador harmonico a and af, isto é,
A = af(N) AT=f*(N)a' ¢ N=a'a, (2.7)

com, Ny = ATA # N. Semelhante realizagao foi desenvolvida anteriormente em (19,39),
mas os autores de (36) deram uma explicita interpretagao fisica de A como um oper-
ador que descreve um oscilador anarmoénico com frequéncia dependente da intensidade.

A fungao f(N) é especifica para cada &lgebra g-deformada e assim, levando em conta
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isto, podemos ir para um tratamento com a dlgebra GDA, pois esta fungao ird também
depender de quatro parametros, ¢ (ou 7), «, 3 e 7.

Uma relacdo de comutagao pode ser estabelecida por intermédio de (2.7),
[A,AT] = ¢(N), (2.8)
no qual ¢(N) é uma fungao de N conforme demonstra a relacao
$(N) = |E(N + 1)* (N + 1) — [£(N)* . (2.9)

Portanto, cada funcao especifica f(IN) implica numa particular relagdo de comutacao. Se
f(N) = 1, entdao ¢(N) = 1 e a 4dlgebra do OH é recuperada. Devido a esta condigao,
a equacao de movimento de Heisenberg para A (ou A), A+ i[A,H(A,AT,N)] = 0,
ird depender necessariamente do hamiltoniano particular H(A, AT,N) e a relagao de

comutacio (2.8). Para H(A, AT, N) = H(N), a equacdo de movimento para A ¢
A+iw (N)A=0 (2.10)
sendo o operador frequéncia nao-linear w, (IN) definida por
[A,H(N)|] = w, (N)A, (2.11)

de acordo com a relagdo de comutagao (2.2); alem disso, H(N) e w, (IN) encontram-se

conectados pela relacao

H(N +1) — H(N) = w, (N). (2.12)

Como exemplo, consideramos o hamiltoniano para o oscilador- f livre
H(N) = 22 (ATA + AAT) = 22 [IE(N + D) (N + 1) + [£(N) P N], (2.13)

no qual N é uma constante de movimento, e a frequéncia também pode ser expressa como

wi(N) = LS(N+1)+6(N) (2.14)
= N +2) (N +2) - [F(N)PN] . (2.15)

A solugao para (2.10) pode ser escrita como

A(t) = e~ MN)i=to) A (1), (2.16)
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ou em termos do operador evolucio U(t) = e~ M,

A(t) = HMN—t0) A (1) HN) (o) — o —i(HNTH)-HMN))(i~10) A (4,). (2.17)

No6s podemos também escrever como

A(t) = A(ty)e - Mt-to) (2.18)
em que
w-(N) = S[¢(N)+¢(N—1)] = [H(N) - H(N - 1)
= % [EON +1)]* (N +1) — [f(N - 1)]* (N - 1)] . (2.19)

A definicao para a frequéncia é ambigua, porque, desde que ela seja fungao de N, ela ird
depender de como a equacio de movimento é escrita: se é escrita na forma A 4w (N)A =
0 ou como A+iAw_ (N) = 0. Esta condigao de ambiguidade é validada quando o operador
a divide a mesma frequéncia associada a A, desde que a equacao de movimento seja a
mesma, a + iw, (N)a =0 (ou a + jaw_(N) = 0).

Sobre esta discusao podemos relatar, conforme foi demonstrado em (36), que para um
sistema quantico o vetor campo associado com as equacoes de movimento pode admi-
tir descrigoes hamiltonianas alternativas, em ambas as representagoes de Schrodinger e
Heisenberg. Uma equagao de movimento nao define unicamente as relagao de comutacao
quantica, no qual é conhecido como problema de Wigner. Assim, ao considerarmos a

equagao de movimento para o oscilador linear com o operador amplitude a,
a+iwpa =0, (2.20)

podemos verificar que a relagao de comutacao [a,a’] = 1 e o hamiltoniano Hy = wq(a’a +
1/2) sao compativeis. Agora, desde que o operador nimero N = afa ¢ uma constante de
movimento, o operador amplitude nao-linear A = af(N), com f(IN) sendo uma fungao

que nos leva a mesma equacao de movimento para A,
A +iwgA = 0. (2.21)

Além disso, a relagdo de comutacdo muda para (2.8) e (2.9), e o hamiltoniano ainda
satisfaz [A, Hy(IN)] = woA. Na préxima segio derivaremos as relacoes (2.3)-(2.5) usando

a decomposigao (2.7).
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2.4 Uma Realizacao Nao-Linear para ¢g-Algebra GDA
Considerando a defini¢ao (2.7) é trivial verificar que
af(N)=f(N+1)a e f(N)al =af*(N+1). (2.22)
Introduzindo a equagao (2.22) nas relagoes (2.2), obtem-se a equagao
(N+1)[f(N+1))* = ¢N|[f(N)]> = ¢°N+5, (2.23)
Em seguida, fazendo a substituicao f(N) = ¢*~/2h(N)/v/N, ficamos com
@ (N + 1) — g8 (N2 = 1 (2.24)
o qual sugestiona olharmos para uma solugao na forma
b (N)[* = Ay (g) + As (q) @, (2.25)

Para uma dada funcao As (q) # 0, as fungoes A;(q) e u(q) podem ser encontradas a partir
da substituicao de (2.25) em (2.24) e igualando os termos com mesma poténcia de €° e
¢“@N | Entao adotando tal procedimento obtem-se A; (q) = ¢°/(¢® — ¢") eu (q) = Ing" .

Logo, a fungao

1 ( qﬂJraN

2:_ YN
OV = (A= + ™)

¢ prontamente determinada e expressa em termos da fungdo c-number A (¢). A fim
de evitar uma singularidade incoveniente em f(IN) para o = =, nés fixamos As (q) =

_qﬂ/ (¢ — q), levando-nos a escrever

¢’ ¢*N — g™
N o —a para a # 7y

E(N)[* = ¢ (2.26)
gt (N=1) para o =~

O lado direito de (2.26) ¢ positivo, se todos os parametros ¢, a, 3 e 7 s@o reais (e, além
disso, ¢ ¢é positivo). Neste caso podemos escolher (suprimindo uma fase ndo essencial)

f(N) = /|f(IN)|2. O estado de Fock g-deformado obedece as relagoes (2.3) e (2.4 ) com
F(n;q) =n[f(n; )] ? .

3 Nos usamos a letra maitscula N em negrito para o operador nimero e a letra miniscula n para seus
auto-valores
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E conveniente introduzirmos novos parametros de deformacao de acordo com a relagao

T

g=¢, a=ptp  Y=p—p

Com isso, a equacao (2.26) ¢é reescrita como

OV = R xp 7[5+ (N - 1)) (2.27)

enquanto que (2.9) torna-se

eTB+7p(N-1) [e7?sinh(7u(N + 1)) — sinh(7uN)]

¢(N) = b7 ) : (2.28)

Além disso o hamiltoniano do oscilador- f livre (2.13) pode ser escrito explicitamente como

H— % eT(ﬂ+pN) sinh (TIU[N + 1]> e—TPW—TMM . (229)
9 sinh(7p) sinh(7 )

Neste caso, os autovalores F, sdo obtidos substituindo o operador N em (2.29) pelos
respectivos autovalores n € X. Note que {E,}, . permanece inalterado pela troca de
sinal de p, embora nao tenham uma simetria definida sobre a mudanca de sinal de p.
Obviamente, lim, o E, = hw (n+1/2). O ntmero de niveis (discreto) de energia é in-
finito, e o comportamento asintético do espectro para n — oo e 7 # 0 é governado pelo
fator exponencial exp [tn(p + |u|)]. Se 7(p + |p|) > 0, a energia cresce sem limite com o
aumento de n. Por outro lado, se p + |u| = 0, isto é, & = 0 ou v = 0, entdo E, tende
monotonamente para o “upperbound”

g _ hwo exp[r(8 - p))
T2 sinh(Tlpl)

(2.30)

Quando 7(p + |p|) < 0, o espectro de energia exibe um aumento inicial, mas com cresci-
mento de n ele atinge um valor maximo em seguida vai a zero para n — oco. No caso

especial 4 =0 (=) e § = 0 obtem-se
hu)o
E,=—¢e"]|1 1+e7)],
5 ¢ [1+n(1+e7)]
com a frequéncia nao-linear expressa por

wi(n) = wee™ [e™ 4+ nsinh (1p)]. (2.31)
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No6s podemos ganhar uma melhor compreensao dos efeitos da deformacao em FE, assu-

mindo 7 = 1, pn < 1 e mantendo os termos até n?. Para esta aproximacao,

E,~ % [1+n(1+p+e?) +n2p(1+e7)] (2.32)

que é caracteristica de um espectro tipo Kerr, com
wi(n) & wg [€” +np (1 +€”) +n?p]. (2.33)
Entao, para pequenas nao-linearidades, energia e frequencia nao sao proporcionais.

2.4.1 O meio Kerr

Como um exemplo fisico pratico a partir da éptica, nés consideramos um meio Kerr, no
qual o hamiltoniano do campo monocroma&tico contém um termo nao-linear proporcional
aN(N-1)[7, 7],

Hy.,r (N) = % (2N +1) + gN (N—1). (2.34)

Assumindo pequenos valores de p e u? em (2.13) o hamiltoniano Hy pode ser expandido

COomo segue:

hw 1 1
Hy, — TO l(zN +1)+ g/f N + <§u2 + 2p> N>+ 0 (p2,pu2,u4)}

Q

hw 2 1
TO l(zN +1)+ <§u2 + 2/)) N + (yﬂ + 2p> N(N — 1)] . (2.35)
Note que o termo nao-linear no hamiltoniano (2.34) contém somente um parametro. Dessa,
forma o hamiltoniano (2.35) reproduz (2.34) pela substituicao u? = —3p e p = 2k /wp.

Alternativamente, nés podemos considerar o conjunto, ab initio, em (2.13)

(2.36)

f(N) = [1 + %] v

para obter (2.34). Entdo, os parametros da dlgebra GDA estao relacionados com &, o

qual é proporcional ao pardmetro de susceptibilidade do meio nao-linear.

2.4.2 O espectro de energia

Na figura 2.1 nés apresentamos o espectro para quatro conjunto de valores dos paramet-

ros de deformacao: quando (a,7): (0,0) temos o espectro usual do oscilador harmonico
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com os niveis de energia igualmente espagados. Os outros conjuntos de valores resultam
no espectro nao-linear: para (0.2,0) o espectro sofre uma dilatagdo, os “gaps” entre os
niveis sucessivos de energia aumentam com n; enquanto que para (0,—0.2), o espectro
de energia ¢ compacto, os “gaps’ entre os niveis sucessivos de energia diminuem e no
limite n — oo eventualmente vai a zero, com “upperbound” de energia (2.30). Para
(—0.05,—0.35), além de compacto, o espectro de energia também se enclina, com a en-
ergia atingindo o valor maximo para n = 6 e depois diminuindo com o aumento de n.
Quando {a, v} < 0, o nivel mais alto de energia ocorre para n inteiro, que é préximo a

1 1+e
7 = ln( e 1) (2.37)
o—7 1+era

obtido a partir de dE,,/dn = 0, com

d’E,
W i = —Oé’}/Eﬁ.

n=n

N6s notamos que o lado direito de (2.26) e (2.27) permanece real e par se o parametro
g for um nimero imagindrio puro (de modo que a = ~*). Todavia, em cada caso,
nao pode assumir valores arbitrdrios. Afim de assegurar a positividade de |f(N)|?, nés
consideramos T = im/p com p um inteiro positivo. Desta maneira, chegamos a fungao

£,(N: 3, p, T>|2 - %

exp {7 [8+p(N-1)]} (2.38)
no qual resulta num truncamento nos estados de Fock deformados, havendo somente p
estados {|n)},_o, , 1, desde que f,(p; B, p,7) = 0. O hamiltoniano (2.29) assume entao

a forma

I o (B+pN) sin [m (N +1)/p] eprSin (mN/p)
H, = - { D) G } (2.39)

e uma vez que hd um hamiltoniano para cada valor inteiro de p, nés designamos H, uma
classe hamiltonianos p ou p-hamiltonianos. Outrora, como em todos os casos o pardmetro
(B é um mero fator de escala, nés consideramos 5 = 0 em uma anélise posterior.( Uma
fisica interessante surge a partir da interacao entre os parametros o and . Uma anélise
interessante considerando (3 # 0 ¢ realizado em (60))

Tanto na figura 2.1 como em 2.2 nés apresentamos o espectro de energia para p = 16

e p=10.05,0.1,0.3, respectivamente. No lado esquerdo nés temos o espectro do OH para
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servir de comparacao, e para p = 0.3 repare que o espéctro de energia estd em uma escala
diferente. Deixamos de ter espacamento regulares entre os niveis de energia E,, e todo
0 espectro é compacto, isto ¢ eles se enclinam depois de atingir um valor maximo, (a

sequéncia de energias pode ser melhor vista na inserc¢ao) tendo em vista que

d’E, .
dn?

O ponto méximo n é determinado por dE, ,/dn = 0, sendo

3!

= p {71' -+ arctan
™

(7/pp) (cos (w/p) + =) + sin <7r/p>} } (2.40)

(m/pp) sin (7/p) — (cos (7/p) + e~°)

~—

o valor de n para o maior nivel de energia E,,, sendo que para determinados espectros

este valor serd proximo a um inteiro positivo.

10 - N Bt
o [ .+ a@=-0.0, y=0.0.
Dol e w=lo.d, y=-0.2 9
5 39 Lo s n=§-g.gs.}=:g.§s
e S A I -
8 UJ_EE_;::;:}:;.HT,;
e o A
. HISTLIEEE SO0 00000000oet -
6 |- el S S S S S A
EW‘{O 4 8 12 16 20 24 5
— n
= 3 —
— 4
aa AL
3
4——
2 3 6 2
2L 2 — 7
1 ——
1 — ,; 1
0 0 0 0
T «=02 a= 0.0 a=-0.05 HO
y=00 7v=-02 y=-0.35

Figura 2.1. Nivies de energia do hamiltoniano (2.32) para vérios valores de o e 7.
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Figura 2.2. Nivies de energia do hamiltoniano (2.42) com p = 16 para vdrios valores de p.
2.5 Potencial e funcao inércia

Uma vez que nés obtemos os hamiltonianos e seus respectivos niveis de energia, iremos
tentar agora entender o significado do comportamento do espectro de energia através
do limite clédssico dos hamiltonianos ( os hamiltonianos sdo expressados em termos dos
operadores posicao e momentum, P e Q). Mais precisamente, nés iremos determinar
a energia potencial e a fun¢do inércia (ou massa efetiva) em termos de Q. Assumindo
pequenos valores para os pardmetros e mantendo os termos de ordem mais baixa com

relagdo ao momentum P em (2.29) e (2.39), nés podemos escreve-los na forma
1
H(P,Q) = V(Q) + 5PM QP + P*W(QP* +--- . (2.41)

A forma quadrética simétrica Q? + P2, apresentada nos hamiltonianos exatos ¢ desfeita
quando a expansao (2.41) é, até alguma determinada ordem, truncada. Lembrando a

definicao (2.7), nés expressamos os operadores usuais nao-hermitianos a e a’ em termos
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de Q eP
a— (VimwQ+iP/vmw) [V2h,  al = (VmwQ - iP/vms) [v2h

Assim

1 2 1 - 1
N=ala=— BQQ-F—P? R
2m 2

—| (Q*+P>—1) (2.42)

N —

em que Q = (mw/h)*Q ¢ P = (mwh) 2 P. Agora desde que os hamiltonianos (2.29)
e (2.39) contém termos como exp(zIN), sendo x um nimero real ou imaginario, nés es-
crevemos exp(zN) = exp(—z/2) exp(aQ? + bP?) com a = b = z/2. Portanto, para os

termos lineares em bP?, nés temos (consultar apéndice A)

Ly {e™} = e 2Ly {exp [z (Q® + P?) /2] } = e ™* [Pus(Q)P + u2(Q)] (2.43)

onde
2

w(Q;x) = ;ex(y/? uz(Q;x) = [1 - % (1 + %Qﬁ} Q)2 (2.44)

e o simbolo L, { f(b)} significa considerar somente os termos de ordem ° e b' na expansio

da fungao f(b)

2.5.1 Parametros Continuos: conjunto infinito de niveis de en-
ergia contaveis

No calculo dos dois primeiros termos em (2.41), o uso da parametrizacdo o — 7y nos
leva a uma forma mais simples que com o uso dos parametros p e u. Além disso, des-
de que o parametro 7 em (2.29) sempre aparece multiplicando a e v (ou p e u), nés
podemos absorvé-lo daqui por diante fazendo a substituicao ¢ — a e 7y — ~. Para
escrever o hamiltoniano (2.29) sob o termo quadratico em P, nés temos que expressar as
fungoes hiperbdlicas na forma exponencial e calcular os termos lineares em b da combi-
nacao (14 e*) Ly {e"N} — (14 €7) L, {¢™}. Usando as equagoes (2.43) e (2.44), depois
de alguns célculos algébricos, nés obtemos as seguintes fungoes potencial e massa efetiva

inversa:

MY Q:a,7) = (e*—e) [a Q2 coshg — Q2 cosh% (2.45)
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V(Qia,y) = (=€) { {1 — a_2 (1 + 2aQ )] eaQ2/2cosh%

4 3
—{1- r 1+ 21Q2 79/ 2c0sh (2.46)
4 3 2 '
No caso aw = (ou p = 0) ficamos com
-1 — ’YQQ Q2/2
(Q;v,y) =€ " B smh + cosh + 5 cosh v (2.47)

- 2 5
@) = {15 oen ] (15

3
———sinh — }Q - —Q cosh — }67Q2/2., (2.48)

Para a = v = 0, M(Q;0,0) =1 e V(Q;0,0) = Q*/2, como ¢é imediato verificar. Um

termo quértico em Q estd adicionalmente presente em (2.48), embora ausente em (2.46).

2.5.2 classe p-hamiltoniana : nimero finito de niveis de energia

No caso dos hamiltonianos de classe p, ver Eq.(2.39), os célculos realizados sao similares

aos desenvolvidos na subsecao anterior, fornecendo as seguintes expressoes:
- exp[p(Q*—1) /2] (T 2 i [T 2
MY Q;p) = ~ e P -
P (Q’ p) 28111 (ﬂ_/p) IO sin 2p ( + Q ) € s1n 2p ( Q )

S A R I

v - S22 (22
m T T 272
(G 0 e (5090 -5 o (-5 @]
X {cos (2% (1+Q° )—I—e Pcos( )]} (2.50)

Para p=0e 1 < p < 00, as equagoes (2.49) e (2.50) resultam em

_m/(p)
sin[7/(2p)]

Vp(Q;0) = m { (1 Z; > sin (%Z) + <%>3Q2 cos (”2—(‘22) } . (252)

| 3

M;Y(Q;0) = 5 cos ( T Q2) , (2.51)

2
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Devido a Eq. (2.51), a massa efetiva torna-se infinita nos pontos @ = %,/p e a particula
nao pode ir por meio desses pontos (na aproximacao semicldssica). Entao, o médulo dos
valores da coordenada cldssica () é mais restrito dentro do intervalo aberto (—\/]_3, \/1_7)
Finitude do pardmetro p implica numa massa infinita em algumas localizacoes do espaco,
e a inércia assume valores infinitos porque a particula tem seu movimento confinado a
uma regiao espacial, onde a funcao massa nao é negativa . Sob estas restri¢oes, a fungao
potencial é também espacialmente limitada, oscilagoes nao aparecem apesar da presenca
das funcoes sin e cos de Q2.

Para p # 0 e p — o0, obtemos

M Qi p) = %eXp [ (Q*-1) /2] [g (1= ) + (1+e ") (1+§Q2)] , (2.53)

@) = el @02 {(1-5-5@)a-er) @
|- ()5

e o alcance permitido para Q torna-se irrestrito. Assim para p = 0, M (Q;0) = 1 e

Voo(Q;0) = Q?/2, como esperado.

2.5.3 Discussao das figuras

Nas figuras 2.3a, 2.3b e 2.3¢ nés construimos o gréfico do potencial deformado V(Q)
(linha s¢lida) para trés valores dos parametros (a,7y): (a) (0.2, 0), (b) (0,-0.2) e (c) (-0.05,
-0.35). A linha tracejada representa o potencial do OH (oscilador harménico). No lado
esquerdo de cada figura colocamos alguns niveis de energia do espectro exato, enquanto
que do lado direito, por motivo de comparacao, colocamos alguns niveis do espectro de
energia do OH. Nas figuras 2.4a, 2.4b, e 2.4c a massa efetiva é ‘plotada’; relembrando
que para o OH, M(Q) = 1. Trés diferentes conjuntos de pequenos parametros demonstra
situacoes fisicas completamente diferentes. Na figura 2.3a temos o potencial em Q = 0,
que demonstra uma menor curvatura que o potencial para o OH e ¢ ilimitado (os valores
crescem indefinidamente com o aumento dos valores de |Q|) tanto quanto o OH. Para a
fungao massa na figura 2.4a, embora seja ligeiramente maior que 1 em Q = 0, ela tem

forma de sino, indo para 0 assintéticamente. Estas caracterfsticas sao compartilhadas
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com o espectro dilatado (comparado com o OH), onde os ‘gaps’ entre os niveis de energia
sucessivos aumentam com o crescimento de n.
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Figura 2.3. A energia potencial do hamiltoniano (2.32) em funcao da varidvel () é plotada (linha
solida) para vérios valores de o e 7.

Na figura 2.3b, o potencial aparece com uma inclinac¢ao superficial (raza) cuja curvatu-
ra em Q = 0 é maior que no OH; indo para alguns valores assintéticos quando |Q| — oc.
A funcao massa na figura 2.4b é muito proximo de 1 em Q = 0, e ela aumenta facilmente
com o crescimento de |Q| (note qua a escala da massa é muito maior que a demonstrada
na figura 2.3a); portanto ela demonstra um aumento stbito préximo aos pontos onde
M(Qs) — oo(a inércia da particula aumenta drasticamente). Embora haja um nimero
infinito de niveis de energia, o espectro é limitado, e o “upperbound” de energia ¢ dado
em Eq. (2.30). A direita podemos ver alguns niveis de energia do OH.

Na figura 2.3c o potencial demonstra um formato de dupla corcova com grande cur-
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vatura em Q = 0, quando comparado ao formato do potencial do OH; a medida que
|Q| — o0, 0 potencial vai a zero. Em analogia com a figura 2.4b, na figura 2.4c a massa
vai a infinito nos pontos onde o potencial atinge seu valor maximo. Este comportamento
é refletido no espectro de energia: para valores pequenos de n o espectro é comprimido
em seu espagamento, os niveis de energia atingem seu valor méximo, quase abaixo do
méximo do potencial e portanto decrescem monotonamente com o aumento de n. Este
fato ocorre devido a inércia da particula: com o aumento de n, a massa tende a aumentar
e a particula volta quase a parar (sua energia diminui consideravelmente). O movimento

é confinado dentro de poco, embora a particula possa tunelar através da barreira.
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Figura 2.4. Grafico da fun¢ao massa efetiva para o hamiltoniano (2.32) em fungao de () é plotada pe
vérios valores de « e 7.

Nas figuras 2.5a, 2.5b e 2.5¢, nés ‘plotamos’ a fungao energia potencial e os niveis de
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energia para o hamiltoniano de classe p, com p = 16 e verificamos que para (a) p = 0.05,
(b) p=0.1¢e (c) p= 0.3, todos os potenciais (linha sélida) apresentam formato com dupla
concavidade e assume valores negativos acima (fora) dos pontos onde V(Q) = 0. A linha
tracejada representa o potencial quadridtico do OH. Em todos os trés casos espectro de
energia séfre uma inclinacao, atingindo um valor maximo em um n inteiro que é préximo
a (2.40), no qual é devido ao crescimento da inércia, como demonstra as figuras 2.6a, 2.6b
e 2.6¢, no qual ‘plotamos’ as massas efetivas. O valor das massas ¢ nulo acima (fora) dos
pontos £Q., sendo
Q-2 {W  aretan [ p( —e")sin (r/(2p)) + (m/p) (1 + e7) cos (m/(2p)) ] }
oo p(1+er)cos(m/(2p)) — (w/p)) (1 — e~?)sin(m/(2p))

nesses pontos nés temos M(+Q ) = oo uma vez que M(Q) assume valores negativos.

(a) . p=0.05p=16

WO, I*:II

Wi, I*:II

Figura 2.5. A energia potencial do hamiltoniano (2.42) em fun¢ao da varidvel () é plotada (linha

sélida) com p = 16 para vdrios valores de p.
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Figura 2.6. Gréfico da fungao massa efetiva para o hamiltoniano (2.42), com p = 16, em func¢ao

de @ é plotada (linha sélida) para vérios valores de p.
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2.6 Conclusoes

Nos consideramos a &lgebra GDA proposta em (38) e associamos estas aos oper-
adores abstratos do entao oscilador-f, relacionado com os usuais operadores do grupo
de Heisenberg-Weyl. Nés escrevemos o hamiltoniano de uma suposta particula represen-
tada pela dlgebra GDA com duas possiveis parametrizages: (a) todos parametros reais
ou (b) pardmetros com valores complexos, obtendo assim, duas classes de hamiltonianos
cujo espectro de energia é nao-linear no mimero quantico n.

Para o caso (a) nés verificamos que para pequenas alteragoes dos valores dos paramet-
ros, o espectro de energia sofre mudancas bruscas, obtendo espectros dilatados e nao
limitados (em comparagdo com os niveis equidistantes do OH), espectros compactos ou
limitados, lineares ou inclinados. Uma idéia desses comportamentos foi obtido olhando
para o correspondente cldssico do hamiltoniano. Para o limite de pequenos valores dos
pardmetros nés obtemos as funcoes energia potencial e massa efetiva demonstrando difer-
entes comportamentos para infimas mudancas dos pardmetros. O potenciais podem ser
concavo como o do OH, embora com diferentes curvaturas, ou demonstrar formato com
dupla corcova. A massa efetiva, dependente da coordenada posicao, pode ser limitada ou
ilimitada, mas sempre positiva. Para o caso (b) todos os p-hamiltonianos demonstram
espectro compacto e inclinado, ocorrendo inclinagao quando a massa vai para o infinito
em alguns pontos do espaco. Todos os potenciais apresentam comportamento com dupla
corcova, embora nés acreditamos que o tunelamento é proibido devido a singularidade das
massas. Desde que massas negativas nao estao fora de regra, particulas de sinais opostos

deve repelir cada outra.



Capitulo 3

Teoria Quantica dos Processos de
Relaxacao

3.1 Introducao

Neste capitulo iremos desenvolver uma teoria que descreve aproximadamente um
processo quantico de relaxacao, deduzindo para tanto uma equacao mestra na aproxi-
macao de Markov para o operador densidade reduzido de um sistema acoplado a um
reservatorio (o reservatério representa o meio ambiente). Posteriormente, deduziremos as

equacoes mestras especificando um reservatoério térmico e comprimido’

3.2 O Operador Matriz Densidade

Na Mecéanica Quantica existem sistemas que podem ser caracterizados por um tnico
vetor de estado (ou fungdo de onda)e neste caso dizemos que tais sistemas se encontram
em um estado puro, cuja evolucao obedece & equacao de Schrodinger. Esses sistemas sao
preparados de forma especifica, ou seja, seu vetor de estado é obtido conhecendo-se os
autovalores de um conjunto completo de operadores (observiveis) que comutam entre si
(5).

Entretanto, em muitos casos, medidas feitas sobre um sistema nao fornecem toda a
informacao para caracterizar completamente o seu estado. Por exemplo, um feixe de

particulas pode ser preparado de forma que certos nimeros quanticos sao conhecidos

1 FEste capitulo foi escrito com base na tese de doutorado de Gilberto Prataviera entitulada: ‘Efeitos
Nao-Markovianos Na Interacao entre Radiagao e Matéria’.

30
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apenas pela sua distribuicao de probabilidades. Tais sistemas, que nao podem ser descritos
por um tnico vetor de estado encontram-se em um estado chamado misto (5). A descri¢ao
destes sistemas é feita com o uso do formalismo do operador densidade, cuja evolugao
obedece & equacao de von Neumann-Liouville. Este método tem a vantagem de tratar
igualmente tanto estados puros quanto estados mistos.

Vamos considerar um “ensemble” constituido de uma grande quantidade de réplicas
do sistema fisico de interesse e supor que cada réplica se encontra em um estado puro
{1a) tazia,. v+ Este estado pode ser expandido numa base ortonormal de autovetores

|n) de algum conjunto completo de operadores, isto &,

=> ) | (3.1)

com a condi¢ao de normalizacao

ol =1. (3.2)

O valor esperado de uma grandeza fisica representada pelo operador O no estado [, >

é dado por

(0),, = (¥, |O]¥,) ZZW (W] On ). (3.3)

Mas se apenas sabemos que o sistema se encontra no estado |¢,) com probabilidade P,,

entao seu valor médio no ensemble é

— lim ZP (3.4)

N—oo

no qual P, é o peso estatistico associado ao estado representando um elemento do ensemble

[¥q) 5 com

N
0<P, <1, > Pa=1. (3.5)

Introduzindo (3.3) em (3.4) temos

_J&E&ZZZPC @ (n'| O |n) . (3.6)

a=1 n n/
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Definindo o operador densidade como a média para cada projetor do ensemble 2

N
p= lim 2_) (o) Pa (0l (3.7)

e com elementos de matriz dados por

Pt = <n |O|n> = hm ZP c(a* @, (3.8)
podemos reescrever a expressao (3.6) como
(0) = Tr(p0) (3.9)

em que Tr denota a operacao trago, isto é, a soma dos elementos diagonais. Entao,
conhecendo-se o operador densidade de um sistema, podemos calcular o valor médio ou
momentos de qualquer grandeza fisica deste. Nesse sentido dizemos que toda a informagao

sobre o sistema estd contida no operador densidade. O elemento diagonal

= lim ZP |c{®) (3.10)

N~>oo

corresponde & probabilidade de encontrar o sistema no estado |n), também chamado de
populagao do estado |n).

O operador densidade tem as seguintes propriedades (61):

(i) (i|pli) > 0, V|i) (positividade) (3.11)
(i0) Tr(p) = > Pun =1 (normalizaccio) (3.12)

(i11) p = p? (hermitiano) (3.13)
(iv) Tr (p°) < 1. (3.14)

A igualdade em (3.14) ocorre quando o sistema se encontra em um estado puro. Assim a
relacao (3.14) ¢é 1til para distinguir entre estados puros e mistos.

O estado puro de um sistema tem evolucao temporal governada pela equacao de
Schrodinger, dessa constatacao segue que o operador densidade satisfaz a equagao de

Liouville-von Neumann

ma’;—fﬁ —[H, p(1)], (3.15)

2 Definimos a letra grega p em negrito para indicar o operador densidade, diferenciando de p normal
definido como um parametro de deformacao no capitulo 2.
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onde H é o hamiltoniano do sistema.

3.3 A Equacao Mestra na Aproximacao Markoviana

Vimos na secao anterior, que o valor médio de um operador O, representando uma
grandeza fisica e que caracteriza o estado de um sistema isolado com hamiltoniano H é
dado pela expressao

(O(t)) = Trp(t)O] (3.16)

onde p(t) é o operador densidade que é solugao da equagao de Liouville-von Neumann

iag—iﬂ — Lp(t), (3.17)

no qual definimos o operador de Liouville Lp = [H, p] e fizemos /i = 1. Em geral, sistemas
fisicos nao sao isolados, mas interagem com outros sistemas, podendo trocar particulas,
energia, etc. Tais sistemas sao chamados sistemas abertos e apresentam em geral um
comportamento evolutivo irreversivel. Se inicialmente um sistema aberto encontra-se em
um estado de fora de equilibrio ou nao-estaciondrio, este ird para um estado de equilibrio
ou estaciondrio determinado por condigoes externas tais como temperatura, pressao, cam-
pos externos, etc. Essa evolucao para um estado de equilibrio ou estacionério é chamado
de processo de relaxagao. Consideremos um sistema que pode ser decomposto em dois
subsistemas, S e R, que interagem entre si. O operador densidade p(t) do sistema S + R
satizfaz a Eq. (3.17), mas se estivermos interessados apenas na dinamica de S devemos
obter o operador densidade reduzido pg(t), obtido tomando-se o trago sobre os graus de

liberdade do sistema R (5), isto &,

ps(t) =Trrp(t) . (3.18)

Supondo que antes de se iniciar a interagao (¢ = 0) S e R nao estavam correlacionados

temos
p(0) = pr(0)ps(0) (3.19)
no qual pp é o operador densidade do sistema R.

O acoplamento entre os dois sub-sistemas pode ocasionar uma troca reversivel de

energia, particulas, etc., sendo entao necessdrio fazer algumas hipéteses sobre R para
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garantir que S nunca retorne ao seu estado inicial. Para isso vamos impor a hip6tese
do caos molecular (62) introduzida por Boltzmann na sua famosa equacao cinética para
gases nao ideais: “Se o sistema R possui infinitos graus de liberdade, e sua interacao com
S nao é muito forte, podemos desprezar a reacao de R sobre S. Assim, o estado de R fica
descrito por uma distribui¢ao de equilibrio termodindmico.” Em outras palavras, R atua

como um reservatorio e R e S permanecem nao-correlacionados, o que permite escrever

p(t) = pr(0)ps(t). (3.20)

Com essas consideragoes vamos encontrar a equacao que descreve a evolugao dindmica
de S e, por questao de generalidade, supor que este sub-sistema pode estar submetido a
acao de uma forca externa dependente do tempo, por exemplo, um campo de radiacao
eletromagnética.

O hamiltoniano do sistema total é dado por
H(t) =Hg + W(t) + Hg + V, (3.21)

em que Hg e Hyr sao os hamiltonianos dos sub-sistemas S e R, respectivamente, V
representa a interagao entre S e R, e W(t) é uma perturbacao dependente do tempo que

atua somente sobre S. Substituindo (3.21) em (3.17) ficamos com

122U (g, p(0)] + [Hr, plt)] + W (D), p(0)] + [V, p(0)]

ot
= Lsp(t) + Lr p(t) + Lw p(t) + Ly p(t) (3.22)

que pode ser reescrita na representacao de interacao fazendo a seguinte transformacgao
unitdria
pi(t) = eMolp(t)e™ ! = o' p(t) (3.23)

sendo Hy = Hg + Hi. Com isto, obtemos

Z.apf(t>
ot

= [Lw, (£) + Ly, (1)] s (2) (3.24)

com

V[(t) = eiLotV
W;(t) = ems'W(t). (3.25)
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Integrando formalmente a equacao (3.24), obtemos

o) = ip0)+ [ W L))+ [ Lot G20

e, analogamente, chamando ¢ (t') de t' (") temos

t! t!
o) = ip0)+ [ at L (@)t + [ ATy @)pile) . G20
0 0

Substituindo p;(t') de (3.27) na segunda integral de (3.26), tomando em seguida o traco

sobre as varidveis do reservatério e derivando em relagao ao tempo vamos obter

Z—apg;(t) = T?”R [LVI (t) p[<0>] + LWI (t) pSI(t) — iTTR [/Ot dt’ LVI (t) LVI (t,) pl(t/)

+Trr l /O 0t Ly, () Ly, (£) pI(t')] , (3.28)

que é uma equacao exata pois nao foi feita nenhuma aproximacao para obté-la.

Introduzindo a hipétese (3.20) ficamos com

.0pg;(t
;0psit) Trr{Lv, ) Prr(0)Ps1(0)} + Lw,t) Pr1(0)pss (1)

ot t
_ / dt' Tri{Ly, (t) Ly, (t) prr (0) s ()}

- A Tra{Luy (8) Ly () pr (0)piss (£} (3.20)

Agora, considerando que V s6 possua elementos nao-diagonais na representacao em que

pr € diagonal, o primeiro termo do lado esquerdo da Eq. (3.29) anula-se,

Tre{L;(t) prr(0)psi(0)} =0 . (3.30)

Além disso, verifica-se também que o terceiro termo se anula apdés usar a propriedade

ciclica do traco

Trr{Ly, () Lw, (t") pr1(0)ps;(t')} = 0. (3.31)
Assim, a equagao para o operador densidade reduzido para o sub-sistema S resulta em
zaps—f(t) = Ly, (t) pg;(t) —i tdt’T {Ly, (t) Ly, () (0)ps (1)} (3.32)
ot Wi Ps1 L ; TRy vi\l') PrR1\Y)Psr : :

Podemos retornar para a representacao de Schrodinger utilizando a transformagao unitdria

inversa, equagao (3.23), resultando em

Opg(t —; '
' pést( ) (Ls + Lw)pg(t) — ie LSt/O dt' Trp{Lv, ) Lvyw) Pri(0)psr(t). (3.33)



36

O primeiro termo do lado direito de (3.33) pode ser escrito como

[Ls + L (t)] ps(t) = Lsiw ps(t) (3.34)

em que Lg,w pg(t) = [Hs + W(t), ps(t)] . Como pp representa um estado de equilibrio

temos que
pr(0) = e py(0) (3.35)

e o integrando da equagao (3.33) pode ser escrito como
Trre™®{Ly ¢ "Ly pg(0)ps(t')} = Tra{Ly e ™ "Ly pp(0)ps(t)}  (3.36)

no qual usamos a propriedade o ciclica do trago e Lo = Lg + Lg.

Assim, obtemos a equagao para o operador densidade reduzido do sub-sistema S,

2250 _ 1y pg(t) i / d K (t — ) pg(t) (3.37)

sendo K(t — ') = Trg{Ly e ™)Ly, pp(0)} um super operador > chamado kernel
de memoéria. A equagdo acima é conhecida na literatura como “Equagao Mestra Gen-
eralizada”, pois trata-se de uma equacao integro-diferencial, com o primeiro termo do
lado direito representando a evolucao reversivel de S e o termo da integral respon-
dendo pelo comportamento irreversivel, que depende do kernel de meméria. Usando a
defini¢do do operador de Liouville Lg,w pg(t) = [Hg + W(t), ps(t)] e o super operador
K(t—t) = Trr{Ly e "Ly po(0)}, a equagdo (3.37), pode também ser escrita como

—ap§t<t) = —i[Hos, ps(t)] — /O dt'Trr Vi () [Vi (), pr(0) @ pg (t')]], (3.38)

sendo Hps = Hg + W (2).

Fazendo a mudanga de varidvel ¢ — ' = 7 podemos escrever a Eq. (3.37) como

805@)
ot

i

~ Lo pslt) i | ATK(T)ps(t —T). (3.30)

Esta equacao é nao-Markoviana pois o operador densidade de S no instante ¢t depende de
seu valor no instante anterior ¢t —7 . O tratamento convencional (1,5,6) assume K(7')

diferente de zero em um intervalo 7 ., chamado de tempo de correlacao, e que o tempo

3 Pois atua no espaco de operadores.
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caracteristico '™ (tempo de relaxagao) para que pg(t —7) sofra uma mudanga aprecidvel

é muito maior que o tempo de correlagao, isto é, 7.I' < 1. Nestas condigoes

ps(t=T) = ps(t) - (3.40)

A aproximacao (3.40) ¢ conhecida como aproximacao de Markov (AM) de ruido colorido
e dizemos que o sistema sofre uma relaxacao markoviana, isto é, seu estado futuro sé
depende de seu estado presente e nao de seu passado. Na AM a Eq. (3.39) reduz-se a

uma equagcao diferencial,

aps(t)
ot

ese K(7)=T6(7T) (7. = 0) temos a Aproximagao de Markov de ruido branco.

20 L pstt) 1| [ aT(T)] st (3.41)

0

A argumentagao acima é qualitativa, pois K(¢ — t’) é um operador, mas ficara clara
quando resolvermos a Eq. (3.39) para um modelo especifico. Como exemplo, veremos
a seguir a equacao mestra para reservatérios especificos, no caso reservatério térmico e

reservatorio comprimido.

3.3.1 O Reservatorio Térmico

Iremos consirar um sistema quéntico interagindo com um conjunto de osciladores har-
monicos que representam o reservatorio. Dessa forma, o hamiltoniano total do sistema é
dado por

H=Hs+Hrp+V (3.42)

em que Hg e Hy sdo os respectivos hamiltonianos dos sistemas S e R (S representa o
sistema quantico e R o reservatério) e V' representa a interagao entre S e R. Os termos

Hg, Hi e V sao espressos respectivamente como

Hs = hwea'a,
Hp = ) hw,blb, (3.43)
J

V = 3 (gab; +gjabl),

J

sendo a e af os operadores bosonicos de destruicao e criacdo referente ao oscilador do

sistema quantico, e b; e b} os operadores de destruicao e criacao do conjunto de osciladores
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que representam o reservatorio.

Por questao de generalidade anteriormente consideramos que o sistema S pode estar
submetido a acao de uma forca externa dependente do tempo, por isso a presenca o termo
de perturbagao dependente do tempo W (t). Para o caso em questdao desconsideramos o
termo de perturbagao e a partir de (3.38) temos a seguinte equagao

dps(t)
ot

= —i[Hs, ps(t)] —/O dt'Trr Vi (t) [Vi (), pr(0) @ ps ()], (3.44)

nos quais pg(t) é o operador densidade para o sistema quantico na representagdo de
Schrodinger, Hg o hamiltoniano do subsistema quéntico S, V7 () é o termo de interagao
pr(0) é o operador densidade do reservatério o qual iremos especificar. O termo de

interagao V (), em particular pode ser escrito da seguinte forma,
Vi(t) = Z (gjaJr exp (iwot) bj exp (—iw;t) + gjaexp (—iwot) b} exp (z'wjt)) . (3.45)
J
Considerando entao os termos da interacao (3.45) e aqueles advindos dos comutadores, a

equagao mestra (3.44) é dada por

aps@
ot

— _i[Hs, ps(t)] - /0 at' (G (t,¢) [al [al, ps ()]
+ Guo(t, ) [a,alpg ()] + G (t,t) [al,apg (¢)] + Hee.},  (3.46)

onde

3y’

Gua(t,t) = Y ggpe™ " emiunlt=t) <b}bj/> (3.47)
Ji’

% —twit+iw ot oo (t—t
G21(t7t/) — Zg]g]/e J J e O(t t) <b]bjl>
Jj’

com (b;bj) = Trgr[b;jb;pr(0)] e 0 mesmo para os outros valores médios. Ao consider-
armos o reservatério como sendo um reservatério térmico, o operador densidade pg(0) é

escrito na forma
_Hp
exp ( KBT)

pr(0) = H
Trgr [exp <_TR>]

(3.48)
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podendo também ser representado como

mgm::II[1—emg<—gg%)1em)<_“zzg?>, (3.49)

J

em que Kp é a constante de Boltzmann e T' a temperatura absoluta do reservatério. Para

o reservatorio térmico em particular os valores médios sao
<b;> = (b;) =0
<b}bj./> — (b;b;) =0
<b}bj/> = n(w;)ojy
<bjb§,> = (n(w;) +1) 05y,

—1
sendo n(w;) = |exp (w2 ) — 1 o nimero médio de fétons térmicos. Assim, a equacao
j KT g

(3.46) ¢ escrita como

—a”gf’ = —i[Hs,pg(t)] - /0 dt' {G1o(t, ) [a,alpg ()] (3.50)

+ Ga(t, 1) [a', apg ()] + H.c.}

Para efeitos de simplicidade denotaremos a partir de agora pg(t) = p(t). Nosso préximo
passo ¢ considerarmos a aproximagao Markoviana na Eq. (3.50) e para isso, a titulo de

exemplificagao lidaremos somente o primeiro termo dentro da integral da equacao (3.50),
t
L) = / 4t Gra(t,1') [aal p () — alp (') a]
0
ou ainda

0=/ Wl Oey) o) - alo ()],

Fazendo mudanca de varidvel t —t' = 7 e levando em conta a aproximacao Markoviana,

a2

que consiste em ¢ — 0o no limite superior das integrais e p (t — 7) = p (t), obtemos
L= |gl* flw;) / dT e @i==0T [aafp (t) —alp(t)a] .
4 0
j
Tal procedimento nos leva a reescrever I(t) na forma

Z 951 7i(w;) I j[aalp(t)—alp(t)a],
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em que
I = / dT e'wi=wo)T, (3.51)
0
Agora utilizando a propriedade da fungao delta de Dirac em (3.51) obtem-se
o0 . PV.
/ AT @i = 16 (w; — wp) — i—v, (3.52)
0 (wj — wo)

onde P.V. & o valor principal de Cauchy. Considerando a Eq. (3.52), podemos escrever I;

= 7T2|g] n(w;)é (wj — wo) [aan(t)—an(t)a}

—ZZ 1951”7 (w; % [aa’p (t) —alp(t) a] (3.53)

Wi

Considerando os modos discretos no limite do continuo,

S0 [ s D),

no qual D (w) é densidade de frequéncias por intervalo de frequéncia, a equacao (3.53)

terd a forma
L(t) = 7 /OOO dw |(w)]> D (w) (w)8 (w — wp) [aan (t) —alp(t) al

—iAw [aalp (t) —alp (t)a]. (3.54)

O termo Aw é chamado shift dindmico (59) e é descrito como

pv=i [ au L DITIPY.

(w — wp)

Levando em conta outra propriedade da funcao Delta
| dlg @) D @) w)5 (w ~ w) =g (wo) * D (wo) e,
0
a solucdo para I1(t) a menos do shift dinamico é
Lt f
L = ns [aa’p (t) —a'p(t)a], (3.55)

onde

['=2rlg (w0)|2 D (wo)
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é o coeficiente de relaxacao e
~ 1

n =
exp <%> -1

o numero médio de fétons. Adotando o mesmo procedimento para com os outros termos

da equacao (3.50), obtemos finalmente

ag—it) = —i[Hs, p(t)] — ”ﬁg [a,a’p (t)] + (m+1) g [af,ap (t)] + H.c. (3.56)

ou

—i[Hg,p(t)]+ (n+1) g [2ap(t)a’ — a'ap(t) — p(t)a'a] (3.57)

+ﬁg [2an(t)a —aalp(t) - p(t)aaT] :

Portanto a equagao (3.57) representa a equagao mestra na representagao de Schrodinger
para um sistema quéntico interagindo com um reservatério térmico a temperatura 7' na
aproximacao de Markov. Para obter a mesma equacao na representacao de interacao,
basta aplicar a transformagao unitdria inversa da equacao (3.23) e teremos

8p1(t)
ot

= (n+1) g [Zapl(t)aT — aTapI(t) — pI(t)aTa] (3.58)

—l—ﬁg [2ap,(t)a — aa’p,(t) — p,(t)aa] .

Por completeza ao considerarmos 7' = 0, (n = 0), esta se reduz a

apglt(t) - g (2ap;(t)a’ — a'ap,(t) — p;(t)a’a), (3.59)

a equagao (3.58) é a equagdo mestra na representagdo de interagdo para um sistema
quantico interagindo com um reservatério térmico & temperatura zero na aproximacao de

Markov.
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3.3.2 O Reservatério Comprimido

Agora iremos considerar um sistema quéntico S interagindo com um reservatério tér-
mico comprimido. O operador densidade que descreve o reservatério é representado nesta
ocasiao por

=16) (€] = [ S(©)pinSL(©). (3.60)

no qual Si(§) é chamado operador de compressao e descrito como

Sk(€) = exp [ (€'bybi — ¢b[bl, )| (3.61)

O parametro £ = rexp (if) ¢ um parametro de compressdao complexo, sendo 7 ¢ fator de
compressao e # o angulo associado a dire¢ao de compressao. Os operadores by, e bL sao
respectivamente operadores de destruicao e criacao do reservatério. Alem disso o operador
p,, refere-se ao operador densidade para o banho térmico descrito em (3.48).

A evolugao temporal do sistema S pode ser descrita pela Eq. (3.46), onde para o

reservatério térmico comprimido os valores médios sao dados por

() -
(o) -

(b)) =
(

(bgby) = (204 + 1) € cosh (r) sinh (r) Sxp (3.62)
((m
((m

20y, + 1) e~ cosh (r) sinh (1) &

(ive) -
(i) -

em que ny refere-se ao nimero médio de fétons. Agora levaremos em conta a aproximagcao

)
)

ny, + 1) sinh® (r) + 7y, cosh? (7)) S
)

ny, + 1) cosh? (r) + 7y sinh? (7)) S,

Markoviana de forma andloga a realizada na secao anterior. Para tanto consideraremos

como exemplo somente o segundo termo da integral em (3.46),

L) = — /0 dGoa(t, ') [aalp () — alp (¢)a] (3.63)

Substituindo a expressao para Gis(t,t') dada em (3.47) e usando o valor médio descrito

m (3.62), I,(t) terd como expressao

L(t) / dt’ Z |gi|” ilerw)t=t) [(ﬁk + 1) sinh? (r) + ng cosh? (r)] [aa’p (t') —alp (t')a] .
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Fazendo mudanca de varidvel t — ' = 7, e novamente considerando a aproximacao de

Markov, obtemos

Z 19;]° (7 + 1) sinh? (1) + 7 cosh® (r)] / dT e'wi—wo)T [aa’p (t) —ap(t)a] .
0

Escrevendo I4(t) na forma
Z 9,12 [(7 + 1) sinh? (r) + 1 cosh? (r)] I [aa’p (t) —alp (t) a] , (3.64)
com
Iy = / dT ' wrwo)T,
0

e adotando o mesmo procedimento matemdtico ja delineado anteriormente, ficamos com

L(t) = g (7 + 1) sinh? (r) + 7 cosh? (r)] [aan (t)—a'p(t) al , (3.65)

De maneira analoga, usando os mesmo procedimentos para todos os termos da expressao

(3.46), obtemos

PO~ —ifHsp (0]
+g [(7 + 1) cosh? (r) + msinh® (r)] [2ap(t)a’ — a'ap(t) — p(t)a'a]
+g [(7 + 1) sinh? (r) + 7 cosh? (r)] [2alp(t)a — aa'p(t) — p(t)aa’](3.66)
g (27 + 1) ¢ cosh (r) sinh (1) [2al p(t)al — alalp(t) — p(t)aal]

+g (20 + 1) e ™ cosh (r) sinh (r) [2ap(t)a — aap(t) — p(t)aa],

a equacao mestra descreve um sistema quéntico interagindo com um reservatério térmico
comprimido. Se fizermos a temperatura 7' = 0 ( n = 0) obtemos a equagao mestra para

o reservatorio de vicuo comprimido,

W0 i ()
—I—g cosh? (r) (2ap(t)a’ —afap(t) — p(t)a'a)
+g sinh? (r) (2a’ p(t)a — aalp(t) — p(t)aal) (3.67)

—I—gew cosh (r) sinh (r) (2a'p(t)a’ — a'a’p(t) — p(t)a'a)

+gew cosh (r)sinh (r) (2ap(t)a — aap(t) — p(t)aa)
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As equacoes mestras obtidas neste capitulo para os reservatorios especificos, no caso reser-
vatorio térmico e reservatério comprimido, ja sao conhecidas e sao amplamente utilizadas
na literatura (19,59). Nos capitulos que seguem obteremos equagoes mestras para reser-
vatérios similares, mas descritos por operadores que obdecem regras de comutacao difer-
enciadas dos operadores de destruicao e criacao utilizados aqui, dessa forma poderemos

comparar com as equagoes ja obtidas.



Capitulo 4

Processos de Relaxacao em Sistemas
Quanticos Representados por
Algebras de Operadores
Nao-Lineares

4.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos alguns aspectos de processos dos relaxacao em sistemas
quanticos descritos por dlgebras associadas a operadores nao-lineares, ou seja, operadores
que satisfazem as regras de comutagao de algebras deformadas (ou dlgebras nao-triviais)
em particular, consideraremos como sistema fisico um oscilador harménico quéntico nao-
linear, interagindo com um meio dissipativo (reservatério térmico), no qual derivaremos
uma equacao mestra na aproximacao de Markoviana. Para tanto, iremos considerar um
sistema constituido de um oscilador harmoénico nao-linear interagindo com um conjunto
de osciladores harmoénicos que representa o reservatério. O operador hamiltoniano do

sistema total é descrito como

H=Hs+Hz+V, (4.1)

em que

Hg = %m}o (ATA + AAT) (4.2)

45
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corresponde o oscilador harménico deformado, sendo A e A os operadores de levanta-

mento e abaixamento nao-lineares definidos no capitulo 2. O hamiltoniano
Hp =) hw;blb; (4.3)
J

representa um conjunto de osciladores que simulam o reservatério térmico, e o termo de

interacao sistema-reservatério é dado por
v=% (ngTbj + g;Ab}) , (4.4)
J

com b;r- e b; os operadores bosonicos usuais do reservatorio.

De forma semelhante ao sistema abordado anteriormente, alguns autores também es-
tudaram a dindmica para o amortecimento do oscilador harmoénico quantico deformado
(30,31). Nesses trabalhos a deformagao ou nao-linearidade ¢ introduzida somente nos
operadores do oscilador do sistema Hg, enquanto que os operadores referentes ao reser-
vatério, bem como o termo de interagao sistema-reservatério V, nao possuem deformacao

como podemos observar nas equagoes abaixo descritas por Mancini (30):

H=Hs+Hr+V

em que
_ WO At t
Hy = ?(A A + AAT) (4.5)
Hp = ) wblb; (4.6)
J
V = aY'+a'r, (4.7)

com Y =) ; gjb;, e [a, aq — 1. E importante notar que o hamiltoniano utilizado em
(30,31) [?, ?], difere nos termos de interagao, na expressao (4.4) usamos os operadores
A e AT que obedecem as relacoes de comutacdo nao-triviais dadas em (2.8); enquanto
que Mancini (30) obteve uma equacdo mestra com mesmo formato e operadores de uma
equacao mestra usual na aproximacao de Markov, mas agora com coeficiéntes deformados,

como podemos ver na equacao que segue:

p (1) = —ilHs pl)] + 5PV, / 29 (n)x (Y (m))
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< { (14 N M) | (@) - () ap(t), |
+N((n)) [a*, p(t) (n) — '(n)) " a

+M(Q(n [a f(Q(n) — mn))*l] (4.8)
+ M*(ﬂ'( ) [ap(t), (@) — () ' a] - Hee

45 {01+ N(@Q(m) x(QAn)ap(1) o'

+ [al, p()N(Q2(n)x(2(n))a] + [alp(t), a M(Q(n))x(2n))]

+ [ap(t), M(Q(n))x(Q(n))a] + H.e.}.

Aqui, P.V. denota o valor principal de Cauchy, ©(n) e '(n) sdo fun¢oes do operador
mimero n = a'a, bem como também os parametros N(Q(n)), M(2(n)) e x(2(n)) !,
sendo a frequéncia ©(n) descrita como Q (n) = 1 [(n +2) [f (n +2)|* — n|f (n)|*]. Para
o reservatério térmico o autor assume M(2(n)) = 0 e N(Q2(n)) = [exp( @ )) — 1} - ,
em que Kp é constante de Boltzmann, T' a temperatura absoluta e x(£2(n)) é a “fungao
relaxacao” ou “funcao decaimento”. Note que a frequéncia e os parametros sao operadores
devido a dependéncia com o operador nimero n. Uma simplificacao pode ser feita se
desconsiderarmos os termos envolvendo o valor principal de Cauchy e M(€2(n)) = 0, isto

é

p(t) = —i[Hs,p(t) + 5 {[ (1+N(2(n))) x(2(n))ap(t), a] (4.9)
+ [, p(t)N(Q(n))X(Q(n))a} +He.}.

Jé Isar e Scheid (31) realizaram o mesmo procedimento de Mancini, mas agora es-
crevendo uma equacao mais geral em termos de pardmetros de difusao e os usuais oper-
adores momentum p e posi¢ao g, como vemos a seguir na equagao abaixo:

(D). )} — 0 D, (2(N). ) o7
| (e [0 + §20] - { D) - Fan})

- (o [Pat@09) - frp] - {Di9) + Sral ) o] 1},

I Mantemos a notacio utilizada em (30), onde o autor utiliza n = aa para o operador nimero e nio
N = afa como definimos no capitulo 2.
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nos quais D,,(Q2(N)), D, (Q(N)) e D,,(2(N)) sao coeficientes de difusao deformados

definidos como

Dp(N)) = [ dtCult B = [t Ch(t)Es
0 0

D(UN)) = [ df Calt B = [t C3o(¢ B
0 0

D(@N) = [ dfCu(t)By = [ df C3 (¢
0 0

com os coeficientes Cy;, C};, Ca, C5,, Ci2,e C3; designando fungoes de correlacao dos

operadores do reservatério, E; sendo definido como
E, = exp[iQ2(N)t].

A funcdo de relaxacdo A é também uma funcio do operador niimero N = a'a e a frequén-
cia Q(N) ¢ a mesma obtida por Mancini,  (N) = 3 [(N +2) [f (N + 2> = NIf (N)|2]

Expressando os operadores p e q em termos dos operadores a e af, ou seja,

pP= i\/—hn;w (aT+a)

h

Y N 4
4= 2mw(a a),

e definindo novos coeficientes de difusao com A constante, teremos

dp i

' h{ [af (D_(Q(N)) + %qu(sz(N))) ,p] ,aT} - % [a' {a, p}] + H.c.}

Hs,p] + { [D-(Q(N))a, gl a (4.10)

sendo
D.L(QN)) = o [meqq(mN)) + W} (4.11)
D (Q(N)) = %_L {meqq(Q(N)) - W} | (4.12)
Chamando
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A =« = constante

obtemos a equagao (4.8) de Mancini a menos dos termos envolvendo o P.V.. J4 para o caso
particular de equilfbrio térmico do reservatério em que D_(Q(N)) + £D,,(Q(N)) =0, a

equacgao (4.10) assume a forma simplificada

&~ 2 Hs 0+ {[ID-((N)a, pl ]

- % [a"{a, p}] + H.c.} :

O fato de Mancini, Isar e Scheid (30,31) considerarem a deformacao somente no termo
Hj referente ao sistema de interesse é decisivo no resultado final da equacao mestra obti-
da, acarretando assim consideraveis diferencas em relacao a equacao que iremos obter,
conforme veremos nas préximas segoes. Este capitulo estd organizado da seguinte forma:
na secao 4.2 derivamos a equagao mestra na aproximagao de Markov para um sistema
quantico descrito por operadores nao-lineares interagindo com um ambiente dissipativo
(reservatoério térmico sem deformagao). Na se¢ao 4.3 obtemos as equagoes para os elemen-
tos diagonais e nao diagonais da matriz densidade da equacao mestra, enquanto que na
secao 4.4 obtemos uma equagao que descreve a dindmica para o valor médio de N e sua
solugao. Finalmente na iltima secao apresentamos as conclusoes e discusoes dos cédlculos

realizados.

4.2 Equacao Mestra para Sistemas Quéanticos Repre-
sentados por Algebras de Operadores Nao-Lineares

A dinédmica do sistema total descrito por (4.1) obedece & equacdo de Liouville-von

Neumann

220 (u1,p 1),



20

Desta equacio obtemos a equacao mestra para o sistema na representacao de Schrodinger?

dp (0
dt

em que o termo de interacao é dado por

~ i) - | WV OV () a0 p@)], (413

V()= |9AT(0b,(1) + g ADBLD)| (4.14)
Af(t) = Alexp(iQ(N)t);
At) = exp(—iQN)t)A; (4.15)
bi(t) = blexp(iwjt);
b;(t) = bjexp(—iw;t);

com 2 (N) = £ [(N+2)|f (N + AN° - N|f (N)|2} sendo o operador frequéncia, N é o
operador nimero definido na capitulo 2.

Introduzindo o termo de interacdo (4.14) na equagdo (4.13), e denotando os novos

operadores ET(N,¢) = exp (iQ(N)t) e E(N,t) = exp (—iQ(N)t), obtemos

dp_(t) = —i[Hg,p(t)] — /t dt'{Gn(t,t/) [ATET(Nat) [ATET(N,t’),p(t')H

dt
+Gi2(t, ) [E(N,t)A, ATEI(N, ¢')p ()] (4.16)
+Ga (t,t') [ATEN(N, 1), E(N,#)Ap (N, ¢')] +} He
com
Gll(t,t,) _ Zgjgj/eiwjt-i-iwj/t/ <bjbj,>

33’

G12(t,t/) — Zg;gjleiwjtfiwj/t <b;rbj/>

33’

Goi(t,t) = Zgjg;/efiwjt+iwj,t <bjb;r-,>

33’
sendo (b;b;) = Trg (b;bj/pr) € 0 mesmo para os outros valores médios. Como estamos

considerando o reservatorio como um reservatério térmico, o operador densidade pp pode

2 Para maiores detalhes da deducdo de equagédo (4.13), ver capitulo 3.
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ser representado por

T
_ _ W _wjbjbj
Pr = ” {1 exp ( BT>:| exp ( T ) (4.17)

J

enquanto que os valores médios associados aos operadores do reservatério sao definidos

() = (b)) =0
(bfbl,) = (bjby) =0
<b;bj'> = nlw;)b;y
(bjbl) = [ilwy) +1] 55,

Wi
KT

b
_ ~1
sendo n(w;) = [exp ( ) — ] o nimero médio de quanta. Desta forma a equacgao

(4.16) ¢ escrita como

dz—f) =—i[Hg,p(1)] - /0 tdt’{Gu(t,t’) [E(N,)A, ATEN(N,#)p (t)] (4.18)

+ G (t, ') [ATEN(N, ), E(N,t)Ap ()] + H.c.}
A equagao (4.18) pode ser reescrita considerando a aproximagao Markoviana. Para ex-
emplificar, consideraremos somente o primeiro termo dentro do sfmbolo de integracao da
equagao (4.18), isto é,

t
L(t) = / dt'> " |g;|* e R(w) E(N, ) AATEN(N, ¢')p (t')
0 -

J

t
- / dt'y " |g;|* €1 n(w,) ATEN(N, ¢)p (t') AE(N, 1),
0 Ny
J

para fazermos em seguida a mudanca de varidvel t —t' = 7, além de também levarmos em
conta a aproximagao Markoviana que consiste em considerar ¢ — 0o no limite superior
das integrais e p(t —7) = p(t). Tal procedimento faz com que I;(t) possa ser escrito

como

L) = 3 o ) AAT [T ATETEN.OBIN. - Tp (1)

— Z 19;]° (w;) AT { /0 h dTe“TENN,t — T)p (t) E(N, t)} A.
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Agora, utilizando as expressoes Ef(N,t) = exp (i2(N)t) e E(N,t) = exp (—iQ2(N)t), as

integrais adquirem a forma

Z 195 Ti(w;) AAT /000 dT e™iT exp (—iQ(N)t) exp (IQ(N)(t —T)) p (t)

- Z lg;]° (w;) AT {/OOO dT e™iT exp (IQN)(t — 7)) p (t) exp (—iQ(N)t)} A.

iw;T o —iQN)T

Com isso, unindo os termos e ee nos integrandos de I;(t), teremos

Z|g] n(w;) [;AAYp (1) Z|g] n(w))ATLEN (N, )p (t) E(N, t)A  (4.19)

no qual

I = / dT e wi—NNT (4.20)
0

Usando a propriedade

> PV.
AT e” " @Wi=¥MNIT — 76 (; — Q(N)) — j—————
s i N s 2]
podemos reescrever a expressao (4.19) como
PV.
= n(w; [w; —Q(N)] —i——————+ AATp (¢ 4.21
Sl D {5l - 2] - i AT 0 (1.21)

Al Y o ) {81y — QN — iy | BN DR (O BN, )

No limite do continuo tal expressao escreve-se como

L = {W/OOO dw |g (w))* D (w) 1(w)§ [w — Q(N)] — Aw} AATp(t)
—AT {7‘(’ /000 dw g (W)]> D (w) ()8 [w — Q(N)] — Aw} E'(N,t)p (t) E(N,t)A.

O termo Aw denominamos shift dinamico (59) e ¢ dado por

Aw = i/ooo dw g (W)]> D (w) ﬁ(w)%

Em seguida, designando

F(w)=2[lg()* D w)a(w)] (4.22)
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e levando em conta a propriedade da funcao delta de Dirac
/ F(w)6(w— QN do = ~F (Q(N)), (4.23)
0

a solucao para I1(t) a menos do shift dinAmico pode ser prontamente obtida

T'(N)_

L= —=R(Q(N) AATp(t)
_wﬁ (Q(N-1)E/(N-1,t)ATp(t) AE(N — 1,¢)
onde
L(N) = 2r|g (2 (N))[*D (2 (N))

(0 (N)) = [exp (S}(g)) _ 1] -

Observe que © (N) é um operador pois apresenta dependéncia do operador nimero de
quanta N, além disso © (N) pode ser considerada uma frequéncia nao-linear com uma
certa nao-linearidade especifica na qual depende da fungao f (IN), que é particular para
cada tipo de deformacao ou nao-linearidade. Assim, os coeficientes que denotamos por
operador “taxa de relaxagao” I'(N) e operador “nimero médio de quanta” n(€2 (N)), pos-
suem as mesmas caracteristicas de nao-linearidade, e sao coeficientes deformados. Outro
aspecto interessante observado é que o operador taxa de relaxacao mostra dependéncia
nao sé na deformagao, mas também no nimero de quanta.

De maneira andloga, realizando o mesmo procedimento para os demais termos da

equagao (4.16) podemos obter a equacao mestra

WP~ iHsp(1)] - [CAUN) AATP (1) + p (1) AATC(2(N))
—C(Q(N-1)E"(N—-1,t)ATp(t) AE (N — 1,t)
~E'T(N-1,t) ATp(t) AE(N — 1,t) C(Q (N — 1)) (4.24)
+J(QIN-1)ATAp(t) +p(t) ATAT (2(N - 1))
~J(Q(N))E(N,t)Ap(t) ATET (N, ¢)

— E(N,t) Ap(t) ATE" (N, ) J (2(N))]
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no qual denotamos

A equacgao mestra (4.24) descreve o oscilador harménico deformado interagindo com um
reservatorio térmico na aproximacao de Markov. E uma equaco andloga a equacio usu-
al, mas com operadores e coeficientes que dependem do operador nimero N de forma
nao trivial. Como citamos anteriormente, I'(N) e n (€2 (N)) dependem da fungao f (IN)
que é especifica para cada nao-linearidade adotada. A nao-linearidade estd presente no
comutador [Hg, p ()], como também na parte dissipativa descrita pelos anti-comutadores
restantes. Uma forte nao-linearidade é observada na equagao mestra devido a intro-
dugdo da deformacgdo. A equagdo (4.24) contém também novos operadores: E (Nt) e
E" (N, ) com dependéncia temporal e do operador mimero N, e os operadores C (2 (N))
e J(£2(N)), estes tltimos definidos a partir dos operadores I'(N) e n (€2 (IN)). Observe
que se fizermos, f (N) = 1, 2 (N) = 1, restauramos a equacao mestra usual (1,6,12).

A equac@o obtida em (4.24) demonstra algumas diferencas e semelhangas com os re-
sultados obtidos por Mancini (30), Isar e Scheid (31). A semelhanga estd nos parametros
I'(IN) e n(Q(N)), que sao idénticos aos parametros x(2) e N(€2) obtidos em (30). J&
a diferenca estd na parte da equacao mestra que caracteriza a dissipacao, onde em nos-
sa equagao (4.24) os operadores AT e A sdo operadores deformados, enquanto que nos
trabalhos de Mancini (30), Isar e Scheid (31) sao os operadores de criagdo e destruicao
usuais a e af, nao deformacdo. Uma caracterfstica que observamos na equacao (4.24) ¢é
a presenca da deformagao tanto nos operadores como nos coeficientes, em concordéncia
com os resultados de (33), onde a deformacao é introduzida no termo de interagao do
hamiltoniano.

Apesar de Mancini (30), Isar e Schied (31), e nés estarmos tratando situagoes semel-
hantes, observamos resultados bem diferentes. Uma explicacao para essa diferenca pode
estar ligada a dois fatores. O primeiro é que sabemos que as fungoes de correlagao definidas

a partir do trago da equacao (4.13) dependem do acoplamento, ou seja da interagao entre
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sistema e reservatério. No caso de Mancini, Isar e Scheid nao ha presenca da “defor-
macao”, ou melhor dos operadores nao-lineares A e A no termo de interacio. Por isso
nao surgem os operadores deformados na parte irreverssivel (dissipativa) das equagoes
mestras obtidas. Mas também observamos no caso de Mancini, Isar e Scheid, a pre-
senca da deformacao nos coeficientes da equacao mestra, seja na constante de relaxagao
X (2(N)), como no nimero médio de particulas N (©2(N)). Este fato ocorre porque
na aproximacao de Markov o acoplamento nao depende das frequéncias do reservatério,
levando as fungoes de correlacao a funcoes delta correlacionadas como podemos observar
nas equagoes (4.20) e (4.21).

Apesar do acoplamento nao apresentar operadores ou coeficientes deformados, a de-
formagao (nao-linearidade) aparece nos coeficientes da equacao mestra como influéncia
das frequéncias do sistema formado pelo oscilador deformado. Note que os coeficientes
da equacao dependem da frequéncia deformada Q (IN) do sistema, sendo uma consequén-
cia da prépria aproximacao Markoviana e observado nas relagoes (4.20), (4.22) e (4.23).
Portanto, independentemente de Mancini, Isar e Scheid, nao utilizarem operadores de-
formados no termo de interacao, ha a presenca da deformacao nos coeficientes da parte
da equacao mestra referente irreverssibilidade ou dissipagao, devido a dependéncia da
frequéncia nao-linear €2 (N).

Os dois fatores citados anteriormente para explicar os resultados de Mancini, Isar e
Scheid, corroboram também os nossos resultados. A dependéncia da interagao nas fungoes
de correlacao sao explicitamente observados nos resultados obtidos na equacao mestra
(4.24): uma equacao mestra deformada, com operadores deformados (nao-lineraes), que é
uma consequéncia da forma como foi escrita a interacao, com operadores nao-lineares A' e
A representando o sistema e operadores usuais sem deformacao do conjunto de osciladores
que representam o reservatorio.

Novamente assim como nas equagoes obtidas por Mancini, Isar e Scheid, em nossos
resultados os coeficientes da equagao mestra dependem da frequéncia nao-linear €2 (N) do
sistema, demonstrando assim uma caracteristica da aproximacao Markoviana para o caso

em questao, onde o acoplamento nao depende das frequéncias do reservatoério.

Nas sec¢oes seguintes iremos obter as equacoes para o elemento de matriz do operador
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densidade da equagao (4.24) e obter a dindmica dos valores médios para o operador

nuimero.

4.3 Equacoes para o Elemento de Matriz do Oper-
ador Densidade

Escrevendo a equacao mestra (4.24) na representacao de estados de Fock e utilizando

a abreviacao (m |p (t)| n) = p,.,, oObtemos

dpmn .o
P~ 0 ] - 1] = (] + [+ 1)} oo
+{m) + T0) B, )2 (n, 0T F T 1} s
—(C(m)[m+ 1]+ C(n) [n+1]) ppn (4.25)

+

(Cm = 1)+ Cln = 1) B*(m = L,O)E(n = LV 1]} o1 s
= (Jm = 1) [m] + T(n = 1) [1]) Py

sendo [n] = n|f(n)|?, n o autovalor do operador N, e as grandezas E(n,t), E*(n,t), C(n)

e J(n) definidas como

Cln) = ——n(@n),
g0 = " @) + 1

Vamos nos ater em principio aos termos diagonais da equagao (4.25),

d(;" =—-2[C(n)[n+ 1]+ J(n—1)[n]] P, +2J(n)[n+1] Ppy1 +2C(n — 1) [n] P,_1,
(4.26)
com P, = (n|p|n). Tal equagao pode ser escrita como
d; S )+ (M) PG (et Pt — S (n—1)Pyy,  (427)

nos quais definimos as probabilidades de transicao

Sy (n) = —20(n) [n+1] e S_(n) = —2J(n — 1) [n]. (4.28)
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A equagao (4.26) é chamada equagao de balango detalhado, sua solugao estaciondria ja é

conhecida na literatura (59,63) e ocorre para condi¢ao de balango detalhado
S (n)P, =-S5 (n—1)P,_1. (4.29)

A partir de (4.26) e (4.29) a solucao estaciondria é obtida pela iteragdo da equagao

abaixo
J(n—1)n|P,=C(n—1)[n| P, (4.30)
levando-nos ao resultado,
n(Qn—1)
P = —= 1 4.31
@(Qn—1)+1) " (4.31)
Por exemplo considerando n = 1, teremos a partir de (4.31),
p_ Q0
(n(22(0)) +1)
Repetindo o mesmo procedimento, agora considerando n = 2, ficamos com
b _AQ@) _@@©) ,
(2 (©2(1)) + 1] [ (2(0)) + 1]
Fazendo isso sucessivamente obtemos finalmente o resultado desejado:
- k: 1
P, = H ) P, (4.32)

e | D) +1

Para o caso particular do estado térmico, teremos

P, = Hexp< KBT1)>P0 (4.33)

com P, determinado através da condigao de normalizacao Y -, P, = 1, ou seja,

Z ﬁeXp ( KBTl))

n=0 k=1

(4.34)

Neste ponto é importante lembrarmos que Q (n) = 2 ((n+2)|f (n+ N —nlf (n)|2),
f (n) é especifica para cada deformagao e a solugao estaciondria para P, dependers da nao-
linearidade contida em f (n). A solucao P, dada em (4.32) pode ser facilmente verificada
como solucao de (4.26). Em particular se considerarmos a deformagao nula, f(n) = 1,

readiquirimos a solugao usual sem deformagao (1,6,12,59,63).
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4.4 Valor Esperado do Operador N

No capitulo 3 vimos que o valor médio de um observavel O é definido como
(O) =Tr(Op), (4.35)

no qual p é o operador matriz densidade que descreve o estado do sistema. A dinamica

para o valor médio do observavel O satisfaz a equacao

10) _ 1, (ofl_?) , (4.36)

desde que O nao dependa da varidvel temporal. Portanto, considerando O = N e substi-

tuindo (4.24) na equagao acima, obtemos

TN — e (N (1)
~Tr (N{C(Q(N))AAT, p(t)})
+Tr (NATET N, ) {C(Q(N)),p()} E(N,t)A) (4.37)
~Tr (N {ATJ (N)A,p(t)})
+Tr (N {J (22 ,E(N,t)Ap (t) ATE" (N,1)}) .

Agora, levando em consideragao que o operador N comuta com os termos Hg, C (€2 (N)),

J(Q(N)), AAT E(N,t) e Ef (N, ), alem da propriedade ciclica do traco, ficamos com

@ — —2T7 (NC (2 (N)) AA'p (1))
+2T7 (N + 1)C (2 (N)) AATp (1))
—2Tr (NJ ((N - 1)) AlAp (t)) (4.38)
277 (N = 1)J (Q(N - 1)) AAp (1))

Ao definirmos a fun¢ao Y(N) =2 {C (2 (N)) (N + 1) |f(N + D -JQ(N-1)N |f(N)|2},
estd equacao assume a forma simplificada

d (N)
——= = (Y(N)) (4.39)
dt

E importante notar que para a deformacao nula, restauramos prontamente a equagao

usual encontrada na literatura (1,59), ou seja, % =In((N)+1)—T'(n+ 1) (N).
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Para temperatura T' = 0, a equagao (4.39) reduz-se a

4{N)

= (T(N)N|f(N)[*) (4.40)

e para I'(IN) = I' = cte obtemos

d(N) _ 2
—L = I (NJEN)P), (4.41)

resultado semelhante ao obtido em (33). E importante mencionarmos nesse ponto que
o valor médio para o operador N depende da deformagao ou nao-linearidade, diferente
do resultado de Isar e Scheid para um sistema quéantico dito deformado interagindo com

meio dissipativo (reservatério térmico) (31).

4.5 Conclusao

N6s estudamos a dindmica de um sistema formado por um oscilador harménico quénti-
co deformado (descrito por dlgebras de operadores nao-lineares) interagindo com um meio
dissipativo no caso um reservatorio térmico. Para tanto, obtivemos a equacao mestra na
aproximacao de Markov para o operador densidade reduzido do oscilador amortecido
deformado, e como consequéncia observamos que os coeficientes da equagao mestra que
decorrem da influéncia do meio dissipativo, isto é, coeficiente de relaxacao e nimero médio
de quanta, assumem forte nao-lineridade devido & dependéncia da frequéncia nao-linear
Q (N) do sistema. A equacao obtida apresenta uma nova estrutura com novos oper-
adores descritos em termos da func¢ao deformada f(IN) e com dependéncia temporal como
podemos observar na Eq. (4.24). Os coeficientes da equagao agora sao operadores com
dependéncia do operador frequéncia nao-linear €2 (N). Quando consideramos o limite da
deformagao indo a zero, f(IN) = 1, a equagao mestra readiquire a forma usual do oscilador
harmonico quantico interagindo com um reservatério térmico. Os resultados apresentam
uma analogia com aqueles obtidos anteriormente por outros autores (30,31) para o mesmo
problema abordado (existe uma diferenga na estrutura da interacao sistema-reservatério).
Podemos observar que nos trabalhos anteriores (30,31), onde a proposta também ¢ descr-
ever a dinaAmica de um oscilador quantico deformado interagindo com um meio dissipativo,

o resultado apresenta uma diferenca na estrutura da equagao mestra. Em (30) e (31) a
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estrutura da equacao mestra é idéntica a de um oscilador harmoénico sem deformacgao
interagindo com um meio dissipativo, mas com coeficientes que dependem da frequén-
cia nao-linear © (N). Neste aspecto no qual observamos a dependéncia dos coeficientes
da equacao com relagao a frequéncia nao-linear €2 (N), nossos resultados sao iguais. Os
nossos resultados assemelhan-se aos resultados obtidos em (32) e (33), onde a propos-
ta é de se obter uma dissipagao deformada e uma interacao deformada respectivamente.
Também obtivemos uma equacao para o elemento de matriz diagonal do operador den-
sidade e encontramos a solucao estaciondria, que apresenta uma dependéncia nao-linear
com dependéncia de €2 (N). A equagdo de movimento para o operador N, observamos
uma nao-linearidade devido as fungoes presentes na equagao. Como perspectiva futura
temos a possibilidade tentar descrever a dindmica do sistema via formalismo de espaco
de fase deduzindo a equagao de Fokker-Planck para funcoes quase probabilidades como a
fungao de Wigner, como também calcularmos as variancias para um estudo da estatistica

do sistema em questao, utilizando formas especificas para a fungao f(N).



Capitulo 5

Processos de Relaxacao em Sistemas
Quanticos Acoplados a Reservatorios
Representados por Algebras de
Operadores Nao-Lineares

5.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos processos de relaxacao em sistemas quéanticos que ocorrem
devido ao acoplamento com um reservatorio descrito por operadores nao-lineares que obe-
decem a uma &dlgebra nao-trivial ou dita deformada. Particularmente iremos considerar
um sistema constituido de um oscilador harménico interagindo com um conjunto de os-
ciladores nao-lineares os quais representam um reservatério, cuja dindmica é descrita por
uma equacao mestra na aproximacao de Markov. O operador hamiltoniano do sistema

total é dado por

H=Hs+Hr+V, (5.1)

no qual

Hs = hwpa'a (5.2)

descreve o operador hamiltoniano do sistema S, sendo a e a' sdao os operadores que

satisfazem a relagao de comutagao [a, aT} =1,
He=y_ h< (B]B; +B;B)) (5.3)
J

61



62

¢ o hamiltoniano do conjunto de osciladores nao-lineares que simulam o reservatorio,
com B; = b;f(N;) e B} = f(Nj)b;, sendo f(IN;) uma func@o do operador nimero Nj;,
b, e b;r- sao os operadores que obedecem as relagoes de comutacao, [bi,bﬂ = ;5 e

[b;,b;] = [b;r, bﬂ = 0. O termo de interacao sistema-reservatério é dado por

V= Z (gjaTBj + g;aB}) . (5.4)
J

Outras propostas para obter uma “dissipacao deformada” surgiram recentemente em
(32,33).

A primeira propoe um modelo onde se introduz a nao-linearidade somente no termo da
equacao mestra que caracteriza a irreversibilidade ou dissipacao. A deformagao ou nao-
linearidade é obtida pela substituicao direta na equagao mestra, dos operadores bosénicos
usuais a e a' por operadores nio-lineares A e AT definidos em (2.7). Desta forma a
equagao mestra obtida em (32) é

dp

dt —Ww [N7 p]

1
+5D1 {£(N+1)f(N)a'a'p + pa'a'f(N + 1)f(N +2) — 2f(N)a'pa'f(N + 1)}

+%D1‘ {f(N + 1)f(N)aap + paaf(N — 1)f(N) — 2f(N + 1)apaf(N)}  (5.5)

—% (D; + A) {Nf*(N)p + pNf*(N) — 2f(N + 1)apa'f(N + 1)}

_% (Dy — N {(N+ DEN + 1)p+ p(N + 1) (N + 1) — 26(N)apa'f(N)}

sendo D; e Dy os coeficientes de difusdo, \ a constante de decaimento, e N = afa. E
importante notar que se compararmos a Eq. (5.5) com a Eq. (4.24) obtida por nés
no capitulo anterior, podemos observar algumas diferengas, por exemplo: a Eq. (5.5)
apresenta a deformacao somente na parte que caracteriza a dissipacao, enquanto que em
(4.24) a deformacgao surge também no termo do oscilador livre. A estrutura das duas
equacoes sao semelhante, exceto pelos operadores Ef (N,t) e E (N,t) que aparecem em
(4.24). Outra diferenga significativa é com relagdo aos coeficientes das equagdes, na Eq.
(4.24) os coficientes da equagdo mestra obtida dependem da deformagao (os coficientes

sdo operadores), ao contrario de (5.5) onde essa dependéncia nao aparece. Para o caso
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particular de equilibrio térmico do reservatério em (5.5), obtemos

dp .
— = —iw|N
o iw [N, p]
1
-3 (D2 + A\) {Nf*(N)p + pNf*(N) — 2f(N + 1)apa'f(N + 1)} (5.6)
1
-5 (D =N {(N+1)FP*(N+1)p+p(N+1)f*(N+1) — 2f(N)apa'f(N)},
com Dy = Acoth (2K T) e quando T = 0, esta se reduz a
sz—’; = —iw [N, p] — A [Nf*(N)p + pNf*(N) — 2f (N + 1)apa'f(N + 1)] . (5.7)

Na segunda proposta (33), obtem-se a “dissipagao deformada” considerando somente
os termos Hg e V descritos por operadores nao-lineares, como veremos nas equagoes que

seguem:

1
Hy = 5(ATA+AAT)
Hep = ) w;blb; (5.8)

J
V = AYT+AfY.

Nesta descricao, T = ) i k;B;, k; é a constante de acoplamento, A e A' s@o operadores
nao-lineares do sistema S que obedecem as relagoes de comutagao [A,AT} = ¢(N),
INJA] = —A e [N,AT} = AT, sendo ¢(N) descrito em (2.9). Assim, Isar e Scheid

obtiveram em (33) a equagao

dp

- = ;[Hs,pJ

+([[D(RAN)af(N), pl, F(N)al] 59)
Han <D_(Q(N)) + %qu(Q(N))ﬂ ,f(N)aT}
B\
2

[f(n)al, {af(N >p}+H.a}),

nos quais D4 (2(N)) e D,,(©2(IN)) sdo coeficientes de difusdo deformados definidos como

D.((N)) = 2—171 (meqq(Q(N)) + —DPPSZEN)))
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com

D,,(2(N)) = /0 dt,CH(t,)E:t:/O dt' Ct,(t)Ex,

D, (QN)) — / " Con(t VB — / " O (f By
D(@N) + FAUN) = [l Calt B~ [t Ci(1)B.

Os coeficientes C11, Cf;, Caz, C3,, Cia,e C3; sao fungoes de correlagao dos operadores do
reservatorio, sendo Ey = exp [£iQ(N)¢]. Em (33), a fungdo de relaxacao A(2(IN)) e a

frequéncia ©2(N) é a mesma obtida por Mancini, ou seja,

Q(N) =5 (N+2)[f(N+2)] —N|f (N)]°).

N —

Nas duas propostas descritas anteriormente, podemos observar que a equagao mestra
obtida apresenta operadores nao-lineares na parte da equagao mestra que caracteriza a
dissipagao. Ja na segunda proposta, observa-se a nao-linearidade também na parte da
equagao referente ao oscilador livre. Nestd 1ltima proposta os resultados sao praticamente
idénticos aos obtidos por nés no cépitulo anterior apresentados em (4.24). Iremos apresen-
tar nas secoes seguintes uma proposta diferente se comparada com aquelas apresentadas
em (32,33). A partir da consideragao feita no inicio do capitulo, onde assumimos um
sistema S descrito por um oscilador harmoénico nao deformado acoplado a um conjunto
de osciladores harmonicos quanticos nao-lineares, iremos deduzir uma equagao mestra na
aproximagcao de Markov, com estrutura idéntica a equacao mestra usual para o oscilador
harménico encontrada na literatura (1,6,12,59), mas agora com coeficientes e parametros
nao-lineares. N6s organizamos este capitulo da seguinte forma: na se¢ao 5.2 nés deduzi-
mos a equacao mestra na aproximagcao de Markov para o oscilador harmonico interagindo
com um conjunto de osciladores que obedecem a dlgebra de operadores nao-lineares de-
scrita no capftulo 2. Na secao 5.3 obtemos as equacoes para os elementos diagonais e
nao-diagonais do operador densidade reduzido e sua respectiva solugao estaciondria para
equagao dos elementos diagonais. Na secao 5.4 a equacao que descreve a dindmica para
o valor médio de N ¢ obtida bem como sua solucao. Por fim, na se¢ao 5.5 apresentamos

algumas conclusoes e discusoes.
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5.2 Equacao Mestra para Sistemas Quanticos acopla-
dos a Reservatérios Descritos por Algebras de
Operadores Nao-Lineares.

A dinamica do sistema total obedece a equacao de Liouville-von Neumann

220 (u1,p 1)

A partir desta equagao obtemos a equacao mestra para o sistema S na representacao de

Schrodinger

d’;—? = —i[Hs,p(t)] - /0 AWTre[V () [V(E),pre p @], (5.10)

sendo Hg, definido pela equagao (5.2) e o termo de interagao V (t) escrito como

V(1) =Y g5l (0B, (1) + g;a(t)B}(1)]. (5.11)
nos quais
al(t) = alexp (iwgt),
a(t) = aexp(—iwopt),
Bi(t) = Blexp(i€(N;)), (5.12)
B;(t) = exp(—i€;(N;)t) By,
Q (N;) = 2 (N; +2) |F (N; +2) = N; |f (N))?). (5.13)

Ao introduzirmos o termo de interacao (5.11) em (5.10) e ainda considerarmos as ex-

pressoes para os operadores dadas em (5.12), temos que

d,;—t(t) = —i[Hs,p(t)] _/0 dt' {Gui(t, 1) [a' [af, p (¢')]] (5.14)

+Gra(t,t') [a,a’p ()] + Gau(t, 1) [a',ap (t')] + H.c.},

com

Gu(t,t) = > ggpe™ (B;By),

37’
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Glg(t,t,) _ Zg;gjfe_i“m(t_t') <B;B]/> ’

g’

Gu(t,t") = Zg]g; ol t)<BjB}/>7 (5.15)
Ji'

Gap(t,t) = Zgjgj/efiwo(tﬂl) <B§B}/>.
33’

Os valores médios descritos em (5.15) podem ser obtidos através da operagao trago sobre

as varidvies do reservatoério conforme podemos observar nas expressoes seguintes:

(B,B;) = Trg -e—iQ]-(Nj)tBjefin/(Nj,)t’Bj/pR] 7
<BjB},> = Trg :e_mj(Nj)tBjB},emj’(Nj’)t’pR} , (5.16)
<B}LB;,> = Trp _Bj'ein(Nj)tBl"lefinl (Nj,)t/pR:| ‘

Para um reservatorio térmico descrito por

1
e KBTHR

)
Trr (eiKBTHR>

Pr = (5.17)

no qual Hg ¢ dado em (5.3), K é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta,

os valores médios tém como expressoes

<Bj> = (B;)=0

(B;B;) = 0
1 - Q5 (n;— —i ni—1)t

<B;BJ’> T 7 7 D ey (=) S ()6, (5.18)
njzl

<BjB},> = Z Z e () R ()6,
nJ—O

ot \
<BjB],> — 0,

Sts) = () L7 exp { =2 [+ 1) oy D+ () )] (5.19)

(ny+ 1) £ (n5 + D + () | )] } ,
(5.20)

Riny) = (g 1) oy + ) exp {2



67

e
> wj
7= 3 o (g (s + DU+ DP 5 ) ) ) G20
a fungao partigdo deformada. Consequentemente a equagao (5.14) pode ser escrita na
forma
d t . ¢ !/ / /
% = —i[Hs.p ()] - / dt' {Gha(t, 1) [a,a7p (1)) (5.22)

+G21(t,t,>[ ap( ):|+HC}

De maneira andloga aos capitulos anteriores, iremos em seguida fazer a aproximacao de
Markov na equagao (5.22). Para tanto, consideraremos somente o segundo termo dentro

da integral de (5.22), ou seja, levaremos em conta

/dt ZZ |gj| e )= int=IR(n ) [al,ap ()] 3. (5.23)

J n;=
Fazendo a mudanca de varidvel t —t' = 7, e considerando a aproximacgao de Markov, a

expressao (5.23) adquire o seguinte aspecto:

1) = / a7 ZZ—W e i) OTR () [al ap (1)
0

Jj n;=0

Para simplificar, reescrevemos I3 (t) como

E:Z}—MIRW [alap(t)], (5.24)

Jj n;j=0

no qual

g:/ e~ Q) —wo)T g, (5.25)
0

Usando a propriedade da funcao delta de Dirac,
/ e~ M) =wI)T T —7§[Q (ny) — wo] — i
0

a integral (5.24) simplifica-se em

ZZ@ — 76 [ (n;) — wo]—i# [af,ap (t)]. (5.26)
Z; (Qj(ny> wo)

n;=0 j
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Note que somas em n; podem ser reescritas como somas em n sem nenhuma perda nas
expressoes e nos calculos que estao sendo realizados

Agora, considerando o limite do continuo,

Z{}e/w W) D (w) du

no qual D (w) é densidade de frequéncias por intervalo de frequéncia, a expressao (5.26)

é escrita como

fl—wZ/ 42 (2 () D (2 (n) 5 R(n) {5 (52 (n) — o) — AQ) [al, ap (1]
(5.27)

O termo AS) denominamos shift dindmico (59) e ¢ descrito por

/°° d2]g (2 (n))]* D (2 (n)) R(n)P.V
0 Q(n) —wo .

Dando continuidade ao procedimento, devemos recorrer agora a seguinte propriedade da

fungao delta de Dirac:
/0 T F (1)) 6 (2 (n) — wo) dw — F (wo), (5.28)

sendo F (2 (n)) uma funcdo arbitraria qualquer dependente de € (n). Interessante no-
tar que as fungoes descritas em (5.27) dependem da frequéncia nao-linear €2 (n), ou seja,
dependem de frequéncia que é funcao do nimero de particulas n. Por exemplo, ao con-
siderarmos que €2 (n) possa ser escrita como um produto de uma frequéncia w por uma
funcéo de n, isto ¢, Q (n) = wu(n), com u(n) = 3 [(n+2) |f (n + N —nlf (n)|2}, abri-
mos a possibilidade de duas consideragoes para os cdlculos: a primeira é considerarmos
a integral sobre uma densidade de modos da frequéncia efetiva €2 (n) = wu (n), enquanto
que a segunda refere-se a integral sobre uma densidade de modos da frequéncia do reser-
vatério w. Diante dessas duas possibilidades iremos agora calcular separadamente cada
caso.
(a) Frequéncia efetiva

Considerando a equagao (5.27) a menos do shift dindmico

JI_WZ/ Q)2 D (Q)5(Q — wo) d [af,ap (¢)]
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e usando a propriedade da fungao delta dada em (5.28), obtemos

I = ™R |g (wo)[* D (wo) [a',ap (1)] (5.29)

- I wo 2 2
2% (n+1)[f(n+1)]*exp (‘Wum) (n+D[f(n+1)]"+ (n) [ f(n)] )>,
(5.30)

sendo Z; a fungao partigdo nao-linear descrita em (5.21). Em seguida, denotando I' por
T =27 g (wo)]* D (wp), (5.31)

temos a solucao

- gﬁ [al ap (1)] (5.32)

Usando procedimento andlogo para os termos restantes de (5.22), obtemos a seguinte

equagao mestra

d’;—f) = —i[Hs, p (t)]+ﬁg [2ap(t)a’ —aap(t) — p(t)a'a] +§g [2alp(t)a — aalp(t) — p(t)aal]
(5.33)
-1y ’ L 1 1) 2 5.34
NG (~srros (Dl D+ 1) ) 631
sendo

((n+DIf (e +DF = (n=1)|f (n = 1))

v(n)=

l\3|)—‘

e Zs uma funcao particao nao-linear cuja expressao é dada por

Zy = Zexp <_K]13T 2:){;1) (n+1)|f(n+ 1)|* + (n) |f(n)]2)) .

A expressao (5.33) é a equagdo mestra na representacao de Schrédinger para um oscilador
harmonico interagindo com um reservatétio térmico deformado (descrito por operadores
nao lineares) a temperatura 7.

(b) Frequéncia do reservatério
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A partir da integral

wj{:jf (@)[2 D () § (wu (n) — wo) dw [l ap ()] (5.35)

podemos utilizar neste caso a propriedade da funcao delta de Dirac

Aplicando esta propriedade na fungao delta contida em (5.35), obtemos como expressao

- WZ /Oo Lz %(5 (w - JZ)) dw [a',ap ()] (5.36)

A integral pode ser prontamente realizada com o auxilio da propriedade (5.28), levando-

nos assim a escrever (5.36) na forma condensada

[e%S) Yo 2D _wo_
Li(t) = w% > R(n) ‘g ("(")&)(nﬂ <“(")> [af,ap (1)], (5.37)
9 1 Wo 2 2
R(n) = (n+1)|f(n+1)] exp{—mum) [(n+ D) [fn+ D + (n) | f(n)] ]}.
(5.38)

Agora, denotando 2
T(n) = 2r|g (%)‘ D (%) (5.39)

e definindo um novo coeficiente dado por

S I'(n)
F=—S Rn)—2, (5.40)
Zy —~ u(n)
a solucdo para I (t) é escrita como segue:
r T
1(t) = 5 [al ap (1) (5.41)

Repetindo o procedimento para os demais termos da equacao (5.22), obtemos finalmente

~ A~

r

[2ap(t)a’ —a'ap(t) — p(t)a'a]+5

PO i, p 1)+

(5.42)

[2al p(t)a — aalp(t) — p(t)aal]
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no qual
q fziiS(n)F(n)
Zy v (n)
) 2 1 Wo 2 2
S =l exp (~gzr s (0 DI+ DE+ 0] (543

A expressao (5.42) é a equagao mestra na representacao de Schrédinger para um oscilador
harmonico interagindo com um reservatério térmico deformado a temperatura 7' semel-
hante a equacao (5.33), mas agora com coeficientes diferentes.

Em ambos os casos obtemos uma equagao mestra andloga a equacao usual, mas com
coeficientes deformados, demonstrando assim a influéncia do meio dissipativo, no caso
um reservatério térmico nao-linear (deformado) descrito a partir de um conjunto de os-
ciladores harmonicos que obedecem a dlgebra descrita por operadores nao-lineares. Os
coeficientes dependem da func¢ao ndo-linear f(n) que é especifica para cada nao-linearidade
adotada. Interessante observar que a relaxacao do sistema agora depende de uma nao-
linearidade, ditada pela fungao f(n). Temos assim uma dissipagdo nao-linear em fungao
de um reservatorio nao-linear, portanto o comportamento do sistema devido a acao do

meio nao-linear dependerd da especificidade da dlgebra utilizada em f(n).

5.3 Equacoes para a Matriz Densidade Diagonal e
Nao-Diagonal

Para calcular os elementos nao-diagonais da matriz densidade (5.33), por exemplo,
devemos escrevé-la em principio na representacao de estados de Fock, com o auxilio da

abreviacao (m |p (t)|n) = pns

dpmn o .Wo S
2 i (m n) Py + R

85 VPt — (M 1)+ (1 1)] ). (5:44)

| =

(2\/(m +1) (n+ Dppiippr — (0 +m) Pmn)

Resultado semelhante também pode ser obtido para (5.42) com diferenga somente nos

. = 3 - r r .
coeficientes, onde Rg eS g devem ser substituidos por % e % respectivamente.

Para os termos diagonais da equagao (5.44), teremos

dpP,
dt

— T <§(n +1)P, + ﬁnPn> 4T (fé (n+1)Pyy + §nPn,1> : (5.45)
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com P, = p,,, = (n|p(t)|n). Também podemos reescrever a equacao (5.45) como
dp,
o = (S4(n)+S-(n) P +S-(n+1)Pyi1 +S:(n—1)Pyq, (5.46)
em que definimos as probabilidades de transi¢cao

S (n)=S(n+1) e I_(n) = Rn.

A equagao (5.46) é a equagao de balango detalhado, cuja solugao estacionéria ocorre para
condigao (59,63)
S_(n)P, =S4+(n—1)P,_1. (5.47)

A solugao estaciondria de (5.46) é obtida por iteragao a partir de (5.45) e (5.47), levando-

Sv n
P, = (E) Py (5.48)

em que P pode ser determinado utilizando a condicdo de normalizacao » -, P, = 1, ou

=(5)]

A solucao mostra uma certa dependéncia da deformagao através dos coeficientes deforma-

nos ao resultado formal

seja,

P():

dos S e ﬁ, ou dos coeficientes T' e T quando partimos da equagao (5.42). Fazendo o limite
da deformacao indo a zero, isto & f(n) = 1, obtemos a solugdo usual sem deformagao

(1,6,12,59).

5.4 Valor Esperado do Operador Niumero

A dindmica associada ao valor esperado (IN) é obtida neste caso com o auxilio das

equagoes (5.33) e (4.36), conforme demonstra a equagao

% —iT'r (N [Hg, p (t)]) + ﬁgTr {N (2ap(t)a’ — a'ap(t) — p(t)a’a)}
+§gTr {Ng (2a’p(t)a — aalp(t) — p(t)aaT)} . (5.49)

Utilizando a propriedade ciclica do traco e a relagao de comutacao [a, aﬂ = 1 obtemos

apo6s alguns célculos, a equacgao diferencial

d(N)
Cdt

+ (7“2’ - §> I (N) = 8T (5.50)
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A solucao de (5.50) ¢ dada por

S SO
(N) (t) = —=— +exp (—P (R - 3) t) , (5.51)

(R-9)
sendo R e S coeficientes que dependem especificamente da forma de f(n). Ao considerar-

mos os célculos a partir da equagao (5.42) obtem-se uma solucao idéntica apenas trocando

os coeficientes R por FeS por T

5.5 Conclusao

Na nossa proposta estudamos a dindmica do oscilador harmoénico quéntico interagindo
com um meio dissipativo nao-linear representado por um reservatoério térmico nao-linear,
e descrito por um conjunto de osciladores quanticos que obedecem a uma &lgebra de op-
eradores nao-lineares. Nés obtemos a equacao mestra na aproximacao Markoviana para
o operador densidade reduzido do oscilador harmoénico quantico. Resultado interessante
foi encontrado para equacao mestra, onde a equacao obtida é uma equacao idéntica a
usual (sem deformagao), mas com o diferencial de que agora os coeficientes da equagao
mestra sao fungoes nao-lineares e dependem da fungao f(n) que é especifica para cada
tipo de nao-linearidade adotada. A influéncia do reservatério nao-linear é explicitamente
observado na forma dos coeficientes da equacao mestra. A equacao para o elemento de
matriz diagonal do operador densidade foi deduzida, assim como também sua solugao esta-
ciondria, na qual novamente observa-se uma dependéncia da nao-linearidade nas fungoes
que descrevem a solucao. A equacao de movimento para o operador N e sua solugao foram
determinadas, assim como nos resultados anteriores hd a presenca da nao-linearidade nas
fungoes encontradas na solucdo, aqui também hé a dependéncia da funcdo f(n) e nova-
mente a nao-linearidade dependera especificamente da deformacao. Quando comparamos
nossos resultados com outras propostas anteriores para obtencao de um modelo para dis-
sipagao com deformagao (32,33), vemos que um ponto importante, é o fato de que em
nossos resultados a equacao mestra permanece inalterada na sua estrutura e a presenca
da deformacao estd somente nos coeficientes da equacao. De forma contraria os resultados

obtidos em (32,33), a ndo-linearidade aparece também nos operadores da equac¢ao mestra,
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mudando assim sua estrutura. Este resultado obtido por Isar e colaboradores (32,33), é
semelhante ao que obtemos no capitulo 4, onde propomos introduzir a deformacao através
dos operadores nao-lineares do oscilador que descreve o sistema. Outro ponto a ser obser-
vado é o fato de que a forma dos coeficientes das equacoes obtidas por nés sao diferentes
dos coeficientes obtidos em trabalhos anteriores de outros autores (30-33). A principio a
funcdo f(n) presente nos coeficientes das equagoes pode assumir vérias formas, levando-
nos a possibilidade de utilizarmos a deformagao contida em f(n) para descrevermos e
estudarmos varios graus de nao-linearidade e outros possiveis efeitos a partir das formas
especificas que f(n) podera assumir.

Os resultados encontrados sao originais e interessantes, abrem a possibilidade de uma
forma de introducao de nao-linearidade no sistema estudado, como a “deformacao” é
especifica para cada forma de f(n), entdo podemos numa perspectiva futura utilizarmos
a deformacao para descrever novas formas de interacao sistema-reservatério. Apesar da
mecanica quantica ser em sua esséncia uma teoria linear, acreditamos que a deformacgao
possa em alguns casos especificos ser utilizada com o fim de descrever melhor interagoes
nao-lineares e outras formas possiveis de interagao dos sistemas encontrados, como ja se

tem observado em trabalhos recentes (64,65).



Capitulo 6

Decoeréncia em Sistemas Quéanticos
Acoplados a Reservatorios
Representados por Algebras de
Operadores Nao-Lineares

6.1 Introducao

O principio da superposicao de estados é uma das propriedades fundamentais da
mecanica quantica, fenémeno inexistente no mundo cldssico (66). O estudo da estabili-
dade de superposicoes quéanticas sob a influéncia do meio ambiente, tem sido recentemente
alvo de intensa pesquisa (10-12,67). Os elementos de matriz nao-diagonais do operador
densidade dependente do tempo perdem coeréncia, de modo que o operador densidade é
reduzido a uma mistura estatistica (10). Isto é conhecido como processo de decoeréncia.
A decoeréncia é uma perda de informacao do operador densidade devido a interacao do
sistema com o meio ambiente. Em geral o meio ambiente é simulado por um reservatério

térmico constituido de osciladores harmoénicos.

A decoeréncia de estados quanticos acoplados a uma diversidade de tipos de reser-
vatérios tem sido abordados na teoria (10-12) e em experimentos (68,69) (também foram

feitas propostas para a construgao de reservatérios em fons armadilhados (70,71)).

O estudo da decoeréncia tem se mostrado relevante no contexto da transicao cldssico-

quéantica, que ¢ uma questao fundamental na teoria de medigao quantica (72,73).

Do ponto de vista pratico, o estudo da decoérencia é importante na busca de mecanis-

75
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mos para preservar as superposicoes quanticas por tempos aprecidveis, o que é fundamen-
tal para aplicagoes em criptografia e computagao quantica (74). Este estudo associado
a técnicas experimentais para manipulagao de fons armadilhados, dtomos de Rydberg
em eletrodindmica quéntica de cavidades, e campos propagantes, tem resultado em uma
variedade de fendmenos quanticos fundamentais, cujo objetivo é o desenvolvimento de

tecnologias em comunicacao (75) e computacao (76).

Como ja foi citado no capitulo 2, algebras deformadas sao utilizadas no estudo de
equagoes mestras para representar um oscilador harménico deformado interagindo com
meio dissipativo (reservatério térmico) (30-33) ! , e também no estudo da decoeréncia de

superposicoes de estados quéanticos com deformagao (77) 2 .

A proposta neste capitulo é estudar a decoeréncia usando o oscilador harmoénico de-
formado ou nao-linear. Como vimos em capitulos anteriores, os osciladores deformados
obedecem a uma &dlgebra nao trivial, descrita por operadores nao-lineares definidos em
(2.7), os quais seguem as relagoes (2.8) e (2.9). Iremos considerar um oscilador harménico
quantico central sem deformacao que representa o sistema, acoplado a um reservatério de
osciladores nao-lineares. O sistema pode representar um campo em uma cavidade ou um
fon oscilando em uma armadilha. A decoeréncia de estados quanticos é estudada quando o
oscilador ¢ acoplado com os reservatérios térmico nao-linear e comprimido nao-linear. Ire-
mos considerar como estado inicial do sistema um estado representado pela superposi¢ao
de dois estados coerentes (tipo “gato de Schrodinger”). Um resultado interessante que
encontramos, em que observa-se um ganho no tempo de decoeréncia do estado do sistema
com o aumento da nao-linearidade. Na secao 6.2 estudamos a dindmica do sistema e a
decoeréncia para o reservatorio térmico nao-linear e reservatorio comprimido nao-linear,

por fim na segao 6.3, apresentamos as conclusoes dos resultados obtidos.

1 Ver capitulos 4 e 5.
2 Observou-se neste estudo que estados tipo gato de Schrodinger deformados, descritos a partir de os-
ciladores “deformados” sao mais robustos a perda de coérencia do sistema.
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6.2 Dinadmica e Decoeréncia
6.2.1 Reservatorio Térmico Nao-Linear

Nos vamos deduzir a equacao mestra que rege a dindmica do sistema, na aproximagao
de Markov, para analisar o processo de decoeréncia. O sistema ¢é descrito pelo hamiltoni-

ano

Hg = hwoa'a, (6.1)

sendo a e a' os operadores bosonicos os quais satisfazem a relacio de comutacao [a, aﬂ =
1. O sistema é acoplado a um reservatério térmico nao-linear, representado por um

conjunto de osciladores harmoénicos nao-lineares descrito pelo hamiltoniano Hg,

Hp=nY_ 5 (BJB, +B,B]). (6.2)
J

com B; = b;f(N;) , B} = f(Nj)b; e f(IN,;) uma fungdo do operador nimero N,. Os
operadores b; e b;r- sao os operadores bosonicos que obedecem as relacoes, [bi, bﬂ = 0ij

e [b;,b;] = [b;-r, bﬂ = 0. O hamiltoniano de interagao é dado por
V=3 (g;a'B; + gjaB!) (6.3)
J
onde g; e g; sao constantes de acoplamento e o hamiltoniano total ¢ escrito como
H=Hs+Hr+ V.

Partindo da equagao de Liouville-von Neumann (3.15), e repetindo o mesmo procedi-
mento seguido na secao 5.2, obtemos a equacao mestra que descreve a evolugao temporal
do sistema, na representacao de interacao

dl;_it) = ﬁg [2ap(t)a’ — alap(t) — p(t)a'a] (6.4)

+85 [2ap(1)a — aal p(t) — p(t)aal]

nos quais I' é a constante de decaimento (relaxagao) do sistema, R e S sdo coeficientes
dados pelas expressoes (5.30) e (5.34).
A equagao mestra (6.4) ¢ praticamente idéntica a equagao mestra usual (sem “defor-

magao”) na representacao de interagdo para o oscilador harménico interagindo com um
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reservatorio térmico. De fato, ao considerarmos a equagao (6.4) para f(n) = 1, obtemos

a equacao usual (3.58) para o oscilador harmonico acoplado a um reservatoério térmico

d@—ff) = ([+1) 5 (2511’@)&T —a'ap(t) — P“)aTa)

—|—ﬁg (2a’p(t)a — aalp(t) — p(t)aa'),

com R = 7 + 1, S = n, sendo n o numero médio de quanta do reservatério. Entao,
o estudo dos processos de relaxacao e decoeréncia se resume neste caso na anélise dos
coeficientes da equagao (6.4), pois a diferenca entre as equagoes (3.58) e (6.4) estd somente
nos coeficientes, assim pode-se utilizar os resultados ja conhecidos na literatura, ou seja,
basta substituir os termos n + 1 por Ren por S e usar as expressoes ja conhecidas.
Esta é uma caracteristica observada quando consideramos um conjunto de osciladores
que simulam o reservatério descritos por operadores nao-lineares.

Considerando o estado do gato de Schrédinger par (|¥.) = & (|2) +|—2))) como
estado inicial do sistema, podemos qualitativamente determinar o decaimento da coeréncia
quantica. Kim e Buzek (67) estudaram estados tipo gato de Schrédinger sob a agao
de reservatérios. Usando o fato de que a taxa de coeréncia quantica da superposi¢ao
de estados quanticos sob a acao de reservatorios a temperatura zero é igual a I’ |z|2,
e combinando com o fato de que o coeficiente (ou taxa) de relaxacdo a temperatura
diferente de zero é dado por I' (n + 1), Kim e Buzek (67) estimaram a taxa de coeréncia
quantica como sendo I' (7 + 1) |z|*. Para obterem este resultado usaram o formalismo de
espago de fase, fazendo uso das fungoes de Husimi e Wigner. Levando em conta esses
resultados podemos estimar a taxa de coeréncia quantica para o caso da equacao (6.4),
onde temos uma equacao andloga a equagao para o reservatério a temperatura 7', mas

com coeficientes deformados. Neste caso,
I'R |z|? (6.5)

¢ a taxa de coeréncia do sistema sob a influéncia do reservatdrio térmico deformado e o

tempo de decoeréncia é definido como

o~ (2 \z|2rfé)_1. (6.6)
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Note que ﬁ, é uma fungao de f(n), que é por sua vez especifica para diferentes tipos de
nao-linearidade. O comportamento do tempo de decoeréncia em funcao dos parametros de
deformacao é apresentado nas figuras 6.1, 6.2 e 6.3. Utilizamos trés formas para f(n): (1)

algebra GDA descrita em (2.26), (2) o meio Kerr (2.36) e (3) deformacao-L (77,78). Em

wo
) KT

todos os célculos consideramos os valores 3 = 0 =1le |z|2 = 1. Para deformagao-L

a funcdo f(n) é descrita na forma

L, (x%)
(n+1)LY(x?)’

f(n) = (6.7)

em que LE:S) (x?) indica o polinémio de Laguerre associado. E importante citar que a

deformacao- L surge naturalmente em sistemas de fons aprisionados (78), onde neste caso

o parametro nao-linear y é associado ao parametro de Lamb-Dicke.

Figura 6.1. Tempo de decoeréncia em fungio dos parametros a, 7y e (3, para f(n) da dlgebra GDA.
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f(n) para meio Kerr
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Figura 6.2. Tempo de decoeréncia em fungao do pardametro k, para a funciao f(n) da dlgebra Kerr.

Apesar de ser uma andlise quantitativa, a influéncia da nao-linearidade do reser-
vatorio afeta de forma significativa a coeréncia do sistema, levando a um aumento no
tempo de decoeréncia com o crescimento dos pardmetros de nao-linearidade presentes nas
equagoes (6.5) e (6.6). Isto é observado quando usamos a fungao f(n) para dlgebra GDA
e deformacao-L. No caso da funcao para dlgebra GDA, o tempo de decoeréncia cresce
com o aumento de a e se mantém constante em relacao ao parametro v (Fig. 6.1). Para
deformacgao-L surge um comportamento curioso, o tempo de decoeréncia tem um cresci-
mento com o aumento de x, mas também oscila tanto para valores maiores quanto para
valores menores de x (tal comportamento pode ser observado na Fig. 6.3). Para a funcéo
f(n) referente ao meio Kerr observa-se um comportamente contrério, onde h& uma queda

no tempo de decoeréncia em funcao do aumento do pardmetro de nao-linearidade.
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Figura 6.3. Tempo de decoeréncia em fungdo do parametro x, para f(n) da dlgebra deformagao-L.
6.2.2 Reservatério Comprimido Nao-Linear

N6s consideramos a situagao onde o Sistema é acoplado a um reservatério comprimido
nao-linear. O hamiltoniano total sistema-reservatério é descrito como H = Hg+ Hg + V,
os termos sao definidos pelas equagoes (6.1), (6.2) e (6.3) respectivamente. O operador

densidade reduzido do reservatério é dado por

Pr = H Sk (&, T)pthslz(ga r) (6.8)

3

onde operador de compressao nao-linear® (deformado) é

Su(€,7) = exp [g (f*BkBk . 5B,LB,L)] , (6.9)

com & = exp (if), 0 é a fase referente ao campo comprimido, r & o pardmetro de compressao
T ~ ~ . , .

e B,, By, sao operadores nao lineares. O operador p,, é operador densidade para o

reservatorio térmico nao-linear descrito em (5.17) Seguindo o procedimento andlogo ao

da secao anterior, obtemos a equacao mestra para o operador densidade reduzido na

representacao de interacao

- N (2ap(t)al — atap(t) - p(t)ala)

3 A definicdo e descricdo do operador de compressao ndo-linear estdo detalhadas no apéndice B.
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2 (2 plt)a — aalp(t) ~ p(t)aal) (6.10)

+28 (2alplt)al — atalp(t) — plt)a’al)
2 (2ap(t)a — aap(1) — plt)an).
onde

N = ZF [7% cosh (¢*(n + 1){(n)r) cosh (C*(n + 2){(n + 1)r)

8 sinh (¢*(n + 1)C(n)r) sinh (¢*(n + 2)C(n + 1)r)] ;

N =Y [3’ cosh (C*(n 4+ 1)¢(n)r) cosh (¢*(n + 2)C(n + 1))
R sinh (C*(n + 1)¢(n)r) sinh (C*(n + 2)C(n + 1)7«)} : (6.11)

M = — i r [(ﬁ + g) e” cosh (¢*(n + 1)¢(n)r) sinh (¢*(n +2)¢(n + 1>T>] ;

n=0

M = — i r [(7% + g) e~ cosh (¢*(n + 2)¢(n + 1)r) sinh (¢*(n + 1)@(”%’)] ;

n=0

onde

() = 5 (6n) + 6(n— 1)

e é descrita pela equacao (2.9). A equagao (6.10) tem forma idéntica a uma equagao
mestra usual sem deformacao, mas com coeficientes diferentes, compativel com o modelo.

Para f(n) =1 temos que

NN, N—=N

e
.//\/lv—>M, M — M,
onde
- T, ~
N = 5 ((+ 1) cosh® (r) + nsinh?® (r))
e

~ T .
M = 5 (2n + 1) € cosh (r) sinh (r) .
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N e M sdo os coeficientes da equagao mestra sem deformagao descrita na Fq.(3.66). Se
fizermos r = 0 obtemos a equacao para o reservatorio térmico nao-linear dada em (6.4).

Partindo das Egs. (6.1), (6.2), (6.3) e (6.8), com T = 0, verifica-se que

N = R = 5 cosh (¢ (n 4+ 1)C(n)r) cosh (¢ (n 4+ 2)C(n + 1)

N — Nye= gsinh (¢*(n+ 1)¢(n)r) sinh (¢*(n + 2)¢(n + 1)r)

(6.12)

M = My = gew cosh (C*(n + 1)¢(n)r) sinh (¢C*(n + 2)C(n + 1)r)
M — My = gezﬂ cosh (C*(n + 2)<(TL + 1)7’) sinh (C* (77, + 1)C(n)r) .

Iremos agora determinar o tempo de decoeréncia para o caso do reservatério de com-
primido nao-linear em questao. Para determinar o tempo de decoeréncia iremos usar o
procedimento adotado em (79), onde a partir da equagao de Fokker-Planck geral obtemos
a funcao de Wigner e estimamos o tempo de decoeréncia. A fungao de Wigner obtida tem

a seguinte forma

onde o
Wa(n o 1) = % exp {—ﬁ 2B(1) (2 — 1) (zf — ")
+AW®) (21 =) + A (2= )]}
Bt) = 5 (Wawe + Noe) (elFome) 1)
Al) = Mo (e(ﬁfmc—/\/m)_l)*,
At) = M, (e(ﬁfmcfvmc)_l)l’

F(1) = 5 [ (R + Noae) ~ AMuge M| (oo one) 1)

Considerando f(n) = 1, os coeficientes B(t), A(t), A(t) e F(t) da Eq. (6.13) retomam a

forma dos coeficientes sem deformacao dados em (79). A Eq. (6.13) ¢ a funcao de Wigner
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para um estado inicial sendo uma superposicao de m estados coerentes, para o nosso caso
onde consideramos um estado do gato de Schrodinger par, os indices da soma em (6.13)
seraode k=1a2el =1a2. O tempo de decoeréncia pode ser estimado tomando a
derivada logaritimica de cada componente de Wi (n, n*,t) em relacao ao tempo no instante
t =0 (79). Para k =1 e n = z, a expressao obtida a partir da derivada logaritimica
de cada componente de Wi (n,n*,t) depende apenas de ./\N/mc e Nyge. De forma diferente,
para k # | temos forte relagdo de dependéncia com 7, z; e z. Portanto podemos definir
o tempo de decoeréncia entre dois quaisquer estados coerentes como o inverso da parte
real da derivada logarftimica temporal da funcao de Wigner componente no ponto médio

entre as posicoes iniciais dos estados coerentes no plano de fase:

ty = (Tkl + T;;l)il ’77=Zkz’

onde
T, — _laanVlk(nan*?t) |
Denotando a distancia inicial entre dois estados coerentes por |z| = |z — 2| a expressao

para o tempo de decoeréncia serd

[(/\7 t Niwe) 4/\7@%/\/1%0]
tp = ; — (6.14)
(/\wac - N) {2/\/mc + (/\7 + N) Bl (M + M) !zl2} :

Nas figuras 6.4 e 6.5 podemos observar o comportamento dos tempos de decoeréncia em
funcao dos pardmentros de deformacao. Em todos os célculos realizados consideramos
B = 0 e angulo da fase § = 0, também consideramos nos cédlculos I' = 1, |z\2 =1le
% = 1. O tempo de decoeréncia foi célculado para duas sitagoes da forma de f(n):
para dlgebra deformada generalizada descrita em (2.26) e para o meio Kerr dada na Eq.
(2.36). Na figura 6.4 temos o tempo de decoeréncia em fungao de a, 7y e 3, para o caso
da &lgebra deformada generalizada. Neste caso observamos um aumento no tempo de
decoeréncia com o crescimento dos pardmetros de deformacao a e vy atingindo o valor
méximo para o = v = 0.276 e decaindo posteriormente.O comportamento observado nos

tempos iniciais do tempo de decoeréncia, isto ¢, até para valores a = v = 0.276, é anédlogo

ao que foi observado para o caso do reservatério térmico nao-linear descrito na segao
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anterior. Quando consideramos f(n) para o o caso da &lgebra tipo kerr, encontramos
um comportamento contrdrio ao caso da &lgebra deformada generalizada da Fig. 6.4,
isto pode ser observado na Fig. 6.5 onde tempos o tempo de decoeréncia em funcao do
parametro k. Aqui vemos uma diminui¢ao do tempo de decoeréncia a medida que k, o
mesmo ¢é observado na secao anterior para o caso do reservatorio térmico nao-linear como

vemos na figura 6.2.

Figura 6.4. Tempo de decoeréncia em fungio dos pardmetros «, v e 3, para f(n) da dlgebra GDA.
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Figura 6.2. Tempo de decoeréncia em fungiao do parametro k, para f(n) da slgebra Kerr.
6.3 Conclusao

Para estudar a decoeréncia obtemos as equagoes mestras que descrevem a dindmica
para o reservatério térmico nao-linear e o reservatério comprimido nao-linear. Resultados
interessantes foram encontrados. Observa-se que quando consideramos o hamiltoniano que
representa o reservatério descrito por operadores nao-lineares que obedecem as chamadas
algebras deformadas, as equagoes obtidas para descrever a evolugao temporal permanecem
inalteradas na sua estrutura, sofrendo somente alteracoes nos coeficientes presentes nestas
equacoes. Esta caracteristica permite entao, fazer a anédlise através dos coeficientes, pois
a estrutura das equacoes permanece inalterada. A partir das equactes mestras estimamos
o tempo de decoeréncia para um estado inicial do tipo estado do gato de Schrodinger par.
Para o reservatério térmico nao-linear observamos um aumento no tempo de decoeréncia
em funcao do crescimento dos pardmetros nao-lineares. Isto foi observado para o caso
das fungbes f(n) descritas pela dlgebra GDA e “deformagao L”. Tem se intensificado
iltimamente a busca por mecanismos para preservacao de superposi¢oes quanticas por

tempos aprecidveis, o resultado obtido é um resultado significativo, interessante e vai de
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encontro com os estudos nessa busca por formas de preservar tais superposicoes quanti-
cas. Do ponto vista tedrico, mecanismos e técnicas utilizadas para possiveis construgoes
de reservatorios (70,71), abrem a possibilidade de que no futuro, reservatérios com cer-
tas caracterfsticas de nao-linearidade aqui utilizados, possam ser implementados tanto do
ponto de vista tedrico como em experimentos. O caso onde a forma da fungao f(n) é
descrita pela deformagao L, seria uma possivel realizagao futura, pelo fato da funcao f(n)
para deformagao L surgir naturalmente em sistemas de fons aprisionados (78). Um resul-
tado semelhante foi obtido em (77), onde observou-se que estados do gato de Schrédinger
deformados sao mais robustos a perda de coeréncia. Outro ponto positivo observamos
que a fungao f(n) é especifica para cada tipo de nao-linearidade, dessa maneira podemos
utilizar a deformacao como uma forma de construir e reproduzir interagoes fenomenolégi-
camente, pois f(n) pode assumir os mais variados tipos. Para o reservatério comprimido
nao-linear, nés observamos que quando consideramos os valores iniciais do tempo de de-
coeréncia, o comportamento observado ¢ andlogo ao que obtemos no reservatério térmico
nao-linear, ou seja, um aumento no tempo de decoeréncia em funcao do crescimento dos
parametros nao-lineares, no qual atinge seu méximo para determinados valores de « e 7,
no caso a =y = 0.276, e decaindo posteriormente. Para o caso da funcao meio Kerr en-
contramos comportamento contrario, isto ¢, hd uma diminuicao do tempo de decoeréncia
em fungao do aumento do pardmetro nao-linear k. Como perspectiva podemos dizer que
em geral os resultados abrem caminho para um estudo mais aprofundado da utilizagao de
dlgebras de operadores nao-lineares na descricao de outros sistemas e fendémenos como:
modelo de Dicke, estudo do espectro de moléculas e interagoes bosons-fermions. Ainda
dentro do estudo da decoeréncia de superposicao de estados quéanticos, temos a possibil-
idade da utlizacao das dlgebras deformadas em situacoes mais dentro da realidade dos
experimentos atuais, onde a funcdo f(n) atuaria fenomenolégicamente reproduzindo in-
teragoes dtomo-campo eletromagnético, ou fon-campo eletromagnético de forma a atenuar

o efeito da perda de coeréncia nos sistemas.



Apéndice A

Expansao do Operador
exp (aQ2 + bP2)

A expansao em série de Taylor do operador exponencial

1
exp (aQ? + bP?) :ZH (aQ? + bP?)" (A1)
n=0

nos leva a escrever o fator binomial como uma série de potencias em bP? através do

seguinte procedimento matematico:

n—1
(@@ +6P%)" = (aQ?)" + Y (aQ?)™ (tP?) (aQ?)' it
1,m=0
n—2
+ 3 (aQ)™ (0P?) (aQ?)' (bP?) (4Q)" Smstihn 2+ -+
k,l,m=0

Consequentemente, a expansao (A.1) pode ser reescrita como

nlnl

exp (aQ? + bP?) = @ +bz ZQQ"”PQ (n=m=1) + O (°P*). (A.2)

Agora, mantendo somente os termos lineares em bP?, nés reescrevemos (A.2) mediante a

notacao

L, {eaQ2+bP2} _ @ “’Z an! Z (Q*"P) (PQQ(n7m71)>
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Note que a segunda igualdade, a relagao de comutacao da dlgebra de Weyl-Heisenberg,
[Q,P] =i (h = 1), foi utilizada. Depois de algumas manipulagdes algébricas, nés podemos

escrever

L, {eaq2+bP2} = Pui(Q)P + us(Q), (A.3)

com

uw(Q) = b’ uy(Q) = {1 —ab (1 + ga(y)] o (A4)



Apéndice B

O Operador de Compressao
Nao-Linear

O operador de compressao deformado é descrito como

Su(¢.7) = exp |5 (€'BuBy — ¢BIB] )| . (B.1)

sendo £ = exp (i6), 0 & a fase referente ao campo comprimido, r o pardmetro de compressao
e BL,Bk, sao operadores bosonicos “deformados” de criacao e aniquilacao respectivamente,

e sao definidos pelas relagoes
By = byf(Ny) e Bf, = £(N)bf,

onde f(N,) uma funcao do operador nimero Ny, by, e b} séo os operadores de destruicio

e criagao sem deformagao. Considerando as transformagoes

SL(€, 1) BRSk(£, 1),
(B.2)

SL(&? T‘)Blsk(f, T)

e diferenciando (B.2), é possivel verificar que By, e BL obedecem as equacoes acopladas,

dBi(r) _ =
dBk(T‘) .
L~ (B,

90
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O sistema ¢ de facil solugao (80), assim obtemos

o~ o~

Bi(r) = SL(€,r)BySk(, ) = cosh (C(n)C(n)r) By, — ¢ sinh (g(n)g(n)r) Bj

o~ o~

BL(T) = SL({, T)BLSk(f, r) = cosh (C(n)((n)r) BL — e ®ginh <C(n)§(n)r> B,

(¢(n) +¢(n —1))

DN [

)
2o |

(¢(n) + ¢(n+1))

e ¢(n) é descrita pela equacao (2.9) como ¢(n) = |f(n+ 1)|* (n+ 1) — | f(n)[* n.



Apéndice C

Calculo da Funcao de Wigner

Para transformar a equagdo mestra (6.10) em uma equagao de Fokker-Planck para

uma funcao de distribuigao ®(z, s) “geral”, usamos as expressoes

ap o (z—s_l a)@(z,s), an<—>(z*—8+1a)q)(a,z) (1)

2 Oz 2 0z

s+1 0 i ., s—10
pa (z— 5 8z*><1>(04,z), pa <—><z ——3 &) D(z, s),

onde

®(z,s) ¢ P(s=1), Q(s=-1) e W(s=0),

sendo P(s = 1) a distribuigao na representagao de Glauber, Q(s = —1) Husimi e W (s = 0)
Wigner. Para funcao distribuicao de Wigner a nossa equagao de Fokker-Planck obtida a

partir de (6.10) e usando (C.2) serd

oW (z,25,t) N N\(zd =8 .
o (3‘7){55*3&*}”%“)
N N\ (1 & .
+ (7 + ?> 58282*}W(Z’Z 1) (C.3)

observe se f(n) =1 (deformagao nula),

N = <N+1>F, N =NT

M = MT, M = MT,

92
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com, N = L cosh®(r) e M = L(2n+1) € cosh (r)sinh (r), a Eq. (C.3) passa a ser a
equacao de Fokker-Planck na representacao de Wigner para o reservatério comprimido
sem deformagao.

Introduzindo as novas coordenadas

1

= ; C4

Z \/m (qu + Zp) ’ ( )
. 1

Z5 = —(woq +1p),
\/m(Oq p)

e considerando wy = 1, a Eq. (C.3) em termos de ¢ e p ser4,

it = () (o
(30%) - (55 { [ + e oo

(5-4) o

A equagao de Fokker-Planck para W pode ser escrita de uma forma geral como

_|_

o =~ AW+ Dy (©5)
onde Q = (g,p), sendo A e D matrizes, a solucio é
W(@.0 = [ 6Q.¢\ W@, 0q (C.6)
com
GQ,Q 1) = (zwm) T exp [—% (Q _ RQ’) M (Q _ RQ')} . (C.7)
A matriz M pode ser determinada utilizando a cquago
88—]\5 = 2D+ AM + AT, (C.8)

sendo AT a transposta de A e R a solugao a solugao de (Q(¢)) = RQ(0) em termos do
momento canonico.

Para o nosso caso D é
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%(§+%)+ (%%))) (C.10)

M = 2((%+%)+g§j§)>>+<%_%) +e<%_%)t Z2<<<%+Ni2ﬂ+/‘/‘))+(ﬁj\f> N_N
i(%-%) () (-
(C.11)

O termo dentro da exponencial do propagador dado na Eq. (C.7) é descrito como

(0-rQ) M (Q-RQ) = (F-N) (e [(F=A) ~1]) " »

)
{i[(ﬁntj\/)—zlﬂ/\/l]} .

+% [/\7+N+A7+M] (p’ - e(g‘%)@

A partir da solucdo dada na Eq.(C.6) e utilizando as Egs. (C.9), (C.10) e (C.11), e
novamente usando as coordenadas descritas em (C.4), é possivel escrever a fungao de

Wigner na forma

onde o
Witn ) = 2 exp { i B0 (4 =) G )
+AW®) (21 =) + A (2= )]}



F(t)

N | —

(B o) — M o] (o) 1)
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