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Resumo

Nesta dissertacao, investigamos a engenharia de interacoes e de reservatério em Eletrodi-
namica Quéntica de Cavidades. O sistema investigado consiste em dtomos (fons), em uma
dada configuragao de niveis, interagindo com um modo do campo de radiagao aprisionado
numa cavidade. O uso de campos cldssicos externos se fez necessdrio para obtermos as
interacgoes desejadas.

Primeiramente investigamos a interacao de dois dtomos idénticos de trés niveis, confi-
nados numa cavidade supercondutora de alto fator de qualidade, interagindo com o modo
do campo desta e campos cldssicos externos, e mostramos como gerar, assintoticamente,
um estado coerente comprimido para o modo da cavidade, isto é, construimos um reser-
vatério de modos comprimidos artificial para o campo de radiacao da cavidade. Aqui, foi
necessario assumir um forte decaimento atémico, ou seja, supomos que a taxa de decai-
mento atomica era muito maior do que o acoplamento efetivo entre dtomos e campos.

Em seguida, utilizando do mesmo sistema anterior, estudamos como gerar estados
emaranhados, relativos & base de Bell, entre os 4&tomos. Porém, nesta etapa, a necessidade
foi de um forte decaimento no modo da cavidade, utilizando, entao, uma cavidade de baixo
fator de qualidade.

Em ambos os casos, consideramos apenas dois niveis efetivos para os dtomos, al-
cancando, assim, uma interacao efetiva entre d&tomo e modo da cavidade correspondente

a realizacao simultanea dos Hamiltonianos Jaynes-Cummings e anti-Jaynes-Cummings.
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Abstract

In this work we investigated the engineering of interactions and reservoirs in the context
of Cavity Quantum Electrodynamics. The investigated system consists of two identical
three-level atoms trapped in two distinct traps, but inside the same optical cavity, inte-
racting with the cavity mode and driven by classical fields to manipulate the atom-field
interaction. First, we assume the atomic system interacts with a high-Q cavity and show
how to generate a displaced squeezed state for cavity mode asymptotically, i.e., we con-
structed an artificial squeezed reservoir for the cavity mode. For this purpose we assume,
in addition to the engineered atom-field interaction, a strong decay of the atoms (i.e., the
atomic decay rate must be much stronger than the effective atom-field coupling).

Next, considering a cavity with strong decay rate, we investigated how to protect
atomic entangled states as the Bell states. Here, the cavity mode acts as an artificial
squeezed reservoir for the atoms, leading the system to the desired state asymptotically.

In both cases, we considered only two effective levels for atoms, reaching an interaction
which comprehends the simultaneous implementation of the Jaynes-Cummings and anti-

Jaynes-Cummings Hamiltonians.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo tedrico e experimental da interagao radiagao-matéria tem proporcionado grandes
avancos no entendimento de fenémenos da Teoria Quantica bem como na utilizagao destes
em aplicagoes tecnoldégicas. Muitos aspectos peculiares da Mecanica Quantica (MQ), como
a nao-localidade que se manifesta através de estados emaranhados tais como os estados de
Einstein-Podolsky-Rosen [1], foram verificados experimentalmente com o uso de fétons po-
larizados gerados via conversao paramétrica de freqiiéncias [2]. O bom entendimento desse
cardter nao local da MQ abriu perspectivas para muitas aplicagoes, principalmente na édrea
que hoje chamamos de “Teoria da Informagao Quéntica” (IQ). Processos de teletransporte
de estados [3], computacao e criptografia quanticos [4] surgiram desde entao e hoje sdo
investigados nas mais diversas dreas da Fisica, beneficiados pelo extraordindrio dominio
experimental que hoje permite, por exemplo, a manipulacao da interagao radiacao-matéria
com um tnico dtomo ou um tnico féton do campo de radiagao [5].

Em Eletrodinamica Quantica de Cavidades (EQC), esse dominio experimental tem
permitido a geracao de estados de Fock [6], estados emaranhados de dois modos do campo
de radiagao em cavidades supercondutoras de alto fator de qualidade (alto-Q) [7], ou entao
o controle de colisoes atomicas para a geracao de estados emaranhados entre dois atomos
[8]. Recentemente também foi possivel observar o “nascimento” e a “morte” de um féton
em EQC [9] bem como a projegdo da fungao de onda através do processo de medida de
um campo em uma cavidade de alto-Q via interagdo com dtomos de dois niveis [10]. Por
outro lado, a manipulacao da interacao dtomo-campo quantico através de feixes lasers foi
recentemente utilizada para a geragao deterministica de estados de um tnico féton [11]

ou mesmo de estados emaranhados de polarizacao entre dois fétons [12] em cavidades
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opticas. No contexto de fons aprisionados, a geracao de estados exéticos do movimento
vibracional do fon [13] e a manipulacao de operagoes légicas [14] também foram alcancadas
experimentalmente. Tudo isso faz com que propostas para a utilizacao de tais sistemas
para a realizacao de operagoes légicas basicas, como portas légicas C-NOT [15], e/ou para
um melhor entendimento de fundamentos da Fisica [16] sejam factiveis em EQC e em fons
aprisionados nos dias atuais.

No entanto, mesmo diante deste grande avango no dominio experimental, o sonho de
construir, por exemplo, um “computador quantico” ainda parece distante [17]. Devido ao
inevitavel acoplamento entre o sistema quéntico e o meio ambiente (que funciona como
um reservatério térmico), a realizagdo de operagoes logicas em larga escala ainda esta
distante. Em vista disso, muitos esforcos tém sido direcionados para a busca de sistemas
suficientemente robustos a erros, de modo que as propriedades quénticas sejam preser-
vadas pelo maior tempo possivel. Neste cendrio, a engenharia de reservatérios [18, 19|
surge como uma técnica promissora para contornar esse problema, podendo ser ttil para
gerar estados nao cldssicos robustos do campo de radiagao ou do movimento i6nico, tal
que o objetivo desta técnica consiste em construir interacoes apropriadas entre o sistema
quantico de interesse e um reservatério artificial. Por exemplo, usando o decaimento
dos niveis internos de um tnico fon de dois niveis, na Ref. [20] os autores mostraram
como construir um reservatério capaz de conduzir o movimento idénico para um estado
comprimido assintoticamente. Esquemas similares foram utilizados para proteger vdrios
estados de superposigao de estados coerentes [21] ou mesmo, como na Ref. [19] para prote-
ger qualquer superposicao de estados de Fock do movimento unidimensional de um tnico
fon. Recentemente, Parkins e colaboradores [22] estenderam a engenharia de reservatérios
para o contexto de ensembles atdmicos, onde propuseram um esquema para a geracao in-
condicional de estados de viacuo de dois modos comprimidos de duas amostras atomicas
distantes uma da outra, mas dentro de uma mesma cavidade. Um esquema similar tam-
bém foi utilizado para a geragao de um estado de vacuo de dois modos comprimidos para o
movimento vibracional de dois fons que se encontram dentro de duas armadilhas distintas,
mas também dentro de uma mesma cavidade éptica [23]. A engenharia de reservatérios
também foi utilizada, em propostas tedricas, para gerar estados nao classicos robustos do
campo de radiagao em EQC, por exemplo, para a geragao de estados de Fock [24] ou de

estados de vacuo de dois modos comprimidos, usando a interacao de um feixe atémico
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que funciona como um reservatério para o campo da cavidade, com dtomos de trés niveis
[25] ou dtomos de dois niveis [26].

Nesta dissertagao, o sistema investigado consiste em atomos/ions que interagem com
modos do campo de radiacao aprisionados em cavidades. Os dtomos, cujos estados
eletronicos sao preparados adequadamente, interagem com o modo estaciondrio do campo.
Nesse caso, tanto os dtomos como os campos de radiagao estaciondrios sao tratados quan-
ticamente, sendo a interagao entre os mesmos descrita pelo modelo de Jaynes-Cummings
[27, 28]. Para manipular a interagdo dtomo-campo, emprega-se entao um ou mais campos
de radiagao externos (lasers), isto &, campos de radiagdo intensos (cldssicos) que inci-
dem sobre os dtomos, mas que nao permanecem aprisionados na cavidade. Desse modo,
os dtomos sao utilizados para manipular a dindmica do campo de radiacao quantico ou
vice-versa.

Alguns conceitos bésicos sobre a teoria empregada neste trabalho sao introduzidos
resumidamente no capitulo 2.

O capitulo 3 trata da engenharia de interagoes utilizada neste trabalho para obtermos
um Hamiltoniano efetivo que representa uma interagao do tipo Jaynes-Cummings e uma
anti-Jaynes-Cummings simultaneamente, além de uma rotagao dos estados eletronicos
[29]. Esse Hamiltoniano serd ttil para a simula¢ao de um reservatério comprimido para
os dtomos ou para o campo da cavidade.

Os capitulos 4 e 5 sao aplicacoes da técnica de engenharia de reservatérios. No capi-
tulo 4, mostramos como gerar um estado coerente comprimido robusto para o modo da
cavidade considerando uma taxa de decaimento atémica muito forte e uma cavidade de
alto-Q. No capitulo 5, através da construcao de um reservatério comprimido (como acon-
tece no capitulo 4 também) mostramos que é possivel gerar, assintoticamente, estados
emaranhados com fidelidade acima de 90% em relagio aos estados |®*) de Bell, analoga-
mente ao estudo feito na Ref. [30], s6 que aqui utilizamos dtomos de trés niveis ao invés

de cinco como na referéncia citada anteriormente.



Capitulo 2

Conceiltos basicos

Neste capitulo introduzimos resumidamente alguns conceitos basicos utilizados na formu-
lacao desta dissertagao, desde a quantizacao do campo eletromagnético até a obtencao de

equacgoes mestras considerando dissipagao.

2.1 Interacao radiacao-matéria

2.1.1 Equacoes de Maxwell

Consideraremos aqui a interacao de uma particula carregada, de carga e e massa m, com
um campo de radiacao eletromagnético, caracterizado pelos campos elétrico E)(?, t) e
magnético 5(7, t)

Quando nao h& fontes presentes, os campos elétrico e magnético satisfazem as equagoes

de Maxwell no vacuo:

_
V.B =0; (2.1a)
OF

R

B = —_ 2.1
V x Sollo =5, (2.1b)

—
V.E =0; (2.1¢)
o8

E=-22 2.1

V x ET (2.1d)

sendo ggj1y = ¢ 2 (¢ a velocidade da luz, gy a permissividade elétrica e 11, a permeabilidade
magnética no vacuo) [31].

Como podemos descrever qualquer campo eletromagnético através de um potencial
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— . - =
escalar ¢ (7',t) e um potencial vetor A (77,t), tal que:

B(F.t) = VxA(T.10); (2.2a)
E(7T,t) = ngéﬁiﬁu—v¢(?¢% (2.2b)

utilizando do gauge de Coulomb (VZ> (7",t) =0) e ¢ (7,t) = 0, chegamos & equacio de

onda para o potencial vetor:

o= 1 oA
A— = =0. 2.
2 Ot? 0 (23)

- = ~ . .o . o [~
Supondo A (7', t) como uma funcao expansivel em série de Fourier, tal que A (77,t) =

(1 / \/%) qu(t)ﬁk(7), obtemos, pelo método de separacao de varidveis, as equagoes
2

diferenciais:
— w2 —
WUWH::—fUMﬂ; (2.4a)
0%qu(t
8122) = —wiq(t). (2.4b)

2.1.2 Campo eletromagnético dentro de uma cavidade ideal

Supondo uma cavidade composta de espelhos de superficies paralelas, podemos aplicar
as condigoes de contorno: i) componente do campo elétrico paralela as superficies dos
espelhos deve ser nula; i7) componente do campo magnético perpendicular as superficies
dos espelhos deve ser nula.

Assim, considerando as condicoes de contorno, o gauge escolhido e a ortogonalidade

. . - —
da série de Fourier de A (1", t):

E//:0:> UkZO; (2.5&)
§L20:$(VX30 = 0; (2.5b)
1
— —
VA=0= V.U,=0; (2.5¢)
/ﬁk?ld% = 5kla (25d)

'Ef)d%= (2.6)

¢é dada por:
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S [dlt) + 2a2(0)] (2.7)

k

N | —

H campo —

significando que cada modo do campo eletromagnético se comporta como um oscilador

harmonico mecanico de massa unitaria.

2.1.3 Quantizagao do campo eletromagnético.

Assumindo que as varidveis canonicas do sistema sao ¢, e ¢, isto é, que tais varidveis
satisfazem os parénteses de Poisson, a quantizacao pode ser feita através da relacao de

comutagao dos operadores (principio da correspondéncia) [28].

[k @] = thd; (2.8a)
gk q] = O; (2.8b)
Gk @] = 0. (2.8¢)

Fazendo uma transformacao canénica conveniente

N CURTIOE (2.99)
i = i/ () — o). (2.9)
tal que obtemos as relagoes de comutacao
[ak,aﬂ = O (2.10a)
[ak, a;] = 0; (2.10Db)
[al,a” =0, (2.10c)

temos que o Hamiltoniano do campo eletromagnético ¢ dado por:

Heampo = g hwy <a2(t)ak(t) + %) : (2.11)

sendo a(t) e al (t) os operadores aniquilagdo e criacdo do k-ésimo modo, respectivamente.

Da equagao de Heisenberg:

ar(t) = ap(0)e (2.12a)

al(t) = al(0)er, (2.12D)
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£, (‘%> — ¢>) fio,
A 2
7?0)0 ............................................................ 0
! _ o,
E, (o)~ |2)) 7

Figura 2.1: Diagrama de energia do &tomo de dois niveis.

temos que os campos elétrico e magnético sao escritos como:

E(7.t) = iz\/% (ax(0)e * ~ al ()™ ) Tw(7); (2.13a)

E)(?,t) = Z \/ 262% (ak(())e_iw’“t + aL(O)eiw’“t> (V X U)k) : (2.13b)

2.1.4 Quantizacao dos niveis atdmicos

Considerando um atomo com Hamiltoniano

Hdtomo 2p_m + V(T)a (214>
onde
Hatomo |SOZ> =E; |%> = hw; |901> ) (2'15)

podemos reescrever Hgiomo, utilizando da relacao de completeza da base dos autovetores

|¢0:), como

Hdtomo = Z hu-)z |Qoz> <g01| : (216)

Para um dtomo de dois niveis (nivel fundamental |g) e excitado |e)) com frequéncia

de transicao wy, considerando a origem de energia entre os dois niveis, conforme Fig. 2.1,
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temos que (2.16) ¢ escrita na forma

= hwi [py) (@1] + hwa [02) (@,

atomo
dois
niveis

= —(hwo/2)|9) (9] + (hwo/2) |e) {e]

_ %az, (2.17)
sendo definidos os operadores
0. = le){el—lg) (gl; (2.18a)
o0 = le){gl; (2.18b)
o = lg)(el, (2.18¢)

os quais obedecem a &lgebra dos operadores de Pauli.

2.1.5 Hamiltoniano de interacao atomo-campo
Equacgoes Lagrangeana e Hamiltoniana

Em um campo eletromagnético, uma particula carregada, de carga e e massa m, estd

sujeita a forca de Lorentz [32]

F:e(§+?’x§):m?. (2.19)

L= %? FeT A(T 1) — ed(T, 1), (2.20)
juntamente com o momento canonico conjugado
S oL : —
— — —
=S in= AT 1), 2.21
D iZIahr mr +eA(T,t) ( )

obtemos que a Hamiltoniana (H = 7.7 — L) para uma particula carregada num campo
eletromagnético e também sujeita a um potencial de Coulomb (potencial nuclear em nosso

caso, nicleo—elétron), é dada por:

H—i(ﬁ—e2)2+e¢+1/(7). (2.22)
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Figura 2.2: Localizacao do 4tomo e seu elétron num determinado sistema de coordenadas.

Aproximagao de dipolo

Pela eq. (2.4a) vé-se que a fungao ﬁk (7") de Z(?, t) € do tipo onda plana

etth-m e7tF-T _ ondas propagantes

—
—
Up(r)= N N , (2.23)
. —_ — . ..t
sin < k.r > , COS ( k.r ) — ondas estaciondrias
- w 27 2 s ° 2 . .
onde ‘ k ‘ =2k = N €0 k-ésimo vetor de onda e )\, é o comprimento de onda associado

ao modo-k.
, . —s , — — —, .
Supondo um dtomo localizado em 1’ e o seu elétron em 7" = 7o+ 1~ conforme Fig.

2.2, podemos reescrever ﬁ)k como
2 - 2 -
U™ = Up ( Zh7o+ Zi7). (2.24)
Ak Ak
Em Eletrodindmica Quéantica de Cavidades, geralmente trabalhamos ou no regime de

microondas (A; ~ 1072m) ou no regime 6ptico (A\y ~ 10~"m). Como o raio atdémico ¢ da

‘

ordem de angstrons (| 7| ~ 107'%m), vemos que, para estes regimes, :—k < 1, fazendo
- —_ - —_ . . ~ .
com que Uy (7)) =~ Uy (7). Assim, na aproximacao de dipolo
T/ - = 2 — —
H:2—(p—eA(ro,t)> +ed (T, 0+ V(T). (2.25)
m
Escrevendo a equagao de Schrodinger para nosso sistema
HU (7 ,t) = ih¥ (7,1), (2.26)

. — —
utilizando a trasformacao unitdria 7' = exp (% A(To,t). 7" ), e lembrando que A (7, t)

H
E (7 ,t), obtemos que o Hamiltoniano total ¢ dado por Hy + H;, sendo

?2
Ho=o—+V (7" (2.27a)



2. Conceitos bdsicos 10

o Hamiltoniano nao perturbado (energia livre do sistema) e
H =-7.E (7) (2.28)

a interacdo de dipolo. O termo @ = e7 " é definido como momento de dipolo elétrico.

Caso semi-classico

No caso semi-cldssico, o campo eletromagnético no Hamiltoniano de interacao (2.27a) é
tratado classicamente. Entao, ax(0) em (2.13a) ndo serd mais um operador e sim uma

constante [28]

ap(0) —  o; (2.29a)
al(0) — af. (2.29b)

Escrevendo 77 na base de auto-estados do dtomo livre {|n)}

7= ln) (0| 7 fm) (m| = G mum, (2.30)
nym
sendo @ m = (n| €7’ |m) o elemento de matriz de transicdo de dipolo elétrico e o, =
|n) (m| o operador de transigao (leva o estado m para o estado n), temos que o Hamilto-
niano de interacao de dipolo no caso semi-cldssico serd dado por:

Hy=hY > {0 (7o) e ™ + Q"™ (79) €4} om, (2.31)

nm k

depois de definir a frequéncia de Rabi

nm .| h —
Qk; (?0) =1 250Wk ﬁnm ' Uk (?)0) A,y (232)

que representa a constante de acoplamento entre o k-ésimo modo do campo com os niveis

n e m atomicos.

: , —> —
Vale salientarmos que, além de ¢ = = ¢ mn,

0, n#m
O nm 7 7 : (2.33)
=0, n=m
. ~ =
pois na representagao |7)
Gnm =€ / U ()T, (7)) dr, (2.34)

e como [U* (7)W,, (7)) d®r = Gpm, vemos que (2.34) sé poderd ser nao nula quando
U, (7)) e U, (7) tiverem paridades diferentes, isto é, s6 havers transicdo entre os estados

N
r

que possuirem paridades diferentes ( [U: (), (7)) dr = 0) .
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Caso quantico

Aqui, além dos niveis de energia atomicos, o campo eletromagnético também serd tratado
quanticamente. O cdlculo do Hamiltoniano de interacao neste caso é andlogo ao caso
semi-cldssico, s6 que aqui devemos levar em consideragao os operadores a(0) e al(0).

Deste modo, o Hamiltoniano de interacao no caso puramente quantico tem a forma

Hy =0y 3 Lo (Fo)ast) + 7" (Fo) al(t) } o (2.35)

onde a constante de acoplamento é definida como

R

g (7o) = —i
280w

No caso de um dtomo de dois niveis interagindo com um campo eletromagnético de

um modo descrito quanticamente, teremos

hw
H= TOO-Z + hwa'a + h (ga + g a’) (0ge + 0eg) - (2.36)

Passando para a representacao de interacao mediande a transformagao unitédria Uy =

6* (Hdtomo +Hcampo)t ,

V(t) = h (gaaege_i(“_“‘))t + g*aTageei(”_WO)t) (2.37)

+h (gao_gee—i(w—l-wo)t + g*aTo_egei(w—i-wo)t) .

Nos limites w — wy < w + wp € g K w, temos que o segundo termo de (2.37) é mais
oscilante que e o primeiro e, na média, contribui bem menos do que o primeiro. Entao,
aplicando a aproximagao de onda girante (RW A - rotation-wave approximation), que
implica em negligenciar os termos mais oscilantes, obtemos, retornando & representacao
de Schrodinger,

H= %az + hwa'a + h (gaaeg + g*aTage) ) (2.38)

O termo h(gaaeg + g*aTage) é conhecido como hamiltoniano de interagao do tipo
Jaynes-Cummings [27], que é muito utilizado em Optica Quantica por ser exatamente
soltvel e j& bem estudado. Ja o termo A (gaage + g*aTaeg) ¢é conhecido como Hamiltoniano

do tipo anti-Jaynes-Cummings.
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2.1.6 Hamiltoniano efetivo

Vamos considerar um Hamiltoniano, na representagao de interacao, que contenha somente
termos fortemente oscilantes, de modo que a aproximacao de onda girante nao possa ser
aplicada, pois caso contrario terfamos que eliminar todos os termos do Hamiltoniano,
o que resultaria na inexisténcia de uma interacao dtomo-campo. Para este caso, existe
uma expressao obtida por D.F.V James [33] que calcula interagoes efetivas a partir de
Hamiltonianos com termos altamente oscilantes.

Considerando a equagao de Schrodinger (A = 1)

1

b)) =V O @©), (2.39)

vamos substituir a sua solucao formal

[ (6)) = [ (0) — i / V() [ (#)) dt (2.40)

no lado direito de (2.39). Assim, obtemos

[ (1) =V (1) 19 (0)) =iV (1 / V() [ () dt. (2.41)

Agora, vamos realizar um procedimento andlogo a aproximacgao de onda girante, eli-
minando todos os termos oscilantes do lado direito da eq. (2.41) restando somente aqueles
termos que nao oscilam, os quais estao associados a interacao efetiva do sistema. Com
efeito, podemos eliminar o termo V' (¢) [¢ (0)) j& que V (t) ¢ altamente oscilante por cons-
trugao. Fazendo a aproximagao de que |1 () varia lentamente em comparagdo com
V (t'), vamos retiré-lo do integrando, e, desta forma, a evolugao do estado | (t)) é apro-

ximadamente governada pela equacgao

o) = (-v [vorwea) pe. (242)

]

Na eq. (2.42), podemos encontrar termos oscilantes e nao oscilantes, entao, para
finalizar, realizamos uma aproximacao de onda girante a fim de eliminarmos os termos

oscilantes. Assim, temos que o Hamiltoniano que descreve a dindmica efetiva é dado por

—iV (t) /0 tV(t') o () dt’ "= H,,, (2.43)

tal que a expressao foi colocada nesta ordem pelo fato de que se deve resolver primeira-
mente o lado esquerdo da equacgao, eliminar os termos oscilantes através da aproximagcao
de onda girante (motivo da sigla RV A sobre o sinal de igualdade) e o Hamiltoniano final

serd o Hamiltoniano efetivo do sistema.
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2.2 Operador densidade

Para um dado sistema, existe um vetor estado |¢/) bem conhecido que contém toda a infor-
magao possivel do sistema [34]. Para determinar o estado do sistema num dado instante,
é suficiente realizarmos um conjunto de medidas referentes a um conjunto completo de
observaveis que comutam deste sistema. Se quisermos extrair certa informacao, devemos

calcular o valor esperado do operador O correspondente,

(0) = (¥]O¢). (2.44)

Entretanto, na maioria das situacoes, o estado do sistema nao é perfeitamente co-
nhecido, e ha casos em que, por exemplo, o sistema de interesse interage com outro,
possivelmente um sistema de muitos graus de liberdade, como um reservatério, fazendo
com que esses sistemas se emaranhem.

Assim, podemos classificar o estado do sistema em dois tipos: estado puro e estado de

mistura.

2.2.1 Estado puro

Se o estado do sistema é perfeitamente conhecido, isto é, o sistema pode ser determinado
completamente por um vetor estado |¢ (t)), dizemos que o sistema estd num estado puro.
Considerando um sistema cujo vetor estado num instante t é:

[0 () = ca () [un), (2.45)

n

tal que {|u,)} forma uma base completa ortonormal (Zn [un) (u,] = /1\), temos que o0s

coeficientes ¢, (t) satisfazem a condigao
> e W) =1, (2.46)

que expressa a normalizagao de [ (1)) .

Nesta descricao do problema por um vetor estado, temos que o valor médio de um ob-
servavel O num instante ¢ ¢ (O) = (¢ (t)| O ¢ (t)) e a evolucao temporal de |9 (t)) é dada
pela equacao de Schrodinger ik ‘1/) (t)> = H(t) |¢ (t)), com H (t) sendo o Hamiltoniano do
sistema.

Introduzindo um operador densidade definido como

p =10 ) @), (2.47)
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com elementos de matriz p,,, = ¢, (t) ¢, (t), vemos que a especificagao deste operador é
suficiente para caracterizar o estado quantico do sistema.

Nesse contexto, o valor médio do observivel toma a forma:
(0) = Tr (p0), (2.48)
ja a evolucao temporal do operador densidade pode ser deduzida da equagao de Schrédinger:
1

p(t) =~ [H,p (1) (2.49)

No caso puro, um sistema pode ser tanto descrito pelo operador densidade quanto pelo

vetor estado.

2.2.2 Estado de mistura estatistica (caso nao puro)

O estado de mistura é uma generalizacao do caso puro, cujo estado do sistema nao é
precisamente especificado. Neste caso s6 sabemos que a probabilidade de encontrar o
sistema num dado instante ¢ no estado |1);) é p1, em |1),) é ps e assim por diante, salvo

que
0< P1,P2;s Pk < 17 (2503)
> pr=1 (2.50b)

k

Aqui, temos que o operador densidade serd dado por:

p = Zpk|¢k> (Wl
= Yo (2:51)
k

A imposigdo de conservagao da probabilidade estd no fato de Tr (p) = 1 e, para
diferenciarmos estados puros de uma mistura estatistica, basta calcularmos T (p*) que ¢é
menor ou igual a 1 (a igualdade significa que o estado é puro, se ¢ menor do que a unidade

¢ um estado misto).

2.2.3 Operador reduzido

Consideremos um sistema composto de dois subsistemas A e B, cujo espaco é o produto
direto:

E=¢e4Repg. (2.52)
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Assumindo que os subsistemas estao isolados antes do instante t = 0, entao, para

t > 0, o Hamiltoniano total torna-se:
HAB:HA+HB+VAB7 (253)

sendo H4 e Hp as energias livres do sistema A e B respectivamente, e Vg a energia de
interagao.

O operador densidade do sistema global é um operador que opera em ¢ e satisfaz a
equacao de movimento

pan () =~ (Has, pan (9] (250

Se estivermos interessados no comportamento de s6 um dos subsistemas, por exemplo,
o subsistema A, e também nos valores esperados (médios) dos operadores (X4) que sé

agem nos estados (]A)) do subsistema A sozinho, entao, o valor esperado de X4 é
(Xa) = Trap(papXa)

- Z (4] {Z (Bl pap ‘B>)} XalA)

A B
= Tra(paXa), (2.55)

onde py =Trp (pap) € chamado de operador densidade reduzido do sistema A.

2.3 Teoria geral de reservatodrios

Em muitos problemas de Optica Quantica, dissipacio possui um papel importante. Em
geral, a dissipagao de um sistema ¢é descrita através de sua interacao com um reservatoério
de muitos graus de liberdade. Entretanto, estamos interessados na evolucao de varidveis
(observaveis) associadas a somente um sistema. Por isso, precisamos obter equagoes de
movimento s6 do sistema de interesse [28].

Considerando um sistema S interagindo com um reservatério R, tendo pgp como
operador densidade total, sabemos que o operador densidade reduzido para o sistema é

obtido tracando o operador densidade total sobre as varidveis do reservatoério:

ps =Trr(psr) - (2.56)

Supondo que V (t) é o Hamiltoniano total do sistema na representacao de interagao,

temos a equacao de movimento para o sistema S + R:

psi(t) = =1 IV (1), pse (8] (257)
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A solucao formal de (2.57) ¢ dada por

ot
psr () = psg (ti) — %/t [V (t,> ) PSR (t,ﬂ dt’, (2.58)
t; sendo o tempo em que se inicia a interacao.

Considerando V' (t) pequeno, tal que o reservatério sempre esteja num estado de equi-
librio, pgp (t) = pg (t) @ pg (;), substituindo (2.58) em (2.57) e considerando um processo
Markoviano (suposicao de que o decaimento destréi a meméria passada - entao pg (t')
pode ser substituido por pg (t)), temos que o operador densidade reduzido para o sistema

de interesse torna-se:

e [ VO [V (£) s )0 o (8] . (2.59)

2.3.1 Decaimento atdémico

Consideremos um &tomo de dois niveis interagindo com um reservatoério de osciladores
harmonicos simples descritos pelo operador aniquilacao (criagao) by <b£> e frequéncia vy.

O Hamiltoniano na representagao de interagao é do tipo Jaynes-Cummings:
V(t) = FLZ G [bLa_e_i(“’O_”’“)t + bka+ei(w°_”’“)t} , (2.60)
k

onde 0_ = |g){e|] e 0, = |e) (g| s@o dados em termos do estado excitado (|e)) e do

fundamental(|g)).

Reservatorio térmico

Para o caso em que as varidveis do reservatoério sao distribuidas num estado de mistura
em equilibrio térmico, tal que

hvy, hwiblb,
PR = H {1 — exp (_k:B_T>} exp <_kB—T : (2.61)

k
onde kp é a contante de Boltzmann e T' é a temperatura [28], temos que (2.59) resulta

e1n:
. N e
Péatomo = § (TL + 1) (20*pdtomoa+ — Patomo9 +0 - — O'+O'*10dtomo)
yn
+ 7 (20+pdtomoa—* — Patomo? -0+ — U*Uerdtomo) ) (262}

onde v é a taxa de decaimento e n = W ¢ o nimero médio de fétons térmicos
XP\%pT )~
(que é zero para T = 0K) [35].
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Reservatério de vacuo comprimido

Neste caso em que o d&tomo interage com um reservatério de vdcuo comprimido,

pr = | ] Sk (€) 10&) (0k] S} (6), (2.63)

0

sendo Sy (£) o operador compressao, com & = re?, r é o fator de compressao e 6 define a

direcdo de compressao, temos que (2.59) é escrita como [28]

. Y

Péatomo = 5 COSh2 (71) (QU*pdtomoaJr — Patomo9 +0 — — O-Jro-*pdtomo)
v o
5 Slnh2 (T) (20+pdt0mog— — Pétomo? -0+ — U—U+pdt0mo)

—ve " sinh(r) cosh (7)o pgsomel —
—7ve" sinh(r) cosh(r)o 4 Paromo +- (2.64)
Observa-se a partir de (2.63) que todos os modos possuem o mesmo fator de compressao

(ry =17) e 0o mesmo angulo de compressao (0 = 0).

2.3.2 Decaimento do campo

Analogamente ao decaimento do dtomo, temos

V(t) = thk [bzae’i(w’”’“)t + byalel@—vit| (2.65)
k
sendo a (a') o operador aniquilagao (criagao) do modo de interesse [28].

Reservatdrio térmico

Para o caso de mistura térmica, com py dado por (2.61) :

. K __
pcampo = 3 (n + ]') <2apcampoai - pcampoaTa - aTa’pcampo>

[\

RN
+7 (2a’Tpcampoa’ - pcampoa’a“Jr - aancampo) ) (266)

sendo k a taxa de decaimento [28].
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Reservatério de vacuo comprimido

Neste caso,

x

= 3 (N + 1) (2apcampoa‘r - pcampoaTa - aTapcampo)

p campo 2

]

K
EN (2ancampoa ~ Peampo@” — aancampo)

K
_§M (apcampoa“ - pcampoaa’ - aa’pcampo)
K
_§M* (ancampoaJr - loca'reroaTa]L - aTancampo) )

sendo N = sinh® (1) e M = e~ sinh(r) cosh(r) [28].

(2.67)



Capitulo 3

Engenharia de Interacoes em

Eletrodindmica Quantica de

Cavidades

Apresentamos neste capitulo a construcao do Hamiltoniano efetivo, que representa uma in-
teracao do tipo Jaynes-Cummings e anti-Jaynes-Cummings simultaneamente, necessario
para a geracao de um reservatério de modos comprimidos tanto para um modo da cavidade
quanto para atomos.

Para gerar a interagao efetiva desejada utilizamos da interacao entre dois dtomos
idénticos de trés niveis na configuragdo A com um modo da cavidade e campos cldssicos
externos, necessarios para a manipulacao da interacao radiacao-matéria. Supomos que os
dtomos estao confinados numa mesma cavidade mas em armadilhas distintas e distantes
uma da outra, de modo que a interacao atomo-atomo seja desprezivel. A configuracao
A para um dtomo de trés niveis consiste em dois niveis mais fundamentais (longo tempo
de vida) e um excitado. Esses niveis mais fundamentais podem ser obtidos de um es-
tado degenerado, onde tal degenerescéncia pode ser quebrada aplicando-se um campo

magnético.

Conforme a Fig. 3.1, os estados mais fundamentais |g;) e |e;), j = 1, 2, estdo acoplados
ao estado auxiliar |A;) através dos campos cldssicos, com acoplamento Q; = |Q;] €™,
frequéncia w; e fase relativa ¢, (i = 1 — 4), e do modo da cavidade, com acoplamento g e
frequéncia w. As transicoes |g;) «<— |A;) e |e;) «— |A;) sdo permitidas por dipolo e, por

regras de selec@o, a transicdo |g;) «— |e;) ndo é, ou seja, |g;) € |e;) possuem a mesma
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Energia(h = l)
A

w

A 1

Figura 3.1: Diagrama de niveis do j-ésimo dtomo interagindo com o modo da cavidade e

os campos clédssicos externos.

paridade.
O Hamiltoniano total, considerando i = 1, para este sistema é H = H.,+Hq+ H (1),

co1m:

H,. = wala; (3.1a)
2 2
Hy :wAZUQA%—éZJge; (3.1b)
=1 j=1
2
H[ (t) = { (ga + Qle_iwlt + 936—2'0.1315) Z Oiﬁg (31(3)
j=1

2
+ (gCL + Q2efiw2t + Q4efiaJ4t) Z O'ile + h.C.},

j=1
onde H,,, ¢ o Hamiltoniano do campo livre, H,; o Hamiltoniano livre atdémico, H; (t) o
Hamiltoniano de interagao, do tipo Jaynes-Cummings, a{m = |l;) (m;] (I, m = g, e, A) sdo
os operadores atomicos do j-ésimo dtomo, a (aT) é o operador aniquilacdo (criagao) do
campo da cavidade e h.c. significa hermitiano conjugado.

Mediante a transformacao unitéria realizada pelo operador Uy = e~ (Hear+Hat)t hodemos
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reescrever (3.1) na representagao de interagao:

2
V(t) = { (gaeiAzt T Qpeit Q3€iA3t) Z U]Ag (3.2)

=1

2
+ (gaemlt + QqetPet 4 Q4em3t) Z Uixe + h.c.},

j=1
onde definimos
Al = wWa—w) =wy—w—20; (3.3a)
Ay = Wa—wW=wy —wy—0; (3.3b)
A3 = w3—wa=wg+90—wy. (330)

Considerando o regime nao ressonante |Ag| ~ |Ax|—|A] > ||, gl VR (k#1=1-3, i =1—4),
n sendo o nimero médio de fétons no modo da cavidade, podemos eliminar adiabatica-
mente as transicoes entre |g;) (|e;)) com o estado auxiliar |A;) através da aproximacao

contemplada na ref. [33], que consiste em:
t
—iV(t) / V(dt "EA Hef, (3.4)
0

tal que o Hamiltoniano efetivo serd obtido apds desprezarmos os termos oscilantes do lado
esquerdo de (3.4), isto é, utilizamos da aproximagao de onda girante (RWA). Os termos
oscilantes podem ser desprezados pois eles contribuem, na média, muito menos do que os
termos nao oscilantes.

Portanto, a dindmica efetiva, considerando somente o subespago atomico {|ee), |eg), |ge), |99) },
tal que |eg) = |e)1 ® |g)2, € governada pelo Hamiltoniano efetivo:

2

2
Hef = (B1a'+ B350+ B,0) Y 0ly + (Bia+ Boa’ + 810) Y o) (3.5)

J=1 Jj=1

+ (mol, +ny07,) ala+ (ay — a3) + (a1 — g — ag + ay) ol

onde

Bi = 9"/ Ay (3.6a)
= lgl” /A (3.6b)
o = | /A (3.6¢)
Bro = — Q523 Ag, (3.6)
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com (i =1 —4). Aqui nos restringimos ao subespago atomico {|ee), |eg), |ge), |gg)}, pois
nenhum 4tomo serd preparado inicialmente no estado auxiliar |A;), fazendo com que a
dinénica do sistema seja regida somente por aquele subespaco.

Sob a condicdo || > |g| v, percebe-se que a interacdo dispersiva dtomo-modo da
cavidade torna-se desprezivel diante dos outros termos do Hamiltoniano, ou seja, |n;| <
18:], 18,0tl- E, assumindo a1 — a3 — as + a4 = 0, podemos redefinir o zero de energia
(eliminado o termo constante a; — a3), fazendo com que o Hamltoniano efetivo seja dado,

sob estas condicoes, por:

2

2
Hef = (ﬂlaT + 030+ Bror) Zaiy + (Ba+ Baa’ + Brot) Zage. (3.7)

Jj=1 Jj=1

2

i1 ol + h.c.)

Este Hamiltoniano efetivo representa uma interagao Jaynes-Cummings (ﬁgcﬂ >
e uma anti-Jaynes-Cummings <5“{a 23:1 age + h.c.), agindo simultaneamente entre um
modo da cavidade e dois &tomos de dois niveis; e o termo (»3:015 Z?Zl age + h.c.) representa
uma rotagao nos estados eletronicos. Vemos que os acoplamentos efetivos de (3.7) sao de-
terminados pelos pardmetros dos campos cldssicos externos, assim, estes sao essenciais
para a manipulacao da interacao radiacao-matéria.

A realizacao simultanea de uma interagao Jaynes-Cummings e uma anti-Jaynes- Cummings
foi 1til para a construgao de reservatérios de modos comprimidos para: i) o campo da cavi-
dade, sendo possivel a geracao de um estado coerente comprimido robusto para o modo da
cavidade; 7i) os dtomos, podendo-se gerar estados emaranhados entre estes como veremos

nos proximos capitulos.

A equacao mestra total, a T'= 0K, é dada por:

d
5 = —ilHef.pl+ Lup + +Lowp, (38)

S J pod — pod gl — gl oI 2 i ili i $to-

tal que Lop =32 5, (20 1ePO%, — pOL,07, aegagep) ¢ o Liouviliano associado aos dto
. ALt _ K 2

mos, sendo 7 a taxa de decaimento atomica, e Lewp = % (2apa’ — pa'a — a’ap) € o

Liouviliano associado ao modo da cavidade, sendo k a respectiva taxa de decaimento.



Capitulo 4

Engenharia de Reservatério para o

modo da cavidade

Neste capitulo mostraremos como obter um estado coerente comprimido robusto para o
modo da cavidade construindo um reservatério de modos comprimidos artificial, a T" =
0K, a partir de (3.7). Para isto, utilizaremos de uma cavidade de alto fator de qualidade
e assumiremos uma forte taxa de decaimento atdmica.

Para a geracao do estado coerente comprimido |, &) = D (a) S (£€)]0), tal que |0) é o
estado de vdcuo do modo da cavidade, D () = exp (OzaT - a*a) o operador deslocamento,
com « sendo a amplitude do deslocamento, e S (§) = exp (é*a2 /2 —¢al’/ 2) o operador
de compressao (5 = Tew), com r e # definidos como o fator e d4ngulo de compressao
respectivamente [28], primeiramente aplicamos a transformacao unitdria independente do

tempo U = D (o) S (€) ao Hamiltoniano efetivo dado por (3.7), de modo que:

Hef = S'(§)D' () HefD () S(¢). (4.1)
Sabendo-se que [28]:
D' (a)aD (o) = a + o (4.2a
D' (a)d'D (a) = a' + o*; (

ST(€)aS(€) = acosh (r) — ale? sinh (r) ; (4.2c
ST(€)atS(€) = a' cosh (r) — ae™™ sinh (r), (4.2d
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a eq. (4.1) torna-se:
Hef = { [, cosh(r) — Bie” sinh(r)] al + B} cosh(r) — Bye P sinh(r)] a  (4.3)
+ (" By + a7 + Brot) }22: ol + h.c.
j=1
Fazendo os ajustes:

O‘B; + a*ﬁl = _67'01‘,; (44&)

tanh(r) = |8, /8, e"? 7?1 7%2), (4.4b)

temos que o Hamiltoniano efetivo nesta representacao ¢ dado por [29]:

2
Hef = \a Z o’ + h.c, (4.5)
j=1
com
A = 3, cosh(r) — Bie? sinh(r) = 3,/ cosh(r). (4.6)

O motivo da escolha destes ajustes se deve ao fato de desejarmos que o Hamiltoniano
efetivo (4.3) apresente uma interagao do tipo Jaynes-Cummings entre um modo da cavi-
dade e dois d4tomos de dois niveis como (4.5), pois este tipo de interacdo possui solugao
exata e ja foi bem estudado.

A vpartir de (4.4), percebe-se que o fator de compressao r é determinado pela razao
|81/B5|, 0 dngulo de compressao pelas fases relativas dos campos cldssicos 6 = ¢ + ¢
(considerando g real) e a amplitude de deslocamento « por 31, 55 € 3,,.. Vale observar
que fizemos 6 = ¢, + ¢, pois tanh(r) é uma funcao real, além de ser positiva neste caso
ja que r > 0 por definicao. Portanto, vemos a grande utilidade dos campos cldssicos
externos para a manipulacao de r, 6 e .

A equacao mestra total, a T'= 0K, nesta nova representagao, é dada por:

do ~ . -~ 5 o~
d_’; — i [He f, p} + Laip + Leawp. (4.7)

Considerando apenas um atomo, por simplicidade ilustrativa, as equagoes de movi-

mento para os elementos (j| p|j’) (j, 7 = g,e) de (4.7) sao:

dp ~ ~ ~ 5~
% = — ()\&Tpeg — /\*pgea) + VPee + ['cavpgg; (48&)
dp. _ ~ ~ 5~

C[i)ie = — ()\G’Tpee - )\pggaT) - %pge + Ecavpge; (48b)
dp, ~ ~ ~ 5~
— = =i ()\*Cbpge - /\pegaf) = VPee T ‘Cca’vpee? (4'80)

dt
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., \T  dp : . .
com <%> = Zie. Assumindo um alto falor de qualidade para a cavidade e um forte
decaimento atomico, isto é, v > |A| > K, podemos eliminar adiabaticamente os elementos
Pyesr Peg € Pee [19], como veremos a seguir.

Ja que v > |A| > K, temos:

dpge Y~
d;/_] ~ _§pge; (493)
dﬁee —~
W N =Y Pee- (49b)
Assim, para t > 1/7, % % ~ 0, fazendo com que, de acordo com (4.8):
~ 21 - - K
Pge ™ = (Aa'p,. — /\pggaT) {1 +0 <;)] ; (4.10a)
~ T ~ ~ K
Do R - (N aDge — Apega) 1+ 0 2l (4.10b)
Como Py, = Trat (P) = Pyg + Pees temos, a partir de (4.8a) e (4.8¢), que:

dp dp dp ~ - - - M
dclfm} - gig + d;e = —t (AaT:Oeg - )‘*pgea) —1 ()\*apge - )\pegaT) + ’Cca”pcav' (4'11)

Substituindo (4.10b) em (4.10a), conservando somente os termos proporcionais a % e

desprezando as ordens superiores:

~ 200
Pge = —TpggaT; (4.12a)
- 2N
Peg N Tapgg. (4.12Db)

Como p,, =~ 0 para t > 1/v conforme (4.9b), entdo p,,, ~ p,,- Entao, substituindo
(4.12) em (4.11), a equac@o mestra reduzida do modo da cavidade no regime em que
t > 1/~ toma a forma:

Jpvcav M (

dt 9 QGECGMQT - /ﬁcavaTa - aTaAp/cav) + anvﬁcmﬂ (413)

_ A2
Com Vg = —2

Sabe-se que o estado estaciondrio de (4.13), para kK < Yeng» € O estado de vdcuo
para o modo da cavidade p,, (t > 1/7,,,) = |0)(0|. Porém, ¢ necessdrio retornar a
representacao anterior aplicando a transformagao unitédria reversa Ut Assim, encontramos

que o estado assintético na representacao de interacao é:
Peaw (t = 00) = D () S(E)Pegy (t — 00) STE)D' () ;
= D(a)S(€)]0) (0] S'(€)D" (a) ;
= |a, &) (¢, (4.14)
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que é exatamente o estado coerente comprimido.
Para o caso de dois dtomos dentro da cavidade, a técnica de eliminagao adidbatica
¢ andloga para o caso de um dtomo, porém é mais laboriosa. Entretando, o resultado

. , . A [ . . 8|2
obtido neste caso é praticamente idéntico ao caso de um dtomo, sé que aqui Veng = U ,

isto é, o dobro do caso anterior, fazendo com que o modo da cavidade atinja o estado
assint6tico mais rapidamente.
Escrevendo (4.13) na representacao de interagao utilizando da transformacao unitéria

reversa UT obtemos:

2
pccw - %{ (N + 1) (2CL,OCCWCLT - pcavaTa’ - CLTCchaU) + N (2aTIOcava - pcavaaT - aancav)

-M <2apcava — Pean@Q — aapcav) - M (2aTIOcavaT - pcavaTCLJr - aTancav) }

4
+; {BrotBZ (pcava’Jr - ancav> + Brotﬁ){ (pcava - apcav) + hC} + ﬁccwpcav? (415)

2 * Q%
tal que 52 = |5, — |8,)°, N = % e M = —Bg?. Entao vemos que em nossa proposta
os atomos simulam um reservatorio de modos comprimidos para o modo da cavidade
levando-o ao estado coerente comprimido assintoticamente. O ltimo termo de (4.15) é

devido & parte coerente do estado, e se f3,,, = 0, para 3,8, # 0, temos um modo da

rot
cavidade interagindo com um reservatério comprimido ideal.

Para atestar a validade deste nosso esquema, resolvemos numericamente a equacao
mestra do sistema (3.8), descrita pelo Hamiltoniano (3.5). Para tal fim, consideramos
o modo da cavidade incialmente no estado de vicuo e que os dtomos sejam preparados
no estado |g). A fim de gerarmos um estado comprimido com fator de compressao r =
1 e angulo de compressao ¢ = 0, respeitando todas as condigoes previstas até agora,
escolhemos as amplitudes {25 = 4 = 0, implicando em £, ,, = 0, isto é, um deslocamento
nulo (o = 0); 1 = 200g, 2 = 152.3g; as fases relativas dos campos cldssicos ¢; = ¢, = 0;
as desintonias A; = 1000g e A; = 580¢, implicando em 3, = 0.2g e 8, = 0.269 e,
consequentemente, A = 0.17¢; e definimos as taxas de decaimento v =g e kK = 0.

Com esta escolha de parametros, calculamos a evolucao numérica do nimero médio de
fétons (n) = (a'a) e das variancias (AX2) = (X2) — (X)) (m = 1,2) das quadraturas
do campo da cavidade X; = 1/2 (a + aT) e Xo = 1/2i (a — aT), tanto para um quanto
para dois dtomos dentro da cavidade.

O valor esperado [28] para o nimero médio de fétons de um estado comprimido ideal,

(n) = sinh®(r) = sinh?(1) ~ 1.38, é alcangado assintoticamente tanto para um quanto para
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Figura 4.1: (a) Nimero médio de fétons (n) = (a'a) e (b) variéncia das quadraturas do
campo (AX2) = (X2) — (X, )? (m = 1,2), versus gt, para uma estado comprimido ideal
com fator de compressao r = 1.0. A linha sélida e a tracejada representam as solucoes
numéricas da eq. (3.8), enquanto que a linha pontilhada é o valor analitco esperado

calculado teoricamente.
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dois dtomos conforme mostrado na figura 4.1(a). Na figura 4.1(b), os valores esperados
para as variancias das quadraturas do modo da cavidade (AX?) = exp(2r)/4 ~ 1.85 e
(AX2) = exp(—2r)/4 ~ 0.034 também sao alcangados assintoticamente.

Como previsto anteriormente, o caso em que héd dois atomos na cavidade necessita de
um tempo menor para atingirmos os valores assintdticos. Este fato induz intuitivamente
que quanto mais dtomos tivermos menor serd o tempo para se atingir o estado estacionadrio,

porém é necessario confirmar tal fato.



Capitulo 5

Engenharia de Reservatério para os

atomos

Para construir um reservartério comprimido artificial para os dtomos, inicialmente vamos
desligar os campos cldssicos 3 e 4, ou seja, (23 = 2y = 0. Em seguida, vamos reescrever

(3.5) na forma:

Hef = Qa'a + Ra' + R'a, (5.1)
tal que:
R = B,ST+ B,5; (5.2a)
= 5*{5 + B85St (5.2b)
Q= Z 10,00, + 10%,) (5.2¢)
com S = ZJ yol, e ST = Zj Lol [31].

Levando em conta tanto os efeitos dissipativos da cavidade como dos &tomos, a

dindmica do sistema é governada pela equagao mestra total:

pT = ‘COpT + 'Ccava + »Cat,OT (53)

sendo, para T'= 0K (7 = 0), os superoperadores definidos como anteriormente:

Lopr = —i[Hef, pr]; (5.4a)

Leavpr = (2apTa —d'apy — pra'a); (5.4b)

l\DI\Q

2
Lapr = Z Qgi;ePTOig — Prole — UiePT) . (5.4c)
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Trabalhando no regime em que a luz escapa da cavidade mais rapidamente que o seu
tempo de interagdo com os atomos (cavidade de "baixo fator de qualidade"), isto &, k >
18,1, Im:] , e que o decaimento dos niveis fundamentais atdmicos podem ser negligenciados
uma vez que o tempo de vida desses niveis pode ser muito maior que o tempo de interacao
entre o 4tomo e o modo da cavidade, ou seja, v < |3,], |n;|, podemos assumir que o estado
da cavidade é sempre um estado estaciondrio e o estado total pode ser escrito de forma
separavel:

Pr = Prow ® p- (5.5)

Desse modo, o operador densidade atomico pode ser obtido via equagao:

p = TTeqr {EO/ dTeEc““Tﬁopifw} P+ Lap, (5.6)

0
que nada mais é que uma eliminacao adiabatica no modo do campo mais rigorosa do que
a feita no capitulo anterior para os niveis atomicos [36, 37].

Substituindo (5.1) em (5.6) e aplicando o superoperador L:

p=- /OOO dT{ {a(t+7)a(t),, (R'R'p— R'pR") +(a(t +7)d' (1)) , (R"Rp— RpR')
+{a(t+7)aa(t)), (R'Qp—QpR') + (a' (t+7)a(t)), (RR'p— R'pR)
+(a' (t+7)a" (1)), (RRp — RpR) + {a' (t + 7)ala (t))  (RQp — QpR)
+(dla(t+7)a(®)), (QR'p—R'pQ)+ (ala(t+7)a’ (t)) (QRp— RpQ)
+ (ala(t +7)d'a (1)) (QQp - QpQ) + (a(t)a(t+1)),, (PR'R! — RTpRT)
+(a@t)at (t+7)), (PR'"R— RpR") + (a(t)a'a(t+ 7))  (pR'Q — QpR')
+(a'" @) a(t+7)), (PRR'— RpR) + (a' (t)a' (t + 7))  (bRR — RpR)

+ {a" (t)a'a (t + 7)., (PRQ — QpR) + {(a'a (t)a(t+ 7). (pQR' — R'pQ)

F{da(t)al (¢4 7)), (pQR — Rp@) + (ala(t)ala(t + 7)), (000 — QpQ)

Ss

+ Lap, (5.7)
(XOY (t+7))ss = I (XOY (E+7)) = Treq Ve (p25,X)] 5 (5.8a)
(X(t+ 7)Y (t))ss = Hm (X (¢ + 7)Y (1)) = Treq [XeFeT (Vi) . (5.8b)

Os termos da equagao (5.7) sao calculados via "Quantum Regression Formula" [38],

cujas funcoes de correlacao de segunda ordem nao nulas obtidas assintoticamente para o
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nosso caso sao (Apéndice A):
(a(t +7)al (t))ss = (a(t)aT (t + 7))ss = €727 (5.9)

Assim, utilizando destes resultados, obtemos a seguinte equagao para o operador den-

sidade reduzido atomico:
2
p==(2RpR" — pR'R — R'Rp) + Laup, (5.10)
K
ou

p = %{(N +1) (25pST — pSTS — STSp) + N (257pS — pSSt — SSTp)  (5.11)
—M (25pS — pSS — SSp) + —M* (25TpSt — pSTST — STSTp)} + Larp,

com
8% = 185" = 18,1 (5.12a)
N = ‘%2'2; (5.12b)
M = _6;{233; (5.12¢)
2
Keng = %. (5.12d)

Vemos que (5.11) representa o sistema atoémico de dois niveis efetivo sujeito a um
reservatério comprimido artificial, isto é, o modo da cavidade comporta-se como um reser-
vatério comprimido com taxa de decaimento efetivo Kepg. E importante salientar que a
acao dissipativa provocada pelo ambiente, considerada pelo termo L, p, leva o sistema
a um reservatorio de viacuo comprimido nao ideal para os d&tomos. Porém, em nosso es-
quema assumimos que v < |3;], |1;], isto &, este termo dissipativo é pouco relevante como
discutido anteriormente. A equac@o mestra (5.11) é idéntica a obtida na Ref. [30], porém,
aqui, consideramos dtomos de trés niveis ao invés de cinco niveis como na referéncia acima

citada.

5.1 Anadlise da equagao mestra efetiva atomica

Nesta secao faremos, primeiramente, uma andlise da solugao analitica de (5.10), mostrando
qual deve ser a escolha dos parametros livres de nosso esquema para que o estado assin-

tético obtido seja um estado emaranhado, relativo a base de Bell, entre os dois dtomos.
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Logo apds, mostraremos a evolu¢ao numérica de (5.3) a fim de validarmos o presente

esquema.

5.1.1 Solugao analitica da equacao mestra efetiva atomica

Para encontrar o estado estaciondrio de (5.10) considerando 7y = 0, resolvemos as equagoes
diferenciais acopladas dos elementos de p na base {|ee), |eg), |ge), |gg)}, tal que conven-

cionamos os elementos de p como:

ee|plee) (eelpleg) (eelplge) (eelplgg

P11 P12 P13 P4
Pl P22 P2z Poa

(
B B
p= = (5.13)
( gelplgg
(

99lplgg

Pis P23 P33 Psa gelplee

) )
eglplee) (eglpleg) (eglplge
K K
Pla P31 P3a Pas ) )«

)
)
gelpleg)  (gelplge)
gglpleg) (gglplge)

{
{
{
{

)
eglplgg)
)
)

gglplee

Antes disso, vale ressaltar que os estados livres de decoeréncia ("dark states") do

sistema, isto é, os autovetores de R com autovalor nulo, sao:

) = % (Ig€) — leg)) (5.14)

Bl
D(1811, 182l 0)) = | =52 l99) — lee), (5.15)
18:I" + 16, 18a1" + 181
onde ¢ = ¢, — ¢, (diferenca de fase entre os lasers 1 e 2). Vemos que no caso de |3,] = |5,],

|D(|511,18s], @) = |®(¢)) = |®F) para ¢ = 7 e ¢ = 0 respectivamente. Portanto, s6 o
estado de Bell

) = % (Ig€) + leg)) (5.16)

nao é um estado livre de decoréncia em nosso esquema.

As equagoes diferenciais acopladas dos elementos de p sao:

P = (4/k) [|ﬁ1|2 (Pag + Pa3 + o3 + p33)—2 |52|2 p11—B1B2p14+B155014) (5.17a)

pra = (2/k) [|51|2 (2p24 4 2p34 — P12 — P13) — |52|2 (3p12 + p13) + 281 85(01, (5.17b)

+p13 = P34)]

Pz = (2/K) [‘51|2 (2p24 +2p34 — P12 — P13) — |52‘2 (3p13 + p12) + 2B155(p1, (5.17c)

+p13 — P34)]
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Pra = (4/K) [B155 (pag + pog + Pz + P33 — P11 — Pas) — (|51’2 + |52|2) on (5.17d)

P = (2/K) 2181 pas + 21820 p11 — (|51|2 + |52|2) (2p90 + P23 + P33) (5.18a)

+2B81B9p14 + 28155014]

Py = (2/K)[2 |51|2 Paa + 2 ‘52|2 P11 — (|51|2 + |52|2) (Pag + 2p93 + P33) (5.18b)

+2B81B9p14 + 28155014

P = (2/K) [~ ’51|2 (3p24 + p34) + |52’2 (2p12 + 2013 — Pag — P3a) +26,85(p34  (5.18c)

+p34 — Pa1)]

P33 = (2/“) [2 |51‘2 Pag +2 ‘52‘2 P11 — (‘51‘2 + |52’2) (P23 + pa3 + 2/033) (5-18(1)
+261 82014 + 281850714

psa = (2/K) [~ |51|2 (Poq + 3p3q) + |52|2 (2019 + 2p13 — Pog — p3g) + 26, 85(p5,  (5.18e)

+p34 — Pi3)]

pag = (4/K) [|/32|2 (Pag + Paz + Pag + p33) — 2 |51|2 Pas — B1Bap1s + 5153:%4] (5.18f)

A seguir, vamos mostrar a solugao estaciondria dos elementos de p para os casos

|85 = 151] e |Ba| # |5,] separadamente, pois apresentam resultados distintos.

a) Caso em que 3, =15, (¢ =0(+) e ¢ =7(—))

Neste caso temos que a solugao estaciondria (t — oo) é dada por:

P — %{SPH (0) F 14 (0) F P14 (0) + 34y (0) + pag (0) + pa3 (0) (5.19a)

+p33 (0) + p33(0) }

Pa — %{3/)14 (0) F 11 (0) F pag (0) + 3014 (0) & pag (0) £ pog (0) (5.19b)

+p53 (0) £ p33 (0)}

P22 — é{ﬂn (0) & p14 (0) &= 14 (0) + paq (0) + 3pgs (0) — pa3 (0) (5.19¢)

—pa3 (0) + 3p33 (0)}
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P2z — %{Pn (0) & p14 (0) &= 14 (0) + paq (0) — Pz (0) + 3pa3 (0) (5.19d)

+3055 (0) — p33 (0)}

Pas = P115 P33 = Pa25 P12 = P13 = Pos = P34 =0 (5.19€)

Olhando para (5.19), vemos que o estado assintético depende do estado atdémico inicial,

como podemos observar no quadro abaixo:

Estado inicial | |ee) (Igg)) | leg) (Ige)) | [®(m)) = [®F) | [2(0)) = |@7) | [¢") | [¢7)

Estado final para:
By =54 X3 XI X; |(I)_> Xgr |¢_>
By = —54 X?T Xy |(I)+> X5 X5 W)_)

tal que X3°, Xi e X sdo matrizes densidade de estados mistos dadas por:

3 00 +1
0 11 0
thzl ; (5.20)
8 o 11 o0
+1 0 0 3
1
7 [+ 95,5, 127) (@7 | + (1405, 5,) [27) (7] + o) (v7 ]

. 0
Xi=3 : (5.21)

3 119 (@] 24y (0| + 197) (]

1 00 =1

1 1 1 0
XF=- (5.22)

0 11 0

+1 0 0 1

2 19%) (@] + 19) (]
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A partir do quadro acima, confirmamos que os estados [¢p7), |®T) quando ¢ = 7w e [P7)

quando ¢ = 0 sao estados livres de decoeréncia; e vemos que nao é possivel gerar estados

emaranhados no caso de |3, = |5;|. Isso se deve ao fato de que, quando |5,| = |34], R

torna-se um operador hermiteano (R = R’ a menos de uma fase global), e sendo assim,

nao podemos gerar um estado emaranhado assintoticamente através de (5.10) conforme

constatado na Ref. [39].

b) Caso em que |B,| # |54

Aqui, a solucao estaciondria é

2
P 2 (|51||261—i|- |62|2) {2011 (0) + P22 (0) + a3 (0) + 3 (0)
+p33 (0) +2p44 (0)};
Pia — 2 <|51_‘26:-B|252|2) {2011 (0) + pas (0) + pas (0) + p25 (0)

+p33 (0) + 2p44 (0) };
P22 — }1{022 (0) = pag (0) — p35 (0) + p33 (0) };

2
Paa — 9 (|51|‘§2"|‘ |52|2) {2011 (0) + pa3 (0) + pa3 (0) + p33 (0)

+p33 (0) + 2p44 (0) };

P2z = —Pa2; P33 = Paai  Pia = P13 = Pag = P3g = 0.

(5.23a)

(5.23b)

(5.23c)

(5.23d)

(5.23e)

Os estados assintéticos obtidos a partir de estados atomicos iniciais variados sao

mostrados no quadro abaixo.

Bstado inicial | [ec) (l99)) | leg) (lge) | 1) | (@) |19} | Jut) | [97)

Estado assintético | |®) | Xo | [9) | |2) ||2) ] [®) | [v)
tal que
Xl 0 1/2 1/2 0 | 520
2 0 1/2 1/2 0

S 12) @]+ o) (w ]

com |®) dado por (5.15).
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Além da confirmagao dos estados [¢)7) e |®) serem livres de decoeréncia, vemos que é
possivel gerar o estado emaranhado |®) quando preparamos inicialmente os dtomos nos
estados |ee) (|gg)), |®T), |®7) e |¢"). Foi visto anteriormente que |®) se aproxima dos
estados de Bell |®*) quando 3, — Ff3,. Portanto nosso esquema é capaz de gerar um

estado emaranhado |®) com fidelidade [40] de

_ |ﬁ1|2 + ’52‘2 F 2(B4]|B5| cos (o)
2 (184 + 164]%)

em relacdo aos estados de Bell |®%). Vemos que a fidelidade nunca poders ser igual &

F(19).19%)) = [(@|2*)|” (5.25)

unidade j& que este resultado nao é valido para |5, = |34].

E interessante observar também que |®(0,|5,],0)) = |gg) e [®(|5,],0,0)) = |ee),
isto é, é possivel em nosso esquema gerar os estados |gg) e |ee) dependendo do estado
atdomico preparado inicialmente; e que, se |eg) (|ge)) for preparado inicialmente, obtemos

um estado misto dado pela matriz densidade Xg.

5.1.2 Solucao numeérica da equacao mestra efetiva atébmica

Nesta se¢ao resolvemos numericamente a equagao mestra total (5.3) para a verificagao da
validade dos resultados obtidos analiticamente. Para isto, assumimos o modo da cavidade
no estado de vicuo inicialmente e mostramos a evolugao dos elementos da matriz densidade

para alguns dos estados atomicos iniciais estudados anteriormente.

Caso em que |3,| # |54]

Para o caso em que |3,| # |34], utilizando |Q5]| = 10g, Ay = 100g, || = 9.05g9, Ay =
81.82¢g, Kk = g e v = 0, que nos dao |3,| = 0.1g, |5,] = 0.111g, n, = 0.01g e n, = 0.012g,
obtivemos a evolu¢ao dos elementos de p e mostramos: i) a geracao dos estados |P(¢)) =
V0.45|gg) — €1/0.55|ee), com fidelidade de 99,7% em relacao aos estados de Bell |®+),
para ¢ = 7 (Fig. 5.1(a)) e ¢ = 0 (Fig. 5.1(b)) considerando |gg) como estado inicial;
ii) a geragao do estado X4 para ¢ = 0 considerando |ge) com estado inicial conforme a
Fig. 5.2; iii) a geracao do estado |®) = v/0.45|gg) + +/0.55|ee) para ¢ = 7 considerando
|®t) (Fig. 5.3(a)) e |®7) (Fig. 5.3(b)) como estados iniciais; iv) a geragdo do estado
|®) = v/0.45|gg) + +/0.55|ee) para ¢ = 7 considerando [¢)") como estado inicial (Fig.
5.4(a)) e a confirmagao de que [1)”) é um estado livre de decoeréncia considerando ele

mesmo como estado inicial (Fig. 5.4(b)).
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Observando da Fig. 5.1 & Fig. 5.4 vemos uma excelente concordancia entre os resul-
tados previstos analiticamente e os obtidos numericamente.
Os elementos p;y, P13, P24 € P34 Nao foram inseridos nas figuras pois eles sempre sao

nulos para as condigoes iniciais escolhidas aqui.
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Figura 5.1: Evolucao numérica dos elementos da matriz densidade atémica mostrando
(a) a geracao do estado atomico |® (7)), e (b) a geragao do estado |® (0)), para ¢ = 0,

considerando |gg) inicialmente para ambos os casos.

Caso em que |3,| = |34]

Para o caso em que |5, = |f,], utilizando || = |Q] = 10g, Ay = Ay = 100g, ¢ = 0,
k=g e~y =0, quenos dao |5,| = |By] = 0.1g e n; = ny = 0.01g, obtivemos a evolugao
dos elementos de p e mostramos: i) a geracdo do estado X; considerando |gg) como
estado inicial (Fig. 5.5(a)) e a geracao do estado X considerando |ge) com estado inicial
(Fig. 5.5(b)); 4i) a geragao do estado X (Fig. 5.6(a)) considerando |®T) inicialmente

e a confirmagao de |®~) ser um dark state considerando ele mesmo como estado inicial



5. Engenharia de Reservatorio para os dtomos 38

11

—— Resultados numéricos

2 00- - - - Resultados analiticos esperados
_0’1_-
02-
_0’3_. .............
-0,4-,.,.,.,.,.,.I
0 2000 4000 68%)0 8000 10000 12000

Figura 5.2: Evolugao numérica dos elementos da matriz densidade atémica mostrando a

geragao do estado misto dado por Xg considerando |ge) inicialmente.
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Figura 5.3: Evolugao numérica dos elementos da matriz densidade atémica mostrando a

geracao do estado atomico |®), para ¢ = 7 , considerando (a) |®T) e (b) |®7) inicialmente.
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Figura 5.4: Evolucao numérica dos elementos da matriz densidade atomica mostrando
(a) a geragao do estado atdomico |®), para ¢ = 7 , considerando |¥™) inicialmente e (b) a

confirmacao de |U~) ser um dark state quando este é preparado inicialmente.
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(Fig. 5.6(b)); 7ii) a geragao do estado X (Fig. 5.7(a)) considerando |¥™) inicialmente
e a confirmagao de |¥~) ser livre de decoeréncia considerando ele mesmo como estado
inicial (Fig. 5.7(b)).
Observando da Fig. 5.5 a Fig. 5.7 vemos, como no caso anterior, uma excelente
concordancia entre os resultados previstos analiticamente e os obtidos numericamente.
Com todos esses resultados, confirmamos que o nosso esquema é capaz de gerar estados
satisfatoriamente préximos aos estados |®*) de Bell, além de proteger os estados |®1),

|®~) e |[U7), mas ndo é capaz de gerar nem de proteger o estado |¥™T).
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Figura 5.5: Evolugao numeérica dos elementos da matriz densidade atémica mostrando (a)
a geragao do estado atoémico misto X; considerando |gg) inicialmente e (b) a geragao do

estado atomico misto X, considerando |ge) inicialmente.
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Figura 5.6: Evolugao numeérica dos elementos da matriz densidade atémica mostrando (a)
a geragao do estado atomico misto X considerando |[®T) inicialmente e (b) a confirmagao

de |®~) ser livre de decoeréncia considerando ele mesmo como estado inicial.
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Figura 5.7: Evolugao numeérica dos elementos da matriz densidade atémica mostrando (a)
a geragao do estado atomico misto X considerando |¥*) inicialmente e (b) a confirmagao

de |U~) ser livre de decoeréncia considerando ele mesmo como estado inicial.



Capitulo 6

Conclusao

Apresentamos aqui um estudo teérico de engenharia de interagoes e de reservatorios, na
manipulacao da interagao d&tomo-campo, para a geracao de estados coerentes comprimidos
para o modo do campo de radiacao da cavidade e para a geracao de estados emaranhados,
da base de Bell, entre os dtomos.

O sistema investigado neste projeto consiste em dtomos/fons que interagem com modos
do campo de radiacao aprisionados em cavidades. Os dtomos, cujos estados eletronicos
sao preparados adequadamente, interagem com o modo estaciondrio do campo. Nesse
caso, tanto os dtomos como os campos de radiagao estacionarios foram tratados quanti-
camente, sendo a interacao entre os mesmos descrita pelo modelo de Jaynes-Cummings
[27, 28]. Para manipular a intera¢ao dtomo-campo, empregaram-se entao campos cldssicos
externos. Desse modo, os dtomos foram utilizados para manipular a dindmica do campo
de radiagao quantico e vice-versa.

Inicialmente, construimos uma interagao, obtida pela técnica descrita na ref. [33],
baseada num Hamiltoniano efetivo que representa uma interagao do tipo Jaynes- Cummings
e uma anti-Jaynes-Cummings simultaneamente [29], tornando-nos capazes de construir
um reservatorio de modos comprimidos artificial tanto para o modo da cavidade quanto
para os atomos.

No capitulo 4, mostramos como gerar um estado coerente comprimido robusto para o
modo da cavidade, considerando uma taxa de decaimento atomica muito forte e uma cavi-
dade de alta qualidade. Essa realizacao foi possivel gragas a simulacao de um reservatério
comprimido para o modo da cavidade feita pelos dtomos.

No capitulo 5, através da construcao de um reservatério comprimido artificial simulado
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pelo modo da cavidade (devido a este ter uma forte taxa de decaimento), mostramos que
¢ possivel gerar estados emaranhados com fidelidade acima de 90% em relacao a dois
estados emaranhados relativos 4 base de Bell, a saber |®*), como na Ref. [30], s6 que
utilizamos dtomos de trés niveis ao invés de cinco como na referéncia citada anteriormente.
Verificamos também que os estados de Bell |®*) (8, = F;) e |¥ ™) sdo estados livres de
decoeréncia em nosso esquema. A falha do esquema na geracao dos estados |¥U¥) serve
como uma motivagao para a procura de um protocolo diferente no qual consigamos tal
feito num trabalho futuro.

E como obtemos um estado emaranhado relativamente robusto para os dtomos, uma
outra proposta futura é dar continuidade ao trabalho [41] utilizando de sua receita geral
para construir evolugoes coerentes nao adiabéaticas de dois qubits guiadas por reservatorios

artificiais para proteger estados de superposicao nao estaciondrios.
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Apéndice A
"Regression Quantum Formula"[38]

Para calcular as fungoes de correlagdo dadas por (5.8), utilizamos desta técnica para
facilitar nossos calculos. Apresentaremos aqui como utiliza-la.
Dado um conjunto completo de operadores A, (1 =1,2,...) tal que seu valor médio

possui a propriedade
d
- (Au) =Tr (pA,) Z i (Ay) (A1)

para algum conjunto de constantes M, », entao podemos escrever um conjunto de equagoes

diferenciais para as fungoes de correlacao (O(t)A,(t+ 7)) e (A, (t 4+ 7)O(t)), tal que

d
(O A(t+7)) = ZMM AN+ 7)); (A.2)
AT = Mt + 0 (A3)

onde O (t) pode ser qualquer operador do sistema.

A.1 Calculando as funcoes de correlagao

Vamos dar um exemplo de como fazer este cédlculo.

Primeiramente, a partir de (A.1) e considerando p sendo dado por (5.3), temos

2 a(®) = =3 (a(n): (A4)
ot (1) =~ (at (1) (A5)
%@T (B a @)y =—r{al ) a(®)); (A.6)
Lyt (1)) = —x ((a () at (1)) — 1) (A7)
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Como exemplo, vamos calcular

(a(t +7)al(t))ss = lim (a(t + 7)al(t)) = Treap [ae" (a'pls,)] . (A.8)

t—o00

Vemos que aqui A, =ae O = al.
Antes precisamos calcular
d d i
oAt +7)0()) = D Ma(AN(E+7)O)) = S lalt +7)al()). (A.9)
A

Para isto precisamos olhar para (A.4), ja que A, = a, para descobrimos os coeficientes

M, . Dai vemos que s6 hd um coeficiente M = —5, para Ay = A, = a.
Entao,
d
E(a(t + 7)al(t)) = M{Ax\(t +7)O(t)) = —g(a(t + 7)al (t)). (A.10)

Integrando (A.10), obtemos que
(a(t 4+ 1)a'(t)) = a(t)al (t)e 2. (A.11)

Integrando (A.7) vemos que

K

{a@)a' (1)) =e 2" ({a(0)a’ (0)) — 1) + 1. (A.12)
Portanto,

(a(t +7)a'(t))ss = lim{a(t+7)a'(t))

t—o00

= lim (a(t)a'(t)) e”

t—o0

N|x

T (A.13)
Calculando através de (A.12) que limy_.o (a(t)a'(¢)) = 1, finalmente chegamos que

(a(t +7)al(t))ss = Treaw [a™ (a'pi,)] = ea (A.14)



