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Resumo

Nesta dissertação, apresentamos uma equação mestra generalizada para um sistema

constitúıdo de N átomos de dois ńıveis bombeados por um campo clássico, interagindo

com um reservatório. O tipo do reservatório pode ser: (a) térmico, (b) vácuo comprimido.

Uma equação mestra foi deduzida, para o sistema, nas aproximações de Born e Markov.

A aproximação de campo médio é feita para o sistema de muitos corpos, desta maneira

obtemos uma equação mestra não linear para um átomo representativo do sistema. Dis-

cutimos o comportamento ópitico biestável do campo de sáıda, e analisamos o quanto este

fenômeno é senśıvel ao número de átomos, ao tipo de acoplamento átomo-reservatório e

aos parâmentros do reservatótio.
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Abstract

In this dissertation, we present a generalized master equation for a system of N two-

level atoms pumped by a classical field, interacting with a reservoir. The kinds of reservoirs

are assumed: (a) thermal, (b) squeezed vacuum. A master equation for the system was

derived under Born and Markov approximations. The mean field approximation is done

for the many-body system, so we obtain a non-linear master equation for a representative

atom of the system . We discuss the optical bistable behavior of the output field, and

analyze how much this phenomenon is sensitive to the number of atoms, the atom-reservoir

coupling and to the parameters of de reservoir.
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1 Introdução

Sistemas f́ısicos fechados constituem uma aproximação para o mundo real, pois não

levam em conta a interação do sistema com o resto do universo. De maneira geral na

natureza um sistema f́ısico pode ser fortemente influenciado pelo meio que o cerca. A

dinâmica de sistemas quânticos abertos tem sido tratada via teoria quântica de relaxação,

acoplando-se o sistema de interesse a um reservatório [1–5], o qual simula o meio ambiente,

que consiste em um conjunto de muitos graus de liberdade, sendo o responsável pelos

processos irreverśıveis.

Ao estudarmos um simples átomo de dois-ńıveis, temos que considerar que este está

acoplado a um reservatório térmico (que pode ser simulado por um conjunto de os-

ciladores), desta forma podemos descrever efeitos como a largura de linha espectral e

o decaimento atômico [6, 7]. Outro efeito devido a presença de um reservatório é a perda

de informação contida nas correlações de fase de um estado de superposição, ou perda

de coerência [8–10]. Gardiner [11] mostrou que um reservatório de vácuo comprimido pode

alterar sensivelmente os processos de perda de coerência para átomos de dois ńıveis.

Um sistema constitúıdo de N átomos de dois ńıveis foi originalmente estudado por R.

H. Dicke em 1954 [12], o qual previu teoricamente que, sob certas circunstâncias, a taxa

de radiação emitida é proporcional ao quadrado do número de átomos. Este fenômeno é

conhecido como superradiância, e foi observado experimentalmente por N. Skribanowitz

et al [13]. A superradiância consiste na emissão espontânea coletiva de um pulso eletro-

magnético gerado por um sistema constitúıdo de N átomos de dois ńıveis, onde os átomos

são preparados no estado excitado, e decaem espontaneamente para o estado fundanemtal

em um intervalo de tempo inversamente proporcional ao número de átomos do sistema,

τ ∝ N−1. Desta forma a intensidade da emissão torna-se proporcional a N2, uma vez que

energia total irradiada pelos N átomos é N~ω0.

A emissão coletiva deste sistema constitúıdo de N átomos de dois ńıveis foi estudado

por Agarwal que, utilizando técnicas formais de equação mestra nas aproximações de
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Markov e de Born, obteve uma equação mestra linear para um conjunto de N átomos
[14–17]. Em [18] os autores deduziram uma equação mestra não linear na aproximação de

campo médio para p < N átomos a partir da equação mestra obtida por Agarwal. Uma

variação da equação obtida em [18] foi utilizada para estudar os efeitos de biestabilidade

óptica considerando um reservatório de vácuo comprimido [19].

O comportamento biestável do campo emergente de um sistema constitúıdo de N

átomos de dois ńıveis foi estudado numericamente por McCall [20] em 1974 e observado

experimentalmente em 1976 por Gibbs et al [21]. Com o intuito de estudar posśıveis

dispositivos aplicando biestabilidade óptica, Bonifacio e Lugiato [22, 23] propuseram um

modelo teórico analiticamente solúvel para explicar este fenômeno. Desde então este

sistema de N átomos bombeados por um campo clássico e acoplados a um reservatório,

térmico ou de vácuo comprimido, tem sido um problema basteante conhecido na literatura
[24–33]. O fenômeno de biestabilidade óptica consiste no controle de luz por luz, ou seja,

podemos obter uma relação entre o campo de sáıda a partir do campo de entrada, o que

pode permitir a construção de dispositivos ópticos.

Neste trabalho com o objetivo de estudar o comportamento biestável apresentado

entre os campos de entrada e de sáıda em uma amostra constitúıda de átomos de dois

ńıveis, primeiramente estudamos os posśıveis efeitos do campo clássico no acoplamento

átomo-reservatório, obtendo uma equação mestra não linear para um átomo representativo

da amostra a partir de uma equação mestra linear para N . Utilizando a equação mestra

não linear estudamos como os diferentes tipos de acoplamento átomo-reservatório podem

influenciar o fenômeno de biestabilidade óptica.

A disposição dos caṕıtulos desta dissertação foi elaborada de modo a permitir que o

leitor tivesse uma visão sequencial do que foi estudado e desenvolvido durante este peŕıodo

de mestrado. No caṕıtulo 2 apresentamos as idéias de teoria quântica de relaxação via

equação mestra. Este caṕıtulo inicial é dedicado aos que irão se iniciar no estudo de

equações mestras. Apresentamos os conceitos básicos envolvidos e calculamos alguns

exemplos de equações mestras. No caṕıtulo 3 desenvolvemos o formalismo para o cálculo

de uma equação mestra generalizada, onde levamos em consideração um campo clássico

bombeando o átomo de dois ńıveis, modificando a estrutura da equação mestra. No

caṕıtulo 4 apresentamos ao leitor a equação mestra não linear um pouco diferente da

obtida em [19] para um átomo representativo da amostra, onde agora o campo clássico

pode interferir no acoplamento átomo-reservatório e consequentemente na dinâmica dos

valores médios do sistema. No caṕıtulo 5 estudamos o comportamento biestável do campo
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emergente de uma amostra constitúıda de N átomos de dois ńıveis (acoplados a um

reservatório) bombeados por um campo eletromagnético clássico, e como o fenômeno de

biestabilidade é afetado pelos parâmetros do reservatório, assim como pelo acoplamento

átomo-reservatório. E finalmente no caṕıtulo 6 apresentamos nossas conclusões sobre o

estudo realizado.
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2 Teoria quântica da relaxação
via Equação Mestra

2.1 Operador Densidade

Um sistema f́ısico quântico pode ser representado por um vetor de estado |ψ〉, o qual

contém toda a informação sobre o mesmo, que foi previamente preparado e caracterizado.

Entretanto, em muitas situações o vetor de estado do sistema não pode ser determinado

exatamente, e a informação a respeito do mesmo é representada por uma distribuição de

probabilidades, ou seja, podemos simplesmente dizer que o sistema tem probabilidade Pi,

(0 ≤ Pi ≤ 1,
∑

i

Pi = 1, i = 1...N , onde N é o número de sistemas no ensemble), de ser

descrito por um estado |ψ(i)〉.

O sistema que se encontra em um estado puro |ψ〉 tem sua evolução temporal descrita

pela equação de Schrödinger

i~
∂|ψ〉
∂t

= H|ψ〉, (2.1.1)

onde H é o hamiltoniano do sistema.

Para obtermos informação do sistema associada a um observável A basta calcular o

seu valor esperado,

〈A〉 = 〈ψ|A|ψ〉 (2.1.2)

e seus momentos de ordem mais alta

〈An〉 = 〈ψ|An|ψ〉, n ≥ 2. (2.1.3)

Quando o sistema não pode ser representado por um único vetor de estado dizemos

que este se encontra em uma mistura estat́ıstica de estados, ou seja, tem probadilidade

P1 de estar no estado |ψ1〉, P2 de estar no estado |ψ2〉, P3 de estar no estado |ψ3〉, e assim

por diante. No entanto é importante observarmos que mistura estat́ıstica de estados é
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diferente de um estado de superposição ( que é um estado puro).

Por exemplo, sejam dois sistemas idênticos preparados inicialmente de formas difer-

entes, S1 e S2, S1 é caracterizado por um estado puro e normalizado |ψ〉 = a|ψa〉+ b|ψb〉,
(|a|2 + |b|2 = 1), e o sistema S2 se encontra em uma mistura estat́ıstica de estados, com

probabilidade Pa = |a|2 de ser encontrado no estado |ψa〉, e Pb = |b|2 de ser encontrado

no estado |ψb〉. Sejam |ψa〉 e |ψb〉 autoestados do observável O, ou seja, O|ψa〉 = oa|ψa〉
e O|ψb〉 = ob|ψb〉, teremos como posśıveis resultados de uma medida deste observável em

S1 e S2 os autovalores oa com probabilidade |a|2 e ob com probabilidade |b|2 para ambos

os sistemas. Embora os resultados pareçam ser idênticos, estes dois sistemas podem ser

distinguidos fazendo-se medidas de interferência entre os estados |ψa〉 e |ψb〉, o que será

observado no sistema S1, que é um estado superposto, e não será observado no sistema

S2, que é uma mistura estat́ıstica de estados.

Para obtermos o valor esperado de um observável A em um sistema representado por

uma mistura estat́ıstica de estados, tomamos a média de A em um ensemble [7], onde

〈A〉i = 〈ψ(i)|A|ψ(i)〉, de maneira que

〈A〉 =
∑

i

Pi〈ψ(i)|A|ψ(i)〉. (2.1.4)

Escolhendo uma base de estados do sistema, ortogonal e completa,
∑

j

|φj〉〈φj| = 1,

〈φi|φj〉 = δi,j é fácil verificar que a equação (2.1.4) pode ser reescrita como

〈A〉 =
∑

j

〈φj|
∑

i

Pi|ψ(i)〉〈ψ(i)|A|φj〉, (2.1.5)

e podemos definir o operador densidade do sistema como

ρ =
∑

i

Pi|ψ(i)〉〈ψ(i)|. (2.1.6)

Uma vez definido o operador densidade podemos calcular o valor esperado de um

observável A substituindo a equação (2.1.6) em (2.1.5) e obtemos a seguinte expressão

〈A〉 = Tr(ρA). (2.1.7)

O operador densidade ρ representa a descrição mais geral de um sistema quântico,

pois ele tanto pode descrever misturas estat́ısticas ou estados puros. O operador densidade

puro é representado por ρ = |ψ〉〈ψ| (um elemento do ensemble).
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Algumas propriedades do operador densidade ρ podem ser facilmente verificadas

1. O operador densidade é positivo definido: seus elementos diagonais são reais e não

negativos (〈φi|ρ|φi〉 ≥ 0,∀|φi〉);

2. O operador densidade é Hermitiano ρ = ρ†;

3. Trρ = 1, onde Trρ =
∑

j

〈φj|ρ|φj〉, que representa a condição de estados normal-

izados, ou seja, 〈ψ(i)|ψ(i)〉 = 1 uma vez que
∑

i

Pi = 1;

4. Trρ2 ≤ 1, para demonstrar esta propriedade primeiramente escreveremos o oper-

ador densidade em uma base diagonal,

ρ =
∑

k

ρkk|φk〉〈φk|

=
∑

k

pk|φk〉〈φk|, (2.1.8)

onde

pk = 〈φk|ρ|φk〉
=

∑
i

Pi〈φk|ψ(i)〉〈ψ(i)|φk〉, (2.1.9)

sendo 0 ≤ pk ≤ 1 e

∑

k

pk =
∑

k

∑
i

Pi〈φk|ψ(i)〉〈ψ(i)|φk〉

=
∑

i

Pi = 1. (2.1.10)

Desta maneira podemos escrever

Trρ2 =
∑

j

〈φj|ρ2|φj〉

=
∑

j,k,k′
pkpk′〈φj|φk〉〈φk|φk′〉〈φk′|φj〉

=
∑

k,k′
pkpk′δkk′〈φk|φk′〉

=
∑

k

p2
k ≤ 1 (2.1.11)

onde Trρ2 será igual a 1 se ρ = |ψ〉〈ψ|, que é um estado puro. Esta relação permite

medir a pureza do sistema, visto que para Trρ2 < 1 temos uma mistura estat́ıstica
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e para Trρ2 = 1 um estado puro.

A evolução temporal do operador densidade é descrita pela equação de Liouville-von

Neumann [4]

∂ρ

∂t
= − i

~
[H ,ρ], (2.1.12)

onde H é o operador hamiltoniano do sistema. A equação (2.1.12) pode ser obtida a

partir da equação de Schrödinger[34].

Nas seções subsequentes o operador densidade descreverá um sistema constitúıdo por

dois subsistemas; o subsistema S (que pode ser um átomo de dois ńıveis), em cujas

propriedades f́ısicas estamos interessados, que interage com um outro subsistema R (um

reservatório de radiação). Consideraremos que, inicialmente, os dois subsistemas estão

desacoplados, desta forma podemos escrever o operador densidade deste conjunto como

ρSR(0) = ρS(0)⊗ ρR(0)

≡ ρS(0)ρR(0). (2.1.13)

O operador hamiltoniano que descreve este sistema composto é

HS+R = HS + HR + HSR, (2.1.14)

onde HS é o hamiltoniano do átomo (ou do sistema f́ısico que está em contato com o

resevatório), HR é o hamiltoniano do reservatório e HSR é o hamiltoniano de interação

átomo-reservatório. Estes hamiltonianos serão apresentados nas seções subsequentes.

Uma vez calculada a evolução temporal do operador densidade ρSR(t), a informação

sobre o átomo (subsistema S apenas) estará contida no operador densidade reduzido

ρS(t), que é obtido calculando o traço do operador ρSR(t) em relação às variáveis do

reservatório [1–5], ou seja,

ρS(t) = TrRρSR(t). (2.1.15)

Desta forma podemos obter o valor esperado de um operador C do subsistema S em

um dado tempo t a partir das equações (2.1.7) e (2.1.15)

〈C〉 = TrS (ρS(t)C)

= TrS (TrR (ρSR(t)) C) . (2.1.16)

Na próxima seção deduziremos a equação mestra que rege a dinâmica (evolução tempo-
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ral) do operador densidade do sistema conjunto (S +R). Obteremos, também, a dinâmica

do subsistema S calculando o traço nas variáveis do reservatório .

2.2 Equação Mestra

Sistemas f́ısicos não são isolados, ou seja, mesmo quando estudamos um simples

átomo de dois ńıveis não levamos em consideração que ele interage com o meio que o

circunda (que pode ser representado por um reservatório R) de maneira dissipativa. Os

sistemas f́ısicos isolados são uma idealização que não leva em consideração o resto do

universo, que torna os processos irreverśıveis.

O reservatório que simula ”o resto do universo”, por sua vez, tem uma quantidade

enorme de graus de liberdade, sendo assim, presume-se que seja pouco afetado pelo sub-

sistema S (cujas propriedades estamos interessados em estudar).

A equação mestra descreve a dinâmica do sistema S sob a influência do reservatório.

De agora em diante usaremos ~ = 1 para simplificar a notação.

Sejam H0 = HS + HR o hamiltoniano de S e R sem interação, e U 0(t) = e−iH0t

o operador evolução temporal. Na representação de interação o operador densidade e o

hamiltoniano de interação são descritos, respectivamente, por

ρI
SR(t) = U †

0(t)ρSR(0)U 0(t)

≡ ρI(t), (2.2.1)

HI
SR(t) = U †

0(t)HSRU 0(t)

≡ HI(t), (2.2.2)

e a equação de Liouville-von Neumann na representação de interação [35, 36] é dada por

∂ρI(t)

∂t
= −i[HI(t), ρI(t)]. (2.2.3)

Integrando formalmente a equação (2.2.3) obtemos

ρI(t) = ρI(0)− i

∫ t

0

[HI(t
′),ρI(t

′)]dt′, (2.2.4)

e de maneira análoga

ρI(t
′) = ρI(0)− i

∫ t′

0

[HI(t
′′),ρI(t

′′)]dt′′. (2.2.5)
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Substituindo a equação (2.2.5) em (2.2.4) temos

ρI(t) = ρI(0)− i

∫ t

0

[HI(t
′), ρI(0)]dt′ −

∫ t

0

∫ t′

0

[HI(t
′), [HI(t

′′),ρI(t
′′)]]dt′′dt′, (2.2.6)

e derivando-se a equação (2.2.6) em relação ao tempo temos a equação de movimento

para o operador densidade na representação de interação dado por

∂ρI(t)

∂t
= −i[HI(t),ρI(0)]−

∫ t

0

[HI(t), [HI(t
′), ρI(t

′)]]dt′, (2.2.7)

que é equivalente à equação de Liouville-von Neumann (2.2.3), pois nenhuma aproximação

foi feita.

Para obter-se a dinâmica do subsistema S, calculamos o traço sobre os graus de

liberdade do reservatório na equação (2.2.7)

∂ρSI(t)

∂t
= −iT rR[HI(t),ρI(0)]−

∫ t

0

TrR[HI(t), [HI(t
′),ρI(t

′)]]dt′, (2.2.8)

onde ρSI(t) é o operador densidade reduzido na representação de interação.

A equação (2.2.8) é chamada equação mestra do subsistema S na representação de

interação. Agora iremos supor que o reservatório R não sofre mudança de seu estado

inicial durante a interação [17] e o operador densidade ρI(t) pode ser escrito como

ρI(t) = ρR(0)ρSI(t). (2.2.9)

Inserindo a equação (2.2.9) em (2.2.8) o primeiro termo do lado direito escreve-se

TrR[HI , ρI(0)] = TrR[HI , ρR(0)ρSI(0)]

= [〈HI〉R,ρSI(0)], (2.2.10)

e a equação (2.2.8) fica escrita como

∂ρSI(t)

∂t
= −i[〈HI〉R,ρSI(0)]−

∫ t

0

TrR[HI(t), [HI(t
′),ρI(t

′)]]dt′, (2.2.11)

Para voltarmos à representação de Schrödinger, utilizamos a seguinte transformação

unitária

ρS = U 0(t)ρSI(t)U
†
0(t), (2.2.12)

com U 0(t) = e−iHS t. Derivando a equação (2.2.12) em relação ao tempo obtemos a
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equação mestra na representação de Schrödinger escrita como

∂ρS(t)
∂t

= −i[H0, ρS(t)] + U 0(t)
∂ρSI(t)

∂t
U †

0(t)

= −i[H0, ρS(t)]− iU 0(t)[〈HI〉R,ρSI(0)]U †
0(t)

−
∫ t

0

TrR
(
U 0(t)[HI(t), [HI(t

′),ρI(t
′)]]U †

0(t)
)

dt′. (2.2.13)

Equações mestras podem ser calculadas para sistemas atômicos, modos quantizados, e

outros sistemas f́ısicos. Na seção seguinte calcularemos a equação mestra para o átomo

de dois ńıveis utilizando o formalismo apresentado nesta seção.

2.3 Equação mestra para o átomo de dois ńıveis

Para equação mestra de um átomo de dois ńıveis interagindo com um reservatório

(campo de radiação) escreveremos dois exemplos ilustrativos [7, 37]:

1. reservatório térmico;

2. revervatório de vácuo comprimido.

O hamiltoniano que descreve o átomo de dois niveis é

HS =
ω0

2
σz, (2.3.1)

para o reservatório temos

HR =
∑

k

ωkb
†
kbk, (2.3.2)

e o termo de interação átomo-campo na aproximação de dipolo e de onda girante é

HSR =
∑

k

(gkbkσ+ + g∗kb
†
kσ−). (2.3.3)

Portanto o hamiltoniano do sistema átomo-campo é descrito por

HS+R = HS + HR + HSR

=
ω0

2
σz +

∑

k

ωkb
†
kbk +

∑

k

(gkbkσ+ + g∗kb
†
kσ−). (2.3.4)
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Os operadores σz, σ+, σ− satisfazem as relações de comutação da álgebra do grupo SU(2),

[σz,σ+] = 2σ+ (2.3.5a)

[σz,σ−] = −2σ− (2.3.5b)

[σ+,σ−] = σz, (2.3.5c)

e os operadores bk e b†k (bosônicos), são ditos, respectivamente, operadores de destruição

e criação de um fóton no campo com energia ~ωk, cujas relações de comutação são

[bk, b
†
k′ ] = δk,k′ (2.3.6a)

[bk, bk′ ] = 0 (2.3.6b)

[b†k, b
†
k′ ] = 0. (2.3.6c)

O operador evolução temporal do sistema livre é

U 0(t) = e−iH0t

= e−i
ω0
2

σzte−i
∑

k ωkb†kbkt, (2.3.7)

e o termo de interação átomo-campo na representação de interação fica escrito como

HI(t) = U †
0HSRU 0

=
∑

k

(gke
iHRtbke

−iHRteiHStσ+e−iHS t + g∗ke
iHRtb†ke

−iHRteiHS tσ−e−iHSt)

=
∑

k

(gkbkσ+ei(ω0−ωk)t + g∗kb
†
kσ−e−i(ω0−ωk)t), (2.3.8)

Seguindo o procedimento apresentado na seção (2.2) obtemos a equação mestra para o

operador densidade reduzido do sistema átomo de dóıs ńıveis interagindo com o campo de

radiação na representação de interação. Substituindo o hamiltoniano (2.3.8) e a condição

(2.2.9) na equação (2.2.11), a equação mestra é descrita como
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∂ρSI(t)

∂t
= −i

∑

k

(
gke

i(ω0−ωk)t〈bk〉R[σ+, ρSI(0)] + g∗ke
−i(ω0−ωk)t〈b†k〉R[σ−, ρSI(0)]

)

−
∑

k,k′

{∫ t

0

(gkgk′e
i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk′ )t

′〈bkbk′〉R[σ+, σ+ρSI(t
′)])dt′

+

∫ t

0

(gkgk′e
i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk′ )t

′〈bk′bk〉R[ρSI(t
′)σ+,σ+])dt′

+

∫ t

0

(g∗kg
∗
k′e

−i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk′ )t
′〈b†k′b†k〉R[ρSI(t

′)σ−,σ−])dt′

+

∫ t

0

(g∗kg
∗
k′e

−i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk′ )t
′〈b†kb†k′〉R[σ−,σ−ρSI(t

′)])dt′

+

∫ t

0

(gkg
∗
k′e

i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk′ )t
′〈bkb

†
k′〉R[σ+, σ−ρSI(t

′)])dt′

+

∫ t

0

(g∗kgk′e
−i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk′ )t

′〈bk′b
†
k〉R[ρSI(t

′)σ+,σ−])dt′

+

∫ t

0

(g∗kgk′e
−i(ω0−ωk)tei(ω0−ωk′ )t

′〈b†kbk′〉R[σ−,σ+ρSI(t
′)])dt′

+

∫ t

0

(gkg
∗
k′e

i(ω0−ωk)te−i(ω0−ωk′ )t
′〈b†k′bk〉R[ρSI(t

′)σ−,σ+])dt′
}

. (2.3.9)

A equação (2.3.9) será ponto de partida para o cálculo da equação mestra do oper-

ador densidade do átomo de dois ńıveis em contato com reservatório térmico ou com o

reservatório de vácuo comprimido.

2.3.1 Reservatório Térmico

Neste primeiro exemplo calcularemos a equação mestra para um átomo de dois

ńıveis interagindo com reservatório térmico. O operador densidade para o reservatório

pode ser representado por

ρR =
∏

k

(1− e
− ωk

kBT )e
−ωkb

†
k

bk
kBT , (2.3.10)

onde kB é a constante de Boltzmann e T é a temperatura absoluta da radiação, e os

valores médios 〈bk′bk〉R, 〈bk′b
†
k〉R, 〈b†k′bk〉R, 〈b†k′b†k〉R, 〈bk′〉R, 〈b†k′〉R para este reservatório
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são

〈b†k〉R = 〈bk〉R = 0 (2.3.11a)

〈b†kb†k′〉R = 〈bkbk′〉R = 0 (2.3.11b)

〈b†kbk′〉R = 〈nk〉Rδk,k′ ≡ n̄kδk,k′ (2.3.11c)

〈bkb
†
k′〉R = 〈nk + 1〉Rδk,k′ ≡ (n̄k + 1)δk,k′ . (2.3.11d)

sendo n̄k = (e
− ωk

kBT − 1)−1 o número médio de fótons térmicos com frequência ωk.

Substituindo os valores médios, equações (2.3.11), na equação (2.3.9), obtemos

∂ρSI(t)

∂t
= −

∑

k

|gk|2
{∫ t

0

(ei(ω0−ωk)(t−t′)(n̄k + 1)[σ+,σ−ρSI(t
′)])dt′

+

∫ t

0

(e−i(ω0−ωk)(t−t′)(n̄k + 1)[ρSI(t
′)σ+,σ−])dt′

+

∫ t

0

(e−i(ω0−ωk)(t−t′)n̄k[σ−,σ+ρSI(t
′)])dt′

+

∫ t

0

(ei(ω0−ωk)(t−t′)n̄k[ρSI(t
′)σ−, σ+])dt′

}
. (2.3.12)

Assumiremos que os modos do campo estão pouco espaçados, de maneira que variam de

forma aproximadamente cont́ınua, e substituimos as somatórias em k por integrais

∑

k

|gk|2ei(ω0−ωk)(t−t′)(n̄k + 1) −→
∫ ∞

0

D(ω′)|g(ω′)|2ei(ω0−ω′)(t−t′)(n̄(ω′) + 1)dω′

∑

k

|gk|2ei(ω0−ωk)(t−t′)n̄k −→
∫ ∞

0

D(ω′)|g(ω′)|2ei(ω0−ω′)(t−t′)n̄(ω′)dω′, (2.3.13)

onde D(ω′) é a função distribuição de frequências do reservátório.

Vamos fazer uma aproximação, conhecida como Aproximação de Markov, constituindo

em substituir ρSI(t
′) por ρSI(t) e estender o limite superior das integrais temporais para

infinito. Isto faz com que a equação ı́ntegro-diferencial se transforme numa equação

diferencial, portanto caracterizada pela ausência de ”memória”. A equação (2.3.12), na
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aproximação de Markov, fica escrita por

∂ρSI(t)

∂t
= −

∫ ∞

0

D(ω′)|g(ω′)|2
{

(n̄(ω′) + 1)[σ+,σ−ρSI(t)]

∫ ∞

0

ei(ω0−ω′)τdτ

+(n̄(ω′) + 1)[ρSI(t)σ+,σ−]

∫ ∞

0

e−i(ω0−ω′)τdτ

+n̄(ω′)[σ−, σ+ρSI(t)]

∫ ∞

0

e−i(ω0−ω′)τdτ

+n̄(ω′)[ρSI(t)σ−,σ+]

∫ ∞

0

ei(ω0−ω′)τdτ

}
dω′. (2.3.14)

Utilizando a seguinte relação [38, 39]

∫ ∞

0

e±i(ω0−ω′)τdτ = πδ(ω0 − ω′)± iP 1

(ω0 − ω′)
w πδ(ω0 − ω′), (2.3.15)

onde P é o valor principal de Cauchy, obtemos a equação mestra para o átomo de dois

ńıveis (doravante omitiremos o sub́ındice S que designa o átomo).

∂ρI(t)

∂t
= −Γ

2
{(n̄(ω0) + 1)([σ+,σ−ρI(t)] + [ρI(t)σ+,σ−])

+n̄(ω0)([σ−, σ+ρI(t)] + [ρI(t)σ−,σ+])}
= −Γ

2
{(n̄(ω0) + 1)(σ+σ−ρI − 2σ−ρIσ+ + ρIσ+σ−)

+n̄(ω0)(σ−σ+ρI − 2σ+ρIσ− + ρIσ−σ+)} , (2.3.16)

onde Γ ≡ 2πD(ω0)|g(ω0)|2.

As equações de movimento para as componentes do operador densidade do átomo

ρ̇ee = 〈e|ρ̇I |e〉 (2.3.17a)

ρ̇eg =
(
ρ̇ge

)∗
= 〈e|ρ̇I |g〉 (2.3.17b)

ρ̇gg = 〈g|ρ̇I |g〉, (2.3.17c)

podem ser calculadas a partir da equação (2.3.16), de modo que

ρ̇ee = − (n̄ + 1) Γρee + n̄Γρgg, (2.3.18a)

ρ̇eg =
(
ρ̇ge

)∗
= −

(
n̄ +

1

2

)
Γρeg, (2.3.18b)

ρ̇gg = −n̄Γρgg + (n̄ + 1) Γρee, (2.3.18c)

onde os elementos diagonais ρee e ρgg correspondem às probabilidades do átomo ser en-

contrado nos ńıveis |e〉 (excitado) e |g〉 (fundamental) respectivamente. Somando-se as
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equações (2.3.18a) e (2.3.18c) temos

ρ̇ee + ρ̇gg = 0, (2.3.19)

logo ρee(t) + ρgg(t) é uma constante de movimento, o que era esperado uma vez que a

soma das probabilidades é conservada, portanto

2∑
i=1

pi = ρee(t) + ρgg(t) = 1. (2.3.20)

Temos como solução das equações (2.3.18)

ρee(t) = ρee(0)e−(2n̄+1)Γt +
n̄

2n̄ + 1
(1− e−(2n̄+1)Γt) (2.3.21a)

ρeg(t) = ρeg(0)e−(n̄+1/2)Γt (2.3.21b)

ρgg(t) = ρgg(0)e−(2n̄+1)Γt +
n̄ + 1

2n̄ + 1
(1− e−(2n̄+1)Γt) (2.3.21c)

Para o caso em que a temperatura é nula, temos n̄ = 0 e as equações (2.3.21) ficam

escritas como

ρee(t) = ρee(0)e−Γt, (2.3.22a)

ρeg(t) = ρeg(0)e−
Γ
2
t, (2.3.22b)

ρgg(t) = 1− (
1− ρgg(0)

)
e−Γt. (2.3.22c)

Podemos descrever o decaimento do estado do átomo considerando que este se en-

contra inicialmente um estado puro |e〉, sendo as componentes do operador densidade

(probabilidades) iniciais

ρee(0) = 1, (2.3.23a)

ρgg(0) = 0. (2.3.23b)

A probabilidade do átomo ser medido no estado fundamental ou no estado excitado em

função do tempo estão representadas no gráfico (figura 1).
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Figura 1: Probabilidade de ocupação dos estados excitado (Pa) e fundamental (Pb) em
função do tempo.
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Para escrevermos a equação mestra (2.3.16) na representação de Schrödinger apli-

camos a tranformação (2.2.12) e obtemos

∂ρ

∂t
= −i

ω0

2
[σz, ρ]− Γ

2
{(n̄(ω0) + 1)(σ+σ−ρ− 2σ−ρσ+ + ρσ+σ−)

+n̄(ω0)(σ−σ+ρ− 2σ+ρσ− + ρσ−σ+)} . (2.3.24)

2.3.2 Reservatório de Vácuo Comprimido

Agora calcularemos a equação mestra para um átomo de dois ńıveis interagindo

com um reservatório de vácuo comprimido. O operador densidade que descreve este

reservatório é representado por

ρR = |ξ〉〈ξ|
=

∏

k

Sk(ξ)|0k〉〈0k|S†
k(ξ), (2.3.25)

sendo Sk(ξ) = e(ξ∗bk+ksbk−ks−ξb†k+ks
b†k−ks

) conhecido como operador de compressão, sendo

ks o número de onda do modo central, ξ é o parâmetro de compressão ξ = reiθ, onde r é

o fator de compressão e θ o ângulo associado à direção de compressão. Para o operador

de compressão temos S†
k(ξ) = Sk(−ξ).

Os valores médios 〈bk′bk〉R, 〈bk′b
†
k〉R, 〈b†k′bk〉R, 〈b†k′b†k〉R, 〈bk′〉R, 〈b†k′〉R são

〈b†k〉R = 〈bk〉R = 0 (2.3.26a)

〈b†kb†k′〉R = −e−iθ sinh(r) cosh(r)δk′,2ks−k (2.3.26b)

〈bkbk′〉R = −eiθ sinh(r) cosh(r)δk′,2ks−k (2.3.26c)

〈b†kbk′〉R = sinh2(r)δk,k′ (2.3.26d)

〈bkb
†
k′〉R = cosh2(r)δk,k′ . (2.3.26e)

Substituindo os valores médios, equações (2.3.26), na equação (2.3.9), obtemos o seguinte
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resultado

∂ρSI(t)

∂t
= −

∑

k

{
|gk|2 cosh2(r)

∫ t

0

(ei(ω0−ωk)(t−t′)[σ+,σ−ρSI(t
′)])dt′

+ |gk|2 cosh2(r)

∫ t

0

(e−i(ω0−ωk)(t−t′)[ρSI(t
′)σ+,σ−])dt′

+ |gk|2 sinh2(r)

∫ t

0

(e−i(ω0−ωk)(t−t′)[σ−,σ+ρSI(t
′)])dt′

+ |gk|2 sinh2(r)

∫ t

0

(ei(ω0−ωk)(t−t′)[ρSI(t
′)σ−,σ+])dt′

− |gk||g2ks−k|eiθ sinh(r) cosh(r)ei(ω0−ωk)t

×
∫ t

0

(ei(ω0−ω2ks−k)t′ [σ+,σ+ρSI(t
′)])dt′

− |gk||g2ks−k|eiθ sinh(r) cosh(r)ei(ω0−ω2ks−k)t

×
∫ t

0

(ei(ω0−ωk)t′ [ρSI(t
′)σ+,σ+])dt′

− |gk||g2ks−k|e−iθ sinh(r) cosh(r)e−i(ω0−ωk)t

×
∫ t

0

(e−i(ω0−ω2ks−k)t′ [σ−, ρSI(t
′)σ−])dt′

− |gk||g2ks−k|e−iθ sinh(r) cosh(r)e−i(ω0−ω2ks−k)t

×
∫ t

0

(e−i(ω0−ωk)t′ [ρSI(t
′)σ−,σ−])dt′

}
.

(2.3.27)

Agora, repetindo o mesmo procedimento realizado para o reservatório térmico, as-

sumiremos que os modos do campo estão pouco espaçados de maneira que estes variam

aproximadamente de forma cont́ınua, e teremos as seguintes substituições

∑

k

|gk|2ei(ω0−ωk)(t−t′) −→
∫ ∞

0

D(ω′)|g(ω′)|2ei(ω0−ω′)(t−t′)dω′

∑

k

|gk||g2ks−k|ei(ω0−ωk)tei(ω0−ω2ks−k)t′ −→
∫ ∞

0

D(ω′)|g(ω′)||g(2ωs − ω′)|e2i(ω0−ωs)t

×e−i(ω0−2ωs+ω′)(t−t′)dω′, (2.3.28)
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e a equação (2.3.27), na aproximação de Markov, escreve-se

∂ρSI(t)

∂t
= −

∫ ∞

0

D(ω′)
{
|g(ω′)|2 cosh2(r)[σ+, σ−ρSI(t)]

∫ ∞

0

ei(ω0−ω′)τdτ

+|g(ω′)|2 cosh2(r)[ρSI(t)σ+, σ−]

∫ ∞

0

e−i(ω0−ω′)τdτ

+|g(ω′)|2 sinh2(r)[σ−,σ+ρSI(t)]

∫ ∞

0

e−i(ω0−ω′)τdτ

+|g(ω′)|2 sinh2(r)[ρSI(t)σ−,σ+]

∫ ∞

0

ei(ω0−ω′)τdτ

−|g(ω′)||g(2ωs − ω′)|eiθ sinh(r) cosh(r)[σ+,σ+ρSI(t)]

×e2i(ω0−ωs)t

∫ ∞

0

e−i(ω0−2ωs+ω′)τdτ

−|g(ω′)||g(2ωs − ω′)|eiθ sinh(r) cosh(r)[ρSI(t)σ+,σ+]

×e2i(ω0−ωs)t

∫ ∞

0

e−i(ω0−ω′)τdτ

−|g(ω′)||g(2ωs − ω′)|e−iθ sinh(r) cosh(r)[σ−, ρSI(t)σ−]

×e−2i(ω0−ωs)t

∫ ∞

0

ei(ω0−2ωs+ω′)τdτ

−|g(ω′)||g(2ωs − ω′)|e−iθ sinh(r) cosh(r)[ρSI(t)σ−, σ−]

×e−2i(ω0−ωs)t

∫ ∞

0

ei(ω0−ω′)τdτ

}
dω′. (2.3.29)

Substituindo a relação (2.3.15) na equação (2.3.29) temos

∂ρSI(t)

∂t
= −πD(ω0)|g(ω0)|2

{
cosh2(r)([σ+,σ−ρSI(t)] + [ρSI(t)σ+, σ−])

+ sinh2(r)([σ−, σ+ρSI(t)] + [ρSI(t)σ−,σ+])
}

+ πD(2ωs − ω0)|g(2ωs − ω0)||g(ω0)| sinh(r) cosh(r)

× {
eiθ[σ+, [σ+, ρSI(t)]]e

2i(ω0−2ωs)t + e−iθ[σ−, [σ−, ρSI(t)]]e
−2i(ω0−2ωs)t

}
,

(2.3.30)

onde agora consideraremos que a frequência central da compressão é ressonante com a

frequência de transição atômica (ωs ≈ ω0) e para simplificar a notação omitiremos o indice

S, obtendo

∂ρI(t)

∂t
= −Γ

2

{
cosh2(r)(σ+σ−ρI − 2σ−ρIσ+ + ρIσ+σ−)

+ sinh2(r)(σ−σ+ρI − 2σ+ρIσ− + ρIσ−σ+)

+ 2 sinh(r) cosh(r)(eiθσ+ρIσ+ + e−iθσ−ρIσ−)
}

, (2.3.31)

onde Γ ≡ 2πD(ω0)|g(ω0)|2.
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Voltando para representação de Schrödinger temos:

∂ρ(t)

∂t
= −i

ω0

2
[σz, ρ]− Γ

2

{
cosh2(r)(σ+σ−ρ− 2σ−ρσ+ + ρσ+σ−)

+ sinh2(r)(σ−σ+ρ− 2σ+ρIσ− + ρσ−σ+)

+ 2 sinh(r) cosh(r)(ei(2ω0t+θ)σ+ρσ+ + e−i(2ω0t+θ)σ−ρσ−)
}

, (2.3.32)

Para o caso particular em que a compressão é nula, ou seja, r = 0, a equação (2.3.32)

se reduz à equação mestra para um átomo em um reservatório térmico com temperatura

nula.

∂ρ(t)

∂t
= −i

ω0

2
[σz,ρ]− Γ

2
{(σ+σ−ρ− 2σ−ρσ+ + ρσ+σ−) , (2.3.33)

identica à equação (2.3.24), com número médio de fótons térmicos igual a zero.
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3 Equação Mestra para o átomo
de dois ńıveis bombeado por um
campo eletromagnético clássico

Neste caṕıtulo apresentaremos a equação mestra de um sistema constitúıdo de um

átomo de dois ńıveis sob a ação de um campo eletromagnético clássico de frequência ωL

e frequência de Rabi F . A dessintonia entre a frequência do campo e a transição atômica

é 2δ = ω0 − ωL, sendo o diagrama de ńıveis descrito pela figura (2).

Figura 2: Diagrama de ńıveis.

O sistema átomo campo clássico, interagindo com um reservatório de radiação, nas
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aproximações de dipolo e de onda girante, é descrito pelo seguinte hamiltoniano

HS+R =
ω0

2
σz + F

(
σ+e−i(ωLt+ϕ) + σ−ei(ωLt+ϕ)

)
+

∑

k

ωkb
†
kbk

+
∑

k

(
gkbkσ+ + g∗kb

†
kσ−

)
, (3.0.1)

onde F = µ|E|, sendo µ o momento de dipolo atômico , |E| a amplitude do campo elétrico

da onda incidente e ϕ sua fase.

Com a finalidade de escrever a equação mestra, primeiramente efetuamos uma trans-

formação unitária U = e−i
ωL
2

σzt na equação de Schrödinger,

i
∂|ψ〉
∂t

= HS+R|ψ〉. (3.0.2)

Esta transformação leva a uma nova equação de Schrödinger, com

|ψ̃〉 = U †|ψ〉, (3.0.3)

e obtemos o hamiltoniano para este referencial girante de frequência ωL, escrito como

H̃S+R = UHS+RU † −U
∂U †

∂t

= δσz + F
(
σ+e−iϕ + σ−eiϕ

)
+

∑

k

ωkb
†
kbk +

∑

k

(
gkbkσ+eiωLt + g∗kb

†
kσ−e−iωLt

)
.

(3.0.4)

Retirando assim, a dependência temporal da parte livre do hamiltoniano.

Para facilitar o cálculo da equação mestra introduzimos novos operadores, para ω0 ≥
ωL, sendo

σ̃0 =
1

∆

(
δσ0 + F (σ−eiϕ + σ+e−iϕ)

)
(3.0.5a)

σ̃− =
1

2∆

(
(δ + ∆)σ−eiϕ − Fσ0 + (δ −∆)σ+e−iϕ)

)
(3.0.5b)

σ̃+ =
1

2∆

(
(δ −∆)σ−eiϕ − Fσ0 + (δ + ∆)σ+e−iϕ)

)
, (3.0.5c)

que satisfazem as regras de comutação da álgebra do grupo SU(2)

[σ̃0, σ̃+] = 2σ̃+ (3.0.6a)

[σ̃0, σ̃−] = −2σ̃− (3.0.6b)

[σ̃+, σ̃−] = σ̃0. (3.0.6c)
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Podemos escrever estes novos operadores de forma compacta,

σ̃j =
1∑

l=−1

cjlσle
−ilϕ, (3.0.7)

para j = −1, 0, 1 onde

C =
1

2∆




δ + ∆ −F δ −∆

2F 2δ 2F

δ −∆ −F δ + ∆


 , (3.0.8)

e

∆ =
√

δ2 + F 2. (3.0.9)

Os operadores σ+ e σ− são escritos a partir dos operadores (3.0.5) como

σ+ = eiϕ

1∑
j=−1

Cjσ̃j

σ− = e−iϕ

1∑
j=−1

Cjσ̃−j, (3.0.10)

sendo

C−1 =
δ −∆

2∆

C0 =
F

2∆

C1 =
δ + ∆

2∆
,

é fácil verificar que para o caso em que F → 0 temos

lim
F→0

σ− = e−iϕσ̃−

lim
F→0

σ0 = σ̃0

lim
F→0

σ+ = eiϕσ̃+. (3.0.11)

Com os operadores σ̃−, σ̃0 e σ̃+, o hamiltoniano (3.0.4) é escrito em uma forma mais

conveniente para efetuarmos o cálculo da equação mestra,

H̃S+R = ∆σ̃0 +
∑

k

ωkb
†
kbk +

∑

k

1∑
j=−1

|gk|Cj

(
bkσ̃je

i(ωLt+ϕ) + b†kσ̃−je
−i(ωLt+ϕ)

)
.

(3.0.12)
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Vamos reescrever a equação de Schrödinger na representação de interação, de maneira

que o termo de interação (3.0.12) se torna

HI =
∑

k

1∑
j=−1

|gk|Cj

(
bkσ̃je

{i(ωL+2j∆−ωk)t+ϕ} + b†kσ̃−je
−{i(ωL+2j∆−ωk)t+ϕ}

)
. (3.0.13)

Repetindo o procedimento apresentado na seção (2.2) para o hamiltoniano (3.0.13) temos

a seguinte equação mestra

∂ρSI(t)

∂t
=

∑

k

1∑
j=−1

|gk|Cj

(−ie{i(ωL+2j∆−ωk)t+ϕ}〈bk〉R[σ̃j,ρSI(0)] + h.c.
)

−
∑

k,k′

1∑

j,j′=−1

CjCj′|gk||gk′|

×
{∫ t

0

(e{i(ωL+2j∆−ωk)t+2ϕ}ei(ωL+2j′∆−ωk′ )t
′〈bkbk′〉R[σ̃j, σ̃j′ρSI(t

′)])dt′

+

∫ t

0

(e{i(ωL+2j∆−ωk)t+2ϕ}ei(ωL+2j′∆−ωk′ )t
′〈bk′bk〉R[ρSI(t

′)σ̃j′ , σ̃j])dt′

+

∫ t

0

(e−{i(ωL+2j∆−ωk)t+2ϕ}e−i(ωL+2j′∆−ωk′ )t
′〈b†k′b†k〉R[ρSI(t

′)σ̃−j′ , σ̃−j])dt′

+

∫ t

0

(e−{i(ωL+2j∆−ωk)t+2ϕ}e−i(ωL+2j′∆−ωk′ )t
′〈b†kb†k′〉R[σ̃−j, σ̃−j′ρSI(t

′)])dt′

+

∫ t

0

(ei(ωL+2j∆−ωk)te−i(ωL+2j′∆−ωk′ )t
′〈bkb

†
k′〉R[σ̃j, σ̃−j′ρSI(t

′)])dt′

+

∫ t

0

(e−i(ωL+2j∆−ωk)tei(ωL+2j′∆−ωk′ )t
′〈bk′b

†
k〉R[ρSI(t

′)σ̃j′ , σ̃−j])dt′

+

∫ t

0

(e−i(ωL+2j∆−ωk)tei(ωL+2j′∆−ωk′ )t
′〈b†kbk′〉R[σ̃−j, σ̃j′ρSI(t

′)])dt′

+

∫ t

0

(ei(ωL+2j∆−ωk)te−i(ωL+2j′∆−ωk′ )t
′〈b†k′bk〉R[ρSI(t

′)σ̃−j′ , σ̃j])dt′
}

. (3.0.14)

A seguir particularizaremos esta equação mestra para dois tipos de reservatório, o térmico

e o de vácuo comprimido.
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3.1 Reservatório Térmico

Para obtermos a equação mestra para um reservatório térmico, substitúımos os

valores médios (2.3.11) na equação (3.0.14), de modo que

∂ρSI(t)

∂t
= −

∑

k

1∑

j,j′=−1

CjCj′|gk|2
{

ei(j−j′)2∆tn̄k

∫ t

0

(ei(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[ρSI(t
′)σ̃−j′ , σ̃j])dt′

+ e−i(j−j′)2∆t(n̄k + 1)

∫ t

0

(e−i(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[ρSI(t
′)σ̃j′ , σ̃−j])dt′

+ e−i(j−j′)2∆tn̄k

∫ t

0

(e−i(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[σ̃−j, σ̃j′ρSI(t
′)])dt′

+ei(j−j′)2∆t(n̄k + 1)

∫ t

0

(ei(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[σ̃j, σ̃−j′ρSI(t
′)])dt′

}
. (3.1.1)

Fazendo a aproximação markoviana e repetindo os procedimentos realizados na subseção

(2.3.1) obtemos

∂ρSI(t)

∂t
= −

1∑

j,j′=−1

CjCj′Γj′

{
ei(j−j′)2∆t(n̄ + 1)[σ̃j, σ̃−j′ρSI(t)]

+ e−i(j−j′)2∆t(n̄ + 1)[ρSI(t)σ̃j′ , σ̃−j] + e−i(j−j′)2∆tn̄[σ̃−j, σ̃j′ρSI(t)]

+ei(j−j′)2∆tn̄[ρSI(t)σ̃−j′ , σ̃j]
}

, (3.1.2)

onde

Γj′ ≡ 2πD(ωL + 2j′∆)|g(ωL + 2j′∆)|2. (3.1.3)

Voltando à representação de Schrödinger no referencial girante de frequência ωL e

omitindo o subindice S, temos

∂ρ

∂t
= −i[δσ0 + F

(
σ+e−iϕ + σ−eiϕ

)
, ρ]−

1∑

j,j′=−1

CjCj′
Γj′

2
{(n̄ + 1)[σ̃j, σ̃−j′ρ]

+(n̄ + 1)[ρσ̃j′ , σ̃−j] + n̄[σ̃−j, σ̃j′ρ] + n̄[ρσ̃−j′ , σ̃j]} . (3.1.4)

Efetuando a soma em j, utilizando a equação (3.0.10), reescrevemos a equação (3.1.4)

como

∂ρ

∂t
= −i[δσ0 + F

(
σ+e−iϕ + σ−eiϕ

)
,ρ]−

1∑

j′=−1

Cj′
Γj′

2

{
(n̄ + 1)e−iϕ[σ+, σ̃−j′ρ]

+(n̄ + 1)eiϕ[ρσ̃j′ ,σ−] + n̄eiϕ[σ−, σ̃j′ρ] + n̄e−iϕ[ρσ̃−j′ , σ+]
}

, (3.1.5)
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e substituindo (3.0.7) em (3.1.5), obtemos

∂ρ

∂t
= −i[δσ0 + F

(
σ+e−iϕ + σ−eiϕ

)
, ρ]−

1∑

j′,l=−1

Cj′cj′l
Γj′

2

{
(n̄ + 1)e−i(1−l)ϕ[σ+,σ−lρ]

+(n̄ + 1)ei(1−l)ϕ[ρσl,σ−] + n̄ei(1+l)ϕ[σ−,σlρ] + n̄e−i(1−l)ϕ[ρσ−l, σ+]
}

. (3.1.6)

Efetuando a soma em j′, e definindo

Γ̃l =
1∑

j′=−1

Cj′cj′lΓj′ , (3.1.7)

a equação (3.1.6) fica escrita como

∂ρ

∂t
= −i[δσ0 + F

(
σ+e−iϕ + σ−eiϕ

)
, ρ]

− Γ̃+

2
{(n̄ + 1)[σ+,σ−ρ] + n̄[σ−,σ+ρ] + h.c.}

− Γ̃0

2

{
(n̄ + 1)e−iϕ[σ+,σ0ρ] + n̄eiϕ[σ−,σ0ρ] + h.c.

}

− Γ̃−
2

{
(n̄ + 1)e−i2ϕ[σ+,σ+ρ] + n̄ei2ϕ[σ−,σ−ρ] + h.c.

}
, (3.1.8)

onde

Γ̃+ =
1

4∆2

{
(∆− δ)2Γ− + 2(∆2 − δ2)Γ0 + (∆ + δ)2Γ+

}
(3.1.9a)

Γ̃0 = − F

4∆2
{(∆− δ)Γ− − 2δΓ0 − (∆ + δ)Γ+} (3.1.9b)

Γ̃− = −
(

F

2∆

)2

{Γ− − 2Γ0 + Γ+} . (3.1.9c)

Note-se que no limite de F → 0 temos

lim
F→0

Γ̃+ = Γ = 2πD(ω0)|g(ω0)|2

lim
F→0

Γ̃0 = 0

lim
F→0

Γ̃− = 0 (3.1.10)

e a equação mestra (3.1.8) recai na equação mestra (2.3.24) apresentada na subseção

(2.3.1) no referencial girante de frequência ωL,

∂ρ

∂t
= −i[δσ0, ρ]− Γ

2
{(n̄ + 1)[σ+, σ−ρ] + n̄[σ−,σ+ρ] + h.c.} (3.1.11)

Outra consideração pode ser feita a respeito dos coeficientes Γ+, Γ0, Γ−, vamos supor
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que o acoplamento átomo-campo descrito por |g(ω)| é constante, ou seja, é independente

da frequência, desta maneira temos

Γ+ = Γ0 = Γ− = Γ. (3.1.12)

Esta consideração leva aos mesmos resultados para Γ̃+, Γ̃0, Γ̃− em (3.1.10), e a equação

mestra escreve-se

∂ρ

∂t
= −i[δσ0 + F

(
σ+e−iϕ + σ−eiϕ

)
, ρ]

− Γ

2
{(n̄ + 1)[σ+, σ−ρ] + n̄[σ−,σ+ρ] + h.c.} , (3.1.13)

mas desta vez o campo clássico está presente no termo do hamiltoniano que governa a

evolução livre, não influenciando o processo de dissipação.
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3.2 Reservatório de Vácuo Comprimido

Agora calcularemos a equação mestra (3.0.14) considerando um reservatório de

vácuo comprimido. Primeiramente substitúımos os valores médios (2.3.26) na equação

(3.0.14), de modo que

∂ρSI(t)

∂t
= −

∑

k

1∑

j,j′=−1

CjCj′

{
|gk|2 cosh2(r)ei(j−j′)2∆t

×
∫ t

0

(ei(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[σ̃j, σ̃−j′ρSI(t
′)])dt′

+ |gk|2 cosh2(r)e−i(j−j′)2∆t

∫ t

0

(e−i(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[ρSI(t
′)σ̃j′ , σ̃−j])dt′

+ |gk|2 sinh2(r)e−i(j−j′)2∆t

∫ t

0

(e−i(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[σ̃−j, σ̃j′ρSI(t
′)])dt′

+ |gk|2 sinh2(r)ei(j−j′)2∆t

∫ t

0

(ei(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[ρSI(t
′)σ̃−j′ , σ̃j])dt′

− |gk||g2ks−k|ei(2ϕ+θ) sinh(r) cosh(r)e2i(ωL+(j+j′)∆−ωks )t

×
∫ t

0

(e−i(ωL+2j′∆−2ωks+ωk)(t−t′)[σ̃j, σ̃j′ρSI(t
′)])dt′

− |gk||g2ks−k|ei(2ϕ+θ) sinh(r) cosh(r)e2i(ωL+(j+j′)∆−ωks )t

×
∫ t

0

(e−i(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[ρSI(t
′)σ̃j′ , σ̃j])dt′

− |gk||g2ks−k|e−i(2ϕ+θ) sinh(r) cosh(r)e−2i(ωL+(j+j′)∆−ωks )t

×
∫ t

0

(ei(ωL+2j′∆−ωk)(t−t′)[ρSI(t
′)σ̃−j′ , σ̃−j])dt′

− |gk||g2ks−k|ei(2ϕ+θ) sinh(r) cosh(r)e2i(ωL+(j+j′)∆−ωks )t

×
∫ t

0

(e−i(ωL+2j′∆−2ωks+ωk)(t−t′)[σ̃−j, σ̃−j′ρSI(t
′)])dt′

}
. (3.2.1)
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Fazendo a aproximação markoviana e integrando a equação (3.2.1), obtemos

∂ρSI(t)

∂t
= −

1∑

j,j′=−1

CjCj′
{
πD(ωL + 2j′∆)|g(ωL + 2j′∆)|2 cosh2(r)

× ei(j−j′)2∆t[σ̃j, σ̃−j′ρSI(t)]

+ πD(ωL + 2j′∆)|g(ωL + 2j′∆)|2 cosh2(r)e−i(j−j′)2∆t[ρSI(t)σ̃j′ , σ̃−j]

+ πD(ωL + 2j′∆)|g(ωL + 2j′∆)|2 sinh2(r)e−i(j−j′)2∆t[σ̃−j, σ̃j′ρSI(t)]

+ πD(ωL + 2j′∆)|g(ωL + 2j′∆)|2 sinh2(r)ei(j−j′)2∆t[ρSI(t)σ̃−j′ , σ̃j]

− πD(2ωs − ωL − 2j′∆)|g(2ωs − ωL − 2j′∆)||g(ωL + 2j′∆)|ei(2ϕ+θ)

× sinh(r) cosh(r)e2i(ωL+(j+j′)∆−ωs)t[σ̃j, σ̃j′ρSI(t)]

− πD(ωL + 2j′∆)|g(ωL + 2j′∆)||g(2ωs − ωL + 2j′∆)|ei(2ϕ+θ)

× sinh(r) cosh(r)e2i(ωL+(j+j′)∆−ωs)t[ρSI(t)σ̃j′ , σ̃j]

− πD(ωL + 2j′∆)|g(ωL + 2j′∆)||g(2ωs − ωL − 2j′∆)|e−i(2ϕ+θ)

× sinh(r) cosh(r)e−2i(ωL+(j+j′)∆−ωs)t[ρSI(t)σ̃−j′ , σ̃−j]

− πD(2ωs − ωL − 2j′∆)|g(2ωs − ωL − 2j′∆)||g(ωL + 2j′∆)|ei(2ϕ+θ)

× sinh(r) cosh(r)e2i(ωL+(j+j′)∆−ωs)t[σ̃−j, σ̃−j′ρSI(t)]
}

. (3.2.2)

Agora consideraremos a hipótese de que a distriduição de modos é praticamente constante,

ou seja, D(2ωs − ωL − 2j′∆) = D(ωL + 2j′∆) ≡ D, dessa maneira a equação (3.2.2) fica

escrita como

∂ρSI(t)

∂t
= −

1∑

j,j′=−1

CjCj′

{
Γj′

2
cosh2(r)ei(j−j′)2∆t[σ̃j, σ̃−j′ρSI(t)]

+
Γj′

2
cosh2(r)e−i(j−j′)2∆t[ρSI(t)σ̃j′ , σ̃−j]

+
Γj′

2
sinh2(r)e−i(j−j′)2∆t[σ̃−j, σ̃j′ρSI(t)]

+
Γj′

2
sinh2(r)ei(j−j′)2∆t[ρSI(t)σ̃−j′ , σ̃j]

− Γ′j′
2

ei(2ϕ+θ) sinh(r) cosh(r)e2i(ωL+(j+j′)∆−ωs)t[σ̃j, σ̃j′ρSI(t)]

− Γ′j′
2

ei(2ϕ+θ) sinh(r) cosh(r)e2i(ωL+(j+j′)∆−ωs)t[ρSI(t)σ̃j′ , σ̃j]

− Γ′j′
2

e−i(2ϕ+θ) sinh(r) cosh(r)e−2i(ωL+(j+j′)∆−ωs)t[ρSI(t)σ̃−j′ , σ̃−j]

− Γ′j′
2

e−i(2ϕ+θ) sinh(r) cosh(r)e−2i(ωL+(j+j′)∆−ωs)t[σ̃−j, σ̃−j′ρSI(t)]

}
. (3.2.3)
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onde

Γj′ ≡ 2πD|g(ωL + 2j′∆)|2

Γ′j′ ≡ 2πD|g(ωL + 2j′∆)||g(2ωs − ωL − 2j′∆)|. (3.2.4)

Voltando, à representação de Schrödinger no referencial girante de frequência ωL e

repetindo o mesmo procedimento da seção (3.1), a equação mestra fica em sua forma final

escrita como

∂ρ

∂t
= −i[δσ0 + F

(
σ+e−iϕ + σ−eiϕ

)
,ρ]

− Γ̃+

2

(
cosh2(r)[σ+,σ−ρ] + sinh2(r)[σ−, σ+ρ] + h.c.

)

− Γ̃0

2

(
cosh2(r)e−iϕ[σ+,σ0ρ] + sinh2(r)eiϕ[σ−,σ0ρ] + h.c.

)

− Γ̃−
2

(
cosh2(r)e−i2ϕ[σ+, σ+ρ] + sinh2(r)ei2ϕ[σ−,σ−ρ] + h.c.

)

+
Γ̃′+
2

sinh(r) cosh(r)
(
eiθe2i(ωL−ωs)t[σ+, [σ+, ρ]] + h.c.

)

+
Γ̃′0
2

sinh(r) cosh(r)
(
ei(ϕ+θ)e2i(ωL−ωs)t[σ+, [σ0,ρ]] + h.c.

)

+
Γ̃′−
2

sinh(r) cosh(r)
(
ei(2ϕ+θ)e2i(ωL−ωs)t[σ+, [σ−, ρ]] + h.c.

)
. (3.2.5)

onde

Γ̃+ =
1

4∆2

{
(∆− δ)2Γ− + 2(∆2 − δ2)Γ0 + (∆ + δ)2Γ+

}
(3.2.6a)

Γ̃0 = − F

4∆2
{(∆− δ)Γ− − 2δΓ0 − (∆ + δ)Γ+} (3.2.6b)

Γ̃− = −
(

F

2∆

)2

{Γ− − 2Γ0 + Γ+} , (3.2.6c)

e

Γ̃′+ =
1

4∆2

{
(∆− δ)2Γ′− + 2(∆2 − δ2)Γ′0 + (∆ + δ)2Γ′+

}
(3.2.7a)

Γ̃′0 = − F

4∆2

{
(∆− δ)Γ′− − 2δΓ′0 − (∆ + δ)Γ′+

}
(3.2.7b)

Γ̃′− = −
(

F

2∆

)2 {
Γ′− − 2Γ′0 + Γ′+

}
. (3.2.7c)
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Pode-se verificar que tomando limite F → 0 temos

lim
F→0

∆ = δ

lim
F→0

Γ̃+ = Γ = 2πD|g(ω0)|2 lim
F→0

Γ̃′+ = Γ′ = 2πD|g(ω0)||g(2ωs − ω0)|

lim
F→0

Γ̃0 = 0 lim
F→0

Γ̃′0 = 0

lim
F→0

Γ̃− = 0 lim
F→0

Γ̃′− = 0, (3.2.8)

e a equação mestra (3.2.5) simplifica-se para

∂ρ

∂t
= −iδ[σ0, ρ]− Γ

2

(
cosh2(r)[σ+,σ−ρ] + sinh2(r)[σ−, σ+ρ] + h.c.

)

+
Γ′

2
sinh(r) cosh(r)

(
eiθe2i(ωL−ωs)t[σ+, [σ+, ρ]] + h.c.

)
.

(3.2.9)

Para o caso ressonante ωs = ω0, a frequência central da compressão é igual à frequência

de transição atômica, a equação (3.2.9) se reduz à equação mestra de um átomo de dois

ńıveis em reservatório de vácuo comprimido, no referencial girante de frequência ωL.

Quando o acoplamento átomo-campo, descrito por |g(ω)|, é constante, ou seja, inde-

pendente da frequência, teremos as seguintes relações entre as constantes de decaimento

Γ+ = Γ0 = Γ− = Γ′+ = Γ′0 = Γ′− ≡ Γ. (3.2.10)

Esta consideração leva a uma equação mestra para o átomo de dois ńıveis em reservatório

de vácuo comprimido,

∂ρ

∂t
= −i[δσ0 + F

(
σ+e−iϕ + σ−eiϕ

)
,ρ]

− Γ

2

(
cosh2(r)[σ+,σ−ρ] + sinh2(r)[σ−,σ+ρ] + h.c.

)

+
Γ

2
sinh(r) cosh(r)

(
eiθe2i(ωL−ωs)t[σ+, [σ+,ρ]] + h.c.

)
, (3.2.11)

onde o campo clássico está presente apenas no termo do hamiltoniano que governa a

evolução livre, não influenciando o processo de dissipação.
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4 Equação mestra não linear para
um átomo à partir da equação
mestra linear para N átomos
na aproximação de campo
médio

Neste caṕıtulo apresentamos primeiramente a equação mestra linear para um con-

junto de N átomos de dois ńıveis interagindo com um reservatório, a partir da qual

calcularemos a equação mestra para um único átomo na aproximação de campo médio.

4.1 Equação mestra linear para N átomos de dois

ńıveis

Estamos interessados em descrever um sistema constitúıdo de N átomos de dois ńıveis

interagindo com um reservatório. Estes átomos estão bastante espaçados, ou seja, a

densidade de átomos é consideravelmente baixa, de modo que a interação direta átomo-

átomo é deprezada.

O hamiltoniano que descreve um conjunto de N átomos interagindo com um reser-

vatório (conjunto de osciladores) é dado por [18, 26]

HS+R =
ω0

2
S0 +

∑

k

ωkb
†
kbk +

∑

k

(gkbkS+ + g∗kb
†
kS−), (4.1.1)
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onde

S+ =
N∑

i=1

σ+(i) (4.1.2a)

S0 =
N∑

i=1

σ0(i) (4.1.2b)

S− =
N∑

i=1

σ−(i), (4.1.2c)

são operadores coletivos, que continuam satisfazendo as relações de comutação da álgebra

associada ao grupo SU(2), como podemos facilmente verificar

[S0,S+] =
N∑

i,i′=1

[σ0(i), σ+(i)] = 2
N∑

i,i′=1

σ+(i)δii′ = 2S+ (4.1.3a)

[S0,S−] =
N∑

i,i′=1

[σ0(i), σ−(i)] = −2
N∑

i,i′=1

σ−(i)δii′ = −2S− (4.1.3b)

[S+,S−] =
N∑

i,i′=1

[σ+(i),σ−(i)] =
N∑

i,i′=1

σ0(i)δii′ = 2S0. (4.1.3c)

No termo de interação átomo-reservatório supõe-se que cada oscilador k interage com

todos os átomos, com a mesma intensidade |gk|.

A estrutura da equação mestra para este conjunto de átomos é idêntica àquela apre-

sentada no caṕıtulo (2) na seção (2.3). Aqui trocamos os operadores σ+, σ0, σ− pelos

operadores coletivos S+, S0, S−, respectivamente, de maneira que, para o reservatório

térmico, a equação mestra para N átomos escreve-se

∂ρN

∂t
= −i

ω0

2
[S0,ρN ]− Γ

2
{(n̄(ω0) + 1) ([S+,S−ρN ]− [S−,ρNS+])

+n̄(ω0) ([S−,S+ρN ]− [S+,ρNS−])} , (4.1.4)

onde agora ρN é o operador densidade para N átomos,

ρN ≡ ρN(1, 2, 3, ..., N − 1, N). (4.1.5)

De maneira semelhante podemos escrever a equação mestra para N átomos interagindo
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com um reservatório de vácuo comprimido,

∂ρN

∂t
= −i

ω0

2
[S0, ρN ]− Γ

2
cosh2(r) {[S+, S−ρN ]− [S−, ρNS+]}

− Γ

2
sinh2(r) {[S−,S+ρN ]− [S+,ρNS−]}

+
Γ

2
sinh(r) cosh(r)

(
eiθe−2iω0t[S+, [S+,ρN ]] + e−iθe2iω0t[S−, [S−,ρN ]]

)
.

(4.1.6)

O sistema de N átomos de dois ńıveis sob influência de um campo eletromagnético

monocromático clássico de frequência ωL, pode ser descrito pelo seguinte hamiltoniano

HS+R =
ω0

2
S0 + F

(
S+e−i(ωLt+ϕ) + S−ei(ωLt+ϕ)

)
+

∑

k

ωkb
†
kbk

+
∑

k

(
gkbkS+ + g∗kb

†
kS−

)
.

(4.1.7)

No referencial girante com frequência ωL, as equações mestras apresentadas no caṕıtulo

(3), para N átomos, podem ser escritas da seguinte maneira

Para o reservatório térmico

∂ρN

∂t
= −i[δS0 + F

(
S+e−iϕ + S−eiϕ

)
,ρN ]

− Γ̃+

2
(n̄ + 1) {[S+,S−ρN ] + [ρNS+,S−]}

− Γ̃+

2
n̄ {[S−,S+ρN ] + [ρNS−, S+]}

− Γ̃0

2
(n̄ + 1)

{
e−iϕ[S+,S0ρN ] + eiϕ[ρNS0,S−]

}

− Γ̃0

2
n̄

{
eiϕ[S−, S0ρN ] + e−iϕ[ρNS0,S+]

}

− Γ̃−
2

(n̄ + 1)
{
e−i2ϕ[S+,S+ρN ] + ei2ϕ[ρNS−,S−]

}

− Γ̃−
2

n̄
{
ei2ϕ[S−,S−ρN ] + e−i2ϕ[ρNS+,S+]

}
(4.1.8)
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Para o reservatório de vácuo comprimido

∂ρN

∂t
= −i[δS0 + F

(
S+e−iϕ + S−eiϕ

)
, ρN ]

− Γ̃+

2
cosh2(r) {[S+, S−ρN ]− [S−, ρNS+]}

− Γ̃+

2
sinh2(r) {[S−,S+ρN ]− [S+, ρNS−]}

− Γ̃0

2
cosh2(r)

{
e−iϕ[S+, S0ρN ]− eiϕ[S−,ρNS0]

}

− Γ̃0

2
sinh2(r)

{
eiϕ[S−,S0ρN ]− e−iϕ[S+,ρNS0]

}

− Γ̃−
2

cosh2(r)
{
e−2iϕ[S+,S+ρN ]− e2iϕ[S−,ρNS−]

}

− Γ̃−
2

sinh2(r)
{
e2iϕ[S−,S−ρN ]− e−2iϕ[S+,ρNS+]

}

+
Γ̃′+
2

sinh(r) cosh(r)eiθe2i(ωL−ωs)t[S+, [S+, ρN ]]

+
Γ̃′+
2

sinh(r) cosh(r)e−iθe−2i(ωL−ωs)t[S−, [S−,ρN ]]

+
Γ̃′0
2

sinh(r) cosh(r)ei(ϕ+θ)e2i(ωL−ωs)t[S+, [S0,ρN ]]

+
Γ̃′0
2

sinh(r) cosh(r)e−i(ϕ+θ)e−2i(ωL−ωs)t[S−, [S0, ρN ]]

+
Γ̃′−
2

sinh(r) cosh(r)ei(2ϕ+θ)e2i(ωL−ωs)t[S+, [S−,ρN ]]

+
Γ̃′−
2

sinh(r) cosh(r)e−i(2ϕ+θ)e−2i(ωL−ωs)t[S−, [S+,ρN ]]. (4.1.9)

As equações (4.1.8) e (4.1.9) serão o ponto de partida para obtenção de equações mestras

não lineares para um único átomo na aproximação de campo médio.

4.2 Equação mestra não linear

Nesta seção, apresentaremos as equações mestras não lineares, para um único átomo

de dois ńıveis, obtidas na aproximação de campo médio, utilizando as equações lineares,

constitúıdas de N átomos, calculadas na seção (4.1).

Podemos definir um operador densidade de K átomos de dois ńıveis, sendo K < N ,

a partir do operador densidade de N átomos, calculando o traço sobre as variáveis dos
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N −K átomos do sistema,

ρK = TrK+1,...,N (ρN)

≡
∑

mK+1

∑
mK+2

...
∑

mN−1

∑
mN

〈mK+1,mK+2, ...mN−1,mN |ρN |mK+1,mK+2, ...mN−1,mN〉.

(4.2.1)

Desta forma podemos definir a equação mestra para K átomos aplicando a operação

de traço na equação mestra para N átomos

∂ρK

∂t
= TrK+1,...,N

(
∂ρN

∂t

)
. (4.2.2)

Partindo da equação mestra linear para N átomos de dois ńıveis, equação (4.1.8),

obteremos uma equação mestra não linear para K átomos de dois ńıveis sob influência

de um campo monocromático clássico, em reservatório térmico. Substituindo a equação

(4.1.8) no lado direito da equação (4.2.2), temos

∂ρK

∂t
= TrK+1,...,N

(
∂ρN

∂t

)

= −iT rK+1,...,N

{
δ[S0,ρN ] + Fe−iϕ[S+,ρN ] + Feiϕ[S−, ρN ]

}

− Γ̃+

2
(n̄ + 1) {TrK+1,...,N ([S+,S−ρN ]) + TrK+1,...,N ([ρNS+,S−])}

− Γ̃+

2
n̄ {TrK+1,...,N ([S−,S+ρN ]) + TrK+1,...,N ([ρNS−,S+])}

− Γ̃0

2
(n̄ + 1)

{
e−iϕTrK+1,...,N ([S+,S0ρN ]) + eiϕTrK+1,...,N ([ρNS0,S−])

}

− Γ̃0

2
n̄

{
eiϕTrK+1,...,N ([S−, S0ρN ]) + e−iϕTrK+1,...,N ([ρNS0,S+])

}

− Γ̃−
2

(n̄ + 1)
{
e−i2ϕTrK+1,...,N ([S+,S+ρN ]) + ei2ϕTrK+1,...,N ([ρNS−,S−])

}

− Γ̃−
2

n̄
{
ei2ϕTrK+1,...,N ([S−,S−ρN ]) + e−i2ϕTrK+1,...,N ([ρNS+,S+])

}
. (4.2.3)

Observando a equação (4.2.3), percebemos que o lado direito desta contém as seguintes

operações

TrK+1,...,N ([Sλ,ρN ]) (4.2.4a)

TrK+1,...,N ([Sλ,Sλ′ρN ]) (4.2.4b)

TrK+1,...,N ([Sλ,ρNSλ′ ]) , (4.2.4c)

com λ = −1, 0, 1, λ′ = −1, 0, 1; portanto, devemos calcular cada uma das expressões
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(4.2.4), para obtermos o lado direito da equação (4.2.3).

Calculando a operação (4.2.4a) temos

TrK+1,...,N ([Sλ,ρN ]) = TrK+1,...,N

(
N∑

i=1

[σλ(i),ρN ]

)

=
K∑

i=1

[σλ(i), T rK+1,...,N (ρN)] +
N∑

i=K+1

TrK+1,...,N ([σλ(i),ρN ])

=
K∑

i=1

[σλ(i),ρK ] +
N∑

i=K+1

TrK+1,...,N ([σλ(i),ρN ]) . (4.2.5)

Desevolvendo o segundo termo do lado direito da equação (4.2.5)

N∑
i=K+1

TrK+1,...,N ([σλ(i),ρN ]) = TrK+1,...,N ([σλ(K + 1) + ... + σλ(N),ρN ]) , (4.2.6)

podemos perceber que todos os termos são equivalentes, pois os átomos são idênticos,

então,

N∑
i=K+1

TrK+1,...,N ([σλ(i),ρN ]) = (N −K)TrK+1,...,N

(
[σλ(K + 1), ρK+1]

)
, (4.2.7)

onde, ρK+1 = ρ(1, 2, 3, ..., K + 1) é o operador densidade de K + 1 átomos. Pode-

mos facilmente verificar que a equação (4.2.7) é nula (pela regra ćıclica do traço temos

Tr(AB) = Tr(BA), portanto Tr([A,B]) = 0). Desta forma equação (4.2.5) fica escrita

como

TrK+1,...,N ([Sλ,ρN ]) =
K∑

i=1

[σλ(i),ρK ]. (4.2.8)

Para a operação (4.2.4b), temos

TrK+1,...,N ([Sλ,Sλ′ρN ]) = TrK+1,...,N

(
N∑

i,i′=1

[σλ(i), σλ′(i
′)ρN ]

)

= TrK+1,...,N

(
K∑

i,i′=1

[σλ(i),σλ′(i
′)ρN ]

)
+ TrK+1,...,N

(
K∑

i=1

N∑

i′=K+1

[σλ(i), σλ′(i
′)ρN ]

)

+ TrK+1,...,N

(
N∑

i=K+1

K∑

i′=1

[σλ(i),σλ′(i
′)ρN ]

)
+ TrK+1,...,N

(
N∑

i,i′=K+1

[σλ(i),σλ′(i
′)ρN ]

)
,

(4.2.9)

calculando termo a termo o lado direito da equação (4.2.9), temos:
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para o primeiro termo de (4.2.9)

TrK+1,...,N

(
K∑

i,i′=1

[σλ(i),σλ′(i
′)ρN ]

)
=

K∑

i,i′=1

[σλ(i),σλ′(i
′)TrK+1,...,N (ρN)]

=
K∑

i,i′=1

[σλ(i),σλ′(i
′)ρK ], (4.2.10)

para o segundo termo de (4.2.9)

TrK+1,...,N

(
K∑

i=1

N∑

i′=K+1

[σλ(i),σλ′(i
′)ρN ]

)
=

K∑
i=1

N∑

i′=K+1

[σλ(i), T rK+1,...,N (σλ′(i
′)ρN)]

= (N −K)
K∑

i=1

[σλ(i), T rK+1

(
σλ′(K + 1)ρK+1

)
], (4.2.11)

para o terceiro temo de (4.2.9)

TrK+1,...,N

(
N∑

i=K+1

K∑

i′=1

[σλ(i),σλ′(i
′)ρN ]

)
=

K∑

i′=1

σλ′(i
′)

N∑
i=K+1

TrK+1,...,N ([σλ(i),ρN ]) = 0,

(4.2.12)

e para o quarto termo de (4.2.9)

TrK+1,...,N

(
N∑

i,i′=K+1

[σλ(i), σλ′(i
′)ρN ]

)
=

N∑

i,i′=K+1

TrK+1,...,N ([σλ(i), σλ′(i
′)ρN ]) = 0.

(4.2.13)

Assim, a equação (4.2.9) fica escrita como

TrK+1,...,N ([Sλ,Sλ′ρN ]) =
K∑

i,i′=1

[σλ(i), σλ′(i
′)ρK ]

+ (N −K)
K∑

i=1

[σλ(i), T rK+1

(
σλ′(K + 1)ρK+1

)
]. (4.2.14)
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De maneira análoga, calcularemos a operação (4.2.4c)

TrK+1,...,N ([Sλ,ρNSλ′ ]) = TrK+1,...,N

(
N∑

i,i′=1

[σλ(i), ρNσλ′(i
′)]

)

= TrK+1,...,N

(
K∑

i,i′=1

[σλ(i),ρNσλ′(i
′)]

)
+ TrK+1,...,N

(
K∑

i=1

N∑

i′=K+1

[σλ(i), ρNσλ′(i
′)]

)

+ TrK+1,...,N

(
N∑

i=K+1

K∑

i′=1

[σλ(i),ρNσλ′(i
′)]

)
+ TrK+1,...,N

(
N∑

i,i′=K+1

[σλ(i),ρNσλ′(i
′)]

)
,

(4.2.15)

onde, termo a termo, temos:

para o primeiro termo de (4.2.15)

TrK+1,...,N

(
K∑

i,i′=1

[σλ(i),ρNσλ′(i
′)]

)
=

K∑

i,i′=1

[σλ(i), T rK+1,...,N (ρN) σλ′(i
′)]

=
K∑

i,i′=1

[σλ(i),ρKσλ′(i
′)], (4.2.16)

para o segundo termo de (4.2.15)

TrK+1,...,N

(
K∑

i=1

N∑

i′=K+1

[σλ(i),ρNσλ′(i
′)]

)
=

K∑
i=1

N∑

i′=K+1

[σλ(i), T rK+1,...,N (ρNσλ′(i
′))]

= (N −K)
K∑

i=1

[σλ(i), T rK+1

(
ρK+1σλ′(K + 1)

)
], (4.2.17)

para o terceiro termo de (4.2.15)

TrK+1,...,N

(
N∑

i=K+1

K∑

i′=1

[σλ(i),ρNσλ′(i
′)]

)
=

N∑
i=K+1

TrK+1,...,N ([σλ(i),ρN ])
K∑

i′=1

σλ′(i
′) = 0,

(4.2.18)

e para o quarto termo de (4.2.15)

TrK+1,...,N

(
N∑

i,i′=K+1

[σλ(i), ρNσλ′(i
′)]

)
=

N∑

i,i′=K+1

TrK+1,...,N ([σλ(i), ρNσλ′(i
′)]) = 0.

(4.2.19)

Substituindo os resultados (4.2.16), (4.2.17), (4.2.18) e (4.2.19) na equação (4.2.15) obte-
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mos

TrK+1,...,N ([Sλ,ρNSλ′ ]) =
K∑

i,i′=1

[σλ(i), ρKσλ′(i
′)]

+ (N −K)
K∑

i=1

[σλ(i), T rK+1

(
ρK+1σλ′(K + 1)

)
]. (4.2.20)

Desta maneira as operações (4.2.4) ficam escritas como

TrK+1,...,N ([Sλ,ρN ]) =
K∑

i=1

[σλ(i),ρK ] (4.2.21a)

TrK+1,...,N ([Sλ,Sλ′ρN ]) =
K∑

i,i′=1

[σλ(i), σλ′(i
′)ρK ]

+ (N −K)
K∑

i=1

[σλ(i), T rK+1

(
σλ′(K + 1)ρK+1

)
] (4.2.21b)

TrK+1,...,N ([Sλ,ρNSλ′ ]) =
K∑

i,i′=1

[σλ(i), ρKσλ′(i
′)]

+ (N −K)
K∑

i=1

[σλ(i), T rK+1

(
ρK+1σλ′(K + 1)

)
], (4.2.21c)

Substituindo as expressões (4.2.21a), (4.2.21b) e (4.2.21c) no lado direito da equação

(4.2.3), obtemos finalmente uma equação mestra para K átomos de dois ńıveis

∂ρK

∂t
= −i

K∑
i=1

{
[δσ0(i) + Fe−iϕσ+(i) + Feiϕσ−(i),ρK ]

}

− (N −K)
K∑

i=1

{
Γ̃+

2
[σ+(i), T rK+1

(
σ−(K + 1)ρK+1

)
]

+
Γ̃0

2
e−iϕ[σ+(i), T rK+1

(
σ0(K + 1)ρK+1

)
]

+
Γ̃−
2

e−2iϕ[σ+(i), T rK+1

(
σ+(K + 1)ρK+1

)
] + h.c.

}

−
K∑

i,i′=1

{
(n̄ + 1)

(
Γ̃+

2
[σ+(i), σ−(i′)ρK ] +

Γ̃0

2
e−iϕ[σ+(i), σ0(i

′)ρK ]

+
Γ̃−
2

e−2iϕ[σ+(i),σ+(i′)ρK ]

)
+ n̄

(
Γ̃+

2
[σ−(i),σ+(i′)ρK ]

+
Γ̃0

2
eiϕ[σ−(i),σ0(i

′)ρK ] +
Γ̃−
2

e2iϕ[σ−(i), σ−(i′)ρK ]

)
+ h.c.

}
. (4.2.22)
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Percebe-se então que a determinação da equação mestra reduzida, de K átomos,

ρ̇K , dependerá do conhecimento do operador densidade de K + 1 átomos, ρK+1. Essas

N − 1 equações são conhecidas pelo nome de hierarquia BBGKY [40], pois essa sequência

foi estudada de forma independente por N. N. Bogoliubov, M. Born, H. S. Green, G.

Kirkwood e J. Yvon.

Para K = 1 obtemos

∂ρ1

∂t
= −i[δσ0 + Fe−iϕσ+ + Feiϕσ−,ρ1]− (N − 1)

{
Γ̃+

2
[σ+, T r2 (σ−(2)ρ2)]

+
Γ̃0

2
e−iϕ[σ+, T r2 (σ0(2)ρ2)] +

Γ̃−
2

e−2iϕ[σ+, T r2 (σ+(2)ρ2)] + h.c.

}

− (n̄ + 1)

(
Γ̃+

2
[σ+, σ−ρ1] +

Γ̃0

2
e−iϕ[σ+,σ0ρ1] +

Γ̃−
2

e−2iϕ[σ+,σ+ρ1] + h.c.

)

+ n̄

(
Γ̃+

2
[σ−, σ+ρ1] +

Γ̃0

2
eiϕ[σ−, σ0ρ1] +

Γ̃−
2

e2iϕ[σ−,σ−ρ1] + h.c.

)
, (4.2.23)

onde ρ2 = ρ(1, 2) é o operador densidade para dois átomos. Para quebrarmos a hierarquia

é necessário fazer alguma hipótese, por exemplo, a aproximação

ρ2(1, 2) = ρ1(1)ρ1(2) (4.2.24)

consiste em desprezar as correlações existentes entre os átomos 1 e 2. Desta maneira,

na aproximação de ”campo médio” a equação mestra reduz-se a uma equação não linear

para um único átomo, a equação (4.2.23) fica escrita como

∂ρ

∂t
= −i[Hef ,ρ]− Γ̃+

2
((n̄ + 1)[σ+,σ−ρ] + n̄[σ−,σ+ρ] + h.c.)

− Γ̃0

2
(n̄ + 1)

{
e−iϕ[σ+,σ0ρ] + n̄eiϕ[σ−,σ0ρ] + h.c.

)

− Γ̃−
2

(
(n̄ + 1)e−i2ϕ[σ+,σ+ρ] + n̄ei2ϕ[σ−,σ−ρ] + h.c.

)
, (4.2.25)

onde substitúımos ρ1 por ρ. O hamiltoniano efetivo é escrito como

Hef = δσ0 +

{(
F − i(N − 1)

(
Γ̃−
2
〈σ+〉+

Γ̃0

2
〈σ0〉+

Γ̃+

2
〈σ−〉

))
σ+ + h.c.

}
,

(4.2.26)

contendo valores médios, que constituem o elemento não linear da equação. E como
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definido no caṕıtulo anterior

Γ̃+ =
1

4∆2

{
(∆ + δ)2Γ− + 2(∆2 − δ2)Γ0 + (∆− δ)2Γ+

}
(4.2.27a)

Γ̃0 = − F

4∆2
{(∆ + δ)Γ− − 2δΓ0 − (∆− δ)Γ+} (4.2.27b)

Γ̃− = −
(

F

2∆

)2

{Γ− − 2Γ0 + Γ+} (4.2.27c)

Γj′ ≡ 2πD|g(ω0 + 2j′∆)|2, (j = −1, 0, 1) (4.2.27d)

Assim obtém-se uma equação mestra não linear, para um átomo sob influência de um

campo eletromagnético clássico, onde agora temos um novo campo elétrico gerado pelos

(N − 1) átomos do sistema, e o campo emergente da amostra pode ser escrito sendo

ET =
1

µ

[
F + i

(N − 1)

2

(
Γ̃−〈σ+〉+ Γ̃0〈σ0〉+ Γ̃+〈σ−〉

)]
, (4.2.28)

onde o segundo termo é um campo de polarização induzido

Epol = i
(N − 1)

2µ

(
Γ̃−〈σ+〉+ Γ̃0〈σ0〉+ Γ̃+〈σ−〉

)
. (4.2.29)

A influência do reservatório térmico é portanto de criar um campo médio entre os átomos,

além do efeito dissipativo usual.

De maneira análoga, em um reservatório de vácuo comprimido temos

∂ρ

∂t
= −i[Hef ,ρ]− Γ̃+

2

(
cosh2(r)[σ+, σ−ρ] + [σ−,σ+ρ] + h.c.

)

− Γ̃0

2

(
cosh2(r)e−iϕ[σ+,σ0ρ] + sinh2(r)eiϕ[σ−, σ0ρ] + h.c.

)

− Γ̃−
2

(
cosh2(r)e−i2ϕ[σ+,σ+ρ] + sinh2(r)ei2ϕ[σ−, σ−ρ] + h.c.

)

+
Γ̃′+
2

sinh(r) cosh(r)
(
eiθe2i(ωL−ωs)t[σ+, [σ+,ρ]] + h.c.

)

+
Γ̃′0
2

sinh(r) cosh(r)
(
ei(ϕ+θ)e2i(ωL−ωs)t[σ+, [σ0, ρ]] + h.c.

)

+
Γ̃′−
2

sinh(r) cosh(r)
(
ei(2ϕ+θ)e2i(ωL−ωs)t[σ+, [σ−,ρ]] + h.c.

)
, (4.2.30)
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onde Hef é o mesmo descrito pela equação (4.2.26), sendo

Γ̃+ =
1

4∆2

{
(∆ + δ)2Γ− + 2(∆2 − δ2)Γ0 + (∆− δ)2Γ+

}
(4.2.31a)

Γ̃0 = − F

4∆2
{(∆ + δ)Γ− − 2δΓ0 − (∆− δ)Γ+} (4.2.31b)

Γ̃− = −
(

F

2∆

)2

{Γ− − 2Γ0 + Γ+} (4.2.31c)

Γj ≡ 2πD|g(ωL + 2j∆)||g(2ωs − ωL − 2j∆)|, j = −1, 0, 1; (4.2.31d)

e

Γ̃′+ =
1

4∆2

{
(∆ + δ)2Γ′− + 2(∆2 − δ2)Γ′0 + (∆− δ)2Γ′+

}
(4.2.32a)

Γ̃′0 = − F

4∆2

{
(∆ + δ)Γ′− − 2δΓ′0 − (∆− δ)Γ′+

}
(4.2.32b)

Γ̃′− = −
(

F

2∆

)2 {
Γ′− − 2Γ′0 + Γ′+

}
(4.2.32c)

Γ′j ≡ 2πD|g(ωL + 2j∆)||g(2ωs − ωL − 2j∆)|, j = −1, 0, 1. (4.2.32d)

Para o caso particular em que a frequência central de compressão é ressonante com a

frequência do campo clássico, ωs = ωL obtemos

∂ρ

∂t
= −i[Hef ,ρ]− Γ̃+

2

(
cosh2(r)[σ+, σ−ρ] + [σ−,σ+ρ] + h.c.

)

− Γ̃0

2

(
cosh2(r)e−iϕ[σ+,σ0ρ] + sinh2(r)eiϕ[σ−, σ0ρ] + h.c.

)

− Γ̃−
2

(
cosh2(r)e−i2ϕ[σ+,σ+ρ] + sinh2(r)ei2ϕ[σ−, σ−ρ] + h.c.

)

+
Γ̃′+
2

sinh(r) cosh(r)
(
eiθ[σ+, [σ+,ρ]] + h.c.

)

+
Γ̃′0
2

sinh(r) cosh(r)
(
ei(ϕ+θ)[σ+, [σ0, ρ]] + h.c.

)

+
Γ̃′−
2

sinh(r) cosh(r)
(
ei(2ϕ+θ)[σ+, [σ−,ρ]] + h.c.

)
, (4.2.33)

onde agora temos

Γ′j′ ≡ 2πD|g(ωL + 2j′∆)||g(2ωL − 2j′∆)|. (4.2.34)

Podemos facilmente perceber que as equações mestras apresentadas nesta seção diferem

das apresentadas no caṕıtulo 3, apenas pelo hamiltoniano efetivo (4.2.26), ou seja, para

N = 1, os termos adicionais referentes ao campo médio são nulos, e as equações (4.2.25)

e (4.2.30) se reduzem à equações mestra de um único átomo (3.1.8) e (3.2.5), respectiva-

mente.
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5 Biestabilidade óptica

Neste caṕıtulo estudaremos o comportamento biestável relacionado aos campos in-

cidente (campo de entrada F/µ) e emergente (campo de sáıda ET equação (4.2.28))

de uma amostra constitúıda por N átomos de dois ńıveis, bombeados por um campo

monocromático clássico e acoplados a um reservatório (térmico ou de vácuo comprim-

ido). Nosso ponto de partida será as equações mestras (4.2.25) e (4.2.33) apresentadas no

caṕıtulo anterior. Afim de tornar a solução das equações mais transparente do ponto de

vista da f́ısica envolvida neste problema, vamos fazer as seguintes hipóteses:

1. A frequência do campo clássico é ressonante com a transição átomica,

ωL = ω0 =⇒ δ = 0. (5.0.1)

2. O acoplamento átomo-campo, representado por |g(ω)|, é simétrico em torno de ω0,

podendo ser descrito por

|g(ω)| =
√

Γ

2πD
(

ξ + (1− ξ)
γ2

c

(ω − ω0)2 + γ2
c

)
, (5.0.2)

com 0 ≤ ξ ≤ 1, onde ξ é uma fração de acoplamento constante e (1 − ξ) é a

fração complementar do acoplamento que é descrito por uma distribuição lorentziana

centrada em ω0 e de largura γc.

Desta maneira podemos descrever alguns tipos de acoplamentos, como pode ser observado

na figura 3:

• para ξ = 0 (figura 3a) o acoplamento é descrito por

|g(ω)| =
√

Γ

2πD
γ2

c

(ω − ω0)2 + γ2
c

, (5.0.3)
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• para ξ = 1/2 (figura 3b), o acoplamento é descrito por

|g(ω)| =
√

Γ

2πD
(

1 +
γ2

c

(ω − ω0)2 + γ2
c

)
, (5.0.4)

• para ξ = 1, resulta um acoplamento constante, |g(ω)| =
√

Γ
2πD , para qualquer

frequência ω.

Figura 3: acoplamento |g(ω)|, para os seguintes valores: ω0 = 104Γ, γc = 10Γ

Com estas hipóteses, escrevemos as frequências de relaxação Γ
(ter)
j , Γ

(vc)
j e Γ

′(vc)
j , onde

o ı́ndice ter corresponde a reservatório térmico e vc a vácuo comprimido, a partir das
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equações (4.2.27d), (4.2.31d) e (4.2.34) como

Γ
(ter)
j = Γ

(vc)
j ≡ 2πD|g(ω0 + 2jF )|2 (5.0.5a)

Γ
′(vc)
j ≡ 2πD|g(ω0 + 2jF )||g(ω0 − 2jF )| = 2πD|g(ω0 + 2jF )|2 (5.0.5b)

com j = −1, 0, 1; ou seja, são todas idênticas, onde utilizamos a simetria de |g(ω)| em

torno de ω0 para escrever |g(ω0 + 2jF )| = |g(ω0 − 2jF )| em (5.0.5b), logo podemos

denotá-las simplesmente por Γj.

Utilizando a expressão (5.0.2) podemos escrever Γj como

Γj ≡ 2πD|g(ω0 + 2jF )|2

= Γ

(
ξ + (1− ξ)

γ2
c

(2jF )2 + γ2
c

)
, (5.0.6)

de maneira que Γ0, Γ+ e Γ− se tornam

Γ0 = Γ (5.0.7a)

Γ+ = Γ− = Γ

(
ξ + (1− ξ)

γ2
c

4F 2 + γ2
c

)
, (5.0.7b)

e consequentemente, a partir das equações (4.2.27a), (4.2.27b) e (4.2.27c), obtemos

Γ̃+(F ) =
Γ + Γ+

2
=

Γ

2

[
(1 + ξ) + (1− ξ)

γ2
c

(2j′F )2 + γ2
c

]
(5.0.8a)

Γ̃0 = 0 (5.0.8b)

Γ̃−(F ) =
Γ− Γ+

2
=

Γ(1− ξ)

2

[
1− γ2

c

(2j′F )2 + γ2
c

]
. (5.0.8c)

Na figura 4 podemos observar como os coeficientes Γ̃+ e Γ̃− dependem da frequência

de Rabi F .

• A figura 4a mostra como o fator de decaimento Γ̃+ é descrito a partir dos acopla-

mentos |g(ω)| para ξ = 0, 1/2, 1 na equação (5.0.8a).

• A figura 4b mostra como o fator de decaimento Γ̃− é descrito a partir dos acopla-

mentos |g(ω)| para ξ = 0, 1/2, 1 na equação (5.0.8c).
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Adotando as constantes de relaxação (5.0.8a), (5.0.8b) e (5.0.8c) vamos estudar o

comportamento biestável do campo elétrico emergente, da amostra constituida pelos N

átomos, quando o sistema está acoplado a um reservatório térmico, e em seguida apre-

sentaremos o comportamento do mesmo quando acoplado a um reservatório de vácuo

comprimido.

Figura 4: Frequência de decaimento Γ+(ω), a partir dos acoplamentos |g(ω)| apresentados
na figura 3
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5.1 Reservatório Térmico

A equação mestra não linear para um átomo representativo acoplado a reservatório

térmico à temperatura nula, com as hipóteses (5.0.1) e (5.0.2) é descrita por

∂ρ

∂t
= −i[Hef ,ρ]− Γ̃+

2
(σ+σ−ρ− 2σ−ρσ+ + ρσ+σ−)

+
Γ̃−
2

(
e−i2ϕσ+ρσ+ + ei2ϕσ−ρσ−

)
, (5.1.1)

onde

Hef = µ
(|E0|eiϕ + Epol

)
σ− + µ

(|E0|e−iϕ + E∗
pol

)
σ+, (5.1.2)

e

Epol = i
(N − 1)

2µ

(
Γ̃−ei2ϕ〈σ−〉+ Γ̃+〈σ+〉

)
, (5.1.3)

é o campo devido à polarização dos (N − 1) átomos da amostra.

A partir da equação mestra (5.1.1) podemos calcular as equações de movimento para

os valores médios dos operadores σ−, σ0 e σ+

˙〈σ0〉 = Tr (ρ̇σ0)

= 2iµET 〈σ−〉 − Γ̃+ (1 + 〈σ0〉)− 2iµE∗
T 〈σ+〉 (5.1.4a)

˙〈σ−〉 = Tr (ρ̇σ−)

= − Γ̃+

2
〈σ−〉+ iµE∗

T 〈σ0〉+
Γ̃−
2

e−2iϕ〈σ+〉 (5.1.4b)

˙〈σ+〉 = ˙〈σ−〉
∗

= +
Γ̃−
2

e2iϕ〈σ−〉 − iµET 〈σ0〉 − Γ̃+

2
〈σ+〉, (5.1.4c)

sendo ET o campo de sáıda, descrito por

ET = |E0|eiϕ + Epol. (5.1.5)

Para obter as soluções estacionárias das equações (5.1.4a), (5.1.4b), e (5.1.4c) temos que
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resolver o seguinte conjunto de equações algébricas

2iµET 〈σ−〉 − Γ̃+〈σ0〉 − 2iµE∗
T 〈σ+〉 = Γ̃+ (5.1.6a)

− Γ̃+

2
〈σ−〉+ iµE∗

T 〈σ0〉+
Γ̃−
2

e−2iϕ〈σ+〉 = 0 (5.1.6b)

+
Γ̃−
2

e2iϕ〈σ−〉 − iµET 〈σ0〉 − Γ̃+

2
〈σ+〉 = 0, (5.1.6c)

cuja solução é

〈σ0〉eq =
Γ̃+(Γ̃2

− − Γ̃2
+)

Γ̃+

(
Γ̃2

+ − Γ̃2−
)
− 8Γ̃−µ2Re(E2

T e−2iϕ) + 8Γ̃+µ2|ET |2
(5.1.7a)

〈σ−〉eq =
2iΓ̃+(Γ̃−e−2iϕµET − Γ̃+µE∗

T )

Γ̃+

(
Γ̃2

+ − Γ̃2−
)
− 8Γ̃−µ2Re(E2

T e−2iϕ) + 8Γ̃+µ2|ET |2
(5.1.7b)

〈σ+〉eq =
−2iΓ̃+(Γ̃−e2iϕµE∗

T − Γ̃+µET )

Γ̃+

(
Γ̃2

+ − Γ̃2−
)
− 8Γ̃−µ2Re(E2

T e−2iϕ) + 8Γ̃+µ2|ET |2
. (5.1.7c)

Desta maneira podemos escrever o campo de polarização gerado pelos (N−1) átomos

do sistema, substituindo 〈σ+〉eq, 〈σ0〉eq e 〈σ−〉eq na equação (5.1.3), obtendo

Epol = (N − 1)
Γ̃+

(
2E∗

T e2iϕΓ̃−Γ̃+ − ET (Γ̃2
+ + Γ̃2

−)
)

Γ̃+

(
Γ̃2

+ − Γ̃2−
)
− 8Γ̃−µ2Re(E2

T e−2iϕ) + 8Γ̃+µ2|ET |2
. (5.1.8)

A partir da equação (5.1.5) podemos escrever o campo de entrada |E0| como

|E0| = ET e−iϕ − Epole
−iϕ, (5.1.9)

e escrevendo ET = |ET |eiν temos

|E0| = |ET |

ei(ν−ϕ) + (N − 1)

Γ̃+

(
(Γ̃2

+ + Γ̃2
−)ei(ν−ϕ) − 2Γ̃−Γ̃+e−i(ν−ϕ)

)

Γ̃+

(
Γ̃2

+ − Γ̃2−
)

+ 8µ2|ET |2
(
Γ̃+ − Γ̃− cos (2ν − 2ϕ)

)

 ,

(5.1.10)

onde agora a parte imaginária da equação (5.1.10) tem de ser nula, de maneira que ν = ϕ

é uma solução, logo esta escreve-se como

|E0| = |ET |

1 + (N − 1)

Γ̃+

(
Γ̃+ − Γ̃−

)

Γ̃+

(
Γ̃+ + Γ̃−

)
+ 8µ2|ET |2


 , (5.1.11)

obtendo assim, uma relação entre os módulos do campo de sáıda |ET | e do campo de
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entrada |E0|.

Utilizando as equações (5.0.8a) e (5.0.8c) obtemos

Γ̃+ + Γ̃− = Γ (5.1.12)

Γ̃+ − Γ̃− = Γ+, (5.1.13)

desta forma podemos reescrever

|E0| = |ET |
(

1 + (N − 1)
Γ+ (Γ + Γ+)

Γ (Γ + Γ+) + 16µ2|ET |2
)

. (5.1.14)

A partir da equação (5.1.14) faremos um mapeamento numérico para determinar ponto

a ponto a relação entre |E0| e |ET |, uma vez que |E0| é uma função de Γ+(|E0|) e de

|ET |; desta forma obtemos o comportamento biestável que os campos de entrada e sáıda

apresentam neste sistema como pode ser observado nas figuras (5-8).

Figura 5: Comportamento biestável da relação entre os campos de entrada e sáıda, onde
consideramos N = 1001, ξ = 1, γc = 10Γ.

A relação entre os campos de sáıda e de entrada, como mostra a figura 5, apresenta
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uma curva de histerese, onde ao aumentarmos a intensidade do campo de entrada podemos

obter duas posśıveis respostas no campo de sáıda, acompanhando as setas na figura 5.

Quando µ|E0|/Γ < 180 ao aumentarmos a intensidade do campo de entrada o campo de

sáıda pode representar um bit no estado 0, e para µ|E0|/Γ > 180 o campo ”resposta”

(sáıda) sobe abruptamente, podendo representar um bit no estado 1, o mesmo acontece

quando diminúımos a intensidade do campo de entrada. Este efeito pode ser utilizado

para criar dispositivos, como um sistema de chaveamento óptico.

Comparando as figuras 5 e 6, onde consideramos ξ = 1 na equação (5.0.2), podemos

verificar que a relação biestável (entre os campos de sáıda |ET | e entrada |E0|) é senśıvel

ao número de átomos contidos no sistema; isto é esperado, uma vez que o campo de

polarização |Epol| é proporcional ao número de átomos (equação (5.1.8)).

Figura 6: Comportamento biestável da relação entre os campos de entrada e sáıda, onde
consideramos N = 101, ξ = 1, γc = 10Γ.

Observando as figuras 6, 7 e 8, onde consideramos o número de átomos contidos no

sistema N = 101, podemos comparar as escalas e perceber que a forma do acoplamento,

equação (5.0.2), influencia o comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda
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|ET | em relação ao campo de entrada |E0|, para ξ = 1, 1/2, 0.

Figura 7: Comportamento biestável da relação entre os campos de entrada e sáıda, onde
consideramos N = 101, ξ = 1/2, γc = 10Γ.
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A partir das figuras (5-8), observamos que o fenômeno de biestabilidade pode ser afe-

tado por dois fatores, o número de átomos presentes na amostra e o tipo de acoplamento;

ou seja, a maneira como o átomo se acopla ao reservatório. Outra observação pode ser

feita a respeito deste sistema, é que o campo clássico |E0| aplicado sobre este pode in-

terferir no comportamento biestável de maneira não trivial uma vez que temos Γ(E0).

Figura 8: Comportamento biestável da relação entre os campos de entrada e sáıda, onde
consideramos N = 101, ξ = 0, γc = 10Γ.

Na próxima seção veremos o comportamento deste sistema em um reservatório de

vácuo comprimido, onde agora o comportamento biestável poderá ser afetado pelo angulo

θ e pelo fator de compressão r.
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5.2 Vácuo Comprimido

A partir da equação mestra não linear (4.2.33) deduzida no caṕıtulo anterior, e as

hipóteses feitas no ińıcio deste caṕıtulo, obtemos a seguinte equação mestra não linear

para um átomo representativo em reservatório de vácuo comprimido,

∂ρ

∂t
= −i[Hef , ρ]− Γ̃+

2

(
2 sinh r cosh r(eiθσ+ρσ+ + e−iθσ−ρσ−)

+ cosh2 r(σ+σ−ρ− 2σ−ρσ+ + ρσ+σ−) + sinh2 r(σ−σ+ρ− 2σ+ρσ− + ρσ−σ+)
)

+
Γ̃+

2

(
sinh r cosh r(ei(2ϕ+θ)(σ+σ−ρ− σ+ρσ− − σ−ρσ+ + ρσ−σ+)

+ (e−i(2ϕ+θ)(σ−σ+ρ− σ−ρσ+ − σ+ρσ− + ρσ+σ−)

+ cosh 2r(e−i2ϕσ+ρσ+ + ei2ϕσ−ρσ−)
)
. (5.2.1)

onde

Hef = µ
(|E0|eiϕ + Epol

)
σ− + µ

(|E0|e−iϕ + E∗
pol

)
σ+, (5.2.2)

é o operador hamiltoniano efetivo e

Epol = i
(N − 1)

2µ

(
Γ̃−ei2ϕ〈σ−〉+ Γ̃+〈σ+〉

)
, (5.2.3)

é o campo de polarização criado pelos (N − 1) átomos do sistema.

Procedendo de maneira análoga como na seção anterior, vamos encontrar, a partir da

equação mestra não linear, uma relação entre os campos de entrada e de sáıda. A partir

da equação (5.2.1) calcularemos as equações de movimento para os valores médios dos

operadores σ−, σ0 e σ+, obtendo

˙〈σ0〉 = 2Γ̃− sinh r cosh r cos (2ϕ + θ)〈σ0〉 − 2iµE∗
T 〈σ+〉

− Γ̃+ (1 + cosh 2r〈σ0〉) + 2iµET 〈σ−〉 (5.2.4a)

˙〈σ−〉 = − Γ̃+

2

(
cosh 2r〈σ−〉+ 2 sinh r cosh reiθ〈σ+〉

)
+ iµE∗

T 〈σ0〉

+
Γ̃−
2

(
e−2iϕ cosh 2r〈σ+〉+ 2 sinh r cosh rei(2ϕ+θ)〈σ−〉

)
(5.2.4b)

˙〈σ+〉 = − Γ̃+

2

(
cosh 2r〈σ+〉+ 2 sinh r cosh re−iθ〈σ−〉

)− iµET 〈σ0〉

+
Γ̃−
2

(
e2iϕ cosh 2r〈σ−〉+ 2 sinh r cosh re−i(2ϕ+θ)〈σ+〉

)
, (5.2.4c)
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sendo

ET = |E0|eiϕ + Epol, (5.2.5)

o campo total de sáıda.

Para calcular as soluções estacionárias das equações (5.2.4a), (5.2.4b), e (5.2.4c) temos

que resolver o seguinte conjunto de equações algébricas

2iµET 〈σ−〉+ (2Γ̃− sinh r cosh r cos (2ϕ + θ)− Γ̃+ cosh 2r)〈σ0〉
− 2iµE∗

T 〈σ+〉 = Γ̃+ (5.2.6a)
(

Γ̃−
2

ei(2ϕ+θ) sinh 2r − Γ̃+

2
cosh 2r

)
〈σ−〉+ iµE∗

T 〈σ0〉

+

(
Γ̃−
2

e−2iϕ cosh 2r − Γ̃+

2
eiθ sinh 2r

)
〈σ+〉 = 0 (5.2.6b)

(
Γ̃−
2

e2iϕ cosh 2r − Γ̃+

2
e−iθ sinh 2r

)
〈σ−〉 − iµET 〈σ0〉

+

(
Γ̃−
2

e−i(2ϕ+θ) sinh 2r − Γ̃+

2
cosh 2r

)
〈σ+〉 = 0, (5.2.6c)

cuja solução é

〈σ0〉eq =
Γ̃+(Γ̃2

− − Γ̃2
+)

Re(α)
(
Γ̃2

+ − Γ̃2− + 8µ2|ET |2
)
− 8µ2Re (E2

T β)
(5.2.7a)

〈σ−〉eq =
2iΓ̃+µ(βET − αE∗

T )

Re(α)
(
Γ̃2

+ − Γ̃2− + 8µ2|ET |2
)
− 8µ2Re (E2

T β)
(5.2.7b)

〈σ+〉eq =
−2iΓ̃+µ(β∗E∗

T − α∗ET )

Re(α)
(
Γ̃2

+ − Γ̃2− + 8µ2|ET |2
)
− 8µ2Re (E2

T β)
, (5.2.7c)

onde

α = Γ̃+ cosh 2r − Γ̃−e−i(2ϕ+θ) sinh 2r (5.2.8a)

β = Γ̃−e−2iϕ cosh 2r − Γ̃+eiθ sinh 2r. (5.2.8b)

Podemos escrever o campo de polarização gerado pelos (N − 1) átomos do sistema como

Epol = −(N − 1)Γ̃+
Γ̃−(βET − αE∗

T )e2iϕ − Γ̃+(β∗E∗
T − α∗ET )

Re(α)
(
Γ̃2

+ − Γ̃2− + 8µ2|ET |2
)
− 8µ2Re (E2

T β)
. (5.2.9)
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Desta maneira podemos encontrar uma relação entre os campos de entrada e de saida,

|E0| = |ET |

e−i(ϕ−ν) + (N − 1)Γ̃+

Γ̃−(βeiν − αe−iν)eiϕ − Γ̃+(β∗e−iν − α∗eiν)e−iϕ

Re(α)
(
Γ̃2

+ − Γ̃2−
)

+ 8µ2|ET |2Re (α− ei2νβ)


 .

(5.2.10)

Para o caso em que os campos de entrada e de sáıda estiverem sem defasagem ϕ = ν,

obtemos

|E0| = |ET |

1 + (N − 1)Γ̃+

Γ̃−(βei2ϕ − α)− Γ̃+(β∗e−i2ϕ − α∗)

Re(α)
(
Γ̃2

+ − Γ̃2−
)

+ 8µ2|ET |2Re (α− ei2ϕβ)


 . (5.2.11)

Vamos agora analisar o segundo termo do lado direito da equação (5.2.11), onde para o

numerador obtemos

(N − 1)Γ̃+

(
Γ̃−(βei2ϕ − α)− Γ̃+(β∗e−i2ϕ − α∗)

)
=

− (N − 1)
Γ + Γ+

2

(
Γ+Re(βei2ϕ − α) + iΓIm(βei2ϕ − α)

)
, (5.2.12)

sendo

(βei2ϕ − α) = −Γ+ (cosh 2r + cos(2ϕ + θ) sinh 2r)− iΓ sin (2ϕ + θ) sinh 2r. (5.2.13)

Onde a parte imaginária da equação (5.2.13) deve ser nula, desta maneira obtemos duas

posśıveis soluções

θ = nπ − 2ϕ, (n = 0, 1), (5.2.14)

e as equações (5.2.8a) e (5.2.8b) ficam escritas como

(βei2ϕ − α) = −Γ+ (cosh 2r + (−)n sinh 2r) = −Γ+e(−)n2r. (5.2.15)

Obtendo então

|E0| = |ET |
(

1 + (N − 1)
(Γ + Γ+) Γ+

Γ (Γe(−)n4r + Γ+) + 16µ2|ET |2
)

. (5.2.16)

Para o caso particular r = 0, obtemos a equação (5.1.14), a qual relaciona os campos de

entrada e sáıda para o caso de um reservatório térmico à temperatura zero, ou seja, o

vácuo comum. O fator (−)n representa a fase de compressão θ: para o caso em que ϕ = 0,

n = 0 temos θ = 0 e para n = 1 temos θ = π.

Assim, como na seção anterior, a partir da equação (5.2.16) faremos um mapeamento



59

numérico que determinará a relação entre os campos |E0| e ET , e desta forma obteremos

o comportamento biestável do feixe de sáıda quando o sistema atômico estiver acoplado

a um reservatório de vácuo comprimido.

Ao observarmos as figuras 9 e 10 podemos facilmente perceber que, como na seção

anterior, o comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda é senśıvel ao número

de átomos contidos no sistema. A partir da figura 11 vamos adotar o número de átomos

N = 101, para fazermos outras análises.

Figura 9: Comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda para um conjunto
de 1001 átomos de dois ńıveis acoplados a um reservatório de vácuo comprimido, ξ = 1.

Podemos, então, comparar as figura 10 e 11, onde temos um conjunto de 101 átomos,

com um fator de compressão r = 1/2 e fase θ = π, para duas formas distintas de acopla-

mento, ξ = 1, 0. Desta forma podemos perceber que o fenômeno de biestabilidade é

senśıvel ao acoplamento, assim como foi verificado na seção anterior.



60

Figura 10: Comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda para um conjunto
de 101 átomos de dois ńıveis acoplados a um reservatório de vácuo comprimido
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Figura 11: Comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda para um conjunto
de 101 átomos de dois ńıveis acoplados a um reservatório de vácuo comprimido, ξ = 0.
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Uma vez verificada a influência do número de átomos e do tipo de acoplamento no

comportamento biestável do campo de sáıda, vamos agora analisar a sensibilidade deste

quando variamos o fator de compressão r e a fase de compressão θ. A partir de agora

consideraremos que o sistema contém 101 átomos que estão acoplados ao reservatório de

vácuo comprimido com ξ = 1 na equação (5.0.2).

Figura 12: Comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda, considerando ξ =
1, N = 101, para θ = 0, π e r = 0.3.
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Figura 13: Comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda, considerando ξ =
1, N = 101, onde comparamos as fases θ = 0, π, para r = 0.5.



64

Figura 14: Comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda, considerando ξ =
1, N = 101, onde comparamos as fases θ = 0, π, para r = 0.7.
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Observando as figuras 12, 13 e 14, verificamos que a bietabilidade é senśıvel à fase

θ, onde para o caso θ = 0 o comportamento biestável tende a ser menos pronunciado,

enquanto que para o caso θ = π o comportamento é amplificado, comparados ao caso em

que temos o vácuo comum, r = 0.

Nas figuras 15 e 16 vamos observar o quão senśıvel é o efeito biestável quando variamos

o fator de compressão r.

Figura 15: Comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda, considerando ξ =
1, N = 101, θ = 0 e diferentes valores de r.
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Comparando entre si as figuras 15 e 16 verificamos que o fator de compressão influencia

o comportamento biestável do campo de sáıda e para θ = 0 percebemos que quanto

maior r, menor é o efeito biestável, e quando θ = π temos o comportamento inverso,

ou seja, quanto maior o fator de compressão, maior é o efeito biestável. Desta maneira

verificamos neste caṕıtulo como o efeito de biestabilidade pode ser afetado pela fase θ e

fator de compressão r, além da dependência com o número de átomos e da maneira como

o acoplamento átomo-reservatório é descrito.

Figura 16: Comportamento biestável apresentado pelo campo de sáıda, considerando ξ =
1, N = 101, θ = π e diferentes valores de r.
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6 Conclusões

Estudamos o comportamento biestável entre os campos incidende e emergente de uma

amostra constitúıda de N átomos de dois ńıveis utilizando uma equação mestra não linear

para um único átomo da amostra. Levamos em conta o bombeio clássico como parte do

sistema, desta forma obtivemos a dinâmica para o operador densidade, onde agora o

campo clássico participa dos processos irreversśıveis.

Para calcular a equação mestra não linear partimos de uma equação mestra linear

para o conjunto de N átomos de dois ńıveis, inicialmente descorrelacionados, ou seja,

consideramos a distância média entre os átomos grande o suficiente para desprezar as

interações átomo-átomo. Na aproximação de campo médio a partir da equação linear

deduzimos a equação não linear para um átomo representativo do sistema, onde agora

este encontra-se correlacionado com os (N − 1) átomos do sistema via reservatório.

Os resultados obtidos para o comportamento biestável foram apresentados no caṕıtulo

6, onde podemos destacar como resultado principal a influência do tipo de acoplamento

átomo-reservatório no fenômeno de biestabilidade óptica. Mostramos que existe uma

relação não trivial entre os campos incidente e emergernte da amostra, pois o coeficiente

Γ+(|E0|), contido nas equações (5.1.14) e (5.2.16), depende da intensidade do campo inci-

dente. Esta consideração pode ser relevante, uma vez que os experimentos que envolvem

biestabilidade óptica são realizados colocando átomos dentro de uma cavidade, e esta pode

modificar o acoplamento átomo-reservatório. Para o caso particular em que o acoplamento

é constante obtemos os resultados contido na literatura [19–33], onde os efeitos biestáveis

dependem essencialmente do número de átomos, do fator e da fase de compressão.
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