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Resumo

Nesta dissertacdo apresentamos solu¢des graduadas das equacdes de YANG-BAXTER

com fronteiras associadas aos modelos de vértices com simetria U, [osp(2|2m)(2)].






Abstract

In this thesis we present solutions of the graded boundary YANG-BAXTER equations
for vertex models with U, [osp(2|2m)®] symmetry.






Apresentacao

Esta dissertacdo estad organizada da seguinte forma. No primeiro capitulo apresen-
tamos uma breve introducdo histérica a teoria dos sistemas integraveis. O segundo
capitulo é dedicado a uma revisdo dos principais conceitos matematicos que serao
utilizados na sequéncia. A formulagdo matematica da equagao de YANG-BAXTER €
apresentada no capitulo 3 e a respectiva formulacdo das equagdes de YANG-BAXTER
com fronteiras (equacgdes de reflexdo) é apresentada no capitulo 4. No capitulo 5,
as solugdes das equagdes de YANG-BAXTER com fronteiras associadas aos modelos de
vértices com simetria U, [0osp(2|2m) @] sdo apresentadas e uma classificacio dessas
solucdes é proposta. As simetrias presentes nestas solu¢des sdo comentadas no capi-
tulo 6. Por fim, solugdes particulares aos modelos U,[osp(2]2)®] e U, [osp(2]4)@]
sdo apresentadas, respectivamente, nos apéndices A e B.
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CAPITULO 1

Sistemas integraveis: uma breve
introducao historica

1.1 Integrabilidade em mecanica classica

A teoria dos sistemas integraveis (ou, de modo equivalente, a teoria da integrabili-
dade) é uma ramificacdo da fisica-matematica que estuda sistemas mecanicos (clas-
sicos ou quanticos) que podem ser resolvidos de forma exata. A sua origem remonta
aos proprios trabalhos de NEWTON em mecanica, muito embora um interesse maior
por esta questdo s6 tenha ocorrido apds a formulagdo analitica desta disciplina —
que se deveu a LAGRANGE, EULER, HAMILTON, POISSON e JACOBI, principalmente. Com
efeito, através das ferramentas matematicas desenvolvidas por esses cientistas, va-
rios problemas de mecanica puderam ser resolvidos de forma exata. Para tais siste-
mas, a solucdo das respectivas equagoes diferenciais de movimento se reduzem ao
calculo de integrais, motivo pelo o qual esses sistemas foram chamados sistemas inte-
grdveis. Outros problemas mais complicados, contudo, ndo puderam ser resolvidos
analiticamente por meio dessas técnicas (citemos por exemplo o classico problema

dos trés corpos) e foram classificados como ndo-integrdveis.

Embora o conceito de integrabilidade seja intuitivamente claro, uma definicdo mais
precisa desse conceito deve ser apresentada. Devemos salientar, contudo, que ndo ha

um consenso sobre qual definicao se utilizar [1] e defini¢des diferentes podem apare-
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cer em diferentes areas de fisica-matemética. Nos concentraremos nessa secdo com
as definicoes de integrabilidade empregadas em mecanica classica. A integrabilidade

de sistemas quanticos sera discutida na secdo seguinte.

Foi LIOUVILLE [2] quem deu a primeira definicio matematicamente satisfatdria de in-
tegrabilidade e quem forneceu também condig¢des suficientes para a integrabilidade
de um sistema mecénico. Segundo LIOUVILLE, um sistema de 2n graus de liberdade
é integravel se existirem n grandezas conservativas em involucdo (i.e., cujos parén-
teses de POISSON se anulam, dois a dois). Quando essas condi¢cOes sao satisfeitas,
pode-se mostrar que é possivel encontrar uma transformagdo candnica que reduz a
solucdo das equagdes diferenciais de movimento do sistema ao calculo de quadratu-
ras, demonstrando assim que tais sistemas sdo integraveis. O problema de KEPLER, 0
oscilador harmonico e o pido assimétrico sdo exemplos de sistemas integraveis pela
definicdo de LIOUVILLE.

Depois dos trabalhos de LIOUVILLE, um avanco significativo na teoria da integrabili-
dade sé foi obtido no século XX, através dos trabalhos LAX [4]. Utilizando-se do for-
malismo das algebras de LIE, LAX introduziu o conceito de par de LAx: duas fungdes
F e G definidas no espaco de fase do sistema formam um par de LAX se a evolucao
temporal dessas fungdes for proporcional ao comutador [F, G] = FG — GF, definido
em uma dada algebra de LIE, L (dito de outra forma, F e G formam um par de LAX se
satisfazerem a equagdo de LAx G = [F, G]). Note que em geral utilizamos uma repre-
sentacdo da algebra de LIE, de modo que as fun¢des F e G passam a ser representadas
por matrizes e a equacdo de LAX se torna uma equacao matricial. A importancia do
formalismo de LAX provém do fato de que, uma vez determinado o par de LAX asso-
ciado ao sistema em questao, pode-se determinar as suas quantidades conservativas

em involucao, verificando-se assim a sua integrabilidade.

O formalismo de LAX também é importante no estudo das equacdes diferenciais par-
ciais ndo-lineares, principalmente no estudo da equacao kpv. Essa equacdo, cuja
forma explicita é ,¢ + 93¢ + 6¢d,¢ = 0, tem origem nos estudos de KORTEWEG
e DE VRIES [5] sobre sélitonsfl. Na mesma época em que LAX publicou seus traba-

IPor exemplo, a integrabilidade de um sistema de equacdes diferenciais parciais é em geral descri-
tas pelas condi¢des de FROBENIUS [[L]. J4 em mecanica quantica um sistema pode ser definido como
integravel quando for possivel calcular de forma exata o espectro de autovetores/autovalores da ha-
miltoniana que o descreve. Em mecanica estatistica, um sistema é definido como integravel, ou exa-
tamente soltivel, quando a func¢do de parti¢cdo que o descreve pode ser calculada de forma exata, etc.

*Uma formulagdo mais precisa desse teorema de LIOUVILLE foi apresentada por ARNOLD em [3].

3S6litons sdo certos tipos de pacotes de ondas que possuem caracteristicas tipicas de fendme-
nos nao-lineares: eles possuem uma forma bem localizada e mantém essa forma ao se propagarem;
quando colidem entre si eles simplesmente passam uns pelos outros como se nenhuma colisdo tivesse
tido lugar etc.
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lhos e encontrou solugdes exatas da equagdo KDV, GARDNER ET AL. [6] resolveram
essa equacdo de forma completamente diferente. De forma intricada, esses autores
mostraram que se V(x,t) é um potencial que evolui através da equacdo KDV, entdo
a evolucao do coeficiente de reflexdo r(k, t) associado a esse potencial, pode ser ob-
tido pela solugdo da equacdo de SCHRODINGER ao se expandir V(x, t) em uma integral
de FOURIER. Agora, a ideia fundamental desses autores foi justamente usar o proce-
dimento inverso, ou seja, resolver a equagcdo de SCHRODINGER para o coeficiente de
reflexdo r(k,t) de modo que a transformada inversa de FOURIER forne¢a um poten-
cial V(x, t) que evolui conforme a equagdo KDV, 0 que permitiria resolver de forma
exata essa equacgao. Essa técnica ficou conhecida a partir de entdo por método do

espalhamento inverso.

Seguidamente a esse trabalho, ZAKHAROV e FADDEEV [7, 8] mostraram que sistemas
regidos pela equagao KDV podem ser vistos como um sistema integravel de infinitos
graus de liberdade. Os dados espectrais desempenham o papel das quantidades con-
servadas em involugdo, de modo que tais sistemas podem, portanto, ser considerados
integraveis pela definicdo de LIOUVILLE. A partir de entdo varios outros sistemas des-
critos por equacgdes diferenciais ndo-lineares puderam ser igualmente classificados

como integraveis através do método do espalhamento inverso.

1.2 Integrabilidade em mecanica quantica

O primeiro conceito de sistemas quanticos integraveis surgiu, como era de se esperar,
a partir de uma adaptacado da teoria de LIOUVILLE a mecanica quantica. Essa adapta-
¢do pode ser implementada da seguinte forma: um sistema quantico com 2n graus
de liberdade é dito ser integravel se existirem n quantidades conservativas cujos co-
mutadores de DIRAC se anulam, dois a dois. Embora esta definicdo de integrabilidade
possa, a primeira vista, parecer atraente, na verdade ndo se sabe até o momento como
coloca-la em bases matematicas rigorosas, principalmente porque o conceito de in-
dependéncia entre operadores nao é um conceito bem claro [[1]. Por esse motivo,
outras defini¢cdes de integrabilidade tiveram de ser elaboradas e, para ser justo, ndo
se tem ainda uma definicdo amplamente aceite. Os principais avancos na area de

integrabilidade quantica serdo discutidos a seguir.

0 nosso ponto de partida sera o chamado modelo de ISING, que foi elaborado para in-
vestigar as propriedades ferromagnéticas dos sélidos e representa também o inicio
dos estudos sobre as cadeias de spins. Em verdade esse modelo foi criado por LENZ
[9], professor de ISING, como um desafio a seu aluno. Entretanto, devido a riqueza do
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tema, este acabou por se tornar o tema principal da tese de doutorado de ISING, o qual
conseguiu resolver o desafio proposto apenas em uma dimensao [10]. Infelizmente o
modelo de ISING unidimensional ndo apresenta transicao de fase, o que é caracteris-
tico dos sistemas ferromagnéticos e, portanto, ndo fornece uma aproximagao muito
boa da realidade.

No modelo de ISING um sélido é representado por uma latice cujos vértices represen-
tam férmions de spin 1/2, os quais interagem apenas com os vizinhos mais proximos.
Seguidamente, HEISENBERG [11], utilizando-se da nova mecanica quantica desenvol-
vida por ele mesmo, generalizou o trabalho de 1SING permitindo que o spin dos ato-
mos apontasse aleatoriamente para qualquer dire¢do. Embora HEISENBERG tenha
explorado amplamente esse modelo, a solugdo completa do caso unidimensional s6
foi obtida trés anos mais tarde por BETHE [12], ocasido em que ele introduziu a sua
famosa hipotese — o ansatz de BETHE —, que consiste numa sofisticada técnica de
construcao de fungdes-de-onda exatas. O caso bidimensional foi resolvido posteri-
ormente por ONSAGER, onde se verificou a existéncia de uma transicao de fase (que
também esta presente no modelo de ISING bidimensional), de acordo com o compor-

tamento real dos materiais ferromagnéticos.

Outra questao interessante diz respeito a entropia residual do gelo. Quando uma
substancia, ao se congelar, pode permanecer no seu estado final em diferentes con-
figuragdes microscopicas (digamos, em W configuracdes diferentes), uma determi-
nada entropia S — a entropia residual da substancia — esta sempre associada, con-
forme estabelece a formula de BOLTZMANN, S = kg logW. No caso da 4gua, quando
ela se transforma em gelo, uma rede cristalina é formada na qual cada &tomo de oxigé-
nio fica rodeado por 4 atomos de hidrogénio. Além disso, em uma molécula de agua,
cada atomo de hidrogénio pode se situar proximo ou distante do &tomo de oxigénio
e, portanto (ja que existem 2 dtomos de hidrogénio para cada molécula de agua), a
entropia residual por molécula fica dada por S,, = kg log4. Deste modo, para uma
rede com N atomos de oxigénio, o calculo para a entropia residual da rede resulta
em S = kzlog4". Infelizmente, o valor experimental encontrado para a entropia

residual do gelo difere do valor obtido acima, sendo que S, = kglog (%)N

Foi prestigiado quimico PAULING quem primeiro explicou essa discordancia. Em seu
artigo sobre a estrutura do gelo [[13], PAULING argumentou que embora numa rede
cristalina como a do gelo, cada &tomo de oxigénio possa ser a priori rodeado por 4
atomos de hidrogénio (o que levaria a 16 diferentes configuracdes possiveis), na ver-
dade apenas dois hidrogénios podem ficar préximos a um dado atomo de oxigénio,
uma vez que na molécula de d4gua cada oxigénio faz ligacdo com apenas 2 hidrogénios.
Com isso, das 16 possibilidades discutidas acima, apenas 6 delas devem ser conside-
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radas. Com essa regra de selecdo — que é conhecida como a regra do gelo de PAULING

. . N N i
—, a entropia residual do gelo se torna S = kzlog [4” (&) ] = kglog(3) , que esta
em um bom acordo com o valor experimental.

Note, entretanto, que nesse calculo PAULING considerou que os atomos de hidrogénio
ndo interagissem entre si, 0 que certamente nao corresponde a realidade. Por esse
motivo o valor S = kzlog (%)N obtido por PAULING é apenas aproximado e de fato dife-
ria um pouco com os valores experimentais mais refinados obtidos posteriormente.
E de fato um grande feito que a entropia residual do gelo tenha sido calculada de
modo exato por LIEB [14], cerca de 30 anos depois. Nesse calculo, LIEB fez uso de
praticamente todas as técnicas da teoria dos sistemas quanticos integraveis desen-
volvidas até entdo (motivo pelo qual esse tema foi incluido na presente dissertagao).
O valor para a entropia residual do gelo calculada por LIEB é S = kgzlogA", onde
A= (%)3/2 = ¥ = 1,53960... ¢ a chamada constante de LIEB (constante que, alias,

aparece também em diversos problemas importantes da combinatéria [[14]).

1.3 Da equagao de YANG-BAXTER até os dias atuais

Nos ultimos 50 anos, outro avanco significativo foi obtido na teoria da integrabili-
dade. Trata-se da equagdo de YANG-BAXTER — um dos temas centrais nesta dissertacao

e que vamos discutir um pouco a seguir.

A equacgao de YANG-BAXTER apareceu primeiramente nos trabalhos de YANG [[15, 16]
em 1967. Ao estudar o espalhamento quantico de um ensemble de particulas, YANG
descobriu uma condigdo necessaria para a fatoracdo da matriz de espalhamento do
ensemble. Mais especificamente, YANG verificou que a matriz de espalhamento de um
ensemble de particulas fatora-se no produto das matrizes de espalhamento associa-

das a pares de particulas, quando a equacdo que hoje leva o seu nome é satisfeita.

Logo depois, a mesma equacao foi deduzida por BAXTER de forma completamente di-
ferente. BAXTER entdo estudava os chamados modelos de vértices da mecanica esta-
tistica — que a primeira vista ndo tem qualquer ligacdo com a teoria do espalhamento
estudada por YANG — e, nos seus estudos, ele percebeu que matriz de transferéncia
associada ao sistemas sempre comutava quando determinada relagdo fosse satisfeita.
Verificou-se contudo que essa equacgado era equivalente a proposta por YANG. Desde
entdo essa relacdo leva o nome desses dois cientistas e é chamada equagao de YANG-
BAXTER].

“Note, entretanto, que a equac¢io de YANG-BAXTER recebe as vezes outras denominagdes, sendo
“relagdo estrela-tridngulo” a mais comum delas.
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O interesse pela teoria dos sistemas integraveis e pela equacao de YANG-BAXTER tem
aumentado muito desde entdo e avancgos significativos tém sido encontrados. Pode-
mos citar como exemplo a elaboracdao do método do espalhamento inverso quantico
devido a os trabalhos de FADEEV, SKLYANIN e TAKHTAJAN [20]. Esse trabalho esten-
deu as técnicas comentadas na se¢do anterior, que antes sé se aplicavam a sistemas
classicos. A conexdo entre os trabalhos de BETHE e a equac¢do de YANG-BAXTER surgiu
nesse mesmo momento através do préprio SKLYANIN [22, 23] e outros colaborado-
res da escola de LENINGRADO (agora SA0 PETERSBURGO), 0 que resultou no chamado
ansatz de BETHE algébrico. Outro avanco digno de nota foi o emprego da teoria de
grupos a resolucdo da equacdo de YANG-BAXTER. De fato, através de uma deformacao
dos grupos ou algebras de LIE, JIMBO e DRINFELD [24] conseguiram obter solu¢des da
equacdo de YANG-BAXTER para todos os modelos representaveis por uma algebra de
LIE afim ndo excepcional. Tais grupos deformados sdo agora conhecidos pelo nome

de grupos quanticos.

Todas as técnicas apresentadas até aqui aplicam-se a modelos de vértices com con-
digdes de contorno periddicas, ou assocados a uma rede infinita. Sistemas que pos-
suem condi¢des de contorno ndo periddicas foram considerados apenas mais recen-

temente.

A integrabilidade de sistemas quanticos sujeitos a condi¢des de contorno nao perié-
dicas, comecou a ser estudada em 1982 por SKLYANIN [25], que se baseou nos resul-
tados prévios dos irmdos ZAMOLODCHIKOV [26] e de CHEREDNIK [27]. Em especial,
SKLYANIN [25] conseguiu com sucesso resolver o problema de uma rede aberta de
férmions (de spin 1/2) com condi¢des de contorno diagonais através do ansatz de
BETHE algébrico, modelo este que ja havia sido resolvido por ALCARAZ ET AL. [28] via
ansatz de BETHE de coordenadas. CHEREDNIK logo depois sugeriu que o formalismo
de YANG para o espalhamento de particulas poderia ser estendido de modo a abordar
sistemas sujeitos a reflexdao em suas extremidades e SKLYANIN estendeu o método do
espalhamento inverso quantico a fim de cobrir sistemas com condi¢des de contorno

nao periddicas.

Tais condi¢des de contorno ndo periddicas sdo implementadas no formalismo através
daintroducao das chamadas matrizes de reflexdo e a integrabilidade é garantida pelas
respectivas equagdes de YANG-BAXTER com fronteiras, ou simplesmente equagdes de
reflexdo. Inicialmente essa construcdo aplicava-se apenas a sistemas que possuiam
certas simetrias (e.g., simetria de paridade, reversao temporal etc.) mas logo depois
MEZINCESCU e NEPOMECHIE [29, 30] as generalizaram, de modo que sistemas muito

mais gerais puderam ser estudados.
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Desde entdo a busca por solucdes das equagoes de reflexdao tem sido intensa. Solu-
coes referentes a modelos com simetrias associadas a dlgebras de LIE ndo excepcio-
nais foram encontradas por LIMA-SANTOS em [31, 32, 33, 34]. Pouco tempo depois,
MALARA e LIMA-SANTOS [35, 36] propuseram uma classificagdo completa de tais ma-
trizes de reflexao.

Além disso, versdes graduadas da equagdo de YANG-BAXTER — ou seja, que obede-
cem a uma algebra supersimétrica — foram primeiramente propostas por KULISH e
SKLYANIN [37, B8] e a generalizacdo desse formalismo supersimétrico para as equa-
coes de reflexdo foi completada por BRACKEN ET AL. [39]. Em especial, solucdes gra-
duadas da equagao de YANG-BAXTER associadas aos modelos de vértices com simetria
U, [osp(Zn + 2|2m)(2)] foram encontradas por MARTINS e RAMOS [40] e, depois, no-
vas solucdes foram encontradas por GALLEAS e MARTINS [41] através das chamadas
braid-monoid algebras. Neste trabalho, GALLEAS e MARTINS encontraram generaliza-
¢Oes ndo-triviais para o modelo ndo graduado U, [Dﬁlzfl], previamente estudado por
Jimbo [42] e, em especial, propuseramﬁ que o grupo quantico U, [osp(2n + 2| Zm)(z)]

representasse o analogo supersimétrico do grupo quantico U, [D;?l].

E justamente neste cendrio que se encaixa a presente dissertacdo. A partir da solu-
¢do graduada da equagdo de YANG-BAXTER encontrada por GALLEAS € MARTINS [41],
comecamos a procura pelas respectivas solucoes graduadas da equagdes de YANG-
BAXTER com fronteiras. Conforme veremos, a empresa tem sido bem sucedida: solu-
¢Oes para os modelos de vértices com simetria U, [osp(2|2m)(2)] foram encontradas
e uma classificacdao dessas solu¢des também foi proposta.

SDevemos ressaltar, todavia, que essa conjectura ainda nao foi confirmada.
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CAPITULO 2

Revisao de alguns conceitos
matematicos

Este capitulo é dedicado a uma revisao dos conceitos matematicos que serao utiliza-
dos ao longo do texto. Esperamos, assim, preparar o leitor para os préximos capitu-
los, onde a equacdo de YANG-BAXTER e as equacoes de reflexdo serdo apresentadas.
Conceitos como vetores, vetores duais, operadores, operadores duais etc. serdo dis-
cutidos. A representacdo de WEYL para operadores serd apresentada e relembrare-
mos também as defini¢des de produto tensorial. Uma nota¢ao muito util para opera-
dores que atuam em em espacos tensoriais sera introduzida e algumas propriedades
do operador de permutacdo, cuja importancia serd notoéria nos capitulos que se se-
guem, serdo demonstradas. Por fim, as modificacdes implicadas pela introducao de

uma algebra graduada em todo o formalismo serdo abordadas.

2.1 Vetores em um espaco linear

Comecemos por relembrar alguns conceitos de dlgebra linear. Para esse proposito,
deixe-nos considerar um espaco vetorial V, isomorfo a C". (O leitor pode pensar em
um espaco de HILBERT, se desejar.) Vamos fazer uso da nota¢do de DIRAC de modo

que vetores serdo escritos como em |v).

Como se sabe, em um espaco vetorial de dimensao n, qualquer vetor |v) € V pode ser
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decomposto em uma combinac¢do linear de outros n vetores, desde que esses veto-
res sejam linearmente independente entre si. Dizemos assim que qualquer conjunto
{le.), -, len)} € V de n vetores linearmente independentes forma uma base do es-
paco vetorial V. Aqui consideraremos apenas bases ortonormais, isto ¢, uma base
cujos vetores sao, todos eles, ortogonais entre si e de médulo 1. Em termos de uma
base ortonormal, qualquer vetor |v) € V pode ser decomposto numa soma da forma

|v) = a;le;), (2.1.1)

onde fizemos (e faremos) uso da notagdo de EINSTEIN: indices repetidos implica soma
de 1 a n sobre os indices.

Ao lado do espaco vetorial V, introduzimos também o espaco dual VT, cujos elemen-
tos serdo denotados por (v|. Para cada vetor |v) € V podemos associar um Unico
vetor dual (v| € VT através da condicdo de que o produto (v|v) isto é, o produto do
vetor original pelo seu dual, nos forneca o quadrado do mdédulo do vetor |v) € V. O
produto (v|w), por sua vez, resulta no produto interno entre os vetores |v) e |w), am-
bos pertencentes a V. Fixando-se uma base em V fica também fixada uma base dual

em VT, 0 que nos permite escrever qualquer vetor (v| € V1 como

(v| = (ela;, (2.1.2)

onde a; denota o complexo conjugado de a;, ja que pelas equagdes Eq.(2.1.1) e Eq.(2.1.2)

e pela defini¢do de vetor dual devemos ter |v|? = a;a;.

2.2 Operadores e a representacao de WEYL

Um operador linear O consiste em uma correspondéncia que associa, para cada vetor
|v) € V, um outro vetor |w) € V. Dizemos, assim, que o operador O transforma um

vetor |v) no vetor |W) e escrevemos
lw) = O|v). (2.2.1)

Da mesma forma que vetores podem ser decompostos em termos de outros vetores
mais simples (i.e., através de uma base apropriada), operadores também podem ser
decompostos em termos de outros operadores mais elementares. Para isso basta to-
marmos um conjunto de n? operadores linearmente independentes, através do qual

De uma forma mais precisa, o vetor (v| € V1 é definido como o funcional linear que associa, para
cada vetor |w) € V, o nimero complexo a = (v|w).
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qualquer outro operador possa ser escrito. Uma escolha conveniente consiste em

decompor os operadores em termos dos objetos
e;; = le;)e;l, (2.2.2)
com |e;) e (e;| ortonormais. Tais objetos sdo de fato operadores porque

eij|v) = le)e;|v) = (ejlv)le;) = [v'). (2.2.3)

O conjunto de operadores da forma e;; forma uma base de operadores, de modo que
qualquer operador pode ser escrito através de uma combinacao linear dessas quan-
tidades e podemos escrever,

0= Oije (224‘)

ijr
onde os coeficientes 0;; podem ser obtidos pelo produto interno o;; = (e;|O|e;). Em

especial, o operador identidade pode ser escrito como J = ¢;;, onde devemos somar
nos indices de 1 a n.

Uma vez fixada uma base de operadores ¢;;, qualquer operador O fica completamente

ij
determinado pelos coeficientes o;; e dizemos que construimos uma representagao
de operadores em termos dessa base. Esta é justamente a chamada representagdo
de WEYL. Veremos que essa representacdo é muito util e potente, pois ela simplifica
sobremaneira a forma de se realizar manipulagdes algébricas com operadores. Por
exemplo, dados dois operadores escritos na base de WEYL, digamos, A = a;;e;; e
B = by, ey, podemos mostrar facilmente que o produto C = AB é dado por AB =

a;;by, e;;- Para isso basta notar que sdo validas as relagdes
€ij€r1 = 5jkeiu eijlek> = 6jk|ei>' (ekleij = <ej|6kir (2.2.5)

onde §;; € o simbolo de KRONECKER, definido por §;; = 1sei =je §;; = 0 casoi # J.

De fato, temos,

c/q,B = aijbkleijekl = aijbk16jkeil = aikbkleil = C (226)

Por fim deixe-nos mencionar que podemos definir, para cada operador O € V, um
operador dual Ot € V'. O operador dual OT é definido pela condi¢do de que, se
Olv) = |w), entdo (v|0T = (w|. Em termos da base de WEYL obtemos a expressio

T — A%
O" = o0j;ey;.
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2.3 Produtos tensoriais

Deixe U e V serem dois espagos vetoriais isomorfos, respectivamente a C"* e C™. Atra-
vés desses espacos construimos o espago tensorial W = U @ V, que consiste em um
espaco isomorfo a C™*™. A construgdo de W pode ser feita da seguinte forma: dada
uma base E; de U e uma base E, de VV definimos a base E\,, de W através do conjunto
formado pela justaposicdo dos vetores de U e V, nesta ordem. Em outras palavras, a
base E, é construida de modo que os seus n primeiros elementos correspondam aos
elementos da base E; e os seus outros m elementos seguintes correspondam aos ele-
mentos da base Ey,. Um elemento da base E},, € representado por |e;) & |e;) = e;Rej,

onde o primeiro vetor refere-se ao espaco U e o segundo ao espago V.

Com essa construgdo, o produto tensorial de dois vetores, |[u) € U e |v) € V, é definido

de forma que se tenhaf]

lu) @ |v) = uw; (e; @ e;j), (2.3.1)
e uma expressdo analoga é valida para o produto tensorial de dois vetores duais.

Definimos também um produto interno em W através da expressao
(rls) = (alc) ® (b|d). (2.3.2)

onde |r) = |a) ® |b) e |s) = |c) ® |d) sdo dois vetores de W.

O produto tensorial de operadores também pode ser definido de forma analoga. Da-
dos dois operadores A € U e B € V, o produto tensorial C = A @ B consiste em um
operador que atuaem W = U @ V e que é definido, em termos da representacdo de
WEYL, por

AQ® B =a;by,(e; Qen). (2.3.3)

Note que os coeficientes de C = A ® B sdo objetos de quatro indices, ¢;j,; = a;;by,.
Note também que a definicdo dada para o produto interno em W, apresentada logo
acima, assegura a independéncia de cada espaco vetorial, de modo que a atuacao dos

operadores A € U e B € V, por exemplo, no produto tensorial |u) @ |v) significa
(AQB) (Ju) & |[v) = Alu) @ Blv). (2.3.4)

Pode-se facilmente demonstrar que o produto tensorial entre operadores (e vetores)
satisfazem as propriedades distributiva a esquerda: AQ (B+C) = AQB+ARQC,

2Quando os elementos de U e V sdo representados por matrizes, o produto tensorial é usualmente
chamado de produto de KRONECKER.
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distributiva a direita: (A+B) @ C = A Q C + B ® C, bem como a propriedade
associativa: A Q (BQR C) = (A+ B) Q C e, para qualquer nimero complexo «,
verifica-se também (@A) @ B = a (A Q B) = A @ (aB). Note entretanto que o
produto tensorial é uma operacdo ndo-comutativa, ja que a construcao da base E,

depende da ordem dos espagos U e V.
A partir dessas propriedades podemos também deduzir as seguintes:
(ARB) =A'®B, (ARB) '=A'QB!, (ARXB) =ATQB!, (2.3.5)

onde por O denotamos o operador transposto a 0 e assumimos que A e B sio in-

Vertiveisﬁ. Fazendo-se uso da definicao (), segue também a importante relacao
(AQB)(CR®D)=(AC) Q (BD). (2.3.6)

desde que os produtos matriciais (AC) e (BD) existam. Também podemos demons-
trar () empregando-se as matrizes de WEYL:

(AR®B)(CR®D) = (aijeij X bklekl) (Cmnemn X dopeop)
= Q;jCmn€ijemn & brdoperi€op
AijCmn8jmein @ bradopSioip (2.3.7)
AimCmn€in @ bkodopekp
= AC Q BD.

Por fim é necessario comentar que embora para cada par de vetores |u) € U e |v) €
IV se possa associar um unico elemento de W — justamente o elemento |u) & |v)
—, nem todo elemento de W pode ser decomposto em um produto tensorial. Com
efeito, qualquer combinagdo linear da forma w;; (ei Xe j) sera um elemento de W,
enquanto que no produto tensorial |u) @ |v) apenas as combinag¢des da forma u;|e; )&
vjle;) (ou seja, combinag¢des nas quais os coeficientes se fatoram como w;; = u;v;),

estdo presentesﬁ. Uma consideragdo analoga vale, é claro, para operadores.

30bserve, além disso, que a ordem dos operadores nio se inverte quando tomamos a transposta,
a inversa ou o adjunto do produto tensorial de dois operadores, contrariamente ao que ocorre com
a transposta, a inversa ou o adjunto do produto usual desses operadores — isso se deve, é claro, a
independéncia dos espacgos tensoriais comentada mais acima.

*Destacamos que essa propriedade é muito importante, por exemplo, na teoria do emaranhamento
quantico.
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2.4 O operador de permuta¢ao

Na secdo anterior afirmamos que o produto tensorial ndo é uma operagdo comuta-
tiva. Assim temos em geral, |u) ® |v) # |v) ® |[u) e BX A # A ® B. Nao obstante,
vamos mostrar agora que existe um operador hermitiano P, chamado operador de
permutagdo ou simplesmente permutador, através do qual se pode inverter a ordem

dos fatores de um produto tensorial, de tal modo que se pode escrever
PRI =® e PARBP=BRA (2.4.1)
De fato, em termos da base de WEYL esse operador é simplesmente dado por
P=¢e;Rej, (2.4.2)

onde, lembremos, é necessario se somar nos indices que se repetem. Podemos de fato
demonstrar que a Eq.(2.4.2) inverte a ordem do produto tensorial entre dois vetores.
Efetivamente, com |u) = uy|ey) e |v) = v;|e;) segue que

Puy®lv)) = (eij ® eji) (ukler) @ viley))
= UV (eij X eji) (lex) ® le;))
U Uy (eijlek> X ejilel>)
UV (5jk|ei) b3y 6iz|9j)) (2.4.3)
ukvl5jk5iz (|@i) X |ej))
wev (le) @ lex))
= [v) & |u).

Do mesmo modo podemos mostrar que a ordem ordem do produto tensorial de dois
operadores A = ay e, € B = b6, também se inverte por uma aplicacao dupla

desse operador:

PAQB)P (eij X eji) (er1 ® emn) (gop X gpo)
Aibmn (eijekleop b2 ejiemnepo)
Ag1bimn (6jk6loeip ® 6im6npejo)
A1Dmn 6k 8106imOnp (eip X ejo)
Akobmp (emp X eko)

= B A

(2.4.4)

Para uso futuro vamos definir agora os operadores P,,, P,; e P,53 que atuam no es-
paco tensorial Z = V; ® V, ® V5 (com os espagos vetoriais V,, V, e V5 isomorfos
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respectivamente a C*, C™ e C") conforme a seguinte notacdo: o operador P;; atua

como o operador P nos espacos vetoriais V; e V; e como a identidade em Vel

Em termos da base de WEYL esses operadores podem ser escritos como

P12 = (eij X €j; X ekk)' Pis = (eik X €jj X eki)' Pz =(e; Qe Qey).
(2.4.5)

Ademais, esses operadores satisfazem a relagao
P12P13P12 = P3P 13Ps, (2.4.6)

e, para qualquer operador O;; € Z (inclusive os proprios operadores de permutagao

Pi;), seguem as relagoes

012 = P130,3P13 = P33013P;3,
P12033P1; = Pp301,P;3, (2.4.7)
033 = P130,3P1; = P13013P13.

S
&
I

de fato, por exemplo,

P12023P12 = Oppgr (eij X €ji X ekk) (emm & €op ® eqr) (est D s ® eyy)
Oop,qr (eijemmest ® ejieopets ® ekkeqreuu)
Oop,qr ((Sjm(smseit ® 6i05ptejs ® 5kq(grueku)
00p,qr0 jmOms0ioOptOkqOru (eit Rej; ® eku)
Oot,qu (eot ® €ss ® equ)
= 043.
(2.4.8)
e os demais casos podem ser demonstrados de forma semelhante. Temos também
que
Pij0iPij = 0j;. (2.4.9)

A prova da Eq.() é semelhante a prova da Eq.() ouda Eq.() e é deixado

para o leitor.

SEssa notacdo sera generalizada a partir de agora para qualquer operador. Desse modo, dado um
operador O definido em um espaco tensorial X = V; @ ... ® Vy, mas que atua ndo-trivialmente apenas
nos espagos vetoriais V;, V;, ..., V5, entdo vamos representar esse operador por 0;; p, Ou seja, 0s
indices inferiores de um operadorindicario os espagos vetoriais no qual ele atua nio trivialmente. Nos
outros espacos vetoriais fica entendido que o operador atua trivialmente, ou seja, como a identidade.
Por fim, quando um operador O ndo apresentar indices estaremos com isso indicando que ele atua
ndo-trivialmente em todos os espagos vetoriais que compdem o espago tensorial X =V, Q ... ® Vy.
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2.5 Superalgebras

Todo o formalismo apresentado nas secoes acima refere-se ao caso ndo graduado. No
caso de uma algebra graduada, ou simplesmente superdlgebra, as defini¢des do pro-
duto tensorial, do operador de permutacao etc. devem ser modificadas. Isso é feito
com o objetivo de se construir uma algebra na qual bésons e férmions sejam descritos
de modo unico e equivalente. Com esse formalismo graduado, é esperado que exista
um isomorfismo (nao trivial) entre as solu¢des da equacdo de YANG-BAXTER e tam-
bém das respectivas equagdes de reflexdo quando o ndmero de bésons e férmions
sao trocados entre si. Vejamos agora quais modificagdes devem ser implementadas

quando estamos no caso de uma algebra graduada, ou superalgebra.

Considere assim um sistema que contenha r = 2n + 2 graus de liberdade bosoénicos
e s = 2m graus de liberdade fermidnicos e seja N = 2n + 2m + 2 o numero total de
graus de liberdade do sistema. Introduzimos os espacos vetoriais U e V/, isomorfos
a C™ e C"*! respectivamente, e construimos o espaco W = UQ V Q V & U, cuja
dimensao é igual a N. Note que por essa construgdo os graus de liberdade bosoénicos

ficardo entre os graus de liberdade fermionicos, como exemplificado a seguir:

F..FB..BF..F. (2.5.1)

m 2n+2 m

Além disso, para distinguir os graus de liberdade bos6nicos dos fermidnicos intro-

duzimos a chamada paridade de GRASSMANN, P, definida por

1 paraa fermionico,
P, = (2.5.2)
0 para a bosodnico.

Através da paridade de GRASSMANN podemos transformar um operador nao gradu-
ado em um superoperador, ou seja, um operador apropriado a nossa superalgebra.
Por consisténcia, as transformacdes lineares também devem ser redefinidas. A se-
guir indicamos quais as modificagdes e definicdes necessarias para que uma supe-

ralgebra seja implementada.
O produto tensorial, em sua versao graduada, passa a ser definido por

AQB= (1) g b (e @ en). (2.5.3)
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Por sua vez, o permutador graduado, ou superpermutador, se torna
P=D""(e; ®eji), (2.5.4)

e, por fim, as operagdes de transposicdo e traco devem ser modificadas respectiva-

mente para
Ay = (—)FPPeg T A) = (DA, (2.5.5)

onde, como sempre, devemos somar nos indices que se repetem.



18

Capitulo 2. Revisdo de alguns conceitos matematicos




CAPITULO 3

A equacao de YANG-BAXTER

Conforme foi comentado no capitulo 1, a equagdo de YANG-BAXTER aparece em diver-
sas areas da fisica sob contextos diferentes. Por exemplo, em teoria de campos ela se
manifesta como uma condicao suficiente para que a matriz de espalhamento de um
ensemble de particulas se fatore aos pares [[15, 16], enquanto que em fisica estatis-
tica ela se manifesta como uma condicdo de consisténcia para a comutatividade da
matriz de transferéncia [[17, 18, 19]. Em termos gerais, a equagdo de YANG-BAXTER
garante a integrabilidade dos modelos de vértices da mecanica estatistica quantica e
cada solucdo dessa equacao define, por sua vez, um modelo integravel (em outras pa-
lavras, para cada solucdo da equacao de YANG-BAXTER, uma hamiltoniana integravel
pode ser deduzida).

Este capitulo é dedicado a apresentacdo e formulacdo matematica da equacdo de
YANG-BAXTER em sua versao graduada. Algumas propriedades requeridas para suas
solu¢des sdo discutidas. Apresentaremos também a solugdo supersimétrica da equa-
¢ao de YANG-BAXTER encontrada por GALLEAS e MARTINS [40] para os modelos de vér-
tices associados a generaliza¢Oes nao-triviais do grupo quéantico U, [Dflzfl] — a solu-
¢do de GALLEAS-MARTINS. Solucdes da equagao de YANG-BAXTER associadas ao grupo
de simetria U, [osp 2] Zm)(z)], podem ser deduzidas da solu¢do de GALLEAS-MARTINS
quando se fixam alguns parametros, conforme sera descrito mais adiante. As respec-

tivas solucdes da equacao de YANG-BAXTER com fronteiras associadas ao grupo de si-

1Para essa construcao, conferir [18, 21, 23].
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metriaﬁ U, [osp (2|2m)(2)] serdo deduzidas nos capitulos seguintes. A apresentacao
e classificacdo dessas solu¢des constituem o principal objetivo da presente disserta-

¢ao.

3.1 Formulag¢ao matematica

A equacdo de YANG-BAXTER consiste em uma relacao entre operadores (ou matrizes,
ja que aqui operadores serao sempre realizados por matrizes) definidos no espaco
tensorial Z = V; ® V, ® V3, onde cada V; é isomorfo a CV. Ela pode ser escrita da

seguinte forma:

Ri2(x/YIR13(X0)R23(Y) = Roz3(¥)R13(X)R12(x/y). (3.1.1)

Os operadores R;; que nela figuram provém de um operador R definido no espago
W =V ® V e anotagdo utilizada esta de acordo com a que foi introduzida anteri-
ormente: o operador R;; atua como o operador R nos espagos vetoriais indexados
pori e j e atua como a identidade no outro espaco vetorial, indexado por k. Note que
o operador R tem dimensdo N? x N?, enquanto que a dimensédo dos operadores R;;
é N3 x N3. As variaveis complexas x e y que aparecem na Eq.() sdo chamadas
pardmetros espectrais. Além de depender explicitamente desses parametros, a solu-
c¢do da equacdo de YANG-BAXTER pode depender de outros parametros, os quais sao
relacionados, por exemplo, com as deformac¢des do grupo de simetria associado ao
modelo em questao (na presente dissertacdo esse parametro sera representado pela
letra q).

Uma solug¢do da equagdo de YANG-BAXTER significa uma matriz R tal que as matrizes
R;j dela derivadas satisfacam a Eq.().

Em termos da representa¢do de WEYL o operador R pode ser escrito comof
R =T (eij b3y ekl) ) (3.1.2)

onde se deve somar nos indices, é claro. Deste modo, os operadores R,,, R,5 € R,3

2Denota-se por Uq [osp (rls)(z)] o grupo quantico ortosimplético “twisted”, que é caracterizado
por r graus de liberdade boso6nicos e s graus de liberdade fermiénicos. Maiores informac¢des podem
ser encontradas em [40].

3Note que no caso graduado os produtos tensoriais, as transposicdes e os operadores de permu-
tacdo devem ser considerados em suas formas graduadas. Desde que esse sera unico caso discutido
nessa dissertacdo, deixaremos esse fato implicito e ndo distinguiremos mais as notagdes para as ope-
ra¢des graduadas e ndo-graduadas.
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ficam definidos pelas expressoes:

Riz = Tiju (eij Reu® emm)»
Rizs = Tijmn (eij X e & emn) ) (3.1.3)
Ras = Tkymn (e e ® emn),

Esses operadores também podem ser definidos sem se fazer uso da representacao
de WEYL. Com efeito, em termos do operador R os operadores R,, e R,; podem ser
escritos como

R,=RQ®7T, Ry =TQ R, (3.1.4)

onde J denota o operador identidade, definido em V. Contudo, o operador R;; ndo
tem uma expressao simples assim. Isso se deve ao fato de que R,; atua de modo
trivial apenas no espago V, de Z, o qual se encontra entre os espagos V/, e V. Entre-
tanto podemos fazer uso dos operadores de permutagdo e de suas propriedades para
mostrar que

Riz = P12Ry3P12 = PasRi2Pos. (3.1.5)

De fato, temos que, por exemplo,

P12R23P15 op.qr (eij X €ji X ekk) (emm ® €op 0y eqr) (est R ers ® eyy)
op,qr (eijemmest ® ejieopets ® ekkeqreuu)
op,qr (5jm5mseit b3y 5i05ptejs &K 5kq5rueku)
op,qrajm5m56io5pt6kq6ru (eit ® ejs ® eku)

Tot,qu (eot X €ss X e'qu)
= Ris.

r
r
r
r

(3.1.6)
A equagdo de YANG-BAXTER pode ainda ser escrita de uma forma que ndo contenha
explicitamente o operador R,; — evitando-se assim o uso dos permutadores. De fato,
introduzindo-se os novos operadores §;; = P;;R;; segue que R;; = P;;S;j, ja que os
operadores de permutagdo satisfazem P;;P;; = 1. Assim, podemos verificar por
substitui¢do direta dos R;; = P;;S;; na Eq.(), que a equacgao de YANG-BAXTER é
equivalente a
S12(x/Y)S23(2)S12(¥) = S23(¥)S12(%)S23(x/ ). (3.1.7)

Com efeito, suprimindo por conveniéncia a dependéncia dos operadores R;; nas va-
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riaveis x e y, teremos

R12R13R23 = Ry3Ri3R1y,

R12P12R23P12P13R1, P13 = R2,3?2,3R1,2:P2,3?1,3722,3?1,3'
?12512?12?23‘523?12?13:})12512?13 = :P23523?23?12512?23:})13?23‘523?13'
512?23523?235123313 = 523?12512‘7)12523?13'
512'523'512?13 = 523512523?13'

812823812 = 823812923
(3.1.8)
onde fizemos uso das propriedades Eq.(m) e Eq.(mh dos permutadores. Final-
mente, a equagao Eq.() é obtida ao se restaurar a dependéncia dos operadores

nos parametros espectrais.

A Eq.() é em diversas situacdes mais conveniente que a Eq.(). Em primeiro
lugar, §(x) ndo é sensivel a graduacdo, de modo que nas equacgdes que envolvem §(x),
os produtos tensoriais, as transposi¢oes etc. podem ser consideradas nas suas ver-
sdes ndo graduadas. Do ponto de vista algébrico a Eq.() também pode ser mais
facilmente manipulada, ja que os espacos vetoriais W, =V, @ V,eW,; =V, Q V4
estdo sempre bem definidosem Z = V; ® V, @ V5. Além disso, S(x) é justamente
a matriz de espalhamento quantico de um ensemble de particulas que é definido em
teoria quantica de campos, 0 que expressa assim a ja mencionada ligacdo entre a
equacao de YANG-BAXTER e a teoria do espalhamento quantico de particulas.

3.2 Asolugao de GALLEAS-MARTINS

Através da “baxteriza¢do” das representacdes da dlgebra de BIRMAN-WENZL-MURAKAMI,
e também das suas extensdes diluidas, GALLEAS e MARTINS [40] encontraram novas
solucdes graduadas da equacdo de YANG-BAXTER. Em especial, os autores encon-
traram solugdes que se reduzem as solucdes ndo graduadas para o grupo de sime-
tria U, [Dn2+)1], deduzidas anteriormente por JIMBO [42], quando os graus de liber-
dade fermionicos ndo estdo presentes (ou seja, quando se faz m = 0 na soluc¢do
de GALLEAS-MARTINS). Com isso os autores conjecturaram que tais solucdes consis-
tem em uma generalizacdo da solu¢des de Jimbo para o caso supersimétrico [40].
A seguir apresentaremos a solu¢ao (graduada) de GALLEAS-MARTINSH da equacao de

A4 2 ~ 7 .
YANG-BAXTER para o grupo quantico U, [D§L+)1]. A solucdo sera escrita em termos da

“*Referéncia [40], Eq.(57).
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matriz S (x) = PR (x).

S(x) =

iiﬂ’,ﬂ"
o n

JEU U

3

i#j,j"
! n

JEU U

i),
! 14

JjERu

3

<)

. N/ ! n

=" '
! n

JEu,u

[gij(x) (ei"j & e;jn ] + Z a;(x) (e; ® ey;)

iy

a;(x)(e;; e;j+e;Qe;) +

[a; () (=1)P" (e;; ® ey)]

[as(x) (ej; ® ew)] + Z las(x) (e; ® eu)]
JEu

as(x) (e;; @ ey + empn Q ejujn) +

3.2.1)
| + a7(X) (ejnj ® €;i + egnin ® e]'"]'”)

b:-(X) (eillj ® eijﬂ + eji" ® ej"i) +
+ bl_(x) (einj ® ei]' + e]'ir/ ® e]'l')

cy(x) (er; @ eyn) + ¢ (x) (e; ® eyy) +
|+ dy () (erin @ ey) + dy (x) (ejr & eyin)

)

onde a soma se estende de 1 a N = 2m + 2n + 2 e utilizamos as notagdes:

i'=N+1—i, j/=N+1—j, i"=N+2—i, j"=N+2—],

(3.2.2)

u=m++n, wW=m+n+1 p'"=m+n+2.

As amplitudes — pesos de BOLTZMANN — presentes na Eq.() sdo dadas por

a;(x) = (x* = {?) (X*721 — q*x?P1), (3.2.3)
1
a,(0) =54 =D =D A +x), (3.24)
1
() =50 - D@ - -k, (3.2.5)
az(x) = q(x* - 1) (x* = {?), (3.2.6)

a, () =—(¢* - D *-7%), (3.2.7)
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as (x) = —x*(q* - 1) (x* = %),

(1@ - D@ -G+ i<,
ag(x) =<

—3 (@ -DE* =)+ 1) P>,

(1@ -DE - -1 i<,
a;(x) =<

—3x (@ -D =) (x-1) i>p,
1204 (2 -1 (* -1 (xk, £0), i<y,
b (x) =
2x0;q) (x> =1 (* -1 (xx, £0), i>p,
ci(x) = #3x (@ -DF1)+xKy) (xre, £+
+2q(x* =1 (x* =733 (A +viy),
df(x) = t2x(@®-Dx+1){(—x)(xr; £+

+3q(* = 1) (x* = ¢3) (1 —vky),

(@* = D[ * = 1) (0:95/6,9") = 6.0 (F = D] i<,
9ij(0) =12 - D[ =D (D" g? + 2% (¢* — 1)] i=j,

x2(q* = 1) [(x* = 1) (6:9"/6;q%) = 60 (x> = (D] i >,

com { = q" ™. Os demais parametros sdo dados por

( u
i+ 1—pi+22pj , i<y,
j=i

ti={u+3/2, p={u,u"},

i
i—<1—Pi+ZZP1>: > u",
\

Jj=u+3

(3.2.8)

(3.2.9)

(3.2.10)

(3.2.11)

(3.2.12)

(3.2.13)

(3.2.14)

(3.2.15)
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( 1 i
i-(s-m+2) p ). i<w,
j=1

T, =140, i={u,u"} (3.2.16)

2

5 i
i—|s+tu—p;+2 2 pj |, i>u,
\ j=u+3

(_1)_pi/2’ i<,Ll’,

0, =11, i={u,u"} (3.2.17)

P; IS,
pi =140, i={u,u"} (3.2.18)
Py, 1>y,

onde P; é a graduacdo de GRASSMANN.

Note que a solucdo de GALLEAS-MARTINS é multiparamétrica, no sentido de que ela
depende de trés parametros, a saber, k4, k, e v. Esses parametros podem assumir
independentemente os valores +1 e —1 e diferentes escolhas geram solu¢des asso-
ciadas a diferentes grupos de simetria — vide [40]. No caso de interesse aqui onde
consideramos o grupo quantico U, [osp (2]12m) (2)], devemos colocar todos esses pa-
rametros iguais a 1 e ainda fazer n = 0.

3.3 Propriedades das solu¢coes da equacao de YANG-BAXTER

Deixe-nos discutir agora algumas propriedades gerais das solucdes da equacdo de
YANG-BAXTER.

Dizemos que uma solucdo R(x) da equacdo de YANG-BAXTER € regular quando R(1)

for proporcional ao operador de permutacao, isto é, quando se tiver
R(1) = oP (3.3.1)

para alguma constante complexa o (no caso da matriz §(x) aregularidade da solucao
é expressa por S(1) = a7, onde J denota o operador identidade). Esta é uma pro-
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priedade importante por causa do seguinte fato: quando uma solucao R(x) da equa-
¢do de YANG-BAXTER € regular, segue-se que podemos multiplica-la por uma func¢ao
f (x) qualquer, desde que satisfaga f(1) = 1, que ainda assim a expressdo resultante
sera uma solugdo regular da equacao de YANG-BAXTER. Essa propriedade também
garante a simetria de translagdo da solu¢do, em relagdo em relacao ao parametro es-
pectral, ou seja, dada uma solugdo R(x) da equacdo de YANG-BAXTER, a quantidade

R(x") = R(x + x,), onde x, é um numero complexo arbitrario, também a satisfaz.

Depois dos trabalhos de MEZINCESCU e NEPOMECHIE [29, 30], requeremos também
que as solu¢des da equacao de YANG-BAXTER satisfacam outras propriedades mais
intricadas. Por exemplo, requeremos que R(x) tenha a propriedade de unitaridade,

definida pela relacao
Riz () Ryy (—x) = g (x). (3.3.2)

com g (x) uma funcdo complexa qualquer (note, porém, que a regularidade da solu-
cdo implica que g (1) = o?).

Além disso, R(x) deve apresentar simetria de paridade e de reversdo temporal, as

quais podem ser expressas de uma sé vez através da relagdo de ortogonalidade,
Ry1 (¥) = PRy, () Prp = RIFTE (x), (3.3.3)
onde st; denota a supertransposi¢ao no espago i.
Algumas solu¢des também apresentam a chamada simetria de crossing, definida por
R(x) =U R (w x~ D)UY, (3.3.4)

onde w é o chamado pardmetro de crossing, especifico para cada modelo, e U é uma
matriz unitaria definida em V, tal que U; = U @ J. O produto

M=u"u (3.3.5)
é comumente chamado de matriz de crossing.

Destacamos desde ja que a solugdo GALLEAS-MARTINS [41] satisfaz todas essas pro-
priedades, inclusive a simetria de crossing. De fato, o parametro de crossing é sim-
plesmente

w = g~ M+m), (3.3.6)

e a respectiva matriz de crossing vem a ser uma matriz antidiagonal, cujos Unicos
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elementos nao nulos sao dados por

(—1)Pv2, i=1
(—1)@ D72 q(i—l—m—m—zzﬁ-?z Pf), 1<i<y,
M =3 _) P02 (kmmpp2 ) gy (37
(-1) q ] , o t={w,u"},
L(_1)(pi—1)/2 q(i—3—p1—pi—22i;§ p,-)’ i>u".

Concluimos essa se¢do mencionando uma classificagdo geralmente empregada para
as solucdes da equacio de YANG-BAXTER. As solucdes da Eq.(B.1.1]) podem ser classi-
ficadas como racionais, trigonométricas ou elipticas. Uma solucdo racional significa
que R(x) contém apenas poténcias racionais de x ou composicoes elementares des-
sas poténcias. Ja nas solugdes trigonométricas aparecem também as fungdes circula-
res, hiperbdlicas, exponenciais e logaritmicas. Por fim, uma solugdo do tipo eliptica

¢ caracterizada pela presenca de fungdes elipticasﬁ.

>As fungdes elipticas sdo fun¢des transcendentais de grande importancia em fisica-matematica. Os
principais desenvolvimentos nesta drea foram obtidos por grandes matematicos como GAUSS, LEGEN-
DRE, ABEL, JACOBI, WEIERSTRASS, RAMANUJAN entre outros.
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Capitulo 3. A equacido de YANG-BAXTER




CAPITULO 4

As equacoes de reflexao

A equacdo de YANG-BAXTER que estudamos no capitulo anterior garante a integrabili-
dade dos sistemas quanticos que possuem condi¢des de contorno periédicas (ou sis-
temas quanticos de extensao infinita que possuem simetria de transacao). Podemos,
por exemplo, pensar em uma rede ciclica de spins (ou em uma rede de spins infinita
homogénea). Quando, entretanto, o sistema é limitado no espaco e, por conseguinte,
possui fronteiras, as condi¢des de contorno ndo sdo em geral periédicas. Nesses ca-
Sos, a equacao de YANG-BAXTER, Eq.(), nao € suficiente para garantir a integrabi-
lidade do sistema, o que é implementado pelas chamadas equagdes de YANG-BAXTER
com fronteiras, ou simplesmente equagées de reflexdo. Dedicaremos este capitulo ao
estudo dessas equagdes.

Sistemas espacialmente limitados devem satisfazer condi¢des de contorno em suas
fronteiras. Essas condi¢des de contorno sdo implementadas através da introducao
das matrizes de reflexdo 5*, onde K* designa a matriz de reflexio associada a fron-
teira da direita e K~ arespectiva matriz de reflexdo associada a fronteira da esquerda.
Para cada fronteira introduzimos uma equacgdo de reflexdo especifica que, uma vez
que sejam satisfeitas, garantem a integrabilidade do sistema nas fronteiras, enquanto
que a equacgdo de YANG-BAXTER garante a integrabilidade no bulk, isto é, no interior
da rede.

Conforme foi comentado no capitulo 1, a integrabilidade de sistemas quanticos su-
jeitos a condicdes de contorno ndo periodicas, comegou a ser estudada em 1982 por
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SKLYANIN [25], cujo método aplicava-se inicialmente a solu¢des simétricas da equa-
¢do de YANG-BAXTER (i.e., matrizes R que satisfazem a propriedade R = PRP). Logo
depois, MEZINCESCU e NEPOMECHIE [29, 30] estenderam os resultados de SKLYANIN
para matrizes nao-simétricas, estendendo deste modo o método original a uma classe
muito mais ampla de matrizes R. Por fim, a extensao supersimétrica (i.e., graduada)

desse formalismo foi depois apresentada por BRACKEN ET AL. [39] em 1998.

O presente capitulo é dedicado ao estudo das equacdes de YANG-BAXTER com frontei-
ras em sua versao graduada. Apresentaremos a sua formulacao matematica, algumas
propriedades de suas solugdes serao discutidas e descreveremos como em geral tais

equacoes sao resolvidas.

4.1 Formulagao matematica

Considere um sistema quantico limitado no espaco por duas fronteiras, uma a di-
reita e outra a esquerda. Para descrever as condi¢des de contorno que o sistema
deve satisfazer nessas fronteiras, associamos as matrizes de reflexdo X* e KX ~, onde
K* refere-se a fronteira da direita e K~ a fronteira da esquerda, respectivamente.
A integrabilidade pode ser assim garantida com a condi¢do de que as equagdes de

reflexdo, apresentadas mais abaixo, sejam satisfeitas.

Para a fronteira da esquerda, a respectiva equacao de reflexdo pode ser escrita na

forma
R1> <§> KT () Ry (xy) K3 () = K3 (¥) Ryp (xy) KT (%) Ryy (g) (4.1.1)

Para a fronteira da direita, a equacdo de reflexdo torna-se mais complicada e depende
em geral da simetria que o sistema possui. Porém, conforme foi mostrado em [39],
quando a matriz R (x) possui as simetrias de unitaridade e de crossing, a equagao de

reflexdo associada a fronteira da direita pode ser colocada na forma

y 1 1 y
Riz| HT (x) Ry wixy 3 () = K3 () Rez wixy KT (%) Ry pl
1.2)
onde w é o pardmetro de crossing respectivo e colocamos, por conveniéncia,
Ry, = M1R12M1_1: Ry = M1_1R21M1’ (4.1.3)

e M é a matriz de crossing associada ao modelo em questao.
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Felizmente, a equacdo de reflexdo associada a fronteira da direita ndo precisa ser re-
solvida, ja que existe um isomorfismo entre as solu¢des da Eq.(#.1.1) e da Eq.(4.1.2).
De fato, as solucdes Xt da Eq.() relacionam-se com as solugdes K~ da Eq.()

através das expressoes

Kt(x) = K (wxHM,
(4.1.4)
K*(@) = XK (0o'y HM.

cuja prova pode ser obtida pela substituicdo da Eq.() na Eq.() e através das
propriedades de simetria da solu¢des, comentadas mais acima.

Deixe-nos agora discutir o significado dos objetos matematicos que aparecem na
Eq.(). Em primeiro lugar, notemos que a equagdo de reflexdo, assim como a
equacdo de YANG-BAXTER, consiste em uma relacdo entre operadores (i.e.,, matrizes).
No entanto, esta equacao é definida no espacgo tensorial W =V, ® V,, onde cadaV; é
isomorfo a CV, diferentemente da equacio de YANG-BAXTER que € definida no espaco
tensorial Z = V; @V, ® V5. Deste modo, as matrizes de reflexdo K, e K, sdo opera-
dores que atuam em W (e, portanto, de dimensio N2 x N?) e sio definidos conforme

a notacdo ja mencionada:
KKi=KQKI, K,=T1QXK, (4.1.5)

Por conseguinte, a matriz K representa um operador que atua em V, cuja dimensao
éN X N.

Finalmente, R é uma solucao da equa¢do de YANG-BAXTER, Eq.(), que supomos
conhecida desde o inicio. Além disso, do fato de que o espago V; nao aparece na
definicio de W — onde a Eq.(4.1.1)) est4 definida — segue-se que o operador R,
que aprece nessa equacio terd dimensdo N? X N? e sera idéntico ao operador R
que satisfaz a equacao de YANG-BAXTER. O operador R,;, por sua vez, ¢ dado por
Ry1 = P1,R,,P4, € seradenotado também por R. Com essanova notacao, a equacgao
de reflexdo Eq.(#.1.1)) passa a ser escrita de modo mais simples, como

X

R (g) K1 (R (xy) K, () = K,(D)REy)K ()R (y) : (4.1.6)

1Uma vez que s6 precisamos resolver a Eq.(#.1.1)) para a matriz K-, no que se segue vamos nos
ater somente a essa equacao de reflexdo e a suas solugdes. Para simplificar a notagdo vamos também
denotar K~ simplesmente por K.
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4.2 Propriedades das solugoes das equacoes de reflexao

Assim como as solu¢des da equacao de YANG-BAXTER () possuem certas propri-
edades e simetrias, 0 mesmo ocorre com as solu¢des da equacio de reflexdo (4.1.6).
Uma solug¢do K (x) da equacao de reflexao, Eq.(), é considerada regular quando
se tem

K1) =7 (4.2.1)

(No caso da matriz de reflexdo associada a fronteira da direita, a sua regularidade é
expressa pela relagdo K*(1) = M)

Pode-se mostrar que quando K (x) é regular, a solucao pode ser multiplicada por uma
fungdo f (x) arbitraria (com a iinica condi¢do de que f(1) = 1), de modo que a matriz
K'(x) = f(x)K(x), também satisfaz a equacao de reflexao, Eq.(), e é regular.

Além disso, nesse caso K (x) também sera invariante por transla¢des da variavel es-
pectral, de tal modo que a matriz K (x") = K (x+x,), com x, uma constante complexa

qualquer, também serd uma solugio regular da Eq.(4.1.6).

Por fim, mencionamos novamente que a matriz R(x), solucdo da equacdo de YANG-
BAXTER (B.1.1)) e que aparece na Eq.(#.1.6) deve satisfazer as propriedades de sime-
tria comentadas no capitulo anterior para que o formalismo de SKLYANIN, MEZINCESCU

e NEPOMECHIE possa ser aplicado.

4.3 Metodologia de resolugao das equacgdes de reflexao

Fixando-se uma base apropriada, os operadores que figuram na equacao de reflexao
Eq.(#.1.6) podem ser representados por matrizes de dimensio N2 x N2, Isso significa
que a Eq.() representa um conjunto de N* equacdes acopladas. Essas equacdes
sdo lineares nas incdgnitas k; ; — os elementos da matriz X' —, mas em geral os seus
coeficientes sdo fun¢des complexas das variaveis x e y. Expressamos esse fato di-
zendo que a Eq.(#.1.6) representa um conjunto de equacées funcionais.

Observe que para essas N* equagdes simultidneas temos apenas N2 incdgnitas, pois K
€ uma matriz N X N. O nosso sistema &, pois, superdeterminado — possui mais equa-
cOes que variaveis —, o que significa que muitas equagoes devem ser linearmente

dependentes entre si, a fim de que o sistema admita solu¢des nao-triviais.

A técnica que utilizamos para resolver esse conjunto de equagdes funcionais lineares
pode ser descrito da seguinte forma. Primeiro, observemos que a matriz K depende
apenas de uma variavel — pois na Eq.() ela aparece sempre como K (x) ou K(y)
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—, enquanto que a equacdo de reflexao Eq.() depende de duas. Como o0 nosso
objetivo é o de encontrar a matriz K que satisfaz a Eq.(#.1.6), podemos proceder de
modo a eliminar uma das variaveis da equacao de reflexdo. Usualmente, derivamos
a Eq.() em relagdo a y e entdo calculamos a expressao resultante em y = 1.
Com isso a variavel y é eliminada mas, por outro lado, aparecem as quantidades §; ;
definidas por

_ dki,j »)

Bij = dy ) (4.3.1)

y=1
que sdo certos parametros (independentes das variaveis x e y) que devem ser deter-

minados a fim de que as equagoes funcionais sejam satisfeitas.

Efetuando na Eq.() as operacdes mencionadas acima e lembrando que K (y) se
reduz a identidade quando y = 1, vamos obter a seguinte equacao que deve ser re-
solvida:

—D() K1 ()R(x) + xR(OK; (X)D(x) + ROK; (X)R(X)B, =

4.3.2
= —R)XK1(0)D(x) + xDE)K; ()R (x) + BRO)K 1 ()R (x), )

onde B é a matriz cujos elementos sdo os f; , definidos pela Eq.(¢.3.1) e B, =7 Q B.
Além disso, introduzimos a notacao,

OR (x,y) —  0R(xy)
T |, T Ty

y=1 y=1

D(x) = (4.3.3)

Note que agora a Unica variavel presente na Eq.() € x, 0 que nos possibilita re-
solver a equacgdo de reflexao diretamente. Note além disso que, por construgao, qual-

quer solu¢do da Eq.(4.3.2) também sera soluciio da Eq.(#.1.6), e assim o nosso pro-
blema fica reduzido a resolucao da Eq.().

Pararesolver a Eq.() temos de encontrar as expressoes corretas de todos os ele-
mentos k; j(x) da matriz de reflexdo, além de fixar os parametros f3; ; necessarios.
Para encontrar as fungdes k; ; (x) partimos para a resolug¢ao direta das equagdes fun-
cionais, eliminando cada k; ;(x) em termos dos outros, até que as equagdes fiquem
expressas em termos de um unico elemento da matriz X (x), o qual é de fato arbitra-

rio por causa da regularidade da solucdo, devendo apenas satisfazer a propriedade
ki,j(l) = 5ij-

2A escolha y = 1 é interessante porque nos permite fazer uso das propriedades de regularidade
da matriz K.
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Note que é necessario se resolver N> — 1 equagdes para se eliminar todos os k; ; (x),
com excecdo do ultimo. O restante das equagdes nos permite fixar os N? parAmetros
B;; afim de que todas as equagdes sejam satisfeitas, com o qué se obtém a solugdo do
problema. Pode, todavia, acontecer de a Eq.() ser totalmente satisfeita mesmo
antes de todos os parametros f3; ; serem fixados. Dizemos nesse caso que a solugdo
possui parametros livres, os quais podem assumir qualquer valor finito e, do ponto

de vista fisico, podem representar certos graus de liberdade que o sistema possui.

Embora a metodologia de resolucao apresentada acima possa a primeira vista pare-
cer simples, isso é apenas ilusorio. Em verdade o problema esta longe de ser trivial
e aresolucao de tais equacdes funcionais representa geralmente um verdadeiro tour
de force. De fato, deve ser notado que, em primeiro lugar, procuramos por solugdes
validas para quaisquer valores de m, de modo que o nimero de equagdes a se resol-
ver cresce de forma espantosa com m. Em segundo lugar verificamos que em geral
existem mais de uma familia de solu¢des para um dado modelo, de modo que uma
classificacdo das solugdes se faz necessaria. Por ultimo, a resolucdo do sistema de
equacoes funcionais é em si um problema complicado: dependendo da ordem na qual
as equacoes sao resolvidas, as equacgdes restantes podem ficar tdo complicadas que
nos impossibilite de continuar o processo e, além disso, ao se realizar explicitamente
os calculos algumas expressoes se tornam quadraticas, o que faz com que a solucdo se
ramifique — apds a resolucao dessas equagdes outras quantidades quadraticas apa-
recem em geral e a solucao se ramifica novamente... Todas essas ramificacoes tém de

ser levadas em conta para que solugdes nao sejam perdidas.

Felizmente, critérios para a escolha da ordem de resolucdo dessas equagoes funci-
onais foram desenvolvidos, sobretudo por LiIMA-SANTOS [31, 32, B3, 34, 35, 36], nos
permitindo, assim, resolver completamente o problema proposto nesse projeto. Tais
critérios podem ser descritos, grosso modo, da seguinte forma: uma vez que temos
em maos as equagdes funcionais geradas pela equacdo matricial, Eq.(), procu-
ramos primeiro por aquelas equa¢des que ndo contenham os elementos da diagonal
principal e secundaria da matriz K (x), e eliminamos todos esses elementos. Apés
isso surgem, em geral, equagdes onde figuram apenas expressdes entre os f5;; que
ndo se encontram nas diagonais principal e secundaria, o que permite fixa-los de tal
modo que essas equagdes sejam também satisfeitas. Depois, partimos para as equa-
¢des que envolvem os elementos da diagonal secundaria e, por fim, resolvemos as
equacdes que contenham os elementos da diagonal principal. A medida que as solu-
¢Oes sdo resolvidas, podemos fixar os parametros f; ; restantes e assim proceder até
que todas as equacgdes sejam satisfeitas. No fim a solu¢do dependera dos parametros

p;; ndo fixados: sdo os parametros livres da solugao.



CAPITULO 5

Solucodes

Apresentaremos agora as solu¢des graduadas da equag¢do de YANG-BAXTER com fron-
teiras para os modelos de vértices que possuem simetria U, [osp(Z |2m) (2)]. Algumas
solugdes para o modelo mais geral, U, [osp 2n + 2|2m)(2)], também foram encon-
tradas, mas foge do escopo deste trabalho o estudo mais completo desse grupo.

Classificamos as solugdes associadas ao modelo U, [osp (2|2m)(2)] em quatro tipos
(ou classes) diferentes, a saber, em solugdes diagonais, bloco-diagonais, solugées X e
solugoes completasﬁ. As solugdes diagonais, como o proprio nome ja diz, consistem
em matrizes de reflexdo diagonais; as solucdes bloco-diagonais, por sua vez, diferem
das solucdes diagonais por apresentarem um bloco central, de dimensao 2 X 2, ndo
nulo; ja nas solug¢des X os unicos elementos ndo nulos sdo aqueles que se situam
nas diagonais principal e secundaria e, por fim, as solugdes completas caracterizam-
se por matrizes de reflexdo K'(x) cujas entradas sdo todas ndo nulas. Encontramos
também duas solugdes especiais, sendo que a primeira delas é valida somente para

o modelo U, [osp (2|2)(2)] e tem a forma de uma solugdo completa, enquanto que a

outra s¢ se aplica ao modelo U, [osp (2 |4)(2)], que pode ser vista como um caso mais
geral das solucdes X. Estas solugdes especiais serdo apresentadas nos apéndices A e

B, respectivamente.

Gostariamos de salientar ainda que nas solugdes bloco-diagonais todos os elementos

1Optamos por escrever as solu¢des em termos dos elementos k; ;(x) damatriz de reflexdo % (x). Os
pardmetros f; ; correspondentes podem ser calculados diretamente por () e ndo serdo escritos,
a ndo ser quando for estritamente necessario.
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nulos correspondem a graus de liberdade fermidnicos (conforme a graduagao intro-
duzida no capitulo 2), enquanto que nas solugdes X e na solucao especial valida para
omodelo U, [osp (2 |4)(2)] sao os elementos da matriz K (x) correspondentes a graus
de liberdade bos6nicos que se anulam. Isso poderia nos levar a classificar as solugoes
bloco-diagonais como “solu¢des bosonicas” e aquelas outras como “solugdes fermi-
Onicas”. Todavia, ndo vamos proceder dessa forma para evitar mal-entendidos, uma
vez que no modelo aqui estudado, U, [osp (2|2m)(2)], o numero de bésons é sempre

fixo e igual a 2.

5.1 Solug¢oes diagonais

Encontramos apenas uma familia de solu¢des diagonais, a qual se caracteriza por nao
apresentar parametros livresﬁ. Para esta familia de solu¢des diagonais, a matriz de

reflexdo K (x) tem a forma:

K(x) =diag[1, .., 1, knyrme1 () kmszmez (%), X%, oo, x?] (5.1.1)

onde os elementos centrais sdo dados por

" 3 [ x+q™+i(x—1)g™? ] c 12

m+1,m+1(x) =X _1+xqm¢i(x_1)qm/2_, ( b )
© " B [ x—q™+i(x+ 1)q™? ] c

m+2,m+2(x) =X _1 _xqm i l (x_l_ 1) qm/z_ . ( '1'3)

(O duplo sinal representa a existéncia de duas solu¢des conjugadas e o simbolo i de-
nota a raiz quadrada de —1, isto é,i = v—1.)

5.2 Solugoes bloco-diagonais

Gostariamos em primeiro lugar mencionar que as solu¢des bloco-diagonais que se-

rao apresentadas a seguir ja foram encontradas anteriormente por LIMA-SANTOS em

311, mas no que diz respeito ao grupo quantico ndo-graduado U D@ 1. Nos mode-
q p grupoq g qlPn+1

los de vértices com simetria U, [2)%221], temos 2n + 2 graus de liberdades bosonicos

e nenhum grau de liberdade fermidnico, enquanto que no caso discutido aqui, isto &,

2Essa solugdo também se aplica ao grupo quantico Uq [osp(Zn + 2| 2m)(2)] se fizermos a substitui-
¢do de q™ por g™ ™. Além disso, uma outra familia de solu¢des diagonais (que nio apresentaremos
aqui) pode ser encontrada para esse grupo mais geral. Esta outra solucio, entretanto, somente se
verifica para quando n = m).
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dos modelos de vértices com simetria U, [osp(2|2m)(2)], temos 2 graus de liberdade

bosonicos e 2m graus de liberdade fermiénicos.

O fato de as mesmas solugdes serem validas para esses dois diferentes grupos de si-
metria pode ser explicada através da graduacao empregada neste trabalho (vide cap.
2). De fato, a graduacao foi construida com o propoésito de que as solu¢des graduadas
se reduzam as solu¢des ndo-graduadas quando os graus de liberdade fermidnicos se

anulam, o que é exatamente o que ocorre com as solu¢des bloco-diagonais.

Deixe-nos agora descrever qual é a forma geral dessas solugdes bloco-diagonais. A
matriz de reflexdo K'(x) associada a essas solucoes tem uma forma semelhante as
solugdes diagonais apresentada na se¢do anterior, exceto por apresentar um bloco
central de dimensao 2 X 2 nao diagonal. Isso significa que a matriz de reflexdo K (x),

assume a forma
K (x) = diag[®(x), ..., P(x), Koxz (%), ¥ (X), ..., P(2)], (5.2.1)
onde K,,, (x) consiste em um bloco central de dimensdo 2 X 2 dado por

km+1,m+1 (x) km+1,m+2 (X)

. (5.2.2)
km+2,m+1 (X) km+2,m+2 (X)

Kaxz (X) =

Encontramos duas familias de solu¢des bloco-diagonais. Em cada uma delas, tanto
K, 2 (x) quanto as fungdes ®(x) e ¥ (x) assumem formas diferentes. Além disso, am-
bas sdo caracterizadas por um tnico parametro livre, que escolhemos ser f,,,1 m+2-

Tais familias de solugdes serdo descritas a seguir.

5.2.1 Solugao bloco-diagonal do tipo |

A primeira familia de solu¢des bloco-diagonais caracteriza-se por ter um bloco cen-

tral na forma:

(xz - 1).Bm+1,m+2

K ( ) km+1,m+1(x) 2 (5 2 3)
x2(X) = B L.
e (2 = DBmsrmez

2 km+2,m+2(x)

no qual os elementos K11 112 (X) € k2 m+1 () sdo iguais. Os outros dois elementos

do bloco central sdo dados por

(x2+1) (x*—1) [(A*—-AB
Knsimen (¥) = ~— [1 T < - )] (5.2.4)
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x*+1)
2

km+2,m+2 x) =

(x2—1) [A*+AB cyc
e\ ) 629

onde A e B sdao dados por

A= i\/qm [(qm + 1)2ﬁ%1+1,m+2 —(qm™ - 1)2]'

(5.2.6)
B =(q" + DBmsrmsz — (@™ = 1).
Além disso, para esta familia de solugdes bloco-diagonais, temos que
1(@™>x*+ D) [(x*+ D@ -+ x*-1D(@"+1
o = L@FH D[+ D@ =D+ & = DG+ Dmame] (5,
2 x*(q*™ — 1)
e
1(@™x*+ D) [(x*+D@" -1 - (x*-1D(@"+1
oo = L@ A+ D@ =D = 0 = DG+ Dmamer] 5

2 (> —-1)
Notemos e particular que as solu¢des diagonais apresentadas na secdo anterior sao

casos especiais desta familia de solucdes bloco-diagonais, uma vez que elas podem

ser obtidas a partir destas ao se impor a condi¢ao 11 m+2 = 0.

5.2.2 Solugao bloco-diagonal do tipo Il

Para a segunda familia de solugdes bloco-diagonais, o bloco central tem a forma:

x*(x*+ 1)
()

Kyp () = coren | (5.2.9)
ks () ———

ou seja, possui os elementos diagonais K41 m+1(X) € Kppy2me2(x) iguais. Os outros
dois elementos do bloco central sdo dados por

2 1y | F=(0) + (x = 1)2(g™ + 4]
kmi1ma2(x) = _xx > ) @ = 1)? , (5.2.10)
kmszme1(X) = +x(x22_ D0+ g:_l)l)(zq t 4 ) (5.2.11)
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onde,
FE(x) = [2(x* + Dg™ £ x(q™ + 1?] Brns1m+2 (5.2.12)

e A e B sdo agora dados por

4= qum (Briimea—1) > B=(@"+ Dmssmer (5213)

Por fim, as fun¢des ®(x) e W(x) sdo dadas por

(@mx*—D2x*—1DA+x*+1D(@™—1) + (x* — 1)B]
2 (@™ —1)? '

d(x) = + (5.2.14)

X2(@mx? -2 —-1DA-(x*+ 1D (@™ —1)+ (x* — 1)B]

=TT @ - 17

(5.2.15)

Notemos em especial que ndo ha maneira de deduzir solugdes diagonais a partir
dessa segunda familia de solu¢des bloco-diagonais.

5.3 Solugoes X

Nesta secao vamos considerar as solu¢cdes X. A matriz de reflexdo associada a essa
familia de solu¢des tem uma forma que lembra a letra X (por isso a denominagao),
ou seja, os unicos elementos k; ;(x) ndo nulos estdo situados nas diagonais principal

e secundaria.

Os elementos da diagonal principal possuem as seguintes expressoes:

2

1, 1<is<m
k C[x2+1 1 2 5.3.1
2@ =1 | i=mrime2) (53.1)
L x? m+3<i<N.
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Ja os elementos da diagonal secundéria sao dados por

((xz — DBin+1-i )
5 ) <is<m
kiny1-i(x) =40 i={m+1m+2} (5.3.2)
(x* = DBin+1-i .
L > m+3<i<N\,

sendo que os parametros f; ; da diagonal secundaria estao relacionados por

4q

1 1<i<m (5.3.3)
(q—1)°

Bin+1-iBn+1-ii =
Com isso, para um dado N = 2m + 2, a solugdo fica caracterizada por apresentar

m parametros livres (podemos escolher, por exemplo, os parametros B, y, f2n-1 -

Bonm+3)-

5.4 Solugoes completas

No caso das solu¢cdes completas, a matriz de reflexdo ndo possui nenhuma entrada
nula (i.e, nenhum de seus elementos é igual a zero). Encontramos duas familias de
solucbes completas que, para um dado valor de N = 2m + 2, sdo caracterizadas por
m parametros livres — por conveniéncia escolhemos os parametros f1 .12, f1m+3»
ﬁl,m+4—' bR ﬁl,N—l'

Estas duas familias de solugdes completas diferem entre si apenas nos elementos
diagonais e aqueles pertencentes a um bloco central de dimensao 2 X 2 da matriz de
reflexdo K (x). Além disso, a primeira familia de solu¢des completas é valida apenas
quando m é par, enquanto que a segunda familia sé é solucao para quando m é impar.
Essas duas familias por conseguinte podem ser vistas como uma Unica solugao, mas
dependente da paridade de m. Por fim, salientamos que o caso m = 1 é particular e

sera apresentado no apéndice A.

Desde que as duas familias de solucdes completas possuem uma parte comum (for-
mada por todos os elementos fora da diagonal principal e do bloco central), comeca-

remos por apresentar as expressﬁes referentes a esses elementos.

5.4.1 Parte comum das solugdes completas

Nessa subsecdo apresentaremos as expressoes para os elementos k; ; (x) da matriz

completa K (x) comuns as duas familias de solucdes completas. Esses elementos
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consistem em todos os elementos ndo diagonais e aqueles que ndo pertencem ao

bloco central, K.

Comecemos por definir as quantidades

1 1
B+ = 2 (ﬁl,m+1 + ﬁ1,m+2)' B-= 2 (ﬁ1,m+1 - ﬁl,m+2): (5.4.1)
(S
G = & T _ ql—m +1 549
(mpx) - ql_m +x2 ) (m) - —q+ 1 . ( 4. )

Com o auxilio dessas quantidades, podemos escrever as expressoes para os elemen-
tos da matriz de reflexdo da seguinte forma:

Para os elementos da diagonal secundaria que nao pertencem ao bloco central de
K (x), temos

1
kin(x) = 5 (x* = 1) B (5.4.3)

2

keyn (%), (5.4.4)

On-1q™N1 B2

0,q" B1in-1

kyq(x) =

6.q" B ’
ki (x) = —Q<9;qti,><ﬁjN> F(m)szN(x)'

i = {Lm+1m+2N} (5.4.5)

Para a primeira linha da matriz X (x), temos que

k() = (fj—’) G(m, X)ky y (),
i # {Lm+1m+2N}, (5.4.6)
Ky (¥) = GO, %) (‘g;—xﬂ Ko (0). (5.47)
Kymsz (%) = G(m, %) (Bﬁ_—xﬂ> e (5.48)

Da mesma forma, os elementos da primeira coluna de K (x) sdo dados por

Q.qti ﬁ .,
ki1 () ‘ (ﬁ

0,q" ,31,N—1 ﬁ1,1v
i # {I,m+1m+ 2N}, (5.4.9)

) G(m, x)k (%),
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O ms1qmH Baa By —xB_

kipira(x) = 8.q5 B ( P )G(m, x)ky n(x), (5.4.10)
O s2q Baq By +xB_

kmizq(x) = 0,405 Biva ( Bin >G(m, X)kq n(x). (5.4.11)

onde 6, e t; sio dados respectivamente pelas equagdes Eq.(.2.17) e Eq.(B.2.15)) e
i'=N+1-i.

Para a ultima linha, temos também,

Ong"™ Bz (,31
ky:(x) = x*g™ ' ’]>Gm,xk x),
NJ( ) 1 0,q" .31,N—1 51,1\/ ( ) 1'N( )
j # {Lm+1m+2N} (5.4.12)

Ong™ B2, <xﬂ+ +q ™MB_

0,q" Bin-1 Bin > G(m,x)kyn(x), (5.4.13)

kymer (¥) = xq™

Ong™ Baa <X,3+ —-q "B

0,q% |\ Bin-1 Boin )G(m'x)kl,N(X), (5.4.14)

knmz(¥) = xq™

e, para a ultima coluna,

Hiqti ,8 i’
kiv(x) = x*g™ <i>Gm,xk x),
v () q AV ( Ve n ()
i # {1,m+1m+2N)} (5.4.15)
Ome1q™ \ (xB, — q "B
Knsin () = xq™ - < . )G(m, )k (%), (5.4.16)
0.9 Bin
| Ome2@™2\ (xBy + B
Kmian(X) = xq - G(m, x)ky (%), (5.4.17)
0,94 Bin

Para os elementos situados a esquerda da diagonal secundaria (i.e., para os elementos
k;; (x) tais que i’ > j), segue que

kii(x) = q™ 0iq" \ [ Bur (,31,,-
LJj

0,94 Bin Bin
i = im+1,m+2}, j+{m+1,m+2}, (5.4.18)

> F(m)G(m, x)kq y(x),



5.4. Solug¢oes completas 43

 m m+1q tme1 ﬁl,j
kmi1j(x) =q 9.5 ) 5. N) ﬁuv F(m)G(m )k, n(x), (5.4.19)

Oms2q"™ \ [ B +
ko j(x) =q™ B.qn > 3111) '8 [;Nﬁ T(m)G(m, )k y(x), (5.4.20)

6:q" 1i' \ [ B+ + xﬁ_)
kimi1(x) = q™ 0.5 (lgw ( Bin Fm)G(m, x)k; n(x), (5.4.21)

09" \ [ Buv — xB-_
ki,m+2(X) _ qm i 1,i (,8+ X.B

6.9% Bin Bin )F(‘m)G(m, x)ky (%), (5.4.22)

e, por fim, para os elementos situados a direita da diagonal secundaria (i.e., para os

elementos k; ; (x) tais que j > i'),

0:q" ; 1,i’
kij(x) = x*¢*™ a (ﬁld> al F(m)G(m, )k y(x),

0.9 /31,1\1 /31,1\/
i = m+1,m+2}, j+{m+1,m+ 2}, (5.4.23)
O i1 gt B (xB+ — q_mﬁ_>
k (x) = xg*™ . F(m)G(m, x)k, y(x
m+1,j(X) = xq 0.5 Bin B (m)G(m, x)kq y(x)
(5.4.24)
Oms2q"m+ B (xﬂJr + q_mﬂ_>
koo i (%) = xq®™ : C(m)G(m, x)k, y(x),
+2,j(X) = xq 0.5 Bin B (m)G(m, x)kq y(x)
(5.4.25)
0:9" \ [ Buv +q™p_
Kimar () = 22" | —— | [ 22 <xﬁ B )F(m)G(m, kg y(x), (5.4.26)
09" BN ,31,N
H.qti ﬁ . x —qg™mB_
Kims2(X) = x¢°™ | —— e < br—a " )F(m)G(m,x)kLN(x). (5.4.27)
0.qn ﬁl,N ﬁl,N

Essas expressoes fixam todos os elementos da matriz K (x), exceto aqueles perten-
centes ao bloco central e os elementos diagonais, os quais diferem para cada familia
de solucgdes e serao apresentados a seguir. Entretanto, ainda nos resta fixar os para-
metros 13, B13, «» Bim+1, P21 € B12m+2- Esses parametros também dependem da

paridade de m e, por esse motivo, serdao apresentado nas subsecoes seguintes.
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5.4.2 Solugdes completas do tipo |

Conforme comentado mais acima, a familia de solu¢des do tipo I s6 é valida apenas

para m par. Nesta secdo apresentaremos os elementos diagonais e do bloco central

que compdem esta familia de solu¢des. Os elementos fora da diagonal e do bloco

central foram dados na segdo anterior.

Nesta familia de solu¢des completas, o bloco central

km+1,m+1 (x) km+1,m+2 (x)

Kaxz (%) = :
22 km+2,m+1 (X) km+2,m+2 (X)

é tal que se tem
kmizmez (X) = Kmyrmer (%), kmiz2me1 (X) = K1 maz (X)
sendo que K41 mi1 (X) € Kpyq meo (x) sdo dados, respectivamente, por

km+1,m+1 (X) = sz(m, X),

Kmi1mez (X) = €G(m,x)
2(@" ' -D(@+x>) (x*q-1)
@™ -1 @ -1Dx*+1)

X x2G(m,x) —

onde € = +1 representa duas classes de solu¢des conjugadas.

(5.4.28)

(5.4.29)

(5.4.30)

(5.4.31)

Os elementos diagonais possuem ser encontrados recursivamente através da expres-

sao
§
B = Birie
ki qi-1(x)+ ”Ig—llll G(m, x)k, y (x), 1<i<m+1
1,N
ki (x) =1
Bii— Bio1i
ki 11 (x)+ ”,B—llll x2G(m,x)kyy (x), m+4<i<N,
. 1,N

(5.4.32)

Analogamente, os parametros diagonais f5;; também podem ser expressos recursi-



5.4. Solug¢oes completas 45

vamente,

Bi1i-1+ (—1)i gV H(m), 1<i<m+1,
Bii = ' (5.4.33)

ﬁi—l,i—l + (—1)L q2m+3'iH(m), m+4<i<2m+ 2,

com

4(q+1)
(@"-1(@q@-1)
As equacgoes Eq.(E.4.3ﬂ) e Eq.(E.4.3§]) fixam todos os elementos diagonais restantes,
com excecdo de k; 1 (X), K;y43.me3 (X), 05 quais sdo dados pelas expressoes

H(m) = (5.4.34)

I _ G(m, x)
wl) = G -DE-D
X {P+D[(@+1D)(@"x*—=1)—2(q™ - 1)]
—e(g—1) (x*—=1) (x*q™ — 1)} (5.4.35)

3 x2G(m, x)
km+3,m+3 (X) - (xz + 1)(q _ 1)(qm _ 1) X
x {(*+D(g+ D™ —1) —2(g™ — 1)]
+e(q— D(x? = 1) (x*q™ — 1)} (5.4.36)

Falta ainda fixar os parametros B, ,, 813, --» Bim» Bim+1, B21 € B1y- Paraa primeira

familia de solugdes completas, temos,

B = (1) {i ; (qn;:j/)th(zml)_ ﬁll),]ﬁ i’"”}, 1<j<m+1, (5437)
Bimi1 = €B1mi2s (5.4.38)
By, = 4iq2m_3/2 [e(g™+1) — (qu - 1)] IBLN—l’ (5.4.39)
' (=D (@™ =1 Bimse
Bon = _li@"=Dq" =D +1][(q" =D +e(q™ +1)] B%,m+z_ (5.4.40)

3 @+ D g7

Assim, a solugdo fica com m parametros livres, a saber, 51 142, B1m+3s - B1n-1-
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5.4.3 Solug¢des completas do tipo Il

A segunda familia de solugdes completas é valida apenas para m impar. Nesse caso

também, no bloco central

km+1,m+1 (x) km+1,m+2 (x) ] (5.4.41)

km+2,m+1 (x) km+2,m+2 (x)

Kaxz (%) = [

temos que kiizmez (X) = Kppimer () € kiomer (X) = kpngqmez (x). Mas agora
esses elementos sdo dados respectivamente por

5 x?=1\[(q"+1
Kmermez (0) = —ex?G(m, ) | = i \gno1) (5.4.42)
e
1[x*-1 2x2G(m, x)

K11 (%) ACESIN @-D(@"-1D)x2+1) *

X {[(@*-1D+qA—-xH]q™ - (x*q+ 1) (q — x*)}
(5.4.43)

Como no caso anterior, os elementos diagonais restantes podem ser obtidos recursi-

vamente,
§
Bii — Bi—vi-
ki i1 (x)+ ,8—11 G(m, x)k, y (x), 1<i<m+1
1,N
ki (x) =1
Bui— Bios
kiqio1(x)+ ”,B—Llll x2G(m,x)k,y (x), m+4<i<N,
LN
\ .

(5.4.44)
De modo analogo, temos para os parametros diagonais §; ;,

Biiria + (=D g™ "H(m), 1<i<m+1,
Bui= | | (5.4.45)
Bi-1i-1+ (—1)L q*™*3"'H(m), m+4<i<2m+2,

mas agora
4e(g+1)

@-1D@-1)

H(m) = (5.4.46)
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As equacgoes Eq.(EA.é@) e Eq.(E.4.4§]) fixam todos os elementos diagonais restantes,
com excecdo de k; 1 (X), kiyy3.me3 (X), que sdo dados pelas expressdes

X _ G(m, x)
) = oD@ -DeE D
X {x*+1D (@ x*-1D(@-1)
—e(x2—-D[(@+DE*g™"—1D+2@"+ 1]} (5.4.47)

" o = x2G(m, x) o
mrm (@-D@m-DE*+1)
X {*+D(@™x*-1D@-1
+e(x* =1 [(g+ 1) (x*q™—1)+2(¢g™ + 1)]} (5.4.48)

E necessario ainda fixar os parametros 3,5, 13, > B1ms Bim+1, B21 € B1ny. Paraa

segunda familia de solu¢des completas, temos,

I@@"+ 1) +€e(@" = D]B% sz
qmY2(q—1) By

B = (—1)’“{ } 1<j<m+1, (54.49)

Bim+1 = €B1im+2s (5.4.50)
41q*m32 [e (@™ — 1) — (™ + 1)] Bin-1
(@ =1 @™ =1 Bimsz

1@ -DI@"-D+1[(q" -1 +e(@ + D] Bimsz
Piv=—7 @+ 1) g7 . (5.4.52)

Ba1 = , (5.4.51)

A segunda familia de solu¢des completas também contém m parametros livres, quais

Sejam' ,81,m+2' ,31,m+3r e Bl,N—l'
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Capitulo 5. Solugdes




CAPITULO 6

Sobre as simetrias das solucoes

As solugdes recém obtidas das equacdes de YANG-BAXTER com fronteiras, referentes
aos modelos de vértices com simetria U, [osp (2|2m)(2)], possuem certas simetrias
(além daquelas mencionadas no capitulo 4) que serdo agora discutidas. O conheci-
mento prévio dessas simetrias poderia facilitar a resolucdo das equacgdes de refle-
x40 logo no inicio, ja que elas permitiriam eliminar varios elementos de matriz em
termos de outros. Contudo, o conhecimento de tais simetrias ndo estava disponivel
antes da resolucdo das equacgdes de reflexdo, motivo pelo qual tivemos de resolver
diretamente as equacgdes de reflexdo. Deste modo, acreditamos que seria muito in-
teressante saber se outros modelos de vértices possuem simetrias semelhantes e,
principalmente, se é possivel deduzi-las a partir do grupo quantico que lhe é associ-

ado caso essas simetrias estejam presentes.

No que se segue vamos nos concentrar nas solucdes completas apresentadas no ca-
pitulo anterior. Pode-se assim mostrar a partir das expressdes para os elementos da
matriz de reflexdo K (x) que esses elementos apresentam uma simetria de transposi-

¢do dada por
ki (x i
—“( ) = & (6.0.1)
kji(x) B

Os elementos de matriz apresentam também uma simetria de conjugagdo, ou seja,
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uma simetria de reflexdo em relagdo a diagonal secundaria, que é expressa por

ki,j(x) s ( ,Bi,j
kj’,i’(x) :Bj’,i’

), P>,  i#] (6.0.2)

onde, relembrando a notagdo utilizada,i' =N+ 1—iej'=N+1—j.

Por fim, existe uma simetria mais geral onde cada grupo de quatro elementos da
forma k; j(x), k;;(x), ki j(x) e kj 7 (x) se relacionam através da seguinte equagao:

k; ;(x) B ki (x)

= . (6.0.3)
kji(x) k()
Por derivagao, obtemos também,
Bij Bji
—_— = (6.0.4)
ﬁj’,i' ﬁi’,j’

(Note que as Eq.(6.0.1)) e Eq.(6.0.3) sdo identicamente satisfeitas para i = j.)

A partir desses resultados podemos ver que varios elementos de matriz podem ser
eliminados logo de partida. Por exemplo, podemos usar a Eq.() para eliminar
todos os elementos situados abaixo da diagonal principal (inclusive os elementos da
diagonal secundaria). Entdo, através da Eq.(), podemos fixar os elementos situ-
ados no quadrante direito da matriz K (x), isto €, os elementos k; ;(x) com j’ < i <.
Resulta disso que todos os elementos de matriz ficam escritos em termos dos ele-
mentos do quadrante superior (ie., dos elementos k; j(x) com i < j < i') e dos ele-
mentos diagonais. Os parametros f5;; podem igualmente ser eliminados através da
Eq.() e pelas derivadas dos k; ;(x). Isso mostra que dos N? elementos de matriz,
apenas N(N + 4)/4 deles sdo de fato independentes.



CAPITULO 7

Conclusao

Na presente dissertacdo apresentamos solu¢cdes graduadas para a equagdes de YANG-
BAXTER com fronteiras (equacgoes de reflexdo), associadas aos modelos de vértices
com simetria U, [osp (2|2m)(2)]. Discutimos também um pouco sobre a teoria da
integrabilidade e sobre a formulacao das equagdes de YANG-BAXTER com fronteiras
abertas e fechadas.

As solucoes da equagdes de reflexao associadas aos modelos de vértices com simetria

U, [osp (2|2m)(2)] foram classificadas em quatro tipos, ou classes:

A primeira classe de solugdes consiste nas solu¢des diagonais. Encontramos apenas
uma familia de solu¢des que caracteriza-se por ndo apresentar qualquer parametro

livre.

Na segunda classe de solu¢des a matriz de reflexdo K'(x) tem um estrutura bloco-
diagonal. Estas solu¢des diferem das solu¢bes diagonais por apresentarem em seu
centro um bloco de dimensao 2 X 2 nao nulo. Encontramos duas familias de solu¢ées

bloco-diagonais que apresentam m parametros livres.

Também encontramos solu¢des cuja matriz de reflexdo tém a forma da letra X, ou
seja, cujos elementos nao nulos da matriz de reflexdo encontram-se somente nas di-
agonais principal e secundaria. Esta classe de solugdo também apresenta m parame-

tros livres.

Por fim, encontramos duas familias de solu¢des completas, que constituem a quarta
classe de solucdes. A primeira familia de solu¢des completas verifica-se apenas para
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quando m é par, enquanto que a segunda é valida apenas para m impar. Ambas as

solucdes possuem m parametros livres.

Além disso, discutimos sobre algumas das simetrias que essas solu¢des possuem e,
nos apéndices, apresentamos solugdes particulares aos modelos de vértices com si-
metria U, [osp (2|2)(2)] elU, [osp (2|4)(2)].



APENDICE A

Solucdes particulares ao modelo
Uqg [osp(2]2)(?)]

Quando apresentamos as solugdes completas no capitulo anterior, comentamos que
tais solugdes dependem de m parametros livres, a saber, de B4 12, B1m+3s r Bin—2
efin-1- E interessante notar, entretanto, que apenas os parametros Bim+z Bim+z €
f1n-1 aparecem explicitamente na solucdo. Esse fato, no caso em que m = 1, isto é,
no caso dos modelos de vértices descritos pelo grupo quantico U, [osp (2|2)(2)], faz
com que a solucdo se torne ambigua, uma vez que, porque, por exemplo, 1., se
confunde com f, y_,. Fica claro, portanto, que as solu¢des completas apresentadas
no capitulo 5 podem nao descrever o caso mais geral valido para os modelos com
simetria U, [osp (2|2)(2)]. Para ndo perder solu¢des é necessario, por conseguinte,
resolver esse modelo separadamente, o que sera feito nesse apéndice.

A matriz de reflexdo mais geral que o modelo U, [osp (2|2)(2)] pode apresentar tem

a seguinte forma:

k1,1 (x) k1,2 (x) k1,3 (x) k1,4 (x)
koq (x) kop (X)) oz (X)) kpu (%)
kg1 (x) k3p (x) ks (x) ksa(x)
k4,1 (x) k4,2 (x) k4,3 (x) k4,4 (x)

K (x) = (A.1)

Ao resolvermos as equacgdes funcionais, Eq.(), para esse modelo em questdo, en-
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contramos apenas uma familia de solugdes que caracteriza-se por apresentar m+2 =
3 parametros livres. Os elementos mais simples sdo aqueles situados fora das diago-

nais principal e secundaria e fora também do centro da matriz de reflexao.

Para os elementos da primeira linha e da ultima coluna, temos,

Ky () = (ﬁg[ﬁ—xﬁ) G(1, )k 4 () (A.2)
s () = <3 Sl ) G(1, )k (), (A.3)
€ | -1
kou () = V70 ("ﬁ;—qﬁ> xG(L, x)ky 4 (1), (A.4)
ks () = V=7 ("ﬁ;—qﬁ> XG(1, )y (). (A.5)

Os elementos da dltima linha e da primeira coluna, por sua vez, sdo dados por

i A@ (B +xB G(L XK, (0)A(G)
ki (x) = ) -1 ( Brs ) B2, , (A..6)
i@\ (B = xB_\ G(L 0k, (0)A(G)
ww =il o (B T e
e
_ Vaq A(q) xBy —q B xG (1, x)k 4(x)
Kz (2) = 4 q>—1 ( B4 > ,3%,4 ' (4.8)
NG A@ N\ (xBy +q B ¥G(1, 0)ky 4 (X)
o == 25 ) (PR T e
onde
Aq) =4/q(q— 1D B1a+2i(@+ D [(q— D (BE+B2)+(q+ 1D (B —B2].
(A.10)
e
G(1,x) = (A.11)

x2+1

Ja os elementos da diagonal principal que ndo se encontram no centro da matriz K (x)
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tém a forma
_ 1 G(1,x)kq 4(x)
= I G @ - Dot + DAL,
X 2 =D@-D(g+D) B+ +@—-1D B —p2)]
+8iq(x* + 1) (B2 + B2)}, (A.12)

L, GGk (x)
kia(x) = x (2 — D(x? + D)BZ,

X 2(x*q+ DB +q '+ (*+ D(g—-1) (B: —q7'B2)},
(A.13)

enquanto que no bloco central, temos a estrutura:

kyo(x) = g+1 _Z\/ﬁ(q—l)ﬁ%Ax

X 2(*q-D (-1 B+ +(q+ 1) (BE—B2)]
—16qgxp.L_}, (A.14)

<x2q + 1) i G(L 0k 4(x)

Ks0) =\ T ) TG0

X 2(*q-D[(g-D@B:+p2)+(@+1) B -]
+16gxB.L_}, (A..15)

(xzq + 1) i G(1,x)kq4(x)

iyq <Bi + q‘133> X6(1L ) ks (2)

ks, (x) = kyz (x) = 4 B4 P14

(A.16)

Por fim, os elementos da diagonal secundaria restantes k, , (x) e k,; (x) assumem a

forma )
ke () = 5 (° =1 Bra, (A.17)

ivg 1 ( q ><Bi+q‘1ﬁ3>2k1,4(x)
q—1 B4 B%A '

(A.18)

k4'1(x):4[q+1 4
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Apéndice A. Solugbes particulares ao modelo U, [osp(2|2)(2)]




APENDICE B

Solugoes particulares ao modelo

Uq [osp(Z |4)(2)]

No caso dos modelos de vértices com simetria U, [osp (2|4)(2)], encontramos uma

solucdo particular cuja matriz de reflexdo é formada por quatro blocos 2 X 2 perifé-

ricos, e possui um centro diagonal. Em outras palavras, K (x) é uma matriz da forma

[ k1,1 (x) k1,2 (x) 0
k2,1 (x) kz,z (x) 0
K (x) = 0 k3,30(x)
k5,1 (x) ks,z (x) 0
| k6,1 (x) k6,2 (x) 0

0 k1,5 (x) k1,6 (x) ]
0 kas (x) ko6 (x)
0
k4,4 (x) 0 0 (8-1)
0 ks s (x) ks (x)
0 kes (x) kg (x) |

A solugao encontrada é caracterizada por trés parametros livres, 1, B1s € f16- Além

disso, verificamos que os elementos diagonais do bloco central sdo iguais, de modo

que eles sao dados por

xzq +1 _ (x*-1) (x2q2 - 1) B12B15

kga(x) = K33 (x) = q+1

2(x*q+1) B (B-2)
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Para os elementos que ndo se encontram nas diagonais principal e secundaria, temos,

B1,2G(2,x)kq6(x)

B1,5G(2,x)kq6(x)

ki, (x) = , ki:(x) = B..3
1,2( ) ﬁ1,6 1,5( ) 31'6 ( )
G2, )k, (x xX%B, G2, )k, (x
ey 1 () = B2,1G(2,x)kq6( ), ey o(X) = qx“B15G(2,x)ky6( )’ (B.4)
B1,6 :81,6
G2, x)k, (x x%G(2,x)k, (x
oy = Pr2Puab@0s) R G0k g o
qB15P16 Bie
xX%G(2, )k, (x x*G(2,x)k, (x
by = P12Bur 6@ B R0k
ﬁ1,5ﬁ1,6 ﬁ1,6
onde,
2
Brr=q <31,5>< B ﬁ1,2ﬁ1,5>_ (5.7)
Bis)\q+1 Bie
e relembramos que a fung¢ao G(m, x) assume aqui o valor
G(2,x) = a+1 B..8
@0 =—art (B.8)
Os elementos da diagonal secundaria, por sua vez, sdo dados por
1 B3 1k16(x)
kie() =5 (2 =D Brs  kea(x) =~ (B.9)
2 aBis
kyo(x kyo(x
kzls(x) — _182,1 1,6( )’ ks,z(x) — ﬁl,ZﬁZ,lz 1,6( ) (BlO)
B1.2 qB1is
e, finalmente, para os elementos da diagonal principal, temos,
k _ ﬁl,Zﬁl,S )
1100 = 1= q =52 ) 62,0k (0) = x5 (1), (B.11)
1,6
ﬁl,Zﬁl,S
ky,(x) =1+ 57 G(2,%)ky6(x) = x%kg ¢ (x). (B..12)

Para concluir gostariamos de mencionar que essa solugdo particular para o modelo
U, [osp(2]4)®] foi sugerida pela existéncia de uma solucio “quase unitaria” dada
por

K(x) = diag[x2,1,1,1,1,%%], (B..13)

encontrada anteriormente em [31] e que também s6 é valida para quando m = 2.
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