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Resumo

Nesta dissertação apresentamos soluções graduadas das equações de -
com fronteiras associadas aos modelos de vértices com simetria𝒰 osp(2|2𝑚)( ) .





Abstract

In this thesis we present solutions of the graded boundary - equations
for vertex models with𝒰 osp(2|2𝑚)( ) symmetry.





Apresentação

Esta dissertação está organizada da seguinte forma. No primeiro capı́tulo apresen-
tamos uma breve introdução histórica à teoria dos sistemas integráveis. O segundo
capı́tulo é dedicado a uma revisão dos principais conceitos matemáticos que serão
utilizados na sequência. A formulação matemática da equação de - é
apresentada no capı́tulo 3 e a respectiva formulação das equações de -
com fronteiras (equações de re lexão) é apresentada no capı́tulo 4. No capı́tulo 5,
as soluções das equações de - com fronteiras associadas aos modelos de
vértices com simetria𝒰 [osp(2|2𝑚)( )] são apresentadas e uma classi icação dessas
soluções é proposta. As simetrias presentes nestas soluções são comentadas no capı́-
tulo 6. Por im, soluções particulares aos modelos𝒰 [osp(2|2)( )] e𝒰 [osp(2|4)( )]
são apresentadas, respectivamente, nos apêndices A e B.
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CAPÍTULO 1

Sistemas integráveis: uma breve
introdução histórica

1.1 Integrabilidade em mecânica clássica

A teoria dos sistemas integráveis (ou, de modo equivalente, a teoria da integrabili-
dade) é uma rami icação da fı́sica-matemática que estuda sistemas mecânicos (clás-
sicos ou quânticos) que podem ser resolvidos de forma exata. A sua origem remonta
aos próprios trabalhos de em mecânica, muito embora um interesse maior
por esta questão só tenha ocorrido após a formulação analı́tica desta disciplina −
que se deveu à , , , e , principalmente. Com
efeito, através das ferramentas matemáticas desenvolvidas por esses cientistas, vá-
rios problemas de mecânica puderam ser resolvidos de forma exata. Para tais siste-
mas, a solução das respectivas equações diferenciais de movimento se reduzem ao
cálculo de integrais, motivo pelo o qual esses sistemas foram chamados sistemas inte-
gráveis. Outros problemas mais complicados, contudo, não puderam ser resolvidos
analiticamente por meio dessas técnicas (citemos por exemplo o clássico problema
dos três corpos) e foram classi icados como não-integráveis.

Embora o conceito de integrabilidade seja intuitivamente claro, uma de inição mais
precisa desse conceito deve ser apresentada. Devemos salientar, contudo, que não há
umconsenso sobre qual de inição se utilizar [1] e de inições diferentes podemapare-
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cer em diferentes áreas de fı́sica-matemática¹. Nos concentraremos nessa seção com
as de inições de integrabilidade empregadas emmecânica clássica. A integrabilidade
de sistemas quânticos será discutida na seção seguinte.

Foi [2] quemdeu a primeira de iniçãomatematicamente satisfatória de in-
tegrabilidade e quem forneceu também condições su icientes para a integrabilidade
de um sistema mecânico². Segundo , um sistema de 2𝑛 graus de liberdade
é integrável se existirem 𝑛 grandezas conservativas em involução (i.e., cujos parên-
teses de se anulam, dois à dois). Quando essas condições são satisfeitas,
pode-se mostrar que é possı́vel encontrar uma transformação canônica que reduz à
solução das equações diferenciais de movimento do sistema ao cálculo de quadratu-
ras, demonstrando assim que tais sistemas são integráveis. O problema de , o
oscilador harmônico e o pião assimétrico são exemplos de sistemas integráveis pela
de inição de .

Depois dos trabalhos de , um avanço signi icativo na teoria da integrabili-
dade só foi obtido no século XX, através dos trabalhos [4]. Utilizando-se do for-
malismo das álgebras de , introduziu o conceito de par de : duas funções
𝐹 e 𝐺 de inidas no espaço de fase do sistema formam um par de se a evolução
temporal dessas funções for proporcional ao comutador [𝐹, 𝐺] = 𝐹𝐺 − 𝐺𝐹, de inido
em uma dada álgebra de , 𝐿 (dito de outra forma, 𝐹 e 𝐺 formam um par de se
satisfazerem à equação de �̇� = [𝐹, 𝐺]). Note que em geral utilizamos uma repre-
sentação da álgebra de , demodo que as funções𝐹 e𝐺 passam a ser representadas
por matrizes e a equação de se torna uma equação matricial. A importância do
formalismo de provém do fato de que, uma vez determinado o par de asso-
ciado ao sistema em questão, pode-se determinar as suas quantidades conservativas
em involução, veri icando-se assim a sua integrabilidade.

O formalismo de também é importante no estudo das equações diferenciais par-
ciais não-lineares, principalmente no estudo da equação . Essa equação, cuja
forma explicita é 𝜕 𝜙 + 𝜕 𝜙 + 6𝜙𝜕 𝜙 = 0, tem origem nos estudos de
e [5] sobre sólitons³. Na mesma época em que publicou seus traba-

¹Por exemplo, a integrabilidade de um sistema de equações diferenciais parciais é em geral descri-
tas pelas condições de [1]. Já em mecânica quântica um sistema pode ser de inido como
integrável quando for possı́vel calcular de forma exata o espectro de autovetores/autovalores da ha-
miltoniana que o descreve. Em mecânica estatı́stica, um sistema é de inido como integrável, ou exa-
tamente solúvel, quando a função de partição que o descreve pode ser calculada de forma exata, etc.

²Uma formulação mais precisa desse teorema de foi apresentada por em [3].
³Sólitons são certos tipos de pacotes de ondas que possuem caracterı́sticas tı́picas de fenôme-

nos não-lineares: eles possuem uma forma bem localizada e mantêm essa forma ao se propagarem;
quando colidem entre si eles simplesmente passamuns pelos outros como se nenhuma colisão tivesse
tido lugar etc.
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lhos e encontrou soluções exatas da equação , . [6] resolveram
essa equação de forma completamente diferente. De forma intricada, esses autores
mostraram que se 𝑉(𝑥, 𝑡) é um potencial que evolui através da equação , então
a evolução do coe iciente de re lexão 𝑟(𝑘, 𝑡) associado à esse potencial, pode ser ob-
tido pela solução da equação de ̈ ao se expandir 𝑉(𝑥, 𝑡) em uma integral
de . Agora, a ideia fundamental desses autores foi justamente usar o proce-
dimento inverso, ou seja, resolver a equação de ̈ para o coe iciente de
re lexão 𝑟(𝑘, 𝑡) de modo que a transformada inversa de forneça um poten-
cial 𝑉(𝑥, 𝑡) que evolui conforme a equação , o que permitiria resolver de forma
exata essa equação. Essa técnica icou conhecida a partir de então por método do
espalhamento inverso.

Seguidamente a esse trabalho, e [7, 8] mostraram que sistemas
regidos pela equação podem ser vistos como um sistema integrável de in initos
graus de liberdade. Os dados espectrais desempenham o papel das quantidades con-
servadas em involução, demodoque tais sistemaspodem, portanto, ser considerados
integráveis pela de inição de . A partir de então vários outros sistemas des-
critos por equações diferenciais não-lineares puderam ser igualmente classi icados
como integráveis através do método do espalhamento inverso.

1.2 Integrabilidade em mecânica quân ca

Oprimeiro conceito de sistemas quânticos integráveis surgiu, como era de se esperar,
a partir de uma adaptação da teoria de à mecânica quântica. Essa adapta-
ção pode ser implementada da seguinte forma: um sistema quântico com 2𝑛 graus
de liberdade é dito ser integrável se existirem 𝑛 quantidades conservativas cujos co-
mutadores de se anulam, dois à dois. Embora esta de inição de integrabilidade
possa, à primeira vista, parecer atraente, na verdadenão se sabe até omomento como
colocá-la em bases matemáticas rigorosas, principalmente porque o conceito de in-
dependência entre operadores não é um conceito bem claro [1]. Por esse motivo,
outras de inições de integrabilidade tiveram de ser elaboradas e, para ser justo, não
se tem ainda uma de inição amplamente aceite. Os principais avanços na área de
integrabilidade quântica serão discutidos à seguir.

O nosso ponto de partida será o chamadomodelo de , que foi elaborado para in-
vestigar as propriedades ferromagnéticas dos sólidos e representa também o inı́cio
dos estudos sobre as cadeias de spins. Em verdade esse modelo foi criado por
[9], professor de , como umdesa io a seu aluno. Entretanto, devido à riqueza do
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tema, este acabou por se tornar o temaprincipal da tese de doutorado de , o qual
conseguiu resolver o desa io proposto apenas emuma dimensão [10]. Infelizmente o
modelo de unidimensional não apresenta transição de fase, o que é caracterı́s-
tico dos sistemas ferromagnéticos e, portanto, não fornece uma aproximação muito
boa da realidade.
Nomodelo de um sólido é representado por uma látice cujos vértices represen-
tam férmions de spin 1/2, os quais interagemapenas comos vizinhosmais próximos.
Seguidamente, [11], utilizando-se da nova mecânica quântica desenvol-
vida por ele mesmo, generalizou o trabalho de permitindo que o spin dos áto-
mos apontasse aleatoriamente para qualquer direção. Embora tenha
explorado amplamente esse modelo, a solução completa do caso unidimensional só
foi obtida três anos mais tarde por [12], ocasião em que ele introduziu a sua
famosa hipótese − o ansatz de −, que consiste numa so isticada técnica de
construção de funções-de-onda exatas. O caso bidimensional foi resolvido posteri-
ormente por , onde se veri icou a existência de uma transição de fase (que
também está presente nomodelo de bidimensional), de acordo com o compor-
tamento real dos materiais ferromagnéticos.
Outra questão interessante diz respeito à entropia residual do gelo. Quando uma
substância, ao se congelar, pode permanecer no seu estado inal em diferentes con-
igurações microscópicas (digamos, em𝑊 con igurações diferentes), uma determi-
nada entropia 𝑆 − a entropia residual da substância − está sempre associada, con-
forme estabelece a fórmula de , 𝑆 = 𝑘 log𝑊. No caso da água, quando
ela se transformaemgelo, uma rede cristalina é formadanaqual cada átomodeoxigê-
nio ica rodeado por 4 átomos de hidrogênio. Além disso, em umamolécula de água,
cada átomo de hidrogênio pode se situar próximo ou distante do átomo de oxigênio
e, portanto (já que existem 2 átomos de hidrogênio para cada molécula de água), a
entropia residual por molécula ica dada por 𝑆 = 𝑘 log 4. Deste modo, para uma
rede com 𝑁 átomos de oxigênio, o cálculo para a entropia residual da rede resulta
em 𝑆 = 𝑘 log 4 . Infelizmente, o valor experimental encontrado para a entropia
residual do gelo difere do valor obtido acima, sendo que 𝑆exp ≈𝑘 log .
Foi prestigiado quı́mico quem primeiro explicou essa discordância. Em seu
artigo sobre a estrutura do gelo [13], argumentou que embora numa rede
cristalina como a do gelo, cada átomo de oxigênio possa ser a priori rodeado por 4
átomos de hidrogênio (o que levaria a 16 diferentes con igurações possı́veis), na ver-
dade apenas dois hidrogênios podem icar próximos a um dado átomo de oxigênio,
umavez quenamolécula de água cada oxigênio faz ligação comapenas 2hidrogênios.
Com isso, das 16 possibilidades discutidas acima, apenas 6 delas devem ser conside-
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radas. Com essa regra de seleção− que é conhecida como a regra do gelo de
−, a entropia residual do gelo se torna 𝑆 = 𝑘 log 4 = 𝑘 log , que está
em um bom acordo com o valor experimental.

Note, entretanto, que nesse cálculo considerou que os átomos de hidrogênio
não interagissem entre si, o que certamente não corresponde à realidade. Por esse
motivo o valor 𝑆= 𝑘 log obtido por é apenas aproximado e de fato dife-
ria um pouco com os valores experimentais mais re inados obtidos posteriormente.
E de fato um grande feito que a entropia residual do gelo tenha sido calculada de
modo exato por [14], cerca de 30 anos depois. Nesse cálculo, fez uso de
praticamente todas as técnicas da teoria dos sistemas quânticos integráveis desen-
volvidas até então (motivo pelo qual esse tema foi incluı́do na presente dissertação).
O valor para a entropia residual do gelo calculada por é 𝑆 = 𝑘 log 𝜆 , onde
𝜆 = / = √ = 1, 53960... é a chamada constante de (constante que, aliás,
aparece também em diversos problemas importantes da combinatória [14]).

1.3 Da equação de - até os dias atuais

Nos últimos 50 anos, outro avanço signi icativo foi obtido na teoria da integrabili-
dade. Trata-se da equação de - −umdos temas centrais nesta dissertação
e que vamos discutir um pouco a seguir.

A equação de - apareceu primeiramente nos trabalhos de [15, 16]
em 1967. Ao estudar o espalhamento quântico de um ensemble de partı́culas,
descobriu uma condição necessária para a fatoração da matriz de espalhamento do
ensemble. Mais especi icamente, veri icou que amatriz de espalhamento de um
ensemble de partı́culas fatora-se no produto das matrizes de espalhamento associa-
das à pares de partı́culas, quando a equação que hoje leva o seu nome é satisfeita.

Logo depois, amesma equação foi deduzida por de forma completamente di-
ferente. então estudava os chamados modelos de vértices da mecânica esta-
tı́stica− que à primeira vista não temqualquer ligação coma teoria do espalhamento
estudada por − e, nos seus estudos, ele percebeu que matriz de transferência
associada ao sistemas sempre comutavaquandodeterminada relação fosse satisfeita.
Veri icou-se contudo que essa equação era equivalente à proposta por . Desde
então essa relação leva o nome desses dois cientistas e é chamada equação de -

⁴.
⁴Note, entretanto, que a equação de - recebe às vezes outras denominações, sendo

“relação estrela-triângulo” a mais comum delas.
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O interesse pela teoria dos sistemas integráveis e pela equação de - tem
aumentado muito desde então e avanços signi icativos têm sido encontrados. Pode-
mos citar como exemplo a elaboração do método do espalhamento inverso quântico
devido a os trabalhos de , e [20]. Esse trabalho esten-
deu as técnicas comentadas na seção anterior, que antes só se aplicavam a sistemas
clássicos. A conexão entre os trabalhos de e a equação de - surgiu
nesse mesmo momento através do próprio [22, 23] e outros colaborado-
res da escola de (agora ̃ ), o que resultou no chamado
ansatz de algébrico. Outro avanço digno de nota foi o emprego da teoria de
grupos à resolução da equação de - . De fato, através de uma deformação
dos grupos ou álgebras de , e [24] conseguiram obter soluções da
equação de - para todos os modelos representáveis por uma álgebra de

a im não excepcional. Tais grupos deformados são agora conhecidos pelo nome
de grupos quânticos.

Todas as técnicas apresentadas até aqui aplicam-se a modelos de vértices com con-
dições de contorno periódicas, ou assocados a uma rede in inita. Sistemas que pos-
suem condições de contorno não periódicas foram considerados apenas mais recen-
temente.

A integrabilidade de sistemas quânticos sujeitos a condições de contorno não perió-
dicas, começou a ser estudada em 1982 por [25], que se baseou nos resul-
tados prévios dos irmãos [26] e de [27]. Em especial,

[25] conseguiu com sucesso resolver o problema de uma rede aberta de
férmions (de spin / ) com condições de contorno diagonais através do ansatz de

algébrico, modelo este que já havia sido resolvido por . [28] via
ansatz de de coordenadas. logo depois sugeriu que o formalismo
de para o espalhamento de partı́culas poderia ser estendido demodo a abordar
sistemas sujeitos à re lexão em suas extremidades e estendeu o método do
espalhamento inverso quântico a im de cobrir sistemas com condições de contorno
não periódicas.

Tais condições de contornonãoperiódicas são implementadasno formalismoatravés
da introdução das chamadasmatrizes de re lexão e a integrabilidade é garantida pelas
respectivas equações de - com fronteiras, ou simplesmente equações de
re lexão. Inicialmente essa construção aplicava-se apenas a sistemas que possuı́am
certas simetrias (e.g., simetria de paridade, reversão temporal etc.) mas logo depois

e [29, 30] as generalizaram, de modo que sistemas muito
mais gerais puderam ser estudados.
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Desde então a busca por soluções das equações de re lexão tem sido intensa. Solu-
ções referentes à modelos com simetrias associadas à álgebras de não excepcio-
nais foram encontradas por - em [31, 32, 33, 34]. Pouco tempo depois,

e - [35, 36] propuseram uma classi icação completa de tais ma-
trizes de re lexão.

Além disso, versões graduadas da equação de - − ou seja, que obede-
cem a uma álgebra supersimétrica − foram primeiramente propostas por e

[37, 38] e a generalização desse formalismo supersimétrico para as equa-
ções de re lexão foi completada por . [39]. Em especial, soluções gra-
duadas da equação de - associadas aosmodelos de vértices com simetria
𝒰 osp(2𝑛 + 2|2𝑚)( ) foram encontradas por e [40] e, depois, no-
vas soluções foram encontradas por e [41] através das chamadas
braid-monoid algebras. Neste trabalho, e encontraram generaliza-
ções não-triviais para o modelo não graduado 𝒰 [𝒟( ) ], previamente estudado por
Jimbo [42] e, emespecial, propuseram⁵queo grupoquântico𝒰 osp(2𝑛 + 2|2𝑚)( )

representasse o análogo supersimétrico do grupo quântico𝒰 [𝒟( ) ].

E justamente neste cenário que se encaixa a presente dissertação. A partir da solu-
ção graduada da equação de - encontrada por e [41],
começamos a procura pelas respectivas soluções graduadas da equações de -

com fronteiras. Conforme veremos, a empresa tem sido bem sucedida: solu-
ções para osmodelos de vértices com simetria𝒰 osp(2|2𝑚)( ) foram encontradas
e uma classi icação dessas soluções também foi proposta.

⁵Devemos ressaltar, todavia, que essa conjectura ainda não foi con irmada.
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CAPÍTULO 2

Revisão de alguns conceitos
matemáticos

Este capı́tulo é dedicado a uma revisão dos conceitos matemáticos que serão utiliza-
dos ao longo do texto. Esperamos, assim, preparar o leitor para os próximos capı́tu-
los, onde a equação de - e as equações de re lexão serão apresentadas.
Conceitos como vetores, vetores duais, operadores, operadores duais etc. serão dis-
cutidos. A representação de para operadores será apresentada e relembrare-
mos também as de inições de produto tensorial. Uma notação muito útil para opera-
dores que atuam em em espaços tensoriais será introduzida e algumas propriedades
do operador de permutação, cuja importância será notória nos capı́tulos que se se-
guem, serão demonstradas. Por im, as modi icações implicadas pela introdução de
uma álgebra graduada em todo o formalismo serão abordadas.

2.1 Vetores em um espaço linear

Comecemos por relembrar alguns conceitos de álgebra linear. Para esse propósito,
deixe-nos considerar um espaço vetorial 𝑉, isomorfo a ℂ . (O leitor pode pensar em
um espaço de , se desejar.) Vamos fazer uso da notação de de modo
que vetores serão escritos como em |𝑣⟩.

Como se sabe, em umespaço vetorial de dimensão 𝑛, qualquer vetor |𝑣⟩ ∈ 𝑉 pode ser
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decomposto em uma combinação linear de outros 𝑛 vetores, desde que esses veto-
res sejam linearmente independente entre si. Dizemos assim que qualquer conjunto
{|𝑒 ⟩, … , |𝑒 ⟩} ∈ 𝑉 de 𝑛 vetores linearmente independentes forma uma base do es-
paço vetorial 𝑉. Aqui consideraremos apenas bases ortonormais, isto é, uma base
cujos vetores são, todos eles, ortogonais entre si e de módulo 1. Em termos de uma
base ortonormal, qualquer vetor |𝑣⟩ ∈ 𝑉 pode ser decomposto numa soma da forma

|𝑣⟩ = 𝑎 |𝑒 ⟩, (2.1.1)

onde izemos (e faremos)usodanotaçãode : ı́ndices repetidos implica soma
de 1 a 𝑛 sobre os ı́ndices.

Ao lado do espaço vetorial 𝑉, introduzimos também o espaço dual 𝑉 , cujos elemen-
tos serão denotados por ⟨𝑣|. Para cada vetor |𝑣⟩ ∈ 𝑉 podemos associar um único
vetor dual ⟨𝑣| ∈ 𝑉 através da condição de que o produto ⟨𝑣|𝑣⟩ isto é, o produto do
vetor original pelo seu dual, nos forneça o quadrado do módulo do vetor |𝑣⟩ ∈ 𝑉. O
produto ⟨𝑣|𝑤⟩, por sua vez, resulta no produto interno¹ entre os vetores |𝑣⟩ e |𝑤⟩, am-
bos pertencentes a 𝑉. Fixando-se uma base em 𝑉 ica também ixada uma base dual
em 𝑉 , o que nos permite escrever qualquer vetor ⟨𝑣| ∈ 𝑉 como

⟨𝑣| = ⟨𝑒 |𝑎∗, (2.1.2)

onde𝑎∗ denotao complexo conjugadode𝑎 , já quepelas equaçõesEq.(2.1.1) eEq.(2.1.2)
e pela de inição de vetor dual devemos ter |𝑣| = 𝑎 𝑎∗.

2.2 Operadores e a representação de

Umoperador linear𝒪 consiste emuma correspondência que associa, para cada vetor
|𝑣⟩ ∈ 𝑉, um outro vetor |𝑤⟩ ∈ 𝑉. Dizemos, assim, que o operador 𝒪 transforma um
vetor |𝑣⟩ no vetor |𝑤⟩ e escrevemos

|𝑤⟩ = 𝒪|𝑣⟩. (2.2.1)

Da mesma forma que vetores podem ser decompostos em termos de outros vetores
mais simples (i.e., através de uma base apropriada), operadores também podem ser
decompostos em termos de outros operadores mais elementares. Para isso basta to-
marmos um conjunto de 𝑛 operadores linearmente independentes, através do qual

¹De uma forma mais precisa, o vetor ⟨𝑣| ∈ 𝑉 é de inido como o funcional linear que associa, para
cada vetor |𝑤⟩ ∈ 𝑉, o número complexo 𝛼 = ⟨𝑣|𝑤⟩.
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qualquer outro operador possa ser escrito. Uma escolha conveniente consiste em
decompor os operadores em termos dos objetos

𝑒 ≡ |𝑒 ⟩⟨𝑒 |, (2.2.2)

com |𝑒 ⟩ e ⟨𝑒 | ortonormais. Tais objetos são de fato operadores porque

𝑒 |𝑣⟩ = |𝑒 ⟩⟨𝑒 |𝑣⟩ = ⟨𝑒 |𝑣⟩|𝑒 ⟩ = |𝑣 ⟩. (2.2.3)

O conjunto de operadores da forma 𝑒 forma uma base de operadores, de modo que
qualquer operador pode ser escrito através de uma combinação linear dessas quan-
tidades e podemos escrever,

𝒪 = 𝑜 𝑒 , (2.2.4)

onde os coe icientes 𝑜 podem ser obtidos pelo produto interno 𝑜 = ⟨𝑒 |𝒪|𝑒 ⟩. Em
especial, o operador identidade pode ser escrito como ℐ = 𝑒 , onde devemos somar
nos ı́ndices de 1 a 𝑛.

Umavez ixadaumabase de operadores 𝑒 , qualquer operador𝒪 ica completamente
determinado pelos coe icientes 𝑜 e dizemos que construı́mos uma representação
de operadores em termos dessa base. Esta é justamente a chamada representação
de . Veremos que essa representação é muito útil e potente, pois ela simpli ica
sobremaneira a forma de se realizar manipulações algébricas com operadores. Por
exemplo, dados dois operadores escritos na base de , digamos, 𝒜 = 𝑎 𝑒 e
ℬ = 𝑏 𝑒 , podemos mostrar facilmente que o produto 𝒞 = 𝒜ℬ é dado por𝒜ℬ =
𝑎 𝑏 𝑒 . Para isso basta notar que são válidas as relações

𝑒 𝑒 = 𝛿 𝑒 , 𝑒 |𝑒 ⟩ = 𝛿 |𝑒 ⟩, ⟨𝑒 |𝑒 = ⟨𝑒 |𝛿 , (2.2.5)

onde 𝛿 é o sı́mbolo de , de inido por 𝛿 = 1 se 𝑖 = 𝑗 e 𝛿 = 0 caso 𝑖 ≠ 𝑗.
De fato, temos,

𝒜ℬ = 𝑎 𝑏 𝑒 𝑒 = 𝑎 𝑏 𝛿 𝑒 = 𝑎 𝑏 𝑒 = 𝒞. (2.2.6)

Por im deixe-nos mencionar que podemos de inir, para cada operador 𝒪 ∈ 𝑉, um
operador dual 𝒪 ∈ 𝑉 . O operador dual 𝒪 é de inido pela condição de que, se
𝒪|𝑣⟩ = |𝑤⟩, então ⟨𝑣|𝒪 = ⟨𝑤|. Em termos da base de obtemos a expressão
𝒪 = 𝑜∗ 𝑒 .
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2.3 Produtos tensoriais

Deixe𝑈 e𝑉 seremdois espaços vetoriais isomorfos, respectivamente aℂ eℂ . Atra-
vés desses espaços construı́mos o espaço tensorial𝑊 ≡ 𝑈⊗𝑉, que consiste em um
espaço isomorfo a ℂ . A construção de𝑊 pode ser feita da seguinte forma: dada
uma base 𝐸 de𝑈 e uma base 𝐸 de 𝑉 de inimos a base 𝐸 de𝑊 através do conjunto
formado pela justaposição dos vetores de 𝑈 e 𝑉, nesta ordem. Em outras palavras, a
base𝐸 é construı́da demodo que os seus 𝑛 primeiros elementos correspondam aos
elementos da base𝐸 e os seus outros𝑚 elementos seguintes correspondam aos ele-
mentos da base𝐸 . Um elemento da base𝐸 é representado por |𝑒 ⟩⊗|𝑒 ⟩ ≡ 𝑒 ⊗𝑒 ,
onde o primeiro vetor refere-se ao espaço 𝑈 e o segundo ao espaço 𝑉.

Comessa construção, o produto tensorial dedois vetores, |𝑢⟩ ∈ 𝑈 e |𝑣⟩ ∈ 𝑉, é de inido
de forma que se tenha²

|𝑢⟩ ⊗ |𝑣⟩ = 𝑢 𝑣 𝑒 ⊗ 𝑒 , (2.3.1)

e uma expressão análoga é valida para o produto tensorial de dois vetores duais.

De inimos também um produto interno em𝑊 através da expressão

⟨𝑟|𝑠⟩ = ⟨𝑎|𝑐⟩ ⊗ ⟨𝑏|𝑑⟩. (2.3.2)

onde |𝑟⟩ = |𝑎⟩ ⊗ |𝑏⟩ e |𝑠⟩ = |𝑐⟩ ⊗ |𝑑⟩ são dois vetores de𝑊.

O produto tensorial de operadores também pode ser de inido de forma análoga. Da-
dos dois operadores𝒜 ∈ 𝑈 e ℬ ∈ 𝑉, o produto tensorial 𝒞 = 𝒜⊗ℬ consiste em um
operador que atua em𝑊 = 𝑈⊗ 𝑉 e que é de inido, em termos da representação de

, por
𝒜⊗ℬ = 𝑎 𝑏 𝑒 ⊗ 𝑒 . (2.3.3)

Note que os coe icientes de 𝒞 = 𝒜⊗ℬ são objetos de quatro ı́ndices, 𝑐 , = 𝑎 𝑏 .
Note também que a de inição dada para o produto interno em𝑊, apresentada logo
acima, assegura a independência de cada espaço vetorial, demodo que a atuação dos
operadores 𝐴 ∈ 𝑈 e 𝐵 ∈ 𝑉, por exemplo, no produto tensorial |𝑢⟩ ⊗ |𝑣⟩ signi ica

(𝒜⊗ℬ) (|𝑢⟩ ⊗ |𝑣⟩) = 𝒜|𝑢⟩ ⊗ ℬ|𝑣⟩. (2.3.4)

Pode-se facilmente demonstrar que o produto tensorial entre operadores (e vetores)
satisfazem as propriedades distributiva à esquerda: 𝒜⊗(ℬ + 𝒞) = 𝒜⊗ℬ+𝒜⊗𝒞,

²Quando os elementos de𝑈 e 𝑉 são representados por matrizes, o produto tensorial é usualmente
chamado de produto de .
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distributiva à direita: (𝒜 + ℬ) ⊗ 𝒞 = 𝒜 ⊗ 𝒞 + ℬ ⊗ 𝒞, bem como a propriedade
associativa: 𝒜 ⊗ (ℬ⊗ 𝒞) = (𝒜 + ℬ) ⊗ 𝒞 e, para qualquer número complexo 𝛼,
veri ica-se também (𝛼𝒜) ⊗ ℬ = 𝛼 (𝒜⊗ℬ) = 𝒜 ⊗ (𝛼ℬ). Note entretanto que o
produto tensorial é uma operação não-comutativa, já que a construção da base 𝐸
depende da ordem dos espaços 𝑈 e 𝑉.

A partir dessas propriedades podemos também deduzir as seguintes:

(𝒜⊗ℬ) = 𝒜 ⊗ℬ , (𝒜⊗ℬ) = 𝒜 ⊗ℬ , (𝒜⊗ℬ) = 𝒜 ⊗ℬ , (2.3.5)

onde por 𝒪 denotamos o operador transposto a 𝒪 e assumimos que𝒜 e ℬ são in-
vertı́veis³. Fazendo-se uso da de inição (2.3.2), segue também a importante relação

(𝒜⊗ℬ) (𝒞⊗𝒟) = (𝒜𝒞)⊗ (ℬ𝒟) . (2.3.6)

desde que os produtos matriciais (𝒜𝒞) e (ℬ𝒟) existam. Também podemos demons-
trar (2.3.6) empregando-se as matrizes de :

(𝒜⊗ℬ) (𝒞⊗𝒟) = 𝑎 𝑒 ⊗ 𝑏 𝑒 𝑐 𝑒 ⊗ 𝑑 𝑒
= 𝑎 𝑐 𝑒 𝑒 ⊗ 𝑏 𝑑 𝑒 𝑒
= 𝑎 𝑐 𝛿 𝑒 ⊗ 𝑏 𝑑 𝛿 𝑒
= 𝑎 𝑐 𝑒 ⊗ 𝑏 𝑑 𝑒
= 𝒜𝒞 ⊗ℬ𝒟.

(2.3.7)

Por im é necessário comentar que embora para cada par de vetores |𝑢⟩ ∈ 𝑈 e |𝑣⟩ ∈
𝑉 se possa associar um único elemento de 𝑊 − justamente o elemento |𝑢⟩ ⊗ |𝑣⟩
−, nem todo elemento de 𝑊 pode ser decomposto em um produto tensorial. Com
efeito, qualquer combinação linear da forma 𝑤 𝑒 ⊗ 𝑒 será um elemento de𝑊,
enquantoquenoproduto tensorial |𝑢⟩⊗|𝑣⟩ apenas as combinações da forma𝑢 |𝑒 ⟩⊗
𝑣 |𝑒 ⟩ (ou seja, combinações nas quais os coe icientes se fatoram como 𝑤 = 𝑢 𝑣 ),
estão presentes⁴. Uma consideração análoga vale, é claro, para operadores.

³Observe, além disso, que a ordem dos operadores não se inverte quando tomamos a transposta,
a inversa ou o adjunto do produto tensorial de dois operadores, contrariamente ao que ocorre com
a transposta, a inversa ou o adjunto do produto usual desses operadores − isso se deve, é claro, a
independência dos espaços tensoriais comentada mais acima.

⁴Destacamos que essa propriedade émuito importante, por exemplo, na teoria do emaranhamento
quântico.
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2.4 O operador de permutação

Na seção anterior a irmamos que o produto tensorial não é uma operação comuta-
tiva. Assim temos em geral, |𝑢⟩ ⊗ |𝑣⟩ ≠ |𝑣⟩ ⊗ |𝑢⟩ e ℬ⊗𝒜 ≠ 𝒜⊗ℬ. Não obstante,
vamos mostrar agora que existe um operador hermitiano 𝒫, chamado operador de
permutação ou simplesmente permutador, através do qual se pode inverter a ordem
dos fatores de um produto tensorial, de tal modo que se pode escrever

𝒫 (|𝑢⟩ ⊗ |𝑣⟩) = |𝑣⟩ ⊗ |𝑢⟩ e 𝒫 (𝒜⊗ℬ)𝒫 = ℬ⊗𝒜. (2.4.1)

De fato, em termos da base de esse operador é simplesmente dado por

𝒫 = 𝑒 ⊗ 𝑒 , (2.4.2)

onde, lembremos, é necessário se somarnos ı́ndices que se repetem. Podemosde fato
demonstrar que a Eq.(2.4.2) inverte a ordem do produto tensorial entre dois vetores.
Efetivamente, com |𝑢⟩ = 𝑢 |𝑒 ⟩ e |𝑣⟩ = 𝑣 |𝑒 ⟩ segue que

𝒫 (|𝑢⟩ ⊗ |𝑣⟩) = 𝑒 ⊗ 𝑒 (𝑢 |𝑒 ⟩ ⊗ 𝑣 |𝑒 ⟩)
= 𝑢 𝑣 𝑒 ⊗ 𝑒 (|𝑒 ⟩ ⊗ |𝑒 ⟩)
= 𝑢 𝑣 𝑒 |𝑒 ⟩ ⊗ 𝑒 |𝑒 ⟩
= 𝑢 𝑣 𝛿 |𝑒 ⟩ ⊗ 𝛿 |𝑒 ⟩
= 𝑢 𝑣 𝛿 𝛿 |𝑒 ⟩ ⊗ |𝑒 ⟩
= 𝑢 𝑣 (|𝑒 ⟩ ⊗ |𝑒 ⟩)
= |𝑣⟩ ⊗ |𝑢⟩.

(2.4.3)

Domesmomodo podemosmostrar que a ordem ordem do produto tensorial de dois
operadores𝒜 = 𝑎 𝑒 e ℬ = 𝑏 𝑒 também se inverte por uma aplicação dupla
desse operador:

𝒫 (𝒜⊗ℬ)𝒫 = 𝑒 ⊗ 𝑒 (𝑒 ⊗ 𝑒 ) 𝑔 ⊗ 𝑔
= 𝑎 𝑏 𝑒 𝑒 𝑒 ⊗ 𝑒 𝑒 𝑒
= 𝑎 𝑏 𝛿 𝛿 𝑒 ⊗ 𝛿 𝛿 𝑒
= 𝑎 𝑏 𝛿 𝛿 𝛿 𝛿 𝑒 ⊗ 𝑒
= 𝑎 𝑏 𝑒 ⊗ 𝑒
= ℬ⊗𝒜.

(2.4.4)

Para uso futuro vamos de inir agora os operadores 𝒫 , 𝒫 e 𝒫 que atuam no es-
paço tensorial 𝑍 = 𝑉 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑉 (com os espaços vetoriais 𝑉 , 𝑉 e 𝑉 isomorfos



2.4. O operador de permutação 15

respectivamente a ℂ , ℂ e ℂ ) conforme a seguinte notação: o operador 𝒫 atua
como o operador𝒫 nos espaços vetoriais 𝑉 e 𝑉 e como a identidade em 𝑉 ⁵.

Em termos da base de esses operadores podem ser escritos como

𝒫 = 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 , 𝒫 = 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 , 𝒫 = (𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 ) .
(2.4.5)

Ademais, esses operadores satisfazem a relação

𝒫 𝒫 𝒫 = 𝒫 𝒫 𝒫 , (2.4.6)

e, para qualquer operador 𝒪 ∈ 𝑍 (inclusive os próprios operadores de permutação
𝒫 ), seguem as relações

𝒪 = 𝒫 𝒪 𝒫 = 𝒫 𝒪 𝒫 ,
𝒪 = 𝒫 𝒪 𝒫 = 𝒫 𝒪 𝒫 ,
𝒪 = 𝒫 𝒪 𝒫 = 𝒫 𝒪 𝒫 .

(2.4.7)

de fato, por exemplo,

𝒫 𝒪 𝒫 = 𝑜 , 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 (𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 )
= 𝑜 , 𝑒 𝑒 𝑒 ⊗ 𝑒 𝑒 𝑒 ⊗ 𝑒 𝑒 𝑒
= 𝑜 , 𝛿 𝛿 𝑒 ⊗ 𝛿 𝛿 𝑒 ⊗ 𝛿 𝛿 𝑒
= 𝑜 , 𝛿 𝛿 𝛿 𝛿 𝛿 𝛿 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒
= 𝑜 , 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒
= 𝒪 .

(2.4.8)
e os demais casos podem ser demonstrados de forma semelhante. Temos também
que

𝒫 𝒪 𝒫 = 𝒪 . (2.4.9)

A prova da Eq.(2.4.9) é semelhante à prova da Eq.(2.4.1) ou da Eq.(2.4.7) e é deixado
para o leitor.

⁵Essa notação será generalizada a partir de agora para qualquer operador. Desse modo, dado um
operador𝒪 de inido emumespaço tensorial𝑋 = 𝑉 ⊗…⊗𝑉 , mas que atua não-trivialmente apenas
nos espaços vetoriais 𝑉 , 𝑉 , …, 𝑉 , então vamos representar esse operador por 𝒪 … , ou seja, os
ı́ndices inferioresdeumoperador indicarão os espaços vetoriais noqual ele atuanão trivialmente. Nos
outros espaços vetoriais ica entendido que o operador atua trivialmente, ou seja, como a identidade.
Por im, quando um operador 𝒪 não apresentar ı́ndices estaremos com isso indicando que ele atua
não-trivialmente em todos os espaços vetoriais que compõem o espaço tensorial 𝑋 = 𝑉 ⊗…⊗𝑉 .



16 Capítulo 2. Revisão de alguns conceitos matemáticos

2.5 Superálgebras

Todo o formalismo apresentado nas seções acima refere-se ao caso não graduado. No
caso de uma álgebra graduada, ou simplesmente superálgebra, as de inições do pro-
duto tensorial, do operador de permutação etc. devem ser modi icadas. Isso é feito
comoobjetivo de se construir uma álgebra naqual bósons e férmions sejamdescritos
de modo único e equivalente. Com esse formalismo graduado, é esperado que exista
um isomor ismo (não trivial) entre as soluções da equação de - e tam-
bém das respectivas equações de re lexão quando o número de bósons e férmions
são trocados entre si. Vejamos agora quais modi icações devem ser implementadas
quando estamos no caso de uma álgebra graduada, ou superálgebra.

Considere assim um sistema que contenha 𝑟 = 2𝑛 + 2 graus de liberdade bosônicos
e 𝑠 = 2𝑚 graus de liberdade fermiônicos e seja 𝑁 = 2𝑛 + 2𝑚 + 2 o número total de
graus de liberdade do sistema. Introduzimos os espaços vetoriais 𝑈 e 𝑉, isomorfos
a ℂ e ℂ respectivamente, e construı́mos o espaço 𝑊 = 𝑈 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑈, cuja
dimensão é igual a𝑁. Note que por essa construção os graus de liberdade bosônicos
icarão entre os graus de liberdade fermiônicos, como exempli icado a seguir:

𝐹 …𝐹 𝐵…𝐵 𝐹…𝐹 . (2.5.1)

Além disso, para distinguir os graus de liberdade bosônicos dos fermiônicos intro-
duzimos a chamada paridade de , 𝑃 , de inida por

𝑃 =
1 para 𝛼 fermiônico,
0 para 𝛼 bosônico.

(2.5.2)

Através da paridade de podemos transformar um operador não gradu-
ado em um superoperador, ou seja, um operador apropriado a nossa superálgebra.
Por consistência, as transformações lineares também devem ser rede inidas. A se-
guir indicamos quais as modi icações e de inições necessárias para que uma supe-
rálgebra seja implementada.

O produto tensorial, em sua versão graduada, passa a ser de inido por

𝒜⊗ℬ = (−1) 𝑎 𝑏 𝑒 ⊗ 𝑒 . (2.5.3)
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Por sua vez, o permutador graduado, ou superpermutador, se torna

𝒫 = (−1) 𝑒 ⊗ 𝑒 , (2.5.4)

e, por im, as operações de transposição e traço devem ser modi icadas respectiva-
mente para

𝒜 = (−1) 𝒜 , tr (𝒜) = (−1) 𝒜 , (2.5.5)

onde, como sempre, devemos somar nos ı́ndices que se repetem.
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CAPÍTULO 3

A equação de -

Conforme foi comentado no capı́tulo 1, a equação de - aparece em diver-
sas áreas da fı́sica sob contextos diferentes. Por exemplo, em teoria de campos ela se
manifesta como uma condição su iciente para que a matriz de espalhamento de um
ensemble de partı́culas se fatore aos pares [15, 16], enquanto que em fı́sica estatı́s-
tica ela se manifesta como uma condição de consistência para a comutatividade da
matriz de transferência [17, 18, 19]. Em termos gerais, a equação de -
garante a integrabilidade dos modelos de vértices da mecânica estatı́stica quântica e
cada solução dessa equação de ine, por sua vez, ummodelo integrável (em outras pa-
lavras, para cada solução da equação de - , uma hamiltoniana integrável
pode ser deduzida¹).

Este capı́tulo é dedicado à apresentação e formulação matemática da equação de
- em sua versão graduada. Algumas propriedades requeridas para suas

soluções são discutidas. Apresentaremos também a solução supersimétrica da equa-
ção de - encontrada por e [40] para osmodelos de vér-
tices associados à generalizações não-triviais do grupo quântico 𝒰 [𝐷( ) ] − a solu-
ção de - . Soluções da equação de - associadas ao grupo
de simetria𝒰 osp (2|2𝑚)( ) , podemserdeduzidas da solução de -
quando se ixam alguns parâmetros, conforme será descritomais adiante. As respec-
tivas soluções da equação de - com fronteiras associadas ao grupo de si-

¹Para essa construção, conferir [18, 21, 23].
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metria²𝒰 osp (2|2𝑚)( ) serão deduzidas nos capı́tulos seguintes. A apresentação
e classi icação dessas soluções constituem o principal objetivo da presente disserta-
ção.

3.1 Formulação matemá ca

A equação de - consiste em uma relação entre operadores (ou matrizes,
já que aqui operadores serão sempre realizados por matrizes) de inidos no espaço
tensorial 𝑍 = 𝑉 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑉 , onde cada 𝑉 é isomorfo a ℂ . Ela pode ser escrita da
seguinte forma:

ℛ (𝑥/𝑦)ℛ (𝑥)ℛ (𝑦) = ℛ (𝑦)ℛ (𝑥)ℛ (𝑥/𝑦). (3.1.1)

Os operadores ℛ que nela iguram provêm de um operador ℛ de inido no espaço
𝑊 = 𝑉 ⊗ 𝑉 e a notação utilizada está de acordo com a que foi introduzida anteri-
ormente: o operador ℛ atua como o operador ℛ nos espaços vetoriais indexados
por 𝑖 e 𝑗 e atua como a identidade no outro espaço vetorial, indexado por 𝑘. Note que
o operador ℛ tem dimensão 𝑁 × 𝑁 , enquanto que a dimensão dos operadores ℛ
é 𝑁 × 𝑁 . As variáveis complexas 𝑥 e 𝑦 que aparecem na Eq.(3.1.1) são chamadas
parâmetros espectrais. Além de depender explicitamente desses parâmetros, a solu-
ção da equação de - pode depender de outros parâmetros, os quais são
relacionados, por exemplo, com as deformações do grupo de simetria associado ao
modelo em questão (na presente dissertação esse parâmetro será representado pela
letra 𝑞).

Uma solução da equação de - signi ica uma matrizℛ tal que as matrizes
ℛ dela derivadas satisfaçam a Eq.(3.1.1).

Em termos da representação de o operadorℛ pode ser escrito como³

ℛ = 𝑟 , 𝑒 ⊗ 𝑒 , (3.1.2)

onde se deve somar nos ı́ndices, é claro. Deste modo, os operadores ℛ , ℛ e ℛ

²Denota-se por 𝒰 osp (𝑟|𝑠)( ) o grupo quântico ortosimplético “twisted”, que é caracterizado
por 𝑟 graus de liberdade bosônicos e 𝑠 graus de liberdade fermiônicos. Maiores informações podem
ser encontradas em [40].

³Note que no caso graduado os produtos tensoriais, as transposições e os operadores de permu-
tação devem ser considerados em suas formas graduadas. Desde que esse será único caso discutido
nessa dissertação, deixaremos esse fato implı́cito e não distinguiremos mais as notações para as ope-
rações graduadas e não-graduadas.
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icam de inidos pelas expressões:

ℛ = 𝑟 , 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 ,
ℛ = 𝑟 , 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 ,
ℛ = 𝑟 , (𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 ) ,

(3.1.3)

Esses operadores também podem ser de inidos sem se fazer uso da representação
de . Com efeito, em termos do operador ℛ os operadores ℛ e ℛ podem ser
escritos como

ℛ = ℛ⊗ ℐ, ℛ = ℐ⊗ℛ, (3.1.4)

onde ℐ denota o operador identidade, de inido em 𝑉. Contudo, o operador ℛ não
tem uma expressão simples assim. Isso se deve ao fato de que ℛ atua de modo
trivial apenas no espaço 𝑉 de 𝑍, o qual se encontra entre os espaços 𝑉 e 𝑉 . Entre-
tanto podemos fazer uso dos operadores de permutação e de suas propriedades para
mostrar que

ℛ = 𝒫 ℛ 𝒫 = 𝒫 ℛ 𝒫 . (3.1.5)

De fato, temos que, por exemplo,

𝒫 ℛ 𝒫 = 𝑟 , 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 (𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒 )
= 𝑟 , 𝑒 𝑒 𝑒 ⊗ 𝑒 𝑒 𝑒 ⊗ 𝑒 𝑒 𝑒
= 𝑟 , 𝛿 𝛿 𝑒 ⊗ 𝛿 𝛿 𝑒 ⊗ 𝛿 𝛿 𝑒
= 𝑟 , 𝛿 𝛿 𝛿 𝛿 𝛿 𝛿 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒
= 𝑟 , 𝑒 ⊗ 𝑒 ⊗ 𝑒
= ℛ .

(3.1.6)
A equação de - pode ainda ser escrita de uma forma que não contenha
explicitamente o operadorℛ − evitando-se assim o uso dos permutadores. De fato,
introduzindo-se os novos operadores 𝒮 = 𝒫 ℛ segue que ℛ = 𝒫 𝒮 , já que os
operadores de permutação satisfazem 𝒫 𝒫 = 1. Assim, podemos veri icar por
substituição direta dos ℛ = 𝒫 𝒮 na Eq.(3.1.1), que a equação de - é
equivalente a

𝒮 (𝑥/𝑦)𝒮 (𝑥)𝒮 (𝑦) = 𝒮 (𝑦)𝒮 (𝑥)𝒮 (𝑥/𝑦). (3.1.7)

Com efeito, suprimindo por conveniência a dependência dos operadores ℛ nas va-
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riáveis 𝑥 e 𝑦, teremos

ℛ ℛ ℛ = ℛ ℛ ℛ ,
ℛ 𝒫 ℛ 𝒫 𝒫 ℛ 𝒫 = ℛ , 𝒫 , ℛ , 𝒫 , 𝒫 , ℛ , 𝒫 , ,

𝒫 𝒮 𝒫 𝒫 𝒮 𝒫 𝒫 𝒫 𝒮 𝒫 = 𝒫 𝒮 𝒫 𝒫 𝒮 𝒫 𝒫 𝒫 𝒮 𝒫 ,
𝒮 𝒫 𝒮 𝒫 𝒮 𝒫 = 𝒮 𝒫 𝒮 𝒫 𝒮 𝒫 ,

𝒮 𝒮 𝒮 𝒫 = 𝒮 𝒮 𝒮 𝒫 ,
𝒮 𝒮 𝒮 = 𝒮 𝒮 𝒮 .

(3.1.8)
onde izemos uso das propriedades Eq.(2.4.7) e Eq.(2.4.9) dos permutadores. Final-
mente, a equação Eq.(3.1.7) é obtida ao se restaurar a dependência dos operadores
nos parâmetros espectrais.

A Eq.(3.1.7) é em diversas situações mais conveniente que a Eq.(3.1.1). Em primeiro
lugar, 𝒮(𝑥) não é sensı́vel à graduação, demodo que nas equações que envolvem𝒮(𝑥),
os produtos tensoriais, as transposições etc. podem ser consideradas nas suas ver-
sões não graduadas. Do ponto de vista algébrico a Eq.(3.1.7) também pode ser mais
facilmente manipulada, já que os espaços vetoriais𝑊 = 𝑉 ⊗𝑉 e𝑊 = 𝑉 ⊗𝑉
estão sempre bem de inidos em 𝑍 = 𝑉 ⊗ 𝑉 ⊗ 𝑉 . Além disso, 𝒮(𝑥) é justamente
a matriz de espalhamento quântico de um ensemble de partı́culas que é de inido em
teoria quântica de campos, o que expressa assim a já mencionada ligação entre a
equação de - e a teoria do espalhamento quântico de partı́culas.

3.2 A solução de -

Através da “baxterização” das representaçõesda álgebrade - - ,
e também das suas extensões diluı́das, e [40] encontraram novas
soluções graduadas da equação de - . Em especial, os autores encon-
traram soluções que se reduzem às soluções não graduadas para o grupo de sime-
tria 𝒰 [𝐷( ) ], deduzidas anteriormente por [42], quando os graus de liber-
dade fermiônicos não estão presentes (ou seja, quando se faz 𝑚 = 0 na solução
de - ). Com isso os autores conjecturaram que tais soluções consis-
tem em uma generalização da soluções de Jimbo para o caso supersimétrico [40].
A seguir apresentaremos a solução (graduada) de - ⁴ da equação de

- para o grupo quântico 𝒰 [𝐷( ) ]. A solução será escrita em termos da

⁴Referência [40], Eq.(57).
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matriz 𝒮 (𝑥) = 𝒫ℛ (𝑥).

𝒮(𝑥) =
,
,

𝑔 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒 +
,
𝛼 (𝑥) (𝑒 ⊗ 𝑒 )

+
,
,

𝑎 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒 + 𝑒 ⊗ 𝑒 +
+ 𝑎 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒 + 𝑒 ⊗ 𝑒

+
, , ,

,

𝑎 (𝑥) (−1) 𝑒 ⊗ 𝑒

+

, ,
,

𝑎 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒 +

, ,
,

𝑎 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒

+
,
,

𝑎 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒 + 𝑒 ⊗ 𝑒 +
+ 𝑎 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒 + 𝑒 ⊗ 𝑒 (3.2.1)

+
,
,

𝑏 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒 + 𝑒 ⊗ 𝑒 +
+ 𝑏 (𝑥) 𝑒 ⊗ 𝑒 + 𝑒 ⊗ 𝑒

+
,

𝑐 (𝑥) (𝑒 ⊗ 𝑒 ) + 𝑐 (𝑥) (𝑒 ⊗ 𝑒 ) +
+ 𝑑 (𝑥) (𝑒 ⊗ 𝑒 ) + 𝑑 (𝑥) (𝑒 ⊗ 𝑒 ) ,

onde a soma se estende de 1 a𝑁 = 2𝑚+ 2𝑛 + 2 e utilizamos as notações:

𝑖 = 𝑁 + 1 − 𝑖, 𝑗 = 𝑁 + 1 − 𝑗, 𝑖 = 𝑁 + 2 − 𝑖, 𝑗 = 𝑁 + 2 − 𝑗,

𝜇 = 𝑚 + 𝑛, 𝜇 = 𝑚 + 𝑛 + 1, 𝜇 = 𝑚 + 𝑛 + 2.
(3.2.2)

As amplitudes− pesos de − presentes na Eq.(3.2.1) são dadas por

𝛼 (𝑥) = (𝑥 − 𝜁 ) (𝑥 − 𝑞 𝑥 ) , (3.2.3)

𝑎 (𝑥) = 1
2𝑞 (𝑥 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (1 + 𝜅 ) , (3.2.4)

𝑎 (𝑥) = 1
2𝑞 (𝑥 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (1 − 𝜅 ) , (3.2.5)

𝑎 (𝑥) = 𝑞 (𝑥 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) , (3.2.6)

𝑎 (𝑥) = − (𝑞 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) , (3.2.7)
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𝑎 (𝑥) = −𝑥 (𝑞 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) , (3.2.8)

𝑎 (𝑥) =
− (𝑞 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (𝑥 + 1) 𝑖 < 𝜇 ,

− 𝑥 (𝑞 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (𝑥 + 1) 𝑖 > 𝜇 ,
(3.2.9)

𝑎 (𝑥) =
+ (𝑞 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (𝑥 − 1) 𝑖 < 𝜇 ,

− 𝑥 (𝑞 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (𝑥 − 1) 𝑖 > 𝜇 ,
(3.2.10)

𝑏±(𝑥) =
± (𝜃 𝑞 ) (𝑥 − 1) (𝑞 − 1) (𝑥𝜅 ± 𝜁) , 𝑖 < 𝜇 ,

𝑥 (𝜃 𝑞 ) (𝑥 − 1) (𝑞 − 1) (𝑥𝜅 ± 𝜁) , 𝑖 > 𝜇 ,
(3.2.11)

𝑐±(𝑥) = ± 𝑥 (𝑞 − 1) (𝑥 ∓ 1) (𝜁 + 𝜅 ) (𝑥𝜅 ± 𝜁)+

+ 𝑞 (𝑥 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (1 + 𝜈𝜅 ) ,
(3.2.12)

𝑑±(𝑥) = ± 𝑥 (𝑞 − 1) (𝑥 ± 1) (𝜁 − 𝜅 ) (𝑥𝜅 ± 𝜁)+

+ 𝑞 (𝑥 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (1 − 𝜈𝜅 ) ,
(3.2.13)

𝑔 , (𝑥) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

(𝑞 − 1) 𝜁 (𝑥 − 1) 𝜃 𝑞 /𝜃 𝑞 − 𝛿 (𝑥 − 𝜁 ) 𝑖 < 𝑗,

(𝑥 − 1) (𝑥 − 𝜁 ) (−1) 𝑞 + 𝑥 (𝑞 − 1) 𝑖 = 𝑗,

𝑥 (𝑞 − 1) (𝑥 − 1) 𝜃 𝑞 /𝜃 𝑞 − 𝛿 (𝑥 − 𝜁 ) 𝑖 > 𝑗,

(3.2.14)

com 𝜁 = 𝑞 . Os demais parâmetros são dados por

𝑡 =

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑖 + 1 − 𝑝 + 2 𝑝 , 𝑖 < 𝜇 ,

𝜇 + 3/2, 𝑖 = {𝜇 , 𝜇 },

𝑖 − 1 − 𝑝 + 2 𝑝 , 𝑖 > 𝜇 ,

(3.2.15)
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𝜏 =

⎧
⎪
⎪
⎪

⎨
⎪
⎪
⎪
⎩

𝑖 −
1
2 − 𝑝 + 2 𝑝 , 𝑖 < 𝜇 ,

0, 𝑖 = {𝜇 , 𝜇 }

𝑖 −
5
2 + 𝜇 − 𝑝 + 2 𝑝 , 𝑖 > 𝜇 ,

(3.2.16)

𝜃 =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

(−1) / , 𝑖 < 𝜇 ,

1, 𝑖 = {𝜇 , 𝜇 },

(−1) / , 𝑖 > 𝜇 ,

(3.2.17)

𝑝 =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

𝑃 𝑖 ≤ 𝜇,

0, 𝑖 = {𝜇 , 𝜇 },

𝑃 , 𝑖 > 𝜇 ,

(3.2.18)

onde 𝑃 é a graduação de .

Note que a solução de - é multiparamétrica, no sentido de que ela
depende de três parâmetros, a saber, 𝜅 , 𝜅 e 𝜈. Esses parâmetros podem assumir
independentemente os valores +1 e −1 e diferentes escolhas geram soluções asso-
ciadas à diferentes grupos de simetria − vide [40]. No caso de interesse aqui onde
consideramos o grupo quântico𝒰 osp (2|2𝑚)( ) , devemos colocar todos esses pa-
râmetros iguais a 1 e ainda fazer 𝑛 = 0.

3.3 Propriedades das soluções da equaçãode -

Deixe-nos discutir agora algumas propriedades gerais das soluções da equação de
- .

Dizemos que uma solução ℛ(𝑥) da equação de - é regular quando ℛ(1)
for proporcional ao operador de permutação, isto é, quando se tiver

ℛ(1) = 𝜎𝒫 (3.3.1)

para alguma constante complexa 𝜎 (no caso damatriz 𝒮(𝑥) a regularidade da solução
é expressa por 𝒮(1) = 𝜎ℐ, onde ℐ denota o operador identidade). Esta é uma pro-
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priedade importante por causa do seguinte fato: quando uma soluçãoℛ(𝑥) da equa-
ção de - é regular, segue-se que podemos multiplicá-la por uma função
𝑓 (𝑥) qualquer, desde que satisfaça 𝑓(1) = 1, que ainda assim a expressão resultante
será uma solução regular da equação de - . Essa propriedade também
garante a simetria de translação da solução, em relação em relação ao parâmetro es-
pectral, ou seja, dada uma solução ℛ(𝑥) da equação de - , a quantidade
ℛ(𝑥 ) = ℛ(𝑥 + 𝑥 ), onde 𝑥 é um número complexo arbitrário, também a satisfaz.

Depois dos trabalhos de e [29, 30], requeremos também
que as soluções da equação de - satisfaçam outras propriedades mais
intricadas. Por exemplo, requeremos que ℛ(𝑥) tenha a propriedade de unitaridade,
de inida pela relação

ℛ (𝑥)ℛ (−𝑥) = 𝑔 (𝑥) . (3.3.2)

com 𝑔 (𝑥) uma função complexa qualquer (note, porém, que a regularidade da solu-
ção implica que 𝑔 (1) = 𝜎 ).

Além disso, ℛ(𝑥) deve apresentar simetria de paridade e de reversão temporal, as
quais podem ser expressas de uma só vez através da relação de ortogonalidade,

ℛ (𝑥) = 𝒫 ℛ (𝑥)𝒫 = ℛ (𝑥) , (3.3.3)

onde 𝑠𝑡 denota a supertransposição no espaço 𝑖.

Algumas soluções também apresentam a chamada simetria de crossing, de inida por

ℛ (𝑥) = 𝒰 ℛ (𝜔 𝑥 )𝒰 , (3.3.4)

onde 𝜔 é o chamado parâmetro de crossing, especı́ ico para cada modelo, e 𝒰 é uma
matriz unitária de inida em 𝑉, tal que𝒰 = 𝒰⊗ ℐ. O produto

ℳ = 𝒰 𝒰 (3.3.5)

é comumente chamado dematriz de crossing.

Destacamos desde já que a solução - [41] satisfaz todas essas pro-
priedades, inclusive a simetria de crossing. De fato, o parâmetro de crossing é sim-
plesmente

𝜔 = 𝑞 ( ), (3.3.6)

e a respectiva matriz de crossing vem a ser uma matriz antidiagonal, cujos únicos
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elementos não nulos são dados por

ℳ , =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

(−1)( )/ , 𝑖 = 1,
(−1)( )/ 𝑞 ∑ , 1 < 𝑖 < 𝜇 ,
(−1)( )/ 𝑞 ∑ , 𝑖 = {𝜇 , 𝜇 } ,
(−1)( )/ 𝑞 ∑ , 𝑖 > 𝜇 .

(3.3.7)

Concluı́mos essa seção mencionando uma classi icação geralmente empregada para
as soluções da equação de - . As soluções da Eq.(3.1.1) podem ser classi-
icadas como racionais, trigonométricas ou elípticas. Uma solução racional signi ica
que ℛ(𝑥) contém apenas potências racionais de 𝑥 ou composições elementares des-
sas potências. Já nas soluções trigonométricas aparecem também as funções circula-
res, hiperbólicas, exponenciais e logarı́tmicas. Por im, uma solução do tipo elı́ptica
é caracterizada pela presença de funções elı́pticas⁵.

⁵As funções elı́pticas são funções transcendentais de grande importância em fı́sica-matemática. Os
principais desenvolvimentos nesta área foram obtidos por grandes matemáticos como , -

, , , , entre outros.
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CAPÍTULO 4

As equações de re lexão

A equação de - que estudamos no capı́tulo anterior garante a integrabili-
dade dos sistemas quânticos que possuem condições de contorno periódicas (ou sis-
temas quânticos de extensão in inita que possuem simetria de transação). Podemos,
por exemplo, pensar em uma rede cı́clica de spins (ou em uma rede de spins in inita
homogênea). Quando, entretanto, o sistema é limitado no espaço e, por conseguinte,
possui fronteiras, as condições de contorno não são em geral periódicas. Nesses ca-
sos, a equação de - , Eq.(3.1.1), não é su iciente para garantir a integrabi-
lidade do sistema, o que é implementado pelas chamadas equações de -
com fronteiras, ou simplesmente equações de re lexão. Dedicaremos este capı́tulo ao
estudo dessas equações.

Sistemas espacialmente limitados devem satisfazer condições de contorno em suas
fronteiras. Essas condições de contorno são implementadas através da introdução
dasmatrizes de re lexão𝒦±, onde𝒦 designa a matriz de re lexão associada à fron-
teiradadireita e𝒦 a respectivamatriz de re lexão associada à fronteirada esquerda.
Para cada fronteira introduzimos uma equação de re lexão especı́ ica que, uma vez
que sejam satisfeitas, garantema integrabilidade do sistemanas fronteiras, enquanto
que a equação de - garante a integrabilidade no bulk, isto é, no interior
da rede.

Conforme foi comentado no capı́tulo 1, a integrabilidade de sistemas quânticos su-
jeitos a condições de contorno não periódicas, começou a ser estudada em 1982 por
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[25], cujo método aplicava-se inicialmente à soluções simétricas da equa-
ção de - (i.e., matrizesℛ que satisfazem a propriedadeℛ = 𝒫ℛ𝒫). Logo
depois, e [29, 30] estenderam os resultados de
paramatrizesnão-simétricas, estendendodestemodoométodooriginal a umaclasse
muito mais ampla de matrizes ℛ. Por im, a extensão supersimétrica (i.e., graduada)
desse formalismo foi depois apresentada por . [39] em 1998.
O presente capı́tulo é dedicado ao estudo das equações de - com frontei-
ras em sua versão graduada. Apresentaremos a sua formulaçãomatemática, algumas
propriedades de suas soluções serão discutidas e descreveremos como em geral tais
equações são resolvidas.

4.1 Formulação matemá ca

Considere um sistema quântico limitado no espaço por duas fronteiras, uma à di-
reita e outra à esquerda. Para descrever as condições de contorno que o sistema
deve satisfazer nessas fronteiras, associamos as matrizes de re lexão𝒦 e𝒦 , onde
𝒦 refere-se à fronteira da direita e 𝒦 à fronteira da esquerda, respectivamente.
A integrabilidade pode ser assim garantida com a condição de que as equações de
re lexão, apresentadas mais abaixo, sejam satisfeitas.
Para a fronteira da esquerda, a respectiva equação de re lexão pode ser escrita na
forma

ℛ 𝑥
𝑦 𝒦 (𝑥)ℛ (𝑥𝑦)𝒦 (𝑦) = 𝒦 (𝑦)ℛ (𝑥𝑦)𝒦 (𝑥)ℛ 𝑥

𝑦 . (4.1.1)

Para a fronteira da direita, a equação de re lexão torna-semais complicada e depende
em geral da simetria que o sistema possui. Porém, conforme foi mostrado em [39],
quando amatrizℛ (𝑥) possui as simetrias de unitaridade e de crossing, a equação de
re lexão associada à fronteira da direita pode ser colocada na forma

ℛ
𝑦
𝑥 𝒦 (𝑥)ℜ

1
𝜔 𝑥𝑦 𝒦 (𝑦) = 𝒦 (𝑦)ℜ

1
𝜔 𝑥𝑦 𝒦 (𝑥)ℛ

𝑦
𝑥 ,

(4.1.2)
onde 𝜔 é o parâmetro de crossing respectivo e colocamos, por conveniência,

ℜ =ℳ ℛ ℳ , ℜ = ℳ ℛ ℳ , (4.1.3)

eℳ é amatriz de crossing associada ao modelo em questão.
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Felizmente, a equação de re lexão associada à fronteira da direita não precisa ser re-
solvida, já que existe um isomor ismo entre as soluções da Eq.(4.1.1) e da Eq.(4.1.2).
De fato, as soluções𝒦 da Eq.(4.1.2) relacionam-se com as soluções𝒦 da Eq.(4.1.1)
através das expressões

𝒦 (𝑥) = 𝒦 (𝜔 𝑥 )ℳ,

𝒦 (𝑦) = 𝒦 (𝜔 𝑦 )ℳ.
(4.1.4)

cuja prova pode ser obtida pela substituição da Eq.(4.1.4) na Eq.(4.1.2) e através das
propriedades de simetria da soluções, comentadas mais acima¹.

Deixe-nos agora discutir o signi icado dos objetos matemáticos que aparecem na
Eq.(4.1.1). Em primeiro lugar, notemos que a equação de re lexão, assim como a
equação de - , consiste em uma relação entre operadores (i.e., matrizes).
No entanto, esta equação é de inida no espaço tensorial𝑊 = 𝑉 ⊗𝑉 , onde cada 𝑉 é
isomorfo a ℂ , diferentemente da equação de - que é de inida no espaço
tensorial 𝑍 = 𝑉 ⊗𝑉 ⊗𝑉 . Deste modo, as matrizes de re lexão𝒦 e𝒦 são opera-
dores que atuam em𝑊 (e, portanto, de dimensão𝑁 ×𝑁 ) e são de inidos conforme
a notação já mencionada:

𝒦 = 𝒦⊗ ℐ, 𝒦 = ℐ⊗𝒦, (4.1.5)

Por conseguinte, a matriz𝒦 representa um operador que atua em 𝑉, cuja dimensão
é 𝑁 × 𝑁.

Finalmente, ℛ é uma solução da equação de - , Eq.(3.1.1), que supomos
conhecida desde o inı́cio. Além disso, do fato de que o espaço 𝑉 não aparece na
de inição de 𝑊 − onde a Eq.(4.1.1) está de inida − segue-se que o operador ℛ
que aprece nessa equação terá dimensão 𝑁 × 𝑁 e será idêntico ao operador ℛ
que satisfaz a equação de - . O operador ℛ , por sua vez, é dado por
ℛ = 𝒫 ℛ 𝒫 e será denotado também porℛ. Com essa nova notação, a equação
de re lexão Eq.(4.1.1) passa a ser escrita de modo mais simples, como

ℛ 𝑥
𝑦 𝒦 (𝑥)ℛ (𝑥𝑦)𝒦 (𝑦) = 𝒦 (𝑦)ℛ(𝑥𝑦)𝒦 (𝑥)ℛ 𝑥

𝑦 . (4.1.6)

¹Uma vez que só precisamos resolver a Eq.(4.1.1) para a matriz 𝒦 , no que se segue vamos nos
ater somente a essa equação de re lexão e a suas soluções. Para simpli icar a notação vamos também
denotar𝒦 simplesmente por𝒦.
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4.2 Propriedades das soluções das equações de reflexão

Assim como as soluções da equação de - (3.1.1) possuem certas propri-
edades e simetrias, o mesmo ocorre com as soluções da equação de re lexão (4.1.6).
Uma solução𝒦(𝑥) da equação de re lexão, Eq.(4.1.6), é considerada regular quando
se tem

𝒦(1) = ℐ. (4.2.1)

(No caso da matriz de re lexão associada à fronteira da direita, a sua regularidade é
expressa pela relação𝒦 (1) = ℳ.)

Pode-semostrar que quando𝒦(𝑥) é regular, a solução pode sermultiplicada por uma
função𝑓 (𝑥) arbitrária (coma única condição de que𝑓(1) = 1), demodoque amatriz
𝒦 (𝑥) = 𝑓(𝑥)𝒦(𝑥), também satisfaz a equação de re lexão, Eq.(4.1.6), e é regular.

Além disso, nesse caso𝒦(𝑥) também será invariante por translações da variável es-
pectral, de talmodoque amatriz𝒦(𝑥 ) = 𝒦(𝑥+𝑥 ), com 𝑥 uma constante complexa
qualquer, também será uma solução regular da Eq.(4.1.6).

Por im, mencionamos novamente que a matriz ℛ(𝑥), solução da equação de -
(3.1.1) e que aparece na Eq.(4.1.6) deve satisfazer as propriedades de sime-

tria comentadasno capı́tulo anterior paraqueo formalismode ,
e possa ser aplicado.

4.3 Metodologia de resolução das equações de reflexão

Fixando-se uma base apropriada, os operadores que iguram na equação de re lexão
Eq.(4.1.6) podem ser representados pormatrizes de dimensão𝑁 ×𝑁 . Isso signi ica
que a Eq.(4.1.6) representa um conjunto de 𝑁 equações acopladas. Essas equações
são lineares nas incógnitas 𝑘 , − os elementos da matriz𝒦 −, mas em geral os seus
coe icientes são funções complexas das variáveis 𝑥 e 𝑦. Expressamos esse fato di-
zendo que a Eq.(4.1.6) representa um conjunto de equações funcionais.

Observequepara essas𝑁 equações simultâneas temos apenas𝑁 incógnitas, pois𝒦
é uma matriz𝑁×𝑁. O nosso sistema é, pois, superdeterminado− possui mais equa-
ções que variáveis −, o que signi ica que muitas equações devem ser linearmente
dependentes entre si, a im de que o sistema admita soluções não-triviais.

A técnica que utilizamos para resolver esse conjunto de equações funcionais lineares
pode ser descrito da seguinte forma. Primeiro, observemos que a matriz𝒦 depende
apenas de uma variável− pois na Eq.(4.1.6) ela aparece sempre como𝒦(𝑥) ou𝒦(𝑦)
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−, enquanto que a equação de re lexão Eq.(4.1.6) depende de duas. Como o nosso
objetivo é o de encontrar a matriz𝒦 que satisfaz a Eq.(4.1.6), podemos proceder de
modo a eliminar uma das variáveis da equação de re lexão. Usualmente, derivamos
a Eq.(4.1.6) em relação à 𝑦 e então calculamos a expressão resultante em 𝑦 = 1.
Com isso a variável 𝑦 é eliminada² mas, por outro lado, aparecem as quantidades 𝛽 ,
de inidas por

𝛽 , =
𝑑𝑘 , (𝑦)
𝑑𝑦 , (4.3.1)

que são certos parâmetros (independentes das variáveis 𝑥 e 𝑦) que devem ser deter-
minados a im de que as equações funcionais sejam satisfeitas.

Efetuando na Eq.(4.1.6) as operações mencionadas acima e lembrando que𝒦(𝑦) se
reduz à identidade quando 𝑦 = 1, vamos obter a seguinte equação que deve ser re-
solvida:

−𝒟(𝑥)𝒦 (𝑥)ℛ(𝑥) + 𝑥ℛ(𝑥)𝒦 (𝑥)𝒟(𝑥) + ℛ(𝑥)𝒦 (𝑥)ℛ(𝑥)ℬ =

= −ℛ(𝑥)𝒦 (𝑥)𝒟(𝑥) + 𝑥𝒟(𝑥)𝒦 (𝑥)ℛ(𝑥) + ℬ ℛ(𝑥)𝒦 (𝑥)ℛ(𝑥),
(4.3.2)

ondeℬ é a matriz cujos elementos são os 𝛽 , , de inidos pela Eq.(4.3.1) eℬ = ℐ⊗ℬ.
Além disso, introduzimos a notação,

𝒟(𝑥) = 𝜕ℛ (𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦 , 𝒟(𝑥) = 𝜕ℛ (𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦 . (4.3.3)

Note que agora a única variável presente na Eq.(4.3.2) é 𝑥, o que nos possibilita re-
solver a equação de re lexão diretamente. Note além disso que, por construção, qual-
quer solução da Eq.(4.3.2) também será solução da Eq.(4.1.6), e assim o nosso pro-
blema ica reduzido à resolução da Eq.(4.3.2).

Para resolver a Eq.(4.3.2) temos de encontrar as expressões corretas de todos os ele-
mentos 𝑘 , (𝑥) da matriz de re lexão, além de ixar os parâmetros 𝛽 , necessários.
Para encontrar as funções 𝑘 , (𝑥) partimos para a resolução direta das equações fun-
cionais, eliminando cada 𝑘 , (𝑥) em termos dos outros, até que as equações iquem
expressas em termos de um único elemento damatriz𝒦 (𝑥), o qual é de fato arbitrá-
rio por causa da regularidade da solução, devendo apenas satisfazer a propriedade
𝑘 , (1) = 𝛿 .

²A escolha 𝑦 = 1 é interessante porque nos permite fazer uso das propriedades de regularidade
da matriz𝒦.
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Note que é necessário se resolver 𝑁 − 1 equações para se eliminar todos os 𝑘 , (𝑥),
com exceção do último. O restante das equações nos permite ixar os𝑁 parâmetros
𝛽 , a im de que todas as equações sejam satisfeitas, com o quê se obtém a solução do
problema. Pode, todavia, acontecer de a Eq.(4.3.2) ser totalmente satisfeita mesmo
antes de todos os parâmetros 𝛽 , serem ixados. Dizemos nesse caso que a solução
possui parâmetros livres, os quais podem assumir qualquer valor inito e, do ponto
de vista fı́sico, podem representar certos graus de liberdade que o sistema possui.
Embora a metodologia de resolução apresentada acima possa à primeira vista pare-
cer simples, isso é apenas ilusório. Em verdade o problema está longe de ser trivial
e a resolução de tais equações funcionais representa geralmente um verdadeiro tour
de force. De fato, deve ser notado que, em primeiro lugar, procuramos por soluções
válidas para quaisquer valores de𝑚, de modo que o número de equações a se resol-
ver cresce de forma espantosa com 𝑚. Em segundo lugar veri icamos que em geral
existem mais de uma famı́lia de soluções para um dado modelo, de modo que uma
classi icação das soluções se faz necessária. Por último, a resolução do sistema de
equações funcionais é emsi umproblemacomplicado: dependendodaordemnaqual
as equações são resolvidas, as equações restantes podem icar tão complicadas que
nos impossibilite de continuar o processo e, além disso, ao se realizar explicitamente
os cálculos algumas expressões se tornamquadráticas, o que faz comque a solução se
rami ique − após a resolução dessas equações outras quantidades quadráticas apa-
recem em geral e a solução se rami ica novamente... Todas essas rami icações têm de
ser levadas em conta para que soluções não sejam perdidas.
Felizmente, critérios para a escolha da ordem de resolução dessas equações funci-
onais foram desenvolvidos, sobretudo por - [31, 32, 33, 34, 35, 36], nos
permitindo, assim, resolver completamente o problema proposto nesse projeto. Tais
critérios podem ser descritos, grosso modo, da seguinte forma: uma vez que temos
em mãos as equações funcionais geradas pela equação matricial, Eq.(4.3.2), procu-
ramos primeiro por aquelas equações que não contenham os elementos da diagonal
principal e secundária da matriz 𝒦 (𝑥), e eliminamos todos esses elementos. Após
isso surgem, em geral, equações onde iguram apenas expressões entre os 𝛽 , que
não se encontram nas diagonais principal e secundária, o que permite ixá-los de tal
modo que essas equações sejam também satisfeitas. Depois, partimos para as equa-
ções que envolvem os elementos da diagonal secundária e, por im, resolvemos as
equações que contenham os elementos da diagonal principal. A medida que as solu-
ções são resolvidas, podemos ixar os parâmetros 𝛽 , restantes e assim proceder até
que todas as equações sejam satisfeitas. No im a solução dependerá dos parâmetros
𝛽 , não ixados: são os parâmetros livres da solução.



CAPÍTULO 5

Soluções

Apresentaremos agora as soluções graduadas da equação de - com fron-
teiras para osmodelos de vértices quepossuemsimetria𝒰 osp(2|2𝑚)( ) . Algumas
soluções para o modelo mais geral, 𝒰 osp (2𝑛 + 2|2𝑚)( ) , também foram encon-
tradas, mas foge do escopo deste trabalho o estudo mais completo desse grupo.

Classi icamos as soluções associadas ao modelo 𝒰 osp (2|2𝑚)( ) em quatro tipos
(ou classes) diferentes, a saber, em soluções diagonais, bloco-diagonais, soluções 𝑋 e
soluções completas¹. As soluções diagonais, como o próprio nome já diz, consistem
emmatrizes de re lexão diagonais; as soluções bloco-diagonais, por sua vez, diferem
das soluções diagonais por apresentarem um bloco central, de dimensão 2 × 2, não
nulo; já nas soluções 𝑋 os únicos elementos não nulos são aqueles que se situam
nas diagonais principal e secundária e, por im, as soluções completas caracterizam-
se por matrizes de re lexão𝒦(𝑥) cujas entradas são todas não nulas. Encontramos
também duas soluções especiais, sendo que a primeira delas é válida somente para
o modelo 𝒰 osp (2|2)( ) e tem a forma de uma solução completa, enquanto que a
outra só se aplica aomodelo𝒰 osp (2|4)( ) , que pode ser vista como um casomais
geral das soluções 𝑋. Estas soluções especiais serão apresentadas nos apêndices A e
B, respectivamente.

Gostarı́amos de salientar ainda que nas soluções bloco-diagonais todos os elementos
¹Optamospor escrever as soluções em termosdos elementos𝑘 , (𝑥)damatriz de re lexão𝒦(𝑥). Os

parâmetros 𝛽 , correspondentes podem ser calculados diretamente por (4.3.1) e não serão escritos,
a não ser quando for estritamente necessário.
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nulos correspondem a graus de liberdade fermiônicos (conforme a graduação intro-
duzida no capı́tulo 2), enquanto que nas soluções 𝑋 e na solução especial válida para
omodelo𝒰 osp (2|4)( ) são os elementos damatriz𝒦(𝑥) correspondentes a graus
de liberdade bosônicos que se anulam. Isso poderia nos levar a classi icar as soluções
bloco-diagonais como “soluções bosônicas” e àquelas outras como “soluções fermi-
ônicas”. Todavia, não vamos proceder dessa forma para evitar mal-entendidos, uma
vez que no modelo aqui estudado,𝒰 osp (2|2𝑚)( ) , o número de bósons é sempre
ixo e igual a 2.

5.1 Soluções diagonais

Encontramos apenas uma famı́lia de soluções diagonais, a qual se caracteriza por não
apresentar parâmetros livres². Para esta famı́lia de soluções diagonais, a matriz de
re lexão𝒦(𝑥) tem a forma:

𝒦(𝑥) = diag 1, … , 1, 𝑘 , (𝑥), 𝑘 , (𝑥), 𝑥 , … , 𝑥 (5.1.1)

onde os elementos centrais são dados por

𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝑥 + 𝑞 ± 𝑖(𝑥 − 1)𝑞 /

1 + 𝑥𝑞 ∓ 𝑖 (𝑥 − 1) 𝑞 / , (5.1.2)

e
𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝑥 − 𝑞 ± 𝑖(𝑥 + 1)𝑞 /

1 − 𝑥𝑞 ± 𝑖 (𝑥 + 1) 𝑞 / . (5.1.3)

(O duplo sinal representa a existência de duas soluções conjugadas e o sı́mbolo 𝑖 de-
nota a raiz quadrada de−1, isto é, 𝑖 = √−1.)

5.2 Soluções bloco-diagonais

Gostarı́amos em primeiro lugar mencionar que as soluções bloco-diagonais que se-
rão apresentadas a seguir já foram encontradas anteriormente por - em
[31], mas no que diz respeito ao grupo quântico não-graduado 𝒰 [𝒟( ) ]. Nosmode-
los de vértices com simetria 𝒰 [𝒟( ) ], temos 2𝑛 + 2 graus de liberdades bosônicos
e nenhum grau de liberdade fermiônico, enquanto que no caso discutido aqui, isto é,

²Essa solução também se aplica ao grupo quântico𝒰 osp(2𝑛 + 2|2𝑚)( ) se izermos a substitui-
ção de 𝑞 por 𝑞 . Além disso, uma outra famı́lia de soluções diagonais (que não apresentaremos
aqui) pode ser encontrada para esse grupo mais geral. Esta outra solução, entretanto, somente se
veri ica para quando 𝑛 = 𝑚).
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dosmodelos de vértices com simetria𝒰 osp(2|2𝑚)( ) , temos 2 graus de liberdade
bosônicos e 2𝑚 graus de liberdade fermiônicos.

O fato de as mesmas soluções serem válidas para esses dois diferentes grupos de si-
metria pode ser explicada através da graduação empregada neste trabalho (vide cap.
2). De fato, a graduação foi construı́da com o propósito de que as soluções graduadas
se reduzam às soluções não-graduadas quando os graus de liberdade fermiônicos se
anulam, o que é exatamente o que ocorre com as soluções bloco-diagonais.

Deixe-nos agora descrever qual é a forma geral dessas soluções bloco-diagonais. A
matriz de re lexão 𝒦(𝑥) associada a essas soluções tem uma forma semelhante às
soluções diagonais apresentada na seção anterior, exceto por apresentar um bloco
central de dimensão 2×2 não diagonal. Isso signi ica que a matriz de re lexão𝒦(𝑥),
assume a forma

𝒦(𝑥) = diag [Φ(𝑥), … , Φ(𝑥), 𝖪 × (𝑥), Ψ(𝑥), … , Ψ(𝑥)] , (5.2.1)

onde 𝖪 × (𝑥) consiste em um bloco central de dimensão 2 × 2 dado por

𝖪 × (𝑥) = 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) . (5.2.2)

Encontramos duas famı́lias de soluções bloco-diagonais. Em cada uma delas, tanto
𝖪 × (𝑥) quanto as funçõesΦ(𝑥) eΨ(𝑥) assumem formas diferentes. Além disso, am-
bas são caracterizadas por um único parâmetro livre, que escolhemos ser 𝛽 , .
Tais famı́lias de soluções serão descritas a seguir.

5.2.1 Solução bloco-diagonal do po I

A primeira famı́lia de soluções bloco-diagonais caracteriza-se por ter um bloco cen-
tral na forma:

𝖪 × (𝑥) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘 , (𝑥)
(𝑥 − 1)𝛽 ,

2
(𝑥 − 1)𝛽 ,

2 𝑘 , (𝑥)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

, (5.2.3)

no qual os elementos 𝑘 , (𝑥) e 𝑘 , (𝑥) são iguais. Os outros dois elementos
do bloco central são dados por

𝑘 , (𝑥) = (𝑥 + 1)
2 1 + (𝑥 − 1)

𝑥(𝑞 − 1)
𝐴 − 𝐴𝐵
𝐴 − 𝐵 , (5.2.4)
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e
𝑘 , (𝑥) = (𝑥 + 1)

2 1 − (𝑥 − 1)
𝑥(𝑞 − 1)

𝐴 + 𝐴𝐵
𝐴 + 𝐵 , (5.2.5)

onde 𝐴 e 𝐵 são dados por

𝐴 = ± 𝑞 (𝑞 + 1) 𝛽 , − (𝑞 − 1) ,

𝐵 = (𝑞 + 1)𝛽 , − (𝑞 − 1).
(5.2.6)

Além disso, para esta famı́lia de soluções bloco-diagonais, temos que

Φ(𝑥) = 1
2
(𝑞 𝑥 + 1) (𝑥 + 1)(𝑞 − 1) + (𝑥 − 1)(𝑞 + 1)𝛽 ,

𝑥 (𝑞 − 1) , (5.2.7)

e

Ψ(𝑥) = 1
2
(𝑞 𝑥 + 1) (𝑥 + 1)(𝑞 − 1) − (𝑥 − 1)(𝑞 + 1)𝛽 ,

(𝑞 − 1) . (5.2.8)

Notemos e particular que as soluções diagonais apresentadas na seção anterior são
casos especiais desta famı́lia de soluções bloco-diagonais, uma vez que elas podem
ser obtidas a partir destas ao se impor a condição 𝛽 , = 0.

5.2.2 Solução bloco-diagonal do po II

Para a segunda famı́lia de soluções bloco-diagonais, o bloco central tem a forma:

𝖪 × (𝑥) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑥 (𝑥 + 1)
2 𝑘 , (𝑥)

𝑘 , (𝑥)
𝑥 (𝑥 + 1)

2

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

. (5.2.9)

ou seja, possui os elementos diagonais 𝑘 , (𝑥) e 𝑘 , (𝑥) iguais. Os outros
dois elementos do bloco central são dados por

𝑘 , (𝑥) = −𝑥(𝑥 − 1)
2

𝐹 (𝑥) + (𝑥 − 1) (𝑞 + 1)𝐴
(𝑞 − 1) , (5.2.10)

𝑘 , (𝑥) = +𝑥(𝑥 − 1)
2

𝐹 (𝑥) + (𝑥 + 1) (𝑞 + 1)𝐴
(𝑞 − 1) , (5.2.11)



5.3. Soluções 𝑋 39

onde,
𝐹±(𝑥) = [2(𝑥 + 1)𝑞 ± 𝑥(𝑞 + 1) ] 𝛽 , , (5.2.12)

e 𝐴 e 𝐵 são agora dados por

𝐴 = ± 𝑞 𝛽 , − 1 , 𝐵 = (𝑞 + 1)𝛽 , . (5.2.13)

Por im, as funçõesΦ(𝑥) eΨ(𝑥) são dadas por

Φ(𝑥) = +(𝑞 𝑥 − 1)
2

[2 (𝑥 − 1)𝐴 + (𝑥 + 1)(𝑞 − 1) + (𝑥 − 1)𝐵]
(𝑞 − 1) , (5.2.14)

Ψ(𝑥) = −𝑥 (𝑞 𝑥 − 1)
2

[2 (𝑥 − 1)𝐴 − (𝑥 + 1)(𝑞 − 1) + (𝑥 − 1)𝐵]
(𝑞 − 1) . (5.2.15)

Notemos em especial que não há maneira de deduzir soluções diagonais a partir
dessa segunda famı́lia de soluções bloco-diagonais.

5.3 Soluções 𝑋

Nesta seção vamos considerar as soluções 𝑋. A matriz de re lexão associada a essa
famı́lia de soluções tem uma forma que lembra a letra 𝑋 (por isso a denominação),
ou seja, os únicos elementos 𝑘 , (𝑥) não nulos estão situados nas diagonais principal
e secundária.

Os elementos da diagonal principal possuem as seguintes expressões:

𝑘 , (𝑥) =

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

1, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚
𝑞𝑥 + 1
𝑞 + 1 𝑖 = {𝑚 + 1,𝑚 + 2}

𝑥 𝑚 + 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁.

(5.3.1)
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Já os elementos da diagonal secundária são dados por

𝑘 , (𝑥) =

⎧
⎪

⎨
⎪
⎩

(𝑥 − 1)𝛽 ,

2 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚
0 𝑖 = {𝑚 + 1,𝑚 + 2}
(𝑥 − 1)𝛽 ,

2 𝑚 + 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁,

(5.3.2)

sendo que os parâmetros 𝛽 , da diagonal secundária estão relacionados por

𝛽 , 𝛽 , =
4𝑞

(𝑞 − 1)
, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. (5.3.3)

Com isso, para um dado 𝑁 = 2𝑚 + 2, a solução ica caracterizada por apresentar
𝑚 parâmetros livres (podemos escolher, por exemplo, os parâmetros 𝛽 , , 𝛽 , , ...,
𝛽 , ).

5.4 Soluções completas

No caso das soluções completas, a matriz de re lexão não possui nenhuma entrada
nula (i.e., nenhum de seus elementos é igual a zero). Encontramos duas famı́lias de
soluções completas que, para um dado valor de 𝑁 = 2𝑚 + 2, são caracterizadas por
𝑚 parâmetros livres − por conveniência escolhemos os parâmetros 𝛽 , , 𝛽 , ,
𝛽 , ,… , 𝛽 , .
Estas duas famı́lias de soluções completas diferem entre si apenas nos elementos
diagonais e aqueles pertencentes a um bloco central de dimensão 2× 2 da matriz de
re lexão𝒦 (𝑥). Além disso, a primeira famı́lia de soluções completas é válida apenas
quando𝑚 é par, enquanto que a segunda famı́lia só é solução para quando𝑚 é ı́mpar.
Essas duas famı́lias por conseguinte podem ser vistas como uma única solução, mas
dependente da paridade de𝑚. Por im, salientamos que o caso𝑚 = 1 é particular e
será apresentado no apêndice A.
Desde que as duas famı́lias de soluções completas possuem uma parte comum (for-
mada por todos os elementos fora da diagonal principal e do bloco central), começa-
remos por apresentar as expressões referentes a esses elementos.

5.4.1 Parte comum das soluções completas

Nessa subseção apresentaremos as expressões para os elementos 𝑘 , (𝑥) da matriz
completa 𝒦 (𝑥) comuns às duas famı́lias de soluções completas. Esses elementos
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consistem em todos os elementos não diagonais e aqueles que não pertencem ao
bloco central, 𝖪 × .

Comecemos por de inir as quantidades

𝛽 = 1
2 𝛽 , + 𝛽 , , 𝛽 = 1

2 𝛽 , − 𝛽 , , (5.4.1)

e
𝐺(𝑚, 𝑥) = 𝑞 + 1

𝑞 + 𝑥 , Γ(𝑚) = 𝑞 + 1
𝑞 + 1 . (5.4.2)

Com o auxilio dessas quantidades, podemos escrever as expressões para os elemen-
tos da matriz de re lexão da seguinte forma:

Para os elementos da diagonal secundária que não pertencem ao bloco central de
𝒦 (𝑥), temos

𝑘 , (𝑥) =
1
2 (𝑥 − 1)𝛽 , , (5.4.3)

𝑘 , (𝑥) =
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,
𝑘 , (𝑥), (5.4.4)

𝑘 , (𝑥) = −𝑞 𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,
𝛽 ,

Γ(𝑚) 𝑘 , (𝑥),

𝑖 ≠ {1,𝑚 + 1,𝑚 + 2,𝑁}. (5.4.5)

Para a primeira linha da matriz𝒦 (𝑥), temos que

𝑘 , (𝑥) =
𝛽 ,
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥),

𝑗 ≠ {1,𝑚 + 1,𝑚 + 2,𝑁}, (5.4.6)

𝑘 , (𝑥) = 𝐺(𝑚, 𝑥) 𝛽 + 𝑥𝛽
𝛽 ,

𝑘 , (𝑥). (5.4.7)

𝑘 , (𝑥) = 𝐺(𝑚, 𝑥) 𝛽 − 𝑥𝛽
𝛽 ,

𝑘 , (𝑥). (5.4.8)

Da mesma forma, os elementos da primeira coluna de𝒦 (𝑥) são dados por

𝑘 , (𝑥) =
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 ,
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥),

𝑖 ≠ {1,𝑚 + 1,𝑚 + 2,𝑁}, (5.4.9)
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𝑘 , (𝑥) =
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 − 𝑥𝛽
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.10)

𝑘 , (𝑥) =
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 + 𝑥𝛽
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥). (5.4.11)

onde 𝜃 e 𝑡 são dados respectivamente pelas equações Eq.(3.2.17) e Eq.(3.2.15) e
𝑖 = 𝑁 + 1 − 𝑖.
Para a última linha, temos também,

𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 ,
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥),

𝑗 ≠ {1,𝑚 + 1,𝑚 + 2,𝑁}, (5.4.12)

𝑘 , (𝑥) = 𝑥𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝑥𝛽 + 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.13)

𝑘 , (𝑥) = 𝑥𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝑥𝛽 − 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.14)

e, para a última coluna,

𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥),

𝑖 ≠ {1,𝑚 + 1,𝑚 + 2,𝑁}, (5.4.15)

𝑘 , (𝑥) = 𝑥𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝑥𝛽 − 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.16)

𝑘 , (𝑥) = 𝑥𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝑥𝛽 + 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.17)

Paraos elementos situados à esquerdadadiagonal secundária (i.e., para os elementos
𝑘 , (𝑥) tais que 𝑖 > 𝑗), segue que

𝑘 , (𝑥) = 𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 ,
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥),

𝑖 ≠ {𝑚 + 1,𝑚 + 2} , 𝑗 ≠ {𝑚 + 1,𝑚 + 2} , (5.4.18)
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𝑘 , (𝑥) = 𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 − 𝑥𝛽
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.19)

𝑘 , (𝑥) = 𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 + 𝑥𝛽
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.20)

𝑘 , (𝑥) = 𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 + 𝑥𝛽
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.21)

𝑘 , (𝑥) = 𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 − 𝑥𝛽
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.22)

e, por im, para os elementos situados à direita da diagonal secundária (i.e., para os
elementos 𝑘 , (𝑥) tais que 𝑗 > 𝑖 ),

𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,
𝛽 ,

𝛽 ,

𝛽 ,
Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥),

𝑖 ≠ {𝑚 + 1,𝑚 + 2} , 𝑗 ≠ {𝑚 + 1,𝑚 + 2} , (5.4.23)

𝑘 , (𝑥) = 𝑥𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝑥𝛽 − 𝑞 𝛽
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥)

(5.4.24)

𝑘 , (𝑥) = 𝑥𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝑥𝛽 + 𝑞 𝛽
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥),

(5.4.25)

𝑘 , (𝑥) = 𝑥𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝑥𝛽 + 𝑞 𝛽
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (5.4.26)

𝑘 , (𝑥) = 𝑥𝑞
𝜃 𝑞
𝜃 𝑞

𝛽 ,

𝛽 ,

𝑥𝛽 − 𝑞 𝛽
𝛽 ,

Γ(𝑚)𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥). (5.4.27)

Essas expressões ixam todos os elementos da matriz𝒦 (𝑥), exceto aqueles perten-
centes ao bloco central e os elementos diagonais, os quais diferem para cada famı́lia
de soluções e serão apresentados a seguir. Entretanto, ainda nos resta ixar os parâ-
metros 𝛽 , , 𝛽 , , … , 𝛽 , , 𝛽 , e 𝛽 , . Esses parâmetros também dependem da
paridade de𝑚 e, por esse motivo, serão apresentado nas subseções seguintes.
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5.4.2 Soluções completas do po I

Conforme comentado mais acima, a famı́lia de soluções do tipo I só é válida apenas
para𝑚 par. Nesta seção apresentaremos os elementos diagonais e do bloco central
que compõem esta famı́lia de soluções. Os elementos fora da diagonal e do bloco
central foram dados na seção anterior.

Nesta famı́lia de soluções completas, o bloco central

𝖪 × (𝑥) = 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) , (5.4.28)

é tal que se tem

𝑘 , (𝑥) = 𝑘 , (𝑥) , 𝑘 , (𝑥) = 𝑘 , (𝑥) (5.4.29)

sendo que 𝑘 , (𝑥) e 𝑘 , (𝑥) são dados, respectivamente, por

𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝐺(𝑚, 𝑥), (5.4.30)

e

𝑘 , (𝑥) = 𝜖𝐺(𝑚, 𝑥)

× 𝑥 𝐺(𝑚, 𝑥) −
2 (𝑞 − 1) (𝑞 + 𝑥 ) (𝑥 𝑞 − 1)
(𝑞 − 1) (𝑞 − 1) (𝑥 + 1) . (5.4.31)

onde 𝜖 = ±1 representa duas classes de soluções conjugadas.

Os elementos diagonais possuem ser encontrados recursivamente através da expres-
são

𝑘 , (𝑥) =

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑘 , (𝑥) +
𝛽 , − 𝛽 ,

𝛽 ,
𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥) , 1 < 𝑖 < 𝑚 + 1

𝑘 , (𝑥) +
𝛽 , − 𝛽 ,

𝛽 ,
𝑥 𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥) , 𝑚 + 4 < 𝑖 ≤ 𝑁,

(5.4.32)
Analogamente, os parâmetros diagonais 𝛽 , também podem ser expressos recursi-
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vamente,

𝛽 , =
𝛽 , + (−1) 𝑞 𝐻(𝑚), 1 < 𝑖 < 𝑚 + 1,

𝛽 , + (−1) 𝑞 𝐻(𝑚), 𝑚 + 4 < 𝑖 ≤ 2𝑚 + 2,
(5.4.33)

com
𝐻(𝑚) = − 4 (𝑞 + 1)

(𝑞 − 1) (𝑞 − 1). (5.4.34)

As equações Eq.(5.4.32) e Eq.(5.4.33) ixam todos os elementos diagonais restantes,
com exceção de 𝑘 , (𝑥), 𝑘 , (𝑥), os quais são dados pelas expressões

𝑘 , (𝑥) = 𝐺(𝑚, 𝑥)
(𝑥 + 1) (𝑞 − 1) (𝑞 − 1) ×

× {(𝑥 + 1) [(𝑞 + 1) (𝑞 𝑥 − 1) − 2(𝑞 − 1)]
−𝜖 (𝑞 − 1) (𝑥 − 1) (𝑥 𝑞 − 1)} (5.4.35)

e

𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝐺(𝑚, 𝑥)
(𝑥 + 1)(𝑞 − 1)(𝑞 − 1) ×

× {(𝑥 + 1) [(𝑞 + 1)(𝑥 𝑞 − 1) − 2(𝑞 − 1)]
+𝜖(𝑞 − 1)(𝑥 − 1)(𝑥 𝑞 − 1)} (5.4.36)

Falta ainda ixar os parâmetros 𝛽 , , 𝛽 , ,… , 𝛽 , , 𝛽 , , 𝛽 , e 𝛽 , . Para a primeira
famı́lia de soluções completas, temos,

𝛽 , = (−1) 𝑖 [𝜖 (𝑞 + 1) + (𝑞 − 1)] 𝛽 ,
𝑞 / (𝑞 − 1) 𝛽 ,

, 1 < 𝑗 < 𝑚 + 1, (5.4.37)

𝛽 , = 𝜖𝛽 , , (5.4.38)

𝛽 , = 4𝑖𝑞 / [𝜖 (𝑞 + 1) − (𝑞 − 1)] 𝛽 ,

(𝑞 − 1) (𝑞 − 1) 𝛽 ,
, (5.4.39)

𝛽 , = −14
𝑖 (𝑞 − 1) [(𝑞 − 1) + 1] [(𝑞 − 1) + 𝜖 (𝑞 + 1)] 𝛽 ,

(𝑞 + 1) 𝑞 / . (5.4.40)

Assim, a solução ica com𝑚 parâmetros livres, a saber, 𝛽 , , 𝛽 , , … , 𝛽 , .
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5.4.3 Soluções completas do po II

A segunda famı́lia de soluções completas é válida apenas para 𝑚 ı́mpar. Nesse caso
também, no bloco central

𝖪 × (𝑥) = 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) , (5.4.41)

temos que 𝑘 , (𝑥) = 𝑘 , (𝑥) e 𝑘 , (𝑥) = 𝑘 , (𝑥). Mas agora
esses elementos são dados respectivamente por

𝑘 , (𝑥) = −𝜖𝑥 𝐺(𝑚, 𝑥) 𝑥 − 1
𝑥 + 1

𝑞 + 1
𝑞 − 1 , (5.4.42)

e

𝑘 , (𝑥) = 1
2

𝑥 − 1
𝑥 + 1 + 2𝑥 𝐺(𝑚, 𝑥)

(𝑞 − 1) (𝑞 − 1) (𝑥 + 1) ×

× {[(𝑞 − 1) + 𝑞 (1 − 𝑥 )] 𝑞 − (𝑥 𝑞 + 1) (𝑞 − 𝑥 )}
(5.4.43)

Como no caso anterior, os elementos diagonais restantes podem ser obtidos recursi-
vamente,

𝑘 , (𝑥) =

⎧
⎪⎪

⎨
⎪⎪
⎩

𝑘 , (𝑥) +
𝛽 , − 𝛽 ,

𝛽 ,
𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥) , 1 < 𝑖 < 𝑚 + 1

𝑘 , (𝑥) +
𝛽 , − 𝛽 ,

𝛽 ,
𝑥 𝐺(𝑚, 𝑥)𝑘 , (𝑥) , 𝑚 + 4 < 𝑖 ≤ 𝑁,

(5.4.44)
De modo análogo, temos para os parâmetros diagonais 𝛽 , ,

𝛽 , =
𝛽 , + (−1) 𝑞 𝐻(𝑚), 1 < 𝑖 < 𝑚 + 1,

𝛽 , + (−1) 𝑞 𝐻(𝑚), 𝑚 + 4 < 𝑖 ≤ 2𝑚 + 2,
(5.4.45)

mas agora
𝐻(𝑚) = 4𝜖 (𝑞 + 1)

(𝑞 − 1) (𝑞 − 1). (5.4.46)
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As equações Eq.(5.4.44) e Eq.(5.4.45) ixam todos os elementos diagonais restantes,
com exceção de 𝑘 , (𝑥), 𝑘 , (𝑥), que são dados pelas expressões

𝑘 , (𝑥) = 𝐺(𝑚, 𝑥)
(𝑞 − 1) (𝑞 − 1) (𝑥 + 1) ×

× {(𝑥 + 1) (𝑞 𝑥 − 1) (𝑞 − 1)
−𝜖 (𝑥 − 1) [(𝑞 + 1) (𝑥 𝑞 − 1) + 2 (𝑞 + 1)]} (5.4.47)

e

𝑘 ,, (𝑥) = 𝑥 𝐺(𝑚, 𝑥)
(𝑞 − 1) (𝑞 − 1) (𝑥 + 1) ×

× {(𝑥 + 1) (𝑞 𝑥 − 1) (𝑞 − 1)
+𝜖 (𝑥 − 1) [(𝑞 + 1) (𝑥 𝑞 − 1) + 2 (𝑞 + 1)]} (5.4.48)

E necessário ainda ixar os parâmetros 𝛽 , , 𝛽 , , … , 𝛽 , , 𝛽 , , 𝛽 , e 𝛽 , . Para a
segunda famı́lia de soluções completas, temos,

𝛽 , = (−1) 𝐼 [(𝑞 + 1) + 𝜖 (𝑞 − 1)] 𝛽 ,
𝑞 / (𝑞 − 1) 𝛽 ,

, 1 < 𝑗 < 𝑚 + 1, (5.4.49)

𝛽 , = 𝜖𝛽 , , (5.4.50)

𝛽 , = 4𝐼𝑞 / [𝜖 (𝑞 − 1) − (𝑞 + 1)] 𝛽 ,

(𝑞 − 1) (𝑞 − 1) 𝛽 ,
, (5.4.51)

𝛽 , = −14
𝐼 (𝑞 − 1) [(𝑞 − 1) + 1] [(𝑞 − 1) + 𝜖 (𝑞 + 1)] 𝛽 ,

(𝑞 + 1) 𝑞 / . (5.4.52)

A segunda famı́lia de soluções completas também contém𝑚 parâmetros livres, quais
sejam, 𝛽 , , 𝛽 , ,… , 𝛽 , .
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CAPÍTULO 6

Sobre as simetrias das soluções

As soluções recém obtidas das equações de - com fronteiras, referentes
aos modelos de vértices com simetria 𝒰 osp (2|2𝑚)( ) , possuem certas simetrias
(além daquelas mencionadas no capı́tulo 4) que serão agora discutidas. O conheci-
mento prévio dessas simetrias poderia facilitar a resolução das equações de re le-
xão logo no inı́cio, já que elas permitiriam eliminar vários elementos de matriz em
termos de outros. Contudo, o conhecimento de tais simetrias não estava disponı́vel
antes da resolução das equações de re lexão, motivo pelo qual tivemos de resolver
diretamente as equações de re lexão. Deste modo, acreditamos que seria muito in-
teressante saber se outros modelos de vértices possuem simetrias semelhantes e,
principalmente, se é possı́vel deduzi-las a partir do grupo quântico que lhe é associ-
ado caso essas simetrias estejam presentes.

No que se segue vamos nos concentrar nas soluções completas apresentadas no ca-
pı́tulo anterior. Pode-se assim mostrar a partir das expressões para os elementos da
matriz de re lexão𝒦(𝑥) que esses elementos apresentam uma simetria de transposi-
ção dada por

𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥)

=
𝛽 ,
𝛽 ,

. (6.0.1)

Os elementos de matriz apresentam também uma simetria de conjugação, ou seja,
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uma simetria de re lexão em relação à diagonal secundária, que é expressa por

𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥)

= 𝑥
𝛽 ,
𝛽 ,

, 𝑖 > 𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗, (6.0.2)

onde, relembrando a notação utilizada, 𝑖 = 𝑁 + 1 − 𝑖 e 𝑗 = 𝑁 + 1 − 𝑗.

Por im, existe uma simetria mais geral onde cada grupo de quatro elementos da
forma 𝑘 , (𝑥), 𝑘 , (𝑥), 𝑘 , (𝑥) e 𝑘 , (𝑥) se relacionam através da seguinte equação:

𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥)

=
𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥)

. (6.0.3)

Por derivação, obtemos também,

𝛽 ,
𝛽 ,

=
𝛽 ,
𝛽 ,

. (6.0.4)

(Note que as Eq.(6.0.1) e Eq.(6.0.3) são identicamente satisfeitas para 𝑖 = 𝑗.)

A partir desses resultados podemos ver que vários elementos de matriz podem ser
eliminados logo de partida. Por exemplo, podemos usar a Eq.(6.0.1) para eliminar
todos os elementos situados abaixo da diagonal principal (inclusive os elementos da
diagonal secundária). Então, através da Eq.(6.0.2), podemos ixar os elementos situ-
ados no quadrante direito da matriz𝒦(𝑥), isto é, os elementos 𝑘 , (𝑥) com 𝑗 < 𝑖 < 𝑗.
Resulta disso que todos os elementos de matriz icam escritos em termos dos ele-
mentos do quadrante superior (i.e., dos elementos 𝑘 , (𝑥) com 𝑖 ≤ 𝑗 ≤ 𝑖 ) e dos ele-
mentos diagonais. Os parâmetros 𝛽 , podem igualmente ser eliminados através da
Eq.(6.0.3) e pelas derivadas dos 𝑘 , (𝑥). Isso mostra que dos𝑁 elementos dematriz,
apenas 𝑁(𝑁 + 4)/4 deles são de fato independentes.



CAPÍTULO 7

Conclusão

Na presente dissertação apresentamos soluções graduadas para a equações de -
com fronteiras (equações de re lexão), associadas aos modelos de vértices

com simetria 𝒰 osp (2|2𝑚)( ) . Discutimos também um pouco sobre a teoria da
integrabilidade e sobre a formulação das equações de - com fronteiras
abertas e fechadas.
As soluções da equações de re lexão associadas aosmodelos de vértices com simetria
𝒰 osp (2|2𝑚)( ) foram classi icadas em quatro tipos, ou classes:
A primeira classe de soluções consiste nas soluções diagonais. Encontramos apenas
uma famı́lia de soluções que caracteriza-se por não apresentar qualquer parâmetro
livre.
Na segunda classe de soluções a matriz de re lexão 𝒦(𝑥) tem um estrutura bloco-
diagonal. Estas soluções diferem das soluções diagonais por apresentarem em seu
centro um bloco de dimensão 2×2 não nulo. Encontramos duas famı́lias de soluções
bloco-diagonais que apresentam𝑚 parâmetros livres.
Também encontramos soluções cuja matriz de re lexão têm a forma da letra 𝑋, ou
seja, cujos elementos não nulos da matriz de re lexão encontram-se somente nas di-
agonais principal e secundária. Esta classe de solução também apresenta𝑚 parâme-
tros livres.
Por im, encontramos duas famı́lias de soluções completas, que constituem a quarta
classe de soluções. A primeira famı́lia de soluções completas veri ica-se apenas para
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quando 𝑚 é par, enquanto que a segunda é válida apenas para 𝑚 ı́mpar. Ambas as
soluções possuem𝑚 parâmetros livres.

Além disso, discutimos sobre algumas das simetrias que essas soluções possuem e,
nos apêndices, apresentamos soluções particulares aos modelos de vértices com si-
metria𝒰 osp (2|2)( ) e𝒰 osp (2|4)( ) .



APÊNDICE A

Soluções particulares ao modelo
𝒰𝑞 osp(2|2)(2)

Quando apresentamos as soluções completas no capı́tulo anterior, comentamos que
tais soluções dependem de𝑚 parâmetros livres, a saber, de 𝛽 , , 𝛽 , , … , 𝛽 ,
e 𝛽 , . E interessante notar, entretanto, que apenas os parâmetros 𝛽 , , 𝛽 , e
𝛽 , aparecem explicitamente na solução. Esse fato, no caso em que𝑚 = 1, isto é,
no caso dos modelos de vértices descritos pelo grupo quântico𝒰 osp (2|2)( ) , faz
com que a solução se torne ambı́gua, uma vez que, porque, por exemplo, 𝛽 , se
confunde com 𝛽 , . Fica claro, portanto, que as soluções completas apresentadas
no capı́tulo 5 podem não descrever o caso mais geral válido para os modelos com
simetria 𝒰 osp (2|2)( ) . Para não perder soluções é necessário, por conseguinte,
resolver esse modelo separadamente, o que será feito nesse apêndice.

A matriz de re lexão mais geral que o modelo𝒰 osp (2|2)( ) pode apresentar tem
a seguinte forma:

𝒦 (𝑥) =
⎡
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎦

. (A..1)

Ao resolvermos as equações funcionais, Eq.(4.3.2), para essemodelo em questão, en-



54 Apêndice A. Soluções particulares ao modelo𝒰 osp(2|2)( )

contramos apenas uma famı́lia de soluções que caracteriza-se por apresentar𝑚+2 =
3 parâmetros livres. Os elementos mais simples são aqueles situados fora das diago-
nais principal e secundária e fora também do centro da matriz de re lexão.

Para os elementos da primeira linha e da última coluna, temos,

𝑘 , (𝑥) =
𝛽 + 𝑥𝛽

𝛽 ,
𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (A..2)

𝑘 , (𝑥) =
𝛽 − 𝛽
𝛽 ,

𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (A..3)

e
𝑘 , (𝑥) = √−𝑞

𝑥𝛽 − 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝑥𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥), (A..4)

𝑘 , (𝑥) = √−𝑞
𝑥𝛽 + 𝑞 𝛽

𝛽 ,
𝑥𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥). (A..5)

Os elementos da última linha e da primeira coluna, por sua vez, são dados por

𝑘 , (𝑥) =
𝑖
4

Δ(𝑞)
𝑞 − 1

𝛽 + 𝑥𝛽
𝛽 ,

𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥)Δ(𝑞)
𝛽 ,

, (A..6)

𝑘 , (𝑥) =
𝑖
4

𝑖Δ(𝑞)
𝑞 − 1

𝛽 − 𝑥𝛽
𝛽 ,

𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥)Δ(𝑞)
𝛽 ,

, (A..7)

e

𝑘 , (𝑥) = −√𝑞4
Δ(𝑞)
𝑞 − 1

𝑥𝛽 − 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝑥𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

, (A..8)

𝑘 , (𝑥) = −√𝑞4
Δ(𝑞)
𝑞 − 1

𝑥𝛽 + 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝑥𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

, (A..9)

onde

Δ(𝑞) = 4√𝑞 (𝑞 − 1) 𝛽 , + 2𝑖(𝑞 + 1) [(𝑞 − 1) (𝛽 + 𝛽 ) + (𝑞 + 1) (𝛽 − 𝛽 )] .
(A..10)

e
𝐺(1, 𝑥) = 2

𝑥 + 1. (A..11)

Já os elementos da diagonal principal quenão se encontramno centro damatriz𝒦(𝑥)
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têm a forma

𝑘 , (𝑥) = 1 + 1
4

𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
√𝑞 (𝑞 − 1)(𝑥 + 1)𝛽 ,

×

× {2𝑖(𝑥 − 1)(𝑞 − 1) [(𝑞 + 1) (𝛽 + 𝛽 ) + (𝑞 − 1) (𝛽 − 𝛽 )]
+8𝑖𝑞(𝑥 + 1) (𝛽 + 𝛽 )} , (A..12)

e

𝑘 , (𝑥) = 𝑥 − 𝑖𝑥 √𝑞 𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
(𝑞 − 1)(𝑥 + 1)𝛽 ,

×

× {2(𝑥 𝑞 + 1) (𝛽 + 𝑞 𝛽 ) + (𝑥 + 1)(𝑞 − 1) (𝛽 − 𝑞 𝛽 )} ,
(A..13)

enquanto que no bloco central, temos a estrutura:

𝑘 , (𝑥) =
𝑥 𝑞 + 1
𝑞 + 1 − 𝑖

4
𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
√𝑞 (𝑞 − 1) 𝛽 ,

×

× {2 (𝑥 𝑞 − 1) [(𝑞 − 1) (𝛽 + 𝛽 ) + (𝑞 + 1) (𝛽 − 𝛽 )]
−16𝑞𝑥𝛽 𝛽 } , (A..14)

𝑘 , (𝑥) =
𝑥 𝑞 + 1
𝑞 + 1 − 𝑖

4
𝐺(1, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
√𝑞 (𝑞 − 1) 𝛽 ,

×

× {2 (𝑥 𝑞 − 1) [(𝑞 − 1) (𝛽 + 𝛽 ) + (𝑞 + 1) (𝛽 − 𝛽 )]
+16𝑞𝑥𝛽 𝛽 } , (A..15)

e
𝑘 , (𝑥) = 𝑘 , (𝑥) =

𝑖√𝑞
4

𝛽 + 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝑥 𝐺(1, 𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

. (A..16)

Por im, os elementos da diagonal secundária restantes 𝑘 , (𝑥) e 𝑘 , (𝑥) assumem a
forma

𝑘 , (𝑥) =
1
2 (𝑥 − 1) 𝛽 , , (A..17)

𝑘 , (𝑥) = 4 𝑖√𝑞
𝑞 + 1 −

1
4

𝑞
𝑞 − 1

𝛽 + 𝑞 𝛽
𝛽 ,

𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

. (A..18)
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APÊNDICE B

Soluções particulares ao modelo
𝒰𝑞 osp(2|4)(2)

No caso dos modelos de vértices com simetria 𝒰 osp (2|4)( ) , encontramos uma
solução particular cuja matriz de re lexão é formada por quatro blocos 2 × 2 perifé-
ricos, e possui um centro diagonal. Em outras palavras,𝒦(𝑥) é uma matriz da forma

𝒦 (𝑥) =

⎡
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎣

𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 0 0 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 0 0 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)

0 0 𝑘 , (𝑥) 0 0 0
0 0 0 𝑘 , (𝑥) 0 0

𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 0 0 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)
𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥) 0 0 𝑘 , (𝑥) 𝑘 , (𝑥)

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎦

. (B..1)

A solução encontrada é caracterizada por três parâmetros livres, 𝛽 , 𝛽 e 𝛽 . Além
disso, veri icamos que os elementos diagonais do bloco central são iguais, de modo
que eles são dados por

𝑘 , (𝑥) = 𝑘 , (𝑥) =
𝑥 𝑞 + 1
𝑞 + 1 −

(𝑥 − 1) (𝑥 𝑞 − 1)𝛽 , 𝛽 ,
2 (𝑥 𝑞 + 1)𝛽 ,

. (B..2)
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Para os elementos que não se encontramnas diagonais principal e secundária, temos,

𝑘 , (𝑥) =
𝛽 , 𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥)

𝛽 ,
, 𝑘 , (𝑥) =

𝛽 , 𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

, (B..3)

𝑘 , (𝑥) =
𝛽 , 𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥)

𝛽 ,
, 𝑘 , (𝑥) =

𝑞𝑥 𝛽 , 𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

, (B..4)

𝑘 , (𝑥) = −𝛽 , 𝛽 , 𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
𝑞𝛽 , 𝛽 ,

, 𝑘 , (𝑥) = −𝛽 , 𝑥 𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

, (B..5)

𝑘 , (𝑥) = −𝛽 , 𝛽 , 𝑥 𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
𝛽 , 𝛽 ,

, 𝑘 , (𝑥) = −𝛽 , 𝑥 𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

, (B..6)

onde,
𝛽 , = 𝑞 𝛽 ,

𝛽 ,

2
𝑞 + 1 −

𝛽 , 𝛽 ,
𝛽 ,

. (B..7)

e relembramos que a função 𝐺(𝑚, 𝑥) assume aqui o valor

𝐺(2, 𝑥) = 𝑞 + 1
𝑞𝑥 + 1. (B..8)

Os elementos da diagonal secundária, por sua vez, são dados por

𝑘 , (𝑥) =
1
2 (𝑥 − 1)𝛽 , , 𝑘 , (𝑥) = −𝛽 , 𝑘 , (𝑥)

𝑞𝛽 ,
, (B..9)

𝑘 , (𝑥) = −𝛽 , 𝑘 , (𝑥)
𝛽 ,

, 𝑘 , (𝑥) =
𝛽 , 𝛽 , 𝑘 , (𝑥)

𝑞𝛽 ,
. (B..10)

e, inalmente, para os elementos da diagonal principal, temos,

𝑘 , (𝑥) = 1 − 𝑞 𝛽 , 𝛽 ,
𝛽 ,

𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝑘 , (𝑥), (B..11)

e

𝑘 , (𝑥) = 1 +
𝛽 , 𝛽 ,

𝛽 ,
𝐺(2, 𝑥)𝑘 , (𝑥) = 𝑥 𝑘 , (𝑥). (B..12)

Para concluir gostarı́amos de mencionar que essa solução particular para o modelo
𝒰 [osp(2|4)( )] foi sugerida pela existência de uma solução “quase unitária” dada
por

𝒦(𝑥) = diag [𝑥 , 1, 1, 1, 1, 𝑥 ] , (B..13)

encontrada anteriormente em [31] e que também só é válida para quando𝑚 = 2.
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