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Resumo

O modelo de Rabi é o mais completo que se tem para entender a interagao entre ra-
diacao e matéria. Entretanto, por nao se ter uma solucao exata para esse modelo, muitos
trabalhos recentes tém recorrido ao modelo de Jaynes-Cummings, que elimina do Hamil-
toniano do sistema os termos “contragirantes”, em um processo conhecido como “Apro-
ximagao de onda girante”. Essa aproximagao tem sido bastante precisa para descrever
os experimentos na srea de Optica Quantica nas dltimas duas décadas, especialmente no
contexto da Eletrodinamica Quéantica de Cavidades, onde o acoplamento dtomo-campo
g é muito fraco comparado com a frequéncia de transi¢ao atomica wy e a frequéncia da
cavidade w.. Entretanto, em recentes experimentos no contexto de Eletrodinidmica Quan-
tica de Circuitos, o acoplamento d&tomo-campo tem atingido valores compardveis aos das
frequéncias do dtomo e do campo, de modo que a aproximacao de onda girante deixa de
ser valida. E nesse contexto que esse trabalho se encontra, isto ¢, avalia as situacoes em
que a aproximacao de onda girante deixa de ser vilida e mostra, através da andlise de
algumas propriedades do sistema, as diferengas devidas & escolha do modelo.

Levamos também em conta a dissipagao do sistema, e para isso analisamos dois mo-
delos distintos: um fenomenolégico, onde a equacao mestra é deduzida adicionando-se os
decaimentos do atomo e do campo independentemente da interacao entre eles, e outro mi-
croscépico, onde a equagao mestra é deduzida considerando-se a interacao entre o &tomo
e o campo. Investigamos, entao, o que acontece quando se tem dois dtomos interagindo
com o mesmo campo na cavidade, analisando, por exemplo, a geracao "espontanea" de
correlacoes entre os dtomos mediada pelo campo, isto é, assumindo que todos os subsis-
temas (dtomo e campo) estao inicialmente no seus estados fundamentais, nés estudamos
a dindmica das correlagoes geradas entre os dtomos. Para quantificar essas correlacoes

utilizamos medidas de discordia quantica e emaranhamento de formacao.



Abstract

The Rabi model is the most complete one has to describe the interaction between
radiation and matter. However, as it is difficult to obtain the exact solution to this
model, many of recent atom-field studies have used the Jaynes-Cummings model, which
eliminates the "counter rotating" terms from the Rabi Hamiltonian in an approach known
as "rotating wave approximation". This approach was very precise to describe many
experiments in quantum optics area in the past two decades, especially in the context of
cavity quantum electrodynamics, where the atom-field coupling g is very weak compared
to the atomic transition frequency wy and the cavity field frequency w.. However, in
recent experiments in the context of circuit quantum electrodynamics, the atom-field
coupling can be comparable to the atom and field frequencies so that the rotating wave
approximation is no longer valid. A first goal of the present work is to examine the validity
of the rotating-wave approximation in the context of circuit quantum electrodynamics.

We also take into account the dissipation of the system, and to do that we have
analyzed two different models: a phenomenological approach where the master equation
is derived by adding the free decay of the atom and the field, regardless of the interaction
between them, and another microscope, where the master equation is derived by taking
into account the interaction between the atom and the field. We then investigate what
happens when one has two atoms interacting with the same field in the cavity, considering,
for example, the "spontaneous" generation of correlations between the atoms mediated by
the field, that is, assuming initially all subsystems (atoms and field) in their ground states,
we study the dynamics of correlations generated between the atoms. To quantify those

correlations we employ measures as quantum discord and entanglement of formation.
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Capitulo 1
Introducao

A compreensao que se tem sobre a natureza da luz e suas aplicacoes tecnolégicas
tem desempenhado um papel importante ao longo do desenvolvimento dos conceitos da
Fisica. Pudemos observar, nas tltimas décadas, muitos avancos no campo da Optica
Quantica, sobretudo no que se refere & interacao da luz com a matéria. Tal interagao é o
objeto de anélise desse trabalho.

Experimentalmente, a interagao dtomo-campo é estudada, por exemplo, dentro da
Eletrodinamica Quéantica de Cavidades (Cavity QED), citada como CQED no restante
desse texto. A CQED pode ser aplicada no regime 6ptico ou de microondas. A versao 6p-
tica, representada esquematicamente na Figura 1, consiste em direcionar um feixe de laser
para o interior da cavidade formada por dois espelhos e, entao, monitorar as mudancas
na transmissao da cavidade causadas pela interacao com os dtomos. Para que se obtenha
uma separacao eficiente do mundo externo, os espelhos utilizados devem ser de boa qua-
lidade, de modo que a reflexao seja a méxima possivel. O campo é quantizado dentro
da cavidade como um conjunto de osciladores harmonicos. Nesse caso é possivel também
analisar a emissao espontanea dos dtomos em modos nao confinados pela cavidade. Para
observar alguns efeitos descritos teoricamente, o acoplamento entre o dtomo e o campo
deve ser muito maior que os tempos de relaxagao da cavidade e do 4&tomo. Tais condigoes,
embora simples de serem formuladas, eram dificeis de se obter experimentalmente, sendo
caracterizadas como "regime de acoplamento forte" [1].

No regime de microondas [2] um ressonador supercondutor tridimensional ¢ usado
para acoplar fétons as transigoes atomicas. Utilizam-se aqui dtomos de Rydberg. A
Figura 2, retirada da referéncia [2], é a representagdo do aparato usado em experimentos
de CQED no regime de microondas. Atomos de Rydberg circulares sdo produzidos em B
pela excitacao de um feixe de dtomos de rubidio emitido em O. Eles cruzam, um por um, a
cavidade supercondutora C e sao detectados em D. Durante o experimento, a temperatura

¢ mantida em torno de 1K para minimizar os ruidos de origem térmica.



Espelhos

Figura 1: Representacao esquemdtica de uma cavidade éptica. Um feixe de laser é

direcionado para o interior da cavidade, onde interage com o dtomo.

Figura 2: Aparato utilizado em experimentos de EletrodindAmica Quéntica de Cavidades

no regime de microondas. Figura retirada da referéncia [2]

Os dtomos de Rydberg em estados "circulares" [3] sdo dtomos cujos estados sdo des-
critos por um nimero quantico principal grande e niimeros quanticos orbitais e magnéticos
maximos. Nos experimentos sao usados dtomos com nimero quantico principal da ordem
de 50. J& a cavidade é um ressonador feito com dois espelhos semiesféricos de niébio
cuidadosamente polidos. Uma fonte S pode ser usada para injetar na cavidade um pequeno
campo coerente. S’, por sua vez, representa uma fonte cldssica de microondas. Esse tipo

de experimento tem ganhado destaque recentemente, sobretudo apés o antincio do prémio



Nobel de Fisica de 2012 para o cientista francés Serge Haroche, pioneiro no estudo de tais
sistemas, e também para o norte-americano David Wineland.

Outros autores, entretanto, tém proposto a implementacao de CQED através de cir-
cuitos supercondutores [4, 5, 6, 7]. Nessa abordagem, um guia de ondas complanar (Figura
3) faz o papel da cavidade e um qubit supercondutor representa o dtomo. Frequentemente,
esse atomo artificial é obtido usando-se caixas de pares de Cooper (qubit de carga - Figura
4a) ou um loop supercondutor iterrompido por uma ou trés jungoes Josephson (qubit de

fluxo - Figura 4b).

Figura 3: Representacao esquemdtica de um guia de ondas coplanar, utilizado na
implementagao de CQED através de circuitos supercondutores. Figura retirada da

referéncia [4]
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Figura 4: (a): Representacao de uma caixa de pares de Cooper (qubit de carga). E; e
C; sao a energia de acoplamento Josephson e a autocapacitancia, respectivamente, e n é
o nimero de pares de Cooper na ilha supercondutora, que é acoplada a uma fonte de
voltagem Vj via um capacitor com capacitancia Cy; (b): Representacao de uma corrente
interrompida por trés jungdes Josephson (qubit de fluxo). I, é a supercorrente que

circula no loop supercondutor. Imagens retiradas da referéncia [6].

Na Figura 3 vemos o esquema de uma linha de transmissao unidimensional e o circuito
LC que a representa. Na figura 4 vemos dois modelos de qubits: o modelo de caixas de
pares de Cooper (Figura 4-a) tem como principal componente uma ilha supercondutora
composta por n pares de Cooper e conectada a um terra por uma jungao Josephson; o
modelo de qubit de fluxo consiste em um loop supercondutor interrompido por uma ou
trés jungoes Josephson (Figura 4-b). Ambos modelos podem ser tratados como sistemas
dtomo-cavidade, sendo a cavidade representada pelo guia de ondas coplanar e os dtomos
representados pelos dtomos artificiais.

Os principais parametros que caraterizam um sistema CQED sao a frequéncia de
ressonancia da cavidade (w), a frequéncia de transi¢ao atdomica (wy) e o acoplamento
entre o 4tomo e o campo (g). Além desses também identificamos a taxa de decaimento da
cavidade (k) e a taxa de decaimento do dtomo (7). Em nossas andlises, usamos sempre
v = 0. A tabela abaixo, cujos dados foram retirados das referéncias [4, 8, 9], mostra os

valores aproximados de w/27, g/27 e /27 para sistemas CQED nos regimes 6ptico e de



microondas, e também na implementacao via circuitos.

Parametro Simbolo Optico Microondas Circuitos
Frequéncia da cavidade w/2m 350 THz 51 GH=z 7TGHz
Frequéncia de Rabi do vdcuo ¢/27 110 MHz 51 KHz 150 M Hz
Decaimento na cavidade K/2m 8 GHz 0,2 MHz 0,9 MH~z

2

A implementagao de CQED através de circuitos é capaz de produzir acoplamentos
mais fortes em relacao a frequéncia do campo na cavidade do que os outros sistemas. A
partir da tabela acima é possivel observar que, para os experimentos com circuitos, g/w
¢ da ordem de 1072, enquanto que para os regimes 6ptico e de microondas é da ordem de
10~* e 107, respectivamente.

O fato de ser possivel atingir acoplamentos fortes permitiu a observacao de fendmenos
que nao eram tao evidentes nos outros regimes, como a assimetria nos picos dos graficos
de transmissao da cavidade em funcao da dessintonia entre a frequéncia do campo de
prova (w,) e do modo da cavidade (w.) [9]. O avango nessa drea possibilitou, também, a
simulagao do efeito Casimir dindmico [10] em microcavidades semicondutoras [11, 12, 13]
ou em experimentos de Eletrodinamica Quéntica de Circuitos [14].

Nesse trabalho, inicialmente sao apresentados os dois modelos mais utilizados para se
entender a interacao atomo-campo: o modelo de Rabi e o modelo de Jaynes-Cummings,
sendo o segundo uma aproximacao do primeiro. Estamos interessados em ver a validade
dessa aproximacao.

Em seguida é feita uma andlise sobre o acoplamento de um sistema dtomo + campo
com um reservatério. A dinamica do sistema é dada por uma equacao para seu operador
densidade, a "equacao mestra". Discutimos duas dedugoes diferentes para a equagao
mestra: uma fenomenolégica e uma microscopica, e o regime em que cada uma é vi-
lida. Veremos que, para um regime de acoplamento forte, a equagao fenomenolégica, ou
"padrao", deixa de ser vilida, e o formalismo microscépico é exigido para explicar os
fenobmenos observados.

O estudo desses modelos é importante para se ter uma correta compreensao dos feno-
menos que ocorrem nesse sistema, sobretudo a luz dos experimentos mais recentes nessa
area. Tém sido sugeridas aplicagoes desses sistemas no desenvolvimento de novas tecnolo-

gias, principalmente na drea de processamento e armazenamento da informagao, e esse



estudo pretende acrescentar informacoes importantes para tais aplicacoes.
Por fim, sao mostrados os resultados obtidos, centrados no estudo de correlacées quan-

ticas e do nimero médio de f6tons dentro de uma cavidade.



Capitulo 2

Interacao radiacao-matéria: os modelos de
Rabi e Jaynes-Cummings

O primeiro modelo a ser descrito aqui foi proposto por I. I. Rabi [15] para descrever
a interacao entre radiagao e matéria. Tal modelo é representado pelo Hamiltoniano que

inclui termos referentes ao campo de radiacdo, ao 4tomo e a interagao entre os dois [16].
H=Hc+Hs+H; . (1)

A parte do Hamiltoniano referente ao campo, quando se ajustam os parametros para

que apenas um dos modos do campo, de frequéncia w, seja excitado, é dada por

~ 1
onde 7 = a'a é o operador nimero, cujos autoestados sdo os estados de nimero, ou
estados de Fock, |n), n = 0,1,2.... No restante do texto, por simplicidade de notacao,

omitiremos o circunflexo sobre os operadores.

Desprezando-se a energia do ponto zero, obtemos o Hamiltoniano do campo:
He = hwa'a . (3)

Ja o termo que representa a energia do dtomo pode ser obtido considerando-se um

dtomo do tipo hidrogénio, cujos niveis sao determinados por

2
Aqui, E; s@o as auto energias e |¢;) os autoestados. O conjunto {|¢;)} forma uma base

ortonormal, sendo vélida a relagdo de completeza I = Z |;) (&;]. Assim,

Hy=THyI= Z ‘¢z> <¢z‘ Hy }¢j> <¢J| = ZEz ‘¢z> <¢z’ : (5)

1:7-]'
Estamos interessados apenas na transi¢ao entre dois niveis do dtomo, |¢p,) e |p,), de

modo que

Ha = Er|d) (1] + E2[¢) (5] (6)

7



onde a diferenca de energia entre os niveis é Fy — F; = hwg, com wy sendo a frequéncia

de transicao entre os niveis.

Estabelecendo uma energia média como referéncia F,, = @, escreve-se

Fuw
B, = E,——2. (7)
2
Desse modo, a equagao (6) torna-se:
hwo
Ha = Ep {[¢1) (01] + |02) (02|} + 9 {102) (Da] — [01) (¢4} - (8)
Colocando o zero de energia sobre E,, e renomeando |¢,) = |g) e |¢,) = |e),
huw fuw
HA:TO{|€> (e| = g) <9|}:TO (Tee = 0gq) - (9)

Se |e) = ((1)) elg) = ((13), pode-se obter a matriz de Pauli:

le) (e —|g) (9] = =0, . (10)
0

Logo, temos a parte do Hamiltoniano referente ao dtomo:

1
HA = 575’(")00-,2 . (11)

O termo de interacao dtomo-campo é obtido a partir de uma aproximacao de dipolo,
que é valida quando o comprimento de onda do campo é muito maior que o raio atdémico[17].

A interaga@o entao fica
H

le—d-ﬁz—e(?-ﬁ). (12)

Considerando também aqui um dtomo de dois niveis e um tnico modo do campo,

aprisionado dentro de uma cavidade de volume V', obtém-se [17]:
H; =h {gaa+ + g*a'o, + gao_ + g*aTa_} , (13)

onde a constante de acoplamento g é dada por




— —

_) , . A . Z
onde d = e 1 é o operador dipolo atémico, k£ é o vetor de onda do modo do campo
eletromagnético, € é a polarizacao do campo e ¢y é a permissividade elétrica do vacuo.

Assumindo g real, a parte da interacao, entao, fica:
Hy=hg(a+al)(op+0). (15)
Assim, obtém-se o Hamiltoniano total (1), conhecido como Hamiltoniano de Rabi:
H = hw.ala + %hwoaz + g (aoy +alo_ +ao_ +d'oy) . (16)

Quando se olha para a parte da interagao nesse Hamiltoniano, é possivel notar termos
de dois tipos: aqueles conhecidos como girantes (ao, e a'o_) e os contragirantes (ao_
e aloy) [18]. Os primeiros representam, respectivamente, a absorcio de um féton pelo
dtomo, com a transicao do estado fundamental para o excitado, e a emissao de um fé-
ton pelo dtomo, com a transi¢ao do estado excitado para o fundamental. J& os termos
contragirantes causam estranheza a primeira vista, sendo chamados de nao conservativos
por muitos autores, pois aparentemente implicam em uma violacao na conservacao da
energia [16]. Como exemplo dessa suposta violagao, consideremos um dtomo que esteja
no estado fundamental |¢g) no interior de uma cavidade sem f6ton algum (campo no estado
de vacuo |0)). O termo contragirante a'o leva a uma situacio aparentemente absurda,
possibilitando a criagao de um féton a partir do vacuo: |g) ®|0) — |e) ® |1). Entretanto,

pela equagao de Heisenberg, vemos:

g 1 00

%—ﬁ[e,H]—l—E. (17)
Fazendo 6 = H (0),

dH 1

& IHH =0. 1

=0 (9

O resultado mostra que a energia é sim uma constante de movimento. O aparente
paradoxo é desfeito quando tratamos a energia total do sistema nao como sendo apenas a
energia do &tomo mais a energia do campo, mas acrescentando a energia de interagao entre
o atomo e o campo. Desse modo, a energia total no Hamiltoniano de Rabi é conservada.

O modelo de Rabi é o mais completo e adequado para se descrever a interacao
entre dtomo e campo. Entretanto, as solugoes analiticas para esse modelo [19] s@o sofisti-

cadas e de dificil utilizagao, e por isso muitos trabalhos recentes tém recorrido ao modelo



de Jaynes-Cummings [20], que elimina do Hamiltoniano do sistema os termos “contra-
girantes”, em uma aproximacao conhecida como “Aproximacao de Onda Girante”. Tal
aproximacao mostrou-se bastante precisa para descrever muitos experimentos em 6ptica
quantica nas tltimas duas décadas, em especial na drea de eletrodindmica quéntica de
cavidades, onde o acoplamento dtomo-campo g é muito fraco comparado as frequéncias de
transicao atomica wy e do campo na cavidade w. No entanto, em experimentos recentes
no contexto de eletrodindmica quantica de circuitos [9, 7] tem sido possivel obter valores
para o acoplamento dtomo-campo comparéveis as frequéncias do dtomo e/ou do campo,
de modo que a aproximacao de onda girante deixa de ser valida.

Para compreender melhor essa aproximacao, vamos escrever o Hamiltoniano de Rabi

na representacao de interagao, usando para isso uma transformacao unitdria:

H =Ul HU,— Hy, (19)
onde
iHgt
Uy=¢e (20)
€
1
Hy = hwa'a + §hwoaz . (21)

Procedendo dessa forma, obtemos:
H; = hyg (aoy A alo e‘mt) + hg (ac_ €™ + alo, e ™), (22)

onde A =w—wpew=w+uwp .

A Aproximacao de Onda Girante consiste em desprezar os termos mais oscilantes desse
Hamiltoniano. Através de uma média temporal, verifica-se que os termos do segundo
parénteses podem ser negligenciados quando |A| << @, se g (a) /& << 1, onde (a) ~ /7,
onde 7 é o niimero médio de fétons do campo.

O Hamiltoniano na representagao de interagao entao fica:

H; = hg (acy e +alo_ e727) . (23)

Aplicando-se a transformacao inversa, obtem-se o Hamiltoniano na representacao de

Schrodinger com a aproximagao de onda girante:
1
H = hwa'a + §hwgaz + g (acy +alo_), (24)
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que é conhecido como Hamiltoniano de Jaynes-Cummings [17].
Esse Hamiltoniano pode ser resolvido analiticamente de maneira simples. Os autoes-

tados, com as respectivas autoenergias, sao os seguintes:

fuw
o) = 19,0) - EOZ—TO;
+ . + Wo h
) = cosby,le,n—1) —sinb,|g,n) — E; Zh[(n—l)w—i—?} _§(Qn_A) :
h
i) = sinfulen—1) +costylg.n) — By =h|mw— 2] +3(Q-4)
onde

Q, = VAZ+4¢’n;

Q,—A

sinf, = ;

V(©, = A+ 4g2n
29v/n

\/(Qn — A +4¢n

cosb, =

Muitos trabalhos mais recentes, entretanto, tém obtido um regime de pardmetros onde
a aproximagao de onda girante [21, 22, 23] pode nao ser mais vilida, e outros tém proposto
aproximagoes analiticas para o Hamiltoniano de Rabi [7, 19, 24, 25, 26]. Alguns autores
mostraram também que os termos contragirantes sao responsdveis por virios fenémenos
quanticos novos, como transigoes de fase quanticas [27] e gera¢ao de emaranhamento entre

o dtomo e a cavidade [14, 28].
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Capitulo 3
Equacoes mestras

Os modelos tedricos descritos até agora sao importantes para descrever o que acontece
na interagao entre a matéria e a radiacao. Entretanto, uma consideracao ainda resta a
ser feita: em experimentos, os sistemas de interesse nao sao isolados, e sim abertos,
interagindo com outros sistemas. Aqui trabalharemos com um sistema S fracamente
acoplado a um reservatério R, tendo este um nimero infinito de graus de liberdade.

Diferentemente do que ocorre com os sistemas fechados, a dindmica quéantica de um
sistema aberto geralmente nao pode ser representada por uma evolugao temporal unitdria.
Na maioria dos casos, torna-se apropriado formular tal dindmica através de uma equacgao
de movimento para seu operador densidade, a chamada "equagao mestra".

No caso em que um sistema estd em um estado de mistura - isto é, pode assumir
qualquer estado Wj>7 com j = 0,1, ..- toda informagao pode ser encontrada no operador

densidade [29, 30]:
p=D Py ) (el =D o [w5) (wyl - (25)
J=0 j=0

Nota-se que este operador s6 possui os elementos diagonais do operador na base {}¢j>},
e podemos facilmente reconhecer que cada um desses elementos (¢,,| 0 |¥,,) = Py, y = P
representa a probabilidade P,  de se encontrar o sistema no estado [1,,). A soma de

todas as probabilidades deve ser, claramente, 1. Logo, o trago de p é igual & unidade.

Trp=Y (Wplpl,)=> Py y=1. (26)
m=0 m=0

Podemos também reescrever o operador densidade (25) na base de autoestados do

Hamiltoniano do sistema: {|u,,)}. Nessa base, p = Z Prm M) (n]. O significado fisico

dos coeficientes p,,, da matriz densidade nessa base também merece destaque: os termos
diagonais (p,,,,) representam a probabilidade de se encontrar o sistema em um determi-
nado estado (|u,,)), e sdo chamados de "populagoes". J4 os termos "cruzados" expressam
os efeitos da interferéncia entre |u,,) e |u,) quando [1,) é uma superposigao linear coerente

desses estados. Por isso, esses coeficientes sao chamados de "coeréncia".
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Consideremos agora dois sistemas (1) e (2) acoplados, gerando um sistema global (1)
+ (2). O espago dos estados é o produto tensorial £ = £ ® &. O operador densidade
p do sistema global é um operador que atua em £. A construgdo de um operador p; (ou
py), que atua apenas em & (ou &) é feita a partir do conceito de trago parcial.

Se {|uy, (1)) } forma uma base de &1, e {|v, (2))} forma uma base de &, entao {|u, (1)) @
|vp (2))} forma uma base de £. Nessa situacdo, os elementos de matriz do operador p,

sao dados por:
(n (D] py ftm (1)) =D~ [ (D] (0 ()]] p [ (1) [0, (2))] (27)

isto é, p; é obtido através de p por um trago parcial sobre as varidveis de (2):

pr="Trep . (28)

Pode-se também verificar que:

TTp = TT’(l) (TT(Q)p) == T?”(g) (T?“(l)p) . (29)

Para um sistema que é uma mistura de estados, a evolugao do operador densidade é

dada pela equagao de Liouville-von Neumann:

dp

=——|[H,p| . 30
L H.1) (30)
No Apéndice A pode ser encontrada uma disucssao mais detalhada sobre o operador
densidade. De posse dessas ferramentas, passamos agora a andlise da equagao que repre-

senta a dindmica de um sistema aberto. No restante desse texto consideramos h = 1.

3.1 A equagao mestra em uma abordagem fenomenolégica
Para um sistema em contato com um reservatorio, a equacao mestra fenomenolégica

pode ser escrita da seguinte forma [31]:

W ) _ il (1) ps (0] + £ (05 1) (31)

Aqui, toda a informacao acerca do reservatério estd contida no super operador £, que
¢é dado por:
L(ps) = La(ps) + Ly (ps) + Laa (ps) + Lar (pg) (32)

onde:
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Lo (ps) =77 (ng+1)D[o_] pg+~y(n)D [04] ps descreve a interagdo do dtomo com um
reservatorio térmico. /2 é a taxa de decaimento atomico e n, é o nimero médio de f6tons
térmicos devido a interacao do dtomo com o reservatoério;

Lslps) = k(ng+1)Dla] pg + £(n)D [a'] pg descreve a interagdo do campo com o
reservatério térmico. /2 é a constante de decaimento do campo, e ny é o nimero médio
de fétons térmicos devido & interacao do campo com o reservatorio;

Lia [ps] = v,n D [0:] ps representa um reservatério de fase atuando no atomo. v, /2 ¢
a taxa de defasagem do dtomo;

L [ps] = TppD [n] pg representa um reservatério de fase atuando no campo. I'y,/2 €
a taxa de defasagem do campo;

Em todos os casos, D [L] pg = LpgL' — 1L Lpg — 1pgLTL.

A obtencao da equagao (31) leva em consideragao as seguintes aproximagoes [32]:

1. Aproximacao de Born: considerando o sistema fracamente interagente com o reser-

vatorio, podemos usar a seguinte aproximagao: pg, p(t) = pg(t) ® pr(t) , pr(t) =

pr (0) = pp.

2. Aproximacao de Markov: a evolucao no tempo ¢ nao depende do que aconteceu até
t' ("falta de memoria"). Consideramos, entao, pg (t) = pg (t') . Podemos pensar na
evolugao do sistema: pg (t) varia muito lentamente com relagao a troca de energia
entre os infinitos modos do reservatério. Ou ainda, H oscila muito rapido, em
comparagao com a evolugao de p,, de modo que pg (t') é constante se comparado
com H (t'). A condic@o bésica para se fazer essa aproximagao ¢ que as fungoes de
correlagdo do reservatério (B, (t) Bs(0)) decaiam em um tempo suficientemente
pequeno comparado ao tempo de relaxacao, o que acontece quando se considera um

reservatorio infinitamente grande.

3. Aproximagao de onda girante: elimina da equagao mestra termos que oscilam muito

rapido em comparacao com a escala tipica de tempo da evolugao do sistema S.

No tratamento fenomenolégico considera-se o decaimento do dtomo independente-
mente da presenca do campo, e o decaimento do campo independentemente da presenca
do atomo. Entao, assume-se que, mesmo quando o datomo e o campo interagem, seus

decaimentos individuais permanecem inalterados. No Apéndice B deduzimos as equacoes
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mestras que descrevem o decaimento do dtomo e do campo quando estes econtram-se

sozinhos.

3.2 Derivagao Microscépica da Equacao Mestra

Para essa dedugao, seguiremos o roteiro apresentado em [32]. As aproximagoes uti-
lizadas aqui sao as mesmas mencionadas na se¢ao anterior.

Inicialmente, consideramos um sistema atomo + campo, e um reservatério modelado
como um conjunto de osciladores harmoénicos. O operador densidade e o hamiltoniano

totais sao dados por:

Ps+r © (33)
H = Hs+ Hg+ Hy, (34)

RS
|

onde Hg, Hr e H; sao os Hamiltonianos do sistema, do reservatoério e da interacao entre
eles, respectivamente.

Para encontrarmos a evolucao temporal do operador densidade, fazemos, entao, a
transformacao p(t) = U(t)p(0)UT(t) , onde U(t) = e~"0t com Hy = Hg + Hp.

Na representacgao de interacao, escrevemos a equagao de Liouville-von Neumann (30):

WO _ ita, (1), 1) (35)

Doravante, por simplicidade, omitiremos o indice / em p;:

P = im0, 1) (30

Integrando formalmente essa equagao,

‘A%W:%AUMWMWW; (37)

t
plt) = p(0) =1 [ [Hi(®),plt) . (39)
0
Para obter o operador densidade relativo ao sistema (pg), no qual estamos interessados,

basta tomar o trago parcial sobre as varidveis do reservatorio:

ps = Trr(p) — ps(t) = Tra(U)p(0)U'(t)); (39)
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Derivando no tempo, obtemos:

s _ 2 [ Tral ), o))t = ~iTra Hy (1), (1) (41)

Substituindo (38),

dp;(t) = —iTrp [HI (), (p (0) —i /0 t [H, (¢, p ()] dt/)} ; (42)

t

dpg (t)
dt

Calculando o primeiro termo da equacao (43): como o reservatério é considerado

T [H (1) p (0)] — / TralHr (1) [H: (f), p ()] d.  (43)

como um conjunto de osciladores, podemos escrever pp (0) = p; (0)®p, (0)®...® p, (0) =

H pi (0) , onde k refere-se ao k-ésimo modo do reservatoério.
k
A interacao entre o sistema e o reservatorio, entao, fica:
Hi(t) = As(t)@ B(1) , (44)
com B(t) = > g (belt) + 8L (1)) -
k

Nesse caso, Ag (t) é o operador do sistema e B (t) ¢ o operador do reservatério, ambos na

representacao de interagao.

Para um reservatoério térmico,

Pr = H (Z Pylf n)k <”|) ) (45)

sendo esses produtos tensoriais, e sendo P* a distribuicao térmica.

Calculamos, entao Trg [Hy (1), po) :

Tre(Hi(t),po] = Trr(Hp(0)—p(0)H;) =
= [1>_ v (mlHip(0)|m),

“IIS o il o (0) By
k' m
= HZ w (m| Hipg (0) @ Py ), (n|m)w

k,k' n,m

~TI> » (mlps (0) Hr ® PEn),  (nlm)y . (46)

k,k" n,m

16



Considerando que y (n| m)y = 6pm Ok xr, € usando (44):

Tre[Hr (t).po) = [1D_ PrAs(®)ps(0) x(m| B(t)[m),

~TI> Plos (0) As (1) 1 (ml B (t)[m),, (47)

v (m| B (1) [m)y, =y (m]| b (t) + b, () [m),, = 0 (48)

e by (t) = by (0) e~ wrt,

Entao,

Trr[Hi(t),p] =0 . (49)

Logo, a equacao (43) torna-se:

dﬂ;t(t) _ /0 Tr[Hy (1), [Hy (), p (0] dE” 0

Considerando o sistema fracamente interagente com o reservatério, podemos usar a
aproximacao de Born: pg, p(t) = pg(t) @ pr(t) , pr(t) = pr (0) = pg .

dpflt(t) = _T’I“R/O [H; (1), [H; (), ps (') @ pgl] dt’ . (51)

Procedemos agora a aproximacao de Markov, segundo a qual a evolugao no tempo
t ndo depende do que aconteceu até t' ("falta de memoria"). Consideramos, portanto,
pg (t) = pg (t'). Podemos pensar na evolugao do sistema: pg (t) varia muito lentamente
com relacao a troca de energia entre os infinitos modos do reservatoério.

Temos, assim,

dps (1)
dt

. / H (1) [ () s (1) @ o] dF (52)

que é conhecida como a equacao de Redfield. Essa equacao é local no tempo, mas ainda
nao é uma equagao markoviana, ji que a evolugao de pg (t) no tempo depende de uma
escolha explicita das condicoes iniciais em ¢t =0 .

Nesse ponto, efetuamos uma mudanca de varidveis: t' =t —s = dt’ = —ds ,
/=0 = s=t,t'=t = s=0. A equagao (52) entao se torna:

dps (t)
dt

— Trp / [Hy (), [Hy (t— 5), ps (1) © pgl] ds - (53)
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Invertendo os limites de integracao,

dpflt(t) — _Trp /0 [Hr (), [Hr (t—s),ps (1) ® pgll ds (54)

Como Hj (t) é uma fungao oscilante (~ e*™*?), teremos termos do tipo:

HI (t) HI (t . S) ~ e:t2iwte:tiws ou

~ eiiws ) (55)

No nosso caso, w (frequéncia natural do sistema ou do reservatério) é muito grande
comparado ao acoplamento com os modos do reservatério, e t € o tempo de evolugao do
sistema de interesse. Entdo, a integral fot er@sds s6 serd diferente de 0 para tempos muito
curtos.

Desse modo, como o tempo de evolugao do sistema (¢) ¢ muito grande se comparado

ao tempo de correlagao do sistema, podemos reeescrever (54):

U o —ton [ 180181 ¢ =) 05 )0 i) s (56)

que é a equacao de Markov ou Born-Markov.
A terceira aproximacao que fazemos é a aproximacao de onda girante. O hamiltoniano

de interagao na representacao de Schrodinger, na forma mais geral possivel, é:
HI:ZAQ®BCZ' (57)

A, — Operadores do sistema;

B, — Operadores do reservatoério (vide (44));

Como H; = HI, temos A, = Al e B, = BI.

Primeiramente, decompomos H; nos autoestados de Hg : Hg [1)) = €|)).

Podemos obter projetores através desses autoestados: II(e) = |¢ (¢)) (¢ (€)|, com a

relagdo de completeza Z II(e)=1

€

Reescrevendo (57):
H = > A,®B,=)Y T4I® B,

= > D () AII(€) @ B, - (58)

a gel
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As somatoérias de (58) podem ser reescritas como:

DD ID I £

e’ w g—e=
onde a segunda somatoria soma sobre todos os € e ¢’ com uma diferenga fixa w, e a primeira
somatoéria soma sobre todos os diferentes valores de w. Assim, ao invés de somar sobre
todos os autovalores duas vezes, somamos sobre todos os autoestados com uma diferenca
fixa de frequéncia w e depois somamos sobre todas as frequéncias w existentes. A equacao
(58) entao torna-se

Ho= XY Y neanees,

a w e—e=w

= > ) Au(w)® B, (60)

onde

Ao(w)= ) T() AJI(E) . (61)

el—e=w

Os operadores A, (w) possuem as seguintes propriedades:

1. [Hg, Ap (w)] = —wA, (W) ;

[Hg, Al, (w)] = wA], () .

Demonstrago:
[Hs, Ao (w)] = HgAq (w) — Ao (w) Hs
- /;w {HgII () AL () — 11 (¢) AuI1 (¢') Hg}
= EZ {(e =) 1l(e) AL ()} = —wAa (w) -
Analogamente,

[Hg, Al (w)] = > {(£ —e)TL(£) AlIT (2)} = wA] (w) .

el —e=w

2. ) Ag(w) =
> Al () =
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Demonstracao:

Y Aw) = 3N H(e)A ZH ) An Y TI(E)

w g—e=w

= [AJ0= A,

Analogamente,

> Al (w) = Al

w

eiHstAa (w) ef’iHst — ef’itha (CL)) :

e—iHstAL ((.U) eiHst — eithL ((.U) .

Demonstracao:
st A, (w) e st = Z S (e) AGIL (€)) e st
Y ) AT = i, o)
Analogamente, _

efiHstA:rl (w) eiHst — eithL (w) )

T
Al (w) = ( D T(e) AI (5')) = Y I()AI(e) .

el —e=w el —e=w

Efetuando uma mudanca de varidveis: ¢ — ¢’ ;&' — e ;6 —e — e —¢' =

Al (w) = ) () AJI(E) = Ag (—w) .

. [Hs, Af, (w) Ay (w)] =0

Demonstracao:

[Hs, Al (w) Aq (w)] = Hs Al

Da propriedade 1,

—W .



Entao,

[HS, AL (w) Aq (w)} = wAl (W) Ag (w) + AL (w) HsAq (w)

Novamente usando a propriedade 1,

[Hg, Al, (w) Aa ()] = wAT () Ay (w) — wA], (w) Aq (W) = 0.

Voltando ao hamiltoniano de interagao na representacao de Schrodinger:
= A.B, = ZA ) B, = ZAT
Na representagao de interagao,
H () =U' () HiU (t) ; U(t) = e HsTHr!
Portanto,

Hi(t) = ) U (AuBo)U =Y UlULAB.UsUr

= i U;AQUS (UJLLBaU?[R> = Z {U;Aa (w) US} B, (t) .

o,w

Calculando o termo entre chaves:
UlAa (W) Us = Z ¢S () AT (') e st

= Z e E M () AJI(€)) = e A, (w) .

el —e=w

Reescrevendo (64), temos:

=S e ™A, () Ba(t) = Y e Al () BL(1)

com B, (t) = U;BQU r- Ou podemos escrever da seguinte forma:

=> AL (t)B
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onde A, () = Y e ™A, (w).

Voltando a equagao (56):

dps (1) _ —Trg /000 [H; (t),[Hi (t = s),ps (1) prllds .

dt

dps (V) _ g, /OOO ds [Hy (), Hy (t — ) ps (t) pr — ps (t) prHi (t = 5)]

- —TTR/OOOds{HI<t>HI<t—s>pS<>pR Hi (1) ps (1) prH ( — )

— Hy (t = 5) ps () prHi (£) + ps (8) prHr (t — ) Hy (1)} .

dpst(t) =Trgp /000 ds {Hy(t—s)pg (t) prHr (t) — Hi (t) Hr (t — s) pg () pp + h.c.} .
(68)

Usando (67), e também o fato de que H; (t) = H] (t),

dpg (t
Ps—(> = TTR/; dS{ZABt—S)Bﬁt_S Ps IORZAT

dt
B

ST AL BLW) Y At~ 5) Byt — ) pg (1) pg + e . (69)
! B

Agora, substituimos A, (t) = Z e A, (w):

w

dp (t) > —iw(t—s W
e A5 32 ¢ A ) B 0 =905 ) 3 141 () BLD

a,w’

—Zei”'t/ll( Ze =) Ag (w) By (t = 5) ps (t) p + he} - (70)
Efetuando o traco sobre as varidveis do reservatério:

Trr (Bs(t—s)ppBL () = Trr(BL(t)Bs(t—s) pr)
(BB ) (1)

Substituindo o resultado:

d/);t<t) — /OOO ds { Z e AL (w) pg () A W') (Bl (t) Bg (t — s)) e™*

a767w7w/

. Z ei(w’—w)tAL (w/) Aﬁ ( <B BB (t — 5)> s hc} .

a?ﬁ?"‘)?wl
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Portanto,

dpcsi't(t) — Z ei(w’—w)t Fa,,@ (w) {Aﬁ (w) pSA(Tx (w/)

a’/B7w?wl

— AL (W) Ag (w) pg () + hc.} (72)

o0

onde T, 5 (w) = /ds e“s (B (t) Bs (t — s)).
0
Da aproximagao de Born, pp(t) =~ pgp(0) = pgp. Logo, a fungdo de correlagao do

reservatorio (71) é homogénea no tempo:

(BL(#) Bs (t = 5)) = (Bl () Bs (0)) . (73)

Efetuamos agora a aproximagao de onda girante (RWA): para w # ', a equagao (72)

seré altamente oscilante. Consideramos, entao, w = w'.

dps (t)

T D Tap (W) {As (w) psAl (@) — AL (@) Ag (@) ps (1) + hc.} . (T4)
a,B,w
Temos que:
Doy () = / ds ¢ (Bl (1) By (t — s)) = %W (@) + S5 (@) . (75)

Aqui definimos as seguintes matrizes hermitianas:
Yap (@) = Tap (W) + 15, (W) e (76)

1 *
Sup (@) = 57 (Tap () = T () (77)
onde V;5 = Vg4 € Sog = Spa-
Partindo de (76):

Yap (@) = Tag(w) + T, (W)
— / ds e (B! (s) Bs (0)) + /0 ds e~ s <B£; (s) Ba (0)>*

0

= / s (Bl (s)Bs (0)) + /0 s s (Bl (0)Bs(s)) .  (78)

0

Reescrevendo a segunda integral de (78), fazendo as seguintes transformagoes: s = —u,
ds=—du,s=0—u=0,s =00 — u= —00.
/ ds e (B} (0) Bs (s)) = / —du e (B} (0) Bg (—u)) . (79)
0 0
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Como (B (0) Bs(—u)) ¢ uma fun¢do homogénea no tempo, (B, (0) Bs(—u)) =

(B] (u) B (0)). Reescrevemos (79), entdo, invertendo os limites de integracao:

/000 dse™™* (B} (0) B (s)) = / du " (B} (u) Bg (0)) . (80)

Substituindo em (78):

0

Vo (W) = /000 ds e <BL (s) Bg (0)> + / ds e* <BT s) Bg (0)>

— /Oods e (B} (s) Bs (0)) . (81)
Agora, entiio, reescrevemos (74):
W51 S 00y () Ap (@) p Al () — T () AL () As () 5 (1)
e () Ao ()5 ) — Top )5 O AL An ()} . (82)

Fazendo as trocas « «— [ e [ «— «a nos dois ultimos termos (pois sao indices

mudos),
W51 S 00y () Ap (@) P Al () — T () AL () As () 5 (1)
a,fB,w
TS, (@) Ap () psAl (@) — T (1) (@) AL () A5 @) } . (83)

De (76) e (77) temos que:

1

5780 — iSﬂ,a' (84)

1 , .
Lop= “Yap T 1503 — Fa,B = 5

2

Para encontrarmos a expressao final da equacao mestra microscépica, substituimos

(84) em (83):

W) S Dy () + T ()5 () 5L ()
a,Bw
(5o F 1508) AL () A3 () s (1)
(5 — iSu)ps (1) () AL () A5 (@)} (5)
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Usando (76),

W) S sl () sl () +

a,fB,w

5 AL (@) A5 () ps (1) — s (1) () AL (@) A5 () )
i SuslAL (@) Ag () ps ()

aﬁg’w

—ps (1) (w) AL (w) Ap (w) } - (86)
Finalmente,

dﬂfl_;ﬂ = Y A5 ) 5L () — 1AL () A5 () s (1)

a,B,w
—i[ ) SapAl (W) Ag (@), 05 (D)] . (87)
a,B,w
Ou seja,
PO i (Hys. s (0] + D (s 1) (53)
onde

His =) Sap (W) Al () As (W) (89)

a,B,w

é o "Lamb Shift Hamiltonian", e
=D Vapl(As (@) psAl () — %[AL (W) Ap (W), ps (B)]) (90)
a,Bw
é o termo da dissipagdo. A expressao (90) é geral e vale para qualquer tipo de den-
sidade espectral do reservatério. Vale lembrar, porém, que as aproximagoes envolvidas
(Born e Markov) restringem esse resultado a sistemas que interagem fracamente com o
reservatorio.

Por fim, da propriedade 6, é facil observar que

[Hps, Hs] =0 . (91)

3.3 Calculo numérico

Para o estudo das equagoes mestras apresentadas, foram feitas simulagoes computa-
cionais utilizando o software MatLab ™.

No caso da equacao mestra fenomenoldgica, os cdlculos numéricos sao mais simples,

sendo necessdrio apenas estabelecer a base do sistema ({|n)} para o campo e {|g),|e)}
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para o atomo), truncar a base de Fock do campo em algum np,.; e entdo integrar as
equagoes de movimento (31), utilizando o algoritmo em [33].

J& a equagao mestra microscépica exige cdlculos mais sofisticados. Primeiramente
temos que determinar todas as autoenergias e os autoestados do sistema (H [1)) = € [¢))
e, em seguida, ordend-las de maneira crescente (g1 < g2 < €3 < ... < &,). Estabelecemos,
entdo, as diferencas entre as autoenergias w = ¢ — €’ e calculamos os operadores A, (w)
(61). De posse desses resultados, podemos calcular o termo dissipativo da equagao mestra
microscépica (88) e, a partir dai, seguir o mesmo caminho dos célculos feitos para a
equagao fenomenolégica. O "Lamb Shift Hamiltonian" (89) causa apenas um pequeno

desvio na energia, sendo desconsiderado em nosso trabalho.
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Capitulo 4

Analise do nimero médio de f6tons em uma
cavidade com um atomo

A aproximacao de onda-girante, discutida no Capitulo 2, tem se mostrado suficien-
temente precisa para descrever muitos experimentos em Optica Quantica nas ultimas
décadas. Especialmente no contexto da CQED, onde o acoplamento dtomo-campo g é
muito fraco se comparado & frequéncia de transicao atomica wg e a frequéncia do campo
na cavidade w, os resultados obtidos sdo bastante satisfatérios [34]. Entretanto, nos
experimentos mais recentes na érea de Eletrodindmica Quéntica de Circuitos [7], este
acoplamento pode ser muito forte, comparavel as frequéncias do dtomo e/ou do campo,
de modo que a aproximacao de onda girante deixa de ser vdlida.

Assim, um dos principais ojetivos do nosso trabalho é compreender adequadamente
a validade da aproximacao de onda girante no contexto da Eletrodindmica Quéntica de
Circuitos. Para tal andlise, sao apresentados a seguir graficos do nimero médio de fétons
na cavidade e da populacao atomica, ambos em funcao do tempo, em varias situagoes
diferentes. O nimero médio de fétons é dado por (n) = T'r (paTa), enquanto que a
populagao atomica é dada por Pg = Tr (poe.). Utilizamos temperatura 7" = 0 em todas
as simulagoes.

Na Figura 5, temos o grafico para o caso ideal (sem dissipagoes), para diferentes valores
da constante de acoplamento g, sendo utilizados nos cdlculos o modelo de Rabi e a equagao
mestra microscopica. Nessa situagao, o sistema é preparado no estado inicial |g0), isto &,
atomo no estado fundamental |g) e campo no vacuo |0), a dessintonia entre o 4tomo e o
campo ¢ A = w — wy = 0, e a base utilizada para o campo é truncada em n,,, = 11.
Esse nmax = 11 foi escolhido com base nas simulagoes numéricas que realizamos, onde

observamos que tal ny,., j4 nos dava resultados muito precisos.
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Figura 5: Gréfico do nimero médio de f6tons (a) e da populagao atomica (b) em fungao
de wt, usando o modelo de Rabi sem dissipagao, para A =0,y =k =0 e g = w (linha

vermelha tracejada), g = 0, 75w (linha verde sélida) e g = 0, 35w (linha azul pontilhada).

Podemos observar em ambos os gréficos as oscilagoes devidas & escolha do modelo de
Rabi. Ocorre aqui uma troca de energia periédica entre o campo e o dtomo, representada
pelo padrao oscilante no grafico. Quanto ao modelo de Jaynes-Cummings, na auséncia
de dissipacoes, ele prevé que o sistema nao saird de seu estado fundamental, ou seja, se o
estado inicial é |g0), o nimero médio de f6tons serd sempre igual a zero, para quaisquer
valores de acoplamento.

A préxima andlise é feita para o caso em que hd dissipacao apenas na cavidade.
Novamente sao apresentados graficos da evolucao temporal do niimero médio de fétons e
da populagao atomica, utilizando a equagao mestra microscépica. O valor escolhido para
a constante de decaimento do campo foi k = 0, 5w. O primeiro gréafico refere-se ao modelo

de Jaynes-Cummings (Figura 6).
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Figura 6: Gréficos da evolucao temporal do nimero médio de fétons na cavidade e da
populagao atdmica (as curvas sdo iguais), usando a equac¢ao mestra microscopica e o
modelo de Jaynes Cummings, para A =0, v =0, k = 0, 5w, ¢ = w (linha vermelha

tracejada) e g < w (linha azul sélida).

Podemos observar que apenas para o caso em que g = w ocorre uma alteragdo no
nimero médio de fétons e na probabilidade do dtomo estar no estado excitado, levando
o sistema ao estado assintético em que < n >= Pr = 0,5. Isso pode ser entendido se

analisarmos os autoestados e as autoenergias do Hamiltoniano de Jaynes Cummings:

hw
Yo) = 19,0) - Ey = —TO,
+ . + Wo h
‘¢n> = cosb,|e,n—1) —sinb, |g,n) — E Zh[(n—l)w+7] _§(Qn A),
h
‘@/J;> = sind, |e,n — 1) 4+ cosb, |g,n) — E;ZH[TLCU—%}—G—§(Q”—A),
onde

Q, = VAZ+4¢%n ;
: Q,—A
sinf, = ;
V(@ = A) 1 4g2n
29v/n
\/(Qn — A)’ +4¢2n

O gréfico apresentado na Figura 7 nos ajuda a compreender o que acontece com as

cosf, =

autoenergias nesse modelo. Para w = wy, observamos que o estado fundamental é [1),)
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apenas quando g ¢ menor que w. A partir de entdao, o estado fundamental passa a ser
Wﬁ e, no caso em que hé dissipacao, sera esse o estado assintético do sistema. Note que

para g/w > /2 4+ 1 o estado assintético passa a ser W)D

3 I | I | I
0 0.5 1 15 2 25 3

g/o

Figura 7: Gréfico das 5 primeiras autoenergias do Hamiltoniano de Jaynes-Cummings.

Em seguida temos os graficos da evolucao temporal do nimero médio de fétons na
cavidade e da populagdo atomica, referentes ao modelo de Rabi (Figura 8) e o gréfico
comparativo entre os dois modelos, para o caso em que g = w (Figura 9). No inset da
Figura 8 temos os gréaficos em funcao do acoplamento g, para um tempo suficientemente
longo tal que os sistemas se encontrem no estado assintético.

Uma andlise para a situacao em que ha dissipacao na cavidade e no dtomo mostra
graficos muitos similares aos apresentados acima, levando o sistema a atingir o mesmo
estado assintético. A inclusao da dissipacao no dtomo resulta apenas em um tempo

diferente para se atingir o estado assintético.
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Figura 8: Gréficos da evolugao temporal do nimero médio de f6tons na cavidade (a) e

da populac@o atomica (b), usando a equagao mestra microscopica e o modelo de Rabi,

para A =0, 7 =0, k = 0,5w, ¢ = w (linha vermelha tracejada), g = 0, 75w (linha verde

solida) e g = 0, 35w (linha azul pontilhada). No "inset", os gréficos do nimero médio de

fétons e da populacao atomica em funcao de g.
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Figura 9: Gréficos da evolugao temporal do nimero médio de fétons na cavidade (a) e
da populagao atdomica (b), usando a equacdo mestra microscépica e comparando os
modelos de Rabi (linha verde sélida) e Jaynes-Cummings (linha vermelha tracejada),

usando A=0,7v=0,k=0,5w e g = w.
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Aqui observamos que a diferenca entre os resultados previstos pelos dois modelos para
o nimero médio de fétons no estado estaciondrio diferem em aproximadamente 27%. No
caso da populacao atémica, o modelo de Jaynes-Cummings prevé um resultado 82% maior
que o previsto pelo modelo de Rabi.

Uma outra motivacao surge quando se comparam as dedugoes fenomenolégica e mi-
croscépica para a equagao mestra. A abordagem fenomenolégica considera os decaimen-
tos do dtomo e do campo individualmente, enquanto que a dedugao microscépica leva em
conta a interacao entre eles. Entender o que ocorre com a equacgao mestra nos regimes de
acoplamentos fraco e forte também é um propdsito deste trabalho, uma vez que a equagao
fenomenoldgica é limitada e coincide com a microscépica apenas sob certas condigoes
(acoplamento fraco) [35]. Assim, apresentamos o gréfico do nimero médio de fétons na
cavidade e da populacao atomica em funcao do tempo, quando h& dissipacao no campo

(k = 0, 5w), utilizando a equagao mestra fenomenoldgica e o modelo de Rabi (Figura 10).
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Figura 10: Graficos da evolugao temporal do nimero médio de fétons na cavidade (a) e

da populagao atomica (b), usando a equagao mestra fenomenoldgica e o modelo de Rabi,

para A =0, v =0, k =0, 5w, g = w (linha vermelha tracejada), g = 0, 75w (linha verde
sélida) e g = 0, 35w (linha azul pontilhada).
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Podemos, agora, comparar os resultados obtidos para as equacoes mestras fenome-

nolégica e microscopica. Para g = w, encontramos o grifico mostrado na Figura 11.

1.6 T 0.5
(a) (b)
1.4r =+ ==== Fenomenologica | - 0.45¢ «==+ Fenomenolégica| |
: : == Microscépica 0al = Microscopica i
120 &% 1 o,
i3 o3s| i f
= = - ¥, AL P FEESsamEmEEEEmEEEEEEE
- L] - v‘ * LFL
i | o3(si |
O =
A O S N " rl -
c o8 ¢ 1 2™ 025 1
vV 4 . :
4
ok {\ ] 0.2 1
E 0.15 7
0.4 ._'. 7
. 0.1 7
('J.ZE 7 0.05 ]
0 I 1 0 L L
0 10 20 30 0 10 20 30
ot ot

Figura 11: Gréficos da evolugao temporal do nimero médio de f6tons na cavidade (a) e
da populagao atomica (b), usando o modelo de Rabi e comparando as equagoes mestras
fenomenoldgica (linha azul pontilhada) e microscépica (linha vermelha sélida), para

A=0,vy=0,k=0,beg=w.

Podemos observar com esses resultados que, para um acoplamento muito forte (¢ = w),
os resultados previstos pelas equagoes mestras fenomenolégica e microscépica sao bastante
diferentes entre si. A diferenca entre os valores do nimero médio de fétons no estado
estaciondrio ¢ de 23%, e no caso da populacao atomica é de aproximadamente 18%. A
mesma comparac¢ao pode ser feita para um acoplamento mais fraco (mas ainda assim

forte). No caso em que g = 0, 35w, temos o gréfico abaixo:
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Figura 12: Graficos da evolugao temporal do nimero médio de fétons na cavidade (a) e
da populagao atomica (b), usando o modelo de Rabi e comparando as equagoes mestras
fenomenolégica (linha azul pontilhada) e microscépica (linha vermelha sélida), para

A=0,7v=0,k=0,5eg=0,35w.

Aqui, o resultado previsto pela equacao mestra fenomenoldgica foi aproximadamente
87% maior que o previsto pela Microscépica, no caso do nimero médio de fé6tons. No
gréfico da populagao atomica, esse valor chegou a 125%.

Apresentamos agora os graficos do niimero médio de fétons e da populagao atomica em
funcao do acoplamento, onde é possivel notar uma coincidéncia das curvas para valores

pequenos de g, e uma divergéncia a medida que o acoplamento torna-se mais forte.
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Figura 13: Gréficos do nimero médio de f6tons (a) e da populagao atomica (b)
estacionarios em funcao do acoplamento g, usando o modelo de Rabi, k = 0, 5w e as

equagoes mestras fenomenoldgica (linha azul pontilhada) e microscépica (linha vermelha

solida).

Em um trabalho recente [7], Beadoin et. al. propuseram uma solugdo aproximada

para o Hamiltoniano de Rabi. Para tal, aplicaram ao Hamiltoniano a transformacao:
U =exp {A (aa_ — aTmr) +¢ (a2 —al 2) UZ} , (92)

onde A = g/(w+wp) e & = gA/2w. Procedendo dessa forma, obtem-se o chamado
"Hamiltoniano de Bloch-Siegert", sendo desprezados termos de segunda ordem ou mais
em A.

Hps = (w+ po,) a'a+ %az +g(aoy +d'o_), (93)

com p = g*/ (w + wp) e w, = wo + . Os autoestados exatos desse Hamiltoniano sao:

In,+) = —sinb, |e,n — 1)+ cosb, |g,n)

|n,—) = —cosb,|e,n—1)+sinb,|g,n), (94)

onde o angulo 6,, é dado por:

AZS —[(ABS) + 4gPn
2gy/n ’

f,, = arctan
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com ABS = wy —w + 2un.

Em nosso trabalho, comparamos os resultados previstos por esse Hamiltoniano apro-
ximado com aqueles previstos pelo Hamiltoniano de Rabi, usando a equacao mestra mi-
croscopica. O gréfico abaixo (Figura 14) mostra o nimero médio de fétons e a populagao

atomica em funcao do acoplamento g, para k = 0, bw.
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Figura 14: Gréficos do nimero médio de f6tons na cavidade (a) e da populagao atomica
(b) em funcao do acoplamento g, usando a equagdo mestra microscépica e os
Hamiltonianos de Rabi (linha verde sélida) e Bloch-Siegert (linha vermelha tracejada),

para A=0,7vy=0e r =0, bw.

Nesse grafico observamos que a aproximacao feita para se obter o Hamiltoniano de
Bloch-Siegert ¢ perfeitamente adequada para situagdes em que ¢g/w nao é muito grande,
com valores menores que 0, 2. Entretanto, quando se tem um acoplamento mais forte que
isso, é visivel a discrepancia entre os dois modelos, de modo que a aproximacao proposta
deixa de ser vdlida em tais circunstancias.

Comparamos também nossos resultados com os obtidos em outro trabalho recente [34].
Ali, os autores mostraram gréficos da evolugao temporal do nimero médio de fétons, uti-
lizando o modelo de Rabi e a equacao mestra fenomenolégica. Um dos casos apresentados
foi o de dissipacao apenas no campo, com x = 0, lw, e um acoplamento de g = 0, lw.

Cons- truimos, entao, grificos do nimero médio de fétons e da populacao atdémica em
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funcao de g para avaliar se, nesse regime de pardmetros, a equacao fenomenoldgica é

adequada.
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Figura 15: Gréficos do nimero médio de fétons (a) e da populagao atomica (b) em
funcao do acoplamento g, usando o modelo de Rabi, k = 0, lw e as equagoes mestras

fenomenoldgica (linha azul pontilhada) e microscépica (linha vermelha sélida).

E possivel observar que, para acoplamentos com valores até g = 0, 1w, como o usado
no artigo [34], a equacao mestra fenomenolégica pode ser usada para descrever o sistema.
Entretanto, novamente notamos que para valores maiores de g, a equagao microscopica

faz-se necesséria.
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Capitulo 5

Interacao com dois atomos

5.1 Correlagoes quanticas

Nesse capitulo estendemos nossos estudos para o caso em que temos dois dtomos
interagindo com o mesmo modo do campo de radiagao, no regime de acoplamento forte,
onde novamente a aproximacao de onda girante deixa de ser védlida e a equagao mestra
microscépica faz-se necessaria. No capitulo anterior notamos que o modelo de Rabi prevé a
geracao de fétons quando o campo ¢ inicialmente preparado no estado de vacuo e o d&tomo
é preparado no seu estado fundamental. Aqui nesse capitulo veremos que a interagao
entre os 4tomos com o campo resulta em uma geragao espontanea de correlagoes entre os
dtomos, mesmo quando estes sao preparados inicialmente em seus estados fundamentais
e o campo no estado de vdcuo. A seguir apresentamos uma breve descri¢ao sobre as
correlagoes quanticas que empregaremos nesse estudo e em seguida apresentamos nossos
resultados.

Correlagoes exercem um papel notdvel em vdrios campos da Fisica, como Fisica Es-
tatistica e Tecnologia da Informagao [36]. Em particular, elas oferecem uma maneira
eficaz de se entender as diferencas entre a Fisica Quéantica e a Cléssica, e é nesse aspecto
que focaremos esta parte do trabalho. Dentre as correlacoes quéanticas conhecidas, esco-
lhemos a discérdia quantica e o emaranhamento de formagao para analisarmos a dinamica
de dois 4tomos que interagem com o mesmo modo quéntico.

A discérdia quantica é construida a partir do fato de que duas expressoes, equivalentes
classicamente, para o cdlculo da informagao mitua entre duas varidveis aleatoérias, diferem
quando sao aplicadas a sistemas quanticos [37, 38]. A essa diferenca dé-se o nome de
discordia quantica.

Na teoria cldssica da informagao, a entropia H(X), chamada de "entropia de Shan-

n

non", representa a ignorancia que se tem sobre uma varidvel aleatéria X, e é dada por

H(X)=—>__pslog, p,, onde p, é a distribui¢do de probabilidade da varidvel X [39]. A

informacgao mitua, que mede a correlacao entre duas varidveis X e Y, é dada por:
J(X:Y)=H(X)-H(X|Y), (96)
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onde H (X|Y) ¢ a entropia condicional de X dado Y. Essa expressdo, conhecida como
informacao mitua de Shannon, mede a quantidade de informacao sobre a varidvel X que
é transmitida através de medidas da varidvel Y.

Usando o teorema de Bayes, ¢ possivel mostrar que H (X|Y) = H(X,Y) — H(Y).

Assim, podemos reescrever a equagao (96):
I(X:Y)=H(X)+HY) - HX,Y). (97)

Para se fazer uma generalizacao do conceito de informacao mitua de modo a abranger
sistemas quanticos, alguns cuidados devem ser tomados. Primeiramente, analisemos a
expressao (97). Todos os itens envolvidos na definicdo da informacdo muitua cldssica
podem ser estendidos a um sistema quéntico, bastando apenas substituir as distribuigoes
classicas de densidade pelos respectivos operadores densidade e a entropia de Shannon
pela entropia de von Neumann: H(S) = H(pg) = —Trs(pglogs pg).

Para obtermos a "versao" quéntica da equagao (96), entretanto, é necessério observar
que a entropia condicional H (X|Y') requer que se especifique o estado de X dado o estado
de Y, ou seja, a informacao mitua dependerd de como for feita a medida sobre a varidvel

X. Assim, para um sistema quantico, a expressao (96) torna-se:
J, (X Y){ij} =H(X) - H (X|{11}'}), (98)

onde {H}f} é o conjunto de projetores que definem uma medida em Y.
A discérdia quantica é, portanto, a diferenca entre as duas expressoes para a infor-

magao mutua no caso quantico:
DX :Y)=1,(X:Y)—J,(X: Y){ij} =H(Y)-H(X,)Y)+H(X[{IL}]}). (99

Em outras palavras, a discérdia quantica de um sistema diz o quanto uma medida sobre
tal sistema altera sua entropia. Um valor nulo para a discérdia quéntica, obviamente,
implica em um caso cldssico.

A outra medida de correlagao quantica que analisamos é o emaranhamento de formagao
(" Entanglement of formation" - EoF), definido como o emaranhamento médio minimo de
um conjunto de estados puros que representa p [40]. Estados emaranhados sdo definidos

como aqueles que nao podem ser escritos como um produto de estados, ou seja, p #
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> pZ ) ® ,02 . O EoF busca quantificar os recursos necessdrios para se criar um estado

emaranhado, e pode ser escrito como [41]:

EoF (pap) = —glogy g — (1 —g)log, (1 —g), (100)

com g = (14 v1—C?/2), onde C é a medida conhecida como "concorréncia". Para o
caso de uma matriz densidade em formato "X", como todas as estudadas neste trabalho,

a concorréncia pode ser dada pela expressao:

C = 2max {07/\1’/\2} A= |P14| - \/P22P33@A2 = |P23| — VvV P11P44- (101)

5.1 Resultados obtidos

Para avaliarmos o efeito da escolha da equacao mestra em medidas de correlagoes
quanticas, apresentamos os gréficos abaixo. Em todos foi utilizado o modelo de Rabi e
o estado inicial do sistema, formado pelos dois dtomos e o campo, escolhido como sendo
[1o) = |gg0). Utilizou-se também para a dessintonia entre as frequéncias dos atomos e do
campo o valor de A = w — wg = 0,0lw, de modo a podermos comparar nossos resultados
com aqueles apresentados na referéncia [42]. Além disso, continuamos aqui usando a

temperatura 7' = 0. O modelo de Rabi para dois dtomos é dado por:

H = hwa'a+ %hwo (U’Z4 + O'ZB)

+hg [a (o + o¥) +a' (62 +08) +a (02 +07) +d' (ol +0%)]. (102)

Em nossos cédlculos, ainda consideramos a emissao espontanea do campo e desprezamos
o decaimento atomico e a defasagem do datomo e do campo. Assim, apenas o termo re-
ferente ao decaimento do campo ¢ mantido no Liouvilliano definido na eq. 32 (Feno-

menoldgica). No caso da dedug@o microscépica, o Hamiltoniano de interagao (67) fica:

=Y A®B,=A®B, (103)

onde A = a + a' representa o operador do campo, e B = Yok Mk (bk + bL) é o operador
do reservatorio. Aqui, k refere-se ao k — ésimo modo do reservatoério.

A Figura 16 mostra a evolucao da discérdia quantica no tempo para diferentes valores
da constante de acoplamento g, utilizando o valor de 0.2w para a constante x de decai-

mento do campo e as equagdes mestras microscépica (Fig. 16-a) e fenomenolégica (Fig.
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16-b). No canto superior direito de cada gréfico € mostrado como a discérdia quantica
varia com g, no caso em que o sistema estd em seu estado assintético, ou seja, o tempo

de evolugao foi tomado suficientemente longo para que o valor da discérdia nao se altere

mais.
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Figura 16: Gréficos da discérdia quantica em funcao de wt, para k = 0,2w, A =0,0lw e
g = w (linha vermelha tracejada), g = 0, 75w (linha verde sélida), g = 0, 35w (linha azul
pontilhada) e g = 0, 25w (linha preta tracejada e pontilhada), e da discérdia quantica
em fungao do acoplamento g ("inset"), utilizando as equagoes mestras (a) microscépica e

(b) fenomenoldgica.

Em seguida, fixamos o valor de 0, 35w para a constante de acoplamento g, e efetuamos
o cédlculo da discérdia quantica para virios valores da constante . O estado inicial e a
dessintonia foram mantidos iguais aos do grifico anterior, e novamente apresentamos os

resultados quando se utiliza a equac¢ao mestra microscépica (Fig. 17-a) e a fenomenoldgica

(Fig. 17-b).

41

60
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Figura 17: Gréficos da discérdia quantica em funcao de wt, para g = 0, 35w, A = 0,01w

e = Kk = w (linha vermelha tracejada), x = 0, 5w (linha verde sélida) e k = 0, lw (linha
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azul pontilhada), e da discérdia em funcao de x ("inset"), utilizando as equagoes

Quando utilizamos a equacao mestra microscopica, observamos que a constante de
decaimento do campo influencia apenas no tempo necessdrio para se atingir o estado

assintético, e nao no estado estacionario em si. Esse fato, visto no gréafico da Fig. 17-a,

mestras (a) microscépica e (b) fenomenolégica.

nao é observado quando a equacao mestra utilizada é a fenomenolégica (Fig 17-b).

60

A partir desses resultados é possivel estabelecer uma comparacao entre os valores da

discérdia no caso em que se utiliza a equacao microscépica e aquele em que se utiliza a

fenomenolégica. Gréficos similares levando-se em conta a equagao mestra fenomenoldgica

(Fig. 16-b e 17-b) foram obtidos por [42], e em nosso trabalho comparamos tais resultados

com aqueles obtidos quando é utilizada a equagao mestra microscépica. Isso é feito no

grafico da Figura 18, escolhendo as curvas referentes aos parametros g = 0,35w e Kk =

0, 2w.
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Figura 18: Gréfico da discérdia quantica em fungao do tempo, utilizando o modelo de
Rabi, para g = 0, 35w, k = 0, 2w, v = 0, e usando as equagoes mestras fenomenoldgica

(linha azul pontilhada) e microscépica (linha vermelha sélida).

Nesse grafico podemos notar que a equagao mestra microscépica prevé um resultado
aproximadamente 31% menor do que o previsto pela equacao fenomenolégica. Essa ¢ uma
diferenca relevante para o estudo da interagao entre os dtomos e o campo, sobretudo nos
recentes experimentos em eletrodindmica quéntica de circuitos.

Podemos ainda comparar os dois modelos através dos graficos da discérdia quéntica

em funcao do acoplamento g, escolhendo as curvas para k = 0, 2w.
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Figura 19: Gréfico da discérdia em fungao de g, para k = 0, 2w, usando as equagoes

mestras microscépica (linha vermelha sélida) e fenomenolégica (linha azul pontilhada).

O resultado obtido via equagao mestra microscoépica independe da escolha de k. No en-
tanto, valores diferentes de x fornecem resultados diferentes para a discérdia (assintética)
quando se usa a equagao mestra fenomenoldgica.

Apresentamos agora a andlise feita para o Emaranhamento de Formacao utilizando
as equagoes mestras microscépica e fenomenolégica. A Figura 20 mostra os grificos de
EoF x t, para diferentes valores do acoplamento ¢, utilizando x = 0, 2w, e a Figura 21

mostra os graficos de FoF' x t, para diferentes valores de k, utilizando g = 0, 35w.
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Figura 20: Gréficos do emaranhamento de formacao em funcao de wt, para k = 0, 2w,

A =0,0lw e g = w (linha vermelha tracejada), g = 0, 75w (linha verde sélida),

g = 0,35w (linha azul pontilhada) e ¢ = 0, 25w (linha preta tracejada e pontilhada), e do

emaranhamento de formacao em fungao do acoplamento g ("inset"), utilizando as
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Figura 21: Gréficos do emaranhamento de formagao em fun¢ao de wt, para g = 0, 35w,
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A =0,0lw e k = w (linha vermelha tracejada), x = 0, 5w (linha verde sélida) e k = 0, lw
(linha azul pontilhada), e do emaranhamento de formagao em fun¢ao da constante x

(inset), utilizando as equagoes mestras (a) microscépica e (b) fenomenoldgica.

Para tornar mais clara a diferenca entre os resultados fornecidos pelas equacoes mes-
tras fenomenolégica e microscopica, na Figura 22 comparamos a evolucao temporal da

discérdia obtida pelas duas equagoes mestras e para um dado valor de k(= 0, 2w).
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Figura 22: Gréfico da discérdia em fungao de wt, para g = 0,35w e k = 0, 2w, usando as
equagoes mestras microscépica (linha veremelha sélida) e fenomenolégica (linha azul

pontilhada).

Observamos aqui que a equagao mestra fenomenolégica nao prevé um emaranhamento
no estado estaciondrio, enquanto que a microscopica leva a um valor nao nulo para o
EoF. Por fim, comparamos as curvas de FoF X g, em um estado assintético, para ambas

equacgoes mestras, como vemos na Figura 23 abaixo.
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Figura 23: Gréfico do emaranhamento de formacao em funcao de g, para k = 0, 2w,
usando as equagoes mestras microscopica (linha vermelha sélida) e fenomenolégica

(linha azul pontilhada).

O gréfico do emaranhamento de formacao em fun¢ao do acoplamento quando se utiliza
a equacao mestra microscopica apresenta algumas oscilacoes para valores proximos de g =
w, o que acreditamos tratar-se de um erro numeérico no calculo computacional. Atualmente
estamos trabalhando para solucionar esse problema.

Através desses resultados podemos observar que a equagao mestra fenomenolégica 32 é
eficaz para explicar dados de medidas de discérdia quantica e emaranhamento de formacgao
em um regime de acoplamento fraco, onde g nao é forte o suficiente para mudar os au-
toestados do sistema. Entretanto, quando utilizamos valores maiores para o acoplamento
g, tal abordagem deixa de ser vélida, e devemos recorrer & equacao mestra microscépica,
apresentada na segao 3.2.

Isso acontece porque, num regime de acoplamento forte, a interacao entre o dtomo e
o campo nao pode ser desconsiderada na deducao da equacao mestra, o que nos permite
afirmar que apenas a equacao microscépica descreve corretamente o sistema nesse regime.

Podemos notar, ainda na Figura 21, a geracao espontidnea de emaranhamento entre
os atomos quando utilizamos a equagao mestra microscépica, o que ocorre de maneira

menos expressiva na abordagem fenomenoldgica.
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Conclusao

Nesse trabalho, inicialmente foram estudados os modelos de Rabi e Jaynes-Cummings
para a interagao entre radiacao e matéria, analisando-se, sobretudo, a validade da apro-
ximacao de onda girante. Como esperado, observamos as oscilacoes no nimero médio de
fétons devido ao modelo de Rabi no caso ideal, ou seja, sem dissipacoes no é&tomo ou no
campo. Notamos também que, utilizando o modelo de Jaynes Cummings, no caso em que
h& dissipacao apenas na cavidade, o sistema sai de seu estado fundamental s6 para g > w.

Em seguida, analisamos as diferengas devidas & escolha do modelo a ser utilizado nas
simulagoes, observando discrepéncias entre os valores previstos pelos modelos de Rabi
e Jaynes-Cummings para o estado estaciondrio do sistema, em casos de acoplamentos
ultrafortes. Comparamos também as diferentes deducoes para a equacao mestra: a feno-
menoldgica (padrao) e a microscépica. Aqui, as diferencas para os niumeros médios de
fotons e as populagoes atomicas chegaram a 23%, para g = 0, 35w, o0 que nos leva a concluir
que, para um regime de acoplamento forte, a utilizacao da equacao mestra fenomenolégica
torna-se inadequada, uma vez que leva a resultados diferentes daqueles obtidos quando se
considera a interacao entre o 4&tomo e o campo na dissipacgao.

Comparamos também nossos resultados com aqueles apresentados em [34], e conclui-
mos que, para o regime de pardmetros usados naquele trabalho, a equacao fenomenolégica
mostra-se eficaz para representar o modelo. Entretanto, para valores maiores do acopla-
mento, a equagao mestra microscopica deve ser utilizada.

Estudamos, ainda, um modelo aproximado, representado pelo Hamiltoniano de Bloch-
Siegert, obtido a partir de uma transformagao no Hamiltoniano de Rabi. Comparamos os
graficos da evolugao temporal do niimero médio de fétons e da populacao atomica para
os dois modelos e concluimos que, para g/w > 0,2, a aproximagao em questao perde sua
validade, devendo ser usado o modelo de Rabi completo.

No capitulo seguinte, foram apresentadas situacoes em que um sistema formado por
dois dtomos e o campo estd em contato com um reservatoério, e, através de simulacoes de
medidas de correlagoes quanticas, pudemos analisar o regime de validade de cada equagao
mestra e as diferencas entre os resultados previstos por elas. No caso da discérdia quantica,
para g = 0,35w, a equagao mestra microscépica prevé um resultado aproximadamente

31% menor para o estado estaciondrio do sistema do que o previsto pela equagao feno-
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menoldgica. No caso do emaranhamento de formagao, observamos que apenas a equagao
mestra microscépica prevé um valor diferente de zero no estado estacionério.

A importancia do trabalho repousa no fato de que os experimentos em Eletrodindmica
Quantica de Circuitos tém atingido acoplamentos cada vez mais fortes, chegando a um
regime no qual a descricao correta s6 pode ser feita através do modelo de Rabi e da

equacao mestra microscépica, como demonstrado ao longo do texto.
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Apéndice A
O operador densidade

Segundo a teoria quantica, o vetor de estado contém toda a informagao sobre um
sistema. Entretanto, em muitos casos nao se pode conhecer todos os detalhes do sistema,
- quando este possui muitos graus de liberdade, por exemplo - e um novo conceito se faz
necessario. Um caso particular ocorre quando o sistema estd acoplado a um reservatério,
nao sendo possivel, portanto, manter o controle sobre o movimento de seus constituintes.

Primeiramente, consideremos um sistema cujo vetor de estado no instante ¢ é dado por

Z Cm (t) |um), onde {|u,,)} forma uma base ortonormal no espago de estado.

O Coeﬁ(nente cm (t) obedece a relagao: Z lem )7 =1 (J¢ (t)) é normalizado). Se um

m
observavel A tem elementos de matriz A, = (u,, |A| u,), entdo o valor médio de A no

instante ¢ é:

{(A) @) = @) [Aly (1) Zc A (A1)

E, por fim, a evolucao de | (t)) é dada pela equagao de Schrédinger:

i o () = H (1) | (1) (A2)

Os coeficientes ¢, (t), que aparece na expressao do valor médio de A, sdo simplesmente

os elementos da matriz do operador [¢ (¢)) (¢ (¢)|:

(tm |9 () (4 ()| un) = 5, () €n (F) (A-3)

Definimos aqui, entao, o operador densidade:

p(t)=1[¥ (1) (¥ @) (A4)

A matriz densidade é a representagdo do operador densidade na base {|u,,)}, e seus

elementos sao dados por:

P (1) = (um [p (8) [ un) = 5, (£) € (F) (A.5)
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A especificacao do operador densidade é suficiente para caracterizar o estado quantico

do sistema [30]. Apresentaremos agora algumas propriedades importantes desse operador:

1. O trago da matriz densidade é igual a 1.

E possivel chegar a essa conclusio a partir da conservacio da probabilidade: Z lewm (D) =

Y P () =Tr p(t) =1

m

2. O valor médio de um observavel A pode ser escrito em termos do operador densidade,

a partir das relagdes A.1 e A.5:
(A ) = D &) en(t) Amn
= g Prim (£) A =
= gwnIp(t)|um><um|p(t)|un> =
= §Z<un|p(t) Alun) =

n mmnm

— Tr{p(t) A} (A.6)

3. A evolucao temporal do operador densidade ¢ dada pela equacao de Liouville-von

Neumann:

Utilizando a equacao de Schrodinger A.2, obtemos:
d d d
a0 = (Gl worwo (o)
1 1
= S H ()| (0) (W ()] + — v () (@ (O] H (1) =
1
= —[H(t t AT
H (1), p (1) (A7)
Para um estado puro, o sistema pode ser descrito tanto pelo vetor de estado como pelo
operador densidade. No entanto, essa iltima opc¢ao traz algumas vantagens, como por
exemplo a eliminagao dos problemas advindos da existéncia de um fator de fase global no
vetor de estado.
Vamos avaliar agora o caso em que um sistema estd em um estado de mistura, ou

seja, pode assumir qualquer estado }¢j>, com j = 0,1,.... Por estar nessa situacao, nao
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se pode dizer que o sistema estd no estado [1,), [1)5) ou em um |¢j> qualquer, nem ainda

descrever seu estado utilizando uma superposi¢ao. Como a inica coisa que podemos saber

em um estado de mistura é a probabilidade P| y,) com que cada estado }¢j> aparece, o
J

"estado quantico" do sistema é descrito pelo operador densidade:
p= ZPIM [03) s = D s [03) (4] (A.8)
J=0 j=0

Nota-se que este operador s6 possui os elementos diagonais do operador ‘¢j> (Ul
e podemos facilmente reconhecer que cada um desses elementos (¢,,|p|v,,) = Py, )
representa a probabilidade P, , de se encontrar o sistema no estado [¢,,). A soma de
todas as probabilidades deve ser, claramente, 1. Logo, o trago de p é igual & unidade

também para um estado de mistura.

Trp=> (Wlpln) =D Py =1 (A.9)
m=0 m=0

De fato, podemos generalizar todas as propriedades apresentadas e aplicd-las também
a um estado de mistura [Cohen]. O significado fisico dos coeficientes p,,, da matriz
densidade na base {u,,} também merece destaque: os termos diagonais (p,,,,), como ja
citado, representam a probabilidade média de se encontrar o sistema em um determinado
estado (|u.,)), e sdo chamados de "populagdes". J4d os termos "cruzados" expressam os
efeitos da interferéncia entre |u,,) e |u,) quando |¢,) é uma superposi¢ao linear coerente
desses estados. Por isso, esses coeficientes sao chamados de "coeréncia".

Consideremos agora dois sistemas (1) e (2) acoplados, gerando um sistema global (1)
+ (2). O espago dos estados é o produto tensorial £ = £ ® &. O operador densidade
p do sistema global é um operador que atua em £. A construgdo de um operador p; (ou
py), que atua apenas em & (ou &) é feita a partir do conceito de trago parcial.

Se {|u, (1)) } forma uma base de &, e {|v, (2)) } forma uma base de &, entao {|u, (1)) |v, (2))}
forma uma base de £. Nessa situacao, os elementos de matriz do operador p, sao dados
por:

(un ()] o1 [ (1)) = D [fun (D] {0p @] p [ (1)) [0 (2))] (A.10)

p

Pela definigao, p, é obtido através de p por um trago parcial sobre (2):
p1=Trop (A.11)
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Pode-se também verificar que:

T?"p = TT(l) (TT(Q)p) = T?“(g) (TT(I),O) (A.IQ)

57



Apéndice B

Termos dissipativos da equacao mestra feno-
menoldgica

A partir do formalismo microscépico para a equacao mestra, é possivel deduzir os
termos dissipativos que aparecem na equacao fenomenolégica apenas considerando, ini-
cialmente, a dissipacao de um dtomo sozinho em contato com um reservatoério e, depois,
a dissipacao do campo sozinho, sem considerar a interacao entre o a&tomo e o campo.

B.1 Dissipagao apenas no campo

O termo dissipativo da equacao mestra microscépica é dado na eq. 90:

1

)= Y Yas(As (@) psAl () — §[AL (W) Ag (W), ps (8)]), (B.1)

a,Bw

onde v, 5 ¢ dado na eq. 81:
s (@) = /_ " ds ¢ (B (s) By (0)). (B.2)

Nas equacoes acima, B,(g) representa os operadores do reservatério, e Ay(g) (w) é dado

por:

A, (w) = Z II(e) AL (€), (B.3)

el —e=w

onde A, ) representa os operadores do sistema dtomo + campo.
Considerando apenas um dtomo ou um campo, os indices a e § na eq. B.1 acima

desaparecem:
= 24 @)ool @) = 51T )45 ()] (B.4)

Para um campo em contato com o reservatério, o operador é A = a + a'. Calculamos,

a partir da eq. B.3, na base de nimero ({|n)}):

Aw) = Z n) (n] (a +a") [n') ('
= Z{ln (nla|n'y (n'| + n) (n] ' [n') (']}
- Z {1y (0| V801 + ) o |V T80

n,n’

= Z|n><n+1|\/n—|—1:Z|n><n|a:a. (B.5)
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Nesse desenvolvimento, o segundo termo, referente ao a', foi eliminado ao considerar-
mos €’ > ¢ nos niveis de energia. Agora nos falta encontrar uma expressao para a fungao
7 (w). Para um reservatério térmico em equilibrio a uma temperatura 7', v (w) é dada por
[32]:

V(W) = o735 (e (w) + 1), (B.6)

onde n; (w) é o nimero de f6tons térmicos do reservatorio, e é obtido pela distribuigao de

Planck:

1
)= —  — B.7
n () exp (fhw) — 1’ (B.7)
sendo = 1/T. Essa distribuicao satisfaz a condigao:
e (—w) = —(ny (w) +1). (B.8)

Para calcularmos a expressao B.4, entao, efetuamos a somatoria sobre frequéncias

positivas e negativas separadamente. Quando w > 0,

1
D=3 s (e +1 (A (@) psAT (@) = 5 [AT (@) A w) . ps (t)]> . (BY)
J& para frequéncias negativas, temos:

-t gr (1 (@) +1) (A () psAl () — % AT (@) A (w), ps (t)]>  (B10)

w<0

Essa somatéria pode ser reescrita como :

T (0 (=) 4 1) (A () psat! (=) = 5[4 () A (=) 5 1] )
(B.11)
Usando a equacao B.8 e a propriedade que diz que A (—w) = AT (w) (e, analogamente,
AT () = A(@)):

D=3 gt @) (A1) psA @)~ 3[4 41 @).ps 0)]). (B.12)




Quando se considera a dissipacao apenas em um modo do campo, de frequéncia w, a
expressao fica:
D =k (n;+1)Da] pg + £ (n:) D [a'] pg, (B.14)

3
onde D [a] pg = apgal — 3alapg — Lpsata, e k = 5255

B.1 Dissipagao apenas no dtomo

Para um dtomo em contato com o reservatorio, temos o operador A = o, +0_. Temos

entao, a partir da eq. B.3:

Aew)= ) TEAIIE) = Y 19) (gl (o4 +0-)]e) (] = |g) {e| = 0. (B.15)

gl —e=w We—Wg=wo

O termo dissipativo (eq. B.13) entdo fica:
D =~(n+1)Dlo-]ps+ 7 (n) D o] ps- (B.16)

Podemos observar que tanto a expressao para o atomo quanto a do campo recuperam

os termos dissipativos do Liouvilliano da equacao mestra fenomenoldgica.
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