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Resumo

Neste trabalho, estudamos uma classe de ondas nao lineares em uma dimensao utilizando a
hipotese de ondas viajantes. Primeiramente encontramos as solucoes para a equacao diferencial
parcial (EDP) contendo um termo de inomogeneidade nao linear, r¢ (1 — gzﬁl), que condiciona a
onda a apresentar um perfil de saturagao. Encontramos solugoes analiticas para casos especificos
e também transformamos a equacao diferencial parcial em forma integral, fazendo um estudo
das solucoes. De posse das solucoes, um estudo da variacao dos parametros de acordo com
o valor do expoente [ do termo nao linear da equacao foi realizado. Também fazemos uma
abordagem do problema com as fungoes lagrangiana e hamiltoniana, tornando possivel definir
a energia para a onda. Na ultima parte deste trabalho escrevemos a EDP na forma discreta de
diferencas finitas. Resolvemos a equacao numericamente e fizemos um estudo para [ = 1,2 e
variando o parametro que multiplica o termo inomogéneo. Constatamos que podem passar de

uma solucao regular de perfil saturado & um comportamento caotico.



Abstract

In this paper, we study a class of nonlinear waves in one dimension using the assumption
of traveling waves. First we found the solutions to the partial differential equation (PDE)
containing a term of nonlinear inhomogeneity, r¢ (1 — gzﬁl), which conditions the wave to present
a saturation profile. We found analytical solutions for specific cases and also we transformed
the partial differential equation in integral form, studying the solutions. In possession of the
solutions, a study of the parameters’ variation according to the value of the exponent [ of the
equation’s nonlinear term was conducted. We also make an approach to the problem with the
Lagrangian and Hamiltonian functions, making it possible to define the wave’s energy. In the
last part of this paper we write the EDP in the discrete form of finite difference. We solved
the equation numerically and studied [ = 1,2 and varying the parameter that multiplies the
inhomogeneous term. We found that the solution can go from a regular saturated profile to

chaotic behavior.



1 Introducao

Modelos difusivos sao usados para descrever a concentracao de algum material se deslocando
espacialmente com o tempo. Este material pode representar, por exemplo particulas, membros
de uma populagao biolégica, componentes quimicos, e pode ainda ser entendido como uma onda
desse material se difundindo, espalhando-se por um meio. Os primeiros destes modelos difusivos
tém sido atribuidos a Albert E. Fick no século XIX, inspirado pelos experimentos de Thomas
Graham de difusao de sal em dgua. A difusao pode ser enunciada como sendo o deslocamento de
particulas devido ao seu movimento aleatorio, tal qual o movimento browniano [2]. Os modelos
para descrever a difusao sao usados para representar os mais variados fenomenos da natureza,
como na ecologia, por exemplo, vemos modelos difusivos sendo aplicados para descrever, entre
outros, a migracdo de populagoes [3, 4, 5, 6, 7]. Um dos temas com grande relevancia e
aplicabilidade no estudo de modelos difusivos pode ser encontrado no livro de Kundu [8], no
qual estd reunido um vasto conhecimento sobre a formacao e difusao de ondas de tsunamis.
Este estudo tinha como objetivo entender grandes desastres naturais como os ocorridos no
oceano indico em 2004, propondo modelos que poderiam ajudar na deteccao de ondas gigantes
e alertar as possiveis zonas que viriam a ser afetadas, bem como o entendimento dos motivos
que tornam esses tipos de ondas tao destrutivas.

Neste trabalho é realizado um estudo de equacoes diferenciais parciais nao lineares conhe-
cidas como equagoes de reacao-difusao. Estas equagoes, por sua vez, descrevem como um dado
material se desloca no espaco e no tempo enquanto reage, podendo aumentar ou diminuir sua
quantidade. Para encontrar as solucoes destas equagoes consideramos ondas viajantes, onde o
material se desloca como uma onda que mantém seu perfil intacto durante a evolucao. Duas
equacoes de difusao nos motivaram neste trabalho, a equacao de Fisher e a de FitzHugh-
Nagumo, também amplamente difudinda como equacao de Nagumo. A equacao de Fisher foi
proposta em 1937 por R. A. Fisher no artigo intitulado “A onda de avanco de genes vantajosos”
(“the wave of advance of advantageous genes”) [9]. Neste artigo Fisher supunha uma populagao
distribuida num habitat linear com densidade uniforme onde um gene de um dos individuos
sofresse uma mutacao vantajosa e comecasse a espalhar-se pela populagao. Seu modelo é cons-
truido de forma a representar a dindmica da forma mais simples possivel. Nele sao considerados
a variagao temporal, a difusao e o termo de crescimento do gene com mutagao vantajosa, sendo
dado pelo produto da frequéncia com que ele aparece por seu par alelomorfo nao mutado e
por uma constante que considera a intensidade da selecdao entre estes. As solucdes sao por
ele encontradas supondo-se ondas estacionarias (ou viajantes), além de estudar a velocidade
da onda e obter alguns resultados numéricos. Em 1961 FitzHugh publica um trabalho inti-
tulado “Impulsos e estados fisiologicos em modelos tedricos da membrana nervosa” (“Impulses
and physiological states in theoretical models of nerve membrane”) [10], onde desenvolve um
modelo teorico, utilizando equacgoes diferenciais com termos nao lineares, para explicar como
se d& a transmissao de um pulso nervoso em um neurdénio. Um ano depois, em 1962, Nagumo
publica um artigo intitulado “Uma linha de trasmissao ativa de pulsos simulando um axo6nio

nervoso” (“An active pulse transmission line simulating nerve axon”) [11], onde ele também uti-



liza a equacao de difusao nao linear proposta por FitzHugh para criar um circuito equivalente a
transmissao do pulso em neurdnios animais. Seus resultados obtidos sao também confirmados
pelos experimentos com o circuito que construiu. Os modelos de Fisher [9] e o de Nagumo
[11] podem ser enunciados através das de Equacgoes Diferenciais Parciais (EDP’s) ndo lineares,
sendo que nestas equacoes ¢ representa a densidade do material difundindo. Assim, podemos

escrever a equacao de Fisher como

0p ¢

E _D_8x2 —7“<Z5(1—¢>)7 (1)
e a equacao de Nagumo na forma

NN 2

E—D@—Tﬁb(l_ﬁb)' (2)

E interessante notar que em trabalhos mais recentes, equacoes de difusio com termos nio
lineares, e perfil saturado, como as equacoes de Fisher e de Nagumo, ainda tém sido larga-
mente estudadas. No artigo de Mansour, solucoes numéricas para equagoes de reacao difusao,
incluindo a equagao de Fisher, sao aplicadas para o estudo de células se difundindo[12]. No
artigo de Feng et al. sao encontradas solucoes para a equacao de Fisher generalizada através
da transformagao de Cole-Hopf, método das simetrias de Lie e através de solugoes de ondas
viajantes em termos de fungoes elipticas [13]. Khuri et al. estuda a equacao generalizada de
Fisher através do método de diferencas finitas usando um modelo construido pelos autores
[14]. Discretizando espacialmente EDP’s Slavova et. al. sugeriram um método para estudar a
equagao de Nagumo, com o método de simulagao chamado de redes neurais celulares [15]. Neste
artigo eles conseguiram encontrar novos fenémenos que nao podem ser observados através das
EDP’s. Méndez et al. estudam em seu artigo o efeito das flutuagoes ambientais na invasao
de individuos biologicos com o auxilio da equacao de Fisher, onde sao comparados resultados
analiticos e também numéricos [16]. No trabalho de Cherniha o resultado de varios métodos por
eles estudados, tais como o método de Lie, método das condicoes adicionais geradas, bem como
uma familia de solucoes multiparametros exatas sao comparados com resultados numeéricos
obtidos através do método de elementos finitos. Neste trabalho conclui-se que, para os casos
estudados, para um tempo grande, os resultados numéricos tendem aos mesmos valores dos
analiticos independentemente das condigoes iniciais [17]. Kawahara em seu artigo propoe uma
solucao para duas ondas colidindo, cuja dinamica é guiada pela equacao de Fisher, analitica
e numericamente [18]. Na tabela 1 é possivel observar uma comparagao resumida entre estes

artigos.



. Equacao ~ .
Artigo usada Solucao Motivacao
Fisher entre L . e~
Mansour (2013) Numeérica Explicar difusao celular
outras
Feng (2010) Flsh.er Analitica Propagagz.io de ondas nao
generalizada lineares
. Fisher . ~ L
Khuri (2010) . Numeérica || Encontrar uma solu¢ao numérica
generalizada
Slavova (2003) FitzHugh- Numérica Conv’erter EDP s para um
Nagumo método de simulacao
i Fisher e Analitica e . C . L,
Méndez (2011) . Invasao de individuos biologicos
Nagumo Numérica
Cherniha (2001) Flshgr Anaht’lc'a e || Utilizar varios m~et0dos ?galltlcos
generalizada Numérica e comparacao numérica
Rawahara Fisher Anaht’l(:.a ¢ Colisoes entre duas ondas
(1983) Numérica
Qiu (1998) Fisher Numérica | 1nvestigar a viabilidade da
técnica de simulagao
Gazdag (1974) Fisher Numérica | |0Strar como genes em virias
concentracoes iniciais evoluiam

Tabela 1: Comparacgao de alguns trabalhos que utilizam equacoes de difusao

A diferenca nas equacdes de Fisher e Nagumo estd no valor do expoente ¢ presente no
ultimo termo. Neste trabalho, nos propusemos a investigar os casos quando o expoente [ do
termo (1 — gbl) pode assumir outros valores que nao apenas 1, equacao de Fisher, e 2, equagao

de Nagumo, )
2 D8 = ro1- ) 3)
Esta dissertacao contém mais 4 capitulos. No segundo capitulo, descrevemos o modelo a ser
estudado, obtemos as solugoes e fazemos um estudo geral para os casos particulares de Fisher
e Nagumo, bem como para casos gerais onde o expoente [ pode assumir valores diferentes. No
terceiro capitulo, definimos a energia da onda para o sistema usando as funcoes Lagrangeana e
Hamiltoniana, das quais as equacoes difenciais derivam e analisamos as equagoes de movimento
delas. No quarto capitulo, a partir da equagao (3) escrevemos a forma semelhante, mas nao
equivalente, usando diferencas finitas desta equacao. Verificamos que para valores especificos do
parametro r, as solugoes coincidem, resultando em uma onda com funcao distribuicao de perfil
saturado. Para outros valores do parametro r os comportamentos das funcoes estudadas sao
bastante diferentes. No tltimo sumarizamos os resultados obtidos e discutimos as conclusoes
do trabalho.



2 Modelo de ondas de perfil saturado

A equacgao de difusao de perfil saturado ¢é escrita em funcao de varidveis dependentes do
tempo e espaco, bem como, de uma func¢ao dependente destas, que sera denominada por ¢ (z,t).
A funcdo ¢ (z,t) define a amplitude de uma onda que esta se difundindo no instante ¢, e na
posicao x. Tendo em vista a relevancia dos modelos difusivos, nos propomos, neste trabalho, a
estudar o caso mais geral das equacoes conhecidas como equacao de Fisher e Nagumo, dadas
por

2
O L (] (1
sendo Fisher [ =1 e Nagumo [ = 2.

Nestas equacoes, o lado esquerdo dessas equacoes descreve o efeito difusivo. No lado es-
querdo, o parametro D é o coeficiente de difusao, sendo responséavel por dizer quao facilmente
uma onda pode se expandir; a constante r, é responsavel pela variacao da amplitude como
resposta da intensidade da difusao no meio. Em geral, as equacoes de difusao inomogénea com
termos nao lineares tém expoente inteiro. Neste trabalho estamos interessados nas solucoes
para equagbes do tipo da equacdo (3), quando [ pode também assumir valores fracionarios.
Equacoes deste tipo sao chamadas de perfil saturado, pois apresentam solu¢ao com amplitude
saturada, devido ao fator (1 — gzﬁl), lembrando que

-1
(1-¢)=01-9)) ¢ (5)

k=0

2.1 Limite para o valor de [ na equacao (3)

Segundo a proposta apresentada em |21, 22, 23| vamos supor uma onda viajante

o(0.0) =0 (T =1) ~5(0), )

onde £ = %ﬂ_”t Aqui, v é a velocidade de propagacao da onda no meio, x( é a posi¢ao inicial

dela, e d esta inversamente relacionada com a largura do perfil da frente de onda. A equacao

(3) sera agora

d D d?
i~ ~roU= ). "

Para encontrar as solucoes desta equagao usaremos o Ansatz proposta em [?]

M
o (&) = Zai tanh’ ¢, (8)
i=0

assim, podemos reescrever a equacdo (7), mas para isso temos que calcular as derivadas da



equagao (8)

9 _ (1 _ tanh2e) i ia; tanh'~' ¢ (9)
dé' - i )
d2¢ — (1 — tanh*¢ i/[:m z —1)tanh""2¢ — (i + 1) tanh’ f} (10)
de? ' '

=0

De forma que a equagao (7) escreve-se como

M
- %(1 — tanh®¢) Y ia; tanh' ' ¢+

i=1

D
— (1 — tanh?¢) Zzaz [(i — 1) tanh' 2 ¢ — (i + 1) tanh’¢] =

dQ
= T(Z a; tanh’ €)(1 — (Z a; tanh’ €)' (11)

Para que a igualdade seja satisfeita, ambos os termos de maior poténcia dessa equacao devem
ter o mesmo expoente
M+2= M+ Ml (12)

2

como sabemos que M deve assumir um valor inteiro e positivo, entao 0 < [ < 2.

2.2 Meétodo das tangentes hiperbdlicas para equagao de Fisher e Na-

gumo

Nesta sessao encontraremos as solucoes das equacoes de Fisher e Nagumo.

2.2.1 Equacao de Fisher

Considerando uma onda viajante para a equacao (4), esta toma a seguinte forma

- %fl%f = ré(1-9) (14)
Fazendo a mudanga de variavel
¢ (x,t) = u’ (15)
e usando as derivadas d (u?) L, du (16)
dé dé
:
T () i) () e o



a equacao (14) torna-se

v (. du\ 2D d*u 2D [du)’ ) )

Para encontrar a solu¢ao, novamente vamos agora usar o Ansatz dado pela equagao (8), onde,

para nao carregar as expressoes, chamaremos Y = tanh¢,

M
u=S5(Y)= ZakYk. (19)
k=0
Assim as derivadas necessarias siao
du  dS(Y) 9
— = 1-Y 2
dg dY ( ) ( O)
e
d*u d*S 9 ds(Y) 9
d—g:(m(l—y)—w % )(1—Y) (21)

que substituidas na equagao (18) levam-na a forma

v o (o odS\ 2D o [ S , ds
—C—Z(l—Y)(QSW>—¥S(1—Y)(m(l—Y)—QYW>+
2
—Qd—l; (% (1—Y2)> =rS5*(1-57). (22)

Da equagao (22), e lembrando da substitui¢ao dada pela equacao (19), ao igualarmos os termos

maior poténcia dos dois lados da igualdade, constatamos que

M=1. (23)
Assim
S(Y)=ao+ a1, (24)
ds(y)
Ty =W (25)
’ P2S(Y)
o= (26)

Substituindo as equagoes (25) e (26) na equagao (22) temos

_%U (1-Y?) a1 (ao+ aY) — Qd—l; (ap+a1Y) (1 -Y?) (—2Yay) — Qd_l; (ar (1— Yz))2 _
il (aO + alY)2 (1 — (CL[) + CL1Y)2) (27)



que pode ser reescrita como

2v 4D
7 (alag + a?Y —aya0Y? — afY?’) + Z (alaOY + a%Y2 —ayaY? — a%Y‘l) +
2Da?
- d2a1 (1—-2Y?+Y*) =7 (af + 2a001Y + ajY?) +

—r (ag + 4ajarY + 6agaiY? + dagalY? + a;Y?) (28)

Igualando os termos de mesma poténcia em Y de cada lado do sinal da igualdade, encontramos

o seguinte sistema de equacgoes

2v 2D

— @y = —a; = rag (1 — aj) (29)
—%a? + Zil—l;alao =r (2a0a1 — 4a8a1) (30)
%Ualao + Sd—l;af =r (a% — 6a(2)a%) (31)
%Uaf — 4d—12)a1a0 = —4rapa’ (32)
—661—12)&% = —ra} (33)

cuja solucao determina os seguintes coeficientes e parametros

1
apg = ié, (34)
1
a; = :i:§, (35)
5V D
v=t VT (36)
V6
6D
d=2 (37)

Assim, as solugoes possiveis sao

11 17 Dr \]

11 [1 Dr \]

1 r Dr
N Y 2|




1 1
uy (z,t) = ¢ = + = coth

2 2

o1 (z,t) = {1 - ltanh

2 2
Gg (x,1) = ! th
2(2,t) =5~ 5c0

1 1
¢3(x,t):{§+§tanh

e

1 1

Oy (x,t) = §+§coth

T 2
D
(a:—xo—’c') 7at

- 2y 2
1 r 5 Drt
2\/6Dp \* 0 6

r 2
1 r e Drt
2\ ep \* 0 6

r 2
1 r L5 Drt
2\ 6D \* 0 6

(41)

(45)

Entre as equagoes (42)-(45), apenas as equagoes (42) e (44) representam solucoes fisicamente

aceitaveis, ja que as equagoes (43) e (45) permitem valores negativos, o que nao teria significado

real. Usamos a solugdo (42) e (44) para obter as figuras 1 e 2 respectivamente, que descrevem a

dinamica de uma onda inicialmente localizada em xy = 0 e se deslocando. Nota-se nas figuras

1 e 2 o perfil de saturacao da onda, com valor maximo 1.

amplitude

-10

Figura 1: Evolucao temporal da solucao ¢; de Fisher comr=1e D =1
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Figura 2: Evolucao temporal da solucao ¢3 de Fisher comr=1e D =1

2.2.2 Equacgao de Nagumo

Quando usamos | = 2 na equagao (3) ela toma a forma da equagao de Fisher. Usando o

método das tangentes hiperbdlicas propondo uma onda viajante, como na equacao (6), temos

T — o — Ut

¢($7t):¢ T :¢(£)? (46)

e assim
—— L L — (1 — ¢?). 47
- B o= ) (47)
Usando o Ansatz dado pela equagao (8), obtemos as derivadas, como foi mostrado na equacao
(9) y
de 2 k
d—éz(l—Y )Y kayy (48)
k=0
e na equagao (10)

¢ 9 - k=2 k
d_ez(l—Y)kZ:Okak[(k—l)Y — (k+1)Y*]. (49)

Assim a equagao (47) toma a seguinte forma

M M

D

—S (1= Y)Y ke [(k = DY = (k+ DY) - 2(1 v ke yE =
k=0 k=0



Comparando as maiores poténcias na equagao (50), constatamos que
24+ M =3M,

de onde M =1, e a equacdo (50) se escreve entdo como

D 9 v 2 _
_$<1_Y)[—2a1Y]—C—Z(1—Y)a =

=r(ap+ aY) —r(aj + 3aga1Y + 3aaY? + ajY?).

Comparando as poténcias na equagao (52) obtemos a seguinte sistema de equagoes

—gal = rag (1 — a%) ,

ﬁal =ra (1 — 3&%) ,

v
Eal = —3rapa’,

D
—2—a; = —raj,

d2

que permite determinar os coeficientes e parametros
n 1

ap =
2

Clo:i:

1
27
Dr
::t —_—
v 31/ 5
d—2/22.
r
_1 r Dr ]
(1—tanh 5 E(l’-l’o-i& 7t> >,
1 /r r ]
(1—Coth 5 2D (.75—270—3 7t> ),
Lt tanh |20/ (@ — 2o+ 3¢/ 20
an 5\ 2D T — Tg 5

e portanto as solucoes sao 4,

DN | —

¢1 (iL’, t) =

N

¢2 (ZL’, t) =

3 (2,1) =

l\')l»—l

10

(51)

(52)



(64)

1 /r [ Dr
1+ coth | = ﬁ .%-33'0"‘3 Tt

¢4(:Cat>:% 9

Como exemplo, podemos visualizar as solugbes(61) e (63) e nas figuras 3 e 4 respectivamente.
Nestas figuras, temos uma onda unidimensional, que assume valores mais altos primeiramente
para os = da esquerda para a direita nos dois primeiros casos, e da direita para a esquerda nos
dois tltimos casos. Ainda é importante lembrar que como as solugoes (62) e (64) apresentam

¢ com valores negativos, elas nao vao representar solugoes aceitaveis fisicamente

I I T FF T 77
e i e
i

e A 7~

10

amplitude
S

I FFFTFFZ T T
e e
e

i i
EESSs

B R S S v

IR F T T 7

e e

IZFIFS

—

-10 -
5 To-10

Figura 3: Solucao ¢; da Equagao de Nagumo para g = —7,5,r=1e D =1
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Figura 4: Solucao ¢3 da Equacao de Nagumo para xo=7,5,r=1e D =1

2.3 Meétodo das Tangentes Hiperbdlicas para a equagao (3)

Como vimos na condi¢ao dada pela equagdo (13), ndo é qualquer valor de [ que pode ser

usado quando é utilizado o método das tangentes hiperbolicas para se encontrar uma solucao

para a equacao (3). Para resolver a equagao diferencial utilizamos uma transformacao dada em

[22]

~In

oi(x,t) =u

(65)

onde para cada valor do expoente [ teremos uma solugao diferente, ¢;. Considerando uma onda

viajante do tipo
T — x9— vt

o (x,t) = & (T) =91 ()

a equacao (3) toma a forma

dde  2de2

que, ao usarmos a transformacgao dada na equacio (65), pode ser escrita como

wudu D du D (2 du\® 1l
2 S 22 ) () =R (1 — ).
Ydde T 2"de d2(l )() yu (=)

12
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(67)

(68)



Usando o Ansatz dado pela equacao (19),

M
w(@)=50)=> aY* (69)
k=0
calculamos as derivadas 4 45(Y)
u 2
d_g - dyY (1 Y ) (70)
e
d*u B d?S 9 ds(Y) 9
d_§2_<m(1_y)_2yd—3/)<l_y) (71)

Substituindo as derivadas dadas pelas equagoes (70) e (71) na equagio (68) obtemos

vS dS ) S [d2S ) ds )
“aav - >—Dd—z[m(1‘y>—2y d(;/)] (=¥
ds 2 rl o 2
——g(%q)( d(;/)(l—Y))_ES(l—S). (72)

Igualando os termos de maior poténcia desta equacao obtemos M = 1. Portanto a solucao é
dada por
S (Y) = ag + G1Y (73)

e assim a equagao (72) cujas derivadas agora sao

ds(y)
—dY = ax (74)
’ P2S(Y)

toma a forma

—Eal (ao + CL1Y) (1 — Y2) — 2 (ao + CL1Y) (—20,1Y) (1 — Y2) =

d d?
(G- @y F e (- @) 9
Esta ultima equacao pode ser reescrita como
_0731 (ao + a1y —agY? - G1Y3) + 2212D (GOY +a1Y? —apY?® — G1Y4) =
:%(%—1) aj (1-2Y2+Y") +
+%l (ag 4 2a0a1Y + ajY? — ag — daja Y — 6agaiY? — dagal — a;Y?), (77)

13



e igualando os termos com mesma poténcia em Y encontramos o sistema de equacgoes

varag D (2 rl
e 2 (F-n) e Saa-d), (78)
2
va;  2a1a0D 1l
—7 2 = 5 (2@0&1 — 4CLOCL1> s (79)
vajag 202D 2D (2 r
va?  2aya0D
71 g = 2rlagay, (81)
203D D (2 , rla}
—p :E(T_l)al__z’ (82)
cuja solucao permite determinar os coeficientes e parametros
ag — j:—, (83)
1
ay = ii’ (84)
2 /2D (2+1)
d ==
l I r ) (85)
Dr
=+(4+1 86
Assim que as solugbes para a equagao (68) sao
1 K r Dr ]
t)==<{1—tanh |-, /——— [z — 20— (441 t
w (2,1) 2{ W2V ep @+ (x To = (4+1) 2(2+l)> } (87)
1 N r Dr ]
=—<1—coth|=,/——— —z0— (4
ugy (2,t) 2{ cot 2’/2D(2+l) r—x9— (4+1) 2(2—|—l)t } (88)
1 K r Dr ]
t)==-<14+tanh |-, /———— — 4+1 t
U (,1) 2{ Ftanh Ve (C T T U s } (89)
1 R r Dr ]
t)y==41 th |-,/ ——— — 4+1 t
e (2, 4) 2{ teoth oy s (P40 ey } (90)

Lembrando que para obter a solu¢do da equagao (3) usamos a transformagao (65), entdo as
solugoes procuradas, que serao caracterizadas como ¢ (x,t), sendo s o niimero da solugio, sao
7
1 1 [ r Dr
Hy=<=—=tanh |- | —— 2 — 20— (4 +1 t 91
d14(2,1) {2 g lz\/ 2D (2+1) <x o= WD [5G )]} - O




¢2,l(x7 t)

d3a(z,t) = {%+ %tanh lé, /m <x—x0—|— (4+1) %t)]} (93)

Gay(z,t) = {%—i—%coth [é m (m—:c0+(4+l) %t)]} . (94)

Nota-se que o indice [ estd no expoente % e nas expressoes das funcoes tanh e coth. Como nos

Il
——
N —
|
|
(@)

(@]

-+
=
1
N | =~

[\

>
ol =
+
VR
)

|

8

(e

|

—~
N
+
=
[\]

o
NE
\/ﬂ
~

casos de Fisher e Nagumo, as soluges (92) e (94) ndo tem significado fisico por apresentarem
valores negativos. Essas solucoes sao gerais e podem ser usadas para recuperar as solucoes das
equagoes de Fisher e Nagumo. Estas solucoes, se xqg = 0, apresentam simetria espacial aos

pares.

¢1,l (—ZL‘, t) = ¢3,l (ZL’, t) (95)

Ga (=, 1) = ¢ay (2,1) . (96)

Podemos ainda analisar se as solugoes sao ortogonais aos pares. Para o caso de ¢1; e ¢s3

obtemos

/ b1 (,t) 3y (z,t) dv # 0 (97)

Como ¢35, (x,t) = ¢1; (—x,t) entdo podemos também escrever a integral dada na equacao (97)

da seguinte maneira

[ o060 dr 0 (98)
Sendo assim as solugoes (91) - (94)ndo sdo ortogonais.

2.3.1 Colisao entre duas ondas

Como a equacao (3) tem termos nao lineares a solu¢ao geral ndo é a soma das solugoes
das equacoes (91), (92), (93) e (94). A solucao (91) é uma onda que apresenta os maiores
valores para os pontos de = & esquerda, enquanto a equagao (93) é uma onda cujos maiores
valores para a amplitude aparecem primeiro para x a direita. Se pensarmos nessas solucoes
como descrevendo inicialmente duas ondas separadas espacialmente, como pode ser visto na
figura 5, quando elas se encontram a colisao é descrita pela superposicao destas duas ondas, mas
que nao é solucao da equacao diferencial. Quando elas se encontrarem durante sua evolucao
temporal serd caracterizada uma colisao, sempre lembrando que para a soma das ondas nao

estd associada a equagao diferencial nao-linear para as ondas individualmente.
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X
Figura 5: Colisoes entre duas ondas - Onda 1 - ¢392 com 2y = 15; Onda 2 - ¢ 2 com g = —15;

em ambos os casos r =8D et =0

2.3.2 Estudo da largura da frente de onda da equacgao (85)

Podemos fazer uma comparagao das solugoes (44) e (63) na figura 6. Neste grafico observa-
mos que para um mesmo conjunto de constantes (no casor =1 e D = 1) a largura da frente

de onda é alterada conforme mudamos o expoente [ .
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o
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0.2

0.1

-10 -5

Figura 6: Evolugdo temporal para as equagoes de Fisher e Nagumo, usando a solucdo (63) e
(44) para © = o = 0 e constantes r =1e D =1

Sendo d uma grandeza positiva, inversamente relacionada com a largura da frente de onda,
podemos encontrar alguns limites para d; conforme varia com I.
Para [ >1

dy~ 2y "=, (99)

rl
e no caso onde [ — oo, obtém-se d; — 0, e para [ — 0,d; — co. Podemos entao observar o

comportamento esperado para d; na figura 7 mantendo-se constantes r e D.
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Figura 7: Variacao da largura de onda variando com o expoente [ parar=1e D =1

Podemos observar pela equagao (85) que a largura da frente onda pode ser alterada também
quando mantém-se constante o valor de [ e variando D e r. Isto pode ser observado na figura
8, que foi feita usando o caso onde [ =1 e ¢t = 0, onde a largura tinha o valor alterado, como
exemplo, variando-se a constante D. Nesta figura vemos que quanto menor o valor da constante

d; mais larga sera a frente de onda e vice versa.

1.0

0.8

amplitude

04

0.2 -

0.0 ‘
-10 -5

10

Figura 8: Abertuda da frente de onda com 2y =0
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2.3.3 Estudo da velocidade da onda

A velocidade da frente de onda ¢é definida na equacao (86) e vamos analisar o caso quando

Drl
v~ i,/Tr (100)

v — 00. (101)

v € positiva. Para [ > 4, obtemos

e assim para o caso [ — 0o

Isto significa que a velocidade da onda tem valor maximo ilimitado. Para o caso onde [ — 0
v — 2V Dr (102)

Como nao vemos nenhum ponto singular no intervalo 0 < | < co e tendo os limites determinados
acima podemos checar se existe um ponto de minimo para a velocidade de propagacao da onda

que é dado ao resolver a derivada desta em relacao ao expoente [

d D
@ —7"3 — 0, (103)
dl (44 21)

de onde tiramos que, analisando [, o ponto de minimo ocorre quando [ = 0. Para confirmar

que este é realmente um ponto de minimo precisamos calcular a segunda derivada

d?v, Dr
—=4-1)/— 104
que quando tirada no ponto [ = 0 nos da
d2’Ul V Dr
= 1
ar |, 3 >0 (105)

provando que este é realmente um ponto de minimo. Podemos observar como a velocidade da

onda varia conforme [ aumenta através da figura 9.
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Figura 9: Variacao da velocidade v em funcao do expoente [ para D =1er =1
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3 Energia e fungao de Hamilton para a equagao (3)

Existe uma abordagem mais geral do que o método das tangentes hiperbolicas para as
equacoes parciais que se fundamenta na procura de “constantes de movimento”. Assim numa

equacao do tipo

op 0 0%
5t THe, ~ Doz =1f(9), (106)

onde f(¢) é uma funcao arbitraria de ¢, u e r sdo duas constantes. Esta equagao é conhecida
como equacao de Fokker-Planck e um estudo dela pode ser encontrado no livro de Kadanoff
[25]. Para uma solucao do tipo onda viajante, ¢(x,t) = ¢(£=2=%), chamando § = Z=2= e a5
derivadas parciais

9 99 v 9 99 19

= > - _ > —_ - 1
ot Ot d¢ do¢’ Or 0x90¢ dog’ (107)
podemos reescrever a equagao (106) como
—p+vo D o?
_Tutvde DOo e (108)

d 06 2o

Escrevendo A = v — e admitindo que f;(¢) = ¢(1 — ¢') , obtemos uma equagao diferencial de
segunda ordem da forma da equagao(7).

Podemos escrever a equagao (108) como

&+ = (o) (109)

onde Fi(¢) = %fl(qﬁ). Ao invés de usar a equacao (109), podemos escrevé-la em termos de

duas equacoes diferenciais de primeira ordem acopladas

9 _yU
o (110)

&8 = 24U - F(¢).

Este ¢ um sistema de equacoes diferenciais é autonomo, ja que o lado direito dele nao

depende explicitamente de &.

3.1 Caso onde v =y, ou A =0

Devido a liberdade de escolha do parametro v, vamos supor que na equacao (109) a onda

se desloca com velocidade u e, assim ela se reduz a
d*¢
dg?

que podemos escrever em duas equagoes

= —Fi(9), (111)

dé _

i = U (112)
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2 = ~hl) (113)
dividindo (113) por (112) obtemos
U E(9) _
- UdU = —Fy(¢)d¢ (114)

que pode ser escrita na forma de uma diferencial total

d (%UQ + Gl(gb)) 0, (115)

onde,
Gi(¢) =/ _rd /aﬁ (1-¢ (116)

integrando resulta na equacao
rd® (1 2 _ 1+2
_ - 11

E possivel entdo escrever @ = Fi(¢) ou dGi(¢) = Fi(¢)dp. A diferencial total (115) indica
a existéncia de uma constante do movimento que chamaremos £. De posse destes resultados

definimos a funcao de Hamilton como

H (U, ¢) = %U2 + Gi(¢) = & (118)

onde & pode ser pensado como a densidade de energia da onda, que dependera dos parametros

d e [. Ao reescrever como

% (Z—?) +Gi(9) =& (119)
do
& = EVAE -G, (120)

podemos integrar esta equacao, obtendo

(121)

| e/

que permite determinar a fungao ¢ (§), ao fazer a inversao desta.

3.1.1 Aproximacao para pequenos valores do termo contendo a energia, coeficiente

de difusao, d e r

No caso [ = 1, onde a integral (121) toma a seguinte forma
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WET s _
d zr/\/(¢3_%¢2+%)—i/d§ (122)

Chamando
2r
=i/ — 12
n=dy/35¢ (123)
¢ 3DE
EZT—d2, (124)

a integral (122) ¢é escrita como

/\/(¢3 _d;2+6) = i/dn (125)

O integrando dessa equacao pode ser reescrito da seguinte maneira

1 1
- (126)
¢(¢3 _ig24e) VIOt
chamando 5
9(6) =6~ 26 +a (127)
e
€ =¢—a, (128)
onde a é um valor real positivo. Assim a integral (125) toma a forma
(129)

/J(of’—d;ue):/%

A integral (125) nao tem solucdo simples e ¢ mais conveniente fazer uma expansio do
integrando considerando |€'| pequeno . Assim, a equagdo (129), aproximando em primeira

ordem, serd a da forma

Se usarmos a equagao (120), e as novas variaveis, obtemos

1 (131)
=1 2,
Ao g2 (¢) g3 (9)
Dividindo a equacio anterior por g2 (¢) teremos
dn ¢
il B R (132)
. 9(9)
92(¢)
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Como
dé

1
2

=24 (g% (9)). (133)

Q

e a0 chamar g2 (¢) = y, obtemos a equacio (132) na forma

dn €
—=1—-—. 134
2dx X2 (134)

Multiplicando a equagao (134) por 2dx encontramos

dn =2 (1 - %) dx. (135)

A integral (130) ¢ entdo escrita como

n:2/<1—%>dx+14, (136)

onde A é uma constante de integracao a ser definida. Dessa integral obtemos
6/
n:2<x+;)+A. (137)

Como queremos obter ¢ (n), precisamos inverter a equagao anterior. Isso pode ser feito da

seguinte forma

—A
X2 — %x 0. (138)

Essa equacao de segundo grau tera 2 solugoes

1|n—A —A\?
X:§ 77?Ili\/(nT) — 4¢€ s (139)

e entao g deverd ser igualada a

2
1 n—-A n—A 2 .

Como estamos usando uma expansao para valores pequenos de €, para termos alguma infor-

macao 1til, vamos usar apenas a solucao

2

1|n—A —A\®
9= nTjL\/(nT) el (141)
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O lado direito dessa ultima equacgao serd chamada de F ()

2

F(n):% "_TA+\/(¥> — 4] (142)

Assim, substituindo o valor de g (¢), encontramos

- ;éZ +a=F(n). (143)

Para cada valor de € e da constante A, um valor de F' (1) podera ser atribuido e encontramos

algumas condi¢des para a obtencao de ondas viajantes saturadas. Assim, para que 0 < ¢ <1,

1
—§+a§F(n)§a (144)

Considerando F'(n) independente do valor de ¢ podemos fazer uma anélise da curva dada
na equacgao (143). Sua primeira derivada nos mostra os pontos criticos da curva, obtidos através
da seguinte igualdade

3¢% — 3¢ =0, (145)

que tem por solucoes ¢ = 0 ou ¢ = 1. Através da segunda derivada podemos determinar que
¢ = 0 é um ponto de maximo local e =1 é um ponto de minimo local.

Como queremos que F'(n) assuma valores reais, vamos utilizar essa fun¢ao na forma

F(n):}l(g) 1+¢1—(ﬁ>26/ 2 (146)

e assim surge a condicao que devera ser satisfeita

(77%4)2 <1 (147)

ou, para o caso especifico onde [ =1

4 \°(3DE
— <1. 148
(n—A) (rd? a) )
A constante A representa um deslocamento para a onda. A condicao para que esta solugao

3DE
rd?

qualquer valor de [, caso seja utilizada uma aproximacao para ¢ pequeno, onde é possivel obter

possa ser usada é que € seja pequeno, sendo € = —a. Vimos assim um método geral para

valores especificos para ¢ (1), obtidos através de F' () pela equacao (143).
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3.1.2 Caso !l =2,

Um caso particular que pode ser resolvido para constantes especificas ¢ dado quando [ = 2.

A integral (121) é
L 2D w
d r/\/(¢4_2¢2+%)—i/df, (149)

que nao tém solucao analitica simples.Chamando

4DE,y

e (150)
e7
—dy]——¢ (151)
/r’ - 2D Y
para e = 0, a equacao (149) se escreve
arctan(—2—)

[\

¢27

+ A=+ (152)

do B
/ V(0T —24%) V2

Como queremos determinar ¢(§), entao precisamos inverter a equagao (149),

U V2

tan(B + E) = (m), (153)
V2
P?—2= P SN (154)
tan(B + 75)
9 2
" —2= m, (155)
\/1 + tan*(B £ %)
¢ =2 tan(B & 75) (156)
¢ =V2cse(B+ ). (157)

V2

Caso tenhamos a igualdade € = 1,0btemos a integral

\/? / N —d(§¢2+1) _ 4 / e (158)
1=1/355 (159)

(In(1 — ¢) — In(1+ ¢)) = £n + A, (160)

mudando a variavel para

a solucao de (149)

26



que invertendo esta equacao, obtemos

1— e:I:n—i—A

b= T oA (161)

temos duas solucoes

6_77_14 — e”]""A

¢r = = —tanh(n + A) (162)

e A 4 entA

ean _ efn+A
6= —°  _tanh(y— A) (163)

en—A f e—ntA

que sao escritas como

¢+ = tanh(—A F 7). (164)

Para pequenos valores de €, sendo € = € — a, podemos usar o método apresentado na secao
? )

anterior. Chamando

9(¢) = (¢" = 20* +a), (165)
a aproximacao para pequenos valores de ¢’ é

V(0h —2¢7 wlL a) + (e —a) ~9(0) - %,g ()% (166)

Podemos agora utilizar a equacao (142)
1(n—A n—A 2
F S [ — g - — 4¢ 1
=75 +\/( ;) e (167)

¢t —2¢° +a=F(n). (168)

e escrever

Ao fazermos um estudo das derivadas da equacgao (168) vemos que em ¢ = 1, —1 sao descritos
pontos de minimo locais e em ¢ = 0 existe um ponto de maximo local.

A equagdo (168) tem solugao algébrica e apresenta quatro solugoes

brics (1) = —\/1— V/=a+ F () + L (169)
Pa1=2 (1) = _\/1 +V/—a+ F(n)+1, (170)
G2 () = \/1 = V=a+ F(n) + L (171)
G2 () = \/1 +y/—a+ F (1) + 1. (172)
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Como queremos solugoes reais, precisamos impor a condi¢ao que

V—a+F(n)+1<1

nas solugoes dadas nas equagoes (169) e (171). Todas estas solugoes precisam ainda satisfazer,

simultaneamente, as condi¢oes impostas pelas equacoes
—14+a<F(n) <a, (173)

pela equagao (147)

(ﬁ)l' <1 (174)

e desde que € seja pequeno.

3.2 Obtencao da equacao de Hamilton a partir da equacao de La-

grange para o sistema

Partindo da definicao da funcao de Lagrange para o sistema

Li(6,¢) == (¢)° = Gi(9), (175)

N | —

e usando o principio variacional podemos obter a equagao de Euler-Lagrange

d 0Li(¢,¢) L9, ¢)

= 1
df 8¢’ 8¢ ) ( 76)
que resulta na equacao de movimento de Newton
d¢/ dGl(¢) 1"
—_— =— = —Fi(9). 1
b i ¢ 1(9) (177)
Assim recuperamos a equagao (111). O momento candnico é
L. ¢') _
U=--—""77 — 178
o (178)
e a funcao de Hamilton é obtida através da transformada de Legendre
/ / 1 /
WU 6) = U6~ £16.6) = o — (30° - Gilo)) (179)
1
H) (U, ¢) = 5U2 + Gy(9). (180)

Considerando %UQ como a densidade de energia cinética, G;(¢) é a densidade de energia po-

tencial e Fi(¢) é a densidade de forga externa aplicada.
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3.3 Caso v # u, sistema “nao-conservativo”

Na equagao (108), supondo que v # 1, podemos escrever o seguinte sistema de equacoes de

primeira ordem

E=U="9 (181)
aUu A
==~ R (182
Dividindo (182) por (181) obtemos
d(zU%) A
2¢ = -5 U-F(9) (183)

e procedemos de forma analoga a feita anteriormente, podemos escrever a forma diferencial

como
Ad

d(%U2+GA@)::—fﬂkw. (184)

Esta equacao nao tem o lado direito nulo, assim nao temos uma quantidade conservada associ-

ada a esta diferencial. O termo do lado direito da equagao (184) pode ser reescrito como

My Mo My
~5Udo = DU&%— U (185)

e usando a equacao (181) identificamos

Ao A,
~HUdE = ~ S UL (186)
Sabendo que
U%d¢ = ¢/2%d¢ = ¢'do (187)

a equacao (184) pode ser escrita como
1 Ad
d(#ﬂ+@w0:—5¢m. (188)

Como ¢'dep = d(¢'¢p) — pd¢’ = d(U¢p) — ¢dU, nao podemos igualar a diferencial total da equagao

(188) a zero para uma funcao Gy(¢) arbitraria.

Para tentar contornar o problema encontrado, chamaremos &/(¢, U) = sU? + Gy(¢) e assim

a equacao (188) pode ser escrita como

dgl(¢7 U) o E /2
~& =" (189)

E interessante notar que como a equacio (188) ndo é uma diferencial total, entdo &(¢, U) nio

é uma grandeza conservada.
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Fazendo a mudancga de variavel U = Uy (£) e~ Dt podemos escrever o termo

AU  Ad,. dUy (&) e, M IVIPY. sag AU (€) _sag

d_é—i_BU: df € ﬁg_ BUO (5)6 +5UO (5) e b>= dé— e b (190)
e obter um sistema equagoes diferenciais de primeira ordem modificado
d g
= Ua(©e ¥ (191)
d
1) hig)e (192)

de onde podemos perceber que o sistema nao é auténomo, ja que depende explicitamente da
varidvel independente &.
3.3.1 Energia para sistema nao conservativo

Se chamarmos o termo

%UQ L Gi(d) =&, (193)

onde & é entendido como a densidade de energia da onda, podemos obter a energia F; da onda

ao integrar a equagao (188), que sera agora reescrita como

Ad
d (& (o)) = —BUCM- (194)
Integrando esta tltima equagao temos que a densidade de energia nao é uma quantidade con-
servada
Ad
& ((ﬁl) = —5 Udp+ C, (195)
ou
Ad
Ei(d) =~ | () do+C, (196)

onde C é uma constante de integracao que serd definida pelas condicoes iniciais.

Assim para a equacao de Nagumo, onde usamos a solugao (61), teremos que ¢’ é

(1 — tanh*¢). (197)

N —

¢ =

A energia da onda para a equacao de Nagumo, lembrando que neste caso [ = 2, que chamaremos

de &5, com [ sendo o expoente e s a solucao utilizada, é entao

Ad |2

5271 (¢271) = —E §tanh§ + % (1 — tanh2 5) (tanhf) + O (198)

Ja para a equagao de Fisher, [ = 1, a energia da onda para a solucao (42) é entao
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E11(p11) = —% [é (1 — tanh® 5)2 + étanhf + 1—10 (tanh§) (1 — tanh®€) | +
_%i {—2—10 (1 — tanh® {)%anhf} +C (199)

3.4 Funcoes de Lagrange e Hamilton

Vamos definir a Lagrangeana do sistema como

1
6.6 = (30 - Gito) ) ¥ (200)
usando a equacao de Euler-Lagrange obtemos
d 2 Me
d—§(¢€D ) = —Fi(¢)e? (201)
que resulta na equagao diferencial (109).
O momento canoénico é dado por
9Ly, ') A
V:a—qy:d)'eDg. (202)
A funcdo de Hamilton associada ao sistema é entao
_ / N g2 —Ade L Ade
Hi(V.9) =V — Li(d,¢) = ¢ D" — 39"~ Gi(¢) | e (203)
1 ,
Hi(V,0) = 5V2e B+ Gi(9)e B¢ (204)
As equacoes de Hamilton sao
v
V' — _8Hl8(¢7 ¢) _ _acgégb) e%g _ —Fl(¢>€%£ (205)
‘ TH(V.6) 10V
AL AN B8 = Ve bt 206
¢ oV aove Ve (206)
Dividindo (205) por (206) encontramos
Vi _av Fi(9) 23d¢
R S 207
¢/ d¢ V e r ( )
ou entao
VdV = —e2DEE(¢)de = —e2BEdG) (o). (208)
Sabendo que VdV = d(3V?) e de posse de
23¢ 23¢ A 2
2B (0) = d <e 5 Gl(qﬁ)) + 25 MG (6) dg (209)
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podemos escrever
1 Ad Ad
d (§v2 + e%fel((b)) — Gy(¢)d (e%ﬁ) (210)

de onde entendemos que esta equagao nao apresenta constantes de movimento para uma funcao

G1(¢) arbitraria. Sendo assim, deve-se encontrar uma solugdo numérica para este sistema.

3.5 Caso particular da equagao (188), G(¢) = C'¢?

Para o caso particular onde G(¢) = C¢?, podemos redefinir V e ¢ na equagao (200). A

fungao de Lagrange dada em (200) pode ser escrita como

L(.¢) = (%aﬁ - C¢2) e (211)
ou entao . ) )
L(6,¢) = 5 (#/eB¢) = C (0e3b¢) (212)
Fazendo uma mudanca de variavel
Y = perdt, (213)
a sua derivada é "
Y = ¢/6’%§ + Eﬁb@%f (214)
ou \d
Y = Ve 3¢ 4 ﬁ¢ (215)
Como
¢ = he 20" (216)
, a equacao (202) pode ser reescrita como
Ad
V - (bIQ%g = Qﬁ/ - (1/1/ - Ed)) 67%5 (217)

Substituindo as equagoes (216) e (217) na equacao (212), a lagrangiana é escrita como

) =L (0= 20) oy (218)
T2 2D ’
ou expandindo o termo quadrético resulta
N DY N S Y A )

L) = 37— o'+ (5 (55 ) —C ) v (219)

O momentum canodnico associado a esta funcao lagrangeana é
oL W) M
- — - = 22
Bt 1. (220)
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de onde obtemos A\

A nova funcao de Hamilton é entdao dada por

; Ad Ad A\
ROV, ) = Wof = L0 0) =W (W4 350 ) - Fw@ S+ (1 (35) - c) v

2 2D 2\ 2D
(222)
substituindo a equagao (221) nesta ultima, obtemos
_ Y 1 A (A\d)? A (Ad)* (Ad)*
2, e e Ad _\Aaj s Ad 2 2 2
AW ) = Wit o oW = W= eV spr ¥ T aptW e T g VY
(223)
que se simplifica como
H(W, 1)) = we + ﬁww + C? (224)
2 2D ‘
Usando esta funcao de Hamilton podemos encontrar as equacoes de movimento sao
. OH(W, ) Ad
W=_22"27 Ty _9C 225
. OH(W,Y) Ad
(8 BTG W+ opv (226)

Este ¢ um sistema auténomo, ja que nao depende explicitamente da variavel independente, e
tem solugao analitica simples.

Para encontrar a solugao do sistema, formado pelas equagdes (225) e (226), lembremos que
um sistema de equacoes diferenciais de primeira ordem de dimensao n arbitraria pode ser escrito

como

x(£) = Ax(S) (227)

onde A é uma matriz cujos elementos nao de dependem de &
x(€) = e*¥xq. (228)

Para o sistema formado pelas equagoes (225) e (226), a matriz A ¢é

—2 90
A:( 12D M ) (229)

2D

e x(§) é o vetor

x(§) = ( W) ) : (230)
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O sistema tem solucao para

det A £ 0,

-(ﬁ)2+zc7éo,

ou seja

2D

0 que impoe a seguinte condi¢ao para que o sistema tenha solugao

cxt

ﬁQ
2\2D

Para resolvermos o sistema de equagoes usaremos a seguinte propriedade

e = PePP!

(231)

(232)

(233)

(234)

onde B é uma matriz semelhante na forma diagonal e P é a matriz que diagonaliza A. Para

encontrar B e P precisamos primeiramente achar os autovalores e autovetores de A. Os auto-

valores sao obtidos ao escrevermos a equacao
det (A — al) =0,

e assim obtemos o polindmio caracteristico

WA
_(E) +Oé2+2C:O,

cujos autovalores sao

2
a9 = + (%) - 2C

Os autovetores sao obtidos ao substituir os autovalores na equagao
Ax =ax

Substituindo o primeiro autovalor obtemos

Ad 2 Y
Xy = (55)" —2C — 35 ,
1
e do segundo autovalor obtemos
_ (ﬁf _90 — M
X2 —= 2D 2D
1
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Determinados os autovetores, podemos escrever a matriz P
A\ 2 Y/ A )2 Y/
(\/(ﬁ) -20-35 —\/(35) —20—5)7 (241)
1 1

e sua inversa ¢ dada por

p-1_ 2,/(24)’~2¢ 2\/ " a0 ' (242)

O fator B é entao

e (%)2720
B — ( . . (i) - ) , (243)

onde

- h( (ﬁ)2205)+[1(%>]sinh( (%)2—205) o

2D (24)* 20

$(€) = to COSh( (ﬁ>2205)+@g QC)Smh( (%)2_2%) )

2D (2)* -2

Na equagdo (246), caso 1 — (2£) > 0, quando & — oo, W (§) — 0o e £ = —o0, W (£) — 0.
Para caso 1 — (%) < 0, quando £ — —oo, W (§) = o0 e & — 0o, W (£) — 0. E por tltimo, se
1= (é\g) W (§) — oo para { — +oo. Na equagdo (247) vemos um Comportamento parecido.
Caso —2C >0, quando £ — 00, ¥ (§) = 00 e & — —o0, ¥ (§) = 0. Paracaso —2C <0,
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quando £ — —o0, ¥ (§) = 00 e & = oo, ¥ (§) — 0. E por ultimo, se % =2C, Y (§) = ©
para £ — +o00. Assim, as equagoes (246) e (247) nao apresentam perfil saturado, isto porque
ao fazer G = C¢? estamos alterando o termo 7¢ (1 — (bl) da equagao (3) e considerando que
ele é agora 2C'¢, ndo apresentando mais termos ndo lineares. Mas como a solugdo (247) ndo

apresenta valores negativos, ela ainda pode representar sistemas reais.
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4 Solucao numeérica

Uma das técnicas para obter resultados numéricos de uma equacao que nao admite uma
solugdo analitica consiste em discretiza-la . Para obter a solu¢do numérica da equacao (3),
usamos a técnica de diferengas finitas, analogamente ao que propos Colato [24], onde a equacido

analoga ¢
Um,n+1 = pUm+1,n + qu—l,n + (1 —D— CI) Um,n + R (1 - Ufn,n) Um,n- (248)

Na equagao (248), m = 0,1,2,3... M, onde usamos condi¢oes de contorno periodicas, M +
1=1e -1 = M, en tem o papel do tempo discretizado. Os parameros representam: p a
probabilidade do sitio m receber informacao ou algum material do sitio da direita, m + 1, e ¢
a probabilidade do sitio receber do sitio da esquerda, m — 1, para configurar o passo de tempo
n+ 1. Como estamos falando em probabilidades precisamos restringir o valor dessas constantes
de tal forma que p 4+ ¢ < 1. Vemos entao que a probabilidade de algum individuo permanecer
no sitio & (1 —p — ¢) e assim

ptag+t(l-p—q) =1 (249)

Por fim a constante R d& a taxa de crescimento do sistema devido aos individuos presentes no
sitio atual.
Escrevendo Uy, , ~ U(mdz, ndt) na equagao (248), e somando um termo nulo (p — p) U (z — dz, t),

podemos entao escrever

Uz, t+dt) =pU (z+dz,t)+ (p—p)U (x — dx,t) +

+qU (x —da,t) + (1 =2p+p—q) U (z,t) + R (L = U" (2,1)) U (2,1) (250)

esta pode ser rearranjada da seguinte maneira

Uz, t+dt) —U(z,t) =pU (x +dz,t) + (p — p)U (v — dzx,t) +

+qU (z —da,t) + (—2p+p—q) U (z,t) + R (1 = U' (z,1)) U (z,1) (251)

Dividindo esta equacao por /At, obtemos

Uz, t+dt)—U(z,t) p(Ax)*[U(z+de,t) —2U (x,t) + U (x — da:,t)]+

At At (Az)?
— — — R(1—=U"(2,t)) U (z,t
L= DU )=Vl —dt)]  R(-U'@,0)U 1) 52
AtAx At
No limite At — 0 e Az — 0, admitimos que p(ﬁ—f)Q — cte = D, % — cte = —pu e
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R _ .
A cte = r e assim

ou 0*U ou

— =D—— —pu—+rU (1-U". 253

o ~ Doz g, HrU (-1 (253)
Esta é a equacdo (106), de onde tiramos, para o caso particular onde p = ¢ que p = 0 e assim

recuperamos a equagao (3)

2
o U

— - =rU (1-U"). 254
ot a2 | ( ) (254)
E interessante notar que se somarmos as amplitudes de cada sitio a partir da equacio (248)
teremos
M M M M M
Z Um,nJrl = Z pUm+1,n + Z qufl,n + Z (1 —DP— Q) Um,n + Z R (1 - an,n) Um,n (255)
m=0 m=0 m=0 m=0 m=0

Neste trabalho usamos condicoes de contorno periddicas de tal forma que

U]V[Jrl,n = UOn (256)

)

Ui =Umn (257)

Usando a condigao de contorno periddica de contorno, dada pelas equagoes (256) e (257),

podemos reescrever os seguintes somatorios

M M M
Z Um—l—l,n - Z Um—l,n - Z Um,n- (258)
m=0 m=0 m=0

Substituindo a equacao (258) na (255) obtemos

M M M
> Unns1=> Unn+RY Unn(1-U,) (259)
m=0 m=0 m=0
e chamando
M
Po=> Unn: (260)
m=0
temos
M
Py =P+ RY (1=Ul ) Wnn (261)
m=0

Caso R = 0 terfamos o caso onde P,,; = P,, onde a populacao é conservada constante.

4.1 Analise da dinaAmica

Quando usamos a equagao (248) e obtemos a solu¢do numérica encontramos alguns com-

portamentos interessantes. A configuragao inicial é U,,o = 0 para m # %, sendo % inteiro, e
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U Mgy = 0, 8, a menos que esteja explicito o contrario. Inicialmente obtemos a evolucao temporal
para um conjunto de parametros para todos os sitios em alguns instantes, que ¢ mostrada na
figura 10, e para um tunico sitio na figura 11 . Aqui vemos um dos comportamentos possiveis
para o sistema, onde a funcao atinge uma amplitude saturada e a partir dai mantém esta am-
plitude. Mas este nao é o inico comportamento possivel para a equacao (248), temos mais
dois comportamentos possiveis ao alterar os parametros R, p, q, e o expoente | na equacao
(248). O segundo é caracterizado por, apés um periodo de transiente, a amplitude dos sitios
oscilarem com periodo definido, como vemos na figura 12. O terceiro tipo de comportamento
possivel é obtido quando a amplitude dos sitios nio oscilam com um periodo fixo. E interes-
sante notar que, para os dois primeiros comportamentos, uma pequena alteracao na condigao
inicial, ou a amplitude do U, para os M sitios, o comportamento geral nao é alterado apos
passado o periodo transiente. Ja o terceiro comportamento altera-se grandemente com uma
pequena alteracao nas condigoes iniciais. Isto pode ser visto nas figuras 13, 14 e 15, onde os trés
comportamentos sao retratados respectivamente para o sitio % + 10. Esta forte dependéncia
do terceiro comportamento as condi¢oes iniciais aliada com a imprevisibilidade do sistema nos

permitem classificar este comportamento como sendo caotico.

A | 10 passos

; 50 passos ———-—-
100 passos --------
500 passos

08 - i . .

Amplitude

0.4 | : ! ! i R

0 50 100 150 200 250
Sitios

Figura 10: Evolugao temporal com parametros para a equagao (248) =1, R=0,8, p=¢q =
0,2
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Figura 12: Dinamica do segundo tipo de comportamento onde [ =2, R=0,8 e p=¢=0,2
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T ' ' ' ' U0=0,80 ——
uo=081 ——

08 |

06 |

04 |

Amplitude do sitio

02t

0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 13: Evolucao temporal do sitio 132 - parametros para a equacao (248) -1 =1, R=10,8
ep=q=20,20

14 U0=080 —

u0=0,81 ——
1.2 |

08 |

06 |

Amplitude do sitio

04 |

02

0 20 40 60 80 100
Tempo

Figura 14: Evolugao temporal do sitio 132 - parametros para a equagao (248) -l=1, R=1,5
»=q=0,20
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Figura 15: Evolugao temporal do sitio 132 - parametros para a equagao (248)-1=1, R=1,9
,p=q=0,20

14

Amplitude do sitio

60 80 100

Tempo
Figura 16: Evolucao temporal para l =2, p=¢q = 0,20

E interessante notar que para cada valor do expoente [ um conjunto de parametros diferentes
vai gerar esses trés comportamentos distintos. Como exemplo, vemos na figura 16 onde foi
alterado apenas o expoente [ e mantidos p = ¢ com o mesmo valor que aqueles usados nas
figuras 13, 14 e 15 podemos obter os trés comportamentos, s6 que agora com outros valores

para R. Na figura 13 os parametros assumiam os seguintes valores [ =1, R=0,8e p=¢q =

42



0,2 e esses faziam com que a solucao pudesse ser classificado como pertencendo ao primeiro
comportamento. J& na figura 16, o valor de [ é alterado, sendo agora [ = 2, e observa-se que
o caso R = 0,8 apresenta um comportamento do segundo tipo, oscilando com um periodo
definido. Para classificar os diferentes comportamentos é importante notar que nés nao usamos
os instantes iniciais, deixamos a equacao evoluir por algum tempo, no periodo que chamamos
de transiente, e ai entao vemos a tendéncia do comportamento do sistema.

Visualmente pode nao ser tao facil notar quando o sistema estd com um comportamento
caotico, ja que definimos que neste caso nao havera uma oscilacao com periodo definido. Assim,
caso o periodo de repeticao dos valores da amplitude seja muito alto, nao ha como, visualmente,
identificar um comportamento periédico. Para facilitar a visualizacao e o estudo dos modelos,
uma vez fixados o expoente [ e, no nosso caso, as constantes p e ¢, podemos utilizar graficos de
bifurcagao, onde ignoramos o periodo transiente e utilizamos apenas as amplitudes para cons-
truir esse grafico. Dessa maneira podemos ter uma noc¢ao de qual comportamento podemos
esperar para um dado conjunto de parametros, como na figura 17. Este grafico é importante ja
que agora podemos identificar visualmente os limites entre os trés comportamentos. Compa-
rando a figura 17 com a 18 vemos que a velocidade da onda influencia muito no comportamento.
E possivel ainda ver que com diferentes expoentes [ para a equacio (248) um mesmo conjunto
de parametros nao da o mesmo resultado, ja que até as equacoes sao diferentes nestes casos,
como ¢é visto comparando as figuras 19, com [ = 2, e a figura 17, com [ = 1 bem como nas
figuras 18 e 20. Af vemos uma tendéncia, quanto maior o expoente [, fixados p e ¢, menor

precisa ser o valor de R para que sejam observados os trés comportamentos.
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Figura 17: Grafico de bifurcacao paral=1,p=q¢=0,2
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Figura 18: Grafico de bifurcacao paral =2, p=q¢=0,4
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Figura 19: Gréfico de bifurcagao paral=2ep=¢g=20.,2
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Figura 20: Gréafico de bifurcacao paral=1,p=q=0,4

Seria muito 1til encontrar uma maneira de identificar facilmente os regimes para um dado
conjunto de parametros. Para isso, construimos o grafico 21 e os dados foram ajustados.

Para a regiao abaixo da linha solida na figura 21 é caracterizado o primeiro comportamento,
onde todos os sitios possuem um valor igual da concentragao de matéria presente apds o periodo
transiente e acima da linha temos os outros dois comportamentos. Para separar os dois com-
portamentos restantes consideramos que se nao existe repeticao de nenhuma sequéncia por um
tempo grande, aqui considerado como mil passos de iteragao, o sistema saiu do segundo com-
portamento e entrou no regime cadtico. A linha tracejada da figura (21) mostra o limite entre o
segundo e o terceiro comportamentos. Podemos entao representar os diversos comportamentos
usando o gréafico 21. Neste grafico o primeiro regime, onde um tnico ponto maximo é atingido
e a evolucao temporal nao altera esse valor, se localiza para os parametros abaixo da linha
solida. Entre a linha soélida e a tracejada encontramos o regime de bifurcacao e acima da linha

tracejada o regime cadtico.
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Figura 21: Comportamentos para p = ¢ = 0,2. A linha soélida representa o limite entre o
primeiro e o segundo comportamentos, e a tracejada o limite entre o segundo e o terceiro
comportamentos

4.2 Correlacao

Uma das abordagens para verificar se existe uma a relacao entre duas varidveis é feita
usando a funcao da correlagao. Esta mede a afinidade entre duas variaveis aleatorias e, quando
normalizada pela variancia de cada variavel, ela fica limitada entre os valores —1 e 1. Quanto
mais proximo de 1 seu valor, maior a afinidade da relacao entre ambas. Quando seu valor
se aproxima de —1 dizemos que as varidveis sao anti-correlacionadas ou que tém afinidades
opostas.

A variancia associada a U,,,, é pode ser definida como

)

M 1 M 2
A% (R =§ Umn——E Unn 262
n( 7p7q) — 3 M+1m: ) ( )
Usando a equagao (260) a variancia sera
; M ) P
A2 (R = g v ——r . 263
Tl( 7p7q) — m,n M+1 ( )

Podemos ainda observar que se U,,,, assume um mesmo valor para qualquer que seja m, e ao

chamar

Qn

Unnm =77
’ M+1

= cte (264)
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teremos

M 2 M 2
Z Qn 1 Qn
w (R ) mZO(M+1 M+1\~=M+1 (265)
e como o somatorio esta sendo feito em m podemos tirar o argumento, ja que este nao depende
mais de m ) ) )
Qn (M+1)" ([ Qn
A% (R = M+1) — =0 266

Este resultado é esperado, ja que para o comportamento com uma distribuicao uniforme para
todos os M sitios, o valor médio e os valores que os sitios assumem sao os mesmos valores.
Assim, a variancia, que mede quao longe a variavel se encontra do valor médio, devera ser nula.

A correlacao aqui sera considerada de duas formas, uma correlacao espacial e outra temporal.
Na primeira veremos quao forte é a relacao entre a densidade de material de um sitio e outro a
uma distancia d e na segunda mediremos quao forte é a relacao entre a densidade de material
de um mesmo sitio nos tempos n e n + t.

A correlagao espacial, C,, (R, p, q), é definida como

S0 (U = 7) Unean = )]

Cn (R, p,q) = 267
J& a correlagao temporal pode ser definida como
Z%: [(Um,n Py ) (Um,n+t _ Pn+t>:|
On,n+t (Ra D, Q) = : o o . (268)

A(m,n,r,p,q) A(m,n+1t,7p,q)
4.2.1 Correlagao Espacial

Primeiro comportamento, perfil saturado

No primeiro comportamento da dinamica vemos que a correlagao espacial assume valor 1,
como pode ser visto na figura 22. Isto acontece porque nesse caso, a amplitude da onda satura
no valor maximo. Nos instantes iniciais a correlacao com distancia d pequena apresenta valores
proximos a 1, ja que poucos sitios tem valores nao nulos e os sitios nao nulos tém valores
muito proximos. Pouco antes de o periodo transiente terminar, no caso da figura 22 perto do
passo numero 3750, as densidades dos sitios apresentam uma pequena oscilacao em seus valores
proximos a 1, a correlacao entao assume valores negativos, mas conforme a oscilagao desaparece
o valor da correlagao volta a ser 1 para distancias d pequenas. Esta oscilacao nao acontece para
qualquer conjunto de parametros, como pode ser visto na figura 23. Para distancias d grandes,
d= % ed= % + 1, esperamos que a correlacao inicialmente apresente valores negativos, ja que
a dindmica comeca com apenas um sitio povoado, e vai aumentando a amplitude dos outros
sitios préoximos da origem em diregao aos extremos, correlacionando sitios com valores altos
com os de valor nulo. Quando o periodo transiente é ultrapassado, a correlacao para d grande
também se aproxima de 1, como pode ser visto nas figuras 22 e 23, mostrando que todos os

sitios assumem o mesmo valor da densidade de material presente em cada.
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Figura 22: Correlacao espacial [ =1, R=1,00,p=¢q¢=0,2
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Figura 23: Correlagao espacial [ =1, R=0,30,p=q=0,4

Segundo comportamento, oscilagcao entre valores fixos

No segundo comportamento a amplitude oscila entre valores fixos, estes valores se repetem a
cada 2 sitios. Sendo assim, a correlacao realizada com uma distancia par tem valor proximo de
1, pois eles sao fortemente correlacionados, ja a correlacao entre sitios com distancia impar é
proxima de —1, como pode ser visto desde a figura 24 até a 26. Estas figuras foram escolhidas

por se encontrarem proximas aos limites de cada um dos comportamentos, mas ainda no segundo

comportamento.
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Nesta dinamica, maior distancia entre dois sitios é M /2, ja que o sistema, contendo M sitios,
foi construido utilizando-se condicoes periddicas de contorno. Em alguns casos a correlacao
nesse segundo comportamento pode apresentar valores altos mesmo quando sao utilizados sitios
distantes no calculo, como pode ser visto na figura 26, o que é de se esperar, j4 que o valor
da densidade de material dos sitios esta oscilando em torno de dois valores fixos. No entanto,
para sitios com distancia d grande, o valor da correlagao pode se tornar pequeno, mesmo para o
segundo regime, que pode ser visto nas figuras 25 e 24. A explicagao para este comportamento
é que, apesar de a cada dois sitios a amplitude da onda assumir valores préximos, eles nao sao
necessariamente os mesmos por conta da propria dinamica ou erros atrelados ao truncamento
numérico que o computador tenha que realizar. Assim, ao comparar um sitio com outro muito
distante os valores das densidades podem nao ser iguais, o que ¢é revelado no valor da correlagao

neste caso. Isto significa que a afinidade de um sitio diminui com a distancia nesses casos.

correlacéo

0 1000 2000 3000 4000 5000
passos de tempo

Figura 24: Correlagao espacial =1, R=1,6,p=¢=0,2
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Figura 25: Correlacao espacial [ =1, R=1,21, p=¢q¢=0,2
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Figura 26: Correlagao espacial [ =2, R=0,39, p=q=0,4

Terceiro comportamento, oscilacao cadtica

No terceiro comportamento a correlagao pode ser observada na figura 27, como aparentemente
nao é possivel prever a densidade dos sitios nos proximos instantes de tempo, esperamos uma
correlagao com valor proximo de 0. Isto nao ¢ observado para uma distancia d = 1, ja que a
dinamica mesmo imprevisivel ainda apresenta a caracteristica que um sitio com um valor alto na
amplitude terd um vizinho com valor menor, explicando assim os valores negativos observados.

Podemos observar nas figuras 27 e 28 que a correlacao se aproxima de zero conforme aumenta
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a distancia entre os sitios. Sitios mais préoximos teriam maior influéncia sobre os vizinhos.
E interessante ressaltar que a dindmica, mesmo nao sendo completamente previsivel, ainda
apresenta algum padrao. Apds o periodo transiente, sempre ao lado de um sitio com amplitude
alta existira um sitio com amplitude mais baixa.

Da mesma forma que no segundo comportamento os parametros R, p, ¢ € o expoente [
alteravam a afinidade de um sitio nos seus vizinhos, no terceiro comportamento isto também
é uma tendéncia. Aqui, R foi escolhido de forma a manter o sistema o mais proximo possivel
da transicao do segundo para o terceiro comportamento, mas garantindo que o mesmo esteja
sempre neste altimo. Comparando as figuras 27 e 28 vemos que conforme o valor de R aumenta
a influéncia sobre os vizinhos mais distantes pode se tornar mais fraca. E interessante notar
que em alguns sistemas nesse terceiro comportamento a influéncia de um sitio mais distante
pode apresentar maior influéncia que um mais préximo, como ¢é o caso da figura 29, onde d = 2
assume um valor em moédulo maior que para d = 1. Podemos ainda encontrar alguns conjuntos
de parametros para os quais o valor das densidades de material para os sitios vizinhos sao pouco
correlacionados, como os das figuras 28 e 30, a influéncia de um sitio sobre seu vizinho nesses
casos ja é perdida mesmo com d pequeno. Por ultimo, na figura 31 podemos ainda encontrar

uma correlagao alta mesmo quando consideramos sitios distantes uns dos outros.
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Figura 27: Correlacao espacial [ =1, R=1,65,p=¢q¢=0,2
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Figura 28: Correlacao espacial [ =1, R=1,9, p=¢g=0,2

e p—

e
08 M2
06 | d=M72+1 ——

04

o
[N

02 |
04 |
06 |
08 |

0 1000 2000 3000 4000 5000
passos de tempo

Figura 29: Correlacao espacial [ =1, R=0,8, p=q=0,4
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Figura 30: Correlacao espacial [ =2, R=1,0,p=qg=0,2
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Figura 31: Correlacao espacial [ =2, R=0,41,p=q=0,4

4.2.2 Correlagao Temporal

Primeiro comportamento, perfil saturado

A correlagao temporal é feita usando na equacdo (268) t = 1, sendo assim fazendo a auto-
correlacao de cada sitio em dois instantes de tempo consecutivos. Os 3 comportamentos também
apresentam caracteristicas diferentes para a correlacao temporal, como pode ser visto na figura

32. Nesta figura, para R = 1,0 verifica-se um comportamento do primeiro tipo. Da mesma
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forma como acontecia na correlacao espacial, alguns casos podem apresentar uma oscilacao,
s6 que agora temporal, perto do fim do periodo de transiente. Apds o periodo transiente ter
acabado, no primeiro comportamento os valores das densidades de material dos sitios sempre
apresentardao uma amplitude maxima, sendo assim esperamos como mostra a figura 32 uma

correlacao com valor 1.

Segundo comportamento, oscilacao entre valores fixos

Ao considerar R = 1,21 e R = 1,63 na figura 32 estamos pegando os valores de R pro-
ximos dos limites do segundo comportamento. No segundo comportamento acontece, além
da oscilagao espacial explicada na secao anterior, oscilacao temporal, onde para cada sitio uma
amplitude com um valor maior é precedida de uma com valor menor, o que faz com que a corre-
lagao assuma um valor negativo. Como os valores de oscilagao da amplitude da onda sao a cada
t + 2, praticamente os mesmos, esperamos que a correlacdo assuma valores aproximadamente

constantes.

Terceiro comportamento, oscilacao cadtica

Para R = 1,70 na figura 32 é identificado um comportamento do terceiro tipo. Neste caso nao
podemos prever com exatidao qual serd o préximo valor da densidade de material do sitio, mas
a dinamica dita que na evolugao temporal uma amplitude de valor maior sempre sera precedida
de uma de valor menor. Podemos ainda notar pela figura 33, onde [ = 2 e os parametros
mantidos constantes sao p = ¢ = 0, 2, que a correlacao para o terceiro comportamento pode em
média assumir valores diferentes e nao necessariamente proximos de —1 como no caso da figura
32. Aqui, estamos considerando uma auto-correlagao que pode também ser identificada como
a afinidade que cada sitio tem sobre si mesmo com o passar de um intervalo de tempo. Aqui
vemos que um sitio na figura 32 tem maior influéncia sobre si mesmo no proximo instante de

tempo do que no caso da figura 33.
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Figura 32: Correlagao temporal [ =1, p=q¢=0,2
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Figura 33: Correlacao temporal [ =2, p=¢=20,2

4.3 Analise da dindmica para p # ¢

Quando p # ¢ a dinadmica fica pouco alterada no periodo transiente, como pode ser visto
nas figuras 34, 35 e 36, isto porque ao fazer p # ¢ estamos facilitando a difusao da onda em
uma das direcoes. Nas figuras podemos perceber esta alteracao no periodo transiente mais

facilmente a partir de 50 passos de tempo, quando fica claro a maior facilidade que a densidade
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de material tem para deslocar-se para a direita, quando a probabilidade de migragao nesse
sentido é ¢ = 0,4, do que para a esquerda onde p = 0,2. Ap6s o periodo transiente a dinimica
se comporta de maneira similar aos casos onde p = ¢. O sistema ainda apresenta os 3 tipos

de comportamento, e podemos observar o primeiro comportamento na figura 34, o segundo na
figura 35 e o terceiro através da figura 36.
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Figura 34: Evolugao Temporal com [ =2, R=0,39, p=0,2e ¢q=0,4
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Figura 35: Evolugao temporal com [ =2, R=0,59, p=0,2eq=0,4
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Figura 36: Evolucao temporal com [ =2, R=0,65 p=0,2eq=0,4

Na figura 37 podemos verificar a evolucao temporal de um tnico sitio nos 3 comportamentos,
onde foram mantidos os parametros [ = 2, p = 0,2 e ¢ = 0,4 e alterou-se o parametro R. No
caso quando R = 0,39 vemos que ao passar o periodo transiente o valor da densidade de
material do sitio se mantém constante. Ao alterar-se o valor de R para R = 0,59 temos uma
evolucao temporal caracteristica do segundo comportamento onde, ap6s o periodo transiente, a
amplitude do sitio oscila entre valores bem definidos. Analisando o caso onde R = 0,65 vemos
que o sistema apresenta o terceiro tipo de comportamento, onde nao pode ser distinguido um
periodo de oscilacao constante, mas onde podemos afirmar que ap6s uma amplitude com valor

alto no proximo instante de tempo o valor da densidade de material do sitio assumird um valor

menaor.
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Figura 37: Evolucao temporal para um sitio paral =2, p=0,2e ¢ = 0,4

Nas figuras 38 e 39 constatamos que realmente os 3 comportamentos estao presentes e
que ainda mantém a mesma sequéncia, sendo o caso onde a amplitude atinge um valor maximo
sucedido do caso quando ocorre oscilagao entre alguns valores fixos e ap6s este o comportamento

onde nao é possivel identificar um periodo fixo para a oscilacao.
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Figura 38: Gréfico de bifurcacao paral=1,p=0,2e ¢=0,4
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Figura 39: Grafico de bifurcacao paral=2,p=0,2e ¢=0,4

Na figura 40 vemos as duas curvas que ajustam os tltimos pontos de cada um dos compor-
tamentos. A curva vermelha delimita o primeiro do segundo comportamentos e a curva verde
delimita o segundo e o terceiro comportamentos. Esta figura garante que para p = 0,2 e para
q = 0,4, se existir espago entre as duas curvas e elas nao se cruzarem entao os 3 comportamen-
tos acontecem e na ordem que descrevemos acima. Vemos na figura que, como no caso onde
p = ¢, quando o expoente [ apresenta valores maiores o transiente entre os comportamentos se
d& com valores menores para R. Vemos ainda que quando o valor do expoente [ é pequeno a

transicao do segundo para o terceiro comportamento se da com valores muito préximos.
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Figura 40: Curva de ajuste para o tultimo ponto antes de cada comportamento com p = 0,2 e
q=0,4

A correlacao espacial para o caso onde p # ¢ pode ser observada para os 3 comportamentos
nas figuras 41, 42 e 43. Na figura 41, que é um exemplo do primeiro comportamento, vemos
que, como no caso onde p = ¢, apoés o periodo transiente a correlagdo assume valor 1, isto

porque neste caso ap6s o periodo transiente a dindmica continua inalterada.
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Figura 41: Correlagao espacial [ =2, R=0,39,p=0,2e ¢=0,4

Na figura 42 temos um comportamento do segundo tipo. Aqui a correlacao nao apresenta

grandes mudancas quando comparada com os casos onde p = ¢q. Mesmo quando consideramos
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d com valores grandes a correlagao, apds o periodo transiente, continua mantendo um valor
constante. Assim toda a analise feita para o caso onde p = ¢ continua valendo nesse caso
onde p # ¢. Isto acontece por ser o sistema construido com condigoes periddicas de contorno,
fazendo com que, mesmo que um sentido tenha preferéncia na difusao, todo a informacao seja

transmitada para o sistema como um todo.
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Figura 42: Correlagao espacial [ =2, R=0,59, p=0,2e ¢=0,4
A figura 43 representa o terceiro tipo de comportamento. Isto pode ser observado por pelas

oscilacoes observadas na correlagao ap6s o periodo transiente, principalmente para as distancias

d maiores, mas ja presente para d pequeno.
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Figura 43: Correlacao espacial [ =2, R=0,65, p=0,2e ¢=0,4

Quando analisamos a correlacao temporal com a ajuda da figura 44 vemos novamente que
apo6s o periodo transiente a correlagao matém os valores relativos aos 3 comportamentos, como
no caso onde p = ¢. Para o primeiro comportamento, que pode ser observado no caso onde
R = 0,39, a auto-correlacao ainda mantém valor 1, mostrando sua forte correlacao. Para R =
0,59 podemos observar um valor da correlacao préoximo de —1 e fixo, j& que nesse caso o valor
da densidade de material de cada sitio esta oscilando entre alguns valores fixos. Em R = 0,65
podemos identificar o terceiro tipo de comportamento, caracterizado por um valor da correlacao

que oscila, nao se estabilizando em algum valor fixo como no segundo comportamento.
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Figura 44: Correlagao Temporal [ =2, p=0,2e q¢=0,4
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5 Sumario e Conclusao

Neste trabalho estudamos uma classe de equacoes nao lineares encontrando solugoes tanto
analiticas quanto numéricas. Inicialmente encontramos as solucoes para dois casos mais parti-
culares, que sao as equagoes de Fisher e Nagumo, e posteriormente para um caso mais geral,
dado pela equacao (3). O método utilizado foi adotar a hipotese de ondas viajantes e o em-
prego do Ansatz das tangentes hiperbolicas como solugao para as equagoes. Um estudo dos
parametros da equacao foi realizado, primeiramente estudando como a largura da frente de
onda poderia ser modificada e em seguida como a velocidade da onda era. Estes parametros
sao dependentes dos valores do coefiente de difusao D e da taxa de crescimento do sistema r.
Nao definimos uma situacao real para definir os parametros D e r, mas Kenkre e Kuperman
em seu artigo de 2003 os encontram para o caso de colonias de bactérias, onde eles utilizaram
a equacao de Fisher para a extracdo destes [29].

No terceiro capitulo utilizamos uma nova abordagem para a equacao diferencial, trabalhando
com as fungoes hamiltoniana e lagrangeana que representam o sistema. Sempre que g = v 0
sistema tem uma quantidade conservada. Foram estudados alguns casos havendo conservacao
de algumas grandezas, uma delas sendo a densidade de energia do sistema. Para os casos nao
conservativos, como a equacgao de Fisher e Nagumo, também foi possivel encontrar a energia
dos sistemas em funcao dos parametros estudados a menos de uma constante de integracao.
Para os casos nao conservativos conseguimos escrever as funcoes lagrangiana e hamiltoniana.
No caso da abordagem hamiltoniana foram montadas as equacoes de Hamilton, onde também
estudamos um caso particular que poderia ser solucionado através desta abordagem ao encontrar
as equagoes de movimento do sistema. Por tltimo escrevemos a equacgao diferencial por meio
de aproximagoes para a forma integral que, sabendo-se a energia para o sistema, apresentavam
solucoes para os casos conservativos para os casos onde o expoente [ assumiu [ =1e [ = 2.

No ultimo capitulo a equacao diferencial nao linear foi escrita na forma de uma equagao
de diferencas finitas. O sistema representa a equacao diferencial em limites infinitesimais e
é consistente com o modelo desenvolvido. Apo6s a comprovacao da integridade do programa
construido pudemos analisar a dinamica desses resultados numéricos obtidos. Foi constatado
que existe 3 diferentes comportamentos para o sistema, dependendo dos parametros utilizados.
Um quando a densidade do material difundindo apresenta um perfil saturado, outro quando a
densidade de material oscila de forma regular entre valores bem definidos e o tltimo quando
a oscilacao ocorre de forma irregular e imprevisivel. O primeiro comportamento descreve os
resultados experimentais do artigo de Kenkre e Kuperman de 2003 com colonias de bactérias
[29]. Estes 3 comportamentos foram caracterizados pela evolu¢do temporal da densidade de
material para cada sitio especifico e pela maneira com que a difusao ocorre. Foram também
encontrados os limites entre cada um dos comportamentos ao ajustar os dados obtidos. Usa-
mos ainda a correlagao espacial e temporal para caracterizar cada um dos comportamentos,
quando estudamos quao forte é a afinidade entre dois sitios, distantes espacialmente e o alcance
espacial dessa afinidade, ou a afinidade temporal. Com a correlacao pudemos perceber que, a

pequenas distancias, nos dois primeiros comportamentos a densidade de material dos sitios é
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fortemente correlacionada tanto espacialmente quanto na temporalmente, enquanto em alguns
casos no terceiro comportamento ela podia nao apresentar essa forte afinidade com a densidade
de material dos vizinhos mais préximos. Por tltimo constatamos que mesmo no caso onde a
probabilidade de migragao para os lados sao diferentes, p # ¢, a equacao apresenta os mes-
mos comportamentos. Isto foi explicado por termos usado condicoes peridédicas de contorno na
construcao do modelo, o que faria com que, ap6s o periodo transiente, a influéncia de cada sitio
se comportasse de acordo com as caracteristicas possiveis ao comportamento em que estivesse
enquadrada.

Este trabalho tem sua importancia em ter apresentado um estudo das solugoes para uma
classe de equacoes diferenciais nao lineares de algumas maneiras distintas, realizando um estudo

de seus parametros e possiveis comportamentos.
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6 Apéndice

6.1 Inversao de séries

Se tivermos uma série do tipo
Y= a17 + aox® + azx® + ..., (269)

esta série invertida sera dada por
= Ay + Ay + Asy® + ... (270)

Os coeficientes A, serao obtidos ao substituir (270) em (269) e comparar poténcias de forma a

satisfazer a igualdade. Dai tiramos que os coeficientes A,, serdao

Ay =aj! (271)

A2 = —a1_3(12 (272)

As = a;°(2a3 — ajas3) (273)

Ay = a;"(5a1a9a3 — a®ag — 5ad) (274)

6.2 Correlacao

Existem algumas maneiras para se encontrar a relacao entre duas variaveis aleatorias. Se
quisermos encontrar a afinidade entre essas duas, se é uma relacao forte ou fraca, podemos usar
duas medidas numéricas chamadas de covariancia e correlacao, como foi feito por Casella em
seu livro [35].

Para escrever a definicao da covariancia e correlagao entre duas variaveis aleatorias, X e Y,
escreveremos o valor médio de X como ux e da varidvel Y sendo py e a variancia delas como
0% e 0% respectivamente. Vamos ainda assumir que a variancia é positiva e finita 0 < 0% < oo,

0 < 0% < oo . Agora podemos definir a covariancia, que é dada por
Cov(X,Y) = (X — px)(Y — py)) - (275)

Quando combinam-se valores grandes de X com valores grandes de Y ou valores pequenos
para ambos vamos encontrar um numero positivo para a covariancia. Isto acontece porque
quando temos X > px e Y > py vamos encontrar um valor positivo para produto (X —pux)(Y —
py) . Da mesma forma, quando temos X < pux e Y < py o produto (X — ux)(Y — py) serad

também um valor positivo. Desta maneira obtemos valores positivos para a covariancia

Cov(X,Y)=((X —ux)(Y — py)) > 0. (276)
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Se por outro lado tivermos valores grandes de X com valores pequenos de Y ou vice-versa a
covariancia tende a ser um valor negativo, ja que nesse caso é provavel que aconteca de X > ux

e Y < py e vice-versa, fazendo com que o valor (X — pux)(Y — py) seja negativo, e assim

Cov(X,Y) = (X — pux)(Y — py)) <O0. (277)

Assim a covariancia da a relacao entre X e Y , mas como ela é um numero qualquer, nao
temos como falar sobre a afinidade entre as duas variaveis aleatérias. Para podermos saber a
afinidade seria necessario saber qual o valor maximo que a covariancia pode assumir. Isto pode

ser encontrado ao tomarmos uma fungao h(t) onde
h(t) = (X = px)t + (Y = py)))* (278)
Ao expandirmos a fungao h(t) obtemos
h(t) = ((X = px))” 426 (X — px) (Y = py) + (Y = py))” (279)

como a variancia de X ¢é definida como 6% = ((X — px))” entdo podemos escrever a funcio
h(t) da seguinte maneira
h(t) = t*0% + 2tCov(X,Y) + o3 (280)

Esta é uma funcdo quadratica com ¢ real onde ela é maior que ou igual a 0 , h(t) > 0, para
todos os valores de ¢, ja que ela é o valor médio de uma varidvel aleatéria nao negativa. Sendo
ela uma funcao quadratica, a unica forma de isso ser possivel é se ela tiver no maximo uma

tnica raiz real. Essa condicao é satisfeita quando fazermos

(2Cov(X,Y))? — dox0y <0, (281)

que pode ser arrumado como
(Cov(X,Y))* < 050y (282)

e de onde podemos tirar que
—O0x0y S CO’U(X, Y) S OxO0y (283)

Se dividirmos esta tltima equacao por oxoy obtemos

XY
-1< CoulX,¥) _ pxy <1 (284)
Ox0y

onde chamamos pyy de correlacao entre X e Y . Como |pxy| < 1 podemos entao falar de quéo

fortemente relacionadas estao as variaveis X e Y .
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