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Resumo

Esta dissertacao abrange duas linhas de trabalho em éptica quéntica moderna. A primeira
estd ligada a teoria de fotocontagem, especificamente a teoria de medi¢oes continuas desen-
volvida por Srinivas e Davies (SD) nos anos 1980, cujo ingrediente fundamental ¢ a escolha
correta do super-operador de salto qudntico. N6s deduzimos de primeiros principios védrios
super-operadores possiveis de salto quantico e empregamos um deles — o super-operador
de salto quantico “nao-linear”, proposto independentemente ad hoc por Ben-Aryeh e Brif e
Oliveira et al. — para estudar as modificacoes que ele traz na teoria de SD, principalmente
na previsao de algumas probabilidades de coincidéncia. Chamamos este modelo alterna-
tivo de E-model e generalizamos ambos os modelos (o de SD e E-model) ao introduzir
efeitos dissipativos na teoria, tanto devido a cavidade, quanto ao detector imperfeitos.
Por fim, estudamos algumas aplicacoes especificas da teoria de fotocontagem continua
(detecgao homédina e detecgao de fétons correlacionados) comparando as previsoes dos
dois modelos.

A segunda parte da dissertagao estd relacionada com o estudo de emaranhamento de es-
tados quénticos de varidveis continuas. N6s obtivemos uma forma simplificada de critério
de separabilidade de Simon para estados Gaussianos bipartites, mostrando que para sis-
temas cuja evolucao é governada por Hamiltonianos quadraticos arbitrédrios, a dindmica
de separabilidade é descrita completamente em termos do determinante da matriz de co-
variancia cruzada. Como exemplos concretos, consideramos a evolugao do “coeficiente de
negatividade inversa” (que d4 uma estimativa quantitativa do “grau de emaranhamen-
to”) para dois modos inicialmente desacoplados (cada um existindo em estado térmico
comprimido) nos casos de conversao paramétrica, amplificacdo paramétrica e para uma
cavidade cuja fronteira oscila em ressonancia com dois modos do campo.



Abstract

This dissertation embraces two trends of research in modern quantum optics. The first of
them is connected to the photodetection theory, particularly to the continuous measure-
ment theory developed by Srinivas and Davies (SD) in 1980’s, whose principal ingredient
is the correct choice of the quantum jump superoperator. We deduce from first principles
different possible quantum jump superoperators, and employ one of them — the “non-
linear” quantum jump superoperator, proposed independently ad hoc by Ben-Aryeh and
Brif and Oliveira et al. — to study the modifications it brings to the SD theory. We
call this model as E-model and generalize the both models (SD model and E-model) by
including dissipation effects due to the imperfections of the cavity and of the detector.
Finally, we study some specific applications of continuous photodetection theory (homo-
dyne detection and detection of correlated photons) and compare the results between the
two models.

The second trend of this dissertation is related to the study of entanglement of contin-
uous variables quantum states. We give a simplified form of Simon’s separability criterion
for two-mode Gaussian states, showing that for systems whose unitary evolution is gov-
erned by arbitrary time-dependent quadratic Hamiltonians, the separability dynamics is
completely described in terms of the determinant of the cross-covariance matrix. As con-
crete examples we consider the evolution of the “inverse negativity coefficient” (which
gives a quantitative estimation of the “degree of entanglement”) for two initially uncou-
pled modes (each being in a squeezed thermal state) in the cases of parametric converter,
parametric amplifier and for a cavity whose boundary oscillates in resonance with two
field modes.

i



Capitulo 1

Introducao as teorias de fotodeteccao

Neste capitulo faremos uma breve introducao as teorias de fotodeteccao
convencionais e vamos expor a metodologia a ser usada nos préoximos capi-
tulos. Daremos algumas informacoes gerais a respeito do processos de
fotodeteccao, dos modelos que descrevem tais processos e das grandezas
neles observaveis. A seguir, faremos uma breve revisao histérica do desen-
volvimento das teorias convencionais de fotodeteccao, chegando ao ponto
fundamental desse capitulo, que é o modelo proposto por Srinivas e Davies
(SD) para o processo de fotodetec¢ao continua. Como uma aplicagao da
teoria de SD, vamos mostrar como sao feitos os cédlculos no caso de um
campo livre monomodal. Todos os resultados descritos neste capitulo sao
bem conhecidos, nao havendo nenhuma novidade resultante da pesquisa
dessa dissertacao.

1.1 Introducao

O principal instrumento na descricao quantica da radiacao eletromagnética é a sua dis-
tribuicao de probabilidades de f6tons, ou mais abrangentemente, o seu operador-densidade.
Medigoes de graus de coeréncia qudnticos por experimentos de interferometria (ver, por
exemplo, [1]) fornecem uma parte de informagcao a respeito dos elementos da matriz do op-
erador estatistico'. Informacao adicional é obtida através de experimentos de contagem de
fétons, ou fotocontagem. Experimentos de fotocontagem fornecem uma medida bastante
direta da distribuicao de probabilidades de fétons para todos os tipos de luz descritos pela
teoria quéntica. Tais experimentos formam a base observacional de éptica quantica e tém
um papel fundamental no estudo de fenomenos quénticos nos feixes de luz.

O arranjo experimental bésico nos experimentos de fotocontagem é o seguinte. Um
feixe de luz sob investigacio ¢ manipulado de modo a incidir sobre o detector’ — um
fototubo conectado por eletronica adequada a um instrumento contador, que registra o
nimero de fétons ao produzir emissoes fotoelétricas no fototubo (para uma discussao
mais aprofundada ver [2] e as referéncias 14 indicadas). Cada leitura de rajada de pulsos
de elétrons (corrente elétrica) ¢ vista como uma manifestacdo de um nico fé6ton. Um

I'Nesta dissertacao, os termos “operador-densidade’ e “operador estatistico” tém o mesmo significado.
2Detector, fotodetector e medidor tém o mesmo significado nesta dissertacdo — o de um aparelho
macroscdpico que “tira” os fétons do campo e é capaz de registra-los.
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obturador na frente do fototubo controla o intervalo de tempo durante o qual a luz incide
sobre o detector. Produzida a radiacao, o obturador é aberto por um intervalo de tempo T’
depois disso, o obturador é fechado e conta-se o niimero de fotoelétrons registrados. Desde
que o experimentador seja capaz de reproduzir repetidamente um campo nas mesmas
condigoes, este experimento ¢é repetido um grande niimero de vezes (da ordem de 10%) e o
resultado pode ser expresso como distribuigao de probabilidades P,,,(T") para m contagens
durante o tempo de observacao T'. A distribui¢do medida P,,(T") contém a informagao
sobre propriedades estatisticas de radiacao.

Embora a distribuigdo de probabilidade de f6tons P,,(T") fornega o méximo de infor-
macao a respeito de elementos diagonais do operador-densidade, ela nao ¢ a inica grandeza
que pode ser determinada através de experimentos de fotocontagem. Existem muitas out-
ras quantidades observéveis que ajudam no estudo de caracterfsticas da radiacao e vamos
descrevé-las na secao 1.5.

Agora que discutimos a técnica experimental de contagem de fétons, vamos nos di-
recionar as teorias que descrevem o processo de medicao quéntica. Por muito tempo a
teoria de medicao de von Neumann [3] foi tida como conclusiva a respeito dos distin-
tos processos de evolugao de sistemas sujeitos a medigoes. De acordo com esta teoria,
o processo quantico de fotodeteccao é dividido em duas etapas. Na primeira delas, o
campo de fétons e o detector acoplam-se um ao outro via uma interacao com evolugao
unitdria, estabelecendo-se uma correlacao quéntica entre ambos. Este processo é reversiv-
el porque a interacao é unitdria. Na segunda etapa, o niimero de conversoes fotoelétricas
¢é lido instantaneamente, produzindo um novo estado quantico do campo de fétons via
reducao nao-unitdria do estado. Tal processo denomina-se medi¢do do primeiro tipo ou
nao-destrutiva [3].

O processo de fotodeteccao realista, entretanto, distingue-se do processo descrito aci-
ma, porque o nimero de fotoelétrons é medido nao de uma tnica vez, mas seqiiencial-
mente, um a um. A informagao referente ao registro de uma fotocontagem é lida em
tempo real ao longo do periodo de medicao. A redugao do estado de campo de fétons
ocorre, portanto, a cada momento enquanto o detector estiver ativo e, conseqiientemente,
o campo de fétons evolui nao-unitariamente. Varias “corridas” do experimento devem ser
realizadas, necessérias para calcular valores médios de quantidades relevantes. E claro,
entao, que o aparato de medida faz medicoes deste observivel continuamente, e o esta-
do de campo deve ser revisado continuamente para refletir o conhecimento mais recente
sobre o sistema resultante do processo de medicao. Tal tipo de processo de medicao é
denominado processo de medi¢ao continua, medi¢iao do sequndo tipo ou destrutiva [4).

Existem duas abordagens diferentes para a teoria de fotodeteccao e vamos descrevé-las
brevemente na se¢ao 1.2. A primeira delas foi iniciada por Mandel [5] e seguida por Kelley
e Kleiner [6], Glauber [7] e outros. Ela descreve experimentos em que um feixe propaga-se
em espaco aberto, incide sobre o detector, e cada féton nao absorvido é perdido. Tal
descricao foi classificada por Mandel [8] como modelo de sistema aberto.

A segunda abordagem foi iniciada por Mollow [9] e seguida por Scully e Lamb [10],
Shepherd [11], Selloni et al. [12], Srinivas e Davies [13] e outros. Nesta abordagem,
considera-se que a radiacao e o fotodetector encontram-se em uma cavidade fechada, e
cada féton nao absorvido pelo detector em um dado tempo estd disponivel para deteccao
em um tempo posterior?. Por motivos ébvios Mandel chamou este modelo de modelo de

3E claro que este modelo pode ser generalizado, introduzindo efeitos de perdas devido a paredes
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sistema fechado [8].

A diferenga entre as duas abordagens acima é bastante clara quando consideramos os
resultados de fotodeteccao para tempos de deteccao grandes: no caso de sistema fechado,
o numero de fétons detectados tende a um limite, dado pelo nimero de fétons presentes
inicialmente na cavidade. J4 no caso do modelo de sistema aberto, o nimero de fétons
detectados cresce ilimitadamente, pois a radiacao atinge continuamente a superficie do
detector.

Na prética, o arranjo experimental correspondente ao modelo de sistema aberto tem
sido predominante nos experimentos de contagem de fétons até agora, devido a sua sim-
plicidade, pois ele exige apenas a presenca de um detector e de uma fonte de radiacao.
No entanto, com o desenvolvimento cientifico e tecnoldgico, o modelo de sistema fechado
vem se tornando fundamental no estudo de processos em que sao contados poucos fétons,
como ocorre em vdrias dreas atuais de 6ptica quéntica (ver, por exemplo, [14-16]). No
entanto, tais experimentos esbarram em dificuldades técnicas, ja que nesses experimentos
sdo necessdrias cavidades 6pticas com alto fator de qualidade [17], que sejam capazes de
armazenar os fétons por um tempo suficientemente grande a ponto de serem detectados.

Por intermédio da fotocontagem um grande nimero de experimentos pode ser realiza-
do, determinando caracteristicas como a energia de um campo de luz, suas propriedades
estatisticas, tais como estados de campo e a determinacao de quadraturas através de
mecanismos de detecgao homddina [2,18,19]. Recentemente a fotodeteccao foi utilizada
como recurso fundamental em protocolos de informacao quéntica [20] tais como tele-
transporte de estados de polarizacao da luz [21], comunica¢do qudntica [22] e computagao
qudntica em sistemas Gpticos nao-lineares [23]. No entanto, muitos destes experimentos
ainda sao descritos teoricamente por processos de medicao de primeiro tipo, apesar da
existéncia de teorias de fotodetecgcdo continua, como a teoria quéantica de fotocontagem
desenvolvida na década de 1980 por Srinivas e Davies [13], ou o modelo consistente de
fotodetec¢ao (E-model) desenvolvido recentemente [24]. Neste capitulo pretendemos de-
screver de uma forma bastante completa a teoria de Srinivas e Davies (SD), tanto a sua
formulagao axiomética (secao 1.3), quanto a abordagem através de trajetérias qudnticas
(secdo 1.4). Na secao 1.6 iremos descrever a teoria de SD aplicada a fotodetecgao de
um campo monomodal e algumas inconsisténcias que surgem neste caso. Finalmente, na
secao 1.7 apresentaremos as conclusoes.

1.2 Teorias convencionais de fotodeteccao

A quantidade aleatéria fundamental medida pelo detector é o nimero de fétons (em forma
de fotoelétrons) em um intervalo de tempo qualquer [to, t). Portanto, o objetivo da maioria
das teorias de fotodeteccao ¢ chegar a uma férmula para a probabilidade P,, ([to,t)) de
que m contagens sao registradas no intervalo [ty,t). Para campos 6pticos cldssicos, tal
férmula de contagem foi obtida pela primeira vez por Mandel [5,25], partindo da suposigao
de que as probabilidades para registrar contagens em diferentes intervalos (infinitesimais)

imperfeitas da cavidade, que podem absorver fétons, e detectores imperfeitos, que podem absorver fétons
sem produzir corrente elétrica. Estes efeitos farao com que o nimero médio de fétons detectados seja
menor que o nimero médio de fétons presentes inicialmente. Vamos tratar estes efeitos dissipativos no
capitulo 4.
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de tempo sao estatisticamente independentes. A férmula de Mandel é

Pr(t) = <Wm ‘W>, (1.1)

m!

W= A /Otl(t’)dt’, 1= [ [ [ v:@ovi e

e V(,t) é o sinal analitico aleatério, com indices de polarizagdo omitidos. Os colchetes
() denotam a média sobre o “ensemble”, D é o volume do detector e \ esta relacionado a
sua eficiéncia.

Como ja foi apontado na introdugao, existem duas abordagens diferentes para a teo-
ria. quéntica de fotodetecgao, que levam a diferentes probabilidades. A primeira delas,
vélida para sistemas abertos, estd relacionada, de perto, com a abordagem clédssica de
coincidéncia [1]. Ela leva a formula quantica de Mandel

onde

Qm A b
Pn(t) =Tr [[) : —'6_9 :] , onde Q= )\/ I(tdt' (1.2)
m! 0

e 2 denotam o ordenamento normal (lembrando que A estd relacionado com a eficiéncia
do detector). O operador de intensidade /(t) é definido em termos de partes de freqiiéncia
positiva e negativa V*(r,t) de operadores do campo (ver, por exemplo, [1]):

- / / /D V(7 V(7 D dPr

Se o estado do campo eletromagnético p é escrito na representagao P de Glauber-Sudarshan

como
/PN Z‘d2

onde z denota a amplitude de estado coerente |z), entdo a férmula (1.2) é reescrita como

2
0= [ P  UzEAD™ At) exp(—|2[2AL) %z, (1.3)

que é similar & férmula clédssica de Mandel.

A férmula (1.3) tem uma série de limitagoes quando aplicada ao modelo do sistema
fechado. Um simples cdlculo baseado na expressao (1.3) mostra que o nimero médio de
fétons contados no intervalo [0,¢) é dado por

(m(t)) = 3 mP(t) = M / Pu(2)|2[2d%2 = MTY[pN],

m=0

que para t > A~! excede o mimero médio de fétons inicialmente presentes no campo, dado
por Tr[,éN |. Na verdade, para t — oo o niimero médio de fétons contados sempre serd
infinito a menos que p seja o estado de vacuo. Entao, vemos que essa férmula, a principio,
nao se aplica a sistemas fechados.

Em segundo lugar, o fato de que a funcdo de distribuicdo quantica Py(z) assume
valores negativos para uma grande classe de estados torna o lado direito da equagao (1.3)
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suspeita como uma probabilidade. Por exemplo, para um estado de n fétons, |n), a
probabilidade de contagem (1.2) para m < n reduz-se a

n

Palt) = (1) (1 = 2,

m

que assume valores negativos para tempos t > AL

Na segunda abordagem (iniciada por Mollow [9]), que se aplica a sistemas fechados,
o método adotado se resume a calcular a evolucao do sistema composto detector+campo
durante o intervalo de tempo [0, ), e depois calcular a probabilidade no instante ¢ de que
m fétons sejam registrados pelo detector. Para o caso de um campo livre monomodal este
método leva a (ver, por exemplo, [9])

oo

Palt) = 3 ()0 = exp(=30)(exp(=20)" " al ). (14

n=m

O lado direito da equacao (1.4) satisfaz todas as propriedades requeridas para ser uma
probabilidade de contagens, tais como nao-negatividade e normalizagao. Apesar disso,
varios argumentos nas referéncias [9,10,12,26] sdo incompletos do ponto de vista de teorias
de medigao. De fato, na dedugao da expressao (1.4) é considerado que uma tinica medigao
sobre o sistema detector+campo é realizada no instante ¢ para descobrir quantas contagens
foram registradas, sendo uma medicao de primeiro tipo. Logo, cada um dos valores de
P..(t), & medida que t varia, refere-se a um experimento independente, e nao é permetido
combinar esses valores quando o tempo ¢ passa, em uma tentativa de determinar se as
contagens individuais ocorreram nos tempos t, ts, etc. Neste contexto, Srinivas e Davies
propuseram a teoria de medigoes continuas.

1.3 Teoria de medicoes continuas

Nos anos 1970 foi desenvolvida uma teoria axiomética de medi¢oes continuas na mecéanica
quantica, cujo enfoque era a andlise de resultados de experimentos de contagem. O
estudo de tais processos quanticos de fotocontagem foi iniciado sob o nome de “processos
qudnticos estocasticos” por Davies [27] e detalhado em [28-31] por Davies e Srinivas. O
principio bdsico por trds de toda a teoria é que toda vez que o sistema, em um estado
p, € sujeito a um experimento (instantaneo ou qualquer outro), e um certo resultado é
observado, entdo o estado pés-medicio sempre ters a forma p — § = (p/Tr[Cp], onde ¢
é um operador linear positivo, tal que

0 < Tri{p] <1

para cada operador-densidade normalizado p. Tais transformacoes lineares positivas sao
chamadas de operagoes * [32,33]. A probabilidade de que um resultado especifico seja
observado no experimento é Tr[é’ p]. Se o sistema no estado p ¢ sujeito a uma seqiiéncia de
dois experimentos, com resultados correspondentes a operacoes 51 e 52, respectivamente,
entao o estado do sistema imediatamente apds o segundo experimento serd p — p’ =

4Na verdade, as operagées sdo equivalentes a super-operadores, pois elas atuam sobre o operador
simultaneamente dos dois lados, & esquerda e & direita. Por isso, as vezes chamaremos operagoes de
super-operadores.
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é’gé’l p/ T{[égé]_ p| e a probabilidade conjunta de que os resultados acima sejam observados

serd Tr[(2(1p).
A medicao realizada pelo detector de fétons pode ser caracterizada por um conjunto de
operacoes Ny 44-)(m), para cada inteiro m > 0 e cada intervalo [t,t + 7). Estas operacoes

N[t,HT) (m) tém a seguinte interpretacdo: Se p é o estado do sistema no tempo t e o
detector registra m contagens, fazendo mediges continuas no intervalo [t,t + 7), entao
o estado do sistema no tempo t + 7 serd p — p™ = N[t,HT) (m),é/Tr[N[t,HT) (m)p]. A
probabilidade P,,([t,t 4+ 7)) de que m contagens foram registradas no dado intervalo ¢

Po([t,t + 7)) = Te[Nipar) (m)7]. (1.5)

A teoria matemdtica de processos quanticos de contagem dependerd, portanto, do estudo
das propriedades das operacoes N it,t4r) ().

Daqui em diante estudaremos os “processos homogéneos® de contagem”, para os quais
N[,;HT) (m) nao depende do tempo inicial ¢, ou seja,

Nigzir)(m) = No(m).

O processo homogéneo de contagem ¢é caracterizado através de seguintes propriedades ou
axiomas [13]:

(I) Para cada intervalo de tempo t e cada inteiro m > 0, existe uma operagao Nt(m),
tal que R
0 < Tr[Ny(m)p] <1,

para cada operador densidade normalizado. Essa condicao assegura que a probabil-
idade (1.5) estd entre 0 e 1.
(ITI) A operagao T;, definida por
Ti= Nim). (16)
m=0

satisfaz Tr[Tt[)] = 1 para cada operador densidade-normalizado. Esta hipdtese asse-

gura a normalizagao
o0

> Pr([0,1) = 1.

m=0
(IIT) Propriedade associativa: as operagoes N, satisfazem a propriedade

Nt1+t2(m) - Z Nt2(m2)Nt1 (ml) (17)

mi1+mo=m

Esta condicao relaciona a probabilidade conjunta
P([0,21), mq; [t1,t2), m2)

de que m; contagens sejam registradas no intervalo [0,¢1) e my no intervalo [t, t5)
com a probabilidade P,,(t3) de que m contagens sao registradas no intervalo [0, t5)
pela seguinte relagao

P([O,tg),m) = Z P([O,tl),ml; [tl,tg),mg). (18)

mi1+mao=m

5 Aqui, “homogéneo” tem sentido de “estaciondrio”.
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(IV) Identidade A
%H% N:i(0)p=p
para qualquer operador densidade p, assegurando que
Uma caracterizacao mateméatica completa do processo quantico da contagem foi obtida

em [27] sob as seguintes suposicoes adicionais.

(V) - (Suposicao de grau limitado de interacdo.) Existe um nimero K < oo tal que
3" Te[Ny(m)p] < Kt (1.9)
m=1

para todos t > 0 e todos os operadores normalizados p.
(VI) - (Suposicgao de idealidade.) A operagao
S, = N,(0) (1.10)
transforma estados puros em estados puros.
Sob as condigdes (I)-(VI), os seguintes resultados podem ser estabelecidos:
(a) A propriedade de semi-grupo:

T;f1T;52 = T;51+t2> St1St2 - St1+t2'

(b) - Existe um operador positivo limitado J tal que

A Ny(1)p Tr[N, 9
Jp =lim i )p, lim Ni(m)p) =0 param > 2 (1.11)
t—0 t t—0 t
e a relacao abaixo ¢é vdlida
" A i PN
E:S}+/TLJSdr (1.12)
0

A operacao J é chamada de operacao de salto qudntico, pois ela é responsdvel pela
absorcao “instantdnea” de um tnico féton do campo.

(c) - Se o operador positivo limitado R é definido por®

Tr[pR] = Tr[J ], (1.13)
e se o operador Y é tal que o
Sip = e tper ", (1.14)

entdo R e Y sdo relacionados pela equagao
Te[pR) = —Tx[Yp + pYT] (1.15)

para todo o p, tal que o lado direito da equacao (1.15) faga sentido.

6Notem que J é um super-operador, enquanto que R ¢ um operador-
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O fato de que os geradores J e Y caracterizam completamente o processo de fotocon-
tagem pode ser visto da seguinte identidade

R t tm t A . .
Ny(m) = /O b [t - /O YdtSe . J8, . -0, (1.16)

que implica na seguinte férmula de contagem

tm

Pa(t) = [ “dt [ty / P AnTeS, TS S (A7)

A evolugao do campo, em que a informacao a respeito de detecgoes de m fétons é colhida, é

chamada de evolu¢do condicionada (significando “condicionada a m contagens”). Quando

a informacao sobre as deteccoes é descartada, é dito que a evolucao do campo é nao-

condicionada — neste caso, o campo evolui com o operador Tt, dado pela equagao (1.6).
Também podem ser calculadas propriedades mais gerais do tipo

Py ([t t2),m) e  Ppy([ts,th), ma; [ta, t5), ma),

que sao, respectivamente, a probabilidade de que m contagens sao registradas no intervalo
[t1,12) e a probabilidade conjunta de que m; contagens sdo registradas em [t1,%]) e mo em
[ta,t5) (onde 0 < t; < t] <ty < t}, < t), dado que o detector realiza medigdes continuas
no intervalo [0,¢) sobre o sistema cujo estado no tempo ¢t = 0 é p. Essas probabilidades
sao dadas pelas equacoes

Pio.y([t1,t2),m) = Te[Tyt, Ney—y (m) T, o) = Te[Niys, (m) T, ], (1.18)

P[O,t)([tlata%mlé[t2>t,2)>m2) = Tl"[Tt—t;Nt;—tz(m2)ﬁ2—t’1Nt’l—t1(ml)ﬂlﬁ]
= Tr[Ny—t,(ma)Th,— e Ny, (m1) T, . (1.19)

onde foi usada a propriedade (II) da operacio T; (equacio (1.6)).

Para a caracterizacao do processo de contagem, JeS, dependem um do outro apenas
pela relagdo (1.15). Se for estipulado que na auséncia de qualquer medicao o sistema
evolui de acordo com o Hamiltoniano H, entdo a escolha

Y = —iH/h— R/2 (1.20)

automaticamente satisfaz a equacao (1.15).

Na situagao em que o detector nao estd realizando nenhuma medigao, devemos ter
J =0, o que implica R = 0. Entao, obtemos que Y = —iH, de forma que Stp, dado pela
equagio (1.14), reduz-se a e~/ hpe’Ht/ R como deveria. Se a escolha (1.20) for adotada
para o gerador f/, o super-operador S, é completamente determinado pelo super-operador
J e pelo Hamiltoniano do sistema H.O processo quantico de medicao em que Y ¢ dado
pela equagao (1.20) é conhecido como processo qudntico canodnico de contagem. Ele é
totalmente caracterizado pela transformagao linear positiva limitada J.



CAPITULO 1. INTRODUCAO AS TEORIAS DE FOTODETECCAO 9

1.4 Trajetdrias quanticas

Existe outro formalismo para tratar o processo quantico de fotocontagem. Ele consiste
no uso da equacgao-mestra que descreve a evolug¢ao do campo na cavidade na presenca do
detector”. Vamos descrever esta técnica, pois ela vai ser 1itil posteriormente.

Vamos considerar que o campo acoplado ao detector obedeca & seguinte equagao de

operadores para qualquer tempo t > 0
ap 1 Y/ Ax A Av A A A
— =— |H,p| — = (0'0p + pOTO — 20501 1.21
5 ih[,p} 2( p+p p ) (1.21)

onde O é algum operador de “abaixamento” que depende do sistema estudado e H é o
Hamiltoniano desse sistema. Podemos reescrever (1.21) como uma equacao diferencial
parcial inomogénea

ap - -
— — Lop=Jp 1.22
ot 0P P ( )
com J p= VCA)[)CA)T no papel do termo de “fonte” e
s o Lora YIALA A
Lop=— [H,p] - 3 {00,5}. (1.23)

Como a forma integral da equagao (1.22) ¢
i ¢ NT 5 ey
pt) = e M py + / dt'e (1o oLt 541, (1.24)
0
sua solugao ¢é obtida através de sucessivas iteragoes, resultando em (ver, por exemplo, [34])

00 t tm to . . .
) =Y /0 dt /0 Aty - /0 dtyebot=tm) Jeloltm=tm—) . Jolot 5 (1.25)
m=0

Agora, a quantidade dentro das integrais é o operador-densidade condicionado nao nor-
malizado 5™ (t), para um estado inicial py. Podemos interpretar (1.25) como uma soma
generalizada sobre todas as possibilidades possiveis de absorgoes de fétons que o detector
podia ter seguido durante sua evolugao, do tempo ¢ = 0 até o tempo t. Cada “trajetéria”
dessas pode envolver qualquer nimero de absorgoes de fétons, de m = 0 até m = oo, e
os tempos entre as absorcoes podem ser qualquer seqiiéncia ordenada de m intervalos de
tempo no intervalo maior [0,%). O que se costuma fazer ao definir o operador-densidade
condicionado ¢é tomar a quantidade dentro das integrais, normalizé-la, e dar-lhe uma inter-
pretacao fisica em termos de evolugoes sem deteccao de fé6tons interrompidas por colapsos
instantaneos nos momentos de absor¢ao de fétons. No tempo ¢, para um estado inicial
po € uma seqiiéncia particular de tempos de absor¢oes de fétons, o operador-densidade
condicionado normalizado é dado por

_(m 5 (t)
pim(t) = W>

onde g™ (t) ¢ o operador ndo normalizado

ﬁ(m) (t) = elolt=tm) joLo(tm—tm-1) ., jeiotlf)o. (1.26)

C

"Como veremos no capitulo 4, esse tratamento permite modelar o processo de fotodeteccao mais geral,
como na presenca de perdas devido & dissipacao.
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Cada ocorréncia de J corresponde & deteccao “instantdnea” de um féton, por isso Jé
conhecido como super-operador de salto qudntico. Os termos exponenciais descrevem
a evolucdo ndo-unitdria do sistema entre as absorcdes. Logo, o termo 5™ (t) pode ser
interpretado como o operador-densidade (ndo normalizado) evoluido condicionado & perda
(detecgao) de m fétons nos tempos t,to, - - -, t,,. A norma de p.(t) dé a probabilidade de
ocorréncia dessa seqiiéncia particular de detecgoes. A evolucao nao-condicionada, descrita
pela equacao (1.25), é obtida fazendo uma média sobre todas as possiveis historias, i.e.,
somando sobre o numero m de fétons detectados, e integrando sobre seus tempos de
absor¢ao correspondentes tq, - -, t,,. Isso recupera o operador T; definido em (1.6).

Esse procedimento produz uma decomposicao da dindmica quantica contida na equacao-
mestra em uma infinidade de caminhos quénticos, trajetorias qudanticas, cuja definicao é
baseada em separar os tempos em que fétons sao detectados em forma de fotoelétrons pelo
detector da evolucao quéantica sobre intervalos de tempo durante os quais fétons, embora
monitorados, nao foram detectados.

1.5 Densidades de probabilidade e tempos de espera

Vamos agora descrever alguns dos observaveis que podem ser medidos em um experimento
de fotocontagem, além da férmula de contagem P,,(t) que ja descrevemos na se¢ao 1.2. A
quantidade que pode ser medida diretamente nos experimentos de fotocontagem ¢é o grau
de coeréncia temporal de segunda ordem g (1) [19]. Ele ¢ definido como a probabilidade
conjunta de registrar fotoelétrons nos intervalos de tempo [t,t + At) e [t + 7, + 7 + At)
(onde At — 0), normalizada pela probabilidade de duas contagens fotoelétricas indepen-
dentes. Por exemplo, no caso de fenémeno de anti-bunching, a probabilidade conjunta de
registrar mais de uma contagem em um pequeno intervalo de tempo cai abaixo da prob-
abilidade de contagens estatisticamente independentes (separadas por um tempo maior
que o tempo de coeréncia); logo, ¢ (0) < ¢® (7). No caso de bunching ocorre o contrario,
ou seja, ¢ (0) > ¢g@ (7). O que ocorre fisicamente, é que para campo com propriedade
de bunching, os fétons tendem a chegar em grupos, e no caso de anti-bunching os fétons
tendem a chegar mais espagados no tempo.

O processo de fotodetecgao também pode ser caracterizado através de tempos de es-
pera [35], cujo significado é o seguinte. Se escolhermos um instante de tempo arbitrario e
perguntarmos: quanto tempo devemos esperar até detectar um fotoelétron, estamos nos
referindo ao tempo de espera nao-condicional. O tempo de espera condicional, ou intervalo
de tempo, é a duracao de tempo entre duas contagens consecutivas. A diferenca entre o
tempo de espera nao-condicional e o condicional é a seguinte: no primeiro caso, o instante
inicial é escolhido arbitrariamente, enquanto que no segundo caso ele deve coincidir com
o evento de uma contagem. A estatistica de intervalos de tempo é especialmente impor-
tante por causa da simplicidade com que as distribuicoes de tempos de espera podem
ser medidas sobre um intervalo muito grande de escalas de tempo, usando o conversor
time-to-amplitude [36].

Os tempos de espera podem ser descritos através de distribuicoes de intervalos de tem-
po, deduzidos rigorosamente por Barakat e Blake [37]. A distribui¢do nao-normalizada
para o tempo de espera nao-condicional (que chamamos de UPC, “Unconditional Proba-
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bility Count density”) ¢ dada por
Tv[J S, Tiof)

T — Tv[JS,Th, ). (1.27)
Tr[Ttop]

Wu(to + T|t0) =

Esta expressao fornece a densidade de probabilidade para a detecgao do primeiro féton no
tempo tg + 7, caso a detecgao seja iniciada em ¢y e o detector esteja em funcionamento no
intervalo [0,%),0 <ty <ty + 7 < t. O tempo de espera ndo-condicional ¢ definido como

(Tne) = JoZ Wy (to + Tlto)dT
e Jo° W (to + Tlto)dr

(1.28)

A distribuigdo nao-normalizada para o tempo de espera condicional (que chamamos de
CPC, “Conditional Probability Count density’) é dada por

Te[JS, T,

We(to + 7lto) = u (1.29)
Te[J )

e é interpretada como a densidade de probabilidade de que, caso um féton seja detectado

em tg, o prozimo serd detectado em ty+ 7, dado que o detector realiza medigoes continuas

no intervalo [0,%). O tempo de espera condicional ¢ dado por

(7o) = Joo TWe(to + Tlto)dT
con Jo° We(to + 7lto)dr

(1.30)

O tratamento de Kelley-Kleiner [6] de contagens fotoelétricas ¢ formulado em termos de
densidade de probabilidade nao-exclusiva, ou densidade de probabilidade de coincidéncia
(que chamamos de CPD, “Coincidence Probability Density”), hy(ty,to, -, tm)

ho(ti,ta, - tw) = T[Ty J - - T3, . (1.31)

hﬁlt) (t1,to, -+, tm) At Aty - - - At,, é a probabilidade de que um féton é detectado em cada
um dos intervalos de tempo nao-interlacados (t; < to < -+ < ty,)

[th tl + At1>7 [t27 t2 + At2>7 Tt [tm7 tm + Atm)7

onde At;, 1 = 1,---,m, sao as resolugoes temporais do detector em cada instante do tempo
(que, a principio, podem ser diferentes). Nenhuma restrigdo é imposta sobre o niimero
de contagens registradas fora desses intervalos. A hierarquia de fungoes de correlagao
do campo introduzida por Glauber [38] é definida em termos dessas probabilidades néo-
exclusivas. Em particular, o grau de coeréncia de segunda ordem ¢ (to,to + 7) ¢ dado
por

g(2) (T) _ ht(t(], t(] + T)

(e (to))?

A densidade de probabilidade para contar um féton no tempo ¢, e outro féton (nao

necessariamente o préoximo) no tempo to + 7 (que chamamos de TCCP, “Two Count
Conditional Probability density’) é dada por

(1.32)

C(to + Tlto) = T T Tf) _ Peltosto +7) (1.33)
° ° Te[JT;, ] he(to) '
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Quantidades de interesse experimental sao expressas naturalmente em termos de proba-
bilidades nao exclusivas (CPD), e também em termos de momentos fatoriais de contagens

(m® () = 3 mFP . (b). (1.34)

A densidade de probabilidade exclusiva, ou densidade de probabilidade elementar
(EPD, “Elementar Probability Density”), é definida como

pte, - tm) = Tr [Spg, T TS, ] (1.35)

onde 0 <t; <ty <---<t, <teoestadono tempot=0¢&p. AEPD é a probabilidade
de que uma contagem ¢é observada em cada um dos tempos 1, - - -, t,,, € nenhuma contagem
no resto do intervalo [0, t).

De fato, existe uma outra densidade de probabilidade que deve ser distinguida de CPD
e EPD (uma discusséao a respeito deste assunto ¢ feita em [31,39]). Ela é dada por

w(ty, - tw) = Tr[Upy, J - JU, ], (1.36)
onde ) ) R
Up = exp(—iHt/h)pexp(iHt/h), (1.37)

é o super-operador de evolugao livre (diferente de S’t) Esta densidade de probabilidade
leva a féormula quantica de Mandel, equagao (1.2). No entanto, a distribui¢ao (1.36) de-
screve corretamente o processo de fotodeteccao somente caso o detector seja desligado
entre as contagens (pois s6 assim o campo na cavidade evoluiria livremente entre as con-
tagens), por isso ela ndo pode ser utilizada nas teorias realistas de fotodetecgao continua,
em que o detector permanece ativo e monitora o campo entre as contagens.

1.6 Modelo de Srinivas e Davies

Num trabalho pioneiro, Srinivas e Davies [13] aplicaram o modelo de fotodetecgao con-
tinua a um campo livre monomodal, contido no interior de uma cavidade com um detector
localizado numa das paredes, tratando-se de um sistema fechado. Além disso, uma su-
posicao fundamental é que, exceto pelas contagens, nenhum outro processo nao-coerente
(dissipativo) ocorre. Sob estas condigoes a evolugdo do campo, quando nao sujeito a
nenhuma medicao, é governada pelo Hamiltoniano

A

H = hwa'a, (1.38)

onde w ¢ a frequéncia do modo da radiacdo e @ e a' sdo os operadores nao-limitados de
“aniquilacao” e de “criagao”.

Como um modelo simples para a medicao realizada pelo fotodetector, em que um
estado de n fétons é convertido em um estado de n — 1 fétons toda vez que um féton é
detectado, os autores propoem o seguinte super-operador de salto quantico

Jp = ~apal, (1.39)

onde v é um parametro que caracteriza o acoplamento entre o detector e o campo. Neste
modelo de deteccao, o féton é absorvido no processo de deteccao, caracterizando uma
medicao do segundo tipo.
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Uma vez escolhido J de acordo com a equagao (1.39), o operador R, definido pela
equcao (1.15), torna-se A
R =~i'a. (1.40)

Entao, o operador de nao-contagem é dado por
& A . Y Afag| oA . Y N
Sip=exp |— [iw + 5)a at| pexp || iw — 5)a at| . (1.41)

A partir dos operadores J e S; vérias quantidades observdveis podem ser encontradas.
Por exemplo, a densidade de probabilidade elementar (EPD) é

00 n R
p(th ta, ..., tm) — Z ,ymm| <m) 6—7(151+t2+---+tm)—’Y(n—m)tpm Dy = <n|p|n> (142)
n=m

e a férmula de contagem é

Pult) = 3= ()= e e, (1.43)

n=m m

que coincide com a férmula (1.4) obtida por Mollow e outros. De fato, pode-se mostrar
que ambas as EPD (1.42) e a probabilidade de contagem (1.43) s@o bem definidas e nao
negativas para todos os estados p e tempos 0 < t; <ty < --- < t,, <t, e, além disso

0<P(t) <1.

O modelo de SD fornece um caminho sistemético para calcular probabilidades mais
complicadas, conforme descrito por SD em [13], mas vamos adiar o seu estudo para o
capitulo 3.

Vamos apenas apontar que os operadores J e S, no modelo de SD para o campo livre
podem ser deduzidos da seguinte equacao-mestra

op

= = % f1.p] - L (a%ap + pa'a — 2apa') (1.44)

2

onde H é o Hamiltoniano do campo monomodal livre, H = hwa'a. Esta é a “equacdo-
mestra padrao” para o modelo de relaxacao de amplitude, deduzida da interacao de um
tinico modo eletromagnético (ou oscilador harmonico unidimensional) de freqiiéncia w

com o meio constituido de muitos osciladores harmoénicos a temperatura 7' = 0 (ver, por
exemplo, [17,40]).

1.6.1 Violagao da suposicao V

No trabalho original, Srinivas e Davies tinham apontado uma irregularidade na defini¢ao
do super-operador de salto quéntico: o super-operador J definido na equagao (1.39) nao
satisfaz a suposicao (V) — a hipétese de limitagao, pois a equacado (1.9) ndo é independente
de estado de campo. De fato, da equagao (1.41) temos

oo

S [Ku(k)p] =1 Po(t) =1~ 3 (1.45)

n=0
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A derivada (com relagdo ao tempo) da expressdo acima para t = 0 é yn, portanto, nao
existe uma constante K < oo que satisfaca a suposigao (V) para todos os estados, pois
o fator exponencial na Eq. (1.45) nao é definido nos limites n — oo e t — 0, violando
assim uma hipétese fundamental feita por Davies [41].

Realmente, para a equacao (1.39) J é um super-operador linear nao-limitado, e em
geral, Tr[J*p] = ~*Tr[p : #* :] também é nao-limitado, portanto, niio definido para todos
os estados. A desconcordancia da equagao (1.39) com suposigao (V) previne uma defini¢ao
consistente de algumas fungoes de probabilidade, como veremos no capitulo 3.

1.7 Conclusoes

Neste capitulo fizemos uma breve revisao do processo de fotodetecgao e descrevemos alguns
dos observéveis que podem ser medidos nos experimentos de fotocontagem, introduzindo o
formalismo matemético que descreve medigoes de tais observédveis. Nos proximos capitulos
faremos uso dessas defini¢oes para calcular diversas grandezas de interesse. Além disso,
descrevemos o modelo de Srinivas e Davies (SD) para fotodetec¢ao continua em cavidades
ideais fechadas, modelo que pretendemos modificar no capitulo 3. O ingrediente principal
da teoria de SD é a definicao ad hoc do super-operador de salto quéntico, responsdvel
pelo sucesso da teoria. Nés mostramos explicitamente como o super-operador de salto
quantico proposto por SD viola uma das suposi¢es da teoria (a suposi¢do de grau de
interagao limitado) e nos préximos capitulos iremos explicar o motivo dessa “falha” e
suas conseqiiéncias.



Capitulo 2

Deducao de super-operadores de
salto quantico

Neste capitulo vamos fazer dois modelos microscépicos de fotodetector para
explicar a origem da operacao de salto quantico. Primeiro, vamos descr-
ever o detector como anédlogo ao d4tomo de 2-niveis e depois — como sendo
analogo ao oscilador harmonico. Em ambos os casos, vamos obter o super-
operador de transicdo dependente do tempo (representando a absorcao de
um tnico féton pelo fotodetector) e, a partir dele, vamos propor vérias
definicoes para a operacao de salto qudntico independente do tempo. Este
capitulo contém alguns resultados novos obtidos durante a realizacao do
mestrado.

2.1 Introducao

Nas teorias de fotodeteccao continua o super-operador de salto quantico é a parte essencial
do formalismo [34,42-52]. Como vimos no capitulo anterior, o super-operador de salto
quéntico Je = va e a' proposto ad hoc por Srinivas e Davies em [13] estd baseado na sua
simplicidade e aparente consisténcia. Posteriormente, foram realizadas tentativas para
justificar o uso desse super-operador, deduzindo-o de algum modelo microscépico, que
descreve a interagao entre o campo eletromagnético e o fotodetector. Primeiramente,
vamos descrever um modelo que alcancou um certo sucesso na explicacao da operacao
de salto quantico — o modelo do dtomo de dois niveis de Imoto et al. [43], descrito na
secao 2.2. Em seguida, vamos expor, na se¢ao 2.3, a nossa motivacao em modificar a
definicao do super-operador de salto quantico. Feito isso, iremos generalizar o modelo de
Imoto et al. na secao 2.4, obtendo o super-operador de transi¢ao dependente do tempo;
mostraremos que o modelo de SD é um caso particular deste super-operador mais geral,
e iremos propor algumas defini¢oes alternativas para super-operadores de salto quantico.
Depois disso, na secao 2.5 repetiremos o mesmo procedimento para o segundo modelo do
fotodetector, seguindo a abordagem de Mollow [9], em que consideraremos o detector como
sendo andlogo a um oscilador harmonico. Tendo tratado a operacao de salto quantico nos
casos em que o detector interage apenas com um campo eletromagnético livre, na secao
2.6 faremos uma breve andlise de como a presenca de outros sistemas, interagentes com
o campo livre, pode modificar a operacao de salto quantico. Finalmente, na secao 2.7

15
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faremos a andlise final dos resultados. Os resultados das secoes 2.4 — 2.6 sao novos,
resultantes da pesquisa deste mestrado.

2.2 Modelo de Imoto et al.

Um dos modelos que teve bastante sucesso em explicar a origem do super-operador de salto
quantico de SD foi o modelo microscépico proposto por Imoto, Ueda e Ogawa [43]. Esses
autores consideraram um campo eletromagnético interagindo com o dtomo de 2-niveis,
que mimetiza o detector. O esquema deles é o seguinte: O fotodetector é acoplado ao
campo 6ptico — contido dentro de uma cavidade fechada — tao fracamente, que o detector
absorve nao mais de que um féton em um intervalo de tempo infinitesimal. Pressupoe-se
que a resposta do detector é uma seqiiéncia temporal de pulsos de corrente elétrica, cada
um dos quais representa a deteccao de um féton. Durante o experimento de fotocontagem
atomos de 2-niveis, preparados inicialmente no estado fundamental, passam pela cavidade,
um a um. Cada dtomo atravessa a cavidade durante um mesmo intervalo de tempo At,
de modo a interagir com o campo na cavidade (através da interacdo de dipolo elétrico)
durante esse tempo. A interacao causa uma evolucao unitdria do sistema dtomo-campo.
Apés a passagem do dtomo pela cavidade, o nivel energético de cada dtomo é medido,
causando uma mudanca no estado do campo devido a medi¢ao. A medicao do d&tomo no
nivel mais alto corresponde ao processo de uma contagem, ou de salto qudntico, em que
um féton foi tirado do campo; a medicao do atomo no estado fundamental corresponde ao
processo de nao-contagem, em que o nimero de fétons na cavidade permanece o mesmo.
Os efeitos dissipativos nao sao levados em conta nesse modelo.
A interacdo de dipolo elétrico pode ser descrita [26] pelo Hamiltoniano de Jaynes-
Cummings
Hoy = hwa'a + h%&o + hgad, + hg*a'o_, (2.1)

onde os operadores de Pauli de pseudo-spin ¢ e 6+ correspondem ao dtomo (o, = |e)(g|,
o_ = l|g){e| e oo = le){e| — |g){g|) e considera-se que foram selecionados dois niveis do
atomo (o nivel “fundamental” |g) com a freqiiéncia w, e 0 “excitado” |e) com a freqiiéncia
We = wy +wp) que estao em ressonancia com o campo, ou seja, w = wp. Vamos notar que,
como nos experimentos de fotocontagem a ordem de grandeza da freqiiéncia do campo
eletromagnético é muito maior que a da constante de acoplamento, vamos considerar

w > |g|. (2.2)

Neste caso, o Hamiltoniano na representacao de interacao é

H; = hgao, +hg*alo_. (2.3)
Para cada intervalo de tempo infinitesimal [t, %y + At) o estado inicial do sistema p(tg) é
expresso como

p(to) = ps(to) @ [g){gl, (2.4)
onde p(to) representa o estado inicial do campo e |g)(g| representa o estado fundamen-
tal do dtomo. A evolucao do operador-densidade do sistema total pode ser escrita, na
representacao de interagao, como [40]

A(t) :ﬁ(to)+i0 [%m /tjdtl : dty- - /t:M1dtm (1), [Bi(t2), oy [Fr(tn), l00)] ]|
- (2.5)
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A suposicao fundamental de Imoto et al. é que o tempo At de passagem do dtomo pela
cavidade é muito curto, gAt < 1, portanto é admissivel expandir (2.5) perturbativamente
até a segunda ordem, desprezando os termos de ordem mais alta. Com isso, mantendo
termos até segunda ordem em At, o operador-densidade no tempo ty + At é

plto+ A) = plto) +igt [ps(to)a’ @ |g) (el — apy(to)le) (gl
(igAt)?

o {Pr(t) -+ Ay (to)] [9){g] = 20y (to)al © e} (el } . (26)

Ao medir o estado do dtomo nos estados |e) ou |g), o estado do campo p; colapsa para
e 505
Tr, g [/A)(t)ﬁa] 7

onde para a operacao de uma contagem o operador de projecao é p, = |e){e|, e o super-
operador de salto qudntico resultante, cujo trago estd relacionado & taxa de transigoes por
unidade de tempo At, é obtido substituindo-se este p, na equagao (2.7), resultando em

pr(t) (2.7)

Jps(to)| At = [g° Atapy(to)al| At. (2.8)

No caso da operagao de nao-contagem o dtomo é detectado no estado fundamental, por-
tanto p, = |g){g| e o super-operador de nao-contagem resultante é

(gAt)?
2

S 1) = exp (i) |o5(t) = L5 st + )] exp ). (29

onde voltamos para a representacao de Schrodinger. Como gAt < 1, podemos escrever

. At)? . 2At . 2At
pit0) = 2L o (4 + s 1)) exp [—g : nm] pr{to) exp [—g nAt] - (210)
Usando isso, a equagao (2.9) pode ser reescrita como
A 2At 2At
Satps(to) = exp l— (iw + g 5 ) ﬁAt] ps(to) exp [(zw _9 5 > ﬁAt] ) (2.11)

Se definirmos 7 = NAt (N é um nimero inteiro), as N aplica¢oes sucessivas da equagao
(2.11) levam a

5,15, (to)] = exp l_ (z‘w + 922“) m] p1(to) exp sz - 922“) m] | (2.12)

Neste modelo as equagdes (2.8) e (2.12) descrevem os processos de uma contagem e de
nao-contagem, respectivamente. Ambos os processos descrevem a evolugao nao-unitdria
do campo devido a medigao continua. O fator g?At nas equagoes (2.8) e (2.11) representa
a taxa de contagem de fétons e, se definirmos a constante de acoplamento dtomo-campo
como

v = g?At, (2.13)

recuperamos o resultado de Srinivas e Davies, obtendo os operadores de uma contagem J
(1.39) e o operador de nao-contagem S; (1.41).
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2.3 Motivacao do modelo nao-linear

Como jé foi apontado no capitulo 1, a teoria de SD mostra algumas inconsisténcias ao
calcular as probabilidades de coincidéncia para certos estados de campo'. Estas incon-
sisténcias estao relacionadas com a suposicao fundamental de que imediatamente apés a
contagem de um féton, o operador estatistico do campo p(t) “salta” para o estado

TORECON —
onde a e a' sao os operadores de “aniquilagao” e “criagao”, Ti(t) é o nimero médio de fétons
na cavidade antes da contagem e t* significa ¢ mais um tempo infinitesimal depois que
o féton é tirado do campo (registrado pelo medidor). Embora o super-operador de salto
ap(t)a’ parece bastante natural, ele ¢ ndo limitado, violando explicitamente o postulado
V da teoria de SD.

De fato, como vimos na secao 2.2, o super-operador de salto quantico proposto por
Srinivas e Davies é uma aproximacao, pois considera-se que a expansao perturbativa até
a segunda ordem é vélida. Portanto, a principio, ela é vdlida no caso de poucos fétons
presentes na cavidade e tempos de interacao muito curtos, implicando na necessidade de
um detector muito rdpido. Porém, para os casos que nao se enquadram nestas condigoes,
o super-operador de salto quantico de SD pode nao ser mais vilido. Assim, o modelo de
Imoto et al. nao consegue tratar o processo de detecgao, no qual o campo seja acoplado a
um “fotodetector comercial” preso na parede da cavidade, ou no caso em que os atomos
atravessam a cavidade em um tempo finito.

Baseado nisso, nés sugerimos em [53] a possibilidade de substituir os operadores a e af
por algum operador “nao-linear”? A (de fato, para isto bastaria pegar os termos restantes
da expansao feita por Imoto et al.)

ap(t)al  ap(t)al
t+

A=F()a, Al =dtF(n) (2.15)

(onde F(7) é uma fungao real que depende do operador de niimero de fétons 7 = a'a),
preservando todos os outros ingredientes da teoria de SD. Operadores nao-lineares da
forma (2.15) mostraram-se muito tteis em diferentes dreas de fisica quantica: de para-
estatistica e q-deformagdes [54,55] a fisica de altas energias [56] e fisica de fons aprisionados
[57-63] (onde tais operadores sao usados para construir estados coerentes nao-lineares).
Nos acreditamos que eles também podem ser 1iteis na teoria de fotodeteccao.

Recentemente [24], foi mostrado que é possivel livrar-se das inconsisténcias na teoria
de SD e ainda manter a estrutura intacta, através da substituicao dos operadores a e
a’ na equacao (1.39) por um caso especial da equacao (2.15) - os chamados “operadores
exponenciais de fase” (suas propriedades serao descritas no capitulo 3)

E_=((h+1)"%, E.=d(r+1)7V2 (2.16)

Tal substituicao foi motivada pelo estudo do papel do operador de “aniquilacao” a na
6ptica quantica [64]. Foi chamada a atengdo ao fato (também observado em [35,65]) de

! Abordaremos este problema no capitulo 3.

2Para evitar confusdio, notamos que a palavra ‘nio-linear’ é entendida neste capitulo no sentido de
‘nao-linear com respeito a operadores @ e af’. Com respeito a suas acdes sobre estados no espaco de
Hilbert é claro todos os operadores sao lineares.
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que o estado a|1) nem sempre é um estado cujo nimero médio de f6tons é necessariamente
menor que em |¢); isto ocorre, em parte, devido & presenca do peso \/n em aln) =
Vnln —1).

A seguir, vamos mostrar que os super-operadores de salto quéntico nao-lineares surgem
naturalmente a partir de modelos microscépicos de fotodetecgao (generalizando os modelos
propostos em [9,43] por Imoto et al. e Mollow, respectivamente) se tomarmos um passo
adiante, abandonando a aproximacao de tempos curtos e de abordagem perturbativa.
E marcante que a solucio ezata existe, e a partir dela podemos definir os operadores
de salto quantico de vdrias maneiras. Primeiro vamos considerar o modelo em que o
detector é simulado por um dtomo de 2-niveis (motivado no trabalho de Imoto et al. [43]);
posteriormente, seguindo a linha proposta por Mollow [9], vamos supor que o detector
comporta-se como um oscilador harmonico.

2.4 Modelo do atomo de 2-niveis

2.4.1 Modelo “microscépico”

Vamos considerar novamente o modelo do detector composto do dtomo de 2-niveis, porém
com uma interagao atomo-campo um pouco mais geral, que pode depender da intensidade
através de uma funcgao real f(n) (consideramos i = 1)

N |
H = Swooo +wi+g f(R)ac, + g*al f(R)o_ (2.17)

Esta ¢ uma das muitas generalizagoes nao-lineares do modelo de Jaynes-Cummings [66].
Dois tipos de aparatos de medida podem ser imaginados.

(a) Analogamente a proposta de Imoto et al., uma seqiiéncia de “4tomos de 2-niveis”,
preparados no nivel de energia mais baixo (entre dois niveis selecionados) atravessam a
cavidade um a um durante um intervalo de tempo ¢ com possibilidade de absorver um
féton do campo (neste caso f(n) = 1 na equagao (2.17)). Se um dtomo absorver um f6ton
do campo, ele saltard para o nivel de energia mais alto. Na saida da cavidade o dtomo
estd sujeito a uma medicao que diz qual é seu nivel de energia: se ele é encontrado no
nivel mais alto, o experimentador sabe que a cavidade perdeu um féton, caso contrario, a
cavidade permanece no mesmo estado, desconhecido para o experimentador. De qualquer
forma, a informacao sobre o estado do campo estd sendo atualizada continuamente.

(b) Outra maneira de testar o campo consiste em inserir um “fotodetector comercial”
dentro da cavidade. Neste caso, a interacao é possivelmente mais complicada, provavel-
mente nao-linear e dependente do operador de mimero de fétons através de alguma fungao
f(n).

Em ambos os casos, depois de um calculo direto (ver apéndice A e, por exemplo,
[67,68]), pode-se obter uma forma explicita do operador da evolugao U (t) = exp(—itﬁ[ ):

X {% Kcos A(n)t — 2,575111 A@”) + (cos B(n)t + wisin Bfﬁ)tﬂ
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¢ in A(n)t
) G — z‘g*&*f(ﬁ)w&_}, (2.18)
n

onde

~ Wy — W

AR) = 82 + g2+ 1), Bd) = A1), 8=

Se, inicialmente, o campo estd no estado arbitrario p; e o 4tomo estd no estado de energia
mais baixo |g)(g|, para um tempo posterior o estado do sistema dtomo-campo é

p(t) = U(t) (lg)gl © py) U (D).

Como um modelo simplificado de detecgao, vamos supor que o salto no estado do campo
(associado ao click do detector ou a detecgao do estado excitado do &omo) ocorre quando
o detector® faz a transigao do estado mais baixo |g) para o estado excitado |e), e o estado
associado do campo torna-se

pro—1(t) = (elp(t)le) = T(t)p;IT(t), (2.19)

onde o operador de transicao é

L(t) = (elU(#)]g)- (2.20)

Embora temos a solugao exata e geral, vamos tratar, por simplicidade, o caso em que
0 campo esteja em ressonancia com o dtomo, ou seja, wy = w. Neste caso, um célculo

simples fornece
sin (|glt f(R)VA+1)
v +1

Obviamente, o termo f(t) ° fT(t) representa o super-operador que descreve a operacao
de salto quantico para esta interacao especifica, por isso vamos chama-lo de super-operador
de transi¢do. A probabilidade de haver uma transicio no tempo ¢ é Py (t) = Tr[['(¢) oL (¢)].
Vemos que ['(t) tem exatamente a estrutura da equacio (2.15): ele depende do tempo de
interagao t, da intensidade da interacio entre o &tomo e o campo |g|? e da intensidade do
campo (através do operador nimero 7). O super-operador de transi¢ao obtido é oscilante
no tempo, o que significa que o detector pode absorver um féton, e depois reemiti-lo para
o campo, enquanto a interagao entre os dois estiver ativa. Isso nao é uma surpresa, pois
o dtomo interagindo com um campo ¢é sujeito a oscilacoes de Rabi, e no caso considerado
até agora nao levamos em conta os efeitos de dissipacao, relacionados a largura de linha
do nivel energético mais alto.

Se f(n) = 1, o nimero de f6tons for pequeno e a interacdo for muito eficiente, tal
que o salto ocorre logo depois que o dtomo entra na cavidade e ainda nao ha tempo para
oscilagoes de Rabi (caso a), ou imediatamente apés o detector ser ligado (caso b), o tempo
At pode ser bastante pequeno, e a funcao sin pode ser substituida por seu argumento.
Neste caso-limite, o operador (2.21) reduz-se a forma

I[(t) = e iwont . (2.21)

jSD — ’}/e_iwAtﬁd[A)CALTeiWAtﬁ, (222)

que para elementos diagonais na base de Fock reduz-se & expressao obtida por Imoto et
al, com a mesma constante v = |g|?t (lembrando que ¢t — 0), definida na equagao (2.13).

3 Atomo de 2-niveis ou “sensor” do detector comercial.
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Notem que devido & condi¢ao w > |g| os termos exp(Fiwnt) nao podem ser substituidos
por unidade. Portanto, mesmo no modelo mais simples o super-operador de salto quantico
proposto por SD s6 é véalido para elementos diagonais.

Entretanto, a aproximagao de tempos curtos nao pode ser vélida para qualquer in-
tensidade do campo e intervalo de tempo arbitrario, como ¢é visto claramente em (2.21).
Conseqiientemente, o super-operador de salto deve ser nao-linear. Considerando este fa-
to, a contradi¢do associada ao operador nao limitado, equagao (1.39), é imediatamente
removida: o super-operador de salto quantico correto é, de fato, limitado, porque é nao-
linear, e a linearidade aparece apenas na aproximac¢ao em primeira ordem (como isto
acontece freqiientemente), valida para tempos de interacao curtos e baixas intensidades
do campo.

Vamos estudar outro caso-limite da equacgao (2.21) sugerido em [24] por motivos
“heuristicos” — o modelo que chamamos de E-model. Ele pode ser obtido de dois modos
diferentes. No caso (a), podemos considerar que o salto quantico ocorre no tempo ¢t quan-
do |T'(¢) e I'f(¢)| ¢ méximo, ou seja, quando cada sin(e) = 1, portanto, para os elementos
diagonais do operador-densidade na base de Fock

I(t) — (h+1)Y2%a=FE_.

No caso (b), como cada fotodetector real consiste de um nimero muito grande de dtomos,
podemos supor que o super-operador de salto realista pode ser obtido fazendo-se uma
média da férmula (2.19) sobre alguma distribuicdo P(|g|), que d4 conta do efeito de
muitos atomos com diferentes constantes de acoplamento com o campo (e freqiiéncias
ligeiramente diferentes, no caso geral):

sin (|glt f(A)VA+T) _sin(|glt fF(R)VA+1)
= [ Plbol ==t

Na base de Fock, para pr = >, ,, Cmn|m)(n|, temos

T(t)pLi(t) (2.23)

TOp @) = [ Pllghdlgl z Cmanlm = 1)(n = 1]

X sin (rgrtf<m—1>m) sin (|gltf(n—1)v/n) .

Se a distribuicao P(|g|) for suficientemente larga (e o tempo ¢ nao for muito pequeno),
todos os termos com m # n sao anulados na operagao da média, enquanto que as integrais
contendo os termos com m = n sao reduzidos a valores constantes. Assim, para os dois
casos — (a) e (b) — nds chegamos ao mesmo modelo com o seguinte super-operador de
salto quantico em vez de (2.14) (de agora em diante nés omitimos o sub-indice f para o
operador-densidade do campo):

Sty Cunln = 1)(n — 1] _ diag(E_pE,)
Y1 Cnn Tr[A[)(t)] ’

pt) = (2.24)

Ccom 1 1
E_ = @ e E,=a

V41 n+1
e o operador A= E+E’_ toma o lugar de operador de nimero de fétons 7 = afa do
modelo de SD. O simbolo diag significa que o super-operador de salto quantico atua sobre
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os elementos diagonais na base de Fock do operador-densidade. Obtido o operador que
tira um féton do campo, podemos definir o super-operador de salto quéntico como

Jp = Adiag(E_pE.) (2.25)

onde 7 é uma constante (a principio diferente de ) que caracteriza o acoplamento entre
o detector e o campo. Este super-operador de salto quantico (mas incluindo os elementos
nao-diagonais) foi proposto ad hoc independentemente por Ben-Aryeh e Brif [69] em 1995
e Oliveira et al. [24] em 2003. A seguir, por motivos praticos, chamaremos o modelo que
usa este operador “nio-linear” de E-model. E importante notar que neste caso o super-
operador de salto quantico destroi a coeréncia entre os elementos nao-diagonais, como é
de se esperar no caso de haver um grande ntiimero de fé6tons e tempos de interagao grandes.

2.4.2 Modelo “macroscépico”

No modelo simplificado descrito na se¢ao anterior nés supusemos que o salto quantico
ocorre quando o experimentalista verifica que o medidor estd no estado excitado. No
entanto, nés nao nos importamos com o mecanismo através do qual o estado excitado
é detectado. De fato, a detec¢do ocorre quando o dtomo de 2-niveis (no caso do de-
tector comercial — o seu “sensor”, que se comporta como um #tomo de 2-niveis) decai
espontaneamente do estado excitado para o fundamental, emitindo um fotoelétron para
a parte macroscopica do detector (por exemplo, aparelho que mede o nivel energético
do dtomo ou vélvula fotomultiplicadora do detector comercial, ver [2]), que, através de
eletronica apropriada, é amplificado e detectado em forma de um pulso de corrente elétri-
ca macroscopica. Porém, no modelo previamente considerado tanto o dtomo de 2-niveis
quanto o sensor do “detector comercial” absorvem e reemitem fétons para o campo sem
emitir fotoelétrons, e o motivo disto foi que nao levamos em consideracao o acoplamento
do sistema campo-sensor (ou campo-atomo) aos componentes macroscopicos do detector,
que sao responsaveis pelo decaimento espontaneo, ou largura de linha do nivel excitado.
Levando isto em conta, o estado do sistema deve ser descrito, agora, pela equagao-mestra’

b _

N A o
i —i [H, p} ——(640_p+ po 6 —26_po,), (2.26)

2
onde H ¢ dado em (2.17) e X € a constante de acoplamento aos componentes macroscopicos
do detector, responsdveis pelo decaimento espontaneo do dtomo’.

Podemos considerar um Hamiltoniano efetivo ndo-Hermitiano (ver [70-73]), que con-
tenha os efeitos da largura de linha do nivel de energia mais alto (dos dois niveis do d4tomo)
que ¢ responsdvel pelo decaimento do atomo |e) — |g), apds ter absorvido um féton

- - AL 1 AN L . . it .
H.; = Hy— i§0+o_ =3 (wo — z§> 6o +wh + gao, + gralo_ — z%. (2.27)
Na presenca da parte macroscopica do detector, responsdvel pelo “monitoramento” do
nivel energético do detector (através do mecanismo de decaimento espontaneo), a evolugao
do sistema entre as absorcoes de fétons é agora descrita pelo super-operador de evolugao

4Na verdade, nés consideramos a temperatura da parte macroscépica do detector T = 0K, j4 que a
energia do campo é muito maior que a energia térmica neste caso.
Neste capitulo subentende-se que o “d4tomo” é substituido pelo sensor no caso do “detector comercial”.
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CAPITULO 2. SALTOS QUANTICOS
condicionada (condicionada & ndo detec¢ao durante tempo ¢, conforme descrito na segao
1.4)

Dip = Uep()pUL (1), Uep(t) = exp (—iHest). (2.28)
Para um estado inicial py = [);9) ® |g) (g, e supondo que um féton foi detectado em
to (ou, eqiiivalentemente, que o processo de detecgdo comegou em %), a probabilidade de

que o detector emita o fotoelétron seguinte em t + At é

Tr [RDy 40 At = AtTr [t — to)p |
(2.29)

Pi(t—ty) =
Ze = A(t—ty) eDT(t —t),
onde D(t — to) = (e|U(t — to)|g) é o operador de transicio e At é a resolucio temporal
do medidor. A densidade de probabilidade para a emissao do préximo fotoelétron [74] é
Pyt A .
= i 20 NTrp [D(8)p T (1)] (2.30)

(0)

(fazendo ty = 0)
p(t) B At—0 At
Portanto, o super-operador de transi¢io (dependente de tempo) que tira um unico
» = p ) € dado por
(2.31)

(11>

féton do campo da radiacao (a partir de agora p
(t)p = DAL (1)
e a probabilidade de detectar um fotoelétron no intervalo [t,t 4+ At) é P(t) = Tr [Zp] At.
(2.32)

A
) 6o + wh + gac, + g*eﬁ&_ﬂ

Visto que
Up(t) = e exp | —i E wo — i=
ef 9 0 9
obtém-se (ver apéndice A)
. , __sin (/6% + |g]2(n+ 1)t
F(t) _ _Z-ge—kt/4—zwot/2 e—zwnt (\/ | | ( ) )& (233)
Vo2 + gl2(R + 1)
) . in\/(6%)° + |g|2(A + 1)t .
Pi(r) = igreM/Aeiot/? {d* Sin \/( 2) lgl2(2 + 1) piwnt (2.34)
V(8 + g2 + 1)
onde A )
625—21, A:wo—w. (235)
Substituindo as expressoes (2.33) - (2.35) em (2.31) obtém-se
. . t
. __sin (By|g|t sin ( B,|g|t .
E(t)f) _ )\e—)\t/Qe—zwnt (A | | )dﬁ&T (A | | ) euunt)
B, By,
R R 62

com

(2.36)
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0a Modelo do atomo de 2-niveis

P,

Estado coerente

0,2 p
|9]=1.5%, n=20

0,0

Figura 2.1: Modelo do dtomo de 2-niveis: probabilidade (em unidades de \) de ocorréncia
de uma fotodeteccdo ou, em outras palavras, traco de operador de transicdo Pi(t) =
Tr[é(t) ], em funcdo de A, para o estado coerente, para uma dada escolha de parametros.
Fizemos essa escolha apenas para uma visualizagdo melhor da fungao P (t).

A expressao (2.36) é exata e geral, mas nés vamos estar interessados apenas no caso mais
simples — o caso ressonante em que wy = w e, portanto, A = 0, § = —\?/16 e

B, = J(ﬁﬂ)— (ﬁf

O trago do operador de transigao é dado por

- sin? ant
1Z(t)p| = Ae M/ 2T {%am* : (2.37)

n

As figuras 2.1, 2.2 e 2.3 mostram o comportamento da probabilidade de transi¢ao (dada
pela equagao (2.37)) em fungao do tempo para trés estados diferentes com mesmo nimero
médio de fétons: estado coerente, de Fock e térmico.

Tendo obtido o operador que descreve o processo de uma contagem, o operador de nao-
contagem geral é obtido a partir dele: de acordo com Cohen-Tannoudji e Dalibard [74],
dado o super-operador de transicdo Z(t) (2.37) (no caso eles o chamam funcéo de retardo
- delay function), a probabilidade de nao haver nenhuma fotoemissao no intervalo [0,t) é

Po(t) =1— /Ot dt'Z(t') com Z(t)=Tr [é(t)p} (2.38)

Integrando Z(t') obtém-se

(i +1) — (ifcos (2191 Bat)

1
Po(t) = po+ e M 2Ty {A— 1]

B}

A\ X .
+-=_B,sin (2|g| Bt ]E_,éE } 2.39
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0,94
Modelo do atomo de 2-niveis
0,6
P.(t)
034 Estado de Fock
|g|=1.5%, N=20
0,0
0 2 4 6 8

Figura 2.2: O mesmo que na figura 2.1, mas para o estado de mimero.

04+
Modelo do dtomo de 2-niveis
P.(1)
0.2
Estado termico
|g|=1.5%, n=20
0,0 .
0 2 4 6 8

M

Figura 2.3: O mesmo que na figura 2.1, mas para o estado térmico.

que para t — oo tende para (0|p|0). A partir da equagao (2.39) pode-se deduzir o operador
de nao-contagem geral que satisfaca a condicao Py(t) = Tr [Stf)}, obtendo

Sip=e ™ exp [— (% — A) /A\] pexp [— (% — 'i") /A\] ewnt (2.40)
onde
. 1 A\ . A .
T=In |— |n—|—] cos(2B,_1|g|t) + — B,_1sin (2B,,_1lg|t) | . 2.41
i | () o o) + s @)

De fato, se calcularmos o trago de (2.40) recuperamos a expressao (2.39). Dessa forma,
obtivemos os operadores de uma contagem e de nao-contagem gerais para uma interacao
dtomo de 2-niveis — campo.
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Casos particulares de saltos quanticos

Acima nés deduzimos, de primeiros principios, os super-operadores de transicao e de nao-
contagem, porém devido a sua forma um tanto quanto complicada, eles seriam de pouca
utilidade para fazer cdlculos analiticos. A seguir, faremos algumas aproximagoes para
obter o super-operador de salto quantico independente de tempo. Novamente, vamos
considerar

w > g, A (2.42)

Analisaremos trés defini¢coes possiveis para o super-operador de salto quantico.

(a) Como se desconhece o instante do tempo em que o féton é absorvido pelo detector,
pode-se considerar que o medidor é muito eficiente e que as absorcoes sempre ocorrem
em um tempo muito curto At, logo ap6s iniciada a interagao. Neste caso, caso o nimero
de fétons no campo seja pequeno, podemos substituir o seno de argumento pelo préprio
argumento, e o super-operador de salto quéntico torna-se

jSD/A) _ é (At)[) ~ \ (|g|At>2 e—iwAtﬁ&[)dTeiwAtﬁ — ’}/SDe_iWAtﬁCAL[A)CALTe_iwAtﬁ7 (243)

onde
vsp = A(|g|At)° (2.44)

¢ a constante de acoplamento macroscépico (dtomo de 2-niveis — componentes macroscopi-
cos do medidor). Este resultado corresponde ao modelo “macroscépico” de salto quantico

de Imoto et al., justificando (embora apenas para os elementos diagonais) a proposta de
SD.

(b) Analogamente ao caso sem dissipagao da se¢ao 2.4.1, podemos definir que o salto
quantico ocorre quando Z(t) é maximo; neste caso, obtemos

o (2.45)

j b A - tan(4|g| B,/ 1
Jmaxﬁ = )\dlag(F_,ﬁF+) com F. = exp (_ arc a’n( |g| / )_)

4lg| B,/ Vit 1

e 13’+ = F'. Este super-operador de salto quantico também satisfaz a nossa suposicao
inicial, equagao (2.15), sendo “nao-linear”.

(c) Mas podemos fazer outra suposi¢ao igualmente vilida de que a emissao de um fo-
toelétron ocorre em um instante qualquer no intervalo de tempo [0,7"), onde o tempo
T, suposto ser conhecido, é tal que a detecgao com certeza ocorreu para algum tempo
0 < t < T (matematicamente isto significa que estamos considerando Z(T) < 1). Neste
caso definimos o super-operador de salto quantico como

~ 1 T .
Jrp=— / dt 2(t)p, (2.46)
T Jo

Para os elementos diagonais, visto que

T
/ dte /2 sin? (B,|g|t) ~ n (2.47)
0



CAPITULO 2. SALTOS QUANTICOS 27

obtém-se B o
Jrp=rE_pE., (2.48)

_ - . PN
onde fizemos 3p = T, E_ = (n+1)"2a ¢ (E_> = F.,. Note que neste caso a constante
de acoplamento 7 é fenomenoldgica, porém ela depende indiretamente do acoplamento
cldssico A que caracteriza o tempo de decaimento atémico. A principio, 4 € diferente de

YSD-
No caso de elementos nao-diagonais na base de Fock, para o operador densidade

[ee)

p= Prmn|m2) (0]
m,n=0

obtemos

0o
ETﬁ: )\e—)\t/2 Z pmnme—iwt(m—n)

m,n=1

sin (|g|Bm-1t) sin (|g| B,-1t) m
Bm—an—l

1) (n—1|. (2.49)

Realizando a integragéo e usando a condicao é(T) ~ 0 obtemos

vmn 1
Bm—an—l )\/2 + ’&C(J(m — TL)

J Z pmn|m n_1|

mnl

’ ( (1 A/2+w<Bnln>>2>l( (1 'A/zzﬂB"ln))Q)_

Para w > A, |g| temos ij) ~ () para elementos nao-diagonais de p. Assim, obtemos

Jrp = diag(E_pE.). (2.51)

(2.50)

Operagao de nao-contagem

De acordo com a teoria de SD, em um tempo infinitesimal h& apenas dois eventos possiveis,
o de contagem de um féton e o de nao-contagem; deve entao haver conservacao de proba-
bilidade para estes dois eventos, logo, podemos definir o super-operador de nao-contagem
a partir da equagao (no caso de super-operadores de SD)

ALTy (Jspp) + Tr (SPp) = 1= Tr (S27p) = 1 — AtTr (Jspp) - (2.52)

Dividindo o intervalo de tempo total em unidades infinitesinais de At e levando em conta
apenas os termos da primeira ordem em At, recuperamos os seus resultados conhecidos:
no modelo de SD (com vysp = 7)

SED/A) (zw+'y/2)ntp6(zw—7/2)ﬁt7 POSD (t) _ ane—'ytn; (253)
enquanto que no E-model (com 37 = 7) temos
Sip = e (WntIN2)tpe(ia=30/2)t - By(t) = po + (1~ po) e, (2.54)

onde py = (0|5|0). E imediato verificar que os tracos das expressoes (2.53) e (2.54), quando
expandidas até a primeira ordem em At, satisfazem a equagao (2.52). Vemos, entao, que
ambos os modelos, o de SD e E-model, aparecem naturalmente do modelo microscépico
de fotodetector andlogo ao dtomo de 2-niveis.
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2.5 Modelo do oscilador harmoénico

2.5.1 Modelo “microscépico”

Na secao 2.4 nés estudamos o super-operador de salto quantico que surge da interacao
do campo de radiagao com um dtomo de 2-niveis. Nesta secao vamos considerar outro
sistema fisico bastante conhecido: um oscilador harmoénico (OH) e um modo de campo
eletromagnético. Vamos usar a aproximacao de onda girante (cuja validade foi estudada
em [75]) que conserva o nimero total de quanta. A explicacao fisica da suposi¢ao de que
o detector se comporta como um oscilador harmoénico é a seguinte: podemos considerar
que o detector consiste de dtomos, e quando um féton é absorvido por eles os 4tomos sao
excitados e o “raio” deles aumenta, analogamente ao aumento do deslocamento médio
Az de um OH quantizado, quando excitado para um nivel de energia mais alto. E
interessante notar que um modelo semelhante foi utilizado por Mollow [9] para descrever
o processo de fotodetecgao nos primérdios das teorias de fotocontagem. Ele considerou
a interacao entre um campo eletromagnético e um conjunto de osciladores harmonicos,
correspondentes ao detector, obtendo a férmula de contagem ao usar a expansao até a
segunda ordem perturbativa. N6és vamos simplificar esse modelo ao considerar apenas
um oscilador harménico interagindo com um tnico modo de radiacao. Neste caso, o
Hamiltoniano é dado por

H = hwaata + hwpbd + hgab + Rg*a'd, (2.55)

onde o modo a ird assumir o papel de aparato de medida e o modo b correspondera
ao campo eletromagnético de interesse (w, e w, s@o as frequéncias e g é a constante de
acoplamento detector-campo). O operador de evolucao para o sistema medidor-objeto
escreve-se [47,76-79)

U(t) _ e—iﬁt _ e_th eA(t)k+ 6B(t)f(0 eC(t)RL’ (2.56)
onde R
N = (ala+b1) /2, Q=w,+w,

e kK, =alb, K_ = —ab', K, = (ata — bTb)/Q sdo os geradores do grupo SU(1,1), que
satisfazem as relagoes algebrlcas [Kg, Ky =4K,e[K_, K.]=2K, (K, é um operador
hermitiano, enquanto que K eK + sado antihermitianos). Os coeficientes dependentes do
tempo sao [78]

Alt) = —ig*sin(tA)
A (cos(tA) + i (wap /2A) sin(tA))’
B(t) = —2In(cos(tA) +i(we /2A)sin(tA)), (2.57)
B igsin(tA)
¢ = A (cos(tA) + i (wap /2A) sin(tA))
Wap =Wq —wp € A= (]9]2 + wab/4>1/2 (2.58)

Primeiramente, por simplicidade, vamos supor que: (i) o detector esta em ressonancia
com o campo de radiagao, w,, = 0, assim obtemos

At) = —i% tan (|glt), C(t)=A*(t) e B(t)=—2lncos(|g|t), (2.59)
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e que (ii) o aparato e o objeto estao inicialmente preparados de tal forma, que o modo a
(detector) esteja no estado de vdcuo (o “ponteiro” em posigdo néutra). A probabilidade
de que, num tempo posterior ¢, o detector esteja no primeiro estado excitado |1,) é

(1|0 (#)[0) = 1 (t) = —ie~™ tan(|g[t)bcos™ (|g|t). (2.60)

Assim, para qualquer estado do sistema, o operador de transicao ou de evolugao condi-
cionada a detecgao de um féton é (a partir de agora, vamos denotar 7, simplesmente por

) i | o
Iy (t) = —ie " sin(|g|t) cos™(|g|t)b , (2.61)

onde ¢ é uma fase associada ao fator de acoplamento (g = |g|e*?). Notem que, similar-
mente, pode-se construir o operador de evolugao (transi¢ao) condicionada a detecgao de

[-fétons . z
Iy(t) = 7 (—ie ™ sin(|glt)) cos™ (|g|t)D" (2.62)

Como estamos interessados no processo de detecgao em que os fétons sao detectados um
a um, vamos considerar apenas o operador fl(t).

Consideramos duas opgoes para definir o super-operador de salto quantico:

a) Pode ser suposto que a interagao é muito eficaz e o salto se dd logo depois de iniciada
a interacao, num tempo “muito curto”, desde que o niimero de fétons seja pequeno. Neste
caso |g|t < 1 e a expressao de SD modificada (férmula (2.22)) é recuperada.

b) Também podemos definir o super-operador de salto quantico como
max {fl(t)ﬁbﬂ (t)}, que ocorre no tempo t,, quando a probabilidade de absorcao ¢ ma-
xima. Assim, obtemos

Jpp = ydiag(Ty (tm) ool (tm)) = ydiag(G—pGy) (2.63)

com

R ’fl,ﬁ 1/2 ) ) ; ’fl,ﬁ 1/2
G.=|—— b e Gi=b|——7F— , 2.64
l(ﬁ + 1)n+1‘| + l(ﬁ + 1)n+1‘| ( )
e 7 sendo uma constante fenomenoldgica, relacionada a freqiiéncia de saltos quanticos.
Assim, o super-operador de salto ndo é mais simplesmente bpyb’, mas os operadores de

abaixamento e de levantamento vém multiplicados por uma fun¢ao do operador de nimero
de fétons n, conforme proposto em (2.15).

2.5.2 Modelo “macroscépico”

Do mesmo modo que fizemos no caso do dtomo de 2-niveis, vamos levar em consideragao
a dissipacao. Repetindo os mesmos passos, a evolucao do operador densidade é dada por

A

@ _ _. (.6 - 5 (alap + pata — 2apat). (2.65)

dt
com H dado em (2.55). O Hamiltoniano efetivo ¢

~

R R A Y . R
H.p = Hy — z’ieﬂa = (wa — z§> ata + wyb'd + gab' + g*a'h. (2.66)
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O super-operador de evolugao condicionada, descrito na secao 2.4, é
Dip = Uep()pUL (1), Uep(t) = exp (—iHest). (2.67)

Para o estado inicial py = pF ® 04)(0,| em t = 0, a probabilidade de que o préximo
fotoelétron seja registrado em t + At é

Py(t) = Tr [RDifo] At = MA#Trp [D(8)p0T1(1)] (2.68)

onde T'(t) = (1,|Us(t)[04) e At é a resolugio do medidor. Portanto, o operador de

transi¢ao que age sobre o estado do campo da radiagao (a partir de agora p§9) =p)eé

2(t)p = AL (¢) L (¢) (2.69)

e a probabilidade de detectar um fotoelétron no intervalo [t, t+At) é Py (t) = Tr {é(t) ,6] At.
Fazendo a substituigdo w, — W), = w, — iA/2 nas equagoes (2.57) e (2.58) obtém-se

D(t) = A(t)exp |- (it + B(t)) (b'b +1)/2] b, (2.70)
Th(t) = A*(t)exp [— (it + B*(1)) (bb+1)/2] b. (2.71)

Com isso, o super-operador de transigao é

2(6)p = |AE)” exp [— (92t + B(1)) (' + 1) /2] bpb' exp |- (it + B*(¢)) (b'b+ 1) /2],
(2.72)
que é uma expressao exata e geral. Mas para o caso ressonante, w, = wy, 0 super-operador
de transicao para elementos diagonais do operador-densidade na base de Fock é

2(t)p = AFp(7)bpb' (2.73)
com
Fp(i) = 5 e M0+D/26in? (1A) W20(1) 7 (2.74)
W (t) = cos(tA) + £x sin(tA), A= ./|g|> — A\?/16

As figuras 2.4, 2.5 e 2.6 mostram a evolucao da taxa de transicao, ]é(t)f)], em funcao
do tempo para trés estados diferentes: estado de Fock, coerente e térmico, todos com o
mesmo nimero médio de fétons.

Como a integral do traco da expressao (2.73) nao pode ser calculada exatamente, neste
caso nao vamos definir a operacao de nao-contagem geral dependente do tempo, embora
sua definicao permanece a mesma da secao 2.4

Casos particulares de saltos quanticos

Para At curto e poucos fétons presentes no campo, podemos expandir as fungoes A(t) e
B(t) da expressao (2.72) até a primeira ordem no tempo, o que recupera a expressao de
SD modificada, férmula (2.43) com a mesma constante ysp.

A definicao do salto quantico como sendo o valor maximo de é(tm) perde sua utilidade
aqui, pois a expressao resultante é tao complicada quanto a de é(t) Agora, fazendo a
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Modelo do OH
Estado de numero
lg|=A/2, N=5
0,2
P.(t)
0,0 . . ‘
0 1 2 3

M

Figura 2.4: Modelo de OH: dependéncia de traco de transi¢ao (em funcao de \) Py(t) =
Tr[=(t)p] em fungao de At, para o estado de nimero. Escolhemos os valores numéricos
dos parametros para uma melhor visualizacao da funcao P (t).

Modelo do OH

0,2
P.(t)
Estado Eoerente
011 lgl=2/2, n=5
0,0 T T ]
0 1 2 3

M

Figura 2.5: O mesmo que na figura 2.4, mas para o estado coerente.

0,1+

P,

0,0

Modelo do OH

Estado t_érmico
|[9]=2/2, n=5

At

Figura 2.6: O mesmo que na figura 2.4, mas para o estado térmico.
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média temporal no intervalo [0,7"), o super-operador resultante serd aproximadamente
nulo para elementos nao-diagonais, enquanto para elementos diagonais ele serd dado por

2

Jrp = 1 / ' dt=(t)p = yﬂ / " et /2 giy2 (EA) W2 (£)bpbT. (2.75)
T Jo A2 Jo

Essa integral nao pode ser calculada exatamente, por isso nao vamos calculd-la aqui.

Porém, podemos notar que neste caso o super-operador de salto quantico resultante ird

depender da razao \/(4|g|) (que aparece na férmula (2.74)) e nao serd igual aquele obtido

no caso de dtomo de 2-niveis (férmula (2.51)).

2.6 Influéncia de outros sistemas

Até agora consideramos apenas um campo eletromagnético livre (por conveniéncia, chama-
lo-emos de modo C) que interage com o detector. No entanto, muitas das aplicagoes
de fotodeteccao tratam de sistemas em que o modo C, além do detector, interage com
outros sistemas (que chamaremos de S; ver, por exemplo, [14-16]). Portanto, ¢ impor-
tante saber se a presenca desses sistemas modifica de alguma maneira a forma do super-
operador de salto quantico, ja que nos trabalhos anteriores (ver, por exemplo, [14-16,80,81]
considerava-se que o super-operador de salto quantico é insensivel & presenca de outros
sistemas. Vamos considerar aqui apenas o caso em que o detector é mimetizado por dtomo
de 2-niveis, pois no caso de detector do tipo de oscilador harménico as conclusoes serao
andlogas.

Como o sistema S pode ser bastante geral, vamos considerar um exemplo particular
dado em [14]. Neste caso particular, o Hamiltoniano efetivo total é composto por trés
modos quénticos de campos eletromagnéticos (A, B e C'), de campos cldssicos e do detector
(fazemos h = 1)

Hy = waild +wpbfb + weele 4 €(atbe™ + abfe™™) + x(a'a + b'b)(ce ™"t + éle™'?)

1 AL . e
+§w000 — 15040 +gédy + g, (2.76)
onde o modo C ¢é descrito pelos operadores ¢ e ¢éf. Para obter o super-operador de
transicao, precisamos encontrar a expressao para

A

Ues(t) = eiMest
e seguir os passos da secao 2.4. Indo para a representagao de interagao através de “elimi-

nagao” dos termos “livres” e impondo as condicoes de ressonancia v = w, — wp € V' = w,
para eliminar as dependéncias temporais, conforme no trabalho original, obtemos

A

- —iwo —i(wgala btd HAVE ie(AtE AR D)
Uef(t) —e )\t/4e zwaot/2e i(weala+wpblbtweé c)te i&(ato+ab )te zHIt’

com o seguinte Hamiltoniano de interacao efetivo

- Ayn Wy —w —1iA/2
H; = x(a'a + b'b) (e + &) + %/&0 + géb, +grélo_. (2.77)
Obtida a expressao para Uef(t), posteriormente faremos traco sobre o detector e os

modos A e B para determinar o super-operador de transi¢ao que age sobre o modo C.
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I A P

Figura 2.7: Curvas para a probabilidade de transicao: observamos diferentes definicoes
de salto quéantico para o modelo de dtomo de 2-niveis. Os pontos “1” correspondem
a definigdo do valor méximo (na inser¢ao estd o caso simplificado, sem dissipacao). A
regiao “2” ilustra a definicdo da média temporal no caso do modelo “macroscépico”, e
as regioes “3” ilustram a aproximacgao de SD para tempos curtos, em ambos os casos, o
“microscépico” e o “macroscopico”.

Vemos que Hé composto dos termos que aparecem nos caso do campo livre C' na presenca
apenas do detector, mais um termo que depende dos modos A e B. Assim, dependendo
dos valores das constantes de acoplamento, das freqiiéncias w e wg e de niimero de fétons
nos modos A e B, o primeiro termo do lado direito da expressao (2.77) pode ser muito
menor que os outros trés termos e, portanto, pode ser desprezado — isto significa que
a operacao de salto quantico torna-se insensivel & presenca dos modos A e B. Caso o
primeiro termo seja da mesma ordem de grandeza que os outros termos, ele nao podera
ser desprezado, significando que a operacao de salto quéntico passard a depender dos
operadores dos modos A e B.

Com este exemplo particular mostramos que, em geral, o super-operador de transicao e,
conseqiientemente, o super-operador de salto quantico sofrem influéncia de outros sistemas
interagentes com o campo que estd sendo detectado.

2.7 Discussao

Neste capitulo, consideramos dois modelos microscopicos para uma descricao realista do
fotodetector. Primeiramente, modelamos o detector como constituido de dtomos de 2-
niveis; como segundo modelo, supusemos que o detector se comporta como um oscilador
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harmoénico. Nés mostramos como surge o super-operador de transi¢io (dependente do
tempo) em ambos os modelos, e mostramos que o super-operador de salto quantico de SD,
quando devidamente modificado para os elementos nao-diagonais do operador-densidade,
é um caso particular (e mais simples) de uma grande familia de operadores nao-lineares.

No6s definimos outros possiveis operadores de salto quantico que poderiam ser usados
nas teorias de fotodeteccao, ou em outros ramos de fisica. Um dos pontos principais do
nosso modelo microscépico foi mostrar que os “operadores exponenciais de fase”, propostos
no E-model como uma alternativa para a definicao de salto quéantico, sao também um caso
particular do super-operador de transicao. Mais que isso, mostramos que no caso de E-
model o super-operador de salto quéntico age apenas sobre os elementos diagonais do
operador densidade, tornando os elementos nao-diagonais nulos, ou seja, destruindo a
coeréncia entre eles. Nos préximos capitulos nés vamos omitir o simbolo diag no caso
de E-model, pois estaremos interessados apenas no cédlculo de probabilidades, que sao
insensiveis aos elementos nao-diagonais do operador-densidade.

A figura 2.7 mostra (n|Z(t)|n) (para n # 0) e ajuda a visualizar diferentes definicoes
de saltos quénticos a partir do super-operador de transicdo (para o caso particular de
dtomo de 2-nfveis, mas, salvo a forma concreta, o mesmo gréfico também ocorre, qualita-
tivamente, no caso do oscilador harménico). Na inser¢ao da figura mostramos o modelo
simplificado em que nao consideramos a dissipacao: neste caso o operador de transicao
¢é oscilante no tempo, e podemos definir o super-operador de salto quantico do E-model
como o valor méximo de (n|Z(t)|n), correspondente aos pontos 1 na figura. Para o mod-
elo mais realista, em que incluimos a dissipacao, podemos definir o salto quantico de
E-model como uma média temporal, mostrada pela regiao 2 na figura, ou como ocorrendo
quando (n|Z(t)|n) é maximo, como indicado pelo mimero “17. Em ambos os casos, o
super-operador de salto de SD ocorre para tempos pequenos, mostrados pela regiao 3 na
figura 2.7.

Assim, ambos os operadores, de SD e do E-model, sao igualmente validos, mas em
regimes de fotodeteccao diferentes: o operador de SD vale para tempos de interacao curtos
e baixo nimero de fétons, enquanto o operador no E-model vale para tempos maiores e
qualquer intensidade de campo.



Capitulo 3
E-model vs. modelo de SD

Neste capitulo vamos apresentar o modelo consistente para fotodetecgao
continua, que chamaremos de F-model, em que substituimos o super-opera-
dor de salto quantico “linear” por um “nao-linear” (com respeito a opera-
dores @ e a'). Vamos comparar as expressoes analiticas para diversas quan-
tidades observéaveis, obtidas de acordo com cada modelo. Veremos que os
resultados correspondentes a diferentes modelos sao distintos e podem, a
principio, ser observados experimentalmente. Alguns dos resultados de-
scritos a seguir sao novos.

3.1 E-model: Introducao

O ingrediente principal da teoria de SD consiste no uso de dois tipos de operadores agindo
continuamente sobre o estado de campo. Estes operadores sao: o evento de uma contagem
instantdnea (um unico féton), representado pelo super-operador de salto quantico J , €
o evento de nao-contagem (sem contagens de fétons, apenas monitoramento do campo)
durando um intervalo de tempo arbitrario 7, representado pelo super-operador S’T. Assim,
em um intervalo de tempo [0,¢) (quando a interacdo entre o detector e o campo esta
ligada), todos os eventos de uma contagem tém, formalmente, duragdo de tempo total
igual a zero, enquanto que todos os eventos de nao-contagem duram o tempo ¢t. Como ja
descrevemos o modelo de SD na se¢ao 1.6, nao vamos repeti-lo aqui, apenas lembramos
que no modelo de SD o super-operador de uma contagem tem a forma (1.39)

Jo=~aeal. (3.1)
Uma generalizagao direta do operador de uma contagem de SD ¢é
Jae =~v4Ae Al (3.2)
onde operador A é algum operador nao-linear! dado pela equagio (2.15)

A=F(n)a,

'Novamente, com isso queremos dizer que A é um operador nao linear com respeito aos operadores @
e af, como no capitulo 2.

35
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e o coeficiente 74 (que tem dimensao de inverso de tempo) esta relacionado com a eficiéncia
do detector. No capitulo anterior deduzimos véarios pretendentes para o papel de super-
operador de salto quantico realista, mas vamos nos concentrar em um deles que ja foi
empregado em diversos ramos de fisica quantica, entre eles na teoria de fotodeteccao —
aquele dado por operadores exponenciais de fase E_e E+, equagao (2.16):

Jp=~E_pE.. (3.3)

Na verdade, esse modelo corresponde ao modelo consistente para fotodeteccao continua,
proposto ad hoc por Oliveira et al. no artigo [24]. Nele, os autores calcularam virias quan-
tidades observaveis usando esse modelo, compararando-as com aquelas obtidas usando o
modelo de SD. Por questao prética, vamos denominar o modelo que faz uso de operadores
exponenciais de fase de E-model, tendo em mente que ele e o modelo consistente para
fotodetecgao continua representam a mesma coisa.

Neste capitulo vamos calcular algumas grandezas observaveis que nao foram calculadas
em [24], e comparé-las com aquelas obtidas usando o modelo de SD. Primeiramente, na
secao 3.1, vamos redefinir as operagoes de uma contagem e de nao-contagem. Feito isso, es-
tudaremos diversas grandezas observaveis usando ambos os modelos. Primeiramente, cal-
cularemos o niimero médio de f6tons e sua dispersao durante a evolucao nao-condicionada
(sec@o 3.2). Em seguida, iremos estudar grandezas relacionadas a probabilidades de co-
incidéncia, descritas na se¢ao 3.3 (assunto deixado de fora em [24]), e compard-las com
aquelas obtidas a partir de modelo de SD. Na secao 3.5 discutiremos os resultados obtidos.
Os resultados das segoes 3.2 — 3.3 sao frutos dessa dissertagao, e os resultados da secao
3.3 foram publicados em [53].

Daqui em diante, ao longo deste capitulo, vamos usar o simbolo v para a constante de
acoplamento campo-detector no caso de modelo de SD e 4 para E-model, tendo em mente
que v e 7 podem ser diferentes. Além disso, os operadores sem til corresponderao ao
modelo de SD, enquanto um til sobre alguma quantidade significard que essa quantidade
é calculada de acordo com E-model.

Os operadores exponenciais de fase que iremos usar foram introduzidos por London [82]
nos primoérdios de mecénica quantica, embora seu uso sistematico comecou apenas depois
do artigo de Susskind e Glogower [83]. O comutador de E_ e E, é o projetor para o
estado de véacuo, o R

(B, By = |0)(0] = A (3.4)

e o produto normalmente ordenado é o projetor complementar
BB —1-Ay=A—Al, A2 A (3.5)
Aplicando E_ ¢ E+ sobre estados de niimero obtém-se
E_n) = (1=bn0) [n—=1),  Eiln) = |n+1), (3.6)

o estado de niimero é reduzido ou incrementado por uma unidade, porém sem o fator de
peso como no caso de operadores a e af. E, e E_ constituem outro conjunto de operadores
de levantamento e abaixamento. Uma propriedade 1itil e que serd rotineiramente usada é

e™ = Ag+e”A, e = A + A, (3.7)

e, obviamente, [A,n] = 0.



CAPITULO 3. E-MODEL VS. MODELO DE SD 37

O significado fisico do super-operador de uma contagem genérico J4 esté contido na
equacao para a taxa de contagem de fétons [29,65]. Isto é, a probabilidade P(J4)dt de
que o evento de uma contagem ocorre no intervalo de tempo [¢,t + dt) é

P(J4)dt = Te[Japldt = y4Tr[AT Ap)dt. (3.8)

Assim, usando a notagao definida acima,

A

P(Jy=~m,  P(J)=3(1—p) =7k, (3.9)

onde py = |co|? ¢ a probabilidade de presenga da componente de vdcuo no campo.

Aqui a diferenca entre dois modelos é claramente vista. O modelo de SD é baseado na
suposigao de que a taxa de fotocontagem é proporcional ao nimero médio de fétons @ (o
detector “enxerga” todos os f6tons, independentemente da geometria da cavidade), que
parece bastante natural para baizas intensidades de campo (mas pode nado ser verdade
para altas intensidades). Ao contrério, no E-model, a taxa de fotocontagem é proporcional
a probabilidade A de que h4 fétons na cavidade, e ndo tem relacio direta com o nimero
médio n. Tal situagao parece natural para altas intensidades de campo, quando a taxa
de contagem atinge alguma saturacao. Assim, ambos os modelos podem ser considerados
como dois casos-limites extremos de uma situagao genérica.

3.1.1 Operacao de uma contagem

E suposto que o super-operador de uma contagem Ja (3.2) tira um féton do estado inicial
do campo. Entretanto, ao calcular o nimero médio de fétons no estado novo, para o
modelo de SD obtém-se [64]

An? —m

ﬁ+:ﬁ+[ =0

] =n+q, (3.10)
onde An2 = n? — 7% e q é o parametro ¢ de Mandel [84]. Portanto, se a estatistica do
campo é super-Poissoniana, o mimero médio de fétons aumenta apdés uma contagem. Ele
pode permanecer o mesmo se a estatistica é Poissoniana, e ele decresce caso a estatistica é
sub-Poissoniana. Apenas para o estado inicial de Fock pg = |m) (m/| obtém-se 7, = m—1,
exatamente um féton a menos no campo, caracterizando um salto quantico. Para qualquer
outro estado de campo isto nem sempre é verdade. Por exemplo, para o estado térmico,
descrito pelo operador estatistico

oo —=n

ﬁzgmwwa (3.11)

obtém-se m, = 27, o mimero médio de fétons dobra apds a aplicacao de J. Observagoes
similares foram feitas em [35, 65,85, 86|, porém, sem nenhuma tentativa de modificar o
modelo.

O super-operador de salto quantico (3.3), correspondente a E-model, é limitado, || J | <
00, pois para qualquer estado pg, com Trpy = 1, tem-se Tr[Jpy] < «. Depois de uma
contagem o estado do campo salta imediatamente para

~ Jpo _ Jpo
Po = = = ,
Tr(Jpo) 1 —po

(3.12)
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onde py = (0]po|0) é a probabilidade do estado de vacuo. O nimero médio de fétons apds
uma contagem é

fi = a5t (3.13)

portanto, caso o estado py tem nenhuma ou muito pequena contribuicao de estado de
vicuo, a operacao de contagem extrai um féton do campo, independentemente de sua
estatistica. Abaixo seguem alguns exemplos:

(a) Para o estado de nimero po = |m)(m| (m #0), n=m — 1.

(b) Para o estado coerente py = |a){a| (a #£0), n =7/ (1 — e‘ﬁ> —1.

(c) Para o estado térmico (3.11), que descreve um reservatério térmico, o nimero médio
de fétons permanece inalterado, devido a propriedade especial pg = 1/(n + 1). O efeito
de salto quantico nao é perceptivel.

3.1.2 Operacao de nao-contagem

Enquanto o detector estd monitorando o campo e nehuma contagem é registrada no inter-
valo de tempo [0, t), o conhecimento sobre o campo ¢é alterado devido ao monitoramento
continuo (atualizagdo continua de informagao), e o operador estatistico do campo py é
continuamente alterado para [13,65]

Siho

() = T () (3.14)

A

A probabilidade de nao registrar nenhuma contagem durante o tempo ¢ é Py(t) = Tr (S't p0>.

O super-operador de SD S; pode ser naturalmente generalizado como
N o o ~ ~ 1 Ay A
S p=eVampelAT V= —iH, — A ATA, (3.15)

onde I:IO = wpa'a é o Hamiltoniano do campo livre.
O modelo de SD e E-model predizem as seguintes probabilidades de nao contagem

(P = (nlpoln)),

[e.9]

Po(t) = Z e—n'ytpr“ f)(] (t) = Do + (1 - p(]) 6_:%.

n=0

Embora as duas expressoes vao ao mesmo limite assim que t — o0,

lim P(t) = lim Po(t) = py,

t—o0

para tempos intermedidrios elas sao diferentes.
O ndmero médio de f6tons na auséncia de contagens, m; = Tr (p;n), também se com-
porta diferentemente nos dois modelos. O modelo de SD fornece

0 —nyt
2 ne "y
e = oo —nyt

Zn:(] € pn

(3.16)

Em particular, para vt < 1, my =~ 7 — 7t(An)2, portanto, mesmo se o estado de vécuo
nao estd presente inicialmente (py = 0) e nenhum féton é detectado, o nimero médio de
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fétons predito pode ser substancialmente menor que 7 se (An)2 > 7. Ao contrario, o
nimero médio de fétons na auséncia de contagens, predito pelo E-model, é

n
14+po(3t—1)’

ng =

(3.17)

Portanto, caso pg = 0, o nimero médio de fétons permanece inalterado, n; = n.

3.1.3 Contagem continua

A contagem continua de k fétons do campo em um intervalo de tempo ¢ é representada
por um operador linear N,(k) agindo sobre o estado do sistema durante o intervalo [0, t);
o estado normalizado do campo no tempo t apés k contagens é

Ny (k)p
Pt = t()
Tr[

— 3.18
(k)pol 319

onde pg ¢ o estado do campo anterior ao processo de contagem e Py(t) = Tr [Nt(k)ﬁo}

é a probabilidade de contar k fétons no intervalo t. O operador linear Nt(k;) pode ser
obtido a partir de operadores Je S’t, conforme descrito na se¢ao 1.3. Nao vamos deduzir
as expressoes analiticas destas quantidades aqui, pois elas podem ser encontradas nos
artigos originais [24,31]. Apenas colocaremos as expressoes finais. Para o modelo de SD,
tem-se

Nomyp = 58— s (3.19)
P(t) = i (Z) (1 —e)F(e ™ Fp,. (3.20)

enquanto que para E-model obtemos
— ot , 5 1~ 5 -
Na(k) o = U / dt'e (( " 7 [—%(t—t’)/\} (7% 70) exp [—%(t—t’)A}, (3.21)
0 p—

onde

~

U, = 1ot o ¢iMlot (3.22)

é o super-operador de evolugao livre. A probabilidade de k contagens no E-model é

~ ~ _ e ?t t
Pr(t) = pi [1— e 7"Q(k, 31)| + 7 Z Pa- (3.23)
Aqui nés definimos
k e
Zx—'z—r (k+1,2) | (3.24)
onde o
T (a,z) = / tole=t gy (3.25)

é a funcao Gamma complementar incompleta.
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O valor-limite, lim;_, Px(t) = (k|po|k) = pr, em ambas as equacdes, (3.23) e (3.20),
significa que, assintoticamente, a estatistica de contagens coincide com a estatistica de
fétons. Isso acontece porque a cavidade e o detector sao, supostamente, ideais, portanto,
nenhum féton é perdido; cada vez que um féton é tirado do campo, ele é registrado e
contado.

O super-operador que iremos usar até o final do capitulo é o super-operador de evolucao
nao-condicionada 7}, equagao (1.6)

~ SN ~ t . A A
T, =S Ni(k) = S + / T pJaSpdt’ (3.26)
k=0 0

que pode ser facilmente obtido nos dois modelos, usando as expressoes para Nt(m).

De grande importéancia para o cdlculo de vdrias grandezas sao as relacoes entre os trés
super-operadores existentes (j , S’t e Tt) As expressoes que iremos usar nas préximas
secoes Sao:

X (1—e "

JS, = e_7tgtj, JT, = e_VtTtJA, T, =8, Z ' J" po, (3.27)
0 y'n!
para o modelo de SD, e para E-model:
jgt = 6_;7;{“7, jj:'t = 6_;tat€t:fj, j:'t = gt + Z M(k) (328)
k=1

3.2 Ntumero de f6tons no campo e a sua dispersao

Primeiramente, vamos ver como o niimero médio de fétons e sua dispersao se comportam
quando o detector estd ligado, mas toda a informacao sobre as deteccoes é descartada, ou
seja, durante a evolugao nao-condicionada do campo.

3.2.1 Numero médio

O nimero médio de fétons na cavidade durante a evolucao nao-condicionada é dado por
(a(t)) = Tr [afaT;p) (3.29)

E facil de notar a partir da equacio-mestra (1.44) que para o modelo de SD a evolugao de
nimero médio de fétons é a mesma para todos os estados, e resume-se a um decaimento
exponencial

(A(t)) =Te . (3.30)

Ja no caso de E-model, o comportamento do nimero médio de fé6tons na cavidade pode
ser obtido a partir da férmula (3.29), resultando em

) =S > K000 (3.31)

t
k=1m=0 m

que prediz que a evolucao do nimero médio de fétons na cavidade é diferente para cada
estado. Vamos considerar trés exemplos diferentes para exemplificar tal comportamento.
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Evolugao ndo-condicionada
n(0)=10

Térmico

‘ Coerente
SD-,

Figura 3.1: Numero médio de fétons na cavidade durante a evolugao nao-condicionada
em fungao de 7t (considerando v = 7) para E-model e o modelo de SD. No modelo de
SD, a evolucao é um decaimento exponencial, que nao depende do estado do campo. No
E-model a evolucgao é diferente para cada estado de campo.

e Estado coerente N
() = e ™Sk 2 1, (2 mt) (3.32)
=1 V7

e Estado de nimero D(N +1,5) — 5tT(N, 5t)
~ . + yYL) — 7 )Y
(f(t)) = v 1) (3.33)

e Estado térmico o
(a(t)) =me /D (3.34)

onde I,(x) ¢ a fungdo de Bessel modificada e I'(a, z) ¢ a funcdo Gamma complementar
incompleta. A figura 3.1 mostra esse comportamento para diferentes estados de campo.

3.2.2 Dispersao

J& que o nimero médio de fétons na cavidade durante a evolugao nao-condicionada é
insensivel a estados de campo no modelo de SD, mas sensivel no caso de E-model, seria
interessante ver o comportamento da dispersao do nimero de f6tons segundo esses dois
modelos. Para o modelo de SD tem-se

(R2(t)) = mi:jl ZW (m; ”) ()" 2P, w=1—€" (3.35)

e para o E-model
a1y — ot S S a3
(A*(8) = e 30 > K P (3.36)

k=1m=0
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A dispersao depende do estado de campo nos dois modelos, por exemplo

e Estado coerente

(AR2(t)) =me (3.37)
o = k — . . = k — 2
(AR2(t)) = e~ O™ ];kQ\/% I (2\/77%) — (e (et )];k\/% I (2 nyt))
(3.38)
e Estado de nidmero
(AR?(t)) = Ne " (1—e ") (3.39)
(ARE(E)) = %P(N F 1At — ﬁ(zz\r ~ DN, ) + (A(j—f)wr(zv e
T(N + 1,7t) — 3tT(N,7t)\
(v - ) o
e Estado térmico
(AR (t)) = me " (1 + 2me " 4 e ) (3.41)
(AR2(t)) = e (@ 4 1)(2m + 1) — (ne—%/(ml)f (3.42)

3.3 Probabilidades de coincidéncia, tempos de espera
e funcao de correlagao

Nesta secao vamos nos dedicar a estudo de diversas probabilidades de contagem. A prob-
abilidade de contagens cujas expressoes analiticas ja foram obtidas e discutidas usando
ambos os modelos ¢ a probabilidade Py (t) de detectar k f6tons no intervalo de tempo [0, t),
relacionada com a evolucao condicionada do campo; as respectivas expressoes foram dadas
na secao 3.1.3. A seguir, estudaremos as probabilidades de contagem relacionadas com a
evolucao nao-condicionada do campo na cavidade, cujo significado foi descrito na secao
1.5.

3.3.1 Densidade de probabilidade de coincidéncia

A densidade de probabilidade de coincidéncia (CPD) hy(ty,- -, t,) € uma expressao que
representa a densidade de probabilidade para uma sequéncia de m fotocontagens durante
um intervalo de tempo t. A quantidade hy(t1, - -, ;) At1 Aty - - - At,, é a probabilidade de
que uma contagem fotoelétrica seja registrada em cada um dos intervalos

[tl,tl -+ Atl), [tg,tg + Atg), e [tm,tm + Atm), (tl <ty < o<t < t),

escolhidos pelo experimentalista, independentemente de quantos fétons foram contados
fora desses intervalos. (Para a consisténcia do modelo, a condigao yAty < 1, (k= 1,...,m)
deve ser satisfeita.) Uma generalizagao da expressdo de CPD (dada em [13]) é

ht(tl, teey tm) = Tr[Tt_tm jA s jAﬁ2_t1 jATtlpAO], (343)
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relembrando que T, é o operador que evolui o campo e os m super-operadores Ja repre-
sentam os fétons contados nos tempos tq, to, ..., t,,.

No modelo de SD, CPD depende da soma t1..,, = > -t (e ndo do intervalo de
tempo t) [13]:

bt ) =iy 3 (M (3.44)
=0 \ ™M

Notem que a série em (3.44) converge apenas para o conjunto de nimeros {p,} que
decrescem mais rapidamente de que (n — m)!/n! ~ n=™ para n — oo. Portanto, para
muitos estados quanticos a CPD simplesmente nao existe no modelo de SD, especialmente
para m > 1. Mesmo quando elas existem, seu comportamento como funcao de nimero
de contagens m mostra-se muito sensivel a pequenas mudancas de m, como mostrado
em exemplos concretos abaixo (ver, por exemplo, figura 3.3). Essa “falha” da teoria de
SD ¢ uma conseqiiéncia direta da escolha do operador de uma contagem na forma (3.1):
cada vez que o operador J age sobre o operador-densidade do campo na equagao (3.43),
ele ndo apenas desloca a distribuigdo de nimero de fétons {p,} de um quantum, mas
também, aumenta significativamente (por fator \/n) o peso do “cauda” da distribuigao
(termos com n > 1). Essa mudanca da distribui¢do de niumero de f6tons pode nao ser
muito significante para um ou dois clicks (m = 1,2), mas para m > 1 a distribuigao
inicial torna-se totalmente deformada.

Este comportamento nao-fisico (i.e., uma sensibilidade extrema & forma do “cauda” da
distribui¢ao) é eliminada no modelo nao-linear de uma maneira bastante natural, desde
que a fungdo F(n) na equagao (3.2) seja escolhida de tal forma que ela leva a alguma
“saturacao” do coeficiente F'(n—1)y/n (que agora substitui o fator usual \/n) paran > 1.
O caso mais comum é encontrado no E-model, em que F(n — 1)y/n = 1. Neste caso, as
aplicagdes seqiienciais e alternadas de T e J sobre po levam a

jftm_tm—lJ cee jft2_t1 (jflﬁ0> = €_§tmz;{tm€tmjjmﬁ0. (345)

O lado direito da Eq. (3.45) pode também ser escrito como J: ™T, b, portanto, a evolugao
depende apenas do tempo da ultima contagem. Aplicando T; 4, sobre Eq. (3.45) temos
Tt I Tty - JT1 0 =
e—?tmTt_t Z/A{t €tmjjmﬁ0 _ e—%mzjlt{e?(t—tm)A/2etmffjmﬁoe?(t—tmmm

t—tm 25/]@—1

+Z/ —’Ytl —’Y(t tm—t')A/2 thJk+mp e ’Y(t tm_tl)A/2—(k — 1)'dt,} (346)

O célculo do trago de Eq. (3.46) nos dd a CPD

P — am { =
('yt

— D QEAE—tm) Y T Pmetktit) +ZQ (0, Vtm )pm+l+1] 6_%}7 (3.47)
P

1=0 =0

= (F(t — t))"
[ZQ (K, Vm )Z G T ) DPmtk+i+1
k=0 =1 :

onde todas as séries convergem para alguma distribuigdo normalizada {p,}. A férmula
(3.47) pode ser simplificada se escolhemos t,,, = t, significando que a m-ésima contagem,
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ou o tltimo click, também desliga o detector. A interagao entre o campo e o detector ¢
interrompida, e o campo evolui livremente com U;, portanto a equacao (3.47) torna-se

he(ti, s tme1,t) = 7" S QU AL) P (3.48)
1=0
Essa CPD depende apenas do tempo da iltima contagem. Além disso, devido a pro-
priedade Q(k, z) < exp(z) para z > 0 e qualquer k, que segue imediatamente da defini¢ao
(3.24), todas as CPD’s no E-model sao uniformemente limitadas

Egm) (tla ey tmet, tm) < :ym7 (349)

para estados de campo normalizados arbitrarios.
A seguir nés damos as CPD’s para alguns estados de campo:
(a) Para o estado coerente, a probabilidade de encontrar n fétons no campo é p, =
exp|—n|n"/n!, logo
hi(ty, ooy tm) = Y™ exp (—yt1om) , (3.50)

para o modelo de SD, enquanto que no E-model

I'(l+m,n)

Et(tlu"'7tm—l7t) :Nm _’Ytz l—i—m—l)

(3.51)

(b) Para o estado de nimero ou estado de Fock , p, = 6, n, 0 modelo de SD fornece

N!

No E-model obtém-se B N
W™ = 3mQ (N — m,7t) e . (3.53)

(c) Para o estado térmico, p, = n"/(7n + 1)"™, 0o modelo de SD d4
he(ty, -« tm) = y™m! ™ exp (—Vti1om) , (3.54)

enquanto que no E-model, as férmulas (3.47) e (3.48) levam ao mesmo resultado

Butrs et 1,8) = Pyt et 1 t) = 37 (_ n ) e+, (3.55)
n+1
As probabilidades de coincidéncia, calculadas a partir das equagoes (3.50), (3.52) e (3.54)
(correspondentes ao modelo de SD) podem assumir valores bastante grandes mesmo para
pequenos valores de yAt, enquanto que aquelas obtidas através das equagoes (3.51), (3.53)
(3.55) (as do E-model) sempre sao limitados por 1 se yAt < 1, independentemente do
valor de n.

Na figura 3.2 nés desenhamos a CPD dividida por ™ em funcao de ¢, para o E-model.
No6s nao desenhamos curvas andlogas para o modelo de SD, porque neste caso todas elas
apresentam decaimento exponencial como uma funcao de soma de todos os tempos de
detecgao.

Na figura 3.3 nés desenhamos CPD dividida por 4™, agora como fungao do niimero de
contagens m, para o modelo de SD, supondo que t; = kt;, k= 1,2, ..., m e que a duragao
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E-model

Numero
Coerente ~

Térmico.~

Figura 3.2: CPD normalizada (dividida por 3™) ﬁt(tl, ty, ..., tm) para o E-model: ver Eq.
(3.48), como fungao de 4t (com t = t,,), para trés estados de campo: estado de nmimero,
estado coerente e estado térmico. O parametro m = 10 e o nimero médio de fétons
n = 20 sao os mesmos para os trés estados. A CPD é sempre menor que 1 e decresce
monotonicamente.

de tempo t,, = mt; é fixa (obviamente, m pode assumir apenas valores inteiros, mas
nds juntamos os pontos por conveniéncia). Né6s vemos que a CPD pode atingir valores
enormes na teoria SD, especialmente para o estado térmico, devido & presenca do termo
m!n™ na Eq. (3.54), mesmo para valores baixos de m (por exemplo, para m=10 e i = 30
o fator m!i™ ¢ da ordem de 10%!). Mais que isso, o comportamento da CPD no modelo
de SD é muito sensivel a uma competicao entre os termos fatorial e exponencial. De fato,
para iguais espacamentos de tempo, a Eq. (3.54) para o estado térmico toma a forma

ht(th 2t17 e 7mt1>therm - e—vtm/2 (7ﬁ6_7tm/2>m m!7 (356)

enquanto que para o estado coerente o fator m! nao comparece,
ho(ti, 2y, -+ mity)eon = € /2 (’Yﬁeﬂtmﬂ)m- (3.57)
Portanto, mesmo pequenas variagoes de parametros (por exemplo ~yt,, nos exemplos
acima) podem acarretar mudancas drasticas do comportamento qualitativo da CPD. Por
exemplo, no caso de estado coerente, o incremento exponencial de CPD para yne 7m/2 > 1
muda para decaimento exponencial se yre /2 < 1, enquanto que a CPD do estado
térmico continua a crescer devido & presenca do termo fatorial. Tal comportamento de
CPD torna-a praticamente imitil na teoria SD. Esse problema é removido no E-model,
como ¢é visto claramente na figura 3.4, onde todas as curvas sao limitadas por 1.

3.3.2 Densidade de probabilidade condicional de duas contagens
A densidade de probabilidade condicional de duas contagens (TCCP)
Tr (JT,JT},
Clt +7lth) = ( oh ) (3.58)
T (J T3, o)
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Figura 3.3: CPD normalizada (dividida por ™) hy(t1, ta, ..., t,,) para o modelo de SD: ver
Eq. (3.44), como funcao de m, para trés estados de campo: estado de mimero, estado
coerente e estado térmico. Nés consideramos espacamentos iguais tp = k7, k= 1,2, ...,m.
O parametro vt,, = 6 e o nimero médio de fétons n = 30 sao os mesmos para os trés
estados. Note que a CPD pode assumir valores muito grandes, e nem sempre é menor
que 1 como na Fig. 3.2.

E-model

c " Numero
oerente o

.7
Térmico

Figura 3.4: CPD normalizada (dividida por ™) ?Lt(tl, to, ..., tm) para o E-model: ver Eq.
(3.48), como funcao de m, para trés estados de campo: estado de niumero, estado coerente
e estado térmico. O parametro vt,,, = 7 e o nimero médio de fé6tons 7 = 30 sao os mesmos
para os trés estados. Note que a CPD é sempre menor que 1 e descresce monotonicamente.
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significa que, se com certeza, um fé6ton foi detectado no tempo t;, C(t; + 7|t;)AT é a
probabilidade de que outro féton seja contado no intervalo entre t; + 7 e t; + 7 + AT,
independentemente de nimero de fétons contados em outros tempos. No modelo de SD,
a TCCP é dada por

ye~ttT) Z°° (n+1) (n+2) pate
o (n+1)pug

Oty +7]t) = , (3.59)

enquanto que no E-model a TCCP depende de todos os trés pardmetros, t1, 7 € t1,,:

Fe T Y Qn, At +T))Pn+2

C(t, + |t 3.60
(b +7lfa) = > oo S, Yt )Pt (3.60)
Para trés diferentes estados de campo temos:
(a) Estado coerente:
C(tl + T|t1) = ’}/7_16_’Y(h+7—) (361)
_ e (t1+7) [’Y(tﬁ'T ]
C(ty + 7[tr) =?1 S LU ri+2m (3.62)
1— et Y252, QU (141, 7)
(b) Estado de nimero:
C(ty + 7|ty) = y(N — 1)e7+7), (3.63)
~ o~ F(N_L:Y(tl_‘_T))
Clty+7lt1) =7 (N - 1) TV s . (3.64)
Y
(c) Estado térmico:
1 = 2yne™” , :
C(ty + 7lty) = 2yRe 10+7) (3.65)
Clty +7lt1) = e/t 1) (3.66)

n+1

Na figura 3.5 sao desenhadas as TCCP’s divididas por 4 como fun¢ao de 47 para
E-model, que demonstram comportamentos diferentes para cada estado de campo. Nos
nao desenhamos as curvas para o modelo de SD, porque elas mostram qualitativamente
um mesmo decaimento exponencial. Note, entretanto, que no E-model TCCPxAT < 1
sempre, enquanto que no modelo de SD esse produto pode exceder 1 para valores pequenos
ou moderados de y7 (lembrando que yA7 deve ser menor que 1).

3.3.3 Tempos de espera

Também podemos comparar dois tempos caracteristicos [35,87] para ambos os modelos, o
tempo de espera incondicional T, € 0 intervalo de tempo, ou tempo de espera condicional
Teon, descritos na secao 1.5. No modelo de SD, obtemos

[o.°]

Wty + 7lt1)) = ve —y(t1+7) Z n+1) ( — e +67(t1+7)>npn+1’ (3.67)

Wty +7|t1) = %Q_V(tl-ﬂ') Z(n +1)(n+2) (1 —e M e—v(t1+r)>npn+2’ (3.68)

n=0
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Figura 3.5: TCCP normalizada (dividida por ¥) para o E-model como fun¢ao de 77,
para trés estados de campo: estado de nimero, estado coerente e estado térmico. Nos
consideramos yt; =4 e . = N = 20 nas Egs. (3.62), (3.64) e (3.66).

enquanto que no E-model, tem-se

Wty + 7|t1) = e 7" le—% S Q(n,At) an] , (3.69)

n=0

We(ts +7lt1) =777 | ==

— 3.70
n=0 Q(na /Ytl )pn+1 ( )

= -~ 5 l o $2(n, %1)pn+2]

Notem que as duas densidades de probabilidade condicionais, C(t; + 7|t;) € We(t, 4 7|t1)
s6 diferem entre si na dependéncia temporal da funcao €2, equagao (3.24), presente no seu
numerador. Enquanto que na eq. (3.60) ela depende de t;+7, na eq. (3.70) a dependéncia
é det;. Além disso, a dependéncia de T nas probabilidades (3.69) e (3.70) (correspondentes
ao E-model) aparece somente como um expoente em um fator multiplicando a fungao
que depende somente de t;. Algumas expressoes explicitas para estas densidades de
probabilidade condicional e nao-condicional sao dadas no Apéndice A.

No E-model, os tempos de espera sao calculados fazendo as substituicoes W, . —
Wu,c. E imediato verificar que tempos condicional e nio-condicional sio os mesmos para
qualquer estado de campo:

Tune = Teon = 7_17 (371)

uma propriedade que caracteriza um processo aleatério e estaciondrio [88].
Para o modelo de SD, os tempos de espera dependem do estado de campo, ver [35]:
(a) Estado coerente:

['(0,e ") —In (ne ") — o/
7 lexp(ne™) — 1]

: (3.72)

Tune = Teon =

onde 7' = 0.57721... é a constante de Euler. Os tempos de espera sdo os mesmos, porque
as respectivas probabilidades sao as mesmas.
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(b) Estado de nimero:

Sy n! (f) (1—et)" " (e7m)"
~ [1 —(1- e—vtl)N]
XN (M) (1= et N (e
Teon = N [1 _ (1 — 6—7t1>N_1} . (374)

Para t; =0, Tune = 1/(YN) € Teon = 1/(v(N = 1)) .
(c)Estado térmico:

T’LLTLC -

, (3.73)

In (14 ne ") ne "™ 4+ 1n (1 + ne ™)
Teon = — —
’ ye~ Tt (ne~vh + 2)

- (3.75)

Tune fyﬁe"?tl
Para t; = 0, Tyne = In(1 4+ 72) /(Y1) € Teon = (R + In(1 + 1))/ (yn(7 + 2)).

Portanto, uma diferenca importante entre os dois modelos ocorre na estimativa dos
tempos de espera: enquanto que no modelo de SD eles dependem significativamente de
estado de campo, no E-model eles sao insensiveis a ele. Para efeito de comparacao, na
figura 3.6 nés desenhamos os tempos de espera em funcao de ~t;. A linha horizontal
corresponde a um tempo de espera constante e independente do estado quéantico no E-
model (considerando v = 7). No modelo de SD, todos os tempos de espera tendem ao
mesmo limite, desde que o produto ne " seja pequeno o bastante (tende a zero). Se
t; = 0, entao as predigoes do modelo de SD e de E-model a respeito de tempos de espera
coincidem aproximadamente para estados quanticos com 1 < 1 (pois neste caso os efeitos
de nao-linearidade sao pequenos, logo os operadores a e E_ coincidem aproximadamente
para tais estados). Também, ambos os modelos fornecem resultados préximos no limite
oposto de estados altamente excitados com 7 > 1 (e t; = 0), se “normalizarmos” o
coeficiente g, fazendo ¥ ~ 7 (o que também concorda com as agoes dos operadores @ e
E_ sobre tais estados).

3.3.4 A funcao de correlacao de segunda ordem
A funcao normalizada de coeréncia temporal de segunda ordem
h(tl, tl -+ T) . Tr [jTTjTtlﬁO}

@ () — _
N (T N K

(3.76)

informa sobre o fenomeno de “bunching” (¢® (1) < ¢®(0)) ou “antibunching” (¢¥(7) >
g (0)) de fétons. No modelo de SD

9(2)(7)29(2)(0)6—77’ 9(2)(0): — (3.77)

para qualquer estado de campo, logo apenas o fenémeno de “bunching” de fétons é pos-

stvel. No E-model -
(t1—7) Zn:O Q (n7 7(t1 + T)) Pni2

00 2
[ n=0 Q (n7 /Ytl) pn-i—l]
que depende do estado de campo, como pode ser visto nos trés exemplos abaixo:

§o(r) = e

(3.78)
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Figura 3.6: Tempos de espera como fungao de t; para o modelo de SD e o E-model (aqui
consideramos v = 7). A linha horizontal corresponde ao E-model, enquanto as curvas 1-3
sao relacionadas ao modelo de SD. A curva 1 mostra o tempo condicional e incondicional
coincidentes para o estado coerente. Curva 2 — tempo condicional para o estado térmico.
Curva 3 — tempo incondicional para o estado térmico.

(a) Estado coerente:

00 () — it Eia (7" (1 2)) 0 (n, 511 + 7))

g o — (3.79)
[0z (%) (n+ 1)) Q (0, 7t1))
(b) Estado de nimero:
> Q(N -2,
§O(7) = 17 ( ,v(tj + Z)) (3.80)
[N = 1,79%)]
(c) Estado térmico:

FO(r) = g2(0)e O F@(Q) = 1t/ (D), (3.81)

Para os trés estados de campo §g®(7) < §(0), o fenomeno de “bunching” também
prevalece no E-model.

E interessante notar que ao comparar o comportamento dos tempos de espera e da
fungao de coeréncia de segunda ordem normalizada, notamos que enquanto que para o
modelo de SD os tempos de espera dependem do estado de campo e no E-model ocorre
o contrario para a funcao de coeréncia de segunda ordem normalizada: no modelo de SD
ela nao depende de estado de campo e no E-model — sim.

3.4 “Entropia condicional”

Nesta secao vamos calcular a “entropia condicional”, uma grandeza que caracteriza o
“conhecimento” que o experimentalista adquire sobre o campo ao detectar os fotoelétrons.
Assim, no instante inicial, quando nenhum féton ainda nao foi registrado, o conhecimento
sobre o campo é minimo. A medida que o tempo passa e os fotoelétrons sio detectados e
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Figura 3.7: “Entropia condicional”: esta- Figura 3.8: “Entropia condicional”: esta-
do coerente. do térmico.

E-model

S(t
® Estado de Fock
N=10
24
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vt

Figura 3.9: “Entropia condicional” para o estado de niimero para ambos os modelos.

registrados, a informagao sobre o sistema aumenta, até que para t — oo a estatistica de
fotoelétrons recupera a estatistica do campo inicial (no caso ideal, em que nenhum f6ton é
perdido para o meio). Uma definigdo conveniente da “entropia condicional” para campos
com estatistica “continua” (por exemplo, estado coerente, estado térmico, etc) é

Dk

S(t) = g P.(t)In (P’“(”) . (3.82)

Para t = 0, a “entropia condicional” é dada por S = —Inpy: vemos que ela é maior
que zero e depende da estatistica do campo; para t — oo, Pr(t) — pi e, portanto,
S — 0, significando que a méxima informagao sobre o campo foi obtida. As figuras 3.7
e 3.8 mostram o comportamento da “entropia condicional” para estado coerente e estado
térmico, ambos com o mesmo nidmero médio inicial de f6tons. Vemos que em ambos os
casos a “entropia condicional” tende a zero mais rapidamente no modelo de SD.

No entanto, a “entropia condicional” definida de acordo com a férmula (3.82) nao pode
ser aplicada para um campo com estatistica discreta, como, por exemplo, superposicao
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de estados de Fock: de fato, neste caso terfamos termos do tipo In0 = —oo. Neste caso,
podemos redefinir a “entropia condicional” da seguinte maneira: se po = py|i1)(i1] +
Diy|i2) (ia] + - -+ + pi,, [im) (im| (s, # 0), a entropia condicional é dada por

S(t) = Pi(t)ln (P_(t)> + Py, () In (P_(t)> bt P, (H)n (Pm_(t))

Diy Disy Pin,
% P (t
= Z Pk(t) In <£> , 1 <ilg < o+ <t (383)
k=i1 Pk

Com essa definicao, a entropia comega de um certo valor que depende da presenca da com-
ponente de vécuo; com o passar de tempo a entropia diminui, devido ao fator In(Pg(¢)) < 0,
demonstrando que a informacao sobre o campo diminufu, devido a dispersao das probabil-
idades; finalmente, para t — oo, S(00) = 0 significando que a informagao completa sobre
o campo foi obtida. Portanto, vemos que o comportamento da “entropia condicional”
fornece informacao sobre quao rapido o “conhecimento” sobre o sistema é recuperado a
partir das fotocontagens. A figura 3.9 mostra o comportamento da “entropia condicional”
para estado de Fock py = |N)(IV].

3.5 Discussao e conclusoes

Srinivas e Davies identificaram uma inconsisténcia, mencionada no seu artigo, que tam-
bém ocorre em outros modelos de fotodeteccao continua, quando o super-operador de
salto-quantico, definido na equagao (3.1), é usado na teoria. Aqui, nés propusemos uma
modificagao do modelo de SD, que consiste em substituir os operadores de “levantamento”
e “abaixamento” usuais G e a' por operadores “nao-lineares”, equagio (2.15). Mostramos
explicitamente que nenhuma inconsisténcia surge neste caso; em particular, todas as den-
sidades de probabilidades multi-temporais existem e sao bem comportadas para estados
quanticos arbitrédrios, ao contréario do modelo de SD.

De ponto de vista de fisica, o E-model pode ser considerado, em certo sentido, como um
caso particular de uma grande familia de modificagoes nao-lineares possiveis e admissiveis
do esquema de SD. Ele corresponde, presumidamente, a situagoes com altas intensidades
do campo e uma saturacao da taxa de contagem. Por essa razao, algumas predigoes especi-
ficas do E-model (tais como, por exemplo, um decaimento nao-exponencial de nimero de
fétons na cavidade durante a evolu¢ao nao-condicionada [24], ou independéncia de tempos
de espera de estados de campo) sdo bem diferentes das predigoes do modelo de SD, que
funciona bem (como foi mostrado em numerosas aplicagoes desse modelo) para intensi-
dades relativamente baixas. Obviamente, o modelo de SD é um limite de nao-linearidade
fraca de modelos nao-lineares.

Muitos estudos anteriores de fendmenos diferentes, tais como medicoes quanticas nao-
destrutivas [80], determinagao de estados de campo sob processo de fotodetecgao continua
[44, 65], teoria quantica de medigdes de quadraturas de campo [89], geragao de estados
especiais de campo via medic¢oes continuas [49] ou controle de grau de emaranhamento
entre dois campos [14], fizeram uso do modelo de fotodetecgao de SD. Nés acreditamos que
aplicagoes dentro de suas modificagoes nao-lineares (incluindo o presente E-model) podem
trazer novas descobertas tanto para teoria de medicao quantica, quanto para experimentos.



Capitulo 4

Fotocontagem nao-ideal

Neste capitulo estudaremos o processo de fotodeteccao nao-ideal, em que
uma parte de fétons contidos inicialmente na cavidade pode falhar a ser
detectada. Para lidar com esse problema, consideraremos dois processos
distintos responsdveis pelas perdas: o primeiro deles consiste de absorcao de
fétons pelas paredes imperfeitas da cavidade, enquanto que o segundo surge
devido a um detector imperfeito, incapaz de registrar todos os fétons por
ele absorvidos. Vamos estudar esses dois processos usando dois modelos
diferentes, o de SD e o E-model. Alguna dos resultados expostos neste
capitulo sao novos.

4.1 Introducao

Nos capitulos anteriores consideramos experimentos de fotocontagem em que todos os
fétons presentes inicialmente na cavidade sao detectados & medida que o tempo passa.
Isso permitia a determinacao exata do operador-densidade inicial a partir de experimentos
de contagem de fé6tons. Mas o que aconteceria se a detecgao nao fosse perfeita, ou seja, se
uma parte de fétons fosse irreversivelmente perdida? Certamente, o operador-densidade
reconstituido a partir de experimentos de contagem seria diferente do operador-densidade
inicial, pois a perda de fétons proporcionaria a perda de informacao sobre o campo.

De fato, todos os experimentos sofrem de efeitos dissipativos em maior ou menor grau,
e por isso é importante obter as férmulas de contagem para os casos nao-ideais, para
uma andlise mais realista dos resultados. Na prédtica, as perdas ocorrem devido a dois
fatores, principalmente. O primeiro deles é a imperfeicao técnica de detectores, que sao
instrumentos muito sensiveis (para serem capazes de detectar fétons individuais) e, por
isso, sao sujeitos a eventuais falhas. O segundo efeito vem da prépria natureza: como o
campo se encontra em uma cavidade, ele interage com as paredes, e nao importa o quao
refletoras elas sejam, elas sempre absorvem alguns fétons. Uma grandeza que caracteriza
a “perfeicao” de uma cavidade é o seu fator de qualidade @ [17]. Pela defini¢ao, um feixe
de luz contido dentro de uma cavidade é atenuado (decai a 1/e do seu valor inicial) no
tempo @)/v, onde v é a freqiiéncia do feixe. Assim, os efeitos da dissipagdo podem ser
reduzidos ao produzir cavidades com fator de qualidade () mais alto, mas eles nao podem
ser eliminados totalmente.

A seguir vamos modelar matematicamente os efeitos dissipativos descritos acima.

53
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Primeiro, iremos generalizar o E-model, incluindo nele os efeitos dissipativos na segao
4.2. Veremos que a a introducao de dissipagao no modelo é bem simples formalmente,
e eventuais dificuldades aparecem na hora de cdlculos analiticos. Depois, na secao 4.3
vamos incluir a dissipacao no modelo de SD. Por fim, na secao 4.4, apresentaremos as
conclusoes. Os resultados das secoes 4.2 e 4.3 sao novos e foram obtidos durante o trabal-
ho de mestrado, embora alguns dos resultados da segao 4.3 ja foram obtidos por outros
autores usando um outro método.

4.2 E-model

Consideremos um campo eletromagnético contido dentro de uma cavidade fechada.
Podemos modelar as paredes da cavidade como sendo compostas por um nimero muito
grande de dtomos & temperatura 7. Nos experimentos de fotodeteccao é, geralmente,
usada luz com espectro localizado na faixa que vai desde microondas até a luz visivel.
Nestes casos, a energia de um féton do campo, igual a hv (h é a constante de Planck e
v é a freqiiéncia), € muito maior de que a energia de um féton térmico, dada por %kBT
(kp é a constante de Boltzmann). Portanto, no nosso estudo podemos considerar 7" =~ 0,
o que nao afeta significativamente a fisica, mas permite obter expressoes exatas.

O sistema composto por um campo eletromagnético livre, descrito pelo Hamiltoniano
Hy = hwn, interagindo com um reservatério de dtomos a temperatura 7' = 0, obedece a
equagao-mestra bem familiar na éptica quantica [17,40]

d. 1. 1 7 )
Ep:m[ -5

Ho, p| == (p + pi — 2apat) (41)
onde Yp é o pardmetro de acoplamento entre o campo e o conjunto de dtomos. Ao
inserirmos um detector dentro da cavidade, a equacao-mestra que descreve o sistema
campo-detector-cavidade ganha outro termo, devido a interagao do campo com o detector,
proporcional ao acoplamento 7 entre o campo e o detector. Com isso, a equagao-mestra
torna-se

Ao AT oo T (R sk 2B ok

h="t [Ho,p] 5 (np + pn — 2apa ) 5 (Ap + pA 2E_pE+> ) (4.2)
Para tornar a notacao mais curta, vamos definir dois super-operadores que irao nos acom-
panhar até o fim do capitulo:

A

Op=E_pE., Ap=apal. (4.3)

Para obter as férmulas de contagem vamos utilizar o método da equacao-mestra de-
scrito na secao 1.4. Primeiro, precisamos definir o operador de uma contagem: no caso
geral, em que o detector pode ser perfeito ou nao, é natural escolhé-lo como

Jp = ny0p, (4.4)

onde 1 € uma constante fenomenolégica que caracteriza a eficiéncia do detector: ela é igual
a probabilidade de um féton ser registrado toda vez que ele é absorvido pelo detector. No
caso de deteccao ideal n = 1.
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Com essa escolha da operacao de uma contagem, a parte homogénea da equagao (4.2)

F T gl N T P A~ Ao
Lop = —iw [Hm } - 7D (1 + pi) — 5 (Ap + pA) +¢YAp +7(1 —n)Op, (4.5)

onde definimos

¢ =7p/7- (4.6)
O super-operador de nao—contagem ¢ dado formalmente por Stpo =el ,00 Porém, neste
caso a expressao para o termo e’°!py nao pode ser obtida imediatamente como no caso
da segao 1.4, pois agora aparecem dois termos inomogéneos Ap e ©p (que, para piorar
os cdlculos, ndo comutam entre si no E-model). Devido a estes termos, a operagao de

nao-contagem nao preserva estados puros, como veremos posteriormente. Para encontrar
a expressao para o super-operador de nao-contagem, olhemos a seguinte equagao

d

=L 4.
dtﬂh 000- ( 7)

Vemos que a solugao formal p;, = ef!p, (o sub-indice h vem da palavra “homogéneo”)
é nada mais do que a solugao da equagdo homogénea (4.7) sujeita a condigao inicial
pn(t = 0) = py,. Portanto, a operagdo de nao-contagem S'tf)o ¢ dada pela solucao da
equagdo (4.7), sujeita a condigao inicial p(t = 0) = po.

Como o conjunto de operadores {d,a'} e {E_, E, } ndo comutam entre si, a solucio da
equacao de opedores (4.7) é bastante complicada, por isso vamos tratar separadamente
dois casos distintos: primeiro vamos considerar (a) n = 1, vp # 0, ou seja, cavidade
dissipativa e o detector ideal. Em seguida inverteremos os papéis, considerando (b) n # 1,
vp = 0, tornando o detector nao ideal e a cavidade — ideal.

4.2.1 (a) Dissipagao na cavidade

No caso de n = 1, o operador de uma contagem é J= 7@), e o de nao-contagem ¢é deduzido
no Apéndice B, resultando em

‘gt—toﬁto — ALt i (eg(t to)A )A + AO (pto + It topt0> Ao
+A e —7(t—t0)/2 <p +]t /top )e(lw 47/2) (t—tO)A
A tt0)/2 = (1wt CV/2) (o) (Pro + 115 p1y ) Ao, (4.8)

Loy = o= (t—t0) ;= (1w +¢y/2)lt—to) | e(iw—ﬁﬂ)ﬁ(t—to)’ glt—ty) =1— e—mt—to), (4.9)

T t ~ (4! ’ A a
Itk—toﬁto = Ci lo dtle—(k-‘ro’Y(t —tp) (eg(t —tO)AApt()) (410)

Obtido o super-operador de nao contagem, podemos calcular a probabilidade de nao haver
nenhuma contagem durante o intervalo de tempo ¢: Py(t) = Tr [St,éo}. Ela ¢ deduzida no
Apéndice B e é igual a

- [+k
Po(t) = e Z et Z ( > t)Pr+1 + Po

+C’y/ dt' ¢~ (O —to) g (' —to) (14 1) pryq. (4.11)
=0

l
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Para alguns casos particulares de estados de campo obtém-se as seguintes expressoes:

e Estado coerente

1 [Rexp(=(y)
/ y /e Vdy, (4.12)

Po(t)=e " +e (1 — e‘ﬁe"p(_“mt)) Y

e Estado térmico

ﬁe_:}th

~ 1 ~ n 1 ﬁexp(—ﬁt) yl/C
Po(t) = ——+e " — — / ——d 4.13
olf) Al ¢ Ttmeont mAinik (T+y2” (4.13)

e Estado de Fock

- ~ ~ ex; —C~t
Po(t) = éno+e [1—(1—6‘””)]1—]\’ /1 " e Ny (aa)

A partir dos operadores Je S, podemos obter o operador ]A\f/t(m) de m contagens no
intervalo de tempo [0,¢). Devido a dificuldades técnicas descritas no Apéndice B, ¢ mais
facil obter os elementos diagonais do operador N;(m) , o que é suficiente para o célculo de
todas as grandezas observaveis, obtidas ao calcular o trago de super-operadores. Por outro
lado, essa simplificagao fard com que nao poderemos obter os elementos nao diagonais (na
base de Fock) do estado condicionado. Por isso, nesta secao estaremos interessados em
célculo de probabilidades. Para elementos diagonais, o operador de m contagens é

N il e a (14O Al k(A
N[Ovt)(m):AlCmm!Lte In <1+mé>e ]AJFAO (Fs + 1Fy) A, (4.15)
onde 1 = e,
) 5 t NS 1+6 i
ng+ / dipy Ly, ermA_LmE__pmeor (210 ) A (4.16)
¢t (m — 1)l Jo 14 2,0 1+ 2,0

. t ) i
Lp=cH / dt'e 1+ (e 4p)
0
A probabilidade de haver k contagens durante o intervalo de tempo [0,t) é dada por
P(t) = Tr [Nt(m)}. As relagoes entre super-operadores, deduzidas no Apéndice B, sao

A N 1/¢
o (146 A
JTy = Jhe A (—122) A (4.17)
1+ 20
jgt = €_<;tztj€g(tl_to)AA, jﬁt = e_ﬁtitj. (418)

Com elas, podem ser obtidas, formalmente, todas as densidades de probabilidades e tem-
pos de espera descritos na segao 1.5.

Olhando para as expressoes obtidas, vemos imediatamente que elas sao bastante com-
plicadas ao serem aplicadas na forma atual, e para serem tteis elas, talvez, deveriam ser
aproximadas. Mas uma coisa que podemos afirmar com certeza é que agora os tempos
de espera (segao 1.5) nao sao constantes, como no caso sem dissipagao, mas vao depender
dos trés parametros: 7,1t e n .
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4.2.2 (b) Dissipagao no detector

Vamos agora considerar o caso (b): n # 1 e yp = 0, a situacdo em que o campo e o
detector se encontram em uma cavidade ideal, mas o detector é imperfeito. Vamos ver
como tal “defeito” do detector afeta as estatisticas de contagem.

Vamos repetir o procedimento formal da secao anterior. Definindo o operador de uma
contagem como Jp = 77’7(1)[), o super-operador de nio-contagem Spy = pn(t) obedece a
equagao

% = —iw[n, pp] — % (]\ﬁh + pnA —2(1—n) éﬁh)
= —iwlivpn] = 5 (Apn+ i) +7 (1= ) Opn. (4.19)
Estabelecendo . .
p = e TME—t0)/2 pmiwi(t—to) 5 piwnlt—to) ,~TA(t—t0) /2 (4.20)
tem-se

% = F(1-7) e-?f\o(t—to)/Q <©ﬁ1> e—zf\o(t—to)/2
t

= F(1—n) (A+e702R0) (6p)) (A +e7002R,). (4.21)

Projetando a equagao acima em 2 sub-espagcos (dados pelos projetores {A, AO}) e repetindo
o procedimento do Apéndice B, para os elementos diagonais obtém-se (a solugao para os
elementos nao-diagonais também é facilmente encontrada, mas ndo vamos usé-la)

gt_to b = Ae—(im+§A/z)(t—to) [ez(l_n)(t—to)é ﬁto} e(wﬁ—%/z)(t_to) A

~ ~ ~ t ~
4+ Aopho + Ao [ﬁ(l—n) dte” 7t (@(ﬂ1 m(t—t)© )] Ao. (4.22)

to
Podemos integrar formalmente o tltimo termo, obtendo
Py + 7 (1 —n) J dtﬂe—%‘—to) ((1)65(1—77)(#—%)@@0)

1— ~ _(t— 1-10  T(1—r)(4—1)O ~

Portanto, o operador de ndo-contagem ¢é dado pela expressao (4.22) ou, eqiiivalentemente,
por

~ R e e oA o A 1 R "
St—topto = e y(t to)AU t [671 n)(t—t0)© pto} A+A0 lmpm] A(]

LAt 4, [%e T (t-t)® 1 i, (4.24)

onde Uyp = e~ @it peiwnt  Para t — 0o, a probabilidade de ndo haver nenhuma contagem ¢é

1 o0

Pyt — o0)= (0] ———p;,|0) = 1—n) 4.25
ot = o0) = (O gpul) = 2 (1= 0)'m (4.25)
= (1—n)", paraestado de Fock
= (1—1—77%)_1 , para estado termico

= e ™  para estado coerente.
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As relagoes entre os operadores J e S; sdo
jgt_to _ e_;(t_t(’)(A]t_toe;(l_")é(t_t(’)j (4.26)

Usando essas relagdes, o operador-densidade p"™(t) (1.26) condicionado a detecces de
fétons nos tempos t (k= 1,...,m) é dado por

() = e A [Ute;(l_")t@(]mp} A

o { T o [t (1= (1= 0O
—Jt (1-7)6 F(1-n)t® 1m
+Ape lme (1=n)t® ,0] Ao (4.27)

Integrando sobre todos os tempos, obtém-se a seguinte expressao para o operador ]A\f/t(m)

e (1=1)t6 jm/;] Ao

— ~qmo . R R m 1 .
Niy(m) = e—vtt_A [Utev(l—n)t(a(]mﬁ} A+Aoe_7tt— [(—n)@A
" [T (=06

1

N 1 t m— B X - )
" Ao{m/o dq(mqi_me’(p e (1-(1-n®)|J p}Ao.(4.28)

Pela definicao, o operador T; é o mesmo que no caso ideal, ja que ele satisfaz a mesma
equacao-mestra. Entao, a terceira relagao entre operadores é

JT, = e_;tUte;étj[), (4.29)

a mesma que no caso sem dissipagao (capitulo 3).
Usando os resultados acima podemos calcular as diferentes distribuicoes de duas con-
tagens (se¢ao 1.5), obtendo

C (t1 +7|t1) = o Tr [e§é(t1+7)j2ﬁ}
Tr [e760.77)

~ k=0 [(7 (t1 + T))l /”} Dk+1+2

= nye — (4.30)
S0 |Gt /1] Prsia
. Ty [Jé(tﬁ(l—n)f)j?[)}
Wc(t1+T|t1) = e 7 =
Tr 794 7]
YR o |F A+ A —n)r) /1 p
_ e i [ o) e

Zi?l:o [(%1)1 /”} Pr+i+1

A~

Wy (ty +7lty) = e 70Ty [e;é(tﬁ(l_")T)Jp}

= 7776_;(“_“) Z_ [(7 (tr + (1 —n)7))’ /l!} Dhk+1+1 (4.32)
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Assim, no caso de detector nao-ideal, os tempos de espera condicional e nao-condicional
agora, no caso geral, dependem de t; e do estado do campo, porém a dependéncia de-
saparece quando 1 = 1, como deveria. Vamos mostrar as expressoes explicitas das
densidades de probabilidades de duas contagens para 3 casos particulares. No caso de
C(ty + 7|t1), ele € 0 mesmo que no caso sem dissipacao do capitulo 3, multiplicado por 7.
Isso acontece devido ao fato de que o operador T; é 0 mesmo nos dois casos, € 0 super-
operador de uma contagem vem multiplicado por 1 no caso de dissipagao no detector. As
outras duas densidades de probabilidades sao:

e Estado coerente

N 00 _ k/2
W, (t1+7lt1) = ne Wtite™
(t+7lt) 7 ty + ( 1— Z t1+(1—)]

)T =

k=

n

N rex (e Zk o (i) T (24T (0 + (1 =) 7))

t By ( ) o 14 (2\/’7ﬁ (ti+ (1 —mn) T))

)k/2

W, (t, + 7lty) =

(4.34)
e FEstado de nimero
W, (t + 7]t) = e—%fﬁfv (N,A [t + (1 —n)7]), (4.35)
— ~ S V(N =17t + (1 —n)1])
W.(t1 +7lt1) = N —1)e 7™ — — . 4.36
(1 ’1) 777( ) *y(N,’ytl) ( )
e Estado térmico
Wy (t+7|t) = W, (ty +7]t)) = 77756_%(1_(1_”)6)7 B = (4.37)

_+1

No 1ltimo caso, os tempos de espera condicional e nao-condicional sao facilmente
obtidos, resultando em

Teon = Tunc — [:Y (1 - (1 - 77) ﬁ)]_l : (438)

Os tempos de espera condicional e nao-condicional podem ser obtidos a partir das densi-
dades de probabilidade (ver secao 1.5).

4.3 Modelo de SD

Complementarmente, vamos ver como os processos dissipativos modificam as férmulas
de contagem no modelo de SD. A equacao-mestra que rege a dindmica do campo eletro-
magnético acoplado ao detector e as paredes imperfeitas da cavidade no modelo de SD
é

d

== —iwlin,p] - 1L (2 + pin— 2apat) - % (p+ pi — 2apat) . (4.39)

2
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Considerando o caso de detector imperfeito, o operador de uma contagem ¢é definido como
Jp = nyAp, e o operador de nao-contagem é dado pela solugao da equagao

d A
ﬁm——wmM$J§W%+mm—%mm+%m+wﬂm, (4.40)
onde definimos
B=01-n+Q), ¢=vp/7 (4.41)

Neste caso, o termo inomogéneo da equacio acima depende apenas do operador A, portan-
to essa equacao pode ser resolvida exatamente. Repetindo o procedimento do Apéndice
B, obtemos

St—tobto = Li—tg? %y, (4.42)
onde
j;t—to — o (wtyr/2)a(t=to)  (iw—ryr/2)7(t— to) (4.43)
g(t —tg) =k (1— €7, (4.44)
1—n+¢
:TC’ yr =7 (1+(). (4.45)

A probabilidade de nenhuma contagem durante o intervalo de tempo [0,¢) é

k+0

P(0,t) = Tr[Sypo] = Z _WT”“Z T Dh+1- (4.46)

k=0
Para 3 estados especificos de campo obtém-se

1. Estado coerente:

P(0,4) = exp l—% (1-5@)], P(0, — 00) = exp l—%ﬂ. (4.47)

2. Estado de nimero

(1= Canem\Y _(1=n+¢\"

3. Estado térmico

14¢ 14+¢

P(0,t) = Yy p—; P(O,teoo):m. (4.49)

Usando as relacoes entre operadores
JLi_y, = e I, T, (4.50)
69(t2_t1)Af/t1—to — j‘/tl_toeg(tz—tl)eXp(—VT(tl—to))x‘37 (4.51)

apés algumas manipulagoes algébricas bastante diretas podemos obter as seguintes ex-
pressoes
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o 1 [1—e ! \™ . i
1 (y\" am N km”gt—to (I +k)!
Pt = —|— 1 — et Tt 4.53
(t) m! (”yT> ( € ) k;n( ) ; (k — ),pz+k( )

O operador de evolucao nao-condicionada T; obedece a mesma equacao que no caso sem
dissipagao, com a tnica diferenca que v deve ser trocado por 77, portanto

T, = Lyexp [(1 - e_WTt> fq (4.54)

Usando as relagoes entre super-operadores podemos calcular as densidades de proba-
bilidade de duas contagens. No caso de C(t; + 7|t1), ela é igual ao caso sem dissipagao,
exceto que ela vem multiplicada por 7 e deve ser feita a substituicao v — yr. Para as
outras duas densidades, apds um calculo direto obtém-se

m t = n t n t "
W, (ty 4 7|t1) = = e ) §° (1 — 1—+§6_7T 1 el 1+T)) n(n—1)p,

= 1+¢
(4.55)
00 n—1
W, (t; + 7|t1) = nye rtt7) (1 __T e T 4 _n e‘”T(“”)) n 4.56
u(l |1) my ngl 1+ 1+ Pn ( )

Essas expressoes sao quase anslogas aquelas obtidas por Lee [35] usando um outro método,
exceto pela troca v — 7, pois no nosso caso levamos em consideracao a dissipacao pela
cavidade, o que nao foi incluido no modelo de Lee. As expressoes para os tempos de espera
estdo contidas no mesmo trabalho de Lee (lembrando que no nosso modelo v — ~7) e
por isso, nao vamos colocé-las aqui.

Y

4.4 Conclusoes

Neste capitulo nés generalizamos os modelos de fotodeteccao de SD e o E-model, incluindo
os efeitos dissipativos, devidos tanto & dissipacao no detector, quanto pela cavidade. No
caso de E-model nao foi possivel tratar os dois efeitos dissipativos ao mesmo tempo devido
a dificuldades técnicas — o fato de que os operadores {a,al} e {E_, .} ndo comutam
entre si. Mesmo assim, conseguimos obter as solucoes para os dois casos separadamente,
embora no caso em que incluimos a dissipagao na cavidade, os resultados sé valem para
os elementos diagonais do operador-densidade. No caso de modelo de SD, obtivemos as
expressoes exatas, incluindo simultaneamente os dois fendmenos de dissipagao. Verifi-
camos que reproduzimos os resultados obtidos anteriormente por Lee, embora o modelo
feito aqui € um pouco mais geral que o de Lee, pois o ultimo nao incluiu os efeitos de
dissipacao pela cavidade.



Capitulo 5

Aplicacoes de fotodeteccao

Neste capitulo vamos aplicar ambas as teorias de fotodeteccao, a de SD
e o E-model, a alguns experimentos concretos que fazem uso das técnicas
de fotodeteccao. Primeiro, vamos analisar a técnica experimental con-
hecida como deteccao homddina, utilizada para estudar as propriedades de
quadraturas de campos eletromagnéticos. Veremos que ambos os modelos
descrevem com sucesso esta técnica, fornecendo os mesmos resultados para
tempos de deteccao grandes, apesar de que para tempos intermedidrios os
resultados previstos pelos diferentes modelos diferem entre si. A seguir,
descreveremos um exemplo em que a aplicacao do modelo de SD fornece
resultados exatos, enquanto que ao aplicar E-model, os cdlculos analiti-
cos tornam-se muito complexos, impedindo o problema de ser resolvido.
Este exemplo consiste em aplicar a fotodeteccao para o controle de grau de
emaranhamento de dois campos eletromagnéticos. Por fim, continuando na
linha de detecgao de estados correlacionados, veremos como a medicao so-
bre um dos modos correlacionados afeta as propriedades do outro. Alguns
dos resultados descritos a seguir sao novos.

5.1 Introducao

Neste capitulo vamos estudar algumas aplicagoes da fotodetecgao, cuja formulacao teérica
nos estudamos nos capitulos anteriores. Aplicaremos ambos os modelos de fotodeteccao,
o de SD e o E-model, aos exemplos considerados e veremos as semelhancas e as diferencas
nas previsoes; também discutiremos as dificuldades matemadticas e experimentais que
surgem quando o E-model é aplicado.

Primeiro, na segao 5.2, estudaremos a técnica de detec¢do homddina (também estu-
dada em [2]), que consiste em misturar dois feixes em um divisor de feixes e realizar
fotocontagens sobre os feixes emergentes do divisor. Mostraremos que as propriedades
das quadraturas do feixe incidente podem ser determinadas experimentalmente a partir
de fotocontagem sobre feixes emergentes. No entanto, como os fétons nao sao detectados
instantaneamente, mas um a um, é importante encontrar a relagao entre o mimero de
fétons detectados num dado intervalo de tempo e o valor médio das quadraturas. Vere-
mos que em ambos os modelos os resultados coincidem se o tempo de detecgao for grande
(vt > 1 e At > 1), mas para tempos intermedidrios isto nao é verdade. Mesmo assim, a
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solucao geral desse problema pode ser obtida usando qualquer um desses modelos.

No entanto, existem situagoes em que, ao usar o E-model, o formalismo torna-se muito
mais complexo de que no caso do modelo de SD, e, as vezes, a solu¢ao pode nao existir
na forma fechada. Mostraremos isso na segao 5.3, ao considerar uma situagao em que
a fotocontagem é utilizada para controlar o grau de emaranhamento entre dois campos
eletromagnéticos. Vamos descrever, brevemente, o sistema fisico em que isso pode ser
implementado e mostraremos a solucao obtida usando-se o modelo de SD. Em seguida,
mostraremos o motivo pelo qual a solucao ¢ muito mais complexa ao aplicar o E-model —
isto deve-se ao fato de que os operadores de “abaixamento” e “levantamento” nao-lineares
nao comutam com os operadores bosonicos de “aniquilacao” e “criacao” usuais.

Finalmente, seguindo na linha de deteccao de estados emaranhados, consideraremos
um campo eletromagnético, cujo estado consiste de dois modos emaranhados (se¢ao 5.4).
Novamente, vamos aplicar ambos os modelos para ver como operacoes de fotodeteccao
sobre um dos modos afeta as propriedades estatisticas do outro modo. Daremos as con-
clusdes finais na se¢ao 5.5. Os resultados das segoes 5.3 e 5.4 sao novos e foram obtidos
durante o mestrado.

5.2 Deteccao homédina

O método de fotodeteccao é uma técnica experimental que permite determinar as pro-
priedades estatisticas do campo eletromagnético, tais como distribuicoes de probabilli-
dades de fétons e os momentos do niimero de fétons. No entanto, muitas vezes estamos
interessados em determinar as propriedades de uma das quadraturas do campo, o que é
essencial no estudo do fenomeno de compressao (“squeezing”), por exemplo. Um grande
nimero de esquemas para realizar medigoes de quadraturas do campo eletromagnético foi
discutido por Yuen e Shapiro [90] (ver outras discussées em [2,91]). Todas elas consistem
em misturar o sinal do campo, cuja quadratura queremos determinar (que chamaremos de
modo A), com um sinal de referéncia que possui a mesma freqiiéncia (modo B, também
conhecido como oscilador local) antes da fotodeteccao. Os feixes A e B sdo misturados em
um diwvisor de feizes [92-94], e os dois feixes de saida incidem sobre fotodetectores, como
mostrado na figura 5.2. As grandezas que agora, a principio, podem ser medidas pelo
experimentalista! - além das propriedades estatisticas do modo A - sao as propriedades
estatisticas dos feixes de saida: vamos chamé-los de modos C e D.

Para determinar a relagao entre os feixes de entrada (A e B) e os de saida (C e D)
vamos expandir os campos dos feixes incidentes em componentes de freqiiéncia positiva e
negativa usuais (ver, por exemplo, [1])

hw 2 - z
Ei=i ( 2V60> &y (ae!Fren — glemilEren). (5.1)
1/2
N hw n A o
— N i(kF—wt) 71T, —i(k-F—wt)
Ep=i <2V60> €s (be ble ) : (5.2)

onde a e b sao operadores bosonicos que descrevem os dois modos A e B, respectivamente
(lembrando que ambos os modos tém a mesma freqiiéncia w). Vamos supor também que

! Consideramos que as propriedades estatisticas do modo B sdo conhecidas e podem ser controladas.
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det

“det

Figura 5.1: Representacao gréfica de deteccao homddina.

os dois modos possuem a mesma polarizacao e tém a fase estabilizada. Assim, a unica
diferenca entre os dois modos estd na sua direcao de propagagao £, onde k = 1, 2.

Consideremos agora que o oscilador local é uma radiacao coerente, cujo fluxo é pro-
porcional a |3 \2, onde 3 = |B]e? e 6 & a fase do campo de referéncia. Os campos que
descrevem os feixes C e D, que emergem do divisor de feixes, sao

ho \ M2 2 z
Ec=i ( 2V60> gy (ee et — elemithren), (5.3)
. Ao \Y2 . o
Ep=i ( 2V°‘20> gy (de'F Tt — femithTen) (5.4)

onde [2,91]

é=ma+iy1—ng, d=iy/1—mna+ /086 (5.5)

/7 € o coeficiente de transmitancia e /I — 7 é o de reflectancia (supomos que 7 é real).
O fator ¢ na equagao (5.5) aparece devido & mudanca da fase entre a onda refletida e a
transmitida, que ocorre no caso de divisor de feixes de uma unica camada dielétrica [95],
em que o parametro n depende da constante dielétrica e da expessura da camada, além
do angulo de incidéncia e da polarizagao dos feixes.

Os fotodetectores C' e D detectam fétons, cujos nimeros médios devem coincidir com
os valores esperados dos operadores n¢ e np, dados por

fc = ée=nata+ (1 —n) B + /ol —n) |6 X5 o, (5.6)
fip=did=(1-mnata+n|8°— /o —n) 6l X5 o, (5.7)

onde a quadratura do campo A (Xé“’) é definida como

X\ = ae " 4 afe”. (5.8)
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Quadraturas “ortogonais” entre si sao definidas como <X9(A)> e <)A(0(izr /2>: por exemplo,
as quadraturas usuais de posicdo e de momentum de campo de radiacao correspondem a
XéA), X fr’;‘%, respectivamente.

Se for usado um divisor de feixes 50/50 (n = 1/2), podemos determinar o valor médio
das quadraturas do campo A através de medicoes de nimeros médios de fétons nos modos

C e D, de acordo com a relacao (obtida se subtrairmos (5.6) de (5.7))

<X(§ﬁ3r/2> - o) |;| o) ' (5.9)

Se deslocarmos a fase 6 por 7/2, podemos determinar as amplitudes médias das duas
quadraturas ortogonais. Para determinar a variancia das quadraturas do modo A, pre-
cisamos medir a varidncia de nimero de fétons detectados nos modos C, D e A para
qualquer intensidade do campo local, cuja amplitude || é conhecida. Para um divisor de
feixes 50/50, as variancias de nimero de f6tons nos modos C e D sao obtidas a partir das
equagoes (5.6) e (5.7), resultando em

(@icl?) = 7 [(A%) + 191 (AXE) + 181 {(AaXormss + X52) aa) )

—2|8] (Ra) (X52e12)] (5.10)
((Anp)?) = i[<Aﬁ?4>+|ﬂ|2<AXéﬁ3?/2>—|ﬂ|<(mX£f£2r/2+XéﬁZr/2m)>
+218] () (X5ih 2] - (5.11)

Portanto, das equagoes (5.10) e (5.11), a variancia das quadraturas do modo A é dada
por

o 2 ({8 (n)) - (130) (o)
<<AX0+w/2)>— a7 SR BT

onde ngp = ng — np. Esta técnica, em que detectores fazem medidas sobre ambos os
modos de saida (C e D), é conhecida como detecgao homddina balanceada. Ela fornece
resultados ezatos, tanto do valor médio, quanto da varidncia das quadraturas dos campos
do modo A.

Entretanto, podemos determinar as propriedades? das quadraturas do feixe .4 mesmo
sem conhecer suas propriedades estatisticas, bastando para isso usar apenas um fotodetec-
tor no modo C ou no D (daqui em diante, vamos considerar apenas o modo C). De fato, se
a intensidade do oscilador local é grande, satisfazendo a condigao |5 > n(n4) /v/1—n,
obtemos da férmula (5.6) as seguintes expressoes aproximadas

FERYe (1—n)|8]° — (hc) 13

Kobera) > = (5.13)
A 2 Aﬁc 2

AXE ] ~ 1 [{(8r0)) —(1=mn)18*| (5.14)

nB* | (L—n)

2Neste caso, com o termo “propriedades” queremos dizer valor médio e variancia.
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Assim, vemos que se a contribuicao do oscilador local é subtraida, o nimero médio de
fétons no modo C é aproximadamente proporcional & quadratura do modo A. Esta técnica
aproximada, baseada no uso de oscilador local intenso, é chamada de deteccao homddina
simples.

Portanto, medindo o nimero médio e a varidncia dos fétons nos feixes de saida C
e D podemos determinar as propriedades da quadratura do modo A, exatamente ou
aproximadamente. No entanto, a grandeza que é medida experimentalmente é o nimero
de fotoelétrons ativados pelo feixe incidente sobre o detector e, como visto no capitulo
1, os fé6tons nao sao detectados instantaneamente, mas seqiiencialmente, e os tempos de
detecgao de cada féton nao podem ser determinados nem controlados. Uma das maneiras
de medirmos o nimero de fétons no feixe C (mesmas consideragoes valem para D) é a
seguinte: (i) direcionamos o feixe C para uma cavidade semi-aberta acoplada a um detector
e (ii) em um certo tempo ¢, = 0 fechamos a extremidade aberta da cavidade (por exemplo,
usando um espelho refletor total), de modo que os fétons fiquem confinados dentro dela.
Com isso, podemos determinar diversas quantidades que caracterizam o modo C, tais
como momentos de nimero de fétons durante um intervalo de tempo [0, ).

Para descrever teoricamente o processo de fotocontagem e comparar os dados exper-
imentais com as previsoes tedricas, devemos usar um dos modelos para fotodeteccao em
cavidades fechadas. Daqui em diante, vamos ater-nos ao caso de deteccao homddina sim-
ples e nao vamos levar em consideracao os efeitos dissipativos, descritos no capitulo 4.
Para o modelo de SD, o nimero médio de fotoelétrons medido no modo C, durante o
intervalo do tempo de detecgao [0,t), é dado por

(t) = (1—¢) (hc), (5.15)

onde (n¢) é o valor médio de fétons presentes na cavidade. O valor menor de fétons
contados ¢ uma manifestacao de que a medi¢ao nao é instantdnea, mas ocorre ao longo
do tempo. A variadncia de nimero de fétons no modelo de SD é

ARZP () = (1— ) (Aie)?) + e (1— ) (). (5.16)
No caso de E-model, as férmulas correspondentes sao diferentes [24]:

R (1) = (c) — ey O o [z inl¢ kipgf’)] (5.17)
k=0 J=0

para o nimero médio de fotoelétrons, e para a varidncia tem-se

k
a7 = (AGe)) - evtz[zﬁ © kQ;)p;“]

k=0 |j=k

kC(sp

& (3 . (©) o
+2 (n¢)e g e g ip; =k g p;

e D IS0 g () £ 18
ey o > i Z%pj (5.18)
| & Z

onde p§0) é a probabilidade de haver j fétons na cavidade C. Substituindo as expressoes

(5.15) - (5.18) nas equagoes (5.13) e (5.14), obtemos a relagao procurada entre o nimero
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de fotoelétrons medidos no modo C e o valor aproximado das quadraturas no modo A.
Para o modelo de SD temos

R0 = e [a—mIsl - i I8 (Xi00)] . (5.19)

BRCY(0) = (1= [a=maP {a - +n[a%D ]}

e (1—6—“){ n) 16> — \/n(1 —n ]ﬂ]<X0+7r/2>] (5.20)

enquanto que para o E-model obtém-se

k
k() = (=) 18" — \/n(1 —n) 18] (X5 ) — -Wz k, [zp k;pf”I,

(5.21)

- o 0o k
a7 = a-msr{a- >+n[AX9+ﬂ/2} }—e-“kz[z;ﬂfpg-“—k?z%pf)]
=0 |j= j=
+ ‘“Z k,

k
Z iy kZP§C)]
=0
k
ey U {Zm kZPﬁ“]- (5.22)
k=0 =0

Das equagoes (5.19)-(5.22) podemos ver que no modelo de SD o nimero de fotoconta-
gens depende apenas das propriedades do campo A (lembrando que as propriedades do
oscilador local sdo conhecidas), enquanto que no caso do E-model, o nimero de fotoconta-
gens depende tanto da estatistica do campo A, quanto da estatistica do campo C (na saida
do divisor de feixes), que é a superposigao dos feixes A e 5. Vemos que para ~t, 3t > 1

Fom) = (fow)) s BkEp) — (Mg (5.23)

para ambos os modelos. Portanto, se esperarmos um tempo suficientemente grande,
podemos determinar precisamente as quadraturas do campo, cujo valor serd o mesmo para
ambos os modelos. Entretanto, a exata descricao das quadraturas, contida nas equagoes
(5.19)-(5.22), obtidas via teorias quéanticas de fotodeteccao continua, permite estimar o
valor das quadraturas antes de atingir o limite estacionério dado pela Eq. (5.23). Isto é,
ap¢s detectar k fétons no modo C durante o tempo ¢, sao aplicadas as férmulas (5.19) —
(5.22), determinando assim o valor médio de quadraturas e de suas variancias. Porém, en-
quanto que para o modelo de SD esta extrapolagao independe da estatistica do campo C,
para o E-model isto nao é mais verdade, e, portanto, o experimentalista precisa ou medir
a estatistica dos fétons no modo C, ou determind-la a partir de conhecimento de uma
parte da estatistica dos fétons do campo A. Isto pode ser considerada uma “inconvenién-
cia” se comparado ao modelo de SD, em que apenas os momentos de nimeros de fétons
detectados determinam precisamente as propriedades das quadraturas. Porém, caso parte
do operador-densidade do campo A seja conhecido, pode-se determinar univocamente a
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SD

E-model

Figura 5.2: Comportamento qualitativo de nimero médio de fotoelétrons no detector C
em fungao de 7t (considerando 7 = 7). A curva de cima corresponde a qualquer estado
no modo A, segundo o modelo de SD. A curva de baixo corresponde a estado coerente no
modo A, segundo o E-model. Em ambos os casos consideramos o mesmo niimero médio
de fétons na cavidade C e supomos v = 7.

estatistica dos f6tons no modo C usando védrios métodos [91-93]. Vamos exemplificar essa
afirmacgao.
Vamos supor que o operador-densidade que descreve os feixes de entrada seja dado
por )
pap = fin (a',07) |04, 05). (5.24)

Como consideramos um divisor de feixes ideal, a transformagao dos feixes de entrada nos
feixes de saida, {A, B} — {C,D}, ¢ dada pela equacio (5.5) (com a substituicao 3 — b),
portanto o operador-densidade que descreve os feixes de saida é (fazendo a — ¢, b — d)

pon = fin (ﬁé* — a1 —ndt,yadt — i1 né*) 106, 0p) (5.25)

Visto que consideramos que o oscilador local estd em estado coerente,

fin (a1,01) = 14 (a") D (8),

onde D (3) é o operador de deslocamento (que gera estado coerente a partir do vacuo).
Assim, podemos determinar parte do operador-densidade dos feixes de saida (C e D) para
qualquer campo de entrada A com parte do operador estatistico conhecida, o que as vezes,
pode ser bastante trabalhoso. Nao vamos realizar estes cédlculos para estados de entrada
genéricos, limitando-nos, como exemplo, ao caso mais simples, em que o feixe incidente
A é também um estado coerente, |a). Neste caso, apés um calculo imediato, verifica-
se que o feixe C também serd um estado coerente, |6),0 = \/na — /1 —nB. A figura
5.2 mostra o comportamento de nimero médio de fétons detectados segundo ambos os
modelos (considerando v = 7). Vemos que no caso do modelo de SD, o limite estaciondrio
¢ atingido mais rapidamente do que no caso do E-model, por isso, é preciso esperar menos
tempo para determinar (sem extrapolacao) os valores de quadraturas.
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5.3 Controle de grau de emaranhamento através de
fotocontagem

Uma outra aplicacdo de fotodetec¢ao na Optica quéntica foi sugerida no artigo [14].
Nele, os autores propoem um esquema consistente para a geracao e o controle de es-
tados emaranhados de dois sub-sistemas A e B (chamados, em conjunto, de S) sob as
seguintes condigoes: (i) Se os sub-sistemas interagem entre si, seus estados iniciais devem
ser preparados adequadamente de tal forma que a interagao, dada por Vg, nao emaranhe
os estados durante a evolugao no tempo. (ii) Um terceiro sub-sistema quantico, o monitor
M, é acoplado (por meio de Vs m) aS; M deve ser o tnico subsistema responsavel pelo
emaranhamento de estados do &, portanto uma condicao necessaria é [VS, Vs m) = 0. Sob
essas suposigoes, segue o protocolo: (iii) Primeiro escolhe-se um observével K do M e,
depois de passar um tempo t desde o comego da interagao (entre S e M), esse observavel
¢ medido e a interacao é desligada; o auto-valor medido determina o estado em que S é
deixado.

Se, durante o experimento, for possivel controlar os resultados de M, entao torna-
se possivel controlar o grau de emaranhamento no S e o protocolo torna-se vidvel. Nos
experimentos de fotocontagem realista é, de fato, possivel controlar o resultado do monitor
da seguinte maneira: (i) liga-se a interagdo entre S e M e (ii) quando k f6tons forem
contados, sabe-se em que estado o sistema S foi deixado. Entretanto, o intervalo de
tempo necessério para contar k fétons é probabilistico e dado pela expressao (1.43): se o
experimento é repetido, o mesmo nimero de fétons pode ser registrado em outro intervalo
de tempo. Portanto, para reproduzir o mesmo estado, o experimento deve ser repetido
de tal maneira, que o nimero de fétons contados seja 0 mesmo no mesmo intervalo de
tempo.

Para a realizagao do esquema proposto foi considerado o seguinte sistema fisico: o sub-
sistema S consiste de dois campos eletromagnéticos interagentes, modos A e B, acoplados
ao monitor M, um terceiro campo eletromagnético (modo C). O emaranhamento entre
os sub-sistemas de S é criado por intermédio de contagem continua destrutiva sobre C,
e o controle é realizado desligando-se a interacao assim que um nimero pre-determinado
k de fétons é registrado. Com isso, o sistema S é deixado em um estado emaranhado
caracterizado, essencialmente, por k.

A dinAmica dos campos considerada pelos autores consiste de dois processos: (i)
processos nao-lineares de segunda ordem [96], acoplando os modos A e B (que formam o
sistema &), acompanhados de (ii) uma amplificagao cldssica [18,19] e um misturador de
quatro ondas [19] com modos A, B e C (tratados como campos quanticos) acoplados a
um quarto campo cldssico intenso. A dindmica do sistema é descrita pelo Hamiltoniano

H = hw,aat+hwybtb+hwete+hd(aTbe™ +abte ™) +hy(ata+btb) (ce ™ +eTe™), (5.26)

onde a, b e ¢ sao operadores bosonicos usuais, correspondendo aos modos A, B e C' com
freqiiéncias w,, wp € w,, respectivamente. As constantes y e A\ caracterizam a intensidade
de acoplamento entre os campos. Na representacao de interacao, o Hamiltoniano é escrito
como

H; = hA\(a'b + ab') + hx(afa + bTb) (e + &), (5.27)

onde para chegar a expressao (5.27) partindo da expressao (5.26) as condi¢oes de ressonan-
cla v = w, —wp € V' = w, devem ser satisfeitas para eliminar as dependéncias explicitas no
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tempo, existentes na equagao (5.26). Daqui em diante, vamos fazer todos os cdlculos na
representacao de interacao, pois o retorno para a representagao de Schrodinger é imediata.

O proéximo passo consiste em calcular o estado do sistema S condicionado & deteccao de
k fétons no modo C. Nesta etapa, podemos seguir de perto a teoria de medicoes continuas
de Srinivas e Davies, descrita na segao 1.3: escolhemos o operador de uma-contagem J
e a partir dele determinamos o operador de nao-contagem S, e o operador Nt(k) para
contagem de k fétons durante um dado intervalo de tempo [0, ). Feito isso, basta aplicar
a operacao Nt(k;) sobre o estado inicial do sistema py e calcular o operador-densidade

resultante A
k) _ _ Ni(m)po
P =
Tr [Ny(m) o

Considerando o modelo de SD, o super-operador de uma contagem J e, conseqiiente-
mente, o operador de taxa R (ver se¢ao 1.3), sdo escolhidos como

N

Jp=n~epet, R =n~éle, (5.28)

portanto, o super-operador de néo—contagemA ¢ completamente determinado por Jeo
Hamiltoniano na representacao de interagao Hj, resultando em

~ 1 -~ A
Sip=e"tpe¥ MV = ‘—hHI—R/Z (5.29)
i
Na representacao de interagao, Y torna-se
v — i (af ) _ i) (¢4 &) — Lete
Y—z)\( b—l—ab) zx( a+bb>(c+c> 5C'E (5.30)

o primeiro termo contribui apenas & evolucao livre dos campo A e B como uma evolucao
unitdria do estado inicial. O campo do monitor responde pelo processo de contagem,
estando presente no outro termo, portanto, o super-operador Nt(m), agindo sobre o estado
inicial 3, ,, |m,n) ® |0), pode ser expresso como

A 122 A a
N(k) =1, / ity [ dtis / dt, S5, J8D, .. J8D, (5.31)
G0 = Nt pehst (5.32)

VO = —ix(mn) (e+e) = 2éle, V0 = —ix(m' +n) (e+ ) = Jéle. (5.33)

O super-operador de evolucao coerente dos modos A e B é definido como

Z;lt p= e—i,\t(aTlSJraBT) p) ei,\t(aTlEJraBT) (5.34)

Assim, vemos que todo o problema consiste em manipular os termos da equagao (5.31).
Ao aplicarmos o modelo de SD, das equagoes (5.28) e (5.33) vemos que as operagoes J
e St(l) dependem apenas dos operadores ¢, ¢ e ¢7é, que formam a dlgebra do oscilador
harmonico. Por isso, é possivel simplificar o super-operador (5.31), usando as relagoes
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de comutacao entre operadores @, a' e a'a, chegando a uma forma fechada do operador
N, (k). Exatamente isto foi feito em [14].

Ao aplicar E-model ao mesmo problema, as tinicas diferencas consistem na modificagao
do super-operador de uma contagem para

Jp=AE_pE., R=gA, (5.35)
onde .
E =———¢ E., =L, A=FE.E_,
NCEES " "

e, conseqiientemente, na modificacao dos operadores YI(I) e YQ(I) para

VD = iy (m+n) (é + 6T> — %A, VD = iy (m! +n) (é - 6T> — %A, (5.36)
lembrando que, agora, B B

Nt(l) _ eyl(z)tﬁey2u>+t

e A = E+E’_ =1-Ap. E¢ aqui que surge o problema. Vemos que, agora, os super-
operadores J e St dependem dos seguintes operadores: , B E+ e A, que ndo

comutam entre si e nao formam uma algebra fechada. Por i 1sso, nao é posswel mmphﬁcar
o super-operador Ny(k) (5.31) usando E-model, chegando a uma forma fechada. Assim,
a dificuldade que aparece no caso de aplicacao de E-model é puramente matemaética.

Embora consideramos apenas um exemplo concreto nesta secao, podemos ver que a
mesma dificuldade matematica (associada & aplicacdo de E-model) ird surgir em outras
situacoes. Por isso, seria importante estudar mais profundamente os casos em que os oper-
adores nao formam uma algebra de Lie finita, como no caso descrito acima. Infelizmente,
nao conseguimos resolver esta dificuldade aqui.

5.4 Deteccao de fétons correlacionados

Nesta secao vamos seguir na linha de deteccao de estados correlacionados, porém, difer-
entemente da se¢ao 5.3, em que o objetivo primério era produzir um estado emaranhado,
vamos supor que ja temos um “ensemble” de certos estados bipartites correlacionados.
Consideremos que os modos individuais do estado total sao distingiifveis, e vamos ver
como a fotodeteccao sobre um dos modos afeta a estatistica do outro modo evoluindo
livremente?, que nao sofreu, diretamente, nenhuma operacao.

Vamos considerar um operador-densidade simples descrevendo dois modos correla-
cionados distingtiiveis 1 e 2 (com polarizagoes diferentes, por exemplo)

po= A7 (la)ilal ® |B)2(8] + Inl* 18)1(8] @ l)a(al
+ &nla (8] ® |B)a(al + &7 18)1(al @ |a)a(A)), (5.37)
onde
A= [L+ [0+ [(alB) (o€ +77€")] (5.33)

3Sob o termo “livremente” queremos dizer “sem nenhuma medigao”, apenas a evolucao livre (com
possiveis efeitos dissipativos).
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¢ a constante de normalizacao e |«) e |3) s@o estados puros arbitrérios (por exemplo, estado
coerente, estado coerente de fase ou estado de Fock). E claro que podemos generalizar o
operador-densidade (5.37), mas nao é o nosso objetivo aqui.

Inicialmente, varias medi¢oes, M e m, podem ser feitas sobre o operador-densidade p
(vamos estabelecer que operadores com letras maitsculas agem sobre o modo 1 e os com
letras mimisculas agem sobre o modo 2). Estas medi¢oes podem ser, por exemplo, niimero
médio de fétons, probabilidade de contar k fétons durante um dado tempo, etc. Assim,
os valores médios das medicoes sobre o estado inicial sao

(M) = Tr [Mp] = A7 ((alM|a) + |nf* (B1M|B) + Enfa| B)(BIM]a) + & (Bla) (o] M|B)) ,
(5.39)

(m) = Tr [Mp] = A7 ((81m1B8) + In|* (alila) + En(Bla) (alm|B) + & 0™ (| B) (Blla))
(5.40)
onde, genericamente, (a|M|a) = Tr []ma)(au :
Agora, vamos supor que algumas operagdes (super-operadores) arbitrérias @ e g sao
efetuadas sobre o estado total (i.e., Q sobre o modo 1 e ¢ sobre o modo 2) durante um
tempo qualquer ¢t. O operador-densidade resultante é

p o= B (Qlanfal ®a8)2(8] + Inl* Q18)1(8] © la)s(a]

+&nQla)1 (8] @ dlB)a (el + €' QB)1(al ® Gla)2(3]) , (5.41)
onde
B = [(|Qla)(B1al)B3) + Inl* (BIQIB) (aldl) + &n(B|Qla)(aldlB) + £ (alQ|B) (Bldlc)]
(5.42)

e (o|Qla) = Tr [@|a><a|} . Imediatamente apés o tempo ¢, podemos medir novamente

os valores médios (M) e (m) do novo campo p. Com isso, podemos ver como um modo
influencia o outro sob a acao de diferentes operacoes @ eq.

O método descrito acima é bastante geral, e agora vamos considerar um caso particular,
simples de ser observado. Vamos supor que as operagoes sao efetuadas apenas sobre o
modo 1, e as medicoes sao feitas sobre o modo 2. O procedimento experimental para isso
¢é o seguinte:

1) Primeiramente, medimos o valor médio (ou probabilidade, dependendo de situacao)
(m) de alguma quantidade m no modo 2.

2) Realizamos uma operagao @ sobre o modo 1 durante um tempo t. Durante esse
tempo, o modo 2 evolui livremente, seja isso com dissipagao ou sem, e sua evolucao é dada
pelo operador q. No caso sem dissipagao, ¢ é unitario, qgp = U ,5(7 f U= exp (—iH t) =
exp (—iwns), Tr [gp] = (a|g|a) = 1; caso contrario — nao.

3) Medimos novamente o valor médio (m) no modo 2, e comparamos-no com o valor
(m) obtido anteriormente.

Considerando a evolugao unitdria livre, temos

(m) = A1 ((Bm]B3) + nl” (almle) + Enfalm|@) (Bla) + & (Blmla)(al8)),  (5.43)

A= L0l + alB) (€ + 7€)
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(m) = B~ [(alQla)(BlTTMUB) + |nl* (81Q18){a|UmT o)
+&n(B1Qla) (| TTMU|3) + £ 0* (] QI8) (8| MU o) (5.44)

B = [(lQla) + n* (BIQ18) + En(BI@la) + £ (2l Q1) (5.45)

Dessa maneira, podemos analisar o efeito de operacao arbitraria Q (modo 1) sobre qual-
quer medigao m (modo 2). No entanto, isto ndo poderia ser utilizado para fazer comu-
nicacao superluminal, pois para saber a variacao do valor médio da medicao m no modo
2 é preciso saber o o resultado da operacao realizada sobre o modo 1 (dado pelos termos

do tipo (ﬂ,a)!@\(ﬁaa))-

5.4.1 Exemplo — niimero médio de f6tons

O modelo descrito acima é geral, mas agora vamos considerar um exemplo particular
envolvendo uma medi¢ao de nimero médio de fétons ny no modo 2. Neste caso, as
expressoes sao simplificadas, pois {U , ﬁ2:| = 0. Obtemos o seguinte resultado

AB ((i) — (R)) = [n* ((8718) — (aln]a)) ((B1QIB) — (a|Q|a)) (5.46)
—2Re (&) ((B1218) (alQla) + [n*(alila)(31Q18))
+2Re (En(al|B)) ((alQla) + [n*(B1Q18)) — 2(1 + [n]?) Re (¢nlalil 8)(BQle))
+2 (1 = [{alB)[?) Re (£2n*(al|B)(81Q1a) ) + 2In[*[¢[*Re ((a]n]8)(a]QIB))
—2[n[2[¢[*[(a]8)|*Re ((alA] B)(BIQ|) )
+2/(alB)PRe (€n(BQla)) ((BIn]B) + [n*(alnla))

Assim, vemos que o nimero médio de fétons é inalterado caso os fétons sejam descorrela-
cionados, 7 = 0 ou a = #. Em outros casos, ele pode, a principio, aumentar ou diminuir,
dependendo da operagao Q e dos valores a, 3, &, 7.

Vamos considerar um caso simples de correlacao classica em que & = 0, e vamos supor
que no tempo t = 07 seja detectado um féton no modo 1 e logo em seguida o detector
(no modo 1) é desligado. Neste caso Q = J (operacao de uma contagem), e a aciio sobre
o modo 2 é:

Modelo de SD: para qualquer estado correlacionado, o nimero médio de fétons no
modo 2 diminui, pois

~ Ui 2
(ny — (n) = (no —ng)” >0 (5.47)
1+ (Qa+nQs) = 7
E-Model: no caso descorrelacionado e no caso de |a) e |3) serem estados de Fock,
o nimero médio de fétons no modo 2 é inalterado, e para outos estados o niimero médio
diminui, pois

ny = il Ng — N —
<n> - <n> - (1 + 77) (Qa + 77@5) ( «a ﬂ) (AOé Aﬂ)
= 1 Ng — N B A )
- (1 + 77) (Qa + nQﬂ) ( o' ﬂ) (AO AO) Z 07 (5 48)

Ag = Tr [Aola)(al] = {(@|0)(0]a). (5.49)



CAPITULO 5. APLICACOES DE FOTODETECCAO 74

Isto deve se ao fato de que AJ ¢é inversamente proporcional a n,. No caso em que foram
contados m fétons no modo 1 durante um tempo ¢, obtém-se

()~ (7 =

(ne —ng) (PR(H) = PL®)),  Po(t) = Tr[Ni(m)]a){a].

(5.50)

Assim, vemos que uma operagao (relacionada a fotodetecgao) sobre um dos modos

correlacionados do campo eletromagnético se reflete nas propriedades estatisticas do outro
modo.

Ui
(1 + 77) (Qa + ﬁ@ﬂ)

5.5 Conclusoes

Neste capitulo nés descrevemos trés aplicagoes simples de fotodeteccao usando ambos os
modelos de fotocontagem, o de SD e o E-model. Mostramos como é possivel determinar o
valor médio de uma das quadraturas do campo eletromagnético através de fotocontagem.
Para isto basta misturar o sinal de interesse com um campo de referéncia em um divisor
de feixes e medir os dois primeiros momentos do niimero de fétons nos feixes emergentes.
Constatamos que o E-model é um pouco mais dificil de ser aplicado, pois ele exige o
conhecimento de parte do operador-densidade (elementos diagonais, na base de Fock) dos
feixes emergentes, enquanto que no modelo de SD isto nao é necessdrio. Mas, apesar dessa
“inconveniéncia”, ambos modelos podem ser implementados na prética.

Como segundo exemplo, descrevemos as dificuldades que aparecem quando tentamos
aplicar o E-model aos casos, em que o campo sob investigacao interage com algum outro
sistema, evoluindo, portanto, nao-livremente. Exemplificamos esta situacao considerando
um esquema proposto para o controle de grau de emaranhamento entre dois campos
eletromagnéticos através de fotocontagens sobre um terceiro campo. Embora no modelo
de SD este problema pode ser resolvido exatamente, no caso de E-model isto torna-se
um problema complicado, devido ao fato de que, neste caso, existem duas familias de
operadores de “levantamento” e de “abaixamento” que nao comutam entre si e nao formam
uma algebra fechada, tornando as manipulacoes matemédticas muito mais complicadas.

Por tltimo, na drea de deteccao de estados emaranhados, estudamos como uma op-
eracao sobre um dos modos de um estado correlacionado afeta as propriedades do outro
modo. Vimos que isto depende, essencialmente, do modelo sendo utilizado. Assim, por
exemplo, no caso de uma tinica contagem sobre o primeiro modo, o modelo de SD prevé a
diminuicao de nimero médio de f6tons no segundo modo para todos os estados, enquanto
que E-model prevé que isto nao iria acontecer para estados de nimero emaranhados.



Capitulo 6

Dinadmica de separabilidade de
estados (zaussianos bipartites sob
conversao e amplificacao
paramétricas

Neste capitulo vamos seguir de perto o trabalho publicado em [97]. Vamos
obter uma forma simplificada de critério de separabilidade de Simon para
estados Gaussianos bipartites, mostrando que para sistemas cuja evolucao
é governada por Hamiltonianos quadraticos arbitrarios, a dindmica de sep-
arabilidade ¢é descrita completamente em termos do determinante da matriz
de covariancias cruzadas. Como exemplos concretos, vamos considerar a
evolugao do “coeficiente de negatividade inversa” (que dd uma estimativa
quantitativa de “grau de emaranhamento”) para dois modos inicialmente
desacoplados (cada um estando em estado térmico comprimido) nos casos
de conversao paramétrica, amplificacao paramétrica, e para uma cavidade
cujas fronteiras oscilam em ressonadncia com dois modos do campo. Al-
guns dos resultados descritos a seguir sao novos e foram obtidos durante o
trabalho realizado no mestrado.

6.1 Introducao

Viérios problemas relacionados a estados quéanticos emaranhados foram objeto de nu-
merosos estudos realizados na ultima década [98-101]. Um deles é a condigao de sep-
arabilidade de estados quanticos mistos de dois subsistemas, i.e., uma possibilidade de
representar o operador-densidade p dos subsistemas como uma soma de produtos diretos
de operadores estatisticos agindo sobre cada componente separadamente:

p= PiPin @ pia, pi > 0, > pi=1. (6.1)
i i
Recentemente, esse problema, foi resolvido para estados Gaussianos bipartites de varidveis

continuas [101-108]. Na forma mais explicita, o critério de separabilidade foi proposto
por Simon [103].

)
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O objetivo desse trabalho é mostrar que o critério de Simon pode ser significativamente
simplificado, se o sistema aberto sob consideracao nao interage com nenhum ambiente dis-
sipativo, e sua dindmica é governada por um Hamiltoniano quadrdtico arbitrario, mesmo
que os coeficientes dependam do tempo. Acontece que esse critério é relacionado de per-
to ao conceito de invariantes qudnticos universais introduzidos em [109, 110]. Por essa
razao, em vez de calcular determinantes e tracos de vdrias matrizes e seus produtos de
acordo com a formulagao inicial [103], é suficiente calcular o determinante de uma tdnica
matriz composta por covaridncias cruzadas entre componentes de quadraturas dos dois
modos. Vamos demonstrar isso na secao 6.2, onde vamos introduzir, além de “parametro
de separabilidade”, o “coeficiente de negatividade inversa”, que pode ser usado, bem
como as outras “negatividades” [111-113], para estimar quantitativamente o “grau de
emaranhamento”.

Nas secoes 6.3 — 6.5 nés consideraremos, como exemplos, a evolucao de coeficientes
de separabilidade para diferentes mecanismos de emaranhamento: conversao paramétrica
(sec@o 6.3) e amplificagdo paramétrica. No segundo caso, nés comparamos dois tipos de
excitacao paramétrica: uma amplificacao externa dependente do tempo em uma cavidade
com geometria fixa (se¢do 6.4) e a ressondncia entre uma fronteira oscilante e modos
do campo em uma cavidade com espectro especifico de auto-freqiiéncias de campo nao-
perturbadas (se¢ao 6.5). A se¢do 6.6 contém uma discussao de resultados obtidos.

6.2 Critério simplificado de separabilidade e medidas
da (in)separabilidade

Nos consideramos um sistema de varidveis continuas bipartite, que pode ser descrito em
termos de operadores bosonicos de “aniquilagao/criagao” ay, &%, ou operadores equiva-
lentes de componentes de quadraturas (nés assumimos i = 1):

ar = (wk.’ik + Zﬁk) /\/ 2w, k= 1,2; [flk, CAL]TC/] = 6k,k/- (62)

E bem conhecido que estados Gaussianos sio caracterizados completamente pelos valores
meédios e (co)variancias dos operadores (6.2) [101,114-117]. Nés assumimos por simpli-
cidade que todos os valores médios sao iguais a zero (caso contrdrio, basta substituir
os operadores ay por ay — (ax)). Entdo, covaridncias simétricas reais sao definidas como
Jop = %(cjacjg +4sGa), onde ¢, sdo componentes do vetor 4-dimensional q = (1, p1, 22, p2).
E conveniente juntar as covariancias na matriz simétrica 4 x 4 de covariancias Q, escreven-
do essa matriz em blocos 2 x 2 da seguinte maneira:

Q1 Q2

Q B ||QO¢B|| - ‘ Q21 Q22

| . (6.3)

Os blocos possuem as propriedades Q1 = QH, Qo = Q22, Qp = Q21, onde o til sobre
matriz significa transposi¢ao da matriz.

Se na equagao (6.1) a substituigdo da soma por uma integral ¢ permitida, i.e., se
decomposigoes continuas sobre nimero infinito de produtos de operadores sao admis-
siveis, entao certas familias de estados Gaussianos tornam-se separdveis. Foi mostra-
do [102,103,105,107] que a separabilidade continua de estados Gaussianos é equivalente a
sua classicalidade, no sentido de posuir uma distribuicao P de Sudarshan—Glauber bem
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definida. Para nossas metas o critério de separabilidade mais conveniente é aquele encon-
trado em [103], porque ele é expresso diretamente em termos de invariantes de blocos da
matriz de covariancias (6.3). Especificamente, o estado Gaussiano que possui a matriz de
covariancias Q é separdvel se

LIy + (|13 = 1/4)* — I > (I + 1) /4, (6.4)
significando uma condicao necessdria e suficiente, onde
Iy = det Qy, I, = det Qa, I3 = det Q2,

0 1

Iy = Tr(911X912X020X 0y Y), Y= H 1 0

Para estados nao-Gaussianos a desigualdade (6.4) é apenas uma condicdo necessdria de
separabilidade [103].

Levando em conta que o termo I, dado pelo trago de produto de 8 matrizes, é de fato
incorporado no determinante da matriz de covariancia total, devido & identidade [103]

det Q = LI, + I3 — 14,

o critério de separabilidade pode ser escrito em uma forma mais simples (veja também
[105])

1 1 1
S(t) = det Q + 1_6 - Z(det QH + det QQQ) — §| det Q12| Z 0. (65)

Agora, vamos supor que a dindmica do sistema é governada por algum Hamilto-
niano que tem uma forma quadrdtica de operadores (6.2) com coeficientes arbitrérios
(em geral dependentes de tempo). Foi descoberto em [109] (ver também [110,116] para
generalizagoes) que tais sistemas possuem invariantes universais qudnticos, i.e., certas
combinacoes de varidncias sao conservadas no tempo independentemente da forma conc-
reta dos coeficientes do Hamiltoniano. A razao para a existéncia de tais invariantes é
devido & estrutura simplética da transformagao relacionando V;;(q,0) e Vi;(q,t), onde
V(q,0) = (¢:9;)0 — (@i)o{g;)0. No caso de dois modos existem dois invariantes universais
independentes, conectados diretamente aos termos da equagao (6.5) [109,110]:

DO = det Q, Dg = det Qn + det QQQ + 2 det ng. (66)
Conseqiientemente,
1
S(t) = 8(0) + 5 (det QlQ(t) - ‘ det Qm(t)D , (6.7)
onde I 1
S(0) =Dy — ZD2 + I (6.8)

¢ nao-negativo devido a relagoes de incerteza generalizadas [109,116]. Portanto, nds ve-
mos que a separabilidade de estados Gaussianos de sistema quéntico bipartite, que nao
interage com algum “ambiente” quantico (embora o Hamiltoniano possa ser dependente
de tempo devido & amplificagdo externa cléssica), é determinado completamente pelo de-
terminante da matriz de covarincias cruzadas det Q15(t) (para dadas condigoes iniciais).
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Em particular, torna-se bastante ¢bvio da férmula (6.7) que uma condi¢do necessdria
(embora nao suficiente) de inseparabilidade (emaranhamento) é [103] det Q12 < 0.

O “parametro de separabilidade” S(t) pode assumir, em principio, qualquer valor
dentro de intervalo infinito (—o0,00). No entanto, nés poderiamos querer ter algum
pardmetro compacto caracterizando o grau de inseparabilidade de tal maneira, que seus
valores sejam confinados dentro do intervalo (—1,1), de modo que valores negativos
corresponderiam a estados insepardveis (em alguma analogia com parametro de nao-
classicalidade de Mandel), enquanto que os valores positivos corresponderiam a estados
separaveis (classicamente correlacionados). E claro que a escolha de tal parametro nio
é unica: qualquer funcao mondétona de S que satisfaz a condicao —1 < S < 1 pode-
ria servir para tal propdsito. Noés consideraremos duas medidas, escolhidas devido a sua
simplicidade:

A =tanhS, (6.9)

B = sign(S) (1+ 8| - V1+8?), (6.10)

onde « e 3 sao coeficientes positivos constantes e a fungao sign(S) retorna o sinal de S.
Entretanto, com o intuito de seguir correntes atuais no estudo de emaranhamento,

nés preferimos usar uma funcao que estd relacionada de perto com a chamada “negativi-

dade” [111-113]. No caso de estados Gaussianos a “negatividade logaritmica” é dada pela

féormula
0, 20 > 1

En = ];F(|ck|), F(z) = {  logy (20, 28 < 1 (6.11)

onde os argumentos ¢, sao os chamados “auto-valores simpléticos” da matriz de varidncia
“parcialmente transposta” QT) que é obtida da matriz (6.3) através da mudanca do
sinal das covariancias de coordenada-momento em matrizes Q12 € Qo (esse procedimento
corresponde & reflexao de momentum de um subsistema do sistema bipartite, por exemplo,
uma transformacao do vetor q da forma q — (21, —p1, Z2,p2)). Os autovalores simpléticos
da matriz simétrica Q sao definidos como autovalores da matriz X = QZ~!, onde Z é uma
matriz anti-simétrica construida usando os comutadores de elementos de vetor q (no nosso
caso Z = idiag(%, X)). A soma em (6.11) contém apenas dois termos porque o conjunto de
autovalores simpléticos consiste de pares +ci, k = 1,2. Uma das razoes para a definicao
(6.11) & que para estados separaveis a mudanca Q — Q®T) resulta em uma nova matriz
de variancias que corresponde a outro estado fisico, e a desigualdade 2|cx| > 1 é uma
de muitas formas aparentemente diferentes de relagoes de incerteza, enquanto que para
estados insepardveis a transposicao parcial resulta em matrizes de covaridncias que nao
podem ser relacionadas a nenhum estado fisico (portanto violando relagoes de incerteza).
Uma forma explicita de autovalores simpléticos de matriz 4 x 4 de covaridncias verdadeira
foi obtida em [118] (ver também [119,120])

Iiop.o] :% [\/D2+2\/5Oi\/2)2—2\/270|, (6.12)

onde invariantes Dy e Dy sao definidos em (6.6). A equagdo caracteristica para a matriz
QPT) Z=1 tem a mesma forma que para matriz QZ~! com a tnica diferenca — o sinal de
det Q15 deve ser mudado. Isto significa que os valores |c; 2| podem ser obtidos de |k o
(6.12) por meios da substituicao [111-113]

Dy — Dy = det Q11 + det Qg — 2det Q1.
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Obviamente, .
DQ = DQ — 4 det Q12 (613)

e tao logo que Dy e Dy nao dependem de tempo no caso envolvido, a dindmica da neg-
atividade logaritmica é também determinada completamente pela dependéncia temporal
da tnica quantidade det Q5. Para lidar com medidas compactas, nds estudaremos em
vez de £y a “negatividade inversa”

T=2"%—1==22N/2N +1),

onde N = 4 (25N — 1) ¢ a negatividade introduzida em [111]. O novo parametro é préximo
de —1 para estados fortemente emaranhados, e igual a zero para estados separdveis. Agora
vamos notar que o invariante Dy é conectado com autovalores simpléticos por Dy, =
|k1ka|? = |c1e2)? (porque transposicao parcial nao muda det Q). Entao uma consequencia
imediata da relacdo de incerteza generalizada det @ > 1/16 [109,114,116,121] é que pelo
menos um dos autovalores simpléticos deve exceder o valor 1/2. Isto significa que a soma
em (6.11) contém de fato apenas um termo com |¢,i,|. Portanto a negatividade inversa

pode ser escrita como
7 = min (0, 2|¢min] — 1) (6.14)

2|cmin| = \/752 +24/Dy — \/752 — 24/ Dy. (6.15)

As seguintes expressoes valem para determinantes de matrizes de blocos covariantes e de
covariancias cruzadas (lembrando que estamos supondo que todos os valores médios de
componentes de quadraturas sao nulos):

com

o 1, . ..
det Q. = <$i><pz>—zl<$kpk + Prd)? (6.16)
1, .« .. )
= C{alan + mal)? — (@), (617)
det Qo = (Z182)(P1p2) — (Z1P2) (D12) (6.18)
= [aab))* — [(aa2))*. (6.19)

E bom notar também que os determinantes da matriz Q e de seus blocos diagonais Qpy
sao relacionados com as paridades do sistema total e de seus subsistemas de acordo com
as relagoes [116]

1= Trp? = (16det Q) V2, i = Trp? = (4det Qui) 2.

Qualquer estado Gaussiano monomodal com valores médios de componentes de quadratu-
ra a; nulos pode ser considerado como sendo obtidos a partir de algum estado térmico,
definido com respeito a operadores bosonicos “despidos” I;, BT, possuindo os valores médios
de segunda ordem (b'b) = v > 0 e (b?) = 0, por meio de “vestir” transformacdes lineares
canodnicas da forma [116,122]

i = beosh(r) + bf sinh(r)e™ (6.20)
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onde o coeficiente positivo r caracteriza o grau de compressao (“squeezing”) do estado
térmico “inicial” e a fase x é responsavel pelas correlagoes estatisticas entre os compo-
nentes de quadraturas no estado vestido (nés omitimos uma possivel mas insignificante
fase total). Por simplicidade, doravante vamos supor que a matriz densidade conjunta
de dois modos ¢é totalmente desemaranhada (fatorizada) no instante inicial ¢ = 0, i.e.,
Q12(0) = 0. Portanto, usaremos a seguinte parametrizacdo de momentos da segunda or-
dem nos estados (desacoplados) Gaussianos monomodais iniciais (supondo que (ax) = 0):

1
(alag) = U cosh(2ry) — 5 (6.21)

: 1
(a3) = D sinh(2ry)e™,  p = v+ 3. (6.22)

Em tal caso, de acordo com as Eqgs. (6.8) e (6.17), o valor inicial de S(0) ndo depende
dos parametros de compressao:

S(0) = (97 —1/4) (93 —1/4). (6.23)

Todavia, os parametros r; e i influenciam a evolucao dos coeficientes de separabilidade
e da negatividade inversa 7 através a dependéncia temporal de det Q1. Em particular,
usando a equagao (6.13) podemos escrever

2|Cmin| = \/(191 +15)” — 4 det Q1 — \/(191 —193)” — 4det Qyo. (6.24)

Nas se¢oes seguintes nés estudaremos a dindmica do parametro de separabilidade S(t),
considerando exemplos de conversores e amplificadores paramétricos, no caso especial de
ressondncia exata, quando as solucoes tem a forma explicita mais simples. A evolucao
de diferentes medidas de emaranhamento e correlagoes intermodais para dois osciladores
harménicos com frequéncias constantes mas com o acoplamento bilinear mais geral depen-
dente de tempo foi considerado em [120,123], e 0 emaranhamento em redes de osciladores
com parametros dependentes de tempo foi investigado em [124].

6.3 Conversao paramétrica

O Hamiltoniano de conversao paramétrica é [19]
H, = wialay + wyabis + kalage™ + k*aba e, (6.25)

onde é a freqiiéncia de um campo cldssico = we—w; (confinamos-nos ao caso mais simples
de ressonéncia exata). As solugoes exatas bem conhecidas de equagdes de movimento de
Heisenberg sao [125, 126]

ay(t) = et l&l(()) COST — %dg(()) sin T‘| ,
K

ilk| .

ao(t) = e 2t l&Q(O) cosT — —a4(0) sin 7'] ,
K

onde 7 = |k|t. Entao

det Qua(r) = %lsin2(2T)Rc, (6.26)
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onde

2
} = (0192 — 40,0y (6.27)
t=0

Y = sinh®(r; 4ry) — sinh(2r;) sinh(2ry) sin? ¢, (6.28)

¢ = arg(x) + %()@ — X1).

Vemos que R, e, conseqiientemente, det Q1»(7) podem ser negativos apenas se (a3)(0) # 0
(ou rp > 0) pelo menos para um dos valores k = 1,2. Isto significa que pelo menos um
modo deve estar inicialmente em um estado nao-classico para que a inseparabilidade
ocorra. Para estados iniciais térmicos em ambos os modos, esses modos nao podem se
tornar realmente emaranhados no processo de evolugao. Os parametros r;, devem exceder
algum valor critico para que a inseparabilidade possa ser atingida. Por exemplo, se o
primeiro modo est4 inicialmente num estado puro (v; = 0) e o segundo modo estd em um
estado térmico (ry = 0), entao a inseparabilidade pode ser atingida para qualquer valor
nao-nulo do tempo escalado 7, se

va — 2095 sinh?(r;) < 0,

ou ela nao poderd ser alcancada de manheira nenhuma, se essa expressao for positiva.

Em geral, o coeficiente R. depende essencialmente da diferencga de fase ¢. No caso ¢ =
0, que é mais favordavel para emaranhamento, a condicao necessiria de inseparabilidade
(que pode ser atingida pelo menos no instante 7 = 7/4) é

9109, — 1/4
N

Agora é bom relembrar que o valor minimo das variancias de componentes de quadratura
da familia de operadores ae” para 0 < v < 27 é dado por uma simples férmula

sinh(ry +rg) > (6.29)

1
Omin = 5 + {ala) — |(@?) (6.30)

(é conhecido sob os nomes de compressao principal [127] ou compressao invariante [128,
129]). No caso de parametrizacdo dada pelas equagoes (6.21) e (6.22), a férmula (6.30)
assume a forma

Omin = U exp(—2r) (6.31)

e pode-se verificar que a desigualdade (6.29) é equivalente & desigualdade aggnagn <
1

7- Conseqiientemente, a inseparabilidade por meio de conversao paramétrica pode ser
atingida se pelo menos um modo estava inicialmente em estado realmente comprimido,
com valor minimo de uma das componentes de quadratura menor que variancia do estado
coerente %

Entretanto, a transicao do estado separavel para o insepardvel nao esta relacionada
com o comportamento de observiveis fisicos, tais como a diferenca do nimero médio de
quanta nos dois modos AN = (&J{dl — &£d2>, ou caracteristicas geométricas do estado

no espaco de Hilbert, tais como a diferenca de quadrados de inversas de puridades dos
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modos AM = 7% — j5 2. No caso especial mais simples de x; = x2 = ¢ = 0, ambas
as fungoes tém a mesma dependéncia temporal: AN (1) = AN(0) cos(27) e AM(T) =
AM(0) cos(27), enquanto que S(1) = S(0) + R, sin?(27)/4. Nos momentos de transigao
7., determinado pela equacdo sin?(27,) = —48(0)/R., as fungdes AN (1) e AM(T) ndo
apresentam nenhuma mudanca nos seus comportamentos. Em particular, eles podem ser
positivos, quando o estado separavel torna-se inseparavel, mas eles também podem ser
negativos no momento da préoxima transformacao, do estado inseparavel para separdvel.

6.4 Amplificador paramétrico

O Hamiltoniano do amplificador paramétrico é (novamente no caso de ressonancia exata)
H, = wialay + wyhiy + rkayaee™ + x*abale ™ (6.32)

com 1) = wy + wy. As solugoes de equagoes de Heisenberg sao [125,130]

ay(t) = e ™t l&l(()) cosht — M&;(0) sinh 7'] :
K
N it |- Rl
as(t) =e a2(0) cosh T a1(0)sinh 7
K
com, formalmente, o mesmo tempo escalonado 7 = |k|t. Agora
1
det Q15(7) = 1 sinh?(27) R,, (6.33)
A b |
R, = { ?mi) - mmg) — (aYay + d1&1>2} = — (V1 +19)% — 4919, (6.34)
t=0

com Y dado em (6.28). Nos vemos que R, é sempre negativo, mesmo para estados
iniciais térmicos com r; = r9 = 0. Consequentemente, quaisquer estados inicialmente
desacomplados tornam-se insepardveis no processo de amplificacao paramétrica depois de
um tempo suficientemente longo, e todos os trés coeficientes de separabilidade tendem
monotonicamente a —1 quando 7 — oo.

Vamos considerar um exemplo simples de estados térmicos inicialmente nao-comprimidos
com temperaturas iguais: ¥, = ¥y = 9, r; = 1, = 0. Entao S(r) = (9% — 1/4)2 —
¥? sinh?(27), logo o estado misto de dois modos inicialmente descorrelacionados torna-se
insepardvel no instante 7,, quando sinh(27,) = (92 — 1/4) /9. Por outro lado, a energia
média de cada modo cresce com tempo como E(7) = wi¥ cosh(27), e nada de especial
acontece com essa fungao no instante 7 = 7,, quando & (7.) = wy(V?+ 1/4). Notem que o
estado de cada modo permanece nao-comprimido para qualquer instante de tempo, desde
que {a?)(t) = (a3)(t) = 0 para as condigdes iniciais escolhidas.

6.5 Dois modos acoplados ressonantemente em uma
cavidade vibrante

Nao obstante, a amplificagao paramétrica nem sempre é acompanhada de transformacgao
de estados inicialmente fatorizados em estados emaranhados insepardveis, mesmo nos
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casos quando as energias de cada modo crescem ilimitadamente. Um contra-exemplo
interessante é o caso especial de campo na cavidade com extremidada mdével, onde o
emaranhamento entre modos discretos ocorre devido ao efeito Doppler. Vérios aspectos
desse problema (modificagoes de for¢a de Casimir, criagao de f6tons de vécuo, etc) foram
estudados em numerosas publicacoes revisadas em [131]. Em particular, o problema de
emaranhamento foi considerado em [132-135].

Estritamente falando, todos os modos sao acoplados neste caso. Porém, existe um caso
especial importante de acoplamento ressonante, onde apenas dois modos do campo sao
acoplados, enquanto que a interagdo com outros modos pode ser desprezada (ou levada
em conta como uma pequena perturbacao ) [136].

Estamos interessados no caso quando uma das paredes da cavidade efetua pequenas os-
cilagoes com freqiiéncia €2 préxima ao dobro de frequéncia de algum modo nao-perturbado
w§0) = 1 (i.e., n6s dividimos todas as freqiiéncias por w%o)). Aqui, por simplicidade, va-
mos confinar-nos ao caso de ressonancia exata, quando a freqiiéncia instantanea do modo
fundamental da cavidade dependente do tempo é

wi(t) = 14 2ecos(2t), le] < 1. (6.35)

Fora isso, estamos supondo que o espectro de freqiiéncias do campo nao-perturbado inclui
a freqiiéncia wéo) = 3 (de novo supondo ressonancia exata), mas nao contém freqiiéncias
proximas de 5w£0). A possibilidade de tal situacao foi apontada em [136]. Um exemplo é
uma cavidade ciibica com pares de modos {111} e {511}. Outro exemplo é o par de modos
{110} e {510} na cavidade retangular com L, = /2 L, (neste caso, a direcio comum de
polarizacao é ao longo do eixo z). Entao, temos dois modos interagindo ressonantemente,
cuja dindmica ¢ governada por um Hamiltoniano efetivo [137] (daqui em diante usaremos
os sfmbolos zj, p; em vez de gi, p; para as componentes de quadratura do campo, enquanto

que a letra = sem indices significard a coordinada usual de espago dentro da cavidade):

1 1 9
His = 5 (% + p3) + Buesin(2t) (pr75—psa1) + 5 [ +decos(2t)] i + Sz, (6.36)

onde i € um fator constante, dependente da geometria da cavidade (para uma cavidade
cibica u = 5/12). Uma expressao equivalente em termos de operadores de “aniquilagdo/
criagdo” é a seguinte (aqui nés desprezamos os termos nao-ressonantes):

His = alay + 3akas + e cos(2t) (al® + af) + iv12 pesin(2t) (alas — aral) . (6.37)

As equagoes de movimento de Heisenberg para os operadores I e pg, que seguem do
Hamiltoniano (6.36), foram resolvidos no contexto do método de amplitudes lentamente

varidveis em [137]. Em termos dos operadores dy, e a], essas solucdes tem a seguinte forma:

a(t) = {&1 (0) lcos(CT) cosh T + sin(cr) sinh T‘| —ial(0) lcos(CT) sinh 7 + Sin(CCT) cosh T]
+y/27 Sm(CCT) [@}(0) sinh 7 — id5(0) cosh 7| }e—“, (6.38)

as(t) = {dg(()) lcos(CT) coshT — sin(cr) sinh 7'] + ia%(0) lcos(CT) sinh 7 — sin(cr) cosh T]

o Sm((m [a](0) sinh 7 + i, (0) cosh 7| }e—?ﬂ‘t, (6.39)
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onde

T =

et, C=4/2y -1, v = 964> (6.40)

Para os modos {111} e {511} da cavidade cibica ou {110} e {510} da cavidade retangular
com L, = /2 L, temos v = 50/3. Devido a esse exemplo explicito, nés consideramos que
o parametro v é grande: v > 1.

Usando as equagoes (6.19), (6.21), (6.22), (6.38) e (6.39) (com a mudanca de indices
2 — 3) podemos expressar o determinante da matriz de covaridncias cruzadaz como

sin?(¢T) sin(2¢7)  sin 2(¢T)
¢? ¢ ¢?

+cos”((T) [(95—101)” — 401 95Y" | } (6.41)

DN | —

det Q13(T) - 27 { - 2191193Z [(193+19 ) + 4’[91193Y+:|

onde os coeficientes

+
Y. = sinh®(r, Fr3) £ sinh(2r,) sinh(2r3) sin? (M)

Z = sin 1 sinh(2r;) cosh(2r3) + sin x5 sinh(2rs) cosh(2r)

tornam-se nulos no caso especial de estados iniciais térmicos de ambos os modos (r; =
rs = O)

Vemos que o grau de separabilidade é estritamente uma fungao periédica do tem-
po lento 7 (notem que a parte de interagdo do Hamiltoniano (6.37) tem a mesma for-
ma que a do conversor paramétrico). Mesmo assim, as energias médias de cada modo,
& = wp((alag) + 1), crescem no tempo quase exponencialmente (com algumas oscilagoes
superpostas):

£1(7) = 0Ci (1) cos2(CT) + 91 81 (7) Sm(?m F 00Ch(7) + 2905 Cy(7)] 22 g(f”, (6.42)
£4(7)/3 = 93Cs(r) cos(CT) — ﬁgsg(T)Sin(zm + [W5Cs(r) + 299, (7)] %&m (6.43)

onde
Cy = cosh(27) cosh(2r;) — sinh(27) sinh(2r;

(27) sinh(2ry) si
C3 = cosh(27) cosh(2r;) + sinh(27) sinh(2r3) sin 3,
Sy = sinh(27) cosh(2r;) — cosh(27) sinh(2r) sin 1,
S5 = sinh(27) cosh(2r3) + cosh(27) sinh(2r3) si
Para ¢ > 1 temos as expressoes simplificadas aproximadas

E1(T) = 9,01 (1) cos?(¢(T) + 93C5(T) sin?((T),
E3(T)/3 ~ ¥305(7) cos?(CT) + 9,01 () sin(CT),

Para um estado térmico nao-comprimido inicial, os valores minimos de det Q13 sao atingi-
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Figura 6.1: Energias normalizadas Fy(7) = E(7)/E(0) do primeiro e terceiro modos em
uma cavidade cibica com extremidade oscilante ressonantemente (y = 50/3) versus o
“tempo lento” 7, para estados iniciais térmicos altamente comprimidos com ¥, = 393 =
100, ry = r3 = 2.5, e x1 = x3 = 0. Na insercao: o coeficiente de “negatividade inversa” 7
(6.14) entre o primeiro e o terceiro modos sob mesmas condigdes iniciais.

dos quando (T =7/2+ km, k=0,1,...:
det Q" = —(V3+11)* (2 + 1) /¢

No caso de “altas temperaturas”, quando ¥, ~ 393 > 1 (devido a lei de equipartigdo
de energia), a férmula (6.23) fornece S(0) ~ 9¥1/9, enquanto det Q1" ~ —292/(? (para
¢ > 1). Conseqiientemente, neste caso os modos permanecem separdveis para todos os
tempos, embora suas energias crescam indefinidamente. Entretanto, essa situacao pode
ser bem diferente para estado inicial comprimido. Por exemplo, se x1 = x3=0¢e ( > 1,
entdo o minimo da fun¢ao det Qy3(7) acontece para (7 ~ /4 + mm, quando

. 92
det OT3" ~ 31 [1 — 3sinh2(r1—|—r3)} .

Conseqiientemente, a inseparabilidade pode ser atingida, desde que o grau de compressao
inicial seja grande o bastante para pelo menos um dos estados. Tomando por simplicidade
ry = r3 = r > 1 obtemos as seguintes expressoes aproximadas para energias médias dos
dois modos:

£1(7) ~ B, cosh(27) cosh(2r) [cos%@) + % sin2(§7')} | (6.44)

Es(T) = ¥ cosh(27) cosh(2r) [COS2(<T) +3 sin2(§7')} : (6.45)

De ponto de vista de energia, coisas interessantes acontecem nos instantes 7,, = mn/(,
quando & = &, e nos instantes préximos de 7/, = (n + 1/2)7/(, quando & atinge seu
minimo local e &3 atinge seu médximo local com £§'%* a2 9E7™ (lembre que ¢ > 1): veja
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a figura 6.1. No entanto, nesses instantes o estado quéntico é sempre separdvel, porque
o coeficiente da negatividade inversa Z (6.14) é exatamente igual a zero para 7 = 7, e
T = 77, como podemos ver na insercao da figura 6.1 e da expressao analitica aproximada

Z(T) ~ min {0, ;ﬁl {\/4 + 3sinh?(2r) sin?(2(7) — \/1 + 3sinh?(2r) Sin2(2§7)} _ 1}

(6.46)
O estado conjunto de dois modos ¢ insepardvel quando |sin(2¢7)| > 2/[v/3sinh(27)] e o
grau maximo de inseparabilidade (emaranhamento) é atingido nos instantes 7, = m(k +
1/4)/¢. Entretanto, nada de especial acontece com as energias médias nesses instantes.
As dependéncias temporais de energias médias mostram-se ser mais sensiveis as fases
de parametros iniciais de compressdao. Por exemplo, escolhendo y; = x3 = 7/2 e os
mesmos valores 71 = r3 = r, (, ¥; e 3 como antes, obtemos as seguintes expressoes
aproximadas em vez de (6.44) e (6.45):

(1) = |:COSh(27' —2r) cos?(¢T) + % cosh(271 + 2r) sin2(C7)} : (6.47)

Es(T) =~ v [cosh(QT +2r) cos?(¢T) + 3 cosh(27 — 2r) sin2(C7)} : (6.48)

Agora, nos instantes préximos de 7, = mn/( obseva-se um minimo de & (que pode
ser muito menor que a energia inicial, se r > 1) e um méximo de &;, enquanto que a
situacdo ¢ invertida nos instantes préximos de 7, = (n + 1/2)7/(: veja a figura 6.2. A
negatividade inversa é menos sensivel as fases x; e x2. Em particular, os intervalos de
tempo, quando Z(7) < 0, praticamente ndo dependem de valores de x; € x2. Apenas o
“grau de inseparabilidade é sensivel as fases (se { nao é extremamente grande), devido
a contribuigdo do termo Zsin(2(¢7)/¢ na equacao (6.41), cujo sinal nos instantes 7 =
m(k+1/4)/¢ depende da paridade do inteiro k. Isto é claramente visto, se compararmos as
insercoes das figuras 6.1 e 6.2. Novamente notamos que as transicoes de estados separdveis
para insepardveis nao tém relagao alguma com o comportamento de energias dos modos.

6.6 Discussao e conclusoes

Vamos listar os resultados principais desse trabalho. Primeiro, nés obtemos uma forma
simples do critério de separabilidade de Simon para sistemas quanticos abertos bipartites,
cuja evolucao é governada por Hamiltonianos quadraticos arbitrarios (mesmo dependentes
do tempo), mostrando que a dinamica de inseparabilidade de tais sistemas é completa-
mente determinada pela dependéncia temporal do determinante da matriz de covariancias
cruzadas. Em segundo lugar, nés analizamos a evolugao temporal do novo coeficiente de
separabilidade (“negatividade inversa”) para vdrios exemplos de Hamiltonianos depen-
dentes de tempo, descrevendo a conversao e a amplificacao paramétricas e o processo
misto de amplificacao-conversao, que corresponde ao caso de uma cavidade especifica
(por exemplo ctibica) com uma extremidade oscilando ressonantemente. Por outro lado,
¢ bem conhecido que os problemas dependentes do tempo sao isomoérficos aos problemas
de transformacoes de estados quéanticos por algum mecanismo de multiportas éptico, tais
como divisor de feixes, interferometro ou misturador multi-ondas [93]. Recentemente, tais
equipamentos foram estudados de ponto de vista de geragao de estados emaranhados [138].
Portanto a anélise do problema dependente de tempo pode ser facilmente reformulada em
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Figura 6.2: O mesmo que na figura 6.1, mas para x; = x3 = 7/2.

termos de mecanismos 6pticos multiportas apés pequenas modificagoes na terminologia e
redefinicao do significado de alguns parametros. Em particular, nés confirmamos o resul-
tado bem conhecido que dois modos podem ser emaranhados com a adi¢ao de um divisor
de feixes (que é equivalente a algum conversor paramétrico), se pelo menos um deles es-
tiver em um estado nao cléssico (comprimido), com coeficiente de compressao bastante
grande.

Um resultado marcante do nosso estudo é que as transicoes de estados separdveis
para inseparaveis nao sao acompanhados (pelo menos para os exemplos considerados) por
alguma mudanca qualitativa visivel no comportamento de quantidades fisicas observéveis,
tais como, por exemplo, energias médias dos modos (cf. [139], onde conclusoes anélogas
foram feitas a respeito do grau de nao-classicalidade de sistemas quanticos). Poderia se
pensar que as energias médias de cada modo dificilmente tém uma relacao direta com
as covariancias entre os modos. Mas um comportamento similar é observado para as
correlacoes entre nimero de fétons para modos acoplados

K= <(N1 - <N1>> (NQ — <N2>>> = <N1N2> — <N1><N2>, k= CALLCAL]C
De fato, K depende dos momentos da primeira, segunda, terceira e quarta ordens de
operadores de criacao e de aniquilagao. Entretanto, para estados Gaussianos todos os
momentos mais altos podem ser expressos em termos dos da primeira e segunda ordem.
Por exemplo, o momento centralizado de quarta ordem de quaisquer duas quadraturas
que comutam z; e z; (onde cada zj, pode ser ou zy, ou p;) podem ser escritos como [116]

((62:)%(82)%) = ((82:))((625)%) + 2(62:8%)*, 8% = 2 — (&)
Portanto, para estados Gaussianos nés temos

K = [(8r8a0) | + |(a16a8)|* + 2Re [(8a16a2) (@) * (a0)” + (Sandal) (@) (@s)] . (6.49)
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A correlacao de nimero de fé6tons depende das variancias e de valores médios de operadores
de criacao e de aniquilacao, enquanto que as propriedades de separabilidade dependem
apenas das variancias. Se (ax) = 0, entdo K torna-se idéntico (a menos de um fator
de normalizaco) ao trace-covariance correlation coefficient introduzido em [120,140]. A
evolucao temporal dessa quantidades para diferentes estados iniciais e diferentes sistemas
quénticos foi considerada em [120,123,134]. Analisando os presentes resultados, podemos
concluir que nada acontece com o coeficiente K quando estados separaveis de dois modos
sao transformados em estados insepardveis. Além disso, U é sempre nao-negativo para
(ax) = 0, independentemente do sinal de coeficientes de separabilidade. Embora K pode se
tornar negativo se (az) # 0, sua negatividade parece nao ter relacao com a inseparabilidade
(entendida como “nao-classicalidade” do estado). Por exemplo, no caso de conversor
paramétrico (section 6.3), para o estado inicial térmico deslocado do primeiro modo (1, =
0) e estado térmico nao-deslocado do segundo modo (rg = (a2(0)) = 0) nés obtemos

K = isin2(27') (1 — v2) (11 — v+ 2| () )

Se o valor de |{a1(0))|* ¢ grande o bastante e vy > v (i.e., a temperatura do modo nao-
deslocado é mais alta que a temperatura do modo deslocado), entdao I < 0 para 7 > 0,
embora o estado conjunto de dois modos é separdvel, de acordo com os resultados da
secao 6.3.

Em conexao com o pardgrafo anterior, seria interessante encontrar observaveis fisicos
cujo comportamento ¢é diferente para estados separdveis e insepardveis de sistemas de
varidveis continuas. Caso contririo, devemos admitir que o conceito de separabilidade,
itil para sistemas quanticos nos espagos de Hilbert com dimensoes finitas (em vista de
aplicagoes a computacao quantica e a teoria de informacao quantica), talvez, perde sua
utilidade para sistemas quénticos de varidveis continuas, onde tais quantidades como
energia e outros observaveis diretamente mediveis desempenham papéis mais importantes.



Capitulo 7

Conclusoes finais

Esta dissertacao de mestrado abrangeu duas linhas de trabalho em 6ptica quantica mod-
erna. A primeira estd ligada a teoria de fotocontagem. Nés consideramos uma das teorias
mais recentes de fotocontagem continua, que descreve o processo de fotodeteccao em
cavidades fechadas — a teoria de medigoes continuas proposta por Srinivas e Davies (SD)
na década de 1980. O ingrediente principal da teoria de SD é a escolha apropriada do
super-operador de salto qudntico, que descreve a operagao de uma contagem realizada
pelo fotodetector. No entanto, o super-operador de salto quantico, escolhido por Srinivas
e Davies, leva a algumas previsoes inconsistentes, tanto do ponto de vista matemadtico,
quanto fisico. Algumas delas foram notadas pelos préprios autores e, recentemente, foram
encontradas outras por Oliveira et al., que propuseram ad hoc. uma forma alternativa
“nao-linear” para o super-operador de salto quantico — que chamamos aqui de E-model —
que elimina as inconsisténcias e leva a novos resultados. Um dos objetivos da dissertacao
consistiu em estudar mais detalhadamente o E-model e comparé-lo com o modelo de SD.

Outro resultado da dissertacao consistiu em mostrar que ambos os super-operadores
de salto quantico aparecem naturalmente, quando consideramos um modelo microscépico
para o detector. Nés fizemos duas hipdteses diferentes para simular o detector, ambas
considerados previamente por outros autores: o modelo do dtomo de 2-niveis, proposto
por Imoto et al., e o modelo do oscilador harmoénico, estudado por Mollow. Em ambos
0s casos, os autores usaram abordagem perturbativa para calcular a evolucao de um
campo eletromagnético sujeito a acao do fotodetector, levando em consideracao apenas
a aproximacao de tempos curtos. Nés demos um passo adiante, resolvendo exatamente
esses modelos, e mostramos que ambos os super-operadores de salto quéntico, tanto o
de Srinivas e Davies, quanto o de Oliveira et al., sao aproximacoes convenientes de um
super-operador mais geral, que chamamos de super-operador de transi¢ao. Mais que
isso, mostramos que outros super-operadores de salto quantico “nao-lineares” podem ser
definidos de maneira andloga.

N6s comparamos ambos os modelos, o de SD e o E-model, na previsao de resul-
tados experimentais relacionados a medicoes de diversas probabilidades de coincidéncia.
Mostramos que em algumas situacoes o modelo de SD leva a resultados inconsisténtes
— por exemplo, densidades de probabilidades sao ilimitadas e podem atingir valores ex-
tremamente grandes. No entanto, a aplicacao do E-model nao leva a nenhum resultado
“estranho” e fornece previsoes diferentes daquelas do modelo de SD, tanto do ponto de
vista quantitativo, quanto qualitativo.

Generalizamos ambos os modelos para os casos em que levamos em consideragao os
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efeitos dissipativos inerentes a experimentos de fotocontagem, tais como dissipagao pelas
paredes da cavidade e a “perda” de fétons pelo préprio detector imperfeito. Vimos que
o modelo de SD pode ser generalizado sem dificuldades, fornecendo resultados exatos.
Entretanto, a generalizacao do E-model é mais complicada, devido a dificuldades em
manipular operadores nao-lineares, que nos obrigaram a fazer certas restricoes quanto a
aplicacao dos resultados obtidos.

Como aplicacoes de teorias de fotodetecgao, estudamos trés exemplos concretos que
utilizam a fotocontagem (usando ambos os modelos): a detec¢ao homddina, o controle
de emaranhamento entre dois feixes de luz através de fotocontagem e a fotodetecgao
de estados correlacionados. Mostramos que a aplicagao do E-model em certos casos é
mais dificil do ponto de vista matemético, devido, justamente, ao uso do super-operador
de salto quantico “nao-linear”, que nao comuta com os operadores convencionais, que
constituem a dlgebra do oscilador harmonico.

A segunda linha da pesquisa dessa dissertacao estd relacionada com o estudo de
(in)separabilidade de estados quanticos de varidveis continuas — outro tépico de pesquisa
atual na drea de 6ptica quantica, que surgiu no final da década de 1990. Descrevemos o
critério de separabilidade obtido por Simon, que dd uma estimativa quantitativa de “grau
de emaranhamento” entre os modos, para estados Gaussianos bipartites. Mostraremos
que esse critério pode ser simplificado para sistemas cuja evolucao é governada por Hamil-
tonianos quadrdticos arbitrarios, fazendo com que a dindmica de separabilidade seja de-
scrita completamente em termos do determinante da matriz de covaridncias cruzadas —
uma descricao muito mais simples do que a original. Como exemplos concretos, consid-
eramos a evolucao do “coeficiente de negatividade inversa” para dois modos inicialmente
desacoplados (cada um estando em estado térmico comprimido) nos casos de conver-
sao paramétrica, amplificacdo paramétrica, e para uma cavidade cuja fronteira oscila em
ressonéncia com dois modos do campo.



Apéndice A
Expansao da exponencial

Neste capitulo vamos expandir a exponencial contendo o seguinte Hamiltoniano (vamos
omitir o “chapeu” ® em cima de operadores para facilitar a notacao)

H = 2y +wn+ gf(nac, +g'al f(n)o . (A1)

A equagao de Schrodinger para esse Hamiltoniano é

d W .

i V0) = HY ) = (o0 +wn + gf(naos + gl fmpor ) W0 (A2)
Mudando para uma outra representacao através da transformacao

|W(t)) = e~™nte™000t/2| (1)), e usando as relagoes

iwnt . —iwnt —iwt iwoot/2

e“"ae =e “a, e o e woot/2 — gty (A.3)

obtemos a seguinte equagao para |V)(t))

Wy — W
2

Z%N’I(t» :H1|\If1(t)>00mH1 :500+gf(n)ag++g*al‘f(n)0_7 §— (A.4)

—iHgt

Portanto, a solugao ¢ |¥);(t)) = e *t|¥y). Expandindo o termo e e separando os

termos pares dos termos fmpares obtemos
.21 ) - \204+1
(=it)™ o (—it)

oo -\ 0o
—iHt _ (—it) H — H 2+
¢ 2 =2 oy 2 ey

=0
(_1)lt2l 0o (_1)lt2l+1

< 2 - 21
= 2 o ZHI; @ (A.5)

Calculando explicitamente o termo H? e usando as propriedades dos operadores de Pauli
obtemos

H} = 8+ Sgf(nas,] — [bg°a' f(n)o- ] ~ [8gf(m)ac ] + gl F(m)aal f(n)
+ [6g7al Fm)o | + lglallf(m) Pa—

onde os termos selecionados cancelam um ao outro. Definindo duas funcoes auxiliares

1+O'O
2

(A.6)

Faln) = 5 [Lf)P(n+1) % | fn — 1] (A7)
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temos

Li(n) +T-(n) = [f()P(n+1), Ti(n)=T-(n) = |f(n—1)Pn, (A.8)
logo
H} = 8%+ gP’T ()] + 19T (n)en. (4.9)

Definindo outras funcoes mais apropriadas
Li(n) =6+ |glT+(n), T-(n)=|gl’T-(n) (A.10)

finalmente obtemos
H? =T (n) +T_(n)oo. (A.11)

Voltando na equagao (A.5) temos
00 (_1)lt2l 00 (_1)lt2l+1

e iHIt _ 3 2] (T4 (n) +T_(n)oy) —iH; > m (4 (n) +T_(n)ay)". (A.12)

1=0 =0

Calculando os termos

(D4 +T0p)® = [T + 2] + 2T, T _ay, (A.13)
(N +T_00)” = [[% +30,12] + [ + 3027 ] oy, (A.14)
(D4 +T00)" = [I +6I302 4+ 41% | + [4T3T 441, T? | o, (A.15)

.. etc, obtemos

—1)k? l
Zl 0 (21 (F+(n) + F—(n)aﬂ)
= 1= G0 + 5 (T2 +72) - & (T3 +30,12) + § (T4 4+ 61212 +T4) + ..
+[FET + G20, T — £ (3730 4+ 12) 4+ & (40T 440,12 ) + ... 05 (A.16)

Usando a indugao, podemos obter

Y20 S (T (n) + T (n)oy)' = (A17)
2 S (A [+ T ) + (O =T ) ]+ 4 [0y +T) = (0 = T)] 0o} =
3 {[cos (u/ﬂT) + cos (t\/ﬁﬂ + [COS (tJﬂT) — oS (t\/ﬁﬂ 00} :

Para os termos fmpares temos

t2l+l

—iHy Y20 S {3 [T + T + (0 =T + 3 [y +T0) = (D = T) ] o}

i sin(t/T 7 ) +sm(t\/ﬁ) . sin(1/Fe7T0) (/510 e
2 T4+ \/T-T- T+ /T+-T_
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Substituindo a expressao para H; e usando as propriedades dos operadores de Pauli
obtemos para os termos fmpares

(i[2mm)_] felir) ), )

N N N + N

_ng(n)a Sin(t\/rJrT> n sin(t\/rJrT> _ sin(tﬁ) B sin(tﬂ) .
Vi v e

sin(ty/TL4T7)  sin (t\/ﬁ)] } o

[SIEN

. sin t\/ﬁ sin tm
Y9 an(n){[ (\/F+—|—F )+ (\/m—r ) + N N
Definindo
An = e+ T = /8 + (g f(n)P(n + 1), (A.18)
Anor = T4 =T = /82 + |gP|f(n — 1)n (A.19)

obtemos a expressao procurada

o—iH1t

{[cos (Ant) + cos (Ap—1t)] + [cos (Ant) — cos (An_1t)] o0}
—z’é { lsin (Ant)  sin (An_lt)] N lsin (A,t) N sin (An_lt)] Uo}

N | —

2 An An—l ATL An—l
. sin (A,,_1t . sin (At
—ng(n)ajgl—ll)0+ —ig*a' f(n) 1(4 )0'_

_ % { lcos (Ant) — z‘ésmif:’”‘t)] + lcos (Apat) + iéisingjjlt)] }

—i—% { [Cos (Ant) — wsin (Ant)] — lcos (Ap_1t) + iéisin;fizlt)] } o

Ay
—igf(n)asmj(:lAQ_ —ig*a’ f(n) smj(:lnt) o_. (A.20)
n—1 n




Apéndice B

Funcoes de probabilidade condicional

Aqui nés apresentamos expressoes explicitas de densidades de probabilidade condicional
e nao condicional (3.67)-(3.70) para trés estados de campo.
(a) Estado coerente:

W, =W, = yne "1+ exp [—ﬁe—m‘/1 (1 — e_w)} ,
— ~ [e.e]

__ )
W, =~ve 77 ll —e M Z (Vl';) '+ 1,77,)] ,
=0 v

~ > ~t l
ey %p (1 +2,7)

oy l
1—64%§:£%¥{%l+1jn

(b) Estado de nimero:

N-1

W, = yNe M+ [1 —e Mt (1 — e‘”)} ,

W — e (v = ) [ (1= )

W, = FQN — 1, 7t;)e ",
i RN —250) s,
Q(N —1,7t;)
(c) Estado térmico:
»yﬁe—vtur
1+ e (1—e )’

’lL:

2yne Vit
L4 net (1—e)?

C

Wu = §—_ n e_qtl/(ﬁ—"_l)e_’:%- ,
n+1

Wc:ry

e "
n+1
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Apéndice C
Dissipacao no E-model

Neste apéndice vamos mostrar explicitamente os cédlculos da secao 4.2.1.

C.1 Operacao de nao-contagem

Para resolver a equacao (4.7), vamos usar a técnica de transformacoes do operador den-
sidade. Primeiro, vamos eliminar os termos contendo operadores n e A através da trans-
formacao do operador-densidade

pn(t) = o~ (it /2)n(t—to) ,—vA(t—t0)/2 prl(t)e” YA(t—t0)/2 o (iw—yp /2)n(t~ to) (C.1)

ficando apenas com a seguinte equagao para pj,(t)

iﬁr (£) = ~pe10t=t0)g=rt=t0)ho/2g 51 (1)t =(tto)ho/2
dt

= qpe P (A e R ) 6 (Ag(0)A) af (A+e7724) (C.2)

onde, na ultima passagemn, expandimos o termo exponencial usando a equagao (3.7) e
inseri a identidade 1 = A + Ag no termo apy, (t)af, usando o fato de que aly = Aga' = 0.

Para resolver a equagao (C.2), vamos projetar ps nos 4 sub-espagos possiveis. Para
simplificar a notagao, vamos definir

Ap=apal,  ©p=E_pE,,  n=n1p/y. (C3)

Multiplicando (C.2) por A de ambos os lados, obtém-se

d . . PPN .
thﬁhA = nye M0 Ra (Ap,A) afA, (C.4)

cuja solucao é
AppA = A (5045 ) A, gt —tg) =1 — e, (C.5)

O segundo termo é

d .- . . L .
aAOphAO = ype Tt foa (A A) aTAO

~

= pe (rFmt-t) ;g (/AX (eg(t to)4 )f\) a' Ao, (C.6)
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cuja solucao é

. . . ¢ , , - R
AOﬁ;ZAO = Ay |:ﬁt0 +7D/ dt' e~ L+ (' —to) (eg(t _tO)AAﬁtO):| Ao. (07)
to
Analogamente, obtém-se o terceiro e o quarto termos

. P t , , o .

AOﬁ;zA — Ay |:,6t0 9 dt' e~ (/2+m (¥ —to) (eg(t _tO)AAﬁt())] A, (08)
to

~ ~ o t , , PUIA ~

AdyAo = A [ﬁto i 7D/ dt' e~ (1/24+my(t' ~to) (eg(t _tO)AAﬁtO>:| Ao (C.9)
to

Portanto, a solucao para pj, é

t / ! ~ N
g, = A (eg(t to)A ) A+ A [Pto +p [ dt'e”(HHmto) (eg(t _tO)AAﬁto>] Ao

to

~

~ t ) / o
+Ao |:ﬁto + ) dt' e~ (1/2+m) (¥ ~to) (eg(t —to)AAfA)to>:| A
0

~ t 4 / A a A
LA |:f3to n 777/75 dt' e~ (/2 (' ~to) (eg(t —to)AAﬁto)} Ao, (C.10)
0

onde
gt —tg) =1 — e"mt=to), (C.11)

Definindo o operador
I ot = My dt’ (e =to) (9t ~1004 45, (C.12)

o super-operador de nao—contagem torna-se
o~ (w1 /2)n(t—to) —yA (- to)/2l[3;Z —yA(t~t0)/2 oliw="D/2)n(t—to)
e—(inD/?)ﬁ(t—to (Ao 4 et /2A> [);L (Ao + e—v(t—to)/2]\> e(iw—w/2)ﬁ((t@f_of3)

Portanto, inserindo (C.10) em (C.13), obtém-se

St—to Pto —

Sttoba = ALity < ottt} ) A+ A (Pto + I topto) Ao
1+ Age1(t=t0)/2 (f)to + ]t_/toﬁt()) pliw=m1/2)A(t—to)
1 Ae1(t=10)/2 g~ (it /)t —to) (ﬁto n jtl—/?oﬁto> Am (C.14)
onde

Figy = e ) o @bmat—to) | liwmmy/Datt) - fo f_f, L (CL15)

gt —tg) =1 — e M-t (C.16)

Daqui em diante vamos estar interessados apenas nos termos diagonais de 5;, portanto,
para os futuros calculos, vamos usar

gt—tof?to = ]\it—t (eg(t fo)A ) A + A0 (pto + It topt0> A

com .
J AR P /t dt'e () (oo 04 Y
0
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C.1.1 Calculo de traco de gt_to,bto

Nesta secao vamos calcular o traco de gt_to Py, que fornece a probabilidade de nenhuma
contagem durante o tempo t — t,. Vamos fazer ty = 0, obtendo

Tr {gt,éo} = ¢ Ze_“mtl <
k=0
= et Z —ptl Z (

k
9°(t) .
Z k(')a poa'i‘k

> (01po| 0) + < ’Itpo

0)

9 t)Pk+1 + Po

v

iy / dt'e=(mto) (1 o045, 11 (C.17)
-t —ptl k
= Z Z 9" ()Prri + po
, o0
+77’y[ dt' e M=) N gl —#0) (1 + 1) pra (C.18)
0 1=0

Fazendo vp = 0, ou, n = 0, recupera-se o resultado do caso sem dissipacao . Para estados
concretos de campo obtém-se

Estado coerente: p, = e~

(k4 1)! N
( + ) gl(t)pk—H _ €_nﬁkz (nl'g) _ e—nﬁkeng() _ﬁke—nexp( n'yt) (019)

|
=0 I =0

_6_77'Yt)l

Ze—'yptl Z ( I+ k ) t)pk-‘rl _ —mexp(—nt) Z . e—ﬁexp(—n’yt)’ (020)
=1

Z G () (1 + 1) pray = me TeRmt) (C.21)

Portanto a probabilidade de nenhuma contagem ¢é

~ _ _ t , _ ,
Tr [St,éo} = e "4 (1 — e—nexp(—mt)> + UWW/ dt! e~ (It —Texp(—mt')
0
= - 1 T exp(—n1)
= e "4t (1 _ e—nexp(—mt)> - =i /ﬁ dyyl/ne_y, (C.22)

Estado de Nimero: p, = 6, v

Sl ol Cha)] N (e (1)
= K = ) g (t)prt = Nlg (t);ﬁ

— N {% (1 +< @)) H

= 1- gN(t) =1- (1 _ e—mt> 7 (C.23)
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Portanto

~ exp(—
Tr [Sipo| = 6o+ [1 ~(1- e-mt)N} N /1 P (1 — N (C.25)

Estado termico: p, = (1 —a)a”, a=7/(m+1)

s (L + k) > I k!
l k _ k
;g —— e =(1-a)a ;(Oég) ((+1)--(l+k)=(1-a)a 1= ag
(C.26)
00 00 00 —myt\ —nt
Ze_wtkz(k:%—l)!glpkﬂ _ 1-a (ae ’”) _1-a ae™ 1—ag_ :
= = k! l—agim\1-ag l—agl—agl—ag—ae™™
—nyt et
e [ — (C.27)
l—ag 1+nem
igl (l+1)p1 = n ! . (C.28)
— TR+ 11 + et
Portanto
~ 1 e Mt n 1 T exp(—nyt) y1/77
Ho| — —— -t —
r [Stpo} Cm+1 e +me~mt w4 1@t/ / y(l +y)? (C29)
C.2 Operacao de m contagens
Agora vou calcular o operador N[m,t) (m) de m contagens no intervalo [to, t).
t to - — - -
Nigg.oy(m) = K db... /t At S e ISy o Jod S, (C.30)
0 0

onde B o
St—topo = ALy, <€g(t to)A ) A + Ao (Pto + It topt0> A0

Vamos, primeiro, calcular os termos do tipo J.S;_¢, = JLy_y, (eg(t_tO)Aﬁt()), onde J = 0.
Para isso, tenho que calcular os seguintes termos

e (la)

jﬁt—toﬁ - 76_7(t_t0)E_e_(i“"“m/Q)ﬁ(t_to)ﬁe(iw_m/Q)ﬁ(t_tO)E+ (C.31)
,}/6—’7(t—t0)6—(iw+77’7/2)(n+1)(t—t0)E_/;E+6(iw—77’7/2)(n+1)(t—t0)'
Portanto, . X N

JLt—to = G_U’Y(t_to)Lt_to J. (032)

e (1b)

is = gl (ta — ) ; ;
eg(tz—tl)ALtl_tO — Z 0 ale 1 (ti—=to) o= (iwtny/2)a(ti—to) | (iw—nv/2)A(t1—to) ;1

l
o0 _ —nv(t1—to)
— e (ti—to) Z <g(t2 tl)le‘ ) al - atl. (0.33)
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Vou definir uma nova funcgao

O(ta, t1,t) = g(tQ_tl)e—W(tl—to) - (1 _ e—nv(t‘z—ﬁ)) e—M(ti—to) _ o=ny(ti—to) _ ,—my(ta—to)
(C.34)
Portanto

etmt)Af, f L etltuto)A g p gy = et (e_mtl - 6_"7t2> . (C.35)

Usando os resultados (1a), (1b) posso facilmente calcular os termos de interesse:

jgtl—to = le‘/tl—toeg(tl_t())A = 6_m/(tl_tO)j‘/tl—to jeg(tl_tO)A7 (036)

jth_tl jgtl = jﬁtg—tl €g(t2 _tl)Ae_n’Y(tl o) j;tl —tg j@g(tl ~t0)A4
e—nv(tl—to)jﬁtQ_tl j‘/tl_to6<1>(7f2ﬂf1ﬂfo)fijeg(lfl—to)f‘i

emitta=20)p, T eP(t110)A Jeg(ti—to) A, (C.37)

Continuando o célculo, usando a nova notacao, tem-se

T8 T80n Gy = Ty ettt Agmt a0 | Fata o)A Jeotto)d

e—m(t1+tz—2to)JLtS_tQLt2_t0e¢(t3,t2,to)AJ€¢>(t2,t1,to)Ajeg(tl—to)A

e—’q’y(tl “+to +t3—3t0)£t3_t0 je¢(t3 ,tz,to)A je¢(t2,t1 ,to)A jeg(tl —to)A (038)

Para simplificar a notacao, vou definir

T =e M
Usando o metodo da inducao, podemos deduzir o seguinte resultado

F1 = JStm—tm,y] ce ~-~JSt1,t0
_ e—n’y(t1+~~~+tm—mto)j‘/tm_to j€<¢>(tm,tmf1,7f0)1‘ij€d>(tm4,1‘/m72,1‘/0)1‘i .. jeg(tl—to)fl

- j/t . jelo(—wm-l-mmf1)Ajelo(—wm71+mmf2)fi . jewo(—ml-i-wo)A
m m —l0

—zozm A (ewommﬁje—mowm/‘) e (69”011*4(?@_”“‘4) A (C.39)

= gjgngjl .

o .
= x0'T1 - Tmly, —1€

e, acrescentando S;_;  do lado esquerdo, obtém-se a expressao procurada

gt—tmj‘gvtm—tmflj' c jgtl—to = AFQA + AO (Fl + ft—tmﬁl) A(], (040)
onde
I = o' Ty -xm[:tm_toe_wowm/‘ (emozmAje_wowmA) e (ezozlAje_w°w1A> eA, (CA41)

FQ f/t—tm <eg(t—tm)fl> Fl

— et +-~~+tm—mto)[:

t_toed)(t’tm’to)AJed)(tm’tm‘l’tO)AJ oo Jed(ti—to)A
_ 2381231 . .TmLt_tOGIO(_w_'_mm)AJ@wo(_wm+wm_l)AJGIO(_wm_1+wm_2)A . Jeaco(—ac1+wo)A

— 2381231 . l'mLt—toe_womA (emommAJe—zowmA> . (emozlAje—wow1A> €A (042)
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Se colocarmos 7 = 0, temos x; = 1 e obtemos a expressao do E-model ideal (para elementos
diagonais)

Sttty —ts -+ TSty —toP = Ae T, (jmﬁ> A+Aq (e_vtm jmﬁ) Ao

A expressio (C.40) é exata para os termos diagonais (para os termos nao-diagonais, a
generalizacio é imediata).
Vamos estudar mais detalhadamente o termo

(qujqu> — »yeq\/n—HE—'EJF\/n—HE_ ) E+e—q\/n—HE—'E+x/n—+1’ (C.43)

onde ¢ é um pardmetro arbitrdario, no nosso caso ¢ = xgx;. Para simplificar os cédlculos,
vou calcular apenas os elementos diagonais da expressao (C.43) acima, ja que no final vou
acabar fazendo isso de qualquer forma para calcular o trago. Para os elementos diagonais
obtém-se

qujqu _ ,yeq(n—kl)@@e—q(n—&-l)@
2

= 5 {@ +q[(n+1)0,0] + % (n+1)0,[(n+1)0,0]]--- +} . (C.44)

Os termos de comutador sao

(n+1)0,8] = (n+1)E_E_-E,E, —E_(n+1)E_-E,E, (C.45)
= (n+1)E_E_-E\E, -~ (n+2)E_E_-E,E, =—(E_-E,)"=-0%

(n+1)6,-0%] = —(n+1)E*-E} +E2(n+1)E_- E} (C.46)
= —(n+1)E® - E} + (n+3)E® - E =2\E° - B3 =216°

[(n+1)0,20%| = 2(n+1)EL- B} —2E*(n+1)E_ - E! (C.47)
= 2(n+1)E!-E} —2(n+4)E* - Ef = =3!E! - E{ = 310"

Continuando a expansao acima para elementos diagonais, obtém-se
70l _ ¢ AL Cogz oyl - - A2 (LAY
A Jeth — 16 (1 —g6+ 262 - L3604 ) e (1 — 46+ (¢0)" - (40)" + -- ) .
Portanto
~O
1+¢0O’

onde a expressao (C.49) deve ser expandida na série (C.48) para ser aplicada. Com isso,
obtemos

e84 Jett =

(C.49)

~

- A i L0Tm—1© Tor1© i
m A 0tm—1 01 A
Fy, = ~y"L, _4,00x,0Oe€ .

~ ~€
1+ ZL‘()!L‘m_l@ 1+ (L‘()!El@

—Z0Tm

$0.1'1@ A

- i ToT,©
m —zoTm A 0-fm
,y Ltm_toe otm

(C.50)

~

1+ 292,,0 1+ momlé)
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onde as duas formas da equagao acima sao equivalentes. Analogamente, obtém-se

~

Lt— JRE LTy O Tor1© A
1+ momm@ 1+ zq2:0

Agora podemos calcular o operador de m contagens. Para simplificar as expressoes,

consideremos
to=0=1z9=1.

Precisamos integrar a seguinte expressao
Nio(m / dt,, / At S e Sy o T T8, (C.52)

Primeiro, vamos integrar F», considerando que 1 # 0.

. ) 6
By = gL, g emorA T0TmZ T A4 (C.53)
1+ 202, 0 1+ 29210
Lembrando que z; = e~ vou definir a varidvel y; = 1—i—xlé), portanto, dy, = —nwclé)dtl.
Com isso, as integrais sao:
to é) 1 v2 1
a0 Lmdn 1, (y_) , (C54)
0 1+ 2,0 nY Jyo Y1 ny Yo
ts 6 (b &) 1\? s d
0 1+ 290 Jo 1+ 2,0 ny Yo Y2 Y2

* s/ dy L1V 5 (o
/ —ny==(—| In°| =],
1 Yo 21 \my Ys

2 3
1 1 d 1 /1
20\ ) Jw s s/ 3L\ Ya
Continuando assim, obtém-se
t t2 . 1 . i 1+6©
/ dipe [ By = —— P A [ ) A (C.56)
0 0 nmml! 1+20

Analogamente, obtemos

~ t ta . t R N ~ 1 ® —~
o= / dtm... = / dtmLtmxm@e_xmA In™ ! il el
0 0 nm1(m —1)! Jo 1

/7 ¢ T —xm/\ mmé) m— 1 + é n
m—l—_ll/ dtmLtme AiAln L —= €A, (057)
nmHm —1)! Jo 1+ 2,0 14 2,0

de modo que o operador de m contagens (para os elementos diagonais) é

A . 4 140N 4l /o sava
N (m) = A [nmm! Pt m (1 . mé) eA] A+ Ao (s + 1,F3) Ao, (C.58)
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onde . .
1':6_77’%7 A.:CL.GJT7 © :E—.E+> 77:77D/’Ya
) t <~ 2,0 1+6 \ ;
Fy = +/ dtmLtme_xmAxiA In™ ! il _ | e
nmt(m —1)! Jo 1+ 2,0 1+ 2,0
e

. t o
Ip = m//o dt'e=(1+mnt (egt AA[)) .

A partir deste termo, podemos calcular outro termo de interesse

—— > > 1 R N 1+(.:) N
JI, = JS Nopnlm)=J Lie *4 1™ A
t mzzo [O,t)( ) mz—o nmm! t (1 N m@)
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