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Mia Couto



Resumo

O presente trabalho estuda a resolubilidade global de operadores diferenciais parciais
lineares reais de ordem um cujo simbolo principal tem um tnico ponto singular.
Além disso, exemplos e contra-exemplos sao apresentados.



Abstract

The present work study the global solvability of first order real linear partial differ-
ential operators when the principal part has precisely one equilibrium point.
Moreover, examples and counterexamples are presented.
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Introducao

Seja € um aberto de R™ e P um operador diferencial parcial linear em C* (2). Em
1955, B. Malgrange introduziu a nocao de P—convexidade para {2 e demostrou que
ela é equivalente a resolubilidade global de P em C* (€)), no caso em que P tem
coeficientes constantes. Quando P tem coeficientes variaveis, ele demonstrou que a
P—convexidade ¢ necesséaria para a resolubilidade global.

Na década seguinte, C. Harvey e F. Treves utilizaram resultados de Anélise
Funcional e apresentaram, em trabalhos independentes, condi¢oes necessarias e su-
ficientes para que um operador linear com coeficientes varidveis seja globalmente
resolivel em C™ (£2).

Quando P = L+ ¢, sendo L um campo real e ¢ uma funcao , J. Duistermaat
e L. Hormander, em 1972, caracterizaram a resolubilidade de P em C°°(M), no caso
em que L nao tem singularidades e M ¢é uma variedade diferenciavel. Eles usaram
a nocao de convexidade de um conjunto com respeito as trajetérias de L para dar
cinco condigdes equivalentes a resolubilidade de P em C*°(M).

No caso em que P = L + ¢, sendo L um campo real com uma singularidade
na origem e ¢ uma constante, V. Guillemin e D. Schaeffer deram, em 1977, condigoes
suficientes para que a equacao Pu = f tenha solucao em uma vizinhanca de zero,
qualquer que seja f € C*° (R") flat na origem.

Neste trabalho estudamos a existéncia de solucoes globalmente definidas
para Pu = f, no caso em que P = L+ce L é um campo real com uma singularidade
na origem. Além disso, estudamos a P—convexidade no caso em que P é um campo
real.

Este texto esta dividido em quatro capitulos, sendo que no primeiro deles
apresentamos resultados de Teoria Qualitativa de EDO, Resolubilidade de Opera-
dores e de Propagacao de Singularidades que serao teis no decorrer do texto.

O Capitulo 2 esta dividido em duas se¢oes. Na primeira delas comparamos
a P—convexidade com a convexidade com respeito as trajetorias, no caso em que
P é um campo real. Na segunda secao apresentamos uma versao do Teorema de
Harvey-Treves para operadores de ordem arbitraria e uma para campos reais. Os
resultados do Capitulo 2 sao complementados com exemplos e contra-exemplos no
Capitulo 3.

No Capitulo 4 usamos os resultados de Duistermaat-Hormander e de Guille-
min-Schaeffer para apresentar condicoes suficientes para a resolubilidade global de
P em C*(R") no caso em que P = L + ¢, sendo L um campo real com uma
singularidade e ¢ uma funcao real. Finalmente, complementamos este resultado
com alguns exemplos e discutimos a necessidade de tais condigoes.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Resultados da Teoria Qualitativa de EDO

Esta secao contém uma coletanea de resultados de EDO que serao utilizados nos
capitulos subseqiientes. A bibliografia bésica utilizada nesta segdo é [So]. Seja
2 C R™ aberto. Em geral um campo de vetores de classe '™ é uma se¢ao do
fibrado tangente. Nesse caso, pode ser identificado com uma funcao A : 2 — R”

de classe C*, sendo A = (ay, as, ...,a,), ou a um operador diferencial de primeira
n n

ordem da forma L = ) a; (¢) 9;. Um campo da forma L = > ajzz;0k, sendo ajy
=1 j =1
constantes reais 7, k :] 1,2,....n, é chamado de campo linezir.

Diz-se que A : I — €0, com I C R intervalo aberto, ¢ uma curva integral
de L quando X' (t) = A(A(t)),Vt € I. Dado z € (2, existe um tnico intervalo aberto
I, = (w_(z),w; (x)) e uma unica curva integral v, : I, — € de classe C*° com as
seguintes propriedades: 7, (0) = = e, para toda curva integral A : [ — Q de L
satisfazendo A (0) = x tem-se que I C I,. O conjunto D = {(t,x);z € Q,t € [} é
um aberto de R x . A aplicacao v : D — Q definida por 7 (t,x) = 7, (t) é de classe
C* e tem a seguinte propriedade: se t € I, entao Iy, = I, —{t} == {y —t;y € I}
ev(t+s,x)="(s,7(tx)),Vs € L. A aplicacdo v é chamada de fluxo de L.

A imagem I', da curva integral -, é chamada de 6rbita ou trajetoria de x.
Os conjuntos I'f = {7y (t,2);0 <t <wi(z)} e, = {y(t,z);w_ (x) <t <0} sdo
chamados de semi-orbitas positiva e negativa de =z, respectivamente. Quando
xr e y pertencem a mesma Orbita denotamos por [z,y] o intervalo compacto de
trajetoria com extremidades x e y.

Se wy (z) = 400 define-se o conjunto w—limite de z como

w(x) ={y € Q,v(t;,x) — y para alguma seqiiéncia t; — +o0} .
Analogamente, se w_ () = —oo define-se o conjunto a—limite de x como
a(z) ={y € Q,7(t;,r) — y para alguma seqiiéncia t; — —oo}.

Como pontos que pertencem a mesma orbita I' tétm o mesmo conjunto w—limite,
definimos o conjunto w—limite de I' como o conjunto w—limite de qualquer um
de seus pontos. Analogamente definimos o conjunto a—limite de I'.
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Seja xo um ponto singular de L, isto é, L (xg) = 0.

Definicao 1.1.1
(a) {zo} € um atrator local quando existe um aberto U que contém xo tal que
lim ~(t,x) = xo, Vo € U.
l—wy (z)
(b) A bacia de atragdo de {xy} é B(xg) = {x € Q; hm( )’y(t , L) = xo}
t—wy(x

(c) {xo} é um atrator global quando B (xq) = S.

No item (a) temos que w, (x) = 400, Vz € U. Utilizando a continuidade de
~ verifica-se que

Observagao 1.1.2 Se {x¢} ¢ um atrator local entdo B (xo) € aberto.

Definicao 1.1.3 Diz-se que 2 é convexo com respeito as trajetorias de L
quando VK CC Q, 3K’ CC Q tal que, qualquer intervalo compacto de trajetoria de
L com extremidades em K estd contido em K'.

Seja L um campo real definido em R2. Suponha que a origem seja um atrator
local e que {0} seja a tnica dérbita periddica de L. Sob tais condigoes, Santos Filho
mostrou que a origem é um atrator global se, e somente se, R?* \ {0} é convexo
com respeito as trajetérias de L (veja [Sa, p. 263]). Apresentamos a seguir uma
versao deste resultado para dimensoes maiores. Para tal, introduzimos a seguinte
nomenclatura. Diz-se que uma seqiiéncia de compactos { K j}]o.io esgota () quando
UK; = Q,K; C int (Kj41),Vj € Ne VK CC Q,3jp € N tal que K C K; quando
J = Jo-

Lema 1.1.4 Suponha que § C R" seja conezo e que {zo} € um atrator local. Se
(a) I'f cC Q= w(z) ={z0}

e

(b) Q2 € convero com respeito as trajetorias de L

entdo {xo} € um atrator global.

Demonstracao. Como B (zg) # 0 e Q é conexo, é suficiente demonstrar que
9 (B (x)) = 0. Suponha que 3z € 9 (B (z0)) .
(i) T nao é pré-compacta.

De fato, como x € J (B (y)) e B(zo) é aberto segue que I'} N B (o) = 0.
Dai T N B (x) = 0 e entdo zo ¢ T'J. Por outro lado, se '} CC Q2 entdo '} contém
uma 6rbita compacta cujo w—limite é distinto de {xo} pois ¢ ¢ I'}, contrariando
(a).
(ii) A condicao (b) nao ¢ vélida.

De fato, seja 0 < R < min{d (xo, 02) ,d (x,08)} e considere K = Bpg (z)U
Br (z). Seja { K} seqiiéncia de compactos que esgota 2. Dado j € N, por (i) 3t; > 0
tal que 7 (t;,z) ¢ K;. Tome uma vizinhanca U; de 7y (¢;, z) satisfazendo U; N K; = ().
Da Continuidade de v e do fato de x € 9 (B (ZL‘O)) segue que dz; € B (mo) N BR (x)
tal que v (t;,z;) € U;. Logo v (¢, z;) ¢ K;.
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Como x; € B(xo) ,3t; > t; tal quey (t;, xj) € Bg (7). Entao [ycj,’y (t;-, xj)}
tem extremidades em K e contém o ponto 7 (¢, ;) ¢ K, contrariando (b). n

Introduzimos agora uma classe importante de campos que admitem pontos
singulares.

Definicao 1.1.5

(a) Um ponto singular xo de um campo real L chama-se hiperbdlico quando todos
0s autovalores de DL (xy) tém parte real nao-nula.

(b) Seja L um campo linear. Quando a origem € um ponto singular hiperbdlico de
L dizemos que L € um campo linear hiperbdlico.

(c) Quando xy € um ponto singular hiperbélico, o indice de estabilidade de L
em oy ¢ o numero de autovalores de DL (xq) que tém parte real negativa, contando
suas multiplicidades.

E bem conhecido o seguinte resultado:

Lema 1.1.6 Se xy € um ponto singular hiperbolico de L com indice de estabilidade
1gual a n entao existem um conjunto aberto U que contém xq, e constantes C, > 0
tais que Vxr € U temos que T') C U e

|y (t,2) — 20| < Ce ™ |z — 20|, t > 0.
Em particular {zo} é um atrator local.

O préximo resultado, conhecido como Teorema de Hartman, descreve o
comportamento das oOrbitas de um campo na vizinhanca de um ponto singular
hiperbdlico.

Teorema 1.1.7 Se xy é um ponto singular hiperbolico do campo real L entdao exis-
tem wizinhangas U de xg e V de 0 tais que L |y € topologicamente conjugado a
DL (xg)|v -

Aqui estamos denotando o campo x — DL (zo)z,x € R", por DL (z9).
Note que no Teorema 1.1.7 podemos escolher U de modo que U seja convexo com
respeito as trajetérias de L. Do Lema 1.1.6 e do Teorema 1.1.7 segue que

Observagao 1.1.8 Se zq € um ponto singular hiperbdlico de L, entao {xo} € um
atrator local se, e somente se, o indice de estabilidade de L em xq € iqual a n.

Abaixo temos a reciproca do Lema 1.1.4 no caso em que o atrator local é
um ponto singular hiperbdlico.

Lema 1.1.9 Suponha que x¢ € Q seja um ponto singular hiperbolico de L. Se {xq}
¢ um atrator global entao valem as condigoes (a) e (b) do Lema 1.1.4.

12



Demonstracao . A demonstragao de (a) segue da invariancia do conjunto w—limite
pelo fluxo. Passamos a demonstragao de (b).

Suponha que {7y} seja um atrator global e que nao vale (b). Seja {K;}
seqliéncia de compactos que esgota {2 e U uma vizinhanga pré-compacta de zy como
no Lema 1.1.6.

Entao 4K CC €2 com a seguinte propriedade: Vj € N existe [xj, a:;] tal que
zj, @ € K eJy; € [z;,2;] \ (K; UU). Sejat; € R tal que v (t;, z;) = y;. Sem perda
de generalidade podemos supor que 0 < ¢;,Vj € N. Por compacidade existe uma
subseqiiéncia {z;, },-, C {z;} e v € Q tal que z;, — x.

Seja so > 0 tal que 7 (so,z) € U. Entao ko € N tal que

k’>k307t>80$’}/(t,$jk) e,

logo 0 < t;, < s, Vk > ko. Por compacidade ds; € R tal que ¢;, — s; ao longo de
uma subseqiiéncia que, para simplificar a notacdo , supomos ser igual a {t; }. Por
continuidade y;, = v (¢;,,x;,) — v (s1,2), o que é um absurdo. m

Em geral a conjugagao topoldgica dada pelo Teorema 1.1.7 nao é diferencié-
vel (veja [Ne, p. 32]). O resultado abaixo foi obtido por [St, p. 629] e também pode
ser encontrado em [Ne, p. 50].

Teorema 1.1.10 Suponha que L (x¢) = 0. Sejam A, Ag, ..., A, 0s autovalores de
DL (.Z'g) Se

A # ka/\k, ji=12,..nmy...m, €N, ka > 2, (CNR 1)
k=1

k=1

entdo ezistem vizinhangas U de xo e V de 0 tais que L |y é C®—conjugado a
DL (ZL'0)|V .

Observe que de (CNR 1) segue que 0 nao é autovalor de DL (xg). Logo, se
A é autovalor de DL (xg) entdo —A nao é autovalor de DL (x(). Como autovalores
complexos ocorrem em pares conjugados temos a

Observagao 1.1.11 A condi¢cao (CNR 1) implica que x¢ € ponto singular hiperbo-
lico de L.

A seguir introduzimos conjuntos invariantes que serao importantes no decor-
rer do texto.

Definicao 1.1.12 Seja x¢ um ponto singular hiperbdlico de L. A variedade estdvel
de L em xy € o conjunto W* (xy) dos pontos de Q que tém {xo} como w—Ilimite e
a variedade instdvel de L em x € o conjunto W* (x¢) dos pontos de Q0 que tém
{zo} como a—limite.

E claro que 29 € W* (x0) N W* (x). No caso de campos lineares com um
unico ponto singular na origem, os conjuntos W* (xy) e W (xy) sdo subespagos
vetoriais. Em [MP, p. 83] temos o seguinte resultado, no qual m denota o indice de
estabilidade de L em x.

13



Proposicao 1.1.13 W* (xq) € uma variedade de dimensiao m e de classe C* imersa
biunivocamente em S

Resultado analogo vale para W (xg) . Em geral, W* (z) ou W*" (x4) nao sao
subvariedades mergulhadas de 2. Como conseqiiéncia da Proposicao 1.1.13 temos o
seguinte resultado:

Observacao 1.1.14 Se xy ¢ um ponto singular hiperbolico de L entao L |ws(ay)
(respectivamente L|wu(yy)) € um campo de vetores em W* (zo) (resp. em W* (o) ).

Apresentamos a seguir resultados tteis sobre transversais de campos de
vetores.

Definigao 1.1.15 Uma se¢ao transversal global de L em ) é uma subvarie-
dade imersa X de ) tal que X tem codimensao 1, para cada x € € existe unicot € R
tal que vy (t,x) € X e T, (X) ® L (x) =R, Vx € X.

Quando L nao tem Orbita periédica a Definigao 1.1.15 é equivalente a [Da,
Definicao 1.34].

Observagao 1.1.16 Seja ¥ se¢ao transversal global de L em §2.

(i) Considere a aplicagio T :  — R definida do sequinte modo: para cada v €
Q,7(x) € tal que v (7 (), x) € . Entao 7 € de classe C*°.

(ii) Seja M = {(t,y);y € X,t € I,} subconjunto aberto de R x X. Entao a aplicag¢io

h: M — Q
(t,y) — (),

¢ um difeomorfismo que conjuga % e L, e satisfaz h ({0} x ¥) = X.

De fato, observe que para cada x € () existe uma vizinhanca V' de z tal que
V' N Y é uma secao transversal local de L em z e 7|, é de classe C°.

Para demonstrar (ii) note que, como ¥ é subvariedade imersa de {2 temos

que h ¢é de classe C*°. Como

T(v(ty) =-t,V(ty) € M,

verifica-se que
ht(z) = (-7 (z),v(7(2),2)),Vor € Q.

De (i) segue que h™! ¢é de classe C*. Como h (t + s,y) = v (s, h (t,y)) temos que h
conjuga % e L.
Se xy € () é ponto singular de L entao nao existe secao transversal global

de L em €.

Observagao 1.1.17 Seja x¢ ponto singular hiperbélico de L e suponha que {xq}
seja um atrator global. Entao toda segao transversal global de L em Q\ {xo} € um
subconjunto compacto de 2\ {xo} .
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De fato, seja ¥ segao transversal global de L em Q \ {zo}. Pelo Teorema
1.1.7 existe um aberto U de Q, com zy € U, e ¥’ C R” homeomorfo a S"! com a
seguinte propriedade: toda 6rbita de L em U \ {zo} intercepta ¥’ em algum ponto.
Como {zo} é um atrator global, dai segue que toda érbita de L em Q\{zo} intercepta
¥ em algum ponto.

Seja 7 : Q\ {29} — R definida como na Observagao 1.1.16. Dada uma
seqiiéncia {z;} C X considere uma seqiiéncia {y;} C X' tal que v (7 (y;),y;) =
x;¥j € N. Por compacidade existe uma subseqiiéncia {y;, } C {y;} tal que y;, — v,
para algum y € ¥'. Entao z;, — v(7 (y),y) € X.

O resultado abaixo mostra que a perturbagao de uma secao transversal de
L ao longo das curvas integrais ainda é uma secao transversal de L.

Lema 1.1.18 Se ¥ ¢ secao transversal global de L em Q2 e x € C™(X) é uma
fungao real tal que w_ (y) < x (y) < ws (y),Yy € 3, entdo a imagem da aplicag¢ao

f: 2 = Q
y — 7(xW®),y)

¢ uma se¢ao transversal global de L em ().

Demonstracao. Pela Observagao 1.1.16 podemos supor que L = %,Q =M e

que f(y) = (x(y),y),y € X. Logo cada curval integral de % intercepta f (%) em

exatamente um ponto e, além disso

Df, = [ VX[(y) } : (1.1.1)

sendo I matriz identidade (n — 1) x (n — 1). Entao f (X) é uma variedade mergul-
hada de M de dimensao n — 1. Resta provar que

0
Tf(y) (f (E)) S% a =R",Vy € 3. (1.1.2)

Como f tem posto n — 1, temos que Df, (T, (X)) é um subespago n — 1
dimensional de T, (f (X)), logo

Dy (Ty (%) = Ty (f (X)),

Entao, para demonstrar (1.1.2) é suficiente demonstrar que

0
Df, (T, (X)) ® T R",Vy € X.

Para verificar a igualdade acima, observe que de (1.1.1) resulta que Df, (v) #
(1,0,...,0),Yv € R*. n
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1.2 O espago C* (K) e seu dual

Se E é um espaco vetorial topoldogico e p é uma seminorma em F entao definimos
B,={z € E;p(x) <1}.
Seja I’ subconjunto do dual de E. O polar de F' é definido por
Fe={feE;u(f)=0,Yue F}.

Suponha que F seja um espaco localmente convexo e que S seja um conjunto
de seminormas continuas de E. Dizemos que S é uma base de seminormas
continuas de E quando, para cada seminorma continua ¢ de FE, existem p € s e
¢ > 0 tais que ¢ < ¢p. Por [T2, Proposicao 7.6], se S é base de seminormas continuas
de E entao

{cBy;p€esec>0}

¢ base local para a topologia de F.
Seja { K j};io seqiiéncia de compactos que esgota (2. Uma base de seminor-
mas continuas de C* (2) é dada por

¢ Y sup|0®¢l,¢ € C*(Q),j=0,1,2, ...

lal<j %9

Se K CC €, definimos C'*° (K') como o quociente de C* (£2) pelo subespago
das fungdes de C™ (2) que se anulam de ordem infinita em K. Por [T2, Poposicao
7.9], uma base de seminormas continuas de C* (K) ¢ dada por

p; (¢) = iﬁi > sup 0%¢], 6 € C*(K),j=0,1,2,.... (1.2.3)

laj<g =

Denotamos por & (K) o conjunto das distribuigoes definidas em 2 com
suporte contido em K. O préximo lema identifica o dual de C* (K) com & (K).

Lema 1.2.1 Dado um funcional linear w continuo em C*° (K), o funcional u de-
finido por

u(@)=w(d),0€C™(©) (1.24)
pertence a &' (K). Reciprocamente, para cada v € &' (K), a aplicagao w dada por

w(9) =u(9),é€C(K) (1.2.5)
estd bem definida e € um funcional linear continuo em C* (K).

Demonstragao. Seja w um funcional linear continuo em C* (K). Entao existem
j € Ne C >0 tais que

’w (gb)‘ < C'inf Z sup 10°¢|, ¢ € C°(K). (1.2.6)

€ <y 1
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De (1.2.4) e (1.2.6) temos

u(@)| <C ) suplo®g|, 6 € C=(Q)

laj<j =

de onde segue que u € & (). Se ¢ € C* (Q) e supp (¢) N K = ) entao é claro que
é=0e, daf, w (qﬁ) = 0. De (1.2.4) segue que u (¢) = 0 e portanto u € & (K).

Reciprocamente, dado u € &' (K) arbitrario, existem 7 € N e C' > 0 tais
que

u(@)] <C Y sup|07g|, ¢ € C*(Q), (1.2.7)

laj<j

Para provar que a aplicacao w dada por (1.2.5) estd bem definida, tomamos 1) € b
arbitrario. Entao, pela defini¢do de C*° (K), temos

0% (¢ —¢)(x) =0,]a| < jz e K.

De [H1, Teorema 2.3.3] segue que u (¢ — 1) = 0, provando assim que w estd bem
definida. De (1.2.7) segue uma estimativa como em (1.2.6), provando a continuidade
de w em C*™ (K). u

1.3 Resultados sobre resolubilidade de operado-
res diferenciais

Nesta secao transcrevemos os resultados e defini¢oes relacionados a resolubilidade de

operadores diferenciais que serao usados no decorrer do texto. O resultado abaixo é
devido a [GS, p. 175].

Teorema 1.3.1 Seja L um campo linear hiperbolico e ¢ € C uma constante. Entao
para cada f € C*(R™) flat na origem, Ju € C*(R") flat na origem tal que
(L+c)u=f em uma vizinhanga de zero.

Em [DH, p. 212] temos os seguintes resultados, que tratam da resolubilidade
de um campo real L em uma variedade diferenciavel M.

Teorema 1.3.2 Seja K CC M. As sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(a) L(C* (K)) = C (K).

(b) (L+a)(C™(K))=C>(K), para todo a € C* (K).

(c) 3o € C*(Q) tal que L*¢ >0 em K.

(d) Nenhuma orbita completa de L estd contida em K.

Teorema 1.3.3 As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) L(C* (M) = C= (M).

(b) (L +a) (C= (M) = C=(M),Ya € C (M)

(c) 3p € C (M) tal que L?¢ >0 em M e {y € M; ¢ (y) < c} é compacto, qualquer
que seja cC.
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(d)

(d.1) Nenhuma orbita completa de L é pré-compacta

e

(d.2) Q2 € convexo com respeito as trajetorias de L.
(e) Nao existe curva integral periodica e a relagio R = {(y1,y2) € M x M;y;
e Yo estao sobre a mesma curva integral de L} € fechada. Mais ainda, R é uma
subvariedade C* de M.
(f) Existe uma variedade My, uma vizinhanca aberta My de My x {0} em My x R
a qual € convexra na direcao R e um difeomorfismo h : M — M, que conjuga L e %
(sendo um ponto de My x R denotado por (y,t).)

Observagao 1.3.4 A wvariedade h™' (My x {0}) € uma secio transversal global de
L em M.

Como os conjuntos a—limite e w—limite de uma o6rbita sao invariantes pelo
fluxo temos a

Observacao 1.3.5 Se L ¢ um campo real entio (d.1) é equivalente a sequinte
condicao: nenhuma semi-orbita de L € pré-compacta.

O resultado que segue é devido a [Kd.

Teorema 1.3.6 Sejam E, F espacos de Fréchet, com F separdvel. Uma aplicacdo
linear continua A : E — F tem imagem fechada se, e somente se, vale a sequinte
propriedade: dada {z,} C *A(F") com z, — 0 existe {y,} C E' tal que y, — 0 e
tAy, = z,,Vn € N.

Um operador diferencial P de ordem m € N em um aberto 2 C R" é
uma aplicacao linear
u— Pu= Z o DU

laj<m

sendo D* = (=i)*1 9 ¢ a, € C*(Q), || < m. Salvo mencao contraria, considera-
mos um operador diferencial P como uma aplicagao linear

P:C™(Q) = C®(Q)

Dado um operador diferencial P de ordem m, defina os seguintes polinomios
em & :

P (2,6) = D aq ()€, 7€ Q£ ER"

|al=m

Pt (@ €)= Y aa (7)€" 0 € QEER™

|a|=m—1

Como em [H3, p. 83], defina o simbolo principal de P por
Oprine(P) (7,€) = pm (7,§)

18



a qual se transforma numa funcao invariantemente definida no fibrado cotangente.
O simbolo sub-principal de P é definido por

Usub<P) (l’,f) = Pm—1 (l’,f) -+ % Z@xjagjpl (I,f) , L € Q,f € Rn7
j=1

a qual é uma funcao definida no fibrado cotangente e invariante por mudancas de
coordenadas nos pontos em que p,, se anula de ordem dois.
n
Quando P = L+ ¢ é um operador de ordem um, sendo L = > a; (x) 0; um
j=1
campo de vetores e ¢ € C* (), temos que

n

Tprine(P) (2,€) =1 _a; (2)§ (1.3.8)

i=1

Tsup(P) (x,€) = c(x) — % traco DA (z), (1.3.9)

no qual A = (ay,as,...,a,). Nesse caso, se xy é um ponto singular do campo L,
entao todo ponto da forma (¢, £) é um zero de ordem dois de 0 jnc(P) 10go o4y (P)
é invariante em todo ponto da forma (zg,£) .

Se P é um operador diferencial entao denotamos por P o transposto formal
de P.

Definicao 1.3.7 Dizemos que ) é P—convexo para suportes quando, VK CC
Q,dK’' CC Q tal que

ue & (Q) e supp ("Pu) C K = supp (u) C K.

Definicao 1.3.8 Dizemos que () é P—convexo para suportes singulares quando
VK cc Q,3dK' ccC Q tal que

ue & (Q) e singsupp ("Pu) C K = singsupp (u) C K.
A nogao de P—convexidade foi introduzida em [Ma, p. 295]. Utilizando

uma funcgao de corte verifica-se o seguinte resultado:

Observacao 1.3.9 Seja K CC Q. Se Q\ K é P—convezo para suportes (resp.
suportes singulares) entdo ) é P—convexo para suportes (resp. suportes singulares).

O resultado abaixo sera chamado de Teorema de Harvey-Treves, pois foi
estabelecido por [T1, Teorema 19.1] e também pode ser encontrado em [Ha, Teorema
5.2]

Teorema 1.3.10 Um operador diferencial P : C* () — C™ (2) € sobrejetivo se,
e somente se, valem as sequintes condigoes:

(H.1) Q2 é P—convexo para suportes

e

(H.2) para cada s € R e K CC Q, existemr € R e B > 0 tais que

ue & (Q), "Pue H® e supp ("Pu) C K = ue H' e |jull, < B|'Pul,.

19



Definicao 1.3.11 Se P tem simbolo principal real € 0princ(P) (2°,£°) = 0 entdo as
equacoes de Hamilton

dx d

% = véjo-princ<P); d_i = _vzo-princ<P)-

Juntamente com a condigdo inicial (x (0),£(0)) = (2°,£°), definem uma curva em
Q x (R™ {0}) sobre a qual opinc(P) permanece igual a zero. FEla é chamada
de bicaracteristica de P e sua projecao em €) é chamada de curva bicarac-

teristica.
Como em [T1, Defini¢ao 20.2] temos a

Definicao 1.3.12 Dizemos que o operador diferencial P é:

(a) C*—localmente resolivel em xy € Q quando eziste uma vizinhanga U de
zo tal que Vf € C* () ,3u € C* (U) satisfazendo Pu = f em U.

(b) C>*—semiglobalmente resoluvel em ) quando, para todo conjunto aberto e
relativamente compacto ' C Q, e para toda f € C*(Q), existe u € C™ () tal que
Pu=fem Q.

(c) C*—globalmente resolivel em ) ou ainda resolivel em C* (), quando

P (0> (Q)) = C (Q).

O resultado que segue complementa a Secao 1.2. Ele apresenta condicoes
suficientes para que exista uma se¢ao transversal global de L em Q \ {zo} .

Lema 1.3.13 Se xy € Q ¢é ponto singular hiperbdlico do campo L e {xo} é um
atrator global, entao YR > 0 existe uma se¢do transversal global de L em Q\ {zo}
compacta e contida em Bg (xo) \ {zo} .

Demonstracao. A demonstracao sera dividida em etapas.
Etapa 1. Se = # ¢ entao xy ¢ o (z).
De fato, isso segue do Teorema 1.1.7 e do fato de que {zp} é um atrator
local.
Etapa 2. {z¢} é a tnica érbita pré-compacta de L.
De fato, como {zy} é um atrator global temos que I'} é pré-compacta,
Vx € ). Por isso demonstraremos que se x # z, entao I', nao é pré-compacta.
Suponha que I'; CC € para algum z # 9. Como I'; = I'; Ua/(z), da
Etapa 1 e da invariancia de « () segue que existe uma Orbita cujo w— limite é
diferente de {x¢}, contrariando a hipdtese de que {zy} é um atrator global.
Etapa 3. Existe um subconjunto aberto U de €2, com zq € U e U C Bg (29), tal
que U \ {zo} é convexo com respeito as trajetérias de L.
De fato, pelo Teorema 1.1.7 existe » > 0, um aberto U de €2, com zy € U
e U C Bg(xg), e um homeomorfismo h : U — B, (0) que conjuga L e DL (x).
Como {0} é um atrator local de DL (zy) , verifica-se que B, (0) \ {0} é convexo com
respeito as trajetorias de DL (xg). Dai segue a Etapa 3.
Etapa 4. Existe uma secdo transversal global ¥ de L em U \ {z¢}.
De fato, basta usar as etapas 2 e 3 e o Teorema 1.3.3.
Etapa 5. 2 é uma secao transversal global de L em Q\ {zo} e ¥ CC Q\ {zo}.
De fato, como {x¢} é um atrator global, da Etapa 4 segue que ¥ é uma se¢ao
transversal global de L em 2\ {z}. Da Observagao 1.1.17 segue ¥ CC Q\ {zo}. =
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1.4 Propagacao de singularidades e resultados afins

O principal objetivo desta secao é introduzir os resultados sobre propagacao de
singularidades que serao usados no decorrer do texto. Seja P um operador diferencial
de ordem m. Se u € ' (2) entdo definimos o conjunto frente de onda de u, o
qual denotamos por W F' (u), como em [H1, Defini¢ao 8.1.2]. Denotamos por T™* (2)
o fibrado cotangente de €2 e definimos

Char (P) = {(z,£) € T () \ 0; 0princ(P) (x, ) = 0} .
Em [H4, Teorema 26.1.1] temos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.1 Se 0pine(P) € real e v € 2'(Q) entdo WF (u) \ WF (Pu) C
Char(P) e € invariante pelas bicaracteristicas de P.

Como em [H3, Definigao 18.1.30] temos a

Defini¢ao 1.4.2 Dadau € ' () diz-se quew € H , em xy € Q seu = uy+ug, com
u € H () e up € C™ em uma vizinhanga de xo. Se (x¢,&) € T* () \ 0 dizemos
queu € Hp . em (x9,&) quando u = uy+ug, comuy € Hi () e (xo,&) & WF (u).

(Q2) se, e somente se, u € H} . em todo ponto

Nao ¢ dificil ver que u € H} e

loc

z € Q. Em [H3, Teorema 18.1.31] temos o seguinte resultado:
Teorema 1.4.3 Seu € 2'(Q) entdo

w € Hj, em (x9,&) = Pu€ H, ™ em (9,%) -

loc

Além disso podemos escolher P tal que Pu € H; ™ em (x9,&) € (z0,&0) ¢ Char(P).
Por outro lado

Pue H)™ em (x0,&) e (x9,&) ¢ Char(P) =

loc

u€ Hp em (x9,&) .

loc

Sew € H,, em (x0,&),Y € Ty, \ 0 entdao u € Hf,, em x.

Aqui Ty ¢ a fibra de T (£2) no ponto xp. A seguir transcrevemos [H4,
Teorema 26.1.4], que é um refinamento do Teorema 1.4.1.

Teorema 1.4.4 Sob as hipéteses do Teorema 1.4.1, seja I um intervalo de curva
bicaracteristica e suponha que Pu esteja em H; . em I. Se u € Hfotm_l em algum
ponto de I entdo o mesmo € verdade para todo ponto de I.

Do Teorema do Fluxo Tubular Longo (veja [MP, p. 102]) segue o resultado
abaixo.

Teorema 1.4.5 Seja L um campo real ndo-singular definido em Q2 e ¢ € C* (2).
Seue 7'(Q) e (L+c)u=0 entdo supp (u) € invariante pelas curvas integrais de

L.
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Capitulo 2

P—convexidade e o Teorema de
Harvey-Treves

Na primeira secao deste capitulo utilizamos resultados de propagacao de suportes e
de singularidades para dar uma caracterizacao da P—convexidade para suportes e
para suportes singulares, no caso em que P é um campo real. Como corolario, temos
que a P— convexidade para suportes e para suportes singulares sao equivalentes para
tais operadores.

Na segunda secao apresentamos uma versao do Teorema de Harvey-Treves
para operadores de ordem arbitraria e uma para campos reais. Para demonstrar tais
resultados, utilizamos uma versao para R™ de um resultado sobre regularidade de
solucao da equacao transposta 'Pu = f devido a Bergamasco-Cordaro-Petronilho
(veja [BCP, Proposigao 3.1]) para uma variedade compacta.

2.1 P-—convexidade para suportes singulares no
caso de campos reais

O principal objetivo desta secao é demonstrar a seguinte caracterizacao de P—conve-
xidade para suportes singulares, no caso em que P é um campo real:

Proposicao 2.1.1 Seja L um campo real definido em 2. As sequintes condicoes
sao equivalentes:
(a) Q) é L—convero para suportes singulares.
(b) .
(b.1) 3K CC Q tal que L | g ndo tem drbita pré-compacta.
e
(b.2) Q € convexo com respeito as trajetdrias de L.

A demonstragao da Proposicao 2.1.1 requer alguns resultados preliminares,
aqui denominados Lema 2.1.2 a Lema 2.1.4. Seja { K} seqiiéncia de compactos que
esgota 2, K CC Q e {p;} a base de seminormas continuas de C* (K) definida em
(1.2.3). Se L é um campo de vetores entdo, pela regra de Leibniz, Vj € N;3C > 0
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tal que
1
L (581)”1) C By, (2.1.1)

O préximo lema acrescenta uma nova condicao ao Teorema 1.3.2, equivalente as
demais.

Lema 2.1.2 Se L (C*> (K)) = C* (K) entdo 3¢ € C* (Q) tal que L*¢ >0 em K.

Demonstragao. Tome j € N tal que K C Kj; e seja ¢ € C*°(Q) satisfazendo
¢1 =1 em K. Por hipétese dp € C* (K) tal que

: .1
Ly — b1 € 1By, (2.1.2)
e ¢ € C (K) tal que
o 1

Lp— g2 € EBpj+1

(aqui C' > 0 é constante de (2.1.1)). De (2.1.1) resulta
. 1
L (L¢ - ¢2) € 1B, (2.1.3)

Como L2¢ — ¢y = L (L¢ _ @) + Ly — é1, de (2.1.2) e (2.1.3) obtemos

|
L*¢— ¢, € §Bpj. (2.1.4)
De (1.2.3) e (2.1.4) segue que

1
inf sup [0%Y| < —.
T/}ELQd)_(f;l ;7 j ’ ‘ 2

Entao Jy € L% — él para a qual temos

Z sup [0%yY] < z,

jaf<j %9
em particular
3
< -,
S}{l})liﬁl <7
Mas ¢ € L*¢ — ¢, implica que L2} — ¢; = b em K, logo, como K C K
temos 3
sup [L*¢ — ¢y < 1
K
Como ¢; =1 em K segue que L*¢ > 1 em K. m
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Lema 2.1.3 Se I' € uma orbita pré-compacta do campo real L entdo

(i) Ju € & (Q) tal que Lu = 0 e supp (u) = ['. Além disso singsupp (u) = I, caso
I' seja orbita periodica.

(i) Para cada orbita A satisfazendo A N OT # 0,3u € & (Q) tal que 'Lu = 0 e
supp (u) = singsupp (u) = A C T.

Demonstracao. A demonstracao do resultado sera dividida em etapas. Nas etapas
1 e 2 demonstramos (i) e nas etapas 3 e 4 demonstramos (ii).
Etapa 1. Se I' é uma O6rbita periédica entao Ju € & () tal que ‘Lu = 0 e
supp (u) = singsupp (u) =T

De fato, se I' ¢ um ponto entao basta tomar v como a distribuicao delta de
Dirac suportada neste ponto. Se I' é uma érbita periddica que nao se reduz a um
ponto entao defina

b
() = /gbo*y(s) ds, 6 € C®(Q) | (2.1.5)

sendo a,b € R tais que a # b,y (a) = v (b) e v a curva integral cuja imagem é T'. E
claro que supp (u) = I'. De [H1, Exemplo 8.2.5] resulta que

WF(u)={(z,§) e T*(Q);z€l',§#0e L(x,&) =0}.

Em particular singsupp (u) = T.
Etapa 2. Se I' ndo é érbita periddica entao Ju € &' () tal que *Lu = 0 e supp (u) =
I.

De fato, do Lema 2.1.2 e do Teorema 1.3.2 resulta que L (C’OO (f)) #
(O (f) . Pelo Teorema de Hahn-Banach, existe um funcional linear w definido em
Cc> (f) , continuo e nao-nulo, tal que w =0 em L (C°° (f)) . Pelo Lema 1.2.1 existe
0#ue & (T) tal que u=0em L(C*()), logo, "Lu = 0. Como L é nao-singular
em uma vizinhanca de I', do Teorema 1.4.5 resulta que supp (u) =T .

Etapa 3. Se A nao ¢é periddica entao vale (ii).

De fato, como I' é a unido de I' com seus conjuntos a—limite e w—limite,
que sdo invariantes pelo fluxo, de A N AL # ) segue que A C I'. De (i) segue que
Ju € & (Q) tal que *Lu = 0 e supp (u) = A. Resta demonstrar que singsupp (u) = A
e para isso, pelo Teorema 1.4.1, é suficiente demonstrar que

A Nsingsupp (u) # 0. (2.1.6)

Seja A : R— € curva integral cuja imagem é igual a A e ¢ € C* (Q) tal
que —'L = L + 1. Dado um intervalo aberto e limitado I C R, como A nao é
periddica, pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo 3¢ € C* (2) tal que Lo = ¢ em
uma vizinhanca de A (I).
Se A N singsupp (u) = () entdo u é continua em A. Como supp (u) = A e
A C T segue que
u=0em JI. (2.1.7)
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Além disso, como u é de classe C* em uma vizinhanga de A (I) segue que
((e?u) o )\)/ (s) =L (e®u) o A(s) = (e? (L) u+ e’Lu) o A(s),Vs € I.
Mas L¢ = 1 em uma vizinhanca de A (I) e ‘Lu = 0, logo
((e?u) o )\),(s) =0,Vs e I.

Isso demonstra que para cada intervalo aberto e limitado I C R,3¢ €
C*> () tal que e®u é constante sobre A (I). Dai e de supp (u) = A resulta

u# 0 em A.

Mas isso contradiz (2.1.7) pois A N AT # 0.
Etapa 4. Se A é uma 6rbita periddica entao vale (ii).
De fato, se A é uma singularidade entao o resultado segue da Etapa 1.
Caso contrario, considere a,b € R tais que a # b e A(a) = A (b). Neste caso tome
I =(a—¢€b+e), come >0, eademonstracio é andloga a da Etapa 3. [ |
Seja L um campo real nao-singular em (). Considere o operador P = L + ¢,
com ¢ € C*®(Q). Seja v : I —  curva integral de L e suponha que [a,b] C I é tal
que I' = v ([a, b]) é homeomorfo a [0,1]. Sob estas condigbes

Lema 2.1.4 Eriste u € & () tal que

supp (u) = singsupp (u) =T’

supp (tPu) = singsupp (tPu) ={v(c),v(d)}.
Demonstracao. Como em (2.1.5) defina

b

v(qs):/aaov(s)ds,qsecw(m,

a

Claramente supp (v) = singsupp (v) = I'. Além disso nao é dificil ver que
"Lu = dy0) = Or(a),

sendo 04(q), 0(p) as distribuicoes delta de Dirac suportadas em v (a) e v (b), respec-
tivamente. Como v (a) # 7 (b) temos que

supp (‘L) = {5 (a) .7 (8)} . (2.18)

Pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo 3¢ € C*(Q2) tal que Loy = ¢ em
uma vizinhanga de I'. Seja ¢ € C* (2) tal que — 'L = L+1). Defina u = e®v. Entao

tPu=—e? (Lo)v — e®’Lu + e? (c — ¢) v,
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logo,
"tPu=e?- "Lv+e?(c— Lo)v. (2.1.9)

Como ¢ = L¢ em uma vizinhanca de I' e supp (v) = I' temos que ‘Pu = e?- L.
Dai e de (2.1.8) segue o resultado. u

Demonstracao da Proposicao 2.1.1. Para cada K CC €2 defina
Ck ={I' =~v([a,b]);a,b € R, é curva integral e v (a),v(b) € K}.  (2.1.10)

Seja { K} seqiiéncia de compactos que esgota (2.
(a) = (b.1) Tomando K = () na definigdo de P—convexidade para suportes
singulares, segue que dK’ CC () tal que

uwe & (Q), "Lu= 0= singsupp (u) C K'. (2.1.11)

Negando (b.1) temos que existe uma 6rbita pré-compacta I' tal que I' C
Q\ K’. Pelo Lema 2.1.3 3u € &' (Q) tal que § # singsupp (u) C T e ‘Lu = 0,
contradizendo (2.1.11).

(a) = (b.2) A negacao de (b.2) implica que 3K CC e uma seqiiéncia de
curvas integrais v; : [a;, b;] — € tais que I'; :== v; ([a;,b;]) € Cx mas I'; ¢ K;,Vj €
N.

Tome 0 < § < 3d(K,09) e defina K5 = K + B; (0). Seja jo € N tal que
J = Jo = Ks C Kj,. Entao I'; ¢ uma 6rbita que nao se reduz a um ponto, quando
J = Jo-

Suponha j > jyo e que I'; seja uma érbita periédica. Como K + Bs (0) é
aberto, pela continuidade de 7 segue que existe ¢; € R de modo que 7v; ([a;, ¢;]) é
um intervalo nao-fechado de curva integral, 7; ([a;, ¢;]) Z K} e v; (a;),7; (¢;) € Ks.

Para cada j > jo defina I'; = T'j se I'; é um intervalo nao-fechado de curva
integral e I'; = v; ([aj, ¢;]) , em caso contrédrio. Pelo Lema 2.1.4, para cada j > jo
existe u; € & () tal que singsupp (‘Lu;) C K; e singsupp (u;) = I'; ¢ K. Portanto
(2 ndo é L—convexo para suportes singulares.

(b) = (a) Se Q nao é L—convexo para suportes singulares entao 3K CC 2
com a seguinte propriedade:

VK' cC Q,3v e &' () tal que singsupp (‘Lv) C K mas singsupp (v) ¢ K.
(2.1.12)
Seja 0 < € < id (f(,@Q) e Ko = KU (l?%—f(())) . De (b.2) segue que
JK; CC Q tal que
I'eCg, =T CK| (2.1.13)

De (2.1.12) resulta que existe vy € &' (Q2) tal que
singsupp (tLvo) CK (2.1.14)

e singsupp (vo) Z K.
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Tome z € singsupp (vg) \ K. Entdo uma das semi-érbitas I', ou I'} nao
intercepta K. De fato, se ambas interceptassem K, entao de (2.1.13) resultaria que
T € K('), o que é um absurdo. Suponha que

KonT} =0. (2.1.15)

Como K C Kj segue que K NT'F = (). De (2.1.14) resulta que ‘Lvy = 0 sobre I'".
Do Teorema 1.4.1 resulta que I'" C singsupp (vg) e portanto I'J CC Q.

Mas (b.1) implica que I'}” ndo é pré-compacta. De fato, para cada j € N
defina A; cC Q\ K por

A = {yeQ;d(y,aQ) > %}mmﬂ (Q\ (f<+Be(o))).

Mas L |Q\ 7 nao tem Orbita pré-compacta logo, da Observacao 1.3.5 segue que existe

uma seqiiéneia {y;} € Q tal que y; € T'F \ 4;,Vj € N. Como K + B, (0) C K,
de (2.1.15) segue que para cada j sé pode ocorrer d (y;,02) < % ou |y;| > j. Isso
implica que '} nao é pré-compacta. [

Com pequenas alteragoes na demonstragao da Proposicao 2.1.1 podemos
demonstrar que, quando L é um campo real, a L—convexidade para suportes é
equivalente a condigao (b) da Proposi¢ao 2.1.1. Dai segue a

Observagao 2.1.5 Se L é um campo real entao ) é L—convexo para suportes se,
e somente se, {) é L—convexo para suportes singulares.

As demonstracoes das implicacoes da observacao abaixo sao analogas ao
caso ¢ = 0.

Observagao 2.1.6 Considere um campo real L definido em Q,c € C*(Q) e P =
L + c. Seja (b) como na Proposi¢io 2.1.1 e
(a’) Q é P—convexo para suportes singulares.

Entao (b) = (a’) e (a’) = (b.2). Além disso, se c € C§° () entdo (a’) = (b.1).

Se L é um campo real nao-nulo com coeficientes constantes entao suas
érbitas sao retas, logo, vale (b.1) com K = (). Segue da Proposi¢ao 2.1.1 e da
Observagao 2.1.5 que

Observagao 2.1.7 Se L é um campo real nao-nulo com coeficientes constantes
entio (a) < (b.2).

Observe que se L é o campo nulo entao, para qualquer €2 C R", temos que
() é convexo com respeito as trajetérias de L mas ) nao é L—convexo para suportes
singulares.

Observagao 2.1.8 Se L é um campo real nao-singular e 0 C R? € simplesmente
conexo entio (a) < (b.2).

Basta observar que pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, vale (b.1) com

K =0.
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2.2 Uma versao do Teorema de Harvey-Treves
Um dos objetivos desta secao é demonstrar a seguinte versao do Teorema 1.3.10:

Teorema 2.2.1 Para que um operador diferencial P : C* () — C* () seja so-
brejetivo € necessdario e suficiente que as sequintes condigoes sejam satisfeitas:
(H.1) Q) é P—convexo para suportes.

(H.2.1) Para cada s € R e K CC (Q, existe r € R tal que

ue &' (Q), "Pue H® e supp ("Pu) CK = ue H"
(H.2.2) ue & (Q),"Pu=0=u=0.

Além disso demonstramos que no caso de campos reais o Teorema 2.2.1 se
reduz ao seguinte resultado:

Teorema 2.2.2 Um campo real L € resolivel em C™ () se, e somente se, valem
as condigoes (H.1) e (H.2.2).

A demonstracao dos dois resultados acima requer alguns preliminares, aqui
chamados de Lema 2.2.3 e Lema 2.2.4. A argumentacao que segue é uma adaptacao
daquela encontrada em [BCP, Proposigao 3.1].

Lema 2.2.3 Suponha que P : C* (Q) — C* () seja um operador diferencial que
satisfaz (H.1). Entio P satisfaz (H.2.1) se, e somente se, N(*P) tem dimensao
finita e P tem imagem fechada.

Demonstragao. Suponha que P satisfaz (H.2.1). Utilizaremos o Teorema 1.3.6
para provar que P (C* (£2)) é um subconjunto fechado de C* ().

Dada {u;} C & (2) tal que "Pu; — 0 em & (§2), temos que IK CC {2 tal
que supp (*Pu;) C K,Vj € N. Como C* (2) é um Espaco de Montel s € R tal que
'Pu; — 0 em H*. Dai segue que {u;} C E, sendo

E={ue & (Q);supp ("Pu) C K e'Puec H}.

Seja r € R dado por (H.2.1) para tais K e s. Provaremos agora que E é um Espagco
de Hilbert com a norma

1
U (HUH$4 + HtPuHi)2 :

De fato, como E C H", por (H.1) temos que IK' CC 2 para o qual
vale E C &' (K'). Além disso, dada uma seqiiéncia de Cauchy {v;} C E, existem
ve H ! ewe H tais que v; — v em H ™ e 'Pv; — w em H*. Logo

v; —vem %' (Q) e 'Pv; —»wem Z2'(Q).

Entao
Py =w e H®
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pois P é uma aplicagao continua em 2’ (Q) e
supp (v) C K',supp ("Pv) C K

sendo as inclusoes decorrentes de supp (v;) C K’ e supp (*Pv;) C K,Vj € N, respec-
tivamente. Portanto v € E. E claro que v; — v em K.
A inclusdo E C H" é continua pois dadas {v;} C E e {w;} C H" tais que
v; > vem Eew; — wem H", temos que v; — v em H" ! de onde segue v = w.
Pelo Teorema do Grafico Fechado a inclusao £ C H" é continua e portanto 3C" > 0
tal que
Jull, < C" (Jull,_, + ||"Pul|,) ,u e E. (2.2.16)

Seja M o niicleo de 'P em FE, que é um subespaco fechado. A desigualdade
acima implica em
Jull, < C||"Pul|, ,ue M, (2.2.17)

para algum C' > 0. Da fato, se (2.2.17) nao vale entao existe uma seqiiéncia {v;} C
M+ tal que
v, =1,Vj €N (2.2.18)

e 'Pv; — 0 em H*®. Pelo Lema de Rellich existem uma subseqiiéncia {v;, } de {v;} e
v e H™ ! tais que v;, — v em H"'. Entdo v;, — v em 2’ (Q) e pela continuidade
de 'P segue que ‘Pv = 0.

Como E C &' (K') e vj, — v em Z'(Q2) segue que supp (v) C K’ e entdo
v € E. Logo vj, — v em E e como {v;, } C M* temos ainda que v € M*. Mas
v € M pois 'Pv = 0, logo, v = 0.

Porém ||v;||,_, — 0 logo, de (2.2.16) segue que |lv;||, — 0 contradizendo
(2.2.18). Isso prova (2.2.17).

Estamos agora em condig¢oes de concluir a prova de que P tem imagem
fechada. Escrevendo u; = w; +v; com w; € M e v; € M+ temos que

"Pu; = "Pu; e supp (v;) C K',Vj € N. (2.2.19)

De fato, a igualdade é imediata de (2.2.19) e a inclusao segue da P—convexi-
dade. De (2.2.17) e (2.2.19) resulta v; — 0 em &” (€2). Pelo teorema 1.3.6 a imagem
de P ¢ fechada.

Escolhendo K = ) e s € R qualquer em (H.2.1), temos que N(*P) C H"
para algum r € R. Seja E, o espago vetorial N(*P) com a topologia induzida por
H". De modo andalogo definimos o espaco E,_;.

Utilizando (H.1) é possivel mostrar que E, e E,_; sao subespagos fechados
de H" e H™!, respectivamente (basta argumentar analogamente a prova de que F
é um Espaco de Hilbert).

E claro que a aplicacao identidade i : E, — E,_; é continua e compacta. De
modo analogo a prova de que a inclusao &2 C H" é continua obtemos a continuidade
de i~!. Entdo a bola unitdria de E, é compacta e portanto N(*P) tem dimensao
finita.

Reciprocamente, suponha que N(*P) tem dimensdo finita e que P tem
imagem fechada. Dados s € R e K CC Q arbitrérios, seja u € & () tal que
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supp ("Pu) C K e'Pu € H*. Provaremos que u € H", para algum r que s6 depende
de s e K.
Seja | = dim (N (*P)) e {u1,ua, ..., u;} uma base do espago N (*P). Como

P(C=(Q)) = (N (‘P))°,
segue da hipotese de P ter imagem fechada a seguinte igualdade:

l

P(C™ () = [N (u).

j=1

Como {uy,us,...,u;} ¢é linearmente independente, de [Ru, Lema 3.9] resulta que
existem 6y, 0, ...,0, € C™ (Q) tais que

uj(0;)) =0sei#jeu; () =1147=12.1L (2.2.20)

Considere o operador F': O () x C! — C> () definido por

F(gb,a):Pgb—i—Zaj@j,

sendo a = (aq, ag, ..., ap) . Mostraremos que F' é uma aplicagao sobrejetora.
De fato. Observe que

"Fu= ("Pu,u(6r),u(6:),...u(8)),Yue & (Q),

logo, *F' é uma aplicacao injetiva e portanto F' tem imagem densa.
Para mostrar que F tem imagem fechada, tome uma seqtiéncia

{(¢",af, b, ...,af)}zozl C O™ (Q)xC!

tal que l

lim (Pgbk + Za§9j> =1, em C™ ().

j=1

Aplicando uy, ua, ..., u; sucessivamente ao limite acima, de (2.2.20) resulta khj& 0459 —
u; (¢) e entao

Jim PoF = — iuj () 0;, em C™ (). (2.2.21)

j=1
Como P tem imagem fechada, 3¢ € C* () tal que
lim P¢F = Pg, em C™ (Q). (2.2.22)

k—oo

I

De (2.2.21) e (2.2.22) segue que ¢ = P+ > u; (¢)0; e portanto F' tem imagem
j=1

fechada.
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Seja { Ky} seqiiéncia de compactos que esgota Q2 e {gy} C C° () uma
seqiiéncia tal que cada gy = 1 em uma vizinhanga de Ky. Dada u € &’ (Q) tal que
‘Pue H*.

Provaremos a seguir que, dado N € N, existem N’ € Ne C' > 0 com a
seguinte propriedade: Vf € C* (Q),3 (4, ) € C= () x C! tal que

l l
Po+> a0 = fe llavolly + > gl < Cllgnflly - (2.2.23)
Jj=1 j=1

Aqui [|-]| y denota a norma em H”. De fato, dada f € C* (Q) arbitréria,
seja (¢, a) € C* (Q) x C' tal que F ((¢,a)) = f.

Como F é sobrejetora e uma base de seminormas continuas de C* (Q) x C!
é dada por {gn}x_, , sendo

an (¥, B) = pn () + Z 18], (¥, B) € C= () x C!

e py (¥) = |lgn¥||y » pelo teorema da aplicagao aberta temos que F ((¢, o) + By, )
¢ um subconjunto aberto de C* (2), logo existem N’ € N e C' > 0 tais que

f+CByy, CE((¢,a) + Byy) -

Como F' (¢, a) = f, a inclus@o acima equivale a gy < Cpys o F. Dai segue (2.2.23).

Seja K’ CcC 2 dado por (H.1). Tome N, € N suficientemente grande de
modo que —Ny < s e gy, = 1 em uma vizinhanga de K’. Tome N’ e C' > 0 dado
por (2.2.23) associado a Ny. Entao Vf € C*> (Q2),3 (¢, o) tal que

mmr:uww+§%@

SWMM+éMMMMI
gaowmw+§m0

no qual C7 = max{1,|u(0y)|,|u(f)],....|u(6;)]}. Como supp (*Pu) C supp (u) C
K' temos que "Pu (¢) = "Pu(gn¢) e entao

lu ()l < C (\tpu (gn0)| +Z|%‘|> :

Mas ‘Pu € HN = (H™)" entdao 3C; > 0 tal que ['Pu(¢)] < O [ PYR AT S
Cs° (2). Dai e de (2.2.23)

u (N < CMlgn fllye, V€ CF ().

Tomando f € C§° (Q2) resulta que u define um funcional linear em Cg° (2)
que é continuo na topologia de HY'. Portanto u € HN', n
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Lema 2.2.4 Seja L um campo real definido em €.
(i) L satisfaz (H.2.2) se, e somente se, L ndao tem drbita pré-compacta.

Demonstragao.

(i) Suponha que I' seja 6rbita pré-compacta de L. Pelo Lema 2.1.3 existe 0 # u €
&' (Q) tal que ‘Lu = 0, contradizendo (H.2.2). A reciproca segue do Teorema 1.4.5.
(ii) De (i) resulta que L nao tem 6rbita pré-compacta logo, do Teorema 1.4.4 segue
(H.2.1). n
Demonstracao do Teorema 2.2.1. A condicao necessaria é imediata do Teorema
1.3.10. Suponha (H.1), (H.2.1) e (H.2.2). Do Lema 2.2.3 resulta que P tem
imagem fechada; como (H.2.2) equivale a P (C> (Q2)) = C* (Q2), segue a condi¢do
suficiente. n
Demonstracao do Teorema 2.2.2. Resulta do Teorema 2.2.1 e Lema 2.2.4-(ii).m
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Capitulo 3

Exemplos e contra-exemplos

Este capitulo contém exemplos que ilustram os resultados do capitulo anterior. Na
primeira secao mostramos que a P—convexidade nao implica em resolubilidade semi-
global no caso em que P é um campo real nao-singular.

Na segunda secao apresentamos um exemplo que mostra que a Proposigao
2.1.1 nao se estende para operadores do tipo P = L + ¢ quando ¢ nao tem suporte
compacto.

O exemplo apresentado na terceira secao mostra que em dimensao > 3, a
convexidade com respeito as trajetorias nao implica na P—convexidade para su-
portes singulares, mesmo no caso em que P é um campo real nao-singular definido
em um aberto simplesmente conexo.

Na quarta se¢ao mostramos a independéncia entre as condigoes do Teorema
2.2.1.

3.1 P-—convexidade para suportes singulares e re-
solubilidade semiglobal

O operador de Lewy é um campo complexo que mostra que a P—convexidade para
suportes singulares nao implica em resolubilidade local (veja [T1, Proposigao 21.4]).
Nesse sentido, exibimos uma familia de campos reais nao-singulares que nao sao
(> —semiglobalmente resoltiveis, mas para os quais vale a P—convexidade para
suportes singulares.

Lema 3.1.1 Seja
L = (—z3+4 x1f1) 01 + foOs + (21 + x3f5) O3
um campo real definido em R?® que possui as sequintes propriedades:
fi'({0}) =S ={z e R%uai +af =1 eaj =0},
fi=fz=0emS edK, CCR? tal que fi, f3 >0 em R®\ K;.

Entao R3 é L—convexo para suportes singulares.
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Demonstracao. A demonstragao segue das etapas 1 e 2 abaixo e do Teorema 2.1.1.
Etapa 1. S é a unica érbita pré-compacta de L.

De fato, como R?\ S é conexo podemos supor que f, > 0 em R3\S. Seja ' =
v (R) érbita pré-compacta de L distinta de S. Utilizando o fato de que 74 = fo0y néo
é dificil ver que 74 é uma funcao real limitada e entao «5 é uniformemente continua
em R. Daif segue que Ve > 0,30 > 0 tal que |y (t) —v5(s)] < §, se [t —s| < 4.
Fixado 0 < h < ¢, do Teorema do Valor Médio segue que Vi € R, 36 € (0, 1) tal que

e @ < | (t) = (t+0n)| + ‘M

Y2 (t+h)—2(t)
e E

€
< §+

Seja ¢ = sup 2. Como 7, é uma fungao crescente 4M > 0 tal que ¢ — % <
Y2 (t) < ¢, set > M. Entao |y (t + k) — 72 (t)] < % e portanto

€

=e€ set> M,
2~ Ot =

€
)] < & +
ou seja, tlir+n 7% (t) = 0. Analogamente provamos que tlim 7% (t) = 0 de onde segue

lim ~ () = 0. (3.1.1)

t—+o0

Dados z € a(I') e y € w(I') arbitrérios, existem seqiiéncias t; — —oo e
s; — oo tais que v (t;) — z e y(s;) — y. Daf e de (3.1.1) resulta que f,(z) =
f2 (y) = 0 e portanto z,y € S. Isso contradiz o fato de que 2 é uma funcao crescente
e a demonstracao da Etapa 1 esta concluida.
Etapa 2. R? é convexo com respeito as trajetérias de L.

De fato, demonstraremos que dado K CC R?, todo intervalo de trajetéria
com extremidades em K esta contido em

K’:{;peRg;x%er%SRQ}ﬂ{x€R3;|$2| SR}v

se R>0étal que KUK; C K'.
Seja 7 curva integral de L tal que 7 (a),v (b) € K. Como fy # 0 em R3\ S
nao é dificil ver que

2 (@) |72 (B)] < R = |72 ()] < R, Vt € [a,b]. (3.1.2)
Seja 7 (t) = |(m (£) ;73 (£))]” . De
r(t) =2 ) fi(y () + 75 (0 s (1 (1))
segue que 1’ (t) > 0,V € [a,b] logo r é nao-decrescente em [a, b] e daf
r(a),r(b) < R*=1r(t) < RVt € la,b]. (3.1.3)

De (3.1.2) e (3.1.3) segue que 7 (t) € K',Vt € [a,]. u

34



3.2 P—convexidade para suportes singulares no
caso de operadores de ordem um com simbolo
principal real

Seja L um campo real e ¢ € C* (€2). Da Observacao 2.1.6 segue que a Proposic¢ao
2.1.1 se estende para operadores da forma P = L+c, quando ¢ tem suporte compacto.
O préximo exemplo mostra que tal extensao nao é valida quando ¢ nao tem suporte
compacto.

Lema 3.2.1 Seja
L= —1‘281 + $182,$ € RQ, (324)

¢ uma constante complexa e P = L + c. Entdo R?> é P—convezo para suportes
singulares se, e somente se, ¢ & iZ.

Demonstragao. Suponha que ¢ ¢ iZ. Pela Observacao 1.3.9 é suficiente demonstrar
que R?\ {0} é P—convexo para suportes singulares.

Para isso, considere I = (0,400). A aplicagdo que associa cada (t,z) €
S' x I ao ponto tz € R?\ {0}, conjuga os campos 2 |gi1,s e Llg2\{0y - Logo, R*\ {0}
é P—convexo para suportes singulares se, e somente se, S* x I é %—CODVGXO para
suportes §ingulares.

E possivel verificar que ‘P = —2 + ¢, logo
TPuy = (c — ik) g, k € Zyu € & (S x I). (3.2.5)

Aqui U, denota o k—ésimo coeficiente de Fourier na varidvel ¢t de v € & (S x I).
Além disso verifica-se que

singsupp (u) C S' x [a,b] < singsupp (ux) C [a,b],

(3.2.6)
keZue & (S'x1),la, b CI.
Como ¢ ¢ iZ de (3.2.5) segue que
singsupp (@O = singsupp (uy) , k € Z. (3.2.7)

Dado K cC S' x I, seja [a,b] C I um intervalo limitado tal que K C
Stx [a,b] e defina K" = S x [a,b] . Dadau € & (S x I) tal que singsupp (‘Pu) C K,
de (3.2.5), (3.2.6) e (3.2.7) segue que singsupp (u) C K.
Reciprocamente, suponha que ¢ € iZ. Demonstraremos que
Ve e I,3u e & (S' x I) tal que "Pu=0 e singsupp (u) = 5" x {z}. (3.2.8)
Para cada k € Z defina
~ { 0z, se k = c/i,

Uk = 0, em caso contrario.
Entao () y
. ~ x}, se k=c/t,
singsupp (k) = { (), em caso contrario. (3.2.9)
Como ¢ € iZ, de (3.2.5), (3.2.6) e (3.2.9) segue (3.2.8). u
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3.3 P—convexidade para suportes singulares e con-
vexidade com respeito as trajetodrias

Suponha que L seja um campo real nao-singular. Da Observacao 2.1.8 segue que
se 2 C R? é simplesmente conexo entdo a L—convexidade para suportes singulares
¢ equivalente a convexidade com respeito as trajetérias. Se 0 C R? nao é sim-
plesmente conexo entao a convexidade com respeito as trajetorias nao implica em
L—convexidade para suportes singulares. Tome por exemplo o campo definido em
(3.2.4) e © = R?\ {0} . Demostramos a seguir que em dimensao > 3, mesmo em
dominios simplesmente conexos, convexidade com respeito as trajetérias nao implica
em L—convexidade para suportes singulares.

Proposicao 3.3.1 Existe um campo real nao-singular L tal que R? € convexo com
respeito as trajetorias L, no entanto, R® nao é L— convexo para suportes singulares.

A demonstracao da Proposicao 3.3.1 segue das etapas (S.1), (S.2) e (S.3)
descritas abaixo:

(S.1) Construgao de uma ‘folheagao singular’ {Tr} . <, de R? na qual as folhas
Tr sdo toros bidimensionais se 0 < R < 1, o eixo y se R = 0 e a circunferéncia
{(z,y,2) e R} 22+ 22 =1,y=0} se R=1.
(S.2) Construgao de um campo L em R? tal que:
(S.2.1) L é nao-singular e cada Ty é invariante pelas érbitas de L,
(S.2.2) em cada Tg, o minimal invariante Sk é uma circunferéncia,
(S.2.3) R? é convexo com respeito as trajetdrias de L

(S.2.4) o raio Sk tende a +oo quando R — 0.
(S.3) construgao de uma familia {ur},_p., de solugdes da equagao homogénea
‘Lug = 0, tal que singsupp (ug) = Sg,VR € (0,1).

Em [Se], H. Seifert propos a seguinte questao, a qual é conhecida como
Conjectura de Seifert: todo campo de vetores suave na esfera S® tem uma érbita
periddica. Esta conjectura foi demonstrada ser falsa para campos de classe C! por
P. Schweitzer, veja [Sc|, e mais tarde, para campos de classe C* por K. Kuperberg,
veja [Ku]. Um exemplo no qual esta conjectura é verdadeira foi nosso ponto de
partida para encontrar o campo de vetores da Proposicao 3.3.1.

Na Subsecio 3.3.1 é realizada a etapa (S.1) e um campo auxiliar L é definido
em um subconjunto préprio de R?. Tal campo é usado na etapa (S.2). Na Subsegao
3.3.2 estendemos L para R? e (S.3) ¢ entdo realizada para esta extensao.

Agradecemos ao Prof. Dr. Carlos Gutierrez do ICMC-USP pela sugestao na escolha
da folheacdo singular usada aqui.
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3.3.1 A folheacao singular e o campo auxiliar

Usamos o termo folheagao singular pois nesse caso as folhas nao tém todas a mesma
dimensao. Para 0 < R < 1, a familia de toros da folheacao singular é invariante
por rotacoes em torno do eixo y. Portanto, comegamos nossa construcao escolhendo
uma familia de circunferéncias no plano z = 0 com raio tendendo ao infinito e
centros contidos no eixo x. Além disso, a circunferéncia se degenera no ponto (1,0, 0)
quando R = 0 e no eixo y quando R = 1. Mais precisamente, para cada 0 < R < 1
escolhemos a circunferéncia de centro (%, 0, O) e raio @ no plano z = 0. Fazendo
arotacao de tais circunferéncias em torno do eixo y temos a folheacao da etapa (S.1).

Seja S = {(x,y,2) € R%y=0,22 4+ 22 > 1} e R = R\ S. Parametrizamos
R pelo cilindro sélido

C={(z,y,2) eR}2* + 2> < 1,|y| <7}

sob a transformacao

1
F(z,y, z)= <$,\/1—x2—zzsin ,z), x,y,2) € C.
(@y,2) 1++V1—22—22cosy Y (z.9,2)

Claramente F' é um C*°—difeomorfismo tal que F'(C') = R e sua inversa é dada por

2x 2z
! = h
(r,y,2) (x2+y2+z2+1’ (x,y72)7$2+y2_{_22+1>a

sendo )
2
arctan <_W3—Z2—1> , Se $2 + y2 + 22 < 1,
2.,.,2,.2
h(x,y,z) =< arccot (—Hyz—;’“’l) ,sey >0,
2,.2,.2
arccot (—Hyz—;rzl> —m,sey <0.

\
Em C consideramos a folheagao singular cujas folhas bidimensionais sao
dadas por Cr = {(z,y,2) e R*2* + 22 = R, |yl <7} se 0 < R < 1 e a folha unidi-
mensional é Cy = {(0,y,0) € R3; |y| < 7}. Em R também definimos uma folheagao
singular: para cada 0 < R < 1 considere as folhas dadas por Ty, = Tx \ Sg, sendo

14++v1—R?
Sk = {—i_TR (cost,0,sint);t € [O,Q’/T]}.

Para R = 0 tomamos 7] como o eixo y. Portanto o difeomorfismo F transforma
cada folha Cg na folha T}, para todo R.
Em C' consideramos o campo

LC - —281 + f(xayv Z) a2 ‘|’l'837

aqui f (z,y,2) = g(7®> —y?)g(z® + 22— 1), sendo g (t) = exp(—t'),set > 0 e
g(t) =0, set <0. Este campo de vetores tem as seguintes propriedades:
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(S.2.1°) L¢ é nao-singular e cada folha Cg, com 0 < R < 1, é invariante pelas
orbitas de L¢,

(S.2.2%) L¢ nao tem drbitas periddicas

e

(S.2.3%) C é convexo com respeito as trajetérias de Le.

O campo em R conjugado a Lo por F' é

1
L= (—z+zygig:) O + 3 (v> — (2% 4+ 2* = 1)) 919205 + (x + y2g192) 05,

sendo g1, g2 : R — R definidas por

4 (2 + 2%) >2> .

2 2
x,y,2) =g (" —h"(z,y,2)),92 (z,y,2) = 1-—

Como cada Cr ¢ invariante pelas orbitas de Lo e F preserva as folhas, as
propriedades (S.2.1%)-(S.2.3) s@o transportadas para L como:

(S.2.17) I:/ é nao-singular e cada folha T} é invariante pelas érbitas de L,
(S.2.2”) L nao tem Orbitas periédicas

e

(S.2.3”) R é convexo com respeito as trajetérias de L.

Isso conclui a construcao do campo auxiliar L.

3.3.2 As etapas (S.2) e (S.3)

Primeiro demonstramos que o campo L tem uma tnica extensao suave, que chama-
mos de L, para R?. Daf segue que L tem as propriedades de (S.2). A fim de estender
L para R? suavemente, pela sua expressio vemos que é suficiente estendermos o
produto g; g, para R? suavemente. Observe que g; é limitada e que g (z,y,2) — 0
quando (x,y, z) tende a qualquer ponto de S\ 7;. Entretanto qualquer extensao de
g1 para R3 nao pode ser continua nos pontos de T}. Escolhemos a extensao G, de
g1 para R? definindo G; =0 em S.
A identidade

- 4 (2% + 22) :(932+z2—1)2+y2(2($2+z2)+y2+2)
(22 + 42 + 22 4+ 1) (22 4+ y2 + 22 4 1)
implica ) ,
- e+ 2) 5 =06 (v,y,2) € Th.
(2 4+y2+22+41)
Logo

4 (2% + 2%) )
(x2+y2+22+1)2 ’

é a extensao continua de g, para R3. Mesmo sabendo que G nao é continua em 77,
das propriedades de g segue que G - G4 é suave, como mostra o

G2($7y7z):g<1_
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Lema 3.3.2 Gl . G2 e (> (Rg) .

Demonstragao. Como mencionado acima, Gy € C° (R?\ T}). Observe que 0yg; é
da forma

p1 ( ! ) qihg (7% — h?), (3.3.10)

w2 — h2

sendo p; um polinomio e ¢; € C* (R?), logo para cada (27,0, 2') € S\ T} temos
Oog1(z,y,2) — 0se (z,y,2) — (2/,0,2'). (3.3.11)
De [H1, Corolario 1.1.2] segue que 0,G; (2,0, 2') existe e
Gy =0em S\ T;. (3.3.12)

A fim de demonstrar que G; € C'(R3\ T}), é suficiente observar que para
cada (2/,0,2") € S\ T, de (3.3.11) e (3.3.12) segue que Gy (x,y, z) é pequeno se
(x,y,2z) € RUS estd suficientemente préximo de (z',0, 2’).

De argumentos como os apresentados acima segue:

(i) a existéncia e continuidade de 901Gy e 95G7 em S\ T;. Também que G; €
C> (R*\ T}), uma vez que as derivadas de ordem superior de G; sao somas cujas
parcelas sao do tipo (3.3.10);

(ii) G5 € C* (R3), pois suas derivadas sao somas cujas parcelas sao do tipo

P2 (%) @29 (t)

em R3\ 77, sendo t = 1 — 4 (2 + 22) / (2% + 42 + 2% + 1)°, p» um polindmio e ¢, €

C= (R%);

(iii) G; - Gy € C™ (R?), de (i) e (ii). u
O Lema 3.3.2 implica que, para termos uma extensao L de L em R3, basta

definirmos L = —z0; + x0; em S. Desta expressao e de (S.2.17)-(S.2.3”) segue

(S.2). Note que (S.3) segue do Lema 2.1.3-(i).

3.4 A independéncia entre as condicoes do Teo-
rema 2.2.1

Da Proposicao 2.1.1 resulta que R? \ {0} nao é 9, —convexo para suportes. Além
disso, do Teorema 1.4.5 segue que

ue & (R*\{0}),00=0=u=0.

Além disso, tomando um campo real em R? com uma tnica dérbita periédica, temos
um exemplo de operador que satisfaz (H.1) mas nao satisfaz (H.2.2).
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3.4.1 Independéncia entre (H.1) e (H.2.1)

Nesta subsecao demonstramos que, mesmo no caso de campos reais nao singulares,
as condicoes (H.1) e (H.2.1) sao independentes.

Lema 3.4.1 A condi¢io (H.2.1) € satisfeita se L = 9; e Q = R*\ {0}, no entanto,
Q nao € L—convexo para suportes.

Demonstracao. Da Proposicao 2.1.1 e da Observacao 2.1.5 segue que €2 nao é
L—convexo para suportes. Utilizando [H6, Teorema 8.7.1] é possivel demonstrar a
validade de (H.2.1) para este caso. n

Proposicao 3.4.2 Suponha que no Lema 3.1.1 as funcoes f1, fo e f3 sejam flat em
S. Entao R? é L—convezo para suportes e além disso, existem s € R e uma seqiiéncia
{u;} € & (R?) tais que

"Luj=0eu; ¢ H7,Vj € N.
Em particular L nao tem a propriedade (H.2.1).

Um exemplo de fungoes fi, f2, f3 como no Teorema 3.4.2 é
2
fil@)=fo@) = fs@) =g (3 + 23— 1)"+23) 0 € R
sendo g (t) =exp(—t ) set>0eg(t)=0set <O0.
A demonstracao da Proposicao 3.4.2 requer alguns resultados preliminares,

aqui denominados Lema 3.4.3 e Lema 3.4.4. No lema abaixo [X,Y] = XY —Y X ¢
o comutador dos campos X e Y.

Lema 3.4.3 Seja W o campo definido em R3 por
W = Ll'lal + bag + %383,

no qual b € R é uma constante. Sob as hipdteses da Proposicao 3.4.2 temos que

[L,W/] =0 em S,Vj € N.
Demonstracao. Escreva L = Ly + L sendo Lo = —x30; + 103 e
Ly = 21 f101 + f205 + 23 f30s. (3.4.13)
Inicialmente mostraremos por indugao que
[Lo,W’] =0 em R* Vj € N. (3.4.14)
E facil ver que [Lo, W] = 0 em R3 e, supondo [Lo, W7] = 0 em R? temos
W/t Ly = W7 (WLo) = W (LeW) = (W/Lo) W = (LW’) W em R®
e isso prova (3.4.14).

40



Como f; = fo = f3 =0em S, de (3.4.13) é imediato que
LW’/ =0em S,Vj € N. (3.4.15)
Por outro lado, da regra de Leibniz segue que
WiL, = zjj e WER W (100) +
e Wk fy - WI=R0y + W f - W (2305)] V) € N,
e como f; é flat em S,j = 1,2, 3, isso implica que
WiL, =0em S,Vj € N. (3.4.16)
De (3.4.14), (3.4.15) e (3.4.16) segue o resultado. n

Lema 3.4.4 Seja u € & (R?) definida por

u(¢>=/¢,¢>ecw (R

e W o campo dado pelo Lema 3.4.3. Considere a seqiéncia {uj};il c & (R?)
definida por u; = ‘Wiu,j € N. Entdo ‘Lu; = 0,Vj € N.

Demonstragao. Como na Etapa 1 da demonstracao do Lema 2.1.3 temos ‘Lu = 0
e supp (u) =S e

WF(u)={(z,§) e T"(Q);z € S,§#£0e L(x,§) =0}. (3.4.17)

Logo singsupp (u) = S.
Dados ¢ € C* (R?) e j € N, do Lema 3.4.3 e de supp (u) = S resulta

(*Luj, ¢) = (u, W/ L) = (u, LW’ ).
De "Lu = 0 segue que "Lu; = 0. [

Demonstracao da Proposicao 3.4.2. Seja W o campo definido no Lema 3.4.3.
Mostramos a seguir que, com uma escolha conveniente da constante b, a seqiiéncia
{u;} considerada no Lema 3.4.4 satisfaz a conclusao da Proposicao 3.4.2.

Dado j € N, de singsupp (u) # 0 resulta que 3s € R tal que u ¢ H®. Do
Teorema 1.4.3 segue que u ¢ Hj . em algum ponto (z,£) € T (€2) \ 0. Observe que
(x,&) € WF (u) pois caso contrario, escrevendo u = 0+ u terfamos uma contradigao
com a Defini¢ao 1.4.2. Escolha b na definicao de W satisfazendo

(z,€) € WF (u) \ Char (W) = WF (u) \ Char (W/).

Pelo Teorema 1.4.3 segue que u; ¢ H, 7 em (z,€) e portanto u; ¢ H* 7.
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Para justificar a escolha da constante b observamos que (3.4.17) implica em

{neR%(x,n) € WF (u)} =\ {0},

sendo 7 o plano que passa pela origem e tem vetor normal (—z3,0,z). Por outro
lado
{n € R* (z,n) € Char (W)} = o\ {0},

sendo a o plano que passa pela origem e tem vetor normal (xi,b,z3). Fazendo
uma rotagdo em torno no eixo 7, podemos supor que m é o plano 73 = 0 e a o
plano normal a (1,b,0) que passa pela origem. De (z,§) € WF (u) resulta que
€ = (&,8,&) € m\ {0} e daf & = 0. Escolhendo entao b = 0 caso & # 0 e
b # 0 caso & = 0 temos que £ ¢ « e portanto (z,£) ¢ Char (W) . Isso conclui a
demonstracao da Proposicao 3.4.2 ]

3.4.2 Independéncia entre (H.2.1) e (H.2.2)

Nesta subse¢ao demonstramos a independéncia das condigoes (H.2.1) e (H.2.2)
com os seguintes resultados:

Proposigao 3.4.5 Seja Q = R?\ {0}. Erxiste um campo real nao-singular em Q tal
que vale (H.1) e (H.2.1) mas nao vale (H.2.2).

Proposigao 3.4.6 Seja Q = R?\ {0}. Erxiste um campo real nao-singular em Q e
uma constante real ¢ # 0 tal que P = L + ¢ satisfaz (H.1) e (H.2.2) mas nao
satisfaz (H.2.1).

Observe que, para que as conclusoes das proposicoes 3.4.5 e 3.4.6 sejam
vélidas, nao se pode considerar um conjunto aberto 2 C R? que seja simplesmente
conexo. De fato, se L é um campo real nao-singular definido em um aberto sim-
plesmente conexo de R? entdao, pelo Teorema de Poincaré-Bendixson, L nio tem
érbitas pré-compactas e portanto valem as condigoes (H.2.1) e (H.2.2). Observe
ainda que, pelo Lema 2.2.4, para que a conclusao da Proposicao 3.4.6 seja valida é
necessario que ¢ # 0.

Seja f € C* (R) uma fungao real satisfazendo f~! ({0}) = {0} e L o campo
definido em R? \ {0} por

L= (:1:2 + a1 f (1 — 3 — x%)) o1 + (—xl + o f (1 — 3 — x%)) Os. (3.4.18)

Para cada constante real ¢ defina P = L + c.

Observe que S! ¢ a tnica 6rbita pré-compacta de L. Como no Lema 3.1.1
demonstra-se (H.1) para L e P. Pelo Lema 2.2.3, a Proposicao 3.4.5 é conseqiiéncia
do seguinte resultado:

Se a origem € um zero de ordem finita de f entao L tem imagem fechada e N (‘L)
tem dimensado finita.
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Observe que L é um operador em C* (R*\ {0}),logo N ("L) C " (R*\ {0}).
Seja I = (0,+00). E possivel demostrar que L é C*°—conjugado ao campo

~ 0 0 1
L—a—f—a(x)%,(t,x)es x I, (3.4.19)

no qual a € C* (I) é definida por a(z) = zf (1 —2?). Entao a~' ({0}) = {1} e
x =1 é um zero de ordem m de a se, e somente se, a origem é um zero de ordem m
de f. Portanto a Proposicao 3.4.5 é conseqiiéncia do seguinte resultado:

Proposicao 3.4.7 Se x = 1 ¢ um zero de ordem finita m > 1 de a entdo L tem

imagem fechada e N (i) tem dimensao finita.

Observe que L é um operador em C* (S x 1), logo N (tZ) C & (St xI).
A demonstragao da Proposicao 3.4.7 requer alguns resultados preliminares. Defina
FE como o subespago de &” (S* x I) gerado por

{1t ®© 55])}0<j<m—1 '

Lema 3.4.8 Sob as hipoteses da Proposicao 3.4.7 temos que

{O}#ECN('*E).
Demonstragao. Para cada ¢ € C®° (S* x I) e j =0,1,...,m — 1 verifica-se que
- . o
T(h@o?)(0) = (-1 [ 2206(c"2) oo dst

0

1 [ al) (e ) |oms .

A primeira integral do lado direito é zero pois o integrando é uma funcao 27 —periddica.
Como a tem um zero de ordem m > 1 em x = 1 segue que

5
dai

e, portanto, a segunda integral também é zero. [ ]

(a(z) ¢ (t ) [;=1=0

Lema 3.4.9 Sob as hipdteses da Proposi¢io 3.4.7, Vg € E°, Jp € C= (St x I) tal
que Lp — g € flat em S* x {1}.

A demonstracao do lema acima é andloga a prova de [BP, Lema 2.1] e por
isso serd omitida. A demonstracao do lema abaixo é baseada na demonstragao de
[BP, Lema 2.2].

Lema 3.4.10 Sob as hipdteses do Teorema 3.4.7, para cada g € C* (S* x I), com
g flat em S' x {1}, eziste p € C* (S x I) tal que Lyp = g.
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Demonstracao. Utilizando série parcial de Fourier na variavel t verifica-se que
Ly (t,x) =g (tx),(tz) € ' x T

equivale a
d ~ ~ ~
a(z) %wk () +iky (x) =gy (z) ,x € 1,k € Z. (3.4.20)

Dividimos o restante da demonstracao em duas etapas.
Etapa 1. Se k = 0 entao (3.4.20) tem solugao .
De fato, se k = 0 entdo (3.4.20) se escreve como

a(z) %@0 (z) = 3o (z),2 € I. (3.4.21)

Como g ¢é flat em S! x {1}, temos que g ¢ flat em z = 1,Vk € Z. Daf e da hipStese
de a se anular de ordem finita em z = 1 segue que £ € C*°(I). Entao a funcao

o ()= [ %0 é de classe C* em [ e é claramente solugao de (3.4.21).

1
Etapa 2. Se k # 0 entao (3.4.20) tem solugao .
De fato, escolha y; € I} = (0,1) e yo € Iy = (1, +00) arbitrérios e defina
A]<$) = /a,l’ € [j,j = 1,2
vj
kA

Para cada j = 1,2 e k € Z as funcoes €’
Dai segue que a funcao

i sao suaves e limitadas em I;.

a(z)

Gr(®) JikAj(z) o
e r el =12,
hy (x) = { ; f;: X J

é suave em [ e flat em z = 1.
Entao, para cada k € Z, a funcao

~ e~ A (@) xhk,x €l j=1,2,
B (2) = [tred
0,xr=1.
¢ suave em [, é flat em = = 1 e satisfaz (3.4.20). u

Demonstracao da Proposicao 3.4.7. Do Lema 3.4.8 segue que L nao satisfaz
(H.2.2) e que
N (‘P)" C E”. (3.4.22)

Por outro lado, pelo Teorema de Hahn-Banach

L(C= (St x1))=N (‘P)°. (3.4.23)
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De (3.4.22) e (3.4.23) resulta

L(C>= (S x I)) C E°. (3.4.24)
Por outro lado, dos lemas 3.4.9 e 3.4.10 segue que
E°CcL(C™(S*x1T)). (3.4.25)

De (3.4.24) e (3.4.25) resulta que L tem imagem fechada.
Para concluir a demonstracao ¢ suficiente demostrar que

E=N('P). (3.4.26)

Suponha que Jv € N (*P) \ E. Por [Ru, Lema 3.9], 3g € E° tal que v(g) # 0. De
(3.4.25) segue que ¢ € C* (S* x I) tal que Lp = g. Entao

U(Eqb—g) —0.

Mas de v € N (th:> resulta que v <Z¢> = 0 e portanto v(g) = 0, o que é um
absurdo. [ ]

A demonstragao de (3.4.26) foi feita utilizando argumentos como os apre-
sentados em [BCP, Proposicao 4.1]. Passamos agora a demonstracao da Proposi¢ao
3.4.6. Seja P =1L+ccom L dado por (3.4.19). A Proposicao 3.4.6 é conseqiiéncia
do seguinte resultado:

Proposicao 3.4.11 Suponha que a seja flat em x = 1,a >0 em (0,1) e que ¢ < 0.
Entao N (t]5> = {0} e P ndo tem imagem fechada.

Demonstragao. A demonstracao sera dividida em duas etapas.
Etapa 1. N <tﬁ> = {0}.
De fato, considere u € & (S* x I) tal que Pu = 0. Como

~ dv 0
t _ o / 1
Pv = i (av) + cv,v € & (S' x 1)

utilizando série parcial de Fourier na variavel ¢ temos que tPy =046 equivalente a
(atip) + (ik — ) Up = 0,k € Z. (3.4.27)

Logo, para demonstrar a Etapa 1 ¢é suficiente demonstrar que u = 0, Vk €
Z. Como S' x {1} ¢é a tinica érbita pré-compacta de L, do Teorema 1.4.5 segue que
supp (u) C S* x {1} e daf supp (ux) C {1},Vk € Z. Logo, dado k € Z existem
constantes b; € C e m € N tais que

U=y by, (3.4.28)
=0
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sendo 0, a distribuicdo delta de Dirac suportada em x = 1. Substituindo (3.4.28)
em (3.4.27) resulta que

i b; (a(s?))' + (ik — ¢) Em: b6 = 0.
j=0 Jj=0

O primeiro somatério € igual a zero pois a é flat em 2 = 1. Como {(ﬁj )}
0<j<m
¢ linearmente independente resulta que

(ik—¢)b; =0,5=0,1,...,m.

Mas ¢ € R\ {0}, logo b; = 0,5 =0,1,...,m e portanto uy = 0.
Etapa 2. P nao tem imagem fechada.
De fato, da Etapa 1 segue que

P (0> (S* x 1)) =C>®(S'x I).

Seja v (t,z) = 1. Entao para demonstrar a Etapa 2 é suficiente demonstrar
que ¢ ¢ P (C*> (S x I)). Suponha que 3¢ € C* (S* x I) tal que P¢ = . Como

~ L,k:(%
‘Z’k(m):{ 0k £0

]5<b = 1) é equivalente a

d ~ ~ 1
a(w) —x (¥) + cn (v) = 5 k= 0,x €1 (3.4.29)
) d
a(r) @@ () + (ik+c¢) ¢ () =0,k #0,x € 1
A equagao (3.4.29) nao tem solugao suave em I. De fato, dado yo € (0,1),
defina

T

A (x) :/$ds,x€ 0,1).

Como a é flat em x =1 e a > 0 em (0,1), segue que % nao é integravel em (0, 1],
logo,

Yo

lim A(x) = +o0. (3.4.30)

T—1~
Utilizando fator integrante em (3.4.29) resulta que

xT

b 1 —caw@) L ea)
— cA(x cA(s) g 1) .
¢0 ('T> 271'6 /Q(S)e S, X € (07 )

Y

o

Considere zg € (0,1) tal que ¢’ = [ —L.e“®)ds > 0. Entao
v

(s)

~ 1

¢o (x) > — (e A@) 4 > .
27

Como ¢ < 0, de (3.4.30) resulta que ggo nao é continua em z = 1. [
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Capitulo 4

Resolubilidade global para
operadores reais de ordem um

Neste capitulo apresentamos um resultado de resolubilidade global para operadores
da forma P = L + ¢, no qual L é um campo real definido em R" com uma singula-
ridade na origem e ¢ é uma funcao real. Neste caso, condi¢oes sobre o valor de ¢ na
origem sao necessarias para a resolubilidade. Fazemos ainda uma hipdtese sobre os
autovalores de DL (0) que permitam a lineariza¢ao de L em uma vizinhanga da ori-
gem. Estas condigoes sobre ¢ (0) e DL (0) sao chamadas de ‘condigbes de nao-
ressonancia’.

Inicialmente, utilizamos o Teorema 1.3.1 e as condigoes de nao-ressonancia
para resolver a equagao Pu = f em uma vizinhanga da origem. Este é o resultado
do Lema 4.1.2.

Depois, no Teorema 4.1.3, usamos os teoremas 1.1.7 e 1.3.3 para construir
segoes transversais globais de L em alguns subconjuntos préprios de R™. Utilizando
entao o Método das Caracteristicas resolvemos a equacao Pu = f em R"™, no caso
em que f =0 em uma vizinhanca de zero.

4.1 Apresentacao do resultado principal

Neste capitulo P = L + ¢, sendo L um campo real em R™ tal que L(0) = 0 e
c € C* (R R), salvo mengao contraria. Aqui

C=(R",R) = {¢ € C= (R"); ¢ (R") CR}.

Sejam A1, Az, ooy Apry Anri1y -y Ay 08 1 autovalores de DL (0), no qual Aj, Ag,
.y Ay 830 08 autovalores reais e A1, ..., A, s@0 os autovalores complexos (isto é,
N ¢R,j=n"+1,..,n) de DL(0). Considere a condi¢ao de nao-ressonancia

c(0) # —ka ReAr, my,....mp € Nymyiyq,...,m, € 2N. (CNR 2)

k=1

O principal objetivo deste capitulo é demonstrar o seguinte resultado:
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Teorema 4.1.1 Seja P = L+ c um operador tal que L é um campo real em R™ com
um ponto singular na origem e ¢ € C* (R™,R). Suponha
(a) (CNR 1) e (CNR 2),
(b) a origem € a unica orbita pré-compacta de L
e
(c) R™ é convexo com respeito as trajetorias de L,
entao
P(C*(R") =C*(R").

Aqui (CNR 1) é como no Teorema 1.1.10. Note que podemos reformular
(CNR 2) em termos do simbolo sub-principal og,,(P) de P (veja (1.3.8) e (1.3.9))
do seguinte modo:

" /1
sup(P) (0,€) # —Z (5 —|—mk> ReXx, mq,....my € N,myyq,...,m, € 2N.
k=1
(CNR 2)

Note que A1, Ag, ..., A, sd0 os autovalores da linearizagao de V¢o,inc(F) na origem.
Observe que, nesse caso, 0g,(P) é invariante por mudanca de coordenadas nos
pontos do fibrado contangente que sao da forma (0, &), uma vez que tais pontos sao
zeros de ordem dois de opine(P).

O Teorema 4.1.1 segue facilmente da Observagao 1.1.11 e dos seguintes
resultados:

Lema 4.1.2 Seja P um operador com o no Teorema 4.1.1. Suponha (CNR 1) e
(CNR 2). Entao Vf € C*(R"),Ju € C* (R") tal que Pu = f em um vizinhang¢a
da origem.

Teorema 4.1.3 Seja P = L + ¢ um operador tal que L é um campo real em R™ e
c e C™®(R™). Se além das hipdteses (b) e (c) do Teorema 4.1.1 temos que

(a’) a origem é um ponto singular hiperbdlico de L

entao Vf € C®(R™) tal que f = 0 em uma vizinhan¢a da origem Ju € C* (R"),
com u =0 em uma vizinhanca de zero, tal que Pu = f.

Observe que no Teorema 4.1.3, ¢ pode assumir valores complexos.

4.2 Demonstracao do Lema 4.1.2

Nesta segao, usamos a condigao (CINR 2) para a resolver a equagdo Pu = f flat
na origem. Depois usamos (CNR 1) para linearizar L em uma vizinhanga de zero.
Utilizamos entao o Teorema 1.3.1 para resolver Pu = f em uma vizinhanca da
origem.

Lema 4.2.1 A condi¢io (CNR 2) ¢ equivalente a : ¥Vf € C* (R"),Ju € C* (R")
tal que Pu — f € flat na origem.
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Demonstragao. De fato, considere a expansao formal de Taylor na origem:
U~ Z o~ u(O) a
aszaa]() 3_1727"'7 n,

CNZB;,(O) .

[0}

Verifica-se que Pu ~ f equivale a

Z arOra; (0) 9°F4 % (0) + ¢ (0) 0% (0) + Ry = 0°f (0), Ya € N",  (4.2.1)

sendo que R, depende somente de derivadas de u de ordem < |a| — 1. Aqui e; € N”
é tal que |e;| = 1 e sua j—ésima coordenada ¢ igual a 1. Além disso verifica-se que
R, tem a seguinte propriedade: se 9°u (0) = 0,V € N" satisfazendo |3| < |a| — 1
entao R, = 0.

Entao Pu ~ f é equivalente a resolver a seqiiéncia de sistemas lineares

(B"+c(0))u™ = f"+v"" ' meN (4.2.2)

descritos abaixo.

Seja A" = {a € N";|a| = m} e M = $A". Dado m € N, B™ é uma matriz
real M x M cujas entradas dependem das entradas de DL (0) e da escolha de uma
ordenagao em A]'. Utilizando forma de Jordan real e uma ordenacao conveniente
para A" demonstramos no Apéndice que

Spec B"NR =

. (4.2.3)
Z m; Re )\j;ml,mg, My € Ne My 41, Mp/49..., My, € 2N 5 .

Jj=1

Aqui Spec A denota o conjunto dos autovalores da matriz quadrada A.

As componentes de u™ € CM (respectivamente f™ € CM) sdo as derivadas
de ordem m de u (resp. f) calculadas na origem. Se m > 1 entdo o vetor v™ 1 € C¥
corresponde ao termo R, de (4.2.1). Definimos v~! = 0 € R. Nao explicitaremos
v™ 1. no entanto verifica-se que v depende somente das derivadas de u de ordem
<m —1, e além disso v ! tem a seguinte propriedade:

0“u (0) = 0,Va € N" satisfazendo |a| <m — 1= v =0. (4.2.4)

Se vale (CNR 2) entao de (4.2.3) segue que os sistemas de (4.2.2) podem
ser resolvidos recursivamente, Vf € C' (R™) . Reciprocamente, suponha que (CNR
2) nao se verifica. Entao de (4.2.3) segue que

¢ (0) € Spec B™® (4.2.5)
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para algum mgy € N. E claro que podemos supor que mgy ¢ 0 menor nimero natural
com esta propriedade. Demonstraremos que 3f € C* (R") tal que o sistema (4.2.2)
correspondente a m = my nao tem solucao .

Se mg = 0 entao tomando f tal que f(0) # 0 segue o resultado. Se mg > 0
entdo de (4.2.5) segue existe w € CM° tal que

(B™ 4 ¢ (0) I)u™ # w,Yu™ € CMo.
Tome f € C* (R") tal que f™ =0sem < mge f™ =w. De (4.2.4) segue que
(B™ 4 c(0) I)u™ # fmo 4™~ yymo ¢ CMo,

|
Demonstracao do Lema 4.1.2. Pelo Lema 4.2.1 ¢é suficiente demonstrar que:
Vf e C>®(R") tal que f é flat na origem Ju € C* (R") tal que Pu = f em uma
vizinhanga de zero.

De (CNR 2) resulta que ¢(0) # 0, logo o operador P; = 1P estd bem
definido em uma vizinhanca da origem. Entao P, = L; + 1, sendo L, = %L. De
L (0) = 0 resulta que

1
DL, (0) = —=DL(0).
Entao (CNR 1) vale para L. Do Teorema 1.1.10 segue que existe uma mudanca
de coordenadas de classe C*° em uma vizinhanca da origem que transforma P; em
1

= 7Pl (0) + 1.

Do Teorema 1.3.1 segue o resultado. [ ]

4.3 Demonstracao do Teorema 4.1.3

Seja s o indice de estabilidade de L na origem. Na demonstracao do Teorema 4.1.3
existem dois casos a considerar; o primeiro deles, Caso A, corresponde a s € {0,n}
(atrator ou fonte) e segue imediatamente do Lema 1.3.13. No segundo, Caso B,
que corresponde ao caso s € {0,n} (sela), construimos se¢oes transversais de L em
subconjuntos apropriados de R".

4.3.1 Demonstracao do Caso A

Suponha s = n (o caso s = 0 é andlogo). Seja U vizinhanca da origem tal que f =0
em U. Pelo Lema 1.1.6 podemos supor que U tem a seguinte propriedade:

reU=T,cU. (4.3.6)

Considere uma vizinhanga V da origem tal que V. CC U. Tome 6 € C* (R")

tal que
f=0emVef=1em (U (4.3.7)
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Pelo Lema 1.3.13, existe uma secao transversal global ¥ de L em R™\ {0}
tal que ¥ é um subconjunto compacto de V' \ {0}. Do Método das Caracteristicas
resulta que Jy € C> (R™\ {0}) tal que Ly = cf em R™\ {0} e vy = 0 em uma
vizinhanga da origem. Definindo v (0) = 0 podemos supor que ¢ € C* (R") e que
L) = cf em R™.

Analogamente, usando (4.3.6) mostra-se que 3¢ € C* (R") tal que Lo =
e’f em R" e

¢=0em U. (4.3.8)

Entao

P(ge™¥)=f+ce Yo (1—0).

De (4.3.7) e (4.3.8) resulta que ¢ (1 — 0) = 0. Portanto definindo u = ¢e™¥ temos
que Pu = f.

4.3.2 Resultados preliminares ao Caso B

No Caso B, segue do Teorema 1.1.7 que R™ \ {0} ndo é convexo com respeito as
trajetérias de L. Pelo Teorema 1.3.3-(d) nao existe segao transversal global de L em
R”™\ {0} . Logo, a argumentagao do Caso A nao se aplica ao Caso B.
Introduzimos agora mais alguma notagao. Defina ¥ = R™\ W*(0) (res-
pectivamente Q" = R™ \ W* (0)), lembrando que W# (0) é a variedade estavel de L
na origem (resp. W* (0) é a variedade instével de L na origem).
Se ¥° (resp. ¥*) é secao transversal global de L em Q° (resp. ") definimos

QL (%) = {1(t,y)y e X%t > 0}

(resp. Q% (X*) = {y(t,y);y € ¥*,t > 0}), que é um subconjunto aberto de *
(aberto de Q%). Analogamente definimos Q° (3°) (resp. Q" (X%)). O principal
resultado a ser usado na demonstracao do Caso B ¢ a

Proposicao 4.3.1 Dada uma vizinhanga Uy da origem existe uma vizinhanga U de
0, com U C Uy, secoes transversais globais 35 e 35 de L em €°, e secoes transversais
globais X} e XYy de L em Q" tais que:

() B € QU (S8) e X5 C Q8 (3).

(ii) Q (B) U W™ (0) C Q (X)) VU

e

(iii) Vf € C° (R") tal que f =0 em Q° (35) UW?* (0)UU (resp. Q4 (Ey)UW™(0)),
Jue C*°(R") tal que Lu=f eu=0em U (resp. u=0 em QY (5}) U W"(0)).

Na Proposigao 4.3.1, nao é necessario que % tenha a propriedade de transver-
salidade T, (£3) @ L () ,Va € X5, B suficiente que X% tenha apenas as demais pro-
priedades de segao transversal global. Analogo para Y.

A demonstracao da Proposicacao 4.3.1 requer alguns resultados prelimina-
res, aqui denominados Lema 4.3.2 a Lema 4.3.9. As hipdteses globais feitas sobre L
implicam no seguinte resultado:
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Lema 4.3.2
(r) W= (0)n W (0) = {0}

(i) W2 (0) (resp. W*(0)) é um subconjunto fechado de R™.

Demonstragao.

(i) Observe que se x € W*(0) N W"(0) entdao o (z) = w(z) = {0}, de onde segue
que I', cC Q. De (b) segue que z = 0.

(ii) Se W*(0) nao for fechado entdo existe uma seqiiéncia {z;} C W*(0) e z ¢
W= (0) tal que z; — z. Dai segue que 0 ¢ w(z). Da invariancia de w (x) pelo
fluxo e de (b) segue que I'} ndo é pré-compacta. Usando argumentos como os
apresentados no caso (ii) da demonstragdo do Lema 1.1.4 temos a negagao de (c).m

Do Lema 4.3.2-(ii) segue que:

Observacao 4.3.3 Q° (resp. Q") € um subconjunto aberto de R™. Logo, Q% (X°) e
Q0 (X°) (resp. QL (E%) e Q" (X*)) também sao subconjuntos abertos de R™.

Além disso:
Lema 4.3.4 Q° (resp. Q") é convexo com respeito as trajetorias de L.

Demonstracgao. Suponha que 2° nao seja convexo com respeito as trajetérias de
L. Entao 3K CC Q°, uma seqiiéncia {I';} de intervalos compactos de trajetérias
com extremidades em K e uma seqiiéncia {z;} tal que

z; eT;\ K;,Vj €N (4.3.9)

Aqui {K;} é uma seqiiéncia de compactos que esgota €2°.

De (c) segue que 3K’ CC R™ tal que {z;} C K'. Logo existem z € R”"
e uma subseqiiéncia {z; } C {z;} tal que z;, — z. Sem perda de generalidade
podemos supor que x; — x. Note que

ze W (0), (4.3.10)

pois, caso contrario, existiria jo € N tal que x € K;,Vj > jo e isso contraria (4.3.9).
Consideramos os casos (i) e (ii) abaixo.
(i) z #0.

De (b) segue que para cada k € N, Jy,, € I', \ Bi (0) . De (4.3.10) segue que
[z,y,] N K = . Pelo Teorema do Fluxo Tubular Longo existe uma vizinhanga V}
de [z,yx] tal que L]y, é conjugado a 9, ¢ Vi N K = (). Dai e de z; — « resulta que
3ji € N com a seguinte propriedade: Vj > ji,3z; € I'; \ By, (0) . Isso nega (c).
(ii) z = 0.

Pela demonstragao de (i), é suficiente demonstrar que existem w € W# (0),
com w # 0, e uma seqiiéncia w; — w tal que w; € I';,Vj € N.

Como K NW=5(0) = (0 e 0 € W*(0) existe uma vizinhanga V' da origem
satisfazendo K NV = (). Usando o Teorema 1.1.7 mostra-se que existe um aberto
U que contém a origem tal que U C V e U\ W?*(0) é convexo com respeito as
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trajetérias de L. Seja € > 0 tal que S, := {z € R";|z| =€} C U e escolha j, € N
tal que j > jo = |z;| < e. Como as extremidades de I'; estao contidas em K, da
continuidade de I'; resulta que existem wj,w; € I'; N Se tais que z; € [wj,w;-].
Por compacidade existem subseqiiéncias {w;, } C {w;} e {w) } C {w}} tais que

wj, — w e w}k — w’. Para concluir a demonstracio, é suficiente demonstrar que

w e W*(0) ouw € W*(0). (4.3.11)

Para demonstrar (4.3.11) suponha que w ¢ W?*(0) e w’ ¢ W?*(0). Entao
ambas as seqiiéncias {w;, } e {w;k} estariam contidas em algum compacto de Se \
W#(0). Logo U \ W*(0) nao seria convexo com respeito as trajetérias de L. n

Utilizando o Lema 4.3.4 verifica-se que:

Observacao 4.3.5 Q% (X°) e Q% (X°) (resp. Q0 (X*) e Q" (X")) sao convexos com
respeito as trajetorias de L.

Utilizando resultados sobre transversalidade de variedades (veja [EL p. 221])
e argumentos como os apresentados na verificagao da Observacao 1.1.17 temos o
seguinte resultado:

Observagao 4.3.6 Se ¥° € secao transversal global de L em §° (resp. X" € se¢do
transversal global de L em Q") entio K := 35 N W¥(xg) (resp. X% N W*(xg))
¢ segdo transversal global de L |wu(g,y em W* (xo) \ {@o} (resp. de L |ws@y) em
W (x0) \ {xo}). Além disso K CC R".

Lema 4.3.7 Se ¥° (resp. ") é se¢do transversal global de L em Q° (resp. Q")
entao Q° (X°) UW?*(0) (resp. Uy (%) UW™(0)) é um subconjunto aberto de R™.

Demonstragao. Pela Observagao 4.3.3 é suficiente demonstrar que Vo € W* (0),
existe vizinhanca V,, de z tal que V, C Q% (£%)UTW* (0) . Para isso, pela continuidade
de 7, é suficiente demonstrar que existe vizinhanca V; de 0 tal que

Vo C Q5 (3%) UTW* (0). (4.3.12)

Considere a aplicacao 7 : 2° — R definida como na Observacao 1.1.16 e
seja K =X NW"(0). O restante da demonstragao sera dividido em etapas.
Etapa 1. Existe um subconjunto aberto Uy de R™ tal que Uy N W* (0) \ {0} C
0F (29).

De fato, da Observagao 4.3.6 segue que K CC R". Entao existe um aberto
Uy de R™ tal que UyNK = 0, U, satisfaz a conclusao do Teorema 1.1.7 e Uy é convexo
com respeito as trajetérias de L.

Dado y € UyNW* (0)\{0} devemos demonstrar que 7 (y) > 0. De UyNK = )
resulta que 7 (y) # 0. Suponha 7 (y) < 0. Do Lema 1.1.6 segue que existe um
subconjunto aberto A de W*(0), com 0 € A C UyNnW* (0), tal que

t<0,z€e A=~ (tz) € A (4.3.13)
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Tome ty < 0 tal que 7 (to,y) € A. Se 7(y) < to entdo de (4.3.13) resulta que
v(1 (y),y) € Uy, o que contradiz Uy N K = . Logo ty < 7(y) < 0. Como Uy
é convexo com respeito as trajetérias de L, daf resulta que v (7 (y),y) € U e
novamente temos uma contradi¢cao com K N Uy = (). Dai segue que 7 (y) > 0.
Etapa 2. Existe uma vizinhanga Vj da origem que tem a propriedade (4.3.12).

De fato, pelo Teorema 1.1.7 existe um conjunto 3’ de R" tal que ' C Up\{0}
e ¥’ é homeomorfo a S"1. Defina A = ¥’ N W*(0). Pelo Lema 4.3.2 temos que
A CC R". Da Etapa 1 segue que existe uma vizinhanca VA de A tal que

Va CQ° (59N . (4.3.14)

Utilizando (4.3.14), o Teorema 1.1.7 e a compacidade de A mostra-se que
existe uma vizinhanga V; da origem tal que V5 \ W* (0) C Q% (X2%). u

No resultado a seguir produzimos se¢oes transversais de L em 2° com pro-
priedades especiais.

Lema 4.3.8 Se U, é uma vizinhanca da origem entao existe um aberto U, com
0 e U C Uy, U satisfazendo a conclusao do Teorema 1.1.7 e U convexo com respeito
as trajetorias de L, e existem segoes transversais X7 e X5 de L em Q° com as
sequintes propriedades:

(i) 3N W (0) C U,

(i) 35 € @ (%)

e

(itt) v e L,y e I NU = [z,y] C U.

Demonstracao. De (b), do Lema 4.3.4 e do Teorema 1.3.3-(f) segue que existe
uma segao transversal global ¥§ de L em °. Pelo Lema 4.3.7 existe um subconjunto
aberto U de R", com 0 € U C U; que tem as seguintes propriedades: U C Q° (35)U
W= (0),U satisfaz a conclusdo do Teorema 1.1.7 e U é convexo com respeito as
trajetorias de L. Note que U tem a seguinte propriedade:

ye Xy, vty elU=t<0. (4.3.15)

Dividimos o restante da demonstracao em etapas.
Etapa 1. Existe 7' € R e um subconjunto aberto Wy de %, com K C W, tal que

yeWo=w_(y) <T <0 (4.3.16)

yeWo=(T,y),v(T/2,y) € U. (4.3.17)

De fato, seja V um aberto de R"™ tal que W* (0) C Vew_ (y) = —oo,Vy € V.
Seja K := X5 NW*(0) CC R". Dado y € K seja t, <0 tal que v (¢t,y) € UVt <t,.
Da Observagao 4.3.6 segue que K CC R"™, logo 3T < 0 tal que t < T = ~ (t,y) €
U,Vy € K. Da continuidade de v segue que existe um subconjunto aberto V;, de R"
tal que K C Vo Cc Very(T,y),v(T/2,y) € U Vy € Vy. Basta tomar W, = VN X5.
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Etapa 2. Existe uma seqiiéncia {tj};il C R e uma cobertura localmente finita
{W;}2, de X tais que
yeW,=0<t; <wy(y). (4.3.18)

De fato, para cada y € X considere ¢, € R e uma vizinhanga V), de y tais
que 0 < t, < wi(y),Yy € V. Seja {W;}2, refinamento enumerdvel localmente
finito de {V,, N Eg}yezs. Para cada j > 1 escolha V,, tal que W; C V,, N X e defina
t; = t,. Isso conclui a Etapa 2.

Considere pp € C* (33, R) tal que 0 < g < 1,40 = 1 em uma vizinhanga
de K e supp (1) C Wo. Seja {1, }(;.;1 particao da unidade subordinada a cobertura
{W;}2, - Sejam x1,x2 € C* (X5, R) as aplicaces definidas por

T oo

X1 = SHo+ (1= po) thjﬂj e x2 = T'ho.
J:

Temos entao o seguinte resultado:

Etapa 3. Para cada j = 1,2 a imagem X% da aplicagao

oj: X5 — O
y = v W),y

é uma secao transversal global de L em 2°.

De fato, de (4.3.16) resulta w_ (y) < x2(y) < wy (y),y € X§. Analoga-
mente, de (4.3.16) e (4.3.18) resulta w_ (y) < x1 (¥) < wy (y),y € X§. Do Lema
1.1.18 segue que 3%, 7 = 1,2 é uma segao transversal global de L em Q.

Etapa 4. Valem (i), (ii) e (iii) para as escolhas de X%, j = 1,2, feitas na Etapa 3.

De fato, provaremos agora que vale (i). Dado z € ¥{ N W"(0), como X é
segao transversal global de L em Q° e W* (0) é invariante pelo fluxo de L,3y € K
tal que z = v (x1 (y),y). De uo (y) = 1 e de (4.3.17) segue que = € U. Isso conclui
a demonstragao de (i). Observe que (ii) segue de x2 < Xx1.

Provaremos agora que vale (iii). Dados x € X5 e y € I NU, seja t > 0 tal
que vy (t,x) = y. Como U é convexo com respeito as trajetérias de L, para demonstrar
(iii) é suficiente demonstrar que x € U.

Para isso, tome z € X5 tal que v (x2(2),2) = x. Mostraremos agora que
z € Wy. Se z ¢ Wy entdo x2(z) = 0. Como y = v (t+ x2(2),2) temos que y =
v (t,z). De (4.3.15) resulta t < 0, o que é um absurdo. Logo z € Wj,.

Como T < x2(2) <t+ x2(2) e U é convexo com respeito as trajetorias de
L, de (4.3.17) e de y € U resulta z € U. n

Abaixo construimos secoes transversais de L em Q* que tenham propriedades
especiais, obtendo um resultado anélogo ao Lema 4.3.8.

Lema 4.3.9 Sejam U e 35 como no Lema 4.3.8. Entao existem secoes transversais
Y¢ eXy de L em Q" tais que:

(i) SyNnWe(0) C U,

(ii) T5 C 0 (23,

e

(iii) ¢ = X5 em CU.
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Demonstragao. Usando argumentos analogos aos apresentados na demonstragao
do Lema 4.3.8 mostra-se que existe uma secao transversal global > de L em Q" tal
que K := 3§ N W= (0) C U. Considere a aplicacao 7 : 2* — R definida de modo que
v (7 (y),y) € ¥5. Dividimos o restante da demonstragdo em etapas.

Etapa 1. Existe um subconjunto aberto Wy de 3§ tal que K C W, C U e

yeWy=~(r(y),y) € U. (4.3.19)

De fato, considere um subconjunto ¥’ de U \ {0} que seja homeomorfo a
S"1 sendo o homeomorfismo dado pelo Teorema 1.1.7. Defina A = ' N W (0).
Utilizando o Lema 4.3.8-(i) mostra-se que existe uma vizinhanga V de A tal que

yeV=vy((y),y) €U. (4.3.20)

Além disso, utilizando a compacidade de A e o Teorema 1.1.7 mostra-se que
existe uma vizinhanca Vj da origem tal que

y e Vo \W?*(0) = 3t € R tal que y(t,y) € V. (4.3.21)

De (4.3.20), (4.3.21) e da continuidade de 7 segue a Etapa 1.

Seja € C* (X4, R) tal que 0 < p < 1,4 = 1 em uma vizinhanca de K
e supp (1) C Wy. Como ¥f é uma subvariedade imersa de R™ temos que 7|[su\ x €
C> (2§ \ K). Considere ainda a aplicagao x; : Xf — Q" definida por x; = (1 —
)7 s\ i - Entdo podemos supor que x; € C* (5, R) .
Etapa 2. A imagem X da aplicacao

o1 X§ — QY

y = v(xi(y),v)

é uma secao transversal global de L em Q" que satisfaz (i).

De fato, pelo Lema 1.1.18, ¥} é uma secao transversal global de L em *.
De p =1 em K resulta que X} N W?#(0) = K, de onde segue que Xy N W?#(0) C U.
Isso conclui a Etapa 2.

A existéncia de XY satisfazendo (ii) pode ser demonstrada usando argu-
mentos como os apresentados na demonstracao do Lema 4.3.8-(iii).
Etapa 3. Vale (iii).

De fato, observe que devemos demonstrar que

¥inCUu c ¥ (4.3.22)

ynlU c 3y (4.3.23)

Para demonstrar (4.3.22), tome x € X¥NCU arbitrario. Seja y € X¥ tal que
v(x1(y),y) =x. Se y € Wy entdo de (4.3.19) e |x1 (y)| < |7 (y)| resulta que = € U,
o que ¢ um absurdo. Entao y ¢ Wy. Dai segue que x1 (y) = 7 (y), logo x € ¥5. A
demonstracao de (4.3.23) é andloga. n

Demonstracao da Proposicao 4.3.1.
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(i) As inclusoes sao imediatas do Lema 4.3.8-(ii) e Lema 4.3.9-(ii), respectivamente.
(ii) Note que W* (0) C Q% (X5) UU pelo Lema 4.3.8-(1). Além disso, pelo Lema
4.3.9-(iii) temos que Q% (X}) C Q5 (7)) UU.

(iii) Segue do Método das Caracteristicas, do Lema 4.3.8-(iii) (resp. Lema 4.3.9-(ii))
e do Lema 4.3.7. n

4.3.3 Demonstracao do Caso B

Dividiremos a demonstracao do Caso B em duas etapas, aqui chamadas de Etapa
1 e Etapa 2. Na Etapa 1 tomamos se¢oes transversais convenientes de L em €2°.
Integrando f ao longo das curvas integrais obtemos u; tal que Pu; = f em uma
vizinhanga da origem e no complementar de uma vizinhanca de W (0). Analoga-
mente, na Etapa 2 tomamos segoes transversais de L em 2% e obtemos us tal que
Puy = f no complementar de uma vizinhanga de W* (0). Das propriedades espe-
ciais das transversais consideradas nas etapas 1 e 2 segue que P (u; + ug) = f em
R™.

Seja U; uma vizinhanca da origem tal que f = 0 em U;. Considere o aberto
U e as secoes transversais globais 3] e 235 de L em 2° dadas pela Proposigao 4.3.1.
A demonstragao do Teorema 4.1.3 segue facilmente das etapas 1 e 2 a seguir.

Etapa 1. Vf € C* (R") tal que f =0 em U,3Ju; € C* (R") tal que Pu; = f em
Q5 (Z5)uU.
De fato, pela Proposicao 4.3.1-(i) e Lema 4.3.7, 30; € C*° (R") tal que

6 =0em Q° (33) UW*(0) ey =1em Q (X7). (4.3.24)

Utilizando o Método das Caracteristicas e o Lema 4.3.7 verifica-se que Ju; €
C* (R") tal que Lyy = 6ic. Pela Proposigao 4.3.1-(iii), Jd¢; € C* (R™) tal que
Ly =01 fe? e

¢1=0em U. (4.3.25)

Entao
P (¢16_w1) = elf -+ Ce_d}lgbl (1 — 61) .

Como f = 0 em U, de (4.3.24) e de (4.3.25) resulta que em Q% (35) U U

temos as seguintes igualdades:

$1(1—=06,)=0ebf=f

Logo, tomando u; = ¢1e~%* segue a Etapa 1.
Sejam Xf e XY as secoes transversais globais de L em (2 dadas pela Proposi-
cao 4.3.1.

Etapa 2. Vf € C°(R") tal que f = 0 em Q3 (37) UU,Ju € C*(R") tal que
Pu= f em R™.
De fato, pela Proposigao 4.3.1-(i) e pelo Lema 4.3.7, 30y € C*° (R") tal que

0 =0 em Qf (X5)UW"(0) ey =1em Q" (X7).
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Entao Jip, € C* (R") tal que Lipy = foc. Como f = 0 em 3 (X7) UU, da Proposi-
cdo 4.3.1-(ii)-(iii) resulta que ¢, € C(R") tal que Loy = fe¥? e ¢o = 0 em
Qu (54 UW™ (0)

Entao

P (qbge_wz) = f + ce_wngg (1 — 92)
e, em QY (X7) U™ (0) UQ" (X}) temos que

¢2 (1 —92) :O

Logo, tomando uy = ¢oe~¥2 segue a Etapa 2. Isso encerra a demonstracao do
Teorema 4.1.3.

Observacao 4.3.10 Note que no Caso A, o Teorema 1.1.7 € usado na construgao
de uma se¢do transversal global de L em R™\ {0} somente para verificar as hipdteses
do Teorema 1.3.3. Vale observacdao andloga para o Caso B e as secoes transversais

de L em 2° e QY.

4.4 Exemplos e contra-exemplos

Nesta secao apresentamos exemplos que ilustram as condigoes do Teorema 4.1.1 e
discutimos a necessidade de tais condigbes. A seguir apresentamos um exemplo de
operador que satisfaz as hipéteses do Teorema 4.1.1.

Exemplo 4.4.1 Considere L = (Az1 + 22) 01 + Xow20s com A1, Xa € R tais que
{A1, A2} seja um conjunto linearmente independente sobre Q. Dai seque que L satis-
faz (CNR 1). Tome c € C* (R?,R) tal que (CNR 2) seja vdlida. Entio P = L+c
¢ resolivel em C™ (R?).

Do Lema 4.1.2 segue que (CNR 2) é uma condigao necessaria para a reso-
lubilidade de P em C'* (R"). Pelo Teorema 1.3.10 e pelas observagoes 2.1.5 e 2.1.6
temos que a condicao (c) também é necessaria para P (C*> (R")) = C*> (R").

Observe que quando L é um campo linear hiperbélico a conclusao do Lema
4.1.2 é valida mesmo que (CNR 1) nao seja satisfeita pois, na demonstragdo do
referido lema, (CNR 1) é usada somente para linearizar L em uma vizinhanga
da origem. Além disso tais campos satisfazem as hipéteses do Teorema 4.1.3. Dai
resulta que:

Lema 4.4.2 Suponha que L seja um campo linear hiperbdlico e que c € C* (R", R).
Seja P = L+ c. Entao P (C*™ (R")) = C> (R") & (CNR 2).

Portanto (CNR 1) nao é necessaria para a resolubilidade de P em C* (R").
O préximo exemplo, devido a Nelson (veja [Ne, p. 32]), ilustra que (CNR 1) nao é
uma condi¢ao necessaria para a resolubilidade de P = L+c em C* (R?), mesmo no
caso em que a parte principal do operador nao é C'*°—conjugado ao seu linearizado.
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Exemplo 4.4.3 Seja A € R\ {0} e L o campo do Exemplo 4.4.1 com A\ = 2\ e
Ay = A. Logo (CNR 1) ndo é vdlida. Considere c € C* (R™,R) tal que (CNR 2)
seja vdlida. Entao P = L + ¢ é resolivel em C™ (R?).

De fato, o fluxo de L é dado por
v (t,x) = (1™ + adte® z0eM) ;t € R,z € R (4.4.26)

Suponha A < 0, ou seja , a origem é um atrator. O caso A > 0 é anélogo.
Observe que argumentando como na demonstracao do Lema 4.1.2 segue que, para
resolver a equagao Pu = f, com f € C* (R?), é suficiente considerar o caso em que
c é constante e f ¢ flat na origem. Observe ainda que de (4.4.26) segue existe u > 0
e uma vizinhanca V' da origem tais que Yo € N? vale uma estimativa do tipo:

057y (t,x)| < pa(t) e |2|,t > 0,2 €V (4.4.27)

com p, um polinoémio.
Utilizando (4.4.27) verifica-se que todos os argumentos usados na demonstra-

¢ao do caso atrator no Teorema 1.3.1 sao validos. Dai e do Teorema 4.1.3 segue
que P (C*™ (R?)) = C>~(R?).

A seguir apresentamos uma familia de operadores para os quais a condi¢ao
(b) é necessaria para resolubilidade em C'* (R").

Seja p, () := Y a2/, 2 € Rya; € R, j = 0,1,2,...,n um polinomio. Seja L
7=0
o campo em R? dado por

L= T (1 — 1]1) 81 + ]Iggaz

no qual g € C* (R?). Observe que (0,0) e (1,0) sao pontos singulares e [0, 1] x {0}
¢ uma Orbita pré-compacta de L.
Considere o operador P = L + ¢, com ¢ € C* (R? R) satisfazendo

c(x1,0) =pp (1), 21 € R.
Lema 4.4.4 Se
ay¢Zea; ¢{1,2,..},j=12,..,n, (4.4.28)
entao Ju € & (R?) tal que "Pu = 0 e supp (u) = [0,1] x {0}. Portanto P ndo ¢é

resolivel em C* (R?) .

Demonstracao. Considere o operador

d
Qn:x(l—m)%—i-pn(x),xe]&

Entao

th:—x(l—x)di—i-pn(x)—i-Zx—l,xER.
T
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Para demonstrar o Lema 4.4.4, é suficiente demonstrar que
Jv € & (R), com supp (v) = [0,1] tal que ‘Q,v = 0. (4.4.29)

De fato, basta tomar u = v ® . Para demonstrar (4.4.29) introduzimos a
seguinte notagao:

Ay,=1+ay+a;+..4+a,,n=0,1,2, ...,
QO:()’

()= T reRn=12 .
j=1

e demonstraremos que

_ _ —A,
vy 1= e Tt 1(1—95)Jr ,n=0,1,2,..

satisfaz

'Qnv, = 0. (4.4.30)

A demonstracao de (4.4.30) sera feita por indugao sobre n. Suponha que
n = 0. De (4.4.28) segue que ag — 1, —Ay ¢ —N. Logo
d _ o _ . Ay
pea Y1 —2)7% = (ap — 1) %72 (1 — 2) 7% 4+ Agz® ! (1 — z), !
e daf segue que ‘Qovy = 0. Suponha (4.4.30) para n e provemos para n + 1.
Da hipétese de indugao segue que existe v, € 2’ (R) , com supp (v,,) = [0, 1],
tal que
Qv = 0. (4.4.31)

—Qn41

N . Como v, 41 = v,w, temos que

Seja w, = e~ (1 —x)

d
th+1Un+1 = W, thvn + xv, <—x (1 — JJ) %wn —+ an_Hx”wn) .

De (4.4.31) segue que o primeiro termo do lado direito é igual a zero. Nao é dificil
verificar que o segundo termo do lado direito também é nulo. [ ]
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Apeéendice

O objetivo deste apéndice é demonstrar (4.2.3). Para isso precisamos de alguns
resultados preliminares.

Resultados de Algebra Linear

Denotamos por R™*" (respectivamente C"*™) o conjunto das matrizes reais (resp.
complexas) n X n e por Spec A o conjunto dos autovalores da matriz quadrada A.

Lema 1 Seja Q™ = [¢;x] € C™™ matriz tridiagonal tal que

45 =0,0=12,..m,

dj,54+1 7é 07] = 17 27 ey T — 17 (0432)

q.]n]*l # O?] = 2737 7m
(i) Se m € par entao

m/2

det (A — Q™) = Zt )27

e sem € impar entao
(m—1)/2
det (M — Q™) = Z AT
§=0

sendo t; € R constantes que dependem de Q™.

(ii) Se A € Spec Q™ entao —\ € Spec Q™.

(ii1) Todo auto-espaco de Q™ € unidimensional.

(iv) Se Q™ é real entdo Spec Q™ C iR.

(v) Se m € par entio det Q™ # 0 e se m € impar entao det Q™ = 0.

Demonstragao.

(i) A demonstragao serd feita por indugao sobre m. Se m = 1 ou m = 2 o resultado
¢ imediato. Suponha que (i) seja vélido para toda matriz de ordem < m. Nao é
dificil verificar que

det (M — Q™) = Adet (A — Q™) — q12g2,1 det (A — Q™) |
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sendo Q™ € C™™ ¢ Q™1 ¢ C=DUx(m=1) matrizes tridiagonais que satisfazem
(0.4.32). Da hipétese de inducao segue o resultado.
(ii) De (i) resulta que se m é par entao det (A — Q™) é uma fungao par e se m é
impar entao det (A — Q™) é uma fungao fmpar.
(iii) Seja A € Spec Q™ e u autovetor de Q™ associado a A. Entao de (0.4.32) segue
que

{ q1,2U2 = Ay,

qj,j,luj,l + qj',j+1’U,j+1 = )\Uj,j = 2, ey, — 1.

Se A = 0 entao us = 0 e ug = — (¢2.1/¢2,3) u1. Desse modo é possivel mostrar
que se j é par entao u; = 0 e, se j ¢ Impar, entao u; = cju,_2, sendo c¢; constante
que depende de Q™. Dai resulta que se j é par entao u; = 0 e se j é impar entao
uj = cjuy, para algum ¢; € C. O caso A # 0 é andlogo.

(iv) De (iii) resulta que os autovalores de Q™ sao dois a dois distintos. De Q™ real
resulta que A € Spec Q™ < X € Spec Q™. Dai e de (ii) segue o resultado.
(v) Anélogo ao item (i). m

Dados m,n € N com n # 0 e dados b € R, A € R"*", defina

To(m:A:n:b)=0€R, sem=0

e, para m # 0 defina

A bml 0 0 0

b A bm—1I 0 0

0 =021 A 0 0
To(m:A:n:b)= ,

0 0 0 A bl

0 0 0 oo —bml A

sendo I matriz identidade da mesma dimensao de A.
Como todos os blocos de Ty (m : A:n:b) comutam entre si, utilizando a
Regra de Laplace para o calculo de determinantes mostra-se que

Observacao 2 Eziste Q™ € RO+ sqtisfazendo as hipéteses do Lema 1 tal
que

det (M —To(m:A:n:b)) =det(det (A —A)I—Q™),¥v\eC.
Da Observacao 2 e do Lema 1-(ii) segue que

Observagao 3 0 € SpecTy(m: A:n:b) < det A € Spec@™.

Lema 4

(i) Se A € real e Spec A C iR entao SpecTy (m : A:n:b) CiR.
(ii) Se 0 € Spec A entdo 0 € SpecTy(m : A:n:b) < m € 2N.
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Demonstracgao.

(i) Considere A € SpecTy(m : A:n:b) arbitrario. Da Observagao 2 resulta que
det (A — A) € Spec Q™. Do Lema 1-(iv) segue que Redet (A\I — A) = 0. Como A é
real dai resulta que det (Re A\l — A) = 0, ou seja, Re A € Spec A. Como por hipdtese
Spec A C iR, temos que Re A = 0.

(ii) Suponha que 0 € SpecTy(m: A:n:b). Como 0 € Spec A, da Observacao 3
resulta que 0 € Spec Q™, para algum Q™ € RmTDx(m+1) que satisfaz as hipdteses
do Lema 1. Pelo Lema 1-(v) temos que m é par. A reciproca é imediata do Lema
1-(v) e da Observacao 2. u

Dados my, ms € N e by, by € R defina

To(ml,mzlbl,bz):To(mlZTo(m21021:b2)2m2+12b1).

Defina Ty (mq, ma, ..., my, : by, ba, ..., b,) indutivamente de modo anédlogo. Pelos lemas
1 e 4 temos o seguinte resultado:

Lema 5 Spec Ty (mq, ma, ...;my : by, ba, ..., b,) C iR e

0 € Spec Ty (my, ma, ...,my, = by, by, ..y by) < My, ma, ...;my, € 2N. (0.4.33)

Ordenacao de conjuntos

Uma ordenagao em um conjunto finito A é uma bijecao h : {1,2,...,|A|} — A, no
qual |A| = #A. Dizemos que h (k) sucede h(j) quando j < k e que h(j+1) é o
sucessor de h (7). Dizemos que h (j) esta entre h (k) e h (k2) quando ky < j < ko
ou ]{32 <j < ]{31.

Dados os conjuntos finitos Ay, Ay e as ordenacoes hq, hy em Ay, Ay, respec-
tivamente, definimos a ordenagao produto h; X hy em A; X Ay por

(hl (1) ) h2 (j)) 7j = 1727 ceey |A2|
(h’l (2)7h2 (] - |A2|>) 7j = ’A2| + 17 72 ‘A2|
(ha (3) ko (7 —2[A2])),j = 2[Aa| +1,..., 3 |Ag]

(

hy x h2(j) =

(ha (1A1]) By (G — (1] — 1) [Aal))
J=(A]—=1) A +1,...,|Ay|]|Ag].

\

Observagao 6 Se aq, 31 € Ay sdo tais que By € o sucessor de ay entdo, para todo
B € Ay temos que (fy, 8) sucede (aq, 3) e entre ((1, B) e (a1, 5) existem exatamente
|A2| — 1 elementos de Ay X As.

Dados m,n € N com n # 0 defina A" = {o € N*; |a] = m}. Argumentando
por indugao sobre n mostra-se que existe uma ordenacao em A" com a seguinte
propriedade:

P.0) Va € A" temos que « + e; — e, sucede «, se j < k e ay # 0.
n J
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A seguinte ordenacao em A%’ serd ttil:
hj)=G—1m—j+1),j=12 ... m+L (0.4.34)

Considerando a ordenacao produto em AJ* x AL? x ... x ALY™ no qual my, ms, ...,m, €
2 2 2 9 ) ’
N, da Observacao 6 resulta que

(P.1) Sea € AT x A x ... x AY" e ag, # 0,k = 1,2, ...,n (resp. ag,—1 # 0) entao
a+egp,_1—egr sucede av (resp. asucede a+egr,—egr_1) € entre v e avt-egy_1 —egy,
(resp. entre a + es — e24—1) existem exatamente § (A" x ... x AJ") — 1
elementos. Em particular, se as, # 0 entao a + e, 1 — ea, é 0 sucessor de «
e, se ag,_1 7 0, entao a é o sucessor de o + eo, — €9,_1.

Demonstragao de (4.2.3)

Nesta segao seguimos a notagao da Segao 4.2. A demonstracao de (4.2.3) é feita no
resultado que segue.

Lema 7 Sejam A\, Mg, ..., Aty Ars1--- A 08 autovalores de DL (0), no qual A1, Ao, ...,
A SG0 0s autovalores reais € Apri1, Aprao, ..., Ap SG0 0s autovalores complexos de
DL (0) (isto €, \; ¢ R,j =n'+1,...,n). Entao

Spec B"NR =

n n
{Z mjReNj;my, ma, ...,my € Nymyyiq, Myryg,...omy, €2N e > m; = m} )
Jj=1 Jj=1

Demonstragao. Por uma mudanca linear de coordenadas podemos supor que
DL (0) estd na sua forma de Jordan real. Suponha que A\yy1, \pia, ..., A, estejam
ordenados de modo que autovalores complexos conjugados sejam consecutivos. De-
finar=(n—n')/2ea; =Relyioj_1,b; =Im A9 1,5 =1,2,...,1.

Note que

AT = U AT s AT A2 L x ATV

n n

m/4+mi+mo+...4+mr=m
Entao, considere:
e em AZ}’ uma ordenagao que tenha tenha a propriedade (P.0),
e em A}” a ordenacio dada por (0.4.34), j =1,2,...,7,
e em cada A7/ x A" x A2 x ... x A} a ordenacdo produto,
e cm
{ MO AT X A2 X X AT m 4y 4 mg 44 my = m} (0.4.35)

n

uma ordenacgao que tenha a seguinte propriedade:
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(P.2) Semjy1 #0ej=1,2,...,n—1 entdo
A s A s AT s AT L A

A // X A X ... X Am] X Amj X ... X A .

Com isso temos uma ordenacao fixada em A]". Denote um n—multi-indice
por (o, 3), sendo w € N e 3 € N*. Usando o fato de que DL (0) estd na sua forma
de Jordan real, podemos escrever (4.2.1) da seguinte forma:

<nz Oéj)\j) 8(0"5)u (0) +
7=1

(il (B2j-1+ Ba2j) aj) 8P (0) +
=

T

b; [ﬁzjﬁ(aﬂ+ezj—1—e2]‘)u (0) — 042]4718(04754‘62]'_82]'—1)/” (0)} + (0.4.36)
1

=

n'—1

>0 a0ty (0) 4
j=1

—1
S € [Baya 012y (0) 4+ oy g Hers ey (0)] +
j=1

<

c(0) 0@y (0) = O @A f(0),a € NV, 3 € N,

sendo p; € {0,1},7=1,2,...,n" —lee € {0,1},5 = 1,2,...,r — 1. Dividiremos o
restante da demonstracao em etapas.

Etapa 1. B™ é uma matriz triangular superior em blocos e o conjunto dos blocos
da diagonal de B™ esta em correspondéncia biunivoca com o conjunto definido em
(0.4.35) e para o célculo dos autovalores de B™, podemos considerar €; = 0,7 =
1,2,...,r — 1 em (0.4.36).

De fato, observe que:

j=12 . r e Ay x AJ? x .. x AJ" =
ﬁ + €9;-1 — €35 € Agll X A72n2 X ... X Agw’ se ﬁgj 7é 0, (()437)

B+ ez —egj1 € Ay X AY® XX A, se Bay1 # 0,

j=1,2,...n—-1a¢€ A;’?/ = a+e—ejq € A7 se a; #0 (0.4.38)

n'
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j=L2 .. r—1,0€AJ" x AJ? x ... x A" =
mj+1 mjy1—1 ”
ﬁ—{—egj_l — €25+1 € Agnl X ... X AQJ X AQ I X ..o X Agn , Se€ 62]'-1-1 7£ 0,

ﬁ + €25 — €2j4+2 € Agnl X ... X Aganrl X A72’n]~+171 X ... X A;HT, se ﬁ?j-&—? 7é 0.
(0.4.39)
De (0.4.36)-(0.4.39) e de (P.2) segue a Etapa 1.
Etapa 2. Seja B o bloco da diagonal de B™ que corresponde a Aﬁl X A5 x A5 X
o X ASTSe my,ma, ..., m, € 2N entao

SpeCB NR = {Z(Jéj)\j + ijaj;oz & Agl}
j=1 j=1

e se m; ¢ 2N para algum j =1,2,...,r entao
Spec BNR = (.

De fato, observe que

(P.3) se
(a, ) € A™ x AT x A2 x . x A

e aji1 # 0 entdo (a+e; — ej41,3) sucede (a, ) e, entre eles existem exata-
mente f (A3 X A3? X ... x AY'") — 1 elementos.

Dai segue que B ¢ uma matriz triangular superior em blocos e, para o calculo
dos autovalores de B, podemos considerar p; = 0,5 =1,2,...,n' — 1, em (0.4.36).
Fixado o € A7, de (P.1) segue que, quando 3 percorre AJ"" x AJ2 x ... x AJ"

n'

a segunda e terceira linhas de (0.4.36) produzem um bloco igual a
(Z mjaj> I+ TO (ml, mo, ..., My b17 bQ, cees br)
j=1

que esta na diagonal de B. Logo, no caso em que p; = ¢; = 0 temos que B ¢ uma
matriz diagonal em blocos e que, cada bloco da sua diagonal, é igual a

(Z Oéj)\j + ijaj) I+ TO (ml,mg, ey My 2 bl,bQ, ...,br)

J=1 J=1

para algum « € AZ}’ e reciprocamente. Do Lema 5 segue a Etapa 2. [
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