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vender lenços e a cada noite nos faz ter mais casos pra contar.
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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existência e inexistência de solução fraca positiva

para duas classes de sistemas eĺıpticos com pesos. A primeira classe envolverá não

linearidades do tipo positônico e semipositônico. Provaremos um prinćıpio de máximo

forte, e obteremos algumas propriedades da primeira autofunção do problema de autovalor

associado ao nosso operador, e também provaremos o método de sub e supersolução. A

segunda classe que consideraremos terá uma perturbação não linear. Usaremos os métodos

variacionais para estudar tanto a situação subcŕıtica quanto à situação cŕıtica, e sob certas

hipóteses, mostraremos a existência de uma segunda solução fraca.

Palavras-Chave: Sistemas eĺıpticos com pesos, positônico, semipositônico, prinćıpio

de máximo forte, solução positiva, expoente cŕıtico de Hardy-Sobolev.



Abstract

In this work, we will study the existence and nonexistence of positive weak solutions

for two classes of elliptic systems with weights. The first class will involve nonlinearities of

the type positone and semipositone. We will prove a strong maximum principle, and we

will obtain some properties of the first eigenfunction of the eigenvalue problem associated

to our operator, and also we will prove the sub and supersolution method. The second

class will involve a nonlinear perturbation. We will use the variational methods to study

the subcritical and critical situations, and under certain hypotheses, we will show the

existence of a second weak solution.

Keywords: Elliptic sistems with weights, positone, semipositone, strong maximum

principle, positive solution, critical Hardy-Sobolev exponent.
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Caṕıtulo

1

Introdução

Nosso objetivo neste trabalho é estudar condições que garantam a existência e

inexistência de soluções fracas para alguns sistemas eĺıpticos quase lineares com pesos,

da forma 
−div(|x|−ap|∇u|p−2∇u) = g1(x, u, v) em Ω,

−div(|x|−bq|∇v|q−2∇v) = g2(x, u, v) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(1.1)

onde Ω é um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p, q < N, −∞ < a < (N − p)/p,

−∞ < b < (N − q)/q e g1, g2 : Ω×R×R → R são funções satisfazendo certas hipóteses.

O interesse em estudar sistemas decorre do grande número de aplicações que além

das aplicações já conhecidas para o caso escalar, por exemplo, em mecânica dos fluidos,

problemas de reação-difusão, elasticidade não linear, extração de petróleo, astronomia,

glaciologia, etc, os sistemas envolvem outros fenômenos, como os modelos de competição

em dinâmica populacional. Neste caso, a solução fraca (u, v), onde cada componente é não

trivial e não negativa, é dita ”estado de coexistência”, ver [16, 17, 18, 36] e suas referências.

Tecnicamente, os sistemas se comportam em um certo sentido como no caso escalar. Mas

é claro que existem dificuldades adicionais provenientes da ação mútua das variáveis u e v

nas não linearidades g1, g2, por exemplo, a possibilidade de existir semi-soluções, ou seja,

soluções fracas do tipo (u, 0) e (0, v), veja [45] e suas referências.

Inúmeros autores têm dedicado seus esforços no estudo do caso regular do sistema

(1.1), isto é, quando a = b = 0, e nós gostaŕıamos de citar alguns deles [1, 2, 5, 9, 10, 16,

18, 23, 35, 29, 30, 62, 64, 65] e suas referências. Porém, ao tratar sistemas com pesos, tanto

no caso degenerado, isto é, quando a < 0, quanto o caso singular, isto é, quando a > 0,

existem várias dificuldades adicionais, por exemplo, temos que trabalhar em um espaço

12
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com peso ao invés dos usuais espaços de Sobolev, obter resultados sobre o comportamento

da primeira autofunção associada ao primeiro autovalor relacionado com nosso operador,

prinćıpio de máximo forte, prinćıpio da comparação, etc.

As principais restrições que estaremos impondo sobre os expoentes estão relacionadas

com a seguinte desigualdade de Hardy-Sobolev devido a Caffarelli, Kohn e Nirenberg [14]

(∫
RN

|x|−ep∗|u|p∗dx
) p

p∗

≤ Ca,e

(∫
RN

|x|−ap|∇u|pdx
)
, ∀u ∈ C∞

0 (RN),

onde 1 < p < N, −∞ < a < (N − p)/p, a ≤ e ≤ a + 1, d = 1 + a − e,

p∗ := p∗(a, e) = Np/(N − dp) denota o expoente cŕıtico de Hardy-Sobolev e Ca,e é uma

constante positiva. Chamaremos a desigualdade acima de desigualdade de Caffarelli-

Kohn-Nirenberg.

Consideremos Ω um domı́nio suave, não necessariamente limitado, de RN com 0 ∈ Ω,

α ∈ R e l ≥ 1, nós definimos Ll(Ω, |x|α) como sendo o espaço formado pelas funções

Lebesgue mensuráveis, u : Ω → R, satisfazendo

||u||Ll(Ω,|x|α) :=

(∫
Ω

|x|α|u|ldx
) 1

l

<∞.

Se 1 < p < N e −∞ < a < (N − p)/p, definimos W 1,p(Ω, |x|−ap) (resp. W 1,p
0 (Ω, |x|−ap))

como sendo o completamento de C∞(Ω) (resp. C∞
0 (Ω)), com respeito à norma || · ||

definida por

||u|| = ||u||W 1,p
0 (Ω,|x|−ap) :=

(∫
Ω

|x|−ap|∇u|pdx
) 1

p

.

Se Ω for um domı́nio suave e limitado de RN com 0 ∈ Ω, nós obtemos por argumentos

de aproximação que existe uma constante C > 0 tal que

(∫
Ω

|x|−δ|u|rdx
) p

r

≤ C

(∫
Ω

|x|−ap|∇u|pdx
)
, ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω, |x|−ap),

onde 1 ≤ r ≤ Np/(N − p) e δ ≤ (a + 1)r + N [1− (r/p)] , ou seja, a imersão

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ↪→ Lr(Ω, |x|δ) é cont́ınua (veja [70, 71]). A desigualdade acima, também

será chamada de desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Além disso, a constante
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C∗
a,p = C∗

a,p(Ω) denotará a melhor constante de Hardy-Sobolev, a qual é caracterizada por

C∗
a,p = inf

u∈W 1,p
0 (Ω,|x|−ap)\{0}

{ ∫
Ω
|x|−ap|∇u|pdx(∫

Ω
|x|−ep∗|u|p∗dx

) p
p∗

}
. (1.2)

Nós estudaremos o sistema (1.1) sobre o espaço W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq)

munido da norma

||(u, v)|| := ||u||W 1,p
0 (Ω,|x|−ap) + ||v||W 1,q

0 (Ω,|x|−bq).

Entretanto, por simplicidade, denotaremos ||u|| e ||v|| ao invés de ||u||W 1,p
0 (Ω,|x|−ap) e

||v||W 1,q
0 (Ω,|x|−bq), respectivamente.

No caṕıtulo 2, nós apresentaremos alguns resultados de existências e de inexistências de

soluções fracas para o sistema (1.1) com não linearidades do tipo positônico g1(x, u, v) =

λ|x|−(a+1)p−c1uαvγ e g2(x, u, v) = λ|x|−(b+1)q−c2uδvβ e com não linearidades do tipo

semipositônico g1(x, u, v) = λ|x|−(a+1)p−c1k(x, u, v) e g2(x, u, v) = λ|x|−(b+1)q−c2h(x, u, v).

Nossa principal ferramenta será um resultado abstrato de sub e supersolução.

No caṕıtulo 3, estudaremos através de métodos variacionais o sistema (1.1) com

não linearidades do tipo g1(x, u, v) = λθ|x|−β1uθ−1vδ + µα|x|−β2uα−1vγ e g2(x, u, v) =

λδ|x|−β1uθvδ−1 + µγ|x|−β2uαvγ−1, onde, dentre outras hipóteses, os expoentes θ, δ, α e γ

satisfazem a condição subcŕıtica, ou seja, θ/p∗ + δ/q∗, α/p∗ + γ/q∗ < 1.

No caṕıtulo 4, nos dedicaremos ao estudo do sistema (1.1) com não linearidades

similares as do caṕıtulo 3, porém, com os expoentes satisfazendo a condição cŕıtica

θ/p∗ + δ/q∗ < 1, α/p∗ + γ/q∗ = 1.

No caṕıtulo 5, provaremos a exitência de duas soluções fracas para o sistema (1.1)

com não linearidades similares as do caṕıtulo 3, onde, dentre outras condições, Ω é um

domı́nio suave arbitrário, θ/p+ δq < 1 e α/p∗ + γ/q∗ = 1.

Por último, no caṕıtulo 6, além de listarmos algumas desigualdades, resultados

de minimização e de regularidade e um breve estudo sobre os espaços Ll(Ω, |x|α) e

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap), nós mostraremos a convergência pontual da seqüência formada pelos

gradientes de uma seqüência de Palais Smale associada ao sistema cŕıtico.



Caṕıtulo

2

Sistemas eĺıpticos

positônicos/semipositônicos

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, nós estudaremos através do método de sub e supersolução condições de

existência e inexistência de solução fraca positiva para uma classe de sistemas eĺıpticos

quase lineares positônicos/semipositônicos com singularidades, da forma
−div(|x|−ap|∇u|p−2∇u) = λ|x|−(a+1)p+c1h(x, u, v) em Ω,

−div(|x|−bq|∇v|q−2∇v) = λ|x|−(b+1)q+c2k(x, u, v) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(2.1)

onde h, k : Ω× R× R → R são funções cont́ınuas e monótonas,

Ω é um domı́nio suave e limitado de RN com 0 ∈ Ω, (HΩ)

λ é um parâmetro positivo e os expoentes verificam as seguintes condições:

1 < p, q < N, 0 ≤ a < (N − p)/p, 0 ≤ b < (N − q)/q e c1, c2 > 0. (Hexp)

Os problemas positônicos, no caso escalar, surgiram a partir do artigo Keller-Cohen

[48], onde eles estudaram um problema positônico, que significa o problema de Dirichlet

envolvendo como não linearidade uma função monótona e positiva. Desde então, muitos

autores têm estudado este tipo de problema, veja, por exemplo, Dı́az e Saa [32].
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2. Sistemas eĺıpticos positônicos/semipositônicos 16

Motivado pelos problemas positônicos, surgiu uma nova classe de problemas, a saber,

os problemas semipositônicos, ou seja, a não linearidade na origem tem valor negativo,

veja [16, 19, 21, 28, 59] e referências citadas neles. Castro, Hassanpour e Shivaji em [20],

focaram suas atenções sobre o problema semipositônico

−∆u = λf(u) em Ω e u = 0 em ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio suave e limitado de RN , λ é um parâmetro positivo e f : [0,∞) → R

é uma função cont́ınua e monótona satisfazendo as condições

f(0) < 0, (f0)

lim
s→∞

f(s) = +∞, (f1)

e também a condição sublinear no infinito, ou seja, lims→∞ f(s)/s = 0.

Recentemente, Chen em [23], usando o método de sub e supersolução, adquiriu

resultados de existência e inexistência para uma classe de sistemas eĺıpticos regulares

positônicos, a saber, o sistema (2.1) com a = b = 0, c1 = p, c2 = q, h(x, u, v) = uαvγ e

k(x, u, v) = uδvβ. O método de sub e supersolução tem sido amplamente utilizado, ver

[13, 16, 17, 18, 19, 21, 28, 49, 53, 55, 59]. O primeiro resultado que apresentaremos neste

caṕıtulo, e que será provado na seção (2.4), estende o resultado de existência de [23].

Teorema 2.1 Além de (HΩ) e (Hexp), suponha que h(x, u, v) = uαvγ e k(x, u, v) = uδvβ

com 0 ≤ α < p − 1, 0 ≤ β < q − 1, δ, γ > 0 e (p − 1 − α)(q − 1 − β) − γδ > 0. Então

o sistema (2.1) possui uma solução fraca, onde cada componente é positiva e pertence a

C0,ρ(Ω) ∩ C1,µ(Ω \ {0}) com ρ ∈ (0, 1] e µ > 0, para cada λ > 0.

Chhetri, Hai e Shivaji [43], usando teoria de grau, estudaram o sistema semipositônico

envolvendo operadores p−laplaciano do tipo

(Ppq) :


−∆pu = λf1(v) em Ω,

−∆qv = λf2(u) em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio limitado de RN com fronteira suave, λ é um parâmetro positivo e
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f1, f2 : [0,∞) → R são funções cont́ınuas e monótonas satisfazendo (f0), (f1) e

lim
s→∞

max {f1(s), f2(s)}
sp−1

= 0. (f2)

Enquanto em [44], Hai e Shivaji provaram um resultado de existência para o sistema (Ppq)

com a condição

lim
s→∞

f1(M(f2(s))
1/(p−1))

sp−1
= 0, para todo M > 0, (f3)

ao invés da condição (f2) acima mencionada. Eles aplicaram o método de sub e

supersolução. Gostaŕıamos de mencionar que nos artigos acima foi considerado somente

o caso autônomo com p = q.

Nossos próximos resultados, além de sistemas positônicos, envolvem os sistemas

semipositônicos.

Teorema 2.2 Além de (HΩ) e (Hexp), assuma que h(x, u, v) = f1(v) e k(x, u, v) = f2(u)

com f1, f2 : R → R funções cont́ınuas e não decrescentes satisfazendo

lim
s→∞

f1(M(f2(s))
1

q−1 )

sp−1
= 0, ∀ M > 0, e lim

s→∞
fi(s) = ∞, para i = 1, 2. (H1)

Então existe λ0 > 0 suficientemente grande tal que o sistema (2.1) possui uma solução

fraca, onde cada componente é positiva, para cada λ ≥ λ0.

O próximo resultado trata o caso não autônomo.

Teorema 2.3 Assuma (HΩ), (Hexp) e h(x, s, t), k(x, s, t) funções cont́ınuas e não decres-

centes nas variáveis s, t satisfazendo

lim
s→∞

h(x, s, t)

sp−1
= 0 uniformemente em (x, t) ∈ Ω× R, (H2)

lim
t→∞

k(x, s, t)

tq−1
= 0 uniformemente em (x, s) ∈ Ω× R, (H3)

lim
(s,t)→∞

h(x, s, t) = lim
(s,t)→∞

k(x, s, t) = ∞ uniformemente em x ∈ Ω. (H4)

Então existe λ0 > 0 suficientemente grande tal que o sistema (2.1) possui uma fraca

solução, onde cada componente é positiva, para cada λ ≥ λ0.

Conclúıremos este caṕıtulo provando dois resultados de inexistência.
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Teorema 2.4 Assuma (HΩ), (Hexp), (a+ 1)p− c1 = (b+ 1)q − c2,

|h(x, s, t)s| ≤ k1|s|p + k2|t|q e |k(x, s, t)t| ≤ k3|s|p + k4|t|q,

para todo s, t ∈ R e todo x ∈ Ω, onde k1, k2, k3, k4 são números reais positivos. Então

existe λ0 > 0 tal que o sistema (2.1) não possui nenhuma solução fraca, exceto a trivial,

para cada 0 < λ < λ0.

Corolário 2.1 Além de (HΩ) e (Hexp), suponha que h(x, u, v) = uαvγ e k(x, u, v) = uδvβ

com 0 ≤ α < p−1, 0 ≤ β < q−1, δ, γ > 0, (p−1−α)(q−1−β)−γδ = 0, pγ = q(p−1−α)

e (a + 1)p − c1 = (b + 1)q − c2. Então existe λ0 > 0 tal que o sistema (2.1) não possui

nenhuma solução fraca, exceto a trivial, para cada 0 < λ < λ0.

2.2 Estudo da primeira autofunção

Nesta seção, nós estudaremos algumas propriedades da primeira autofunção do problema

de autovalor −div(|x|−ap|∇u|p−2∇u) = λ|x|−(a+1)p+c1 |u|p−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(2.2)

onde Ω é como em (HΩ), 1 < p < N, 0 ≤ a < (N − p)/p e c1 > 0. A priori, por Xuan [70],

temos que existe o primeiro autovalor λ1 > 0 de problema (2.2) o qual está associado a

uma autofunção φ1 ∈ C1,α1(Ω \ {0}) com φ1 > 0 em Ω \ {0} e α1 > 0.

Definição 2.1 Nós dizemos que um aberto e limitado Ω de RN satisfaz a condição de

esfera interior se para cada x0 ∈ ∂Ω existe B(y0, r) ⊂ Ω tal que x0 ∈ ∂B(y0, r) (B(y0, r)

é a bola de centro y0 e raio r). Sabemos que todo domı́nio limitado Ω ⊂ RN com fronteira

de classe Ck(k ≥ 2) satisfaz a condição de esfera interior, ver [3, Lema 2.2].

Definição 2.2 Seja Ω um aberto de RN . Nós dizemos que f : Ω×RN → R é uma função

de Carathéodory se f(x, ·) é cont́ınua para q.t.p. (quase todo ponto) x ∈ Ω e f(·, z) é

Lebesgue mensurável para todo z ∈ RN .

Nós usaremos um resultado de Pucci e Serrin, a saber [61, Teorema 8.1], para

provarmos a seguinte versão do prinćıpio de máximo forte.
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Teorema 2.5 (Prinćıpio de máximo forte) Sejam Ω ⊂ RN como em (HΩ), 1 < p < N,

0 ≤ a < (N − p)/p e Ψ : Ω×R×RN → R uma função de Carathéodory não negativa. Se

u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ∩ C0(Ω) ∩ C1(Ω \ {0}) e u ≥ 0 satisfaz

div(|x|−ap|∇u|p−2∇u) + Ψ(x, u,∇u) ≤ 0 em Ω,

então, ou u ≡ 0 em Ω, ou u > 0 em Ω.

Demonstração. Suponhamos que u 6≡ 0. Desde que Ψ(x, s, η) ≥ 0 em Ω, temos

−
∫

Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇φ dx ≤ 0, ∀φ ∈ C∞
0 (Ω), φ ≥ 0.

Aplicando o teorema do prinćıpio de máximo forte de Pucci-Serrin [61, Teorema 8.1] para

Ω := Ω \B(0, R/2), onde B(0, R) ⊂ Ω e u é não trivial em Ω \B(0, R/2), obtemos u > 0

em Ω \B(0, R/2).

Note que, existe δ > 0 com δ ≤ u(x) para todo x ∈ ∂B(0, R), pois u é cont́ınua e

positiva em Ω \B(0, R/2). Definindo u = u|B(0,R) e v ≡ δ em B(0, R), conseguimos que

∫
B(0,R)

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇φ dx ≥
∫
B(0,R)

|x|−ap|∇v|p−2∇v∇φ dx (2.3)

para toda função φ ∈ C∞
0 (B(0, R)) com φ ≥ 0 em B(0, R). Porém, como C∞

0 (B(0, R)) é

denso em W 1,p
0 (B(0, R), |x|−ap), para toda função w ∈ W 1,p

0 (B(0, R), |x|−ap) vale

∫
B(0,R)

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇w dx ≥
∫
B(0,R)

|x|−ap|∇v|p−2∇v∇w dx.

Logo, o teorema do prinćıpio da comparação (teorema 6.6) implica que 0 < δ = v(x) ≤

u(x) para q.t.p. x ∈ B(0, R). Como u ∈ C0(Ω), conclúımos que u ≥ δ em B(0, R) e u > 0

em Ω.

O próximo resultado será crucial no estudo do comportamento da primeira autofunção.

Teorema 2.6 Suponha Ω como em (HΩ), 1 < p < N, 0 ≤ a < (N − p)/p, c > 0

e f : Ω × RN+1 → R uma função de Carathéodory não negativa. Assuma que
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u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ∩ C1(Ω \ {0}) com u > 0 em Ω é uma solução fraca do problema −div(|x|−ap|∇u|p−2∇u) = |x|−(a+1)p+cf(x, u,∇u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

Então existe σ > 0 tal que |∇u(x)| ≥ σ para todo x ∈ ∂Ω.

Demonstração. Considere x0 ∈ ∂Ω. Como Ω satisfaz a condição de esfera interior, existe

B(y0, r) ⊂ Ω tal que x0 ∈ ∂B(y0, r). Também, podemos supor B(y0, r) ⊂ Ω \ B(0, R),

para algum R > 0, com B(0, R) ⊂ Ω.

Defina a função b : RN → R dada por b(x) = k(e−α|x−y0|
2 − e−αr

2
), onde α, k são

constantes positivas que fixaremos depois.

Primeiramente, provaremos que

−div(|x|−ap|∇b|p−2∇b)(x) ≤ 0, ∀x ∈ B(yo, r) \B(y0, r/3), (2.4)

se α > 0 é suficientemente grande e independente de k > 0.

Não é dif́ıcil verificar que existem constantes positivas γ0 e γ1 satisfazendo as seguintes

desigualdades
N∑

i,j=1

∣∣∣ ∂∂ηi
(|η|p−2ηj)

∣∣∣ ≤ γ0|η|p−2, ∀ η ∈ RN \ {0}, (2.5)

e
N∑

i,j=1

∂
∂ηi

(|η|p−2ηj)ξiξj ≥ γ1|η|p−2|ξ|2, ∀ η, ξ ∈ RN , η 6= 0. (2.6)

De fato,
N∑

i,j=1

| ∂
∂ηi

(|η|p−2ηj)| =
N∑

i,j=1

||η|p−2δi,j + (p− 2)|η|p−4ηiηj|

≤ (N +N2|p− 2|)|η|p−2,

onde δi,j = 1 if i = j e δi,j = 0 se i 6= j.

Para provar a segunda desigualdade, consideraremos dois casos, a saber, 1 < p < 2 e

2 ≤ p < N. Entretanto, observamos previamente que

N∑
i,j=1

(ηiηjξiξj) =
N∑
i=1

(ηiξi)
N∑
j=1

(ηjξj) =

[
N∑
i=1

(ηiξi)

]2

≥ 0,
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e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

N∑
i,j=1

(ηiηjξiξj) =

[
N∑
i=1

(ηiξi)

]2

≤ |η|2|ξ|2.

Supondo que 1 < p < 2, nós obtemos

N∑
i,j=1

∂

∂ηi
(|η|p−2ηj)ξiξj =

N∑
i,j=1

(δi,j|η|p−2 + (p− 2)|η|p−4ηiηj)ξiξj

≥ |η|p−2|ξ|2 + (p− 2)|η|p−4|η|2|ξ|2

≥ (1 + p− 2)|η|p−2|ξ|2.

Mas, assumindo que 2 ≤ p < N, temos

N∑
i,j=1

∂

∂ηi
(|η|p−2ηj)ξiξj =

N∑
i,j=1

(δi,j|η|p−2 + (p− 2)|η|p−4ηiηj)ξiξj

≥ |η|p−2|ξ|2.

Observemos que b(x) = 0 para todo x ∈ ∂B(y0, r),

∂b

∂xi
(x) = −2αk(xi − y0i)e

−α|x−y0|2 (2.7)

e
∂2b

∂xj∂xi
(x) = −2αke−α|x−y0|

2

δij + 4α2k(xi − y0i)(xj − y0j)e
−α|x−y0|2 , (2.8)

para todo x ∈ RN . Também, existem constantes K1, K2 > 0 tais que

K1 ≤ |x|, |∇b|p−2, e−α|x−y0|
2 ≤ K2, ∀x ∈ B(yo, r) \B(y0, r/3). (2.9)

Usando (2.5)− (2.9), conseguimos

div(|x|−ap|∇b(x)|p−2∇b(x))

=
N∑
i=1

∂

∂xi

(
|x|−ap|∇b(x)|p−2 ∂b

∂xi
(x)

)

= −ap|∇b(x)|p−2|x|−ap−2

N∑
i=1

xi
∂b

∂xi
(x) + |x|−ap

N∑
i,j=1

∂

∂ηj

(
|∇b(x)|p−2∂b(x)

∂xi

)
∂2b(x)

∂xi∂xj
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≥ 2apkαe−α|x−y0|
2|∇b(x)|p−2 [|x|−ap − |x|−ap−1|y0|]− 2αkγ0|x|−ape−α|x−y0|

2|∇b(x)|p−2

+4α2kγ1|x|−ape−α|x−y0|
2|∇b(x)|p−2|x− y0|2

≥ 0, ∀x ∈ B(yo, r) \B(y0, r/3),

para α > 0 suficientemente grande e independente de k > 0. Isto prova (2.4).

Seja φ ∈ C∞
0 (B(y0, r) \ B(y0, r/2)) com φ ≥ 0 em B(y0, r) \ B(y0, r/2), definimos

φ ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) por

φ(x) :=

 φ(x) se x ∈ B(y0, r) \B(y0, r/2),

0 se Ω \ (B(y0, r) \B(y0, r/2)),

logo

∇φ(x) =

 ∇φ(x) se x ∈ B(y0, r) \B(y0, r/2),

0 se Ω \ (B(y0, r) \B(y0, r/2)).

Conseqüentemente, obtemos de (2.4) que∫
B(y0,r)\B(y0,r/2)

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇φ dx =

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇φ dx

=

∫
Ω

|x|−(a+1)p+cf(x, u,∇u)φ dx

≥ 0

≥ −
∫
B(y0,r)\B(y0,r/2)

div(|x|−ap|∇b|p−2∇b)φ dx

=

∫
B(y0,r)\B(y0,r/2)

|x|−ap|∇b|p−2∇b∇φ dx.

Por outro lado, já que u ∈ C1(Ω \ {0}) e u > 0 em Ω, existe δ > 0 tal que

δ ≤ u(x), ∀x ∈ ∂B(y0, r/2);

escolhendo k > 0 suficientemente pequeno, temos

b(x) ≤ δ ≤ u(x), ∀x ∈ ∂B(y0, r/2),

portanto

b(x) ≤ u(x), ∀x ∈ ∂(B(y0, r) \B(y0, r/2)).
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Então o teorema do prinćıpio da comparação (teorema 6.6) implica

b(x)− u(x) ≤ 0, ∀x ∈ B(y0, r) \B(y0, r/2).

Além disso, b(x0)− u(x0) = 0, então

∂b(x0)

∂ν
− ∂u(x0)

∂ν
≥ 0,

onde ν : ∂B(y0, r) → RN , definido por ν(x) = x−y0
|x−y0| , é o vetor unitário normal exterior a

∂B(y0, r). Logo, nós obtemos

∇u(x0)ν(x0) = ∂u
∂ν

(x0) ≤ ∂b
∂ν

(x0) = ∇b(x) x0−y0
|x0−y0| = −2αkre−αr

2
< 0.

Como u ∈ C1(Ω \ {0}), temos ∇u ∈ (C0(Ω \ {0}))N. Então existe σ > 0 tal que

|∇u(x0)| ≥ σ, ∀x0 ∈ ∂Ω.

No próximo resultado, estudaremos algumas propriedades da primeira autofunção do

problema (2.2).

Teorema 2.7 Considere Ω como em (HΩ), 1 < p < N, 0 ≤ a < (N − p)/p e c1 > 0.

Se λ1 e φ1 são o autovalor e a autofunção, respectivamente, do problema (2.2), então

φ1 ∈ C0,ρ1(Ω) ∩ C1,µ1(Ω \ {0}), φ1 > 0 em Ω e |∇φ1| ≥ σ em ∂Ω, onde ρ1 ∈ (0, 1] e

µ1, σ > 0.

Demonstração. Sejam

p− 1 < q < min
{

Np
N−p − 1; p− 1 + c1

N−p(a+1)

}
e g(x, s) := λ1s

p−1, disto segue que

|g(x, s)| ≤ C(1 + |s|q), ∀(x, s) ∈ Ω× R.

Portanto, pelo teorema 6.7 de regularidade, nós obtemos que φ1 ∈ C0,ρ1(Ω) para algum

ρ1 ∈ (0, 1]. Aplicando o teorema 6.8 com ΩR = Ω \ B(0, R), para todo R > 0 tal que
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B(0, R) ⊂ Ω, segue que φ1 ∈ C1,µ1(Ω \ {0}) para algum µ1 ∈ (0, 1]. Dáı, obtemos do

teorema 6.9 de regularidade que φ1 ∈ C1,µ(Ω \ {0}) para algum µ > 0. Aplicando o

prinćıpio de máximo forte (teorema 2.5) segue que φ1 > 0 em Ω e conclúımos pelo teorema

2.6 que |∇φ1(x)| ≥ σ > 0 para todo x ∈ ∂Ω.

Nós também temos o seguinte lema:

Lema 2.1 Assuma que Ω é como em (HΩ), 1 < p < N, 0 ≤ a < (N − p)/p, c > 0

e f : Ω × R × RN → R uma função de Carathéodory não negativa. Suponha que

u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ∩ L∞(Ω) é uma solução fraca do problema

−div(|x|−ap|∇u|p−2∇u) = |x|−(a+1)p+cf(x, u,∇u) em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

então u é não negativa para q.t.p. em Ω.

Demonstração. Definindo v ≡ 0 em Ω, obtemos para toda w ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap), com

w ≥ 0 para q.t.p. em Ω, que

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇w dx ≥ 0 ≥
∫

Ω

|x|−ap|∇v|p−2∇v∇w dx

e u = 0 = v em ∂Ω, logo, o prinćıpio da comparação (teorema 6.6) implica que u ≥ 0

para q.t.p. em Ω.

2.3 Teorema de sub e supersolução

Nossa principal ferramenta será um método geral de sub e supersolução. Este método,

na situação escalar, tem sido usado por muitos autores, por exemplo, [13, 16, 23, 49] e

[53]. A prova para o sistema segue como em [16] quando a = b = 0 e p = q = c1 = c2.

Primeiramente, vamos introduzir algumas definições.

Definição 2.3 Dizemos que o par (u, v), onde u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ∩ L∞(Ω) e v ∈
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W 1,q
0 (Ω, |x|−bq) ∩ L∞(Ω), é uma subsolução fraca do sistema (2.1) se



∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇φ dx ≤
∫

Ω

|x|−(a+1)p+c1h(x, u, v)φ dx,∫
Ω

|x|−bq|∇v|q−2∇v∇ψ dx ≤
∫

Ω

|x|−(b+1)q+c2k(x, u, v)ψ dx,

u, v ≤ 0 sobre ∂Ω,

para todas as funções φ ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e ψ ∈ W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) com φ, ψ ≥ 0 em Ω.

Similarmente, definimos a supersolução fraca (u, v) do sistema (2.1) considerando as

desigualdades contrárias na definição acima.

Notação: Se u, v ∈ L∞(Ω) com u(x) ≤ v(x) para q.t.p. x ∈ Ω, nós denotamos por [u, v]

o conjunto {w ∈ L∞(Ω) : u(x) ≤ w(x) ≤ v(x) para q.t.p. x ∈ Ω}.

Consideremos o sistema (2.1) com as não linearidades h, k : Ω×R×R → R satisfazendo

as condições:

(HK1): h(x, s, t), k(x, s, t) são funções de Carathéodory e são limitadas se s, t pertencem

a conjuntos limitados.

(HK2): Existe uma função g : R → R cont́ınua, não decrescente, com g(0) = 0,

0 ≤ g(s) ≤ C(1 + |s|r−1), ∀s ∈ R, onde r = min{p, q} e C > 0, e as aplicações

(s, t) 7−→ h(x, s, t) + g(s), (s, t) 7−→ k(x, s, t) + g(t) são não decrescentes para q.t.p.

x ∈ Ω.

Observação 2.1 Note que se g é como em (HK2) e l > r − 1, nós temos

|g(t)| ≤ C(1 + |t|r−1) ≤ A(1 + |t|l), ∀t ∈ R.

Agora, estabeleceremos uma versão do método abstrato de sub e supersolução para

nossa classe de sistemas.

Teorema 2.8 (Sub e supersolução) Considere o sistema (2.1) sob as hipóteses (HK1) e

(HK2). Suponha que (u, v) e (u, v) são, respectivamente, uma subsolução fraca e uma

supersolução fraca do sistema (2.1) com u(x) ≤ u(x) e v(x) ≤ v(x), para q.t.p. x ∈ Ω.

Então existe uma solução fraca minimal (u∗, v∗) (e, respectivamente, uma solução fraca

maximal (u∗, v∗)) do sistema (2.1) no conjunto [u, u]× [v, v]. Em particular, toda solução
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fraca (u, v) ∈ [u, u]× [v, v] do sistema (2.1) satisfaz

u∗(x) ≤ u(x) ≤ u∗(x) e v∗(x) ≤ v(x) ≤ v∗(x),

para q.t.p. x ∈ Ω.

Demonstração. Como em [16] (veja [13] para o caso escalar), consideramos o conjunto

[u, u] × [v, v] ⊂ L∞(Ω) × L∞(Ω) munido da topologia dada pela convergência q.t.p. em

Ω. Sejam p’ > 1 e q’ > 1 os expoentes conjugados de p e q, respectivamente, ou seja,

1/p+ 1/p’ = 1/q + 1/q’ = 1.

Definimos o operador

S : [u, u]× [v, v] −→ Lp
′
(Ω, |x|−(a+1)p+c1)× Lq

′
(Ω, |x|−(b+1)q+c2) ≡ Lp′q′ ,

S(u, v) := (h(·, u(·), v(·)) + g(u(·)), k(·, u(·), v(·)) + g(v(·))),

o qual por (HK1) e (HK2) está bem definido e cada componente é limitada e não

decrescente em u e v. Sejam {(um, vm)} ⊂ [u, u] × [v, v] e (u, v) ∈ [u, u] × [v, v] com

um(x) → u(x) e vm(x) → v(x), quando m→∞, para q.t.p. x ∈ Ω, então

h(x, um(x), vm(x)) + g(um(x)) −→ h(x, u(x), v(x)) + g(u(x)) quando m→∞,

para q.t.p. x ∈ Ω e

|h(x, um, vm)− g(u)− h(x, u, v) + g(u)|p′ ≤ 2p
′|h(x, ū, v̄) + g(ū)|p′ ∈ L1(Ω, |x|−(a+1)p+c1),

logo, o teorema da convergência dominada de Lebesgue implica

lim
m→∞

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1|h(x, um, vm) + g(um)− h(x, u, v)− g(u)|p′ dx = 0

e do mesmo modo

lim
m→∞

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2|k(x, um, vm) + g(vm)− k(x, u, v)− g(v)|q′ dx = 0,
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ou seja, o operador S é cont́ınuo. Pelo teorema 6.5 (com ψ(x, s) = g(s)), vemos que o

operador

T : Lp′q′ −→ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq),

T (f1, f2) := (Tp(f1), Tq(f2)),

está bem definido, o qual é cont́ınuo e não decrescente em cada componente.

Definimos o operador F : [u, u] × [v, v] → W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) dado por

F := T ◦S, ou seja, para cada (u, v) ∈ [u, u]×[v, v], temos que F (u, v) = (F1(u, v), F2(u, v))

é a única solução fraca do sistema
−Leap + |x|−(a+1)p+c1g(e) = |x|−(a+1)p+c1 [h(x, u, v) + g(u)] em Ω,

−Lwbq + |x|−(b+1)q+c2g(w) = |x|−(b+1)q+c2 [k(x, u, v) + g(v)] em Ω,

e = w = 0 sobre ∂Ω,

onde Leap ≡ div(|x|−ap|∇e|p−2∇e) e Lwbq ≡ div(|x|−bq|∇w|q−2∇w).

Escrevendo (u1, v1) := F (u, v) e (u1, v1) := F (u, v), para φ ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) com

φ ≥ 0 para q.t.p. em Ω, nós conseguimos∫
Ω

|x|−ap|∇u1|p−2∇u1∇φ dx+

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1g(u1)φ dx

=

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1 [h(x, u, v) + g(u)]φ dx

≥
∫

Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇φ dx+

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1g(u)φ dx

e ∫
Ω

|x|−ap|∇u1|p−2∇u1∇φ dx+

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1g(u1)φ dx

≤
∫

Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇φ dx+

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1g(u)φ dx.

Em adição, temos u1 = 0 ≥ u e u1 = 0 ≤ u em ∂Ω; então pelo teorema do prinćıpio da

comparação (teorema 6.6) segue que u(x) ≤ u1(x) e u1(x) ≤ u(x), para q.t.p. x ∈ Ω.

Similarmente, v(x) ≤ v1(x) e v1(x) ≤ v(x), para q.t.p. x ∈ Ω.

Observando que Fi, i = 1, 2, é não decrescente em u e v, obtemos u(x) ≤ u1(x) ≤ F1(u, v) ≤ u1(x) ≤ u(x),

v(x) ≤ v1(x) ≤ F2(u, v) ≤ v1(x) ≤ v(x),
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para todo (u, v) ∈ [u, u] × [v, v] e q.t.p. x ∈ Ω. Repetindo o mesmo racioćınio para as

seqüências {(um, vm)}, {(um, vm)} ⊂ [u, u]× [v, v] dadas por

(u0, v0) := (u, v), (um+1, vm+1) := F (umvm),

(u0, v0) := (u, v), (um+1, vm+1) := F (umvm),

conseguimos  u0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ um ≤ F1,m(u, v) ≤ um ≤ · · · ≤ u1 ≤ u0,

v0 ≤ v1 ≤ · · · ≤ vm ≤ F2,m(u, v) ≤ vm ≤ · · · ≤ v1 ≤ v0,

para todo (u, v) ∈ [u, u] × [v, v], para q.t.p. em Ω e todo m ∈ N, onde Fi,m, i = 1, 2, são

definidos por recorrência

Fi,1(u, v) = Fi(u, v), ..., Fi,m+1(u, v) = Fi(F1,m(u, v), F2,m(u, v)), para i = 1, 2.

Em particular, supondo que (u, v) ∈ [u, u]× [v, v] é uma solução fraca do sistema (2.1) e

escrevendo (û, v̂) = F (u, v), então, para cada φ ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) com φ ≥ 0 para q.t.p.

em Ω, conseguimos∫
Ω

|x|−ap|∇û|p−2∇û∇φ dx+

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1g(û)φ dx

=

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1 [h(x, u, v) + g(u)]φ dx

=

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇φ dx+

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1g(u)φ dx.

Conseqüentemente, como û = u = 0 em ∂Ω, o teorema do prinćıpio da comparação

(teorema 6.6) implica que F1(u, v) = û = u. Analogamente, F2(u, v) = v̂ = v. Assim,

segue que  u0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ um ≤ u ≤ um ≤ · · · ≤ u1 ≤ u0,

v0 ≤ v1 ≤ · · · ≤ vm ≤ v ≤ vm ≤ · · · ≤ v1 ≤ v0,
(2.10)

para q.t.p. em Ω.

Portanto, obtemos um(x) → u∗(x), vm(x) → v∗(x), u
m(x) → u∗(x), e vm(x) → v∗(x),

quando m→∞, para q.t.p. x ∈ Ω. Mas, como o operador F é cont́ınuo, conclúımos que

F (u∗, v∗) = (u∗, v∗) e F (u∗, v∗) = (u∗, v∗),
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logo, pela definição de F, vemos que (u∗, v∗) e (u∗, v∗) são soluções fracas do sistema (2.1),

e segue de (2.10) que

u∗ ≤ u ≤ u∗ e v∗ ≤ v ≤ v∗,

para toda solução fraca (u, v) do sistema (2.1) com (u, v) ∈ [u, u]× [v, v].

2.4 Prova do teorema 2.1

Inicialmente, estabeleceremos a existência de uma supersolução fraca para o sistema (2.1),

onde cada componente é positiva e pertence a C0,ρ(Ω) para algum ρ ∈ (0, 1].

Combinando o lema 2.1 com os teoremas 6.5 e 6.7, nós podemos escolher ei ∈ C0,ρi(Ω),

para i = 1, 2, onde (e1, e2) é uma solução fraca do sistema (2.1) com h = k ≡ 1/λ e cada

componente é não negativa. Evidentemente e1 e e2 são não triviais. Aplicando o teorema

6.8 de regularidade com ΩR = Ω \ B(0, R), para todo R > 0 tal que B(0, R) ⊂ Ω, segue

que ei ∈ C1,αi(Ω \ {0}) para algum αi > 0 e i = 1, 2. Então, pelo prinćıpio de máximo

forte (teorema 2.5), conseguimos ei > 0 em Ω, i = 1, 2. Definimos

(z1(x), z2(x)) := (Ae1(x), Be2(x)),

onde A,B são constantes positivas que fixaremos depois. Tomemos f1 ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)

e f2 ∈ W 1,q
0 (Ω, |x|−bq) com f1, f2 ≥ 0 para q.t.p. em Ω, então∫

Ω

|x|−ap|∇z1|p−2∇z1∇f1 dx = Ap−1

∫
Ω

|x|−ap|∇e1|p−2∇e1∇f1 dx

= Ap−1

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1f1 dx

(2.11)

e ∫
Ω

|x|−bq|∇z2|q−2∇z2∇f2 dx = Bq−1

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2f2 dx. (2.12)

Se l := ||e1||∞, L := ||e2||∞, 0 ≤ α < p − 1, 0 ≤ β < q − 1, λ, δ, γ > 0 e

(p − 1 − α)(q − 1 − β) − γδ > 0 é fácil provar que existem constantes positivas A,B

tais que

Ap−1−α = λBγlαLγ e Bq−1−β = λAδlδLβ. (2.13)
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Assim, obtemos por (2.13) que

λzα1 (x)zγ2 (x) ≤ λAαBγlαLγ ≤ Ap−1, ∀x ∈ Ω,

λzδ1(x)z
β
2 (x) ≤ λAδBβlδLβ ≤ Bq−1, ∀x ∈ Ω.

(2.14)

Logo, usando (2.11), (2.12) e (2.14), conclúımos que

∫
Ω

|x|−ap|∇z1|p−2∇z1∇f1 dx ≥ λ

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1zα1 z
γ
2f1 dx

e ∫
Ω

|x|−bq|∇z2|q−2∇z2∇f2 dx ≥ λ

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2zδ1z
β
2 f2 dx,

ou seja, (z1, z2) ∈ C0,ρ1(Ω) × C0,ρ2(Ω) é uma supersolução fraca do sistema (2.1), onde

cada componente é positiva em Ω.

Agora, provaremos a existência de uma subsolução fraca para o sistema (2.1), onde

cada componente é positiva e pertence a C0,ρ(Ω) para algum ρ ∈ (0, 1].

Aplicando o teorema 2.7 com 1 < p < N, 0 ≤ a < (N − p)/p e c1 > 0, temos λ1 > 0

e φ1, respectivamente, o autovalor e a autofunção do problema (2.2) com φ1 pertencente

a C0,ρ1(Ω) ∩ C1,µ1(Ω \ {0}), φ1 > 0 em Ω e |∇φ1| ≥ σ1 em ∂Ω, para algumas constantes

positivas σ1, ρ1 e µ1 > 0. Trocando 1 < p < N, 0 ≤ a < (N−p)/p e c1 > 0 por 1 < q < N,

0 ≤ b < (N − q)/q e c2 > 0, respectivamente, temos λ2 > 0 e φ2, respectivamente, o

autovalor e a autofunção do problema (2.2) satisfazendo φ2 ∈ C0,ρ2(Ω) ∩ C1,µ2(Ω \ {0}),

φ2 > 0 em Ω e |∇φ2| ≥ σ2 em ∂Ω, onde σ2, ρ2 > 0 e µ2 > 0. Definimos

(ψ1c(x), ψ2c(x)) := (cφm1 (x), ckφn2 (x)),

a qual pertence a (C0(Ω)∩C1(Ω \ {0}))2, com c > 0 a ser fixada depois e k,m, n tais que

δ
q−1−β < k < p−1−α

γ
, m = p

p−1
, n = q

q−1
, (2.15)

já que (p− 1− α)(q − 1− β)− γδ > 0, p− 1− α > 0 e q − 1− β > 0.

Então, para quaisquer f1 ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e f2 ∈ W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) com f1, f2 ≥ 0 para
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q.t.p. em Ω, obtemos∫
Ω

|x|−ap|∇ψ1c|p−2∇ψ1c∇f1 dx

=

∫
Ω

|x|−ap(cm)p−1φ
(m−1)(p−2)+(m−1)
1 |∇φ1|p−2∇φ1∇f1 dx

= (cm)p−1

∫
Ω

|x|−ap∇φ1|p−2∇φ1[∇(φ1f1)− (∇φ1)f1] dx

= (cm)p−1

∫
Ω

[
λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p

]
f1 dx.

(2.16)

Similarmente, conseguimos∫
Ω

|x|−bq|∇ψ2c|q−2∇ψ2c∇f2 dx

= (ckn)q−1

∫
Ω

[
λ2|x|−(b+1)q+c2φq2 − |x|−bq|∇φ2|q

]
f2 dx.

(2.17)

Sendo φi = 0 e |∇φi| ≥ σi em ∂Ω, para i = 1, 2, existe η > 0 tal que, para todo

x ∈ Ωη := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≤ η}, temos

λ1|x|−(a+1)p+c1φp1(x)− |x|−ap|∇φ1|p(x) ≤ 0,

λ2|x|−(b+1)q+c2φq2(x)− |x|−bq|∇φ2|q(x) ≤ 0.

Então, para cada λ > 0, conseguimos

∫
Ωη

[
λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p

]
f1 dx ≤ 0 ≤ λ

∫
Ωη

|x|−(a+1)p+c1ψα1cψ
γ
2cf1 dx (2.18)

e

∫
Ωη

[
λ2|x|−(b+1)q+c2φq2 − |x|−bq|∇φ2|q

]
f2 dx ≤ 0 ≤ λ

∫
Ωη

|x|−(b+1)q+c2ψδ1cψ
β
2cf2 dx. (2.19)

Agora, como φi > 0 em Ω e φi é cont́ınua, i = 1, 2, então existe µ > 0 tal que φi(x) ≥ µ

para todo x ∈ Ω \ Ωη e i = 1, 2. Portanto, obtemos de (2.15) que existe a0 > 0 de modo

que valem as desigualdades

λ2n
q−1ck(q−1−β)−δφq−nβ2 (x) ≤ λµmδ ≤ λφmδ1 (x), ∀x ∈ Ω \ Ωη, ∀ c ∈ (0, a0),

λ1m
p−1cp−1−α−kγφp−mα1 (x) ≤ λµnγ ≤ λφnγ2 (x), ∀x ∈ Ω \ Ωη, ∀ c ∈ (0, a0).
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Donde, temos

(cm)p−1(λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p)

≤ |x|−(a+1)p+c1λ1(cm)p−1φp1

= |x|−(a+1)p+c1λ1m
p−1cp−1−α−kγφp−mα1 [ckγcαφmα1 ]

≤ λ|x|−(a+1)p+c1φnγ2 ckγcαφmα1

= λ|x|−(a+1)p+c1ψα1cψ
γ
2c, ∀x ∈ Ω \ Ωη, ∀ c ∈ (0, a0),

e

(ckn)q−1(λ2|x|−(b+1)q+c2φq2 − |x|−bq|∇φ2|q)

≤ λ|x|−(b+1)q+c2ψδ1cψ
β
2c, ∀x ∈ Ω \ Ωη, ∀ c ∈ (0, a0).

Logo, segue que

∫
Ω\Ωη

[
λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p

]
f1 dx ≤ λ

∫
Ω\Ωη

|x|−(a+1)p+c1ψα1cψ
γ
2c dx (2.20)

e

∫
Ω\Ωη

[
λ2|x|−(b+1)q+c2φq2 − |x|−bq|∇φ2|q

]
f2 dx ≤ λ

∫
Ω\Ωη

|x|−(b+1)q+c2ψδ1cψ
β
2c dx. (2.21)

Então, usando (2.18), (2.20) em (2.16) e (2.19), (2.21) em (2.17), segue que (ψ1c, ψ2c)

é uma subsolução fraca do sistema (2.1), onde cada componente é positiva, para cada

c ∈ (0, a0).

Além disso, obtemos analogamente a (2.18) que

∫
Ωη

[
λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p

]
f1 dx ≤ λ

∫
Ωη

|x|−(a+1)p+c1zα1 z
γ
2f1dx. (2.22)

Por outro lado, podemos escolher c0 ∈ (0, a0) tal que

ψ1,c0(x) ≤ z1(x) e ψ2,c0(x) ≤ z2(x), ∀x ∈ Ω \ Ωη,

então, pela equação (2.20), obtemos

∫
Ω\Ωη

[
λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p

]
f1 dx ≤ λ

∫
Ω\Ωη

|x|−(a+1)p+c1zα1 z
γ
2f1dx. (2.23)
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Conseqüentemente, vemos por (2.16), (2.22) e (2.23) que∫
Ω

|x|−ap|∇ψ1c|p−2∇ψ1c∇f1dx ≤ λ

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1zα1 z
γ
2f1dx

≤
∫

Ω

|x|−ap|∇z1|p−2∇z1∇f1dx,

para toda f1 ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) com f1 ≥ 0 para q.t.p. em Ω e algum c0 ∈ (0, a0).

Logo, pelo prinćıpio da comparação (teorema 6.6) segue que ψ1c0(x) ≤ z1(x) para

todo x ∈ Ω. Analogamente, ψ2c0(x) ≤ z2(x) para todo x ∈ Ω. Assim, obtemos do

teorema 2.8 uma solução fraca (u0, v0) do sistema (2.1) com ψ1c0(x) ≤ u0(x) ≤ z1(x)

e ψ2c0(x) ≤ v0(x) ≤ z2(x), para q.t.p. x ∈ Ω.

Consideremos

p− 1 < q < min
{

Np
N−p − 1; p− 1 + c1

N−p(a+1)

}
e g(x, s) := λvγ0 (x)sα. Como v0 ∈ L∞(Ω) é limitada e 0 ≤ α < p− 1, obtemos

|g(x, s)| ≤ λ||v0||γL∞(Ω)|s|
α ≤ C(1 + |s|q), ∀s ∈ R e uniformemente em x ∈ Ω.

Portanto, pelo teorema 6.7, conclúımos que u0 ∈ C0,ρ1(Ω) para algum ρ1 ∈ (0, 1].

Similarmente, temos v0 ∈ C0,ρ2(Ω) para algum ρ2 ∈ (0, 1]. Pelo teorema 6.8 segue que

u0 ∈ C1,µ1(Ω \ {0}) e v0 ∈ C1,µ2(Ω \ {0}), onde µ1, µ2 > 0. Sendo ψic0 > 0 em Ω, i = 1, 2,

obtemos que u0, v0 > 0 em Ω.

Observação 2.2 Suponha Ω := B(0, R). Por um resultado em [27, Proposição 3.1] o

problema (2.2) possui uma autofunção radial φ1 em C2(B(0, R))∩C1,µ1(B(0, R)), µ1 > 0,

associada ao autovalor λ1 > 0, se 1 < p < N, −∞ < a < (N − p)/p e c1 > p − 1. Além

disso, φ1 > 0 em B(0, R) e |∇φ1| > 0 em ∂Ω. Então, repetindo a prova acima, obtemos o

teorema 2.1 com Ω := B(0, R), 1 < p, q < N, −∞ < a < (N−p)/p, −∞ < b < (N−q)/q,

c1 > p− 1 e c2 > q − 1.

2.5 Prova do teorema 2.2

Primeiramente, provaremos que o sistema (2.1) possui uma supersolução fraca, onde cada

componente é positiva, para cada λ > 0 fixado.
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Análogo ao ińıcio da prova do teorema 2.1, obtemos (e1, e2) uma solução fraca do

sistema (2.1) com h = k ≡ 1/λ, ei ∈ C1,αi(Ω \ {0}) e ei > 0 em Ω para αi > 0 e i = 1, 2.

Definimos

(z1c(x), z2c(x)) :=
(
c µ−1λ

1
p−1 e1(x), [λf2(cλ

1
p−1 )]

1
q−1 e2(x)

)
,

onde µ := max{||e1||∞, ||e2||∞} e c é uma constante positiva que fixaremos depois.

Notemos que zic ∈ C0,ρi(Ω) ∩ C1,αi(Ω \ {0}) para i = 1, 2.

Se ϕ1 ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) com ϕ1 ≥ 0 para q.t.p. em Ω, então∫

Ω

|x|−ap|∇z1c|p−2∇z1c∇ϕ1 dx = λ
(
c
µ

)p−1
∫

Ω

|x|−ap|∇e1|p−2∇e1∇ϕ1 dx

= λ
(
c
µ

)p−1
∫

Ω

|x|−(a+1)p+c1ϕ1 dx.

(2.24)

Pela condição de monotonicidade sobre f1 e por (H1), existe uma constante c0 =

c0(λ) > 0 suficientemente grande tal que

λcp−1 ≥ λµp−1f1(µ[λf2(cλ
1

p−1 )]
1

q−1 )

≥ λµp−1f1([λf2(cλ
1

p−1 )]
1

q−1 e2(x))

= λµp−1f1(z2c(x))

(2.25)

para todo x ∈ Ω e cada c ≥ c0.

Conseqüentemente, por (2.24) e (2.25), encontramos

∫
Ω

|x|−ap|∇z1c|p−2∇z1c∇ϕ1 dx ≥ λ

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1f1(z2c)ϕ1 dx, ∀c ≥ c0.

Desde que f2 é monótona, para toda ϕ2 ∈ W 1,q
0 (Ω, |x|−bq) com ϕ2 ≥ 0 para q.t.p. em

Ω, nós temos∫
Ω

|x|−bq|∇z2c|q−2∇z2c∇ϕ2 dx = λf2(cλ
1

p−1 )

∫
Ω

|x|−bq|∇e2|q−2∇e2∇ϕ2 dx

= λf2(cλ
1

p−1 )

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2ϕ2 dx

≥ λ

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2f2(cλ
1

p−1µ−1e1)ϕ2 dx

= λ

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2f2(z1c)ϕ2 dx.
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Portanto, (z1c, z2c) é uma supersolução fraca do sistema (2.1) para cada c ≥ c0 e λ > 0

fixado. Além disso, como lims→∞ f2(s) = ∞, obtemos que zic > 0 em Ω para i = 1, 2 e

c ≥ c0 = c0(λ) suficientemente grande.

Agora, nós provaremos que o sistema (2.1) possui uma subsolução fraca para cada

λ ≥ λ0, com λ0 > 0 suficientemente grande.

Como no teorema 2.1, consideramos os autovalores λ1, λ2 e suas respectivas auto-

funções φ1 ∈ C0,ρ1(Ω) ∩ C1,µ1(Ω \ {0}) e φ2 ∈ C0,ρ2(Ω) ∩ C1,µ2(Ω \ {0}) tais que φi > 0

em Ω e |∇φi| ≥ σi > 0 em ∂Ω, para i = 1, 2. Também, podemos supor que ||φi||L∞(Ω) = 1

para i = 1, 2. Além disso, é fácil verificar que existem m, η > 0 de modo que

|x|−ap|∇φ1|p − λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 ≥ m e |x|−bq|∇φ2|q − λ2|x|−(b+1)q+c2φq2 ≥ m, (2.26)

em Ωη := {x ∈ Ω : dist(x, ∂Ω) ≤ η}.

Como fi é cont́ınua e lims→∞ fi(s) = ∞, existe k0 > 0 tal que fi(s) ≥ −k0 para todo

s ≥ 0 e i = 1, 2. Escolhemos r > 0 tal que

r ≤ |x|−(a+1)p+c1 , |x|−(b+1)q+c2 , ∀x ∈ Ωη.

Definimos

(Ψ1λ
(x),Ψ2λ

(x)) :=
(
(λk0r
m

)
1

p−1 (p−1
p

)φ
p

p−1

1 (x), (λk0r
m

)
1

q−1 ( q−1
q

)φ
q

q−1

2 (x)
)
,

onde cada componente pertence a C0(Ω).

Então, para h1 ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) com h1 ≥ 0 para q.t.p. em Ω, obtemos∫

Ω

|x|−ap|∇Ψ1λ
|p−2∇Ψ1λ

∇h1 dx

=
(
λk0r
m

) ∫
Ω

|x|−apφ1|∇φ1|p−2∇φ1∇h1 dx

=
(
λk0r
m

) ∫
Ω

|x|−ap|∇φ1|p−2∇φ1[∇(φ1h1)− (∇φ1)h1] dx

=
(
λk0r
m

) ∫
Ω

[
λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p

]
h1 dx.

(2.27)
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Sendo Ψiλ ≥ 0 em Ω para i = 1, 2, segue que

−k0r ≤ |x|−(a+1)p+c1f1(Ψ2λ
(x)), ∀x ∈ Ωη. (2.28)

Então, usando (2.26) e (2.28), conseguimos

(
λk0r
m

) ∫
Ωη

[
λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p

]
h1 dx

≤ −λk0r

∫
Ωη

h1 dx

≤ λ

∫
Ωη

|x|−(a+1)p+c1f1(Ψ2λ
(x))h1 dx.

(2.29)

Por outro lado, existe µ > 0 tal que φi(x) ≥ µ em Ω \ Ωη para i = 1, 2. Portanto,

temos

Ψ2λ
(x) ≥ (λk0r

m
)

1
q−1 ( q−1

q
)µ

q
q−1 −→∞, (2.30)

quando λ→∞, uniformemente em x ∈ Ω \ Ωη.

Por (2.30) e lims→∞ f1(s) = ∞, obtemos λ0 > 0 suficientemente grande tal que

λ1k0r
m

φp1(x) ≤ λ1k0r
m

≤ f1(Ψ2λ
(x)), (2.31)

para todo x ∈ Ω \ Ωη e cada λ ≥ λ0.

Dáı, para cada λ ≥ λ0, segue de (2.31) que

(
λk0r
m

) ∫
Ω\Ωη

[
λ1|x|−(a+1)p+c1φp1 − |x|−ap|∇φ1|p

]
h1 dx

≤ λ

∫
Ω\Ωη

|x|−(a+1)p+c1
(
λ1k0r
m

)
φp1h1 dx

≤ λ

∫
Ω\Ωη

|x|−(a+1)p+c1f1(Ψ2λ
)h1 dx.

(2.32)

Então, usando (2.27), (2.29) e (2.32), conclúımos

∫
Ω

|x|−ap|∇Ψ1λ
|p−2∇Ψ1λ

∇h1 dx ≤ λ

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1f1(Ψ2λ
)h1 dx
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e da mesma forma

∫
Ω

|x|−bq|∇Ψ2λ
|q−2∇Ψ2λ

∇h2 dx ≤ λ

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2f2(Ψ1λ
)h2 dx,

para quaisquer h1 ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e h2 ∈ W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) com h1, h2 ≥ 0 para q.t.p. em

Ω e cada λ ≥ λ0, ou seja, (Ψ1λ
,Ψ2λ

) ∈ C0(Ω)×C0(Ω) é uma subsolução fraca do sistema

(2.1) para cada λ ≥ λ0 com λ0 > 0 suficientemente grande.

Analogamente, mostramos que, para cada λ ≥ λ0, existe c1 ≥ c0(λ) suficientemente

grande tal que∫
Ω

|x|−ap|∇Ψ1λ
|p−2∇Ψ1λ

∇h1 dx ≤ λ

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1f1(z2c)h1 dx

≤
∫

Ω

|x|−ap|∇z1c|p−2∇z1c∇h1 dx,

para todo c ≥ c1. Logo, pelo prinćıpio da comparação (teorema 6.6) segue que ψ1λ(x) ≤

z1c(x) para todo x ∈ Ω, para c ≥ c1. Igualmente, ψ2λ(x) ≤ z2c(x) para todo x ∈ Ω e

c ≥ c1. Assim, obtemos pelo teorema 2.8 uma solução fraca (u0, v0) do sistema (2.1) com

ψ1λ(x) ≤ u0(x) ≤ z1c(x) e ψ2λ(x) ≤ v0(x) ≤ z2c(x), para q.t.p. x ∈ Ω e c ≥ c1. Em

particular, u0, v0 > 0 para q.t.p. em Ω.

2.6 Prova do teorema 2.3

Primeiramente, provaremos que o sistema (2.1) possui uma supersolução positiva para

cada λ > 0 fixado. Análogo ao ińıcio da prova do teorema 2.1, obtemos (e1, e2) uma

solução fraca do sistema (2.1) com h = k ≡ 1/λ, ei ∈ C1,αi(Ω \ {0}) e ei > 0 em Ω para

αi > 0 e i = 1, 2. Definimos

(z1A
(x), z2B

(x)) := (Ae1(x), Be2(x)) ,

onde A e B são constantes positivas que fixaremos depois.

Se ϕ1 ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) com ϕ1 ≥ 0 para q.t.p. em Ω, então

∫
Ω

|x|−ap|∇z1A
|p−2∇z1A

∇ϕ1 dx = Ap−1

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1ϕ1 dx. (2.33)
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Sendo h não decrescente nas variáveis s, t e cont́ınua em Ω× R× R, temos

−k0 ≤ h(x,Ae1(x), Be2(x)) ≤ h(x,A||e1||L∞(Ω), B||e2||L∞(Ω)),

para algum k0 > 0 e todo x ∈ Ω. Usando esta desigualdade e a hipótese (H2), obtemos

A0 = A0(λ) > 0 tal que

λh(x, z1A
(x), z2B

(x)) = λh(x,Ae1(x), Be2(x)) ≤ Ap−1 (2.34)

para cada A ≥ A0 e todo (x,B) ∈ Ω× R.

Então, por (2.33) e (2.34), conseguimos

∫
Ω

|x|−ap|∇z1A
|p−2∇z1A

∇ϕ1 dx ≥ λ

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1h(x, z1A
, z2B

)ϕ1 dx

para cada A ≥ A0 e todo B ∈ R.

Similarmente, nós temos

∫
Ω

|x|−bq|∇z2B
|q−2∇z2B

∇ϕ2 dx ≥ λ

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2k(x, z1A
, z2B

)ϕ2 dx,

para toda ϕ2 ∈ W 1,q
0 (Ω, |x|−bq) com ϕ2 ≥ 0 para q.t.p. em Ω, para cada B ≥ B0 =

B0(λ) > 0 e todo A ∈ R. Portanto, (z1A, z2B) é uma supersolução fraca do sistema (2.1),

onde cada componente é positiva, para cada A ≥ A0 e B ≥ B0.

A demonstração da existência de uma subsolução para o sistema (2.1) segue usando

argumentos completamente similares ao que fizemos no teorema 2.2, denotaremos essa

subsolução por (Ψ1λ
,Ψ2λ

) ∈ C0(Ω)×C0(Ω) para cada λ ≥ λ0 com λ0 > 0 suficientemene

grande. Além disso, usando o prinćıpio da comparação (teorema 6.6), temos que Ψ1λ
≤ z1A

e Ψ2λ
≤ z2B

em Ω para algum A ≥ A0 e B ≥ B0 suficientemente grande e cada λ ≥ λ0

fixado. Obtemos pelo teorema 2.8 de sub e supersolução que existe uma solução fraca do

sistema (2.1), onde cada componente é positiva para q.t.p. em Ω.

2.7 Prova do teorema 2.4

Demonstraremos este resultado por contradição.

Consideremos λ1 e λ2 ser os autovalores provenientes do teorema 2.7 para 1 < p < N,
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0 ≤ a < (N − p)/p, c1 > 0 e 1 < q < N, 0 ≤ b < (N − q)/q, c2 > 0, respectivamente.

Recordamos que eles são caracterizados por

λ1 := inf

{ ∫
Ω
|x|−ap|∇w|p dx∫

Ω
|x|−(a+1)p+c1|w|p dx

: w ∈ W 1p
0 (Ω, |x|−ap) \ {0}

}
> 0,

λ2 := inf

{ ∫
Ω
|x|−bq|∇w|q dx∫

Ω
|x|−(b+1)q+c2|w|q dx

: w ∈ W 1q
0 (Ω, |x|−bq) \ {0}

}
> 0.

Consideremos λ0 := min{ λ1

k1+k3
, λ2

k2+k4
}. Supondo por absurdo que existe uma solução

fraca não trivial (u, v) do sistema (2.1) com 0 < λ < λ0, então

λ1

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1|u|p dx ≤
∫

Ω

|x|−ap|∇u|p dx

= λ

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1h(x, u, v)u dx

≤ λ

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1 (k1|u|p + k2|v|q) dx

(2.35)

e

λ2

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2 |v|q dx ≤ λ

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2 (k3|u|p + k4|v|q) dx. (2.36)

Como (a+ 1)p− c1 = (b+ 1)q − c2, obtemos de (2.35) e (2.36) que

0 < [λ1 − λ (k1 + k3)]

∫
Ω

|x|−(a+1)p+c1|u|p + [λ2 − λ (k2 + k4)]

∫
Ω

|x|−(b+1)q+c2|v|q ≤ 0,

o que é um absurdo.

2.8 Prova do corolário 2.1

Definimos

µ1 = p/(1 + α), µ2 = p/(p− 1− α), θ1 = q/(q − 1− β) e θ2 = q/(1 + β).

Por hipótese (p− 1− α)(q − 1− β)− γδ = 0 e pγ = q(p− 1− α), então

µ−1
1 + µ−1

2 = θ−1
1 + θ−1

2 = 1, µ1(α+ 1) = p, µ2γ = q,

θ1δ = p, θ2(β + 1) = q, µ1, µ2, θ1, θ2 > 1.
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Dáı, obtemos pela desigualdade de Young que

|sα+1tγ| ≤ |s|p
µ1

+ |t|q
µ2

e |sδtβ+1| ≤ |s|p
θ1

+ |t|q
θ2
, ∀(s, t) ∈ R2.

Conseqüentemente, aplicando o teorema 2.4, conclúımos o corolário.

2.9 Exemplos e observações

Exemplo 2.1 Consideremos

f1(x, s, t) =

 c1t
δ − k1 se t ≥ 0,

−k1 se t < 0,
e f2(x, s, t) =

 c2s
γ − k2 se s ≥ 0,

−k2 se s < 0,

onde c1, c2, k1, k2 são constantes positivas. Com essas não linearidades o sistema (2.1) é

semipositônico e, se δ, γ > 0 são tais que δγ < (p− 1)(q − 1), podemos aplicar o teorema

2.2.

Exemplo 2.2 Sejam

h(x, s, t) =


cγ1c(x)s

α − k1 se s ≥ 0, t > c1,

c(x)sαtγ − k1 se s ≥ 0, t ∈ [0, c1],

−k1 caso contrário,

e

k(x, s, t) =


cδ2d(x)t

β − k2 se t ≥ 0, s > c2,

d(x)sδtβ − k2 se t ≥ 0, s ∈ [0, c2],

−k2 caso contrário ,

onde c, d ∈ C(Ω̄) são funções positivas e c1, c2, k1, k2 são constantes positivas. Se 0 ≤ γ, δ,

0 < α < p − 1 e 0 < β < q − 1, então temos um exemplo no qual podemos aplicar o

teorema 2.3.

Exemplo 2.3 Uma conseqüência do teorema 2.4 é que o sistema (2.1) com h(x, u, v) =

θ|u|θ−2|v|δu, k(x, u, v) = δ|u|θ|v|δ−2v, θ, δ > 1, θ/p+δ/q = 1, não possui nenhuma solução

fraca, exceto a trivial, para todo λ > 0 suficientemente pequeno.
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Observação 2.3 Nós podemos melhorar o teorema 2.2 trocando a monotonicidade global,

assumida sobre as não linearidades, pela condição de monotonicidade no infinito; em

outras palavras, existe M0 > 0 tal que fi(s) é não decrescente para todo s ≥M0 e i = 1, 2;

e também requerendo (HK2).



Caṕıtulo

3

Sistemas perturbados com expoentes

subcŕıticos

3.1 Introdução

Nós usaremos o conhecido teorema do passo da montanha devido a Ambrosetti e

Rabinowitz e também o prinćıpio variacional de Ekeland para estabelecer condições de

existência de soluções não triviais para o sistema com perturbação não linear


−Luap = λθ|x|−β1uθ−1vδ + µα|x|−β2uα−1vγ em Ω,

−Lvbq = λδ|x|−β1uθvδ−1 + µγ|x|−β2uαvγ−1 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(3.1)

onde Lwer ≡ div(|x|−er|∇w|r−2∇w),

Ω é um domı́nio suave e limitado de RN com 0 ∈ Ω, (HΩ)

os parâmetros λ, µ são números reais positivos e os expoentes verificam

1 < p, q < N, −∞ < a < (N − p)/p, −∞ < b < (N − q)/q,

a ≤ c1 < a+ 1, b ≤ c2 < b+ 1, d1 = 1 + a− c1, d2 = 1 + b− c2,

p∗ = Np/(N − d1p), q
∗ = Nq/(N − d2q),

α, γ, θ, δ > 1, β1, β2 ∈ R,

(Hexp)

42
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com uma das seguintes condições satisfeita

θ
p

+ δ
q
, α
p

+ γ
q
> 1 e θ

p∗
+ δ

q∗
, α
p∗

+ γ
q∗
< 1; (3.2)

θ
p

+ δ
q
< 1 e α

p
+ γ

q
< 1; (3.3)

θ
p

+ δ
q

= 1, α
p

+ γ
q
> 1 e α

p∗
+ γ

q∗
< 1; (3.4)

θ
p

+ δ
q

= 1 e α
p

+ γ
q
< 1; (3.5)

θ
p

+ δ
q
< 1, α

p
+ γ

q
> 1 e α

p∗
+ γ

q∗
< 1. (3.6)

No caso escalar, Garćıa e Peral em [37] mostraram que o problema −∆pu = λ|u|p−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

não possui nenhuma solução fraca, exceto a trivial, para todo λ > 0 suficientemente

pequeno. Enquanto o problema subcŕıtico perturbado
−∆pu = λ|u|p−2u+ |u|q−2u em Ω,

u ≥ 0 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω

tem uma solução fraca não trivial para todo λ > 0 suficientemente pequeno e 1 < q < m∗

(veja também Ghoussoub e Yuan [41]). Aqui m∗ = Np/(N − p) denota o expoente cŕıtico

de Sobolev.

Isso motiva a seguinte questão: Será que perturbando as não linearidades apresentadas

no exemplo 2.3 teremos uma solução fraca para λ > 0 suficientemente pequeno? De fato,

veremos que a resposta é sim.

Recentemente, Adriouch e Hamidi em [1] estudaram o sistema −∆pu = λ|u|p1−2u+ (α+ 1)|u|α−1|v|β+1u em Ω,

−∆qu = λ|v|q−2v + (β + 1)|u|α+1|v|β−1v em Ω,

com condições de fronteira de Dirichlet ou mistas, supondo que os expoentes verificam a

condição subcŕıtica (α + 1)/p∗ + (β + 1)/q∗ < 1, 1 < p1 < p e 1 < q < N. Ainda no caso
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regular, ou seja, β1 = β2 = a = b = 0, para sistemas envolvendo operadores laplaciano

ou p−laplaciano, citamos ao leitor os seguintes artigos [5, 29, 64] e o artigo de pesquisa e

divulgação [35].

Os resultados que estudaremos neste caṕıtulo são os seguintes.

Teorema 3.1 Além de (HΩ) e (Hexp), assuma pi ∈ (1, p∗), qi ∈ (1, q∗), i = 1, 2, com

θ/p1 + δ/q1 = α/p2 + γ/q2 = 1 e

βi < min
{

(a+ 1)pi +N
(
1− pi

p

)
, (b+ 1)qi +N

(
1− qi

q

)}
, i = 1, 2. (3.7)

i) Então o sistema (3.1) possui uma solução fraca, onde cada componente é não trivial e

não negativa, para cada λ não negativo e µ positivo, desde que uma das condições abaixo

seja satisfeita:

vale (3.2), pi ∈ (p, p∗) e qi ∈ (q, q∗) (H3.2)

ou

vale (3.3), pi ∈ (1, p) e qi ∈ (1, q). (H3.3)

ii) Então existe λ0 > 0 tal que o sistema (3.1) possui uma solução fraca, onde cada

componente é não trivial e não negativa, para cada 0 ≤ λ < λ0 e µ positivo, desde que

uma das condições abaixo seja satisfeita:

vale (3.4), p1 = p, q1 = q, p2 ∈ (p, p∗) e q2 ∈ (q, q∗) (H3.4)

ou

vale (3.5), p1 = p, q1 = q, p2 ∈ (1, p) e q2 ∈ (1, q). (H3.5)

Teorema 3.2 Além de (HΩ) e (Hexp), assuma que

vale (3.6), p1 ∈ (1, p), q1 ∈ (1, q), p2 ∈ (p, p∗) e q2 ∈ (q, q∗) (H3.6)

com θ/p1 + δ/q1 = α/p2 + γ/q2 = 1 e βi, i = 1, 2, como em (3.7). Suponha que

max{p, q} < min{p2, q2}. Então, para cada µ positivo, existe λ0 = λ0(µ) positivo tal

que o sistema (3.1) possui pelo menos duas soluções fracas, onde cada componente é não

trivial e não negativa, para cada 0 < λ < λ0.
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3.2 Resultados preliminares

Nossa abordagem será variacional, ou seja, nós encontraremos os pontos cŕıticos do

funcional de Euler-Lagrange

I : W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) −→ R

dado por

I(u, v) =
1

p

∫
Ω

|x|−ap|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|x|−bq|∇v|qdx

−λ
∫

Ω

|x|−β1uθ+v
δ
+ dx− µ

∫
Ω

|x|−β2uα+v
γ
+ dx,

o qual está bem definido, desde que existam pi ∈ (1, p∗) e qi ∈ (1, q∗), i = 1, 2, satisfazendo

θ/p1 + δ/q1 = α/p2 + γ/q2 = 1 e βi, i = 1, 2, como em (3.7). Além disso, I é de classe C1

com derivada de Gâteaux dada por

〈
I
′
(u, v), (w, z)

〉
=

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇w dx+

∫
Ω

|x|−bq|∇v|q−2∇v∇z dx

−λ
∫

Ω

|x|−β1(θuθ−1
+ vδ+w + δuθ+v

δ−1
+ z) dx

−µ
∫

Ω

|x|−β2(αuα−1
+ vγ+w + γuα+v

γ−1z) dx.

Definição 3.1 Dizemos que {(un, vn)} ⊂ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) é uma seqüên-

cia de Palais Smale para o operador I no ńıvel c (ou simplesmente, seqüência−(PS)c)

se

I(un, vn) → c e I
′
(un, vn) → 0, quando n→∞.

Quando toda seqüência de Palais Smale para o operador I no ńıvel c for pré-compacta

(isto é, possui subseqüência fortemente convergente), para todo real c, nós diremos que o

operador I satisfaz a condição de Palais Smale.

Lema 3.1 (Condição (S)+) Suponha Ω um domı́nio suave e limitado de RN , 0 ∈ Ω,

1 < p < N, −∞ < a < (N − p)/p e {un} ⊂ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) uma seqüência satisfazendo


un ⇀ u quando n→∞,

lim sup
n→∞

∫
Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇(un − u)dx ≤ 0,

(3.8)
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então {un} é pré-compacta em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap).

Demonstração. Primeiramente, observemos que∫
Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇(un − u) dx

=

∫
Ω

|x|−ap (|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u)∇(un − u) dx

+

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇(un − u) dx.

(3.9)

Desde que o operador ϕu : W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) −→ R dado por

ϕu(v) =

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇v dx,

é linear e, pela desigualdade de Hölder, cont́ınuo, obtemos de (3.8) que ϕ(un) → ϕ(u)

quando n→∞, ou seja,

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇(un − u) dx = 0. (3.10)

Agora, estudaremos a primeira parcela da soma em (3.9) em dois casos.

Caso 1. Seja p ≥ 2. Conseguimos pelo lema 6.2 que

∫
Ω

|x|−ap
(
|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u

)
∇(un − u) dx ≥ K||un − u||p. (3.11)

Conseqüentemente, tomando o limite superior em (3.9) e combinando (3.8), (3.10) e

(3.11), obtemos

lim sup
n→∞

||un − u||p ≤ 0.

Portanto, conclúımos que un converge forte para u em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap).

Caso 2. Se 1 < p < 2, pelo lema 6.2, temos∫
Ω

|x|−ap (|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u)∇ (un − u) dx

≥
K

∫
Ω

|x|−ap|∇un−∇u|2 dx∫
Ω

|x|−ap (|∇un|+ |∇u|)2−p dx
·

(3.12)
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Em virtude da convergência fraca existe M > 0 tal que ||un|| ≤ M para todo n ∈ N.

Assim, usando a desigualdade de Hölder, conseguimos

||un − u||p ≤
(∫

Ω

|x|−apdx
) 2−p

2
(∫

Ω

|x|−ap|∇un −∇u|2dx
) p

2

≤ C

(∫
Ω

|x|−ap|∇un −∇u|2dx
) p

2

(3.13)

e

∫
Ω

|x|−ap (|∇un|+ |∇u|)2−p dx ≤
(∫

Ω

|x|−apdx
) 2p−2

p

[2p−1 (||un||p + ||u||p)]
2−p

p

≤ C (Mp + ||u||p)
2−p

p .

(3.14)

Portanto, usando as desigualdades (3.12), (3.13), (3.14) e o lema 6.2, conclúımos que

∫
Ω

|x|−ap
(
|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u

)
∇ (un − u) dx ≥ K̃||un − u||2

(Mp + ||u||p)
2−p

p

· (3.15)

Então, tomando o limite superior em (3.15), segue como no primeiro caso que un converge

forte para u em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap).

Lema 3.2 Considere (HΩ), (Hexp), βi, i = 1, 2, como em (3.7) e {(un, vn)} uma

seqüência−(PS)c em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq).

i) Suponha que uma das condições: (H3.2), ou (H3.3), ou (H3.6), é satisfeita. Então

{(un, vn)} é limitada em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para cada λ e µ não negativos.

ii) Suponha que uma das condições: (H3.4) ou (H3.5), é satisfeita. Então existe λ0 positivo

tal que {(un, vn)} é limitada em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para cada 0 ≤ λ < λ0 e

µ não negativo.

Além disso, nos casos (H3.2), (H3.4) e (H3.6) a limitação é independente de µ.

Demonstração. Sejam θ1 ∈ (1, p∗], θ2 ∈ (1, q∗] constantes que fixaremos depois. Como

{(un, vn)} é uma seqüência−(PS)c, nós obtemos
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c+ ||(un, vn)||+On(1) ≥ I(un, vn)− 〈I ′(un, vn), (un/θ1, vn/θ2)〉

≥ (1
p
− 1

θ1
)||un||p + (1

q
− 1

θ2
)||vn||q

+λ( θ
θ1

+ δ
θ2
− 1)

∫
Ω

|x|−β1uθn+
vδn+

dx

+µ( α
θ1

+ γ
θ2
− 1)

∫
Ω

|x|−β2uαn+
vγn+

dx,

(3.16)

onde On(1) → 0 quando n→∞.

Supondo (H3.2), nós fixamos θ1 = min{p1, p2} e θ2 = min{q1, q2}, donde segue

1
p
− 1

θ1
> 0, 1

q
− 1

θ2
> 0, θ

θ1
+ δ

θ2
≥ 1 e α

θ1
+ γ

θ2
≥ 1.

Então, por (3.16), obtemos

c+ ||(un, vn)||+On(1) ≥ (1
p
− 1

θ1
)||un||p + (1

q
− 1

θ2
)||vn||q. (3.17)

Dáı, supondo por contradição que a seqüência {(un, vn)} não é limitada no espaço

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) e observando que o lado direito da equação (3.17) cresce

mais rápido que o lado esquerdo, obtemos a desigualdade contrária em (3.17) para algum

n suficientemente grande, o que é um absurdo. Então conclúımos que {(un, vn)} é uma

seqüência limitada para cada λ não negativo e independentemente de µ não negativo.

Assuma que (H3.4) é satisfeita, então, tomando θ1 = p2 e θ2 = q2 em (3.16),

conseguimos

1
p
− 1

θ1
> 0, 1

q
− 1

θ2
> 0, θ

θ1
+ δ

θ2
< 1, α

θ1
+ γ

θ2
= 1

e

c+ ||(un, vn)||+On(1) ≥ (1
p
− 1

θ1
)||un||p + (1

q
− 1

θ2
)||vn||q

+λ( θ
θ1

+ δ
θ2
− 1)

∫
Ω

|x|−β1uθn+
vδn+

dx

≥
[
(1
p
− 1

θ1
) + λ( θ

θ1
+ δ

θ2
− 1) θC

p

]
||un||p

+
[
(1
q
− 1

θ2
) + λ( θ

θ1
+ δ

θ2
− 1) δC

q

]
||vn||q.



3. Sistemas perturbados com expoentes subcŕıticos 49

Então escolhendo λ0 positivo tal que para todo 0 ≤ λ < λ0 vale

min
{

(1
p
− 1

θ1
) + λ( θ

θ1
+ δ

θ2
− 1) θC

p
, (1

q
− 1

θ2
) + λ( θ

θ1
+ δ

θ2
− 1) δC

q

}
> 0,

obtemos que {(un, vn)} é limitada em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para 0 ≤ λ < λ0 e

independentemente de µ não negativo.

Consideremos (H3.5), θ1 = p∗ e θ2 = q∗, então

1
p
− 1

θ1
> 0, 1

q
− 1

θ2
> 0, θ

θ1
+ δ

θ2
< 1, α

θ1
+ γ

θ2
< 1

e

c+ ||(un, vn)||+On(1) ≥
[
(1
p
− 1

θ1
) + ( θ

θ1
+ δ

θ2
− 1)λθC

p

]
||un||p

+
[
(1
q
− 1

θ2
) + ( θ

θ1
+ δ

θ2
− 1)λδC

q

]
||vn||q

+µ( α
θ1

+ γ
θ2
− 1)(αC

p2/p

p2
||un||p2 + γCq2/q

q2
||vn||q2).

Novamente, escolhemos λ0 > 0 de modo que

min
{

(1
p
− 1

θ1
) + λ( θ

θ1
+ δ

θ2
− 1) θC

p
, (1

q
− 1

θ2
) + λ( θ

θ1
+ δ

θ2
− 1) δC

q

}
> 0

para todo 0 ≤ λ < λ0. Então, observando que 1 < p2 < p e 1 < q2 < q, nós obtemos que

{(un, vn)} é limitada em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para todo 0 ≤ λ < λ0 e todo µ

não negativo.

Assuma que (H3.3) é satisfeita e fixe θ1 = p∗ e θ2 = q∗ em (3.16). Então temos

1
p
− 1

θ1
> 0, 1

q
− 1

θ2
> 0, θ

θ1
+ δ

θ2
< 1, α

θ1
+ γ

θ2
< 1

e

c+ ||(un, vn)||+On(1) ≥ (1
p
− 1

θ1
)||un||p + (1

q
− 1

θ2
)||vn||q

+λ( θ
θ1

+ δ
θ2
− 1)( θC

p1/p

p1
||un||p1 + δCq1/q

q1
||vn||q1)

+µ( α
θ1

+ γ
θ2
− 1)(αC

p2/p

p2
||un||p2 + γCq2/q

q2
||vn||q2).

Portanto, como pi ∈ (1, p) e qi ∈ (1, q), i = 1, 2, segue que {(un, vn)} é limitada em

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para todos λ e µ não negativos.
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Por último, se vale (H3.6), nós fixamos θ1 = p2 e θ2 = q2 em (3.16), logo

1
p
− 1

θ1
> 0, 1

q
− 1

θ2
> 0, θ

θ1
+ δ

θ2
< 1, α

θ1
+ γ

θ2
= 1

e

c+ ||(un, vn)||+On(1) ≥ (1
p
− 1

θ1
)||un||p + (1

q
− 1

θ2
)||vn||q

+λ( θ
θ1

+ δ
θ2
− 1)( θC

p1/p

p1
||un||p1 + δCq1/q

q1
||vn||q1).

Então, como 1 < p1 < p e 1 < q1 < q, obtemos que {(un, vn)} é limitada em

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para λ não negativo e independentemente de µ não

negativo.

Teorema 3.3 Considere (HΩ), (Hexp) e βi, i = 1, 2, como em (3.7).

i) Suponha que uma das condições: (H3.2), ou (H3.3), ou (H3.6), é satisfeita. Então o

operador I satisfaz a condição de Palais Smale para todo λ positivo e todo µ não negativo.

ii) Suponha que uma das condições: (H3.4) ou (H3.5), é satisfeita. Então existe λ0 positivo

tal que o operador I satisfaz a condição de Palais Smale para todo 0 ≤ λ < λ0 e todo µ

não negativo.

Demonstração. Consideremos {(un, vn)} em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) uma

(PS)c−seqüência. Se vale uma das condições: (H3.2), ou (H3.3), ou (H3.6), então segue

do lema 3.2 que {(un, vn)} é limitada em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para todos λ

e µ não negativos. Porém, para os casos (H3.4) e (H3.5), o lema 3.2 implica que existe

λ0 positivo tal que {(un, vn)} é limitada em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para todo

0 ≤ λ < λ0 e todo µ não negativo.

Assim, temos uma subseqüência de {(un, vn)}, que denotaremos por {(un, vn)}, e

(u, v) pertencente a W 1,p
0 (Ω, ‖x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) tais que un ⇀ u fracamente em

W 1,p
0 (Ω, ‖x|−ap) e vn ⇀ v fracamente emW 1,q

0 (Ω, ‖x|−bq), quando n→∞. Então o teorema

6.4 da imersão compacta implica que

un −→ u fortemente em Lp1(Ω, |x|−β1) ∩ Lp2(Ω, |x|−β2) quando n→∞

e

vn −→ v fortemente em Lq1(Ω, |x|−β1) ∩ Lq2(Ω, |x|−β2) quando n→∞.
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Em particular, un(x) → u(x) e vn(x) → v(x), quando n→∞, para q.t.p. x ∈ Ω. Também

observamos que un+(x) → u+(x) e vn+(x) → v+(x), quando n → ∞, para q.t.p. x ∈ Ω.

Além disso, existem f ∈ Lp1(Ω, |x|−β1) e g ∈ Lq1(Ω, |x|−β1) tais que |un|(x) ≤ f(x) e

|vn|(x) ≤ g(x), para q.t.p. x ∈ Ω. Conseqüentemente

[uθ−1
n+

vδn+
(un − u)](x) −→ 0, quando n→∞, para q.t.p. x ∈ Ω,

e

|uθ−1
n+

vδn+
(un − u)| ≤ |uθn+

vδn+
|+ |uθ−1

n+
vδn+

u|

≤ f θgδ + f θ−1gδu ∈ L1(Ω, |x|−β1).

Dáı, aplicando o teorema da convergência dominada de Lebesgue, temos que

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−β1uθ−1
n+

vδn+
(un − u) dx = 0. (3.18)

e similarmente

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−β2uα−1
n+

vγn+
(un − u) dx = 0. (3.19)

Agora, tomando o limite superior na equação∫
Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇(un − u) dx

= 〈I ′(un, vn), (un − u, 0)〉+

∫
Ω

[λθ|x|−β1uθ−1
n+

vδn+
+ µα|x|−β2uα−1

n+
vγn+

](un − u) dx,

usando os limites em (3.18), (3.19) e a definição de seqüência−(PS)c, obtemos

lim sup
n→∞

∫
Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇(un − u) dx = 0.

Conseqüentemente, pelo lema 3.1 (Condição (S)+), temos que un é pré-compacta.

Analogamente, {vn} é pré-compacta.

Teorema 3.4 Além de (HΩ), (Hexp), (H3.2)-(H3.6) e βi, i = 1, 2 como em (3.7), assuma

que (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) é um ponto cŕıtico do operador I. Então

(u+, v+) é um ponto cŕıtico do operador I.
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Demonstração. Como (u, v) é um ponto cŕıtico do operador I, temos

0 =
〈
I
′
(u, v), (u−, 0)

〉
=

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇u− dx = −||u−||p

e também

||v−||q = 0.

Conseqüentemente, para cada (w, z) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq), nós obtemos

〈
I
′
(u+, v+), (w, z)

〉
=
〈
I
′
(u, v), (w, z)

〉
+

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u−∇w dx

+

∫
Ω

|x|−bq|∇v|q−2∇v−∇z dx

= 0,

(3.20)

e similarmente

I(u+, v+) = I(u, v) + 1
p
||u−||p + 1

q
||v−||q

= I(u, v),

ou seja, (u+, v+) é um ponto cŕıtico de I.

A prova do próximo lema é baseada na demonstração de um resultado provado pela

Mizoguchi [56, teorema 1], e é essencialmente uma versão local do conhecido prinćıpio

variacional de Ekeland.

Lema 3.3 (Mizoguchi) Seja X um espaço de Banach real munido com a norma ||·||X e

C ⊂ X um subconjunto fechado com interior não vazio (C◦ 6= ∅). Suponha F ∈ C1(X,R)

inferiormente limitado em C e

F (wX) < inf
∂C
F para algum wX ∈ C◦.

Então existe uma seqüência {xn} ⊂ C◦ tal que

F (xn) → inf
C
F e F

′
(xn) → 0, quando n→∞.

Demonstração. Seja ξ > 0 tal que

0 < ξ < inf
∂C
F − inf

C◦
F. (3.21)
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Pela definição de ı́nfimo, temos w0 ∈ C de modo que

F (w0) ≤ inf
C
F + ξ. (3.22)

Então, aplicando o pŕıncipio variacional de Ekeland (teorema 6.3) para o operador

F |C : C → R, obtemos wξ ∈ C tal que

F (wξ) ≤ F (w0) (3.23)

e

F (wξ) < F (x) + ||x− wξ||X , ∀x ∈ C \ {wξ}. (3.24)

Em particular, por (3.21), (3.22) e (3.23), conseguimos

F (wξ) ≤ inf
C
F + ξ ≤ inf

C◦
F + ξ < inf

∂C
F,

portanto wξ ∈ C◦.

Definindo o operador T : C → R dado por

T (x) = F (x) + ξ||x− wξ||X ,

nós obtemos de (3.24) que wξ é um mı́nimo local estrito de T e, portanto,

F (wξ + ηx)− F (wξ)

η
+ ξ||x||X =

T (wξ + ηx)− T (wξ)

η
≥ 0

para todo x na esfera unitária de X e η pequeno.

Logo, passando o limite em η → 0, conseguimos

〈F ′
(wξ), x〉+ ξ||x||X ≥ 0,

portanto

||F ′
(wξ)||X∗ ≤ ξ.
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3.3 Prova do teorema 3.1

Nós estudaremos os casos (H3.2) e (H3.4) usando o teorema do passo da montanha (teorema

6.1) e os casos (H3.5) e (H3.3) usando o prinćıpio variacional de Ekeland (Corolário 6.1).

Primeiramente, mostraremos que nos casos (H3.2) e (H3.4) as condições geométricas

do teorema do passo da montanha e a condição de Palais Smale são satisfeitas.

Assumindo (H3.2) satisfeita, nós tomamos (u0, v0) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq)

com u0+ .v0+ 6≡ 0. Então, para cada λ não negativo e µ positivo, obtemos

I(t
1
pu0, t

1
q v0) ≤

(
1
p
||u0||p + 1

q
||v0||q

)
t− µt

α
p
+ γ

q

∫
Ω

|x|−β2uα0+
vγ0+

dx,

então

I(t
1
pu0, t

1
q v0) → −∞ quando t→∞. (3.25)

Observemos que

sθ1 ≤ sθ2 , ∀s ∈ [0, 1], se θ1 ≥ θ2. (3.26)

Por hipótese, temos pi ∈ (p, p∗) e qi ∈ (q, q∗), i = 1, 2, tais que θ/p1 + δ/q1 =

α/p2 + γ/q2 = 1. Assim, para (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) com ||(u, v)|| ≤ 1,

usando as desigualdades (3.26), Young e Caffarelli-Kohn-Nirenberg, conseguimos

I(u, v) ≥ (1
p
||u||p − λ θC

p1/p

p1
||u||p1 − µαC

p2/p

p2
||u||p2)

+(1
q
||v||q − λ δC

q1/q

q1
||v||q1 − µγC

q2/q

q2
||v||q2)

(3.26)

≥ 1
p
||u||p − (λ θC

p1/p

p1
+ µαC

p2/p

p2
)||u||min{p1,p2}

+1
q
||v||q − (λ δC

q1/q

q1
+ µγC

q2/q

q2
)||v||min{q1,q2},

e como p < min{p1, p2} e q < min{q1, q2} existem ρ, ρ ∈ (0, 1) tais que

I(u, v) ≥ σ se ||(u, v)|| = ρ. (3.27)

Assim, temos por (3.25) e (3.27) as condições geométricas do teorema do passo da

montanha para este caso e pelo teorema 3.3 a condição de Palais Smale para cada λ não
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negativo e µ positivo.

Agora, consideremos o caso (H3.4). Procedendo igual ao caso (H3.2), temos

I(t
1
pu0, t

1
q v0) → −∞ quando t→∞ (3.28)

para todo λ não negativo e todo µ positivo.

Neste caso, temos p1 = p, q1 = q, p2 ∈ (p, p∗) e q2 ∈ (q, q∗) satisfazendo

θ/p1 + δ/q1 = α/p2 + γ/q2 = 1. Então, para (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq),

usando as desigualdades de Young e Caffarelli-Kohn-Nirenberg, encontramos

I(u, v) ≥ (1
p
− λ θC

p
)||u||p − µαC

p2/p

p2
||u||p2 + (1

q
− λ δC

q
)||v||q − µγC

q2/q

q2
||v||q2 .

Escolhemos λ0 positivo de modo que

min {1− λθC, 1− λδC} > 0 (3.29)

para todo 0 ≤ λ < λ0. Então, para cada 0 ≤ λ < λ0 e µ positivo, obtemos ρ, σ ∈ (0, 1)

satisfazendo

I(u, v) ≥ σ se ||(u, v)|| = ρ. (3.30)

Conseqüentemente, por (3.28) e (3.30), temos as condições geométrias do teorema

do passo da montanha para este caso. Além disso, trocando λ0 > 0 por outro menor, se

necessário, conseguimos pelo teorema 3.3 a condição de Palais Smale para cada 0 ≤ λ < λ0

e µ positivo.

Em ambos os casos, o teorema do passo da montanha (teorema 6.1) implica que o

operador I possui um ponto cŕıtico (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) tal que

I(u, v) = c := inf
h∈Γ

max
t∈[0,1]

I(h(t)) ≥ σ > 0,

onde

Γ = {h ∈ C([0, 1],W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq)) : h(0) = 0, h(1) = e},

com I(e) ≡ I(t0u0, t0v0) < 0, para algum t0 > 0 suficientemente grande, e o teorema 3.4
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implica que podemos supor u, v ≥ 0 em Ω. Supondo por absurdo que u ≡ 0 para q.t.p.

em Ω, então

0 = 〈I ′(u, v), (u, 0)〉 = ||u||p e 0 = 〈I ′(u, v), (0, v)〉 = ||v||q,

portanto

0 < c = I(u, v) = 0,

o que é absurdo, e portanto u 6≡ 0. Similarmente, v 6≡ 0.

Em particular, (u, v) é uma solução fraca do sistema (3.1), onde cada componente é

não negativa e não trivial, o que conclui a prova do caso (H3.2) em i) e o caso (H3.4) em

ii).

Agora, mostraremos que nos casos (H3.3) e (H3.5) as hipóteses do prinćıpio variacional

de Ekeland e a condição de Palais Smale são satisfeitas.

Suponhamos que (H3.3) vale. Então α/p+ γ/q < 1 e, portanto, se (u0, v0) é como nos

casos acima, conseguimos t0 ∈ (0, 1) satisfazendo

I(t
1
pu0, t

1
q v0) ≤ (1

p
||u0||p + 1

q
||v0||q)t0 − µt0

α
p
+ γ

q

∫
Ω

|x|−β2uα0+
vγ0+

dx < 0

para todo λ não negativo e todo µ positivo. Logo, segue que

M := inf
{
I(u, v) : (u, v) ∈ W 1,p

0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q
0 (Ω, |x|−bq)

}
< 0.

Por outro lado, temos pi ∈ (1, p) e qi ∈ (1, q), i = 1, 2, satisfazendo θ/p1 + δ/q1 =

α/p2 + γ/q2 = 1, então

I(u, v) ≥ (1
p
||u||p − λ θC

p1/p

p1
||u||p1 − µαC

p2/p

p2
||u||p2)

+(1
q
||v||q − λ δC

q1/q

q1
||v||q1 − µγC

q2/q

q2
||v||q2)

para todo (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq). Conseqüentemente, nós obtemos

I(u, v) →∞ quando ||(u, v)|| → ∞

para todo 0 ≤ λ < λ0 e todo µ positivo.
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Portanto, conclúımos que I é inferiormente limitado e −∞ < M < 0 para todo

0 ≤ λ < λ0 e todo µ positivo. Além disso, nós temos pelo teorema 3.3 a condição de

Palais Smale para cada λ não negativo e µ positivo.

Consideremos (H3.5) satisfeita. Analogamente ao caso anterior, nós temos

M := inf
{
I(u, v) : (u, v) ∈ W 1,p

0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q
0 (Ω, |x|−bq)

}
< 0

para cada λ não negativo e µ positivo. Também, temos p1 = p, q1 = q, p2 ∈ (1, p) e

q2 ∈ (1, q) satisfazendo θ/p1 + δ/q1 = α/p2 + γ/q2 = 1, donde segue a desigualdade

I(u, v) ≥ (1
p
− λ θC

p
)||u||p − µαC

p2/p

p2
||u||p2 + (1

q
− λ δC

q
)||v||q − µγC

q2/q

q2
||v||q2 ,

portanto, tomando λ0 positivo como em (3.29), segue que

I(u, v) →∞ quando ||(u, v)|| → ∞.

Então, I é inferiormente limitado e −∞ < M < 0 para cada λ não negativo e µ positivo.

Trocando λ0 por outro menor, se necessário, nós temos pelo teorema 3.3 a condição de

Palais Smale para cada 0 ≤ λ < λ0 e µ positivo.

Em ambos os casos (H3.3) e (H3.5), segue do prinćıpio variacional de Ekeland (corolário

6.1) que existe uma seqüência {(un, vn)} ⊂ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) tal que

I(un, vn) →M e I
′
(un, vn) → 0, quando →∞.

Então, como o operador I satisfaz a condição de Palais Smale, temos que existe uma

subseqüência de {(un, vn)}, que denotaremos por {(un, vn)}, e (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×

W 1,q
0 (Ω, |x|−bq) tais que un → u fortemente em W 1,p

0 (Ω, |x|−ap) e vn → v fortemente em

W 1,q
0 (Ω, |x|−bq), quando n→∞. Logo, conclúımos que

I(u, v) = M < 0 e I
′
(u, v) ≡ 0,

ou seja, (u, v) é um ponto cŕıtico do operador I. Devido ao teorema 3.4, podemos supor

u, v ≥ 0 para q.t.p. em Ω. Além disso, como na primeira parte, obtemos que u e v não são

triviais. Em particular, (u, v) é uma solução fraca do sistema (3.1), onde cada componente
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é não negativa e não trivial, o que conclui a prova do caso (H3.3) em i) e do caso (H3.5)

em ii).

3.4 Prova do teorema 3.2

Nós iniciamos esta demonstração observando que o teorema 3.3 implica que o operador I

satisfaz a condição de Palais Smale para todos λ e µ positivos.

Provaremos a existência da primeira solução fraca através do teorema do passo da

montanha.

Considerando (u0, v0) como na prova de teorema 3.1, nós conseguimos

I(t
1
pu0, t

1
q v0) ≤ (1

p
||u0||p + 1

q
||v0||q)t− µt

α
p
+ γ

q

∫
Ω

|x|−β2uα0+
vγ0+

dx,

então

I(t
1
pu0, t

1
q v0) −→ −∞ quando t −→∞, (3.31)

para todos λ e µ positivos.

Da hipótese (H3.6), temos p1 ∈ (1, p), q1 ∈ (1, q), p2 ∈ (p, p∗) e q2 ∈ (q, q∗) tais que

θ/p1 + δ/q1 = α/p2 + γ/q2 = 1. Dáı, se (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) com

||(u, v)|| ≤ 1, então

I(u, v) ≥ min{1
p
, 1
q
} (||u||p + ||v||q)− λ( θ

p1
Cp1/p + δ

q1
Cq1/q)(||u||p1 + ||v||q1)

−µ( α
p2
Cp2/p + γ

q2
Cq2/q)(||u||p2 + ||v||q2)

(3.26)

≥ min{1
p
, 1
q
}(||u||max{p,q} + ||v||max{p,q})

−λ( θ
p1
Cp1/p + δ

q1
Cq1/q)

(
||u||min{p1,q1} + ||v||min{p1,q1}

)
−µ( α

p2
Cp2/p + γ

q2
Cq2/q)(||u||min{p2,q2} + ||v||min{p2,q2})

≥ ||(u, v)||max{p,q}
[
21−max{p,q} min{1

p
, 1
q
}

−k1(λ)||(u, v)||min{p1,q1}−max{p,q}

−k2(µ)||(u, v)||min{p2,q2}−max{p,q}
]
,

(3.32)
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onde

k1(λ) = 2λ( θ
p1
Cp1/p + δ

q1
Cq1/q) e k2(µ) = 2µ(αC

p2/p

p2
+ γCq2/q

q2
).

Definimos fλ,µ : (0,+∞) −→ R dada por

fλ,µ(s) = k1(λ)smin{p1,q1}−max{p,q} + k2(µ)smin{p2,q2}−max{p,q}.

Então, como min{p1, q1} < max{p, q} < min{p2, q2}, o único ponto de mı́nimo de fλ,µ é

sλ,µ =
(

(max{p,q}−min{p1,q1})k1(λ)
(min{p2,q2}−max{p,q})k2(µ)

) 1
min{p2,q2}−min{p1,q1} ,

para cada λ e µ positivos.

Portanto, para cada µ > 0, podemos escolher λ0 = λ0(µ) > 0 satisfazendo 0 < sλ,µ < 1

e

21−max{p,q} min{1
p
, 1
q
} − fλ,µ(sλ,µ) = 21−max{p,q} min{1

p
, 1
q
}

−k1(λ)
min{p2,q2}−max{p,q}

min{p2,q2}−min{p1,q1}k2(µ)
max{p,q}−min{p1,q1}

min{p2,q2}−min{p1,q1}

×

[(
(max{p,q}−min{p1,q1})
(min{p2,q2}−max{p,q})

) min{p1,q1}−max{p,q}
min{p2,q2}−min{p1,q1}

+
(

(max{p,q}−min{p1,q1})
(min{p2,q2}−max{p,q})

) min{p2,q2}−max{p,q}
min{p2,q2}−min{p1,q1}

]
> 0

(3.33)

para todo 0 < λ < λ0.

Conseqüentemente, substituindo (3.33) em (3.32), obtemos

I(u, v) ≥ (sλ,µ)
max{p,q}[21−max{p,q} min{1

p
, 1
q
} − fλ,µ(sλ,µ)] > 0, (3.34)

para todo (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) com ||(u, v)|| = sλ,µ, onde 0 < λ < λ0.

Assim, temos de (3.31) e (3.34) as condições geométricas do teorema do passo

da montanha, o qual implica que o operador I possui um ponto cŕıtico (ū, v̄) ∈

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) tal que

I(ū, v̄) = c := inf
h∈Γ

max
t∈[0,1]

I(h(t)) ≥ σ > 0,
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onde

Γ = {h ∈ C([0, 1],W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq)) : h(0) = 0, h(1) = e},

com I(e) ≡ I(t0u0, t0v0) < 0, para algum t0 > 0 suficientemente grande, e o teorema 3.4

implica que podemos supor ū, v̄ ≥ 0 para q.t.p. em Ω. Além disso, é fácil verificar que ū

e v̄ são não triviais.

Para obtermos a segunda solução fraca, nós usaremos o lema 3.3 da Mizoguchi.

O operador I|B(0,sλ,µ) : B(0, sλ,µ) → R é inferiormente limitado e cont́ınuo, para cada

0 < λ < λ0, e por (3.34) temos

inf
∂B(0,sλ,µ)

I > 0.

Considerando (u0, v0) como na prova do teorema 3.1, obtemos das desigualdades

θ/p+ δ/q < 1 e

I(t
1
pu0, t

1
q v0) ≤

(
1
p
||u0||p + 1

q
||v0||q

)
t− λt

θ
p
+ δ

q

∫
Ω

|x|−β1uθ0+
vδ0+

dx,

que

I(t
1
p

0 u0, t
1
q

0 v0) < 0 < inf
∂B(0,sλ,µ)

I,

para algum t0 ∈ (0, 1) tal que (t
1
p

0 u0, t
1
q

0 v0) ∈ B(0, sλ,µ).

Então obtemos do lema 3.3 uma seqüência {(wn, zn)} tal que

I(wn, zn) → inf
B(0,sλ,µ)

I < 0 e I
′
(wn, zn) → 0, quando n→∞.

Dáı, segue da condição de Palais Smale que existe uma subseqüência, que denotaremos

por {(wn, zn)}, e (w, z) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) tais que wn → w fortemente

em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e zn → z fortemente em W 1,q

0 (Ω, |x|−bq), quando n→∞, logo

I(w, z) = inf
B(0,sλ,µ)

I < 0 e I
′
(w, z) = 0.

Devido ao teorema 3.4, podemos supor w, z ≥ 0 para q.t.p. em Ω. Também, ū e v̄ são

não triviais.

Em particular, (ū, v̄) 6≡ (w, z), pois I(w, z) < 0 < I(ū, v̄).



Caṕıtulo

4

Sistemas perturbados com expoentes

cŕıticos

4.1 Introdução

Neste caṕıtulo, nós usaremos uma versão do teorema do passo da montanha e o prinćıpio

variacional de Ekeland para estabelecer condições de existência de solução fraca, onde

cada componente é não trivial e não negativa, para o sistema com perturbação não linear
−Luap = λθ|x|−βuθ−1vδ + µα|x|−c1p∗uα−1vγ em Ω,

−Lvbq = λδ|x|−βuθvδ−1 + µγ|x|−c2q∗uαvγ−1 em Ω,

u = v = 0 sobre ∂Ω,

(4.1)

onde Lwer ≡ div(|x|−er|∇w|r−2∇w),

Ω é um domı́nio suave e limitado de RN com 0 ∈ Ω, (HΩ)

os parâmetros λ, µ são números reais positivos e os expoentes verificam

1 < p, q < N, −∞ < a < (N − p)/p, −∞ < b < (N − q)/q,

a ≤ c1 < a+ 1, b ≤ c2 < b+ 1, d1 = 1 + a− c1, d2 = 1 + b− c2,

p∗ = Np/(N − d1p), q
∗ = Nq/(N − d2q),

c1p
∗ = c2q

∗, θ, δ > 1, β ∈ R e

α
p∗

+ γ
q∗

= 1,

(H∗
exp)

61
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com uma das seguintes condições satisfeita

θ
p

+ δ
q
< 1; (p, q−sublinear) (4.2)

θ
p

+ δ
q
> 1 e θ

p∗
+ δ

q∗
< 1; (p, q−superlinear) (4.3)

θ
p

+ δ
q

= 1. (p, q−linear) (4.4)

Considerando p = q = 2, a = b = c1 = c2 = β = 0 e u = v, então o sistema (4.1) se

reduz ao caso escalar  −∆u = λuq + u2∗−1 em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,
(4.5)

o qual foi estudado no trabalho pioneiro de Brezis e Nirenberg [11], onde eles provaram

que sob certas condições este problema possui pelo menos uma solução positiva, com

1 < q < 2∗ = 2N/(N − 2), N ≥ 3. 2∗ é dito expoente cŕıtico de Sobolev e Ω ⊂ RN (N ≥ 3)

é um domı́nio suave e limitado. Em geral, a dificuldade principal neste tipo de problema é a

falta de compacidade da inclusão H1
0 (Ω) ↪→ L2∗(Ω). Essa dificuldade é superada provando

que é posśıvel obter uma sucessão de Palais Smale para o operador de Euler-Lagrange

associado ao problema com o ńıvel abaixo de um certo número, dito ńıvel cŕıtico, a saber,

(1/N)(C∗
0,2)

N/2, onde C∗
a,p, com a = 0, e = 1 e p = 2, é definida em (1.2).

Garćıa e Peral em [38] estenderam alguns resultados de Brezis e Nirenberg [11] para

a classe de problemas envolvendo o operador p−laplaciano, a saber, −∆pu = λ|u|q−2u+ µ|u|m∗−2u em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

em domı́nios suaves e limitados Ω ⊂ RN(N > p2) com p ≤ q < m∗, onde m∗ =

Np/(N − p) denota o expoente cŕıtico de Sobolev, dado pela imersão W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lm

∗
(Ω).

Vários autores têm estudado os problemas regulares envolvendo o operador p−laplaciano

e o expoente cŕıtico de Sobolev, por exemplo, [4, 8, 24, 39, 41, 42, 54, 58, 60, 74]. Para

operadores com maior generalidade, gostaŕıamos de citar os seguintes [2, 5, 22, 27, 29, 35,

40, 57, 64, 65, 69, 71, 72, 73] e suas referências.

Mesmo na situação regular, quando estamos trabalhando com sistemas envolvendo
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os operadores ∆p e ∆q, é dif́ıcil encontrar um ńıvel cŕıtico apropriado, principalmente,

quando p 6= q. Na verdade, Adriouch e Hamid [2] afirmaram que esta é uma questão

em aberto. Porém, mais recentemente, os autores Silva e Xavier em [62] trataram em

um certo contexto o caso p 6= q. Para o caso particular p = q, Morais e Souto em [29]

definiram o seguinte ńıvel cŕıtico SH/p, onde

SH = inf
W\{0}

{∫
Ω(|∇u|p+|∇v|pdx

(
∫
ΩH(u,v)dx)

p
m∗

}

e H é uma não linearidade homogênea de grau m∗ = Np/(N − p).

Nossos resultados são os seguintes.

Teorema 4.1 Além de (HΩ) e (H∗
exp), assuma que p0 ∈ (1, p∗), q0 ∈ (1, q∗) com

θ/p0 + δ/q0 = 1 e

β < min
{

(a+ 1)p0 +N
(
1− p0

p

)
, (b+ 1)q0 +N

(
1− q0

q

)}
. (4.6)

Suponha que max{p, q} < min{p∗, q∗} e

vale (4.2), p0 ∈ (1, p) e q0 ∈ (1, q). (Hp,q
4.2)

Então, para cada µ positivo, existe λ0 = λ0(µ) positivo tal que o sistema (4.1) possui uma

solução fraca, onde cada componente é não trivial e não negativa, para cada 0 < λ < λ0.

Teorema 4.2 Além de (HΩ) e (H∗
exp), assuma que p = q, a = b ≥ 0, p∗ = q∗, p0 ∈ (1, p∗)

satisfazendo θ/p0 + δ/p0 = 1 e β = (a+ 1)p0 − c com −N [1− (p0/p)] < c.

i) Suponha que

vale (4.3), p0 ∈ (p, p∗) e c < (p0−p+1)N−(a+1)p0
p−1

− (N−p−ap)(p0−p)
p(p−1)

· (H4.3)

Então o sistema (4.1) possui uma solução fraca, onde cada componente é não trivial e

não negativa, para cada λ e µ positivos.

ii) Suponha que

vale (4.4), p0 = p e c ≤ N−p−ap
p−1

· (H4.4)

Então existe λ0 positivo tal que o sistema (4.1) possui uma solução fraca, onde cada

componente é não trivial e não negativa, para cada 0 < λ < λ0 e µ positivo.
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Teorema 4.3 Além de (HΩ) e (H∗
exp), assuma que p0 ∈ (1, p∗) e q0 ∈ (1, q∗) com

θ/p0 + δ/q0 = 1 e β como em (4.6).

i) Suponha que

vale (4.3), p0 ∈ (p, p∗) e q0 ∈ (q, q∗). (Hp,q
4.3)

Então existe µ0 positivo tal que o sistema (4.1) possui uma solução fraca, onde cada

componente é não trivial e não negativa, para cada λ > 0 e 0 < µ < µ0.

ii) Suponha que

vale (4.4), p0 = p e q0 = q. (Hp,q
4.4)

Então existem λ0 e µ0 positivos tais que o sistema (4.1) possui uma solução fraca, onde

cada componente é não trivial e não negativa, para cada 0 < λ < λ0 e 0 < µ < µ0.

4.2 Resultados preliminares

Estudaremos os resultados apresentados na seção (4.1) com o aux́ılio do funcional de

Euler-Lagrange

I : W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) −→ R,

dado por

I(u, v) =
1

p

∫
Ω

|x|−ap|∇u|pdx+
1

q

∫
Ω

|x|−bq|∇v|q dx

−λ
∫

Ω

|x|−βuθ+vδ+dx− µ

∫
Ω

|x|−c1p∗uα+v
γ
+ dx,

o qual, sob as hipóteses dos teoremas previamente enunciados na seção (4.1), está bem

definido e é de classe C1, com derivada de Gâteaux dada por

〈
I
′
(u, v), (w, z)

〉
=

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇w dx+

∫
Ω

|x|−bq|∇v|q−2∇v∇z dx

−λ
∫

Ω

|x|−β(θuθ−1
+ vδ+w + δuθ+v

δ−1
+ z) dx

−µ
∫

Ω

|x|−c1p∗(αuα−1
+ vγ+w + γuα+v

γ−1z) dx.

No caṕıtulo 3, obtivemos um ponto cŕıtico para o funcional de Euler-Lagrange

associado ao sistema (3.1) o qual é solução fraca do mesmo sistema. Entretanto, neste

caṕıtulo, as soluções fracas que obteremos não serão, necessariamente, pontos cŕıticos do
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funcional de Euler-Lagrange associado ao sistema (4.1).

O próximo resultado é uma extensão do [5, teorema 5] e sua prova é completamente

similar a prova do teorema citado (veja [29, lema 3] para p 6= 2).

Lema 4.1 Suponha Ω um domı́nio suave, não necessariamente limitado, de RN , 0 ∈ Ω,

1 < p < N, −∞ < a < (N − p)/p, a ≤ c1 < a+ 1, d1 = 1 + a− c1, p
∗ = Np/(N − d1p) e

α+ γ = p∗, então

S̃ = S̃Ω := inf
(u,v)∈W̃

{∫
Ω
|x|−ap (|∇u|p + |∇v|p) dx(∫
Ω
|x|−c1p∗|u|α|v|γdx

) p
p∗

}
,

onde

W̃ =
{

(u, v) ∈
(
W 1,p

0 (Ω, |x|−ap)
)2

: |u||v| 6≡ 0
}
,

satisfaz

S̃ =
[
(α/γ)γ/p

∗
+ (α/γ)−α/p

∗]
C∗
a,p.

Além disso, se C∗
a,p é atingida por w0 ∈ W 1,p

0 (Ω, |x|−ap), então S̃ é atingida por (sw0, tw0)

para todos s, t > 0 satisfazendo s/t = (α/γ)1/p.

Demonstração. Sejam {wn} ⊂ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) uma seqüência minimizante para C∗

a,p e

un = swn, vn = twn com s, t constantes positivas que fixaremos depois. Então temos

||un||p+||vn||p

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |un|α|vn|γdx)
p

p∗
=

[
sp+tp

(s
pα
p∗ t

pγ
p∗ )

]
||wn||p

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |wn|p∗dx)
p

p∗

=
[(

s
t

) pγ
p∗ +

(
s
t

)−pα
p∗
] ∫

Ω |x|
−ap|∇wn|pdx

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |wn|p∗dx)
p

p∗
·

(4.7)

Observamos que o único ponto de mı́nimo da função g : (0,∞) → R definida por

g(s) = spγ/p
∗
+ s−pα/p

∗
é s = (α/γ)1/p .

Então, fixados s, t > 0 tais que s/t = (α/γ)1/p, nós obtemos de (4.7) que

[(
α
γ

) γ
p∗

+
(
α
γ

)−α
p∗
]

||wn||p

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |wn|p∗dx)
p

p∗
= ||un||p+||vn||p

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |un|α|vn|γdx)
p

p∗

≥ S̃.

(4.8)

Conseqüentemente, tomando o limite em (4.8), temos

[(
α
γ

) γ
p∗

+
(
α
γ

)−α
p∗
]
C∗
a,p ≥ S̃.
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Por outro lado, considerando uma seqüência minimizante {(un, vn)} ⊂ W̃ de S̃, então

existe {sn} ⊂ (0,∞) satisfazendo

∫
Ω

|x|−c1p∗|un|p
∗
dx = sp

∗

n

∫
Ω

|x|−c1p∗|vn|p
∗
dx. (4.9)

Assim, definindo zn := snvn e usando a desigualdade de Young, obtemos

∫
Ω

|x|−c1p∗|un|α|zn|γ dx ≤ α
p∗

∫
Ω

|x|−c1p∗|un|p
∗
dx+ γ

p∗

∫
Ω

|x|−c1p∗|zn|p
∗
dx. (4.10)

Dáı, pelas equações (4.9) e (4.10), temos

(∫
Ω

|x|−c1p∗|un|α|zn|γdx
) p

p∗

≤
(∫

Ω

|x|−c1p∗|un|p
∗
dx

) p
p∗

=

(∫
Ω

|x|−c1p∗|zn|p
∗
dx

) p
p∗

,

portanto, nós conseguimos

||un||p+||vn||p

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |un|α|vn|γdx)
p

p∗
= (sn)

pγ
p∗
∫
Ω |x|

−ap(|∇un|p+|∇vn|p)dx

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |un|α|zn|γdx)
p

p∗

≥ (sn)
pγ
p∗

[ ∫
Ω |x|

−ap|∇un|pdx

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |un|p∗dx)
p

p∗
+

∫
Ω |x|

−ap|∇vn|pdx

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |zn|p∗dx)
p

p∗

]

= (sn)
pγ
p∗

[ ∫
Ω |x|

−ap|∇un|pdx

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |un|p∗dx)
p

p∗
+

s−p
n

∫
Ω |x|

−ap|∇zn|pdx

(
∫
Ω |x|

−c1p∗ |zn|p∗dx)
p

p∗

]
≥ [(sn)

pγ
p∗ + (sn)

−pα
p∗ ]C∗

a,p

≥
[(

α
γ

) γ
p∗

+
(
α
γ

)−α
p∗
]
C∗
a,p.

Então, tomando o limite na desigualdade acima, conclúımos

S̃ ≥
[(

α
γ

) γ
p∗

+
(
α
γ

)−α
p∗
]
C∗
a,p.

Lema 4.2 Considere (HΩ), (H∗
exp), β como em (4.6) e {(un, vn)} uma seqüência−(PS)c

em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq).

i) Suponha que uma das condições: (Hp,q
4.2) ou (Hp,q

4.3), é satisfeita. Então a seqüência
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{(un, vn)} é limitda em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para cada λ não negativo e

independentemente de µ não negativo.

ii) Suponha que (Hp,q
4.4) é satisfeita. Então existe λ0 positivo tal que a seqüência {(un, vn)}

é limitda em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para cada 0 ≤ λ < λ0 e independentemente

de µ não negativo.

Demonstração. A prova deste resultado é inteiramente similar a prova do lema 3.2;

mais exatamente, (Hp,q
4.2) é similar a (H3.6), (Hp,q

4.3) é similar a (H3.2) e (Hp,q
4.4) é similar a

(H3.4).

Teorema 4.4 Considere (HΩ), (H∗
exp), p0 ∈ (1, p∗), q0 ∈ (1, q∗) com θ/p0 + δ/q0 = 1,

β como em (4.6) e {(un, vn)} ⊂ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) uma seqüência−(PS)c

tal que un ⇀ u fracamente em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e vn ⇀ v fracamente em W 1,q

0 (Ω, |x|−bq),

quando n→∞. Então (u, v) é uma solução fraca do sistema (4.1).

Observação 4.1 O teorema 4.4 não assegura que essa solução seja não trivial.

Demonstração do teorema 4.4. Aplicando o teorema da imersão compacta (teorema

6.4), temos que

un → u fortemente em Lp0(Ω, |x|−β) quando n→∞,

vn → v fortemente em Lq0(Ω, |x|−β) quando n→∞.

Em particular, existem f ∈ Lp0(Ω, |x|−β) e g ∈ Lq0(Ω, |x|−β) tais que |un|(x) ≤ f(x) e

|vn|(x) ≤ g(x), para q.t.p. x ∈ Ω. Além disso, a menos de uma subseqüência, temos que

un(x) → u(x) e vn(x) → v(x), quando n→∞, para q.t.p. x ∈ Ω. Portanto, conseguimos

(uθ−1
n+

vδn+
w)(x) → (uθ−1

+ vδ+w)(x) quando n→∞,

|uθ−1
n+

vδn+
w| ≤ f θ−1gδ|w| ∈ L1(Ω, |x|−β).

Conseqüentemente, o teorema da convergência dominada de Lebesgue implica

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−βuθ−1
n+

vδn+
w dx =

∫
Ω

|x|−βuθ−1
+ vδ+w dx, ∀w ∈ W 1,p

0 (Ω, |x|−ap). (4.11)
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Analogamente, obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−βuθn+
vδ−1
n+

z dx =

∫
Ω

|x|−βuθ+vδ−1
+ z dx, ∀z ∈ W 1,q

0 (Ω, |x|−bq). (4.12)

Como a convergência fraca implica que a seqüência {(un, vn)} é limitada em

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq), temos que a seqüência {|∇un|p−2∇un} é limitada em

(L
p

p−1 (Ω, |x|−ap))N. Por outro lado, já que α/p∗ + γ/q∗ = 1, nós encontramos

α−1
p∗−1

+ γp∗

q∗(p∗−1)
= γ−1

q∗−1
+ αq∗

p∗(q∗−1)
= 1 e p∗−1

α−1
, q

∗−1
γ−1

> 1,

então segue da desigualdade de Hölder que∫
Ω

|x|−c1p∗
(
uα−1
n+

vγn+

) p∗
p∗−1 dx =

∫
Ω

|x|−c1p∗(up∗n+
)

α−1
p∗−1 (vq

∗
n+

)
γp∗

q∗(p∗−1) dx

≤
(∫

Ω

|x|−c1p∗up∗n+
dx

) α−1
p∗−1

(∫
Ω

|x|−c1p∗vq∗n+
dx

) γp∗
q∗(p∗−1)

,

portanto, {un+
α−1vn+

γ} é limitada em L
p∗

p∗−1 (Ω, |x|−c1p∗). Além disso, nós provamos no

apêndice (teorema 6.15) que ∇un(x) → ∇u(x) e ∇vn(x) → ∇v(x), quando n→∞, para

q.t.p. x ∈ Ω. Logo, temos que (|∇un|p−2∇un)(x) → (|∇u|p−2∇u)(x) e (uα−1
n+

vγn+
)(x) →

(uα−1
+ vγ+)(x), quando n→∞, para q.t.p. x ∈ Ω. Então, pelo lema 6.3, obtemos que

|∇un|p−2∇un ⇀ |∇u|p−2∇u fracamente em (L
p

p−1 (Ω, |x|−ap))N quando n→∞

e

uα−1
n+

vγn+
⇀ uα−1

+ vγ+ fracamente em L
p∗

p∗−1 (Ω, |x|−c1p∗) quando n→∞.

Em particular, para todo w ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap), temos

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇w dx =

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇w dx (4.13)

e

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−c1p∗uα−1
n+

vγn+
w dx =

∫
Ω

|x|−c1p∗uα−1
+ vγ+w dx. (4.14)
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Similarmente, para todo z ∈ W 1,q
0 (Ω, |x|−bq), conseguimos

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−bq|∇vn|q−2∇vn∇z dx =

∫
Ω

|x|−bq|∇v|q−2∇v∇z dx (4.15)

e

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−c1p∗uαn+
vγ−1
n+

z dx =

∫
Ω

|x|−c1p∗uα+v
γ−1
+ z dx. (4.16)

Por último, usando a definição de seqüência−(PS)c e os limites (4.11) − (4.16), nós

conclúımos

0 = lim
n→∞

〈I ′(un, vn), (w, z)〉

=

∫
Ω

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇wdx+

∫
Ω

|x|−bq|∇v|q−2∇v∇z dx

−λ
∫

Ω

|x|−β
(
θuθ−1

+ vδ+w + δuθ+v
δ−1
+ z

)
dx

−µ
∫

Ω

|x|−c1p∗
(
αuα−1

+ vγ+w + γuα+v
γ−1
+ z

)
dx

para todo (w, z) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq), ou seja, (u, v) é uma solução fraca

do sistema (4.1).

A prova do próximo teorema que enunciaremos segue a mesma idéia do teorema 3.4.

Teorema 4.5 Considere (HΩ), (H∗
exp), p0 ∈ (1, p∗), q0 ∈ (1, q∗) com θ/p0 + δ/q0 = 1, β

como em (4.6) e {(u, v)} ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) uma solução fraca do sistema

(4.1). Então (u+, v+) é uma solução fraca do sistema (4.1).

Teorema 4.6 Considere (HΩ), (H∗
exp), p0 ∈ (1, p∗), q0 ∈ (1, q∗) com θ/p0 + δ/q0 = 1, β

como em (4.6) e {(un, vn)} ⊂ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) é uma seqüência−(PS)c

com un ⇀ u fracamente em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e vn ⇀ v fracamente em W 1,q

0 (Ω, |x|−bq),

quando n → ∞. Então cada componente da solução fraca (u, v) do sistema (4.1) é não

trivial, desde que uma das seguintes condições seja satisfeita:

i) c < 0;

ii) p = q, a = b, p∗ = q∗ e 0 < c < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p .

Demonstração. Primeiramente, observamos que em virtude do teorema 4.4, temos que



4. Sistemas perturbados com expoentes cŕıticos 70

(u, v) é uma solução fraca do sistema (4.1). Suponhamos por contradição que u(x) = 0

para q.t.p. x ∈ Ω. Usando o teorema da imersão compacta (teorema 6.4) e o teorema da

convergência dominada de Lebesgue, obtemos

lim
n→∞

∫
Ω

|x|−βuθn+
vδn+

dx = 0.

Então, pela definição de seqüência−(PS)c, temos

0 = lim
n→∞

〈I ′(un, vn), (un, 0)〉

= lim
n→∞

(
||un||p − µα

∫
Ω

|x|−c1p∗uαn+
vγn+

dx

)
e

0 = lim
n→∞

〈I ′(un, vn), (0, vn)〉

= lim
n→∞

(
||vn||q − µγ

∫
Ω

|x|−c1p∗uαn+
vγn+

dx

)
.

Logo, existe l ≥ 0 de modo que

l = lim
n→∞

||un||p

α
= lim

n→∞

||vn||q

γ
= µ lim

n→∞

∫
Ω

|x|−c1p∗uαn+
vγn+

dx.

Usando novamente a definição de seqüência−(PS)c, conseguimos

c = lim
n→∞

I(un, vn) = (α
p

+ γ
q
− 1)l ≥ 0. (4.17)

Assim, desde que c < 0 no item i), o resultado segue por contradição.

Agora, no item ii), supondo p = q, a = b e p∗ = q∗, segue do lema 4.1 que a constante

S̃ está bem definida e S̃ > 0. Se l = 0, então c = 0, o que contradiz a hipótese c > 0.

Suponhamos l > 0. Pela definição de S̃, encontramos

(∫
Ω

|x|−c1p∗uαn+
vγn+

dx

) p
p∗

S̃ ≤ ||un||p + ||vn||p, ∀n ∈ N.

Conseqüentemente, tomando o limite na desigualdade acima, obtemos

(
l
µ

) p
p∗
S̃ ≤ (α+ γ)l = p∗l,
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portanto,

l ≥ (µ)
−p

p∗−p (p∗)
−p∗
p∗−p S̃

p∗
p∗−p . (4.18)

Substituindo a equação (4.18) em (4.17), nós obtemos

c ≥ (α
p

+ γ
p
− 1)(µ)

−p
p∗−p (p∗)

−p∗
p∗−p S̃

p∗
p∗−p

= (1
p
− 1

p∗
)(µ)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p (p∗)1− p

p∗−p

= (1
p
− 1

p∗
)(p∗µ)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p ,

o que é um absurdo, logo, conclúımos a prova do item ii).

Considere Ω um domı́nio suave, não necessariamente limitado, de RN com 0 ∈ Ω,

1 < p < N, −∞ < a < (N − p)/p, a ≤ c1 < a+ 1, d1 = 1 + a− c1 e p∗ = Np/(N − d1p).

Definimos o espaço

W 1,p
a,c1

(Ω) =
{
u ∈ Lp∗(Ω, |x|−c1p∗) : |∇u| ∈ Lp(Ω, |x|−ap)

}
,

munido da norma

||u||W 1,p
a,c1

(Ω) = ||u||Lp∗ (Ω,|x|−c1p∗ ) + ||∇u||Lp(Ω,|x|−ap).

Nós consideramos a melhor constante de Hardy-Sobolev dada por

S̃a,p = inf
W 1,p

a,c1
(RN )\{0}

{ ∫
RN |x|−ap|∇u|pdx(∫

RN |x|−c1p∗|u|p∗dx
)p/p∗

}
.

Também, definimos R1,p
a,c1

(Ω) como sendo o subespaço de W 1,p
a,c1

(Ω) formado pelas

funções radiais, em outras palavras,

R1,p
a,c1

(Ω) =
{
u ∈ W 1,p

a,c1
(Ω) : u(x) = u(|x|)

}
,

equipado com a norma induzida

||u||R1,p
a,c1

(Ω) = ||u||W 1,p
a,c1

(Ω).
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Horiuchi em [46] provou que

S̃a,p,R := inf
R1,p

a,c1
(RN )\{0}

{ ∫
RN |x|−ap|∇u|pdx(∫

RN |x|−c1p∗|u|p∗dx
)p/p∗

}

é atingida pelas funções da forma

yε(x) = ka,p(ε)Ua,p,ε(x),∀ε > 0,

onde

ka,p(ε) = cε(N−d1p)/d1p
2

e Ua,p,ε(x) =

(
ε+ |x|

d1p(N−p−ap)
(p−1)(N−d1p)

)−(N−d1p
d1p

)
.

Também, se a ≥ 0, então Sa,p,R = S̃a,p (ver [46, lema 3.3]). Além disso, yε satisfaz

∫
Ω

|x|−ap|∇yε|p dx =

∫
Ω

|x|−c1p∗|yε|p
∗
dx. (4.19)

Veja [27, proposição 1.4].

Lema 4.3 Consideremos Ω um domı́nio suave e limitado de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p < N,

−∞ < a < (N − p)/p, a ≤ c1 < a + 1, d1 = 1 + a − c1, p
∗ = Np/(N − d1p),

l ∈ [1, p∗), k, k
′ ≥ 1 são expoentes conjugados com kl ∈ [1, p∗] (k

′
= ∞ se k = 1) e

β ≤ (a + 1)kl + N [1 − (kl/p)]. Sejam R0, c0 constantes positivas e ψ ∈ C∞
0 (B(0, 3R0))

com ψ ≡ 1 em B(0, 2R0), então a função dada por

uε(x) = ψ(x)Ua,p,ε(x)

||ψ(x)Ua,p,ε(x)||
Lp∗ (Ω,|x|−c1p∗ )

satisfaz ||uε||p
∗

Lp∗ (Ω,|x|−c1p∗ )
= 1, ||∇uε||pLp(Ω,|x|−ap) ≤ S̃a,p,R +O(ε(N−d1p)/d1p) e

||h1/l uε||lLl(Ω,|x|−β)
≥



O(ε(N−d1p)l/d1p
2
) se l < (N−β)(p−1)

N−p−ap ,

O(ε(N−d1p)l/d1p
2|ln(ε)|) se l = (N−β)(p−1)

N−p−ap ,

O

(
ε

(N−d1p)(p−1)(N−β)
d1p(N−p−ap)

− (N−d1p)(p−1)l

d1p2

)
se l > (N−β)(p−1)

N−p−ap ,

(4.20)

para toda h ∈ Lk
′
(Ω, |x|−β) com infB(0,2R) h > 0 para algum 0 < R < R0 e h ≥ 0 para
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q.t.p. em Ω. Além disso, a desigualdade (4.20) é uniforme em h ∈ Lk
′
(Ω, |x|−β), h ≥ 0

para q.t.p. em Ω, satisfazendo

RN−β( infB(0,2R)h)

(1+Rd1p(N−a−ap)/(p−1)(N−d1p))(N−d1p)l/d1p ≥ c0, (4.21)

para algum 0 < R < R0.

Observação 4.2 O lema acima continua verdadeiro para Ω ilimitado, desde que β = c1p
∗

e kl = p∗.

Demonstração do lema 4.3. Obtemos da equação (4.19) que

||∇yε||pLp(RN ,|x|−ap)
= (S̃a,p,R)p

∗/(p∗−p) = ka,p(ε)
p||∇Ua,p,ε||pLp(RN ,|x|−ap)

e

||yε||p
∗

Lp∗ (RN ,|x|−c1p∗ )
= (S̃a,p,R)p

∗/(p∗−p) = ka,p(ε)
p∗||Ua,p,ε||p

∗

Lp∗ (RN ,|x|−c1p∗ )
.

Nós observamos que

∇(ψ(x)Ua,p,ε(x)) =


∇Ua,p,ε(x) se |x| < 2R0

Ua,p,ε(x)∇ψ(x) + ψ(x)∇Ua,p,ε(x) se 2R0 ≤ |x| < 3R0

0 se |x| ≥ 3R0

e

∇Ua,p,ε(x) = −N−p−ap
p−1

· |x|[d1p(N−p−ap)/(p−1)(N−d1p)]−2x

(ε+|x|d1p(N−p−ap)/(p−1)(N−d1p))
N/d1p ·

Então ∫
Ω

|x|−ap|∇(ψUa,p,ε)(x)|p dx = O(1) +

∫
|x|<R0

|x|−ap|∇Ua,p,ε(x)|p dx

= O(1) +

∫
RN

|x|−ap|∇Ua,p,ε(x)|p dx

= O(1) + (S̃a,p,R)
p∗

p∗−p (ka,p(ε))
−p

e ∫
Ω

|x|−c1p∗|ψ(x)Ua,p,ε(x)|p
∗
dx = O(1) +

∫
|x|<R0

|x|−c1p∗|Ua,p,ε(x)|p
∗
dx

= O(1) +

∫
RN

|x|−c1p∗|Ua,p,ε(x)|p
∗
dx

= O(1) + (S̃a,p,R)
p∗

p∗−p (ka,p(ε))
−p∗ .
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Conseqüentemente, temos∫
Ω

|x|−ap|∇uε(x)|p dx =
||∇(ψUa,p,ε)||p

Lp(Ω,|x|−ap)

||ψUa,p,ε||p
Lp∗ (Ω,|x|−c1p∗ )

=
O(1)+(S̃a,p,R)p∗/(p∗−p)(ka,p(ε))−p

[O(1)+(S̃a,p,R)p∗/(p∗−p)(ka,p(ε))−p∗ ]p/p∗

=
ka,p(ε)p[O(1)+(S̃a,p,R)p∗/(p∗−p)(ka,p(ε))p ]

[O(ka,p(ε)p)+(S̃a,p,R)p∗/(p∗−p)]p/p∗

≤ S̃a,p,R +O(ka,p(ε)
p)

= S̃a,p,R +O(ε(N−d1p)/d1p).

Agora, provaremos que ||h1/luε||lLl(Ω,|x|−β)
é como em (4.20). Considerando a mudança

de variável para coordenadas polares, nós obtemos∫
Ω

|x|−βh |ψUa,p,ε|l dx

≥
∫
B(0,2R)

|x|−βh|Ua,p,ε|l dx

≥ inf
B(0,2R)

h

(∫
B(0,2R)\B(0,R)

|x|−β|Ua,p,ε|l dx+

∫
B(0,R)

|x|−β|Ua,p,ε|l dx
)

= ωN inf
B(0,2R)

h

(∫ 2R

R

r−β+N−1|Ua,p,ε|ldr +

∫ R

0

r−β+N−1|Ua,p,ε|ldr
)
.

(4.22)

Agora, estimaremos cada uma das integrais da soma acima. Deixe-nos considerar

α = d1p(N−p−ap)
(p−1)(N−d1p) , então

∫ 2R

R

r−β+N−1|Ua,p,ε|ldr ≥
∫ 2R

R

r−β+N−1

(1+rα)(N−d1p)l/d1pdr

=

∫ 2R

R

r−β+N−1−[α(N−d1p)l/d1p]

(r−α+1)(N−d1p)l/d1p dr

≥ (R−α + 1)
−(N−d1p)l

d1p

∫ 2R

R

r
−β+N−1−α (N−d1p)l

d1p dr;

(4.23)

fazendo a mudança de variável s = R−1ε−1/αr na segunda integral da soma em (4.22),

conseguimos

∫ R

0

r−β+N−1|Ua,p,ε|ldr = (Rαε)
−(N−d1p)l

d1p
+

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap)

×
∫ ε−1/α

0

s−β+N−1

(R−α+sα)(N−d1p)l/d1pds.

(4.24)
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Se l < (N − β)(p− 1)/(N − p− ap), então

− (N−d1p)l
d1p

+ (N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap) = (N−d1p)(p−1)

d1p(N−p−ap)

[
N − β − α (N−d1p)l

d1p

]
> 0.

Conseqüentemente, obtemos por (4.22), (4.23) e (4.24) que∫
Ω

|x|−βh |ψUa,p,ε|ldx

≥ ωN inf
B(0,2R)

h

[
(R−α + 1)

−(N−d1p)l
d1p

∫ 2R

R

r−β+N−1−α(N−d1p)l/d1pdr

+(Rαε)
−(N−d1p)l

d1p
+

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap)

∫ ε−1/α

0

s−β+N−1

(R−α+sα)(N−d1p)l/d1pds

]

≥ ωN (infB(0,2R) h)

(R−α+1)(N−d1p)l/d1p

∫ 2R

R

r−β+N−1−α(N−d1p)l/d1pdr

≥ inf
B(0,2R)

h

ωNR
−β+N−α(N−d1p)l/d1p

(
2
−β+N−1−α

(N−d1p)l
d1p −1

)
(R−α+1)(N−d1p)l/d1p

(
−β+N−α (N−d1p)l

d1p

)


≥
(
wNR

N−β infB(0,2R) h

(1 +Rα)(N−d1p)l/d1p

) (
2
−β+N−1−α

(N−d1p)l
d1p −1

)
(
−β+N−α (N−d1p)l

d1p

)

= O(R, h),

então, se h ∈ Lk
′
(Ω, |x|−c1p∗) com h ≥ 0 para q.t.p. em Ω e infB(0,2R) h > 0, conseguimos

∫
Ω

|x|−βh |uε|ldx =
||h1/lψUa,p,ε||l

Ll(Ω,|x|−β)

||ψUa,p,ε||l
Lp∗ (Ω,|x|−c1p∗ )

≥ O(R,h)

(O(1)+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p)(ka,p(ε))−p∗)
l/p∗

= O(R,h)

(ka,p(ε))−l(O(ka,p(ε)p∗ )+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p))
l/p∗

= O(R,h) (ka,p(ε))l

(O(ka,p(ε)p∗ )+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p))
l/p∗

≥ O(R,h) (ka,p(ε))l

(O(1)+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p))
l/p∗

= O(R, h)O(εl(N−d1p)/d1p
2
).
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Além disso, se h satisfaz (4.21), temos

O(R, h) ≥ ωNc0


(

2
−β+N−α

(N−d1p)l
d1p −1

)
(
−β+N−α (N−d1p)l

d1p

)
 = c̃0 > 0,

portanto ∫
Ω

|x|−βh |uε|l dx ≥ O(εl(N−d1p)/d1p
2
)

uniformemente em h satisfazendo (4.21).

Supondo l = (N − β)(p− 1)/(N − p− ap), então

− (N−d1p)l
d1p

+ (N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap) = (N−d1p)(p−1)

d1p(N−p−ap)

[
N − β − α (N−d1p)l

d1p

]
= 0.

Logo, por (4.22), (4.23) e (4.24), obtemos

∫
Ω

|x|−βh |ψUa,p,ε|l dx ≥ ωN( inf
B(0,2R)

h)

∫ ε−1/α

0

s−β+N−1

(R−α+sα)(N−d1p)l/d1p ds

≥ ωN( inf
B(0,2R)

h)

∫ ε−1/α

1

s
−β+N−1−α

(N−d1p)l
d1p

((Rs)−α+1)(N−d1p)l/d1p ds

≥ ωN(infB(0,2R) h)R
N−β−α

(N−d1p)l
d1p

(R−α+1)(N−d1p)l/d1p

∫ ε−1/α

1

s−1 ds

= ωN
RN−β(infB(0,2R) h)
(1+Rα)(N−d1p)l/d1p ln(ε−1/α)

= ωN

α

RN−β(infB(0,2R) h)
(1+Rα)(N−d1p)l/d1p | ln(ε)|.

Portanto, temos∫
Ω

|x|−βh |uε|ldx =
||h1/l ψUa,p,ε||l

Ll(Ω,|x|−β)

||ψUa,p,ε||l
Lp∗ (Ω,|x|−c1p∗ )

≥
ωN
α

RN−β infB(0,2R) h

(1+Rα)(N−d1p)l/d1p
| ln(ε)|

(O(1)+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p)ka,p(ε)−p∗)
l/p∗

=

ωN
α

RN−β infB(0,2R) h

(1+Rα)(N−d1p)l/d1p
| ln(ε)|

ka,p(ε)−l(O(ka,p(ε)p∗ )+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p))
l/p∗

≥
O(1)

(
RN−β infB(0,2R) h

(1+Rα)(N−d1p)l/d1p

)
ε(N−d1p)l/d1p2 | ln(ε)|

(O(1)+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p))
l/p∗ ,
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então, se h ∈ Lk
′
(Ω, |x|−β) com h ≥ 0 para q.t.p. em Ω e infB(0,2R) h > 0, temos

∫
Ω

|x|−βh |uε|ldx ≥ O(h,R)ε(N−d1p)l/d1p
2 | ln(ε)|

= O(ε(N−d1p)l/d1p
2| ln(ε)|),

e se h satisfaz (4.21), segue que∫
Ω

|x|−βh |uε|ldx ≥ O(1)ε(N−d1p)l/d1p
2| ln(ε)|

= O(ε(N−d1p)l/d1p
2| ln(ε)|).

uniformemente em h.

Assumindo l > (N − β)(p− 1)/(N − p− ap), nós conseguimos

− (N−d1p)l
d1p

+ (N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap) = (N−d1p)(p−1)

d1p(N−p−ap)

[
N − β − α (N−d1p)l

d1p

]
< 0.

Então, por (4.22), (4.23) e (4.24), obtemos∫
Ω

|x|−βh|ψUa,p,ε|ldx ≥ ωN( inf
B(0,R)

h)(Rαε)
−(N−d1p)l

d1p
+

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap)

×
∫ 1

1/2

s−β+N−1

(R−α+sα)(N−d1p)l/d1pds

≥ ωN
RN−β

(1 +Rα)(N−d1p)l/d1p
( inf
B(0,R)

h)

×ε
−(N−d1p)l

d1p
+

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap)

∫ 1

1/2

s−β+N−1ds

≥ O(1)
RN−β(infB(0,R) h)

(1+Rα)(N−d1p)l/d1p ε
−(N−d1p)l

d1p
+

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap) .

Assim, conclúımos∫
Ω

|x|−βh |uε|ldx =
||h1/lψUε||l

Ll(Ω,|x|−β)

||ψUε||l
Lp∗ (Ω,|x|−c1p∗ )

≥
O(1)

(
RN−β(infB(0,R) h)

(1+Rα)(N−d1p)l/d1p
ε
−(N−d1p)l

d1p
+

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap)

)
(O(1)+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p)(ka,p(ε))−p∗)

l/p∗
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≥
O(ka,p(ε)l)

(
RN−β(infB(0,R) h)

(1+Rα)(N−d1p)l/d1p
ε
−(N−d1p)l

d1p
+

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap)

)
(O(ka,p(ε)p∗ )+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p))

l/p∗

≥
O
(
εl(N−d1p)/d1p2

)( RN−β(infB(0,R) h)

(1+Rα)(N−d1p)l/d1p
ε
−(N−d1p)l

d1p
+

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap)

)
(O(1)+(Sa,p,R)p∗/(p∗−p))

l/p∗

=
RN−β(infB(0,R) h)

(1+Rα)(N−d1p)l/d1pO

(
ε

(N−β)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap)

− (N−d1p)(p−1)l

d1p2

)
,

então, se h ∈ Lk
′
(Ω, |x|−c1p∗) com h ≥ 0 para q.t.p. em Ω e infB(0,2R) h > 0, temos

∫
Ω

|x|−βh |uε|ldx ≥ O(h,R)O

(
ε

(N−d1p)(p−1)(N−β)
d1p(N−p−ap)

− (N−d1p)(p−1)l

d1p2

)

= O

(
ε

(N−d1p)(p−1)(N−β)
d1p(N−p−ap)

− (N−d1p)(p−1)l

d1p2

)
,

e para h satisfazendo (4.21)

∫
Ω

|x|−βh |uε|ldx ≥ O(1)O

(
ε

(N−d1p)(p−1)(N−β)
d1p(N−p−ap)

− (N−d1p)(p−1)l

d1p2

)

= O

(
ε

(N−d1p)(p−1)(N−β)
d1p(N−p−ap)

− (N−d1p)(p−1)l

d1p2

)
.

uniformemente em h.

4.3 Prova do teorema 4.1

Nós provaremos este resultado através de uma versão local do prinćıpio variacional de

Ekeland, a saber, o lema 3.3 (Mizoguchi). Na verdade, a demonstração deste resultado é

similar à prova do teorema 3.2. Na verdade, analogamente ao teorema 3.2 temos que para

cada µ positivo existem λ0, σ, ρ > 0 tais que

I(u, v) ≥ σ se ||(u, v)|| = ρ,

e o operador I|B(0,ρ) : B(0, ρ) → R é inferiormente limitado, cont́ınuo e satisfaz

I(ut0 , vt0) < 0 < inf∂B(0,ρ) I para algum (ut0 , vt0) ∈ B(0, ρ).

Então o lema 3.3 (Mizoguchi) implica que existe uma seqüência, {(un, vn)} ⊂ B(0, ρ),
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de Palais Smale para o operador I no ńıvel infB(0,sλµ) I. Segue do lema 4.2 que essa

seqüência é limitada. Em particular, existe (u, v) tal que un ⇀ u fracamente em

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e vn ⇀ v fracamente em W 1,q

0 (Ω, |x|−bq), quando n → ∞. Então, pelo

teorema 4.4, temos que (u, v) é uma solução fraca do sistema (4.1). Pelo teorema 4.5,

podemos supor que cada componente de (u, v) é não negativa. Por último, desde que

infB(0,ρ) I < 0, o teorema 4.6 implica que u, v 6= 0.

4.4 Prova do teorema 4.2

Nós utilizaremos na demonstração deste resultado uma versão do teorema do passo da

montanha.

Iniciamos esta demonstração observando que as condições geométricas do teorema do

passo da montanha sem a condição de Palais Smale (teorema 6.2) para os casos (H4.3)

e (H4.4) seguem analogamente ao que fizemos na prova do teorema (3.1) para os casos

(H3.2) e (H3.4), respectivamente, ou seja, no caso (H4.3) existem σ, ρ > 0 tais que

I(t
1
pu, t

1
pv) → −∞ quando t→∞, (4.25)

se (u, v) ∈ (W 1,p
0 (Ω, |x|−ap))2 \ {0}, e

I(ut, vt) ≥ σ se ||(u, v)|| = ρ, (4.26)

para cada λ e µ positivos; e no caso (H4.4) existem σ, ρ, λ1 > 0 tais que (4.25) e (4.26) são

satisfeitas para cada 0 < λ < λ1 e µ positivo.

Antes de aplicarmos o teorema do passo da montanha sem a condição de Palais Smale,

nós enunciaremos e provaremos uma afirmação que será crucial na verificação de que cada

componente da solução fraca que vamos obter é não trivial.

Afirmação. Consideremos s0 = s1/(s
α
1 t
γ
1)

1
p∗ e t0 = t1/(s

α
1 t
γ
1)

1
p∗ , onde s1, t1 > 0 e

s1/t1 = (α/γ)1/p como no lema 4.1, e uε é a função definida no lema 4.3. Então, tanto

para i) quanto para ii), existe ε > 0 de modo que

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p .
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De fato. Devido às condições geométricas do teorema do passo da montanha sem a

condição de Palais Smale, para cada ε > 0, existe tε > 0 tal que

0 < σ ≤ sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) = I(tε(s0uε), tε(t0uε)).

Suponhamos por absurdo que existe uma subseqüência {tεn} de {tε} com

tεn → 0 quando n→∞.

Então

0 < σ

≤ sup
t≥0

I(t(s0uεn), t(t0uεn))

= I(tεn(s0uεn), tεn(t0uεn))

≤ (
tpεns

p
0

p
+

tpεn t
p
0

p
)||uεn||p

≤ tpεn

p
(sp0 + tp0)(S̃a,p,R +O(ε

(N−d1p)/d1p
n )) −→ 0,

quando n → ∞, o que é uma contradição. Portanto, existe l > 0 com tε ≥ l para todo

ε > 0. Conseqüentemente, denotando c0 = lθ+δsθ0t
δ
0, conseguimos

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ tpε
p
(sp0 + tp0)||uε||p − λlθ+δsθ0t

δ
0

∫
Ω

|x|−βuθ+δε dx

−µtα+γ
ε sα0 t

γ
0

∫
Ω

|x|−c1p∗uα+γ
ε dx

= tpε
p

(
sp
1+tp1

(sα
1 t

γ
1)

p
p∗
||uε||p

)
− µtp

∗
ε

sα
1 t

γ
1

(sα
1 t

γ
1)

α+γ
p∗

∫
Ω

|x|−c1p∗up∗ε dx

−λlθ+δsθ0tδ0
∫

Ω

|x|−βup0ε dx

= tpε
p

(
sp
1+tp1

(sα
1 t

γ
1)

p
p∗
||uε||p

)
− µtp

∗
ε − λc0

∫
Ω

|x|−βup0ε dx.

(4.27)

O único ponto de máximo da função fε : (0,∞) → R definida por

fε(t) =

(
sp1 + tp1

(sα1 t
γ
1)

p
p∗
||uε||p

)
tp

p
− µtp

∗
,
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é dado por

t1ε = (µp∗)
−1

p∗−p

(
sp
1+tp1

(sα
1 t

γ
1 )p/p∗

) 1
p∗−p ||uε||

p
p∗−p . (4.28)

Sabemos que

(A+B)k ≤ Ak + k(A+B)k−1B (4.29)

para todo A,B ≥ 0 e k ≥ 1 (ver [54]). Também observamos que

[
sp
1+tp1

(sα
1 t

γ
1 )

p
p∗

]
=

[(
s1
t1

) pγ
p∗

+
(
s1
t1

)−pα
p∗
]

=

[(
α
γ

) γ
p∗

+
(
α
γ

)−α
p∗
]
.

(4.30)

Pela desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, temos que o espaço W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)

está contido em W 1,p
a,c1

(RN), então

S̃a,p ≤ C∗
a,p. (4.31)

Substituindo (4.28) em (4.27), usando (4.29), (4.30) e o lema 4.3, nós obtemos

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε))

≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p

{
[(α
γ
)

γ
p∗ + (α

γ
)
−α
p∗ ]||uε||p

} p∗
p∗−p − λc0

∫
Ω

|x|−βup0ε dx

= (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p

{
[(α
γ
)

γ
p∗ + (α

γ
)
−α
p∗ ]S̃a,p,R +O

(
ε

N−d1p
d1p

)} p∗
p∗−p

− λc0

∫
Ω

|x|−βup0ε dx

≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p

{
[(α
γ
)

γ
p∗ + (α

γ
)
−α
p∗ ]S̃a,p,R

} p∗
p∗−p

+O
(
ε

N−d1p
d1p

)
− λc0

∫
Ω

|x|−βup0ε dx

= (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p

{
[(α
γ
)

γ
p∗ + (α

γ
)
−α
p∗ ]S̃a,p

} p∗
p∗−p

+O
(
ε

N−d1p
d1p

)
− λc0

∫
Ω

|x|−βup0ε dx.

Agora, usando (4.31) e o lema 4.1, conseguimos

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε))

≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p

{
[(α
γ
)

γ
p∗ + (α

γ
)
−α
p∗ ]C∗

a,p

} p∗
p∗−p

+O
(
ε

N−d1p
d1p

)
−λc0

∫
Ω

|x|−βup0ε dx

= (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p +O

(
ε

N−d1p
d1p

)
− λc0

∫
Ω

|x|−(a+1)p0+cup0ε dx.

(4.32)
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No item i), temos por hipótese que

c < (p0−p+1)N−(a+1)p0
p−1

− (N−p−ap)(p0−p)
p(p−1)

.

Então, usando (4.32), considerando o lema 4.3 com l = p0, k = 1, h ≡ 1, β = (a+1)p0−c,

observando que

l > (N−β)(p−1)
N−p−ap ⇔ c < (p0−p+1)N−(a+1)p0

p−1

e

(N−p0−ap0+c)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap) − (N−d1p)(p−1)p0

d1p2
< N−d1p

d1p
,

obtemos, para cada λ > 0, um real ε > 0 suficientemente pequeno satisfazendo

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p +O

(
ε

N−d1p
d1p

)
−O

(
ε

(N−d1p)(p−1)(N−p0−ap0+c)
d1p(N−p−ap)

− (N−d1p)(p−1)p0
d1p2

)
< (1

p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p .

No item ii), temos que p0 = p. Assumindo que

c = N−p−ap
p−1

e observando que,

l = (N−β)(p−1)
N−p−ap ,

onde l = p, k = 1, h ≡ 1, β = (a + 1)p− c, então, do lema 4.3 e de (4.32), conseguimos,

para cada 0 < λ < λ1, que existe ε > 0 suficientemente pequeno tal que

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p +O

(
ε

N−d1p
d1p

)
−O

(
ε

N−d1p
d1p |ln(ε)|

)
< (1

p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p .

Porém, considerando

c < N−p−ap
p−1

,



4. Sistemas perturbados com expoentes cŕıticos 83

nós observamos que

(N−d1p)(p−1)(N−p−ap+c)
d1p(N−p−ap) − (N−d1p)(p−1)p

d1p2
< N−d1p

d1

e

l > (N−β)(p−1)
N−p−ap ,

onde l = p, k = 1, h ≡ 1, β = (a + 1)p − c, então, do lema 4.3 e de (4.32), para cada

0 < λ < λ0, existe ε > 0 suficientemente pequeno tal que

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p +O

(
ε

N−d1p
d1p

)
−O

(
ε

(N−d1p)(p−1)(N−p−ap+c)
d1p(N−p−ap)

− (N−d1p)(p−1)p

d1p2

)
< (1

p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p .

Assim, conclúımos a prova da afirmação.

Fixemos ε > 0 como na afirmação acima, então o teorema do passo da montanha sem

a condição de Palais Smale (teorema 6.2) implica que existe {(un, vn)} uma seqüência de

Palais Smale para o operador I no ńıvel c̃, onde

0 < σ ≤ c̃ = inf
g∈Γ

max
s∈[0,1]

I(g(s)) < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p (4.33)

e

Γ :=
{
g ∈ C

(
[0, 1], (W 1,p

0 (Ω, |x|−ap))2
)

: g(0) = 0 e g(1) = (l0(s0uε), l0(t0uε))
}
,

onde I(l0(s0uε), l0(t0uε)) < 0 para algum l0 > 0 suficientemente grande.

Pelo lema 4.2, se (H4.3) é satisfeita, temos que a seqüência {(un, vn)} é limitada

em (W 1,p
0 (Ω, |x|−ap))2 para todos λ e µ positivos. Porém, se vale (H4.4), então existe

λ0 ∈ (0, λ1) tal que {(un, vn)} é limitada em (W 1,p
0 (Ω, |x|−ap))2, para todo µ > 0 e

0 < λ < λ0. Logo, existe (u, v) ∈ (W 1,p
0 (Ω, |x|−ap))2 com un ⇀ u e vn ⇀ v fracamente em

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap), quando n → ∞. Então, pelo teorema 4.4, (u, v) é uma solução fraca do

sistema (4.1) e, pelo teorema 4.5, podemos assumir que cada componente é não negativa.

Por último, tendo em vista a equação (4.33), o teorema 4.6 implica que u, v 6≡ 0.
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4.5 Prova do teorema 4.3

Usaremos uma vez mais o teorema do passo da montanha para provar esse resultado.

Novamente, seguindo a prova nos casos (H3.2) e (H3.4) do teorema (3.1), mostramos

que as condições geométricas do teorema 6.2 são satisfeitas para todo λ e µ positivos se

valer (Hp,q
4.3), e para todo 0 < λ < λ1 e µ positivo se valer (Hp,q

4.4), para algum λ1 positivo.

Logo, segue do teorema do passo da montanha sem a condição de Palais Smale (teorema

6.2) que existe {(un, vn)} uma seqüência−(PS)c, onde

0 < σ ≤ c = inf
g∈Γ

max
s∈[0,1]

I(g(s))

e

Γ :=
{
g ∈ C

(
[0, 1],W 1,p

0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q
0 (Ω, |x|−bq)

)
: g(0) = 0 e g(1) = e

}
,

para algum e ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) com I(e) < 0.

Aplicando o lema 4.2, se (Hp,q
4.3) é satisfeita, temos que a seqüência {(un, vn)} é limitada

em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para cada λ > 0 e independentemente de µ > 0. Pelo

mesmo lema, se vale (Hp,q
4.4), então existe λ0 ∈ (0, λ1] tal que {(un, vn)} é limitada em

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) para cada 0 < λ < λ0 e independentemente de µ > 0.

Assim, em ambos os casos, existe uma constante M > 0 de modo que ||(un, vn)|| ≤ M,

para todo n ∈ N, independentemente de µ > 0. Portanto, obtemos

0 < c = lim
n→∞

I(un, vn) ≤ 1
p
||un||p + 1

q
||vn||q ≤M. (4.34)

Ainda pela limitação, existe (u, v) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) × W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) com un ⇀ u

fracamente em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e vn ⇀ v fracamente em W 1,q

0 (Ω, |x|−bq), quando n → ∞.

Logo, segue do teorema 4.4 que (u, v) é uma solução fraca do sistema (4.1) e devido ao

teorema 4.5 cada componente é não negativa.

Concluiremos esse resultado mostrando que existe µ0 positivo tal que u, v 6≡ 0, desde

que 0 < µ < µ0. Supondo por absurdo que u ≡ 0 para q.t.p. em Ω e seguindo a mesma

idéia que usamos no teorema 4.6, obtemos

0 < l = lim
n→∞

||un||p

α
= lim

n→∞

||vn||q

γ
= µ lim

n→∞

∫
Ω

|x|−c1p∗uαn+
vγn+

dx.
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Logo, pela definição de seqüência−(PS)c, conseguimos

c = lim
n→∞

I(un, vn) = (α
p

+ γ
q
− 1)l ≥ 0. (4.35)

Por outro lado, temos pelas definições de C∗
a,p e C∗

b,q que

(∫
Ω

|x|−c1p∗up∗n+
dx

) p
p∗

C∗
a,p ≤ ||un||p e

(∫
Ω

|x|−c2q∗vq∗n+
dx

) q
q∗

C∗
b,q ≤ ||vn||q

e usando a desigualdade de Young vem∫
Ω

|x|−c1p∗uαn+
vγn+

dx ≤ α
p∗

∫
Ω

|x|−c1p∗up∗n+
dx+ γ

q∗

∫
Ω

|x|−c2q∗vq∗n+
dx

≤ α
p∗

(C∗
a,p)

−p/p∗||un||p
∗
+ γ

q∗
(C∗

b,q)
−q/q∗||vn||q

∗
.

Passando o limite, obtemos

l
µ

≤ α(p∗+p)/p

p∗
(C∗

a,p)
−p∗/plp

∗/p + γ(q∗+q)/q

q∗
(C∗

b,q)
−q∗/qlq

∗/q

≤
(
α(p∗+p)/p

p∗
(C∗

a,p)
−p∗/p + γ(q∗+q)/q

q∗
(C∗

b,q)
−q∗/q

)
lτ,

onde τ = max{p∗/p, q∗/q} se l > 1 e τ = min{p∗/p, q∗/q} se l ≤ 1. Portanto, obtemos

l ≥
[
µ
(
α(p∗+p)/p

p∗
(C∗

a,p)
−p∗/p + γ(q∗+q)/q

q∗
(C∗

b,q)
−q∗/q

)] −1
τ−1
. (4.36)

Substituindo (4.36) em (4.35) e tomando µ0 > 0 suficientemente pequeno, temos

c ≥ (α
p

+ γ
q
− 1)

[
µ
(
α(p∗+p)/p

p∗
(Ca,p)

−p∗/p + γ(q∗+q)/q

q∗
(C∗

b,q)
−q∗/q

)] −1
τ−1 ≥M,

para todo 0 < µ < µ0, o que contradiz (4.34).



Caṕıtulo

5

Multiplicidade de soluções para sistemas

com expoentes cŕıticos

5.1 Introdução

Consideremos o sistema
−Luap = θ|x|−c1p∗huθ−1vδ + µα|x|−c1p∗uα−1vγ em RN ,

−Lvbq = δ|x|−c2q∗huθvδ−1 + µγ|x|−c2q∗uαvγ−1 em RN ,

u, v ≥ 0 e u, v 6≡ 0, em RN ,

(5.1)

onde Lwer ≡ div(|x|−er|∇w|r−2∇w), µ é um parâmetro positivo e os expoentes verificam

1 < p, q < N, −∞ < a < (N − p)/p, −∞ < b < (N − q)/q,

a ≤ c1 < a+ 1, b ≤ c2 < b+ 1, d1 = 1 + a− c1, d2 = 1 + b− c2,

p∗ = Np/(N − d1p), q
∗ = Nq/(N − d2q), c1p

∗ = c2q
∗,

θ
p

+ δ
q
< 1 e α

p∗
+ γ

q∗
= 1,

(H∗∗
exp)

existem p1 ∈ (1, p), q1 ∈ (1, q) e k, k
′
> 1 tais que


θ
p1

+ δ
q1

= 1
k
′ + 1

k
= 1, kp1 = p∗, kq1 = q∗,

h ∈ Lk
′
(Ω, |x|−c1p∗), h ≥ 0 para q.t.p. em RN ,

(5.2)

O estudo deste problema foi motivado pelo trabalho de Alves, Gonçalves e Miyagaki

86
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[4] no qual eles mostraram que o problema escalar −∆u+ a(x)u = h(x)uq + u2∗ em RN ,

u ≥ 0, u 6≡ 0,
∫

RNa u
2 dx <∞,

onde N ≥ 3, 0 < q < 1, a, h : RN → R, a ∈ L∞loc(RN) é não negativa e h é mensurável,

possui pelo menos duas soluções fracas distintas, desde que h satisfaça certas condições.

Antes de enunciar nossos resultados, introduziremos a seguinte definição.

Definição 5.1 Considere 1 < p < N, −∞ < a < (N−p)/p, a ≤ c1 < a+1, d1 = 1+a−c1,

p∗ = Np/(N−d1p), k, k
′, p1 = q1 > 1 como em (5.2). Fixados c0 e R0 constantes positivas,

nós definimos o conjunto E como o subconjunto de Lk
′
(RN , |x|−c1p∗) dado pelas funções

não negativas h ∈ Lk
′
(RN , |x|−c1p∗) satisfazendo

(
1 +R

d1p(N−p−ap)
(p−1)(N−d1p)

)−(N−d1p)p1
d1p

RN−c1p∗ inf
B(0,2R)

h ≥ c0, para algum R ∈ (0, R0).

Também, para λ > 0, considere Eλ o subconjunto de E formado por

Eλ =
{
h ∈ E : ||h||

Lk
′
(RN ,|x|−c1p∗ )

< λ
}
·

Teorema 5.1 Além de (H∗∗
exp) e (5.2), assuma que p = q, a = b ≥ 0 e p1 = q1. Então,

para cada µ > 0, existe λ0 = λ0(µ) > 0 tal que o sistema (5.1) possui pelo menos duas

soluções fracas, onde cada componente é não trivial e não negativa, para cada h ∈ Eλ,

desde que 0 < λ < λ0.

Teorema 5.2 Suponha (H∗∗
exp) e (5.2). Então existe µ0 > 0 tal que, para cada µ ∈ (0, µ0),

existe λ0 = λ0(µ) positivo tal que o sistema (5.1) possui pelo menos duas soluções fracas,

onde cada componente é não trivial e não negativa, para cada h ∈ Eλ com 0 < λ < λ0.

5.2 Resultados preliminares

Consideremos o funcional de Euler-Lagrange

I : W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq) −→ R
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dado por

I(u, v) =
1

p

∫
RN

|x|−ap|∇u|p dx+
1

q

∫
RN

|x|−bq|∇v|q dx

−
∫

RN

|x|−c1p∗huθ+vδ+ dx− µ

∫
RN

|x|−c1p∗uα+v
γ
+ dx,

(5.3)

o qual, sob as hipóteses dos teoremas enunciados na seção (5.1), está bem definido e é de

classe C1 com derivada de Gâteaux dada por

〈
I
′
(u, v), (w, z)

〉
=

∫
RN

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇w dx+

∫
RN

|x|−bq|∇v|q−2∇v∇z dx

−
∫

RN

|x|−c1p∗h (θuθ−1
+ vδ+w + δuθ+v

δ−1
+ z) dx

−µ
∫

RN

|x|−c1p∗(αuα−1
+ vγ+w + γuα+v

γ−1z) dx.

Lema 5.1 Seja λ0 > 0. Além de (H∗∗
exp) e (5.2), assuma que {(un, vn)} contida em

W 1,p
0 (RN , |x|−ap) ×W 1,q

0 (RN , |x|−bq) é uma seqüência−(PS)c. Então {(un+ , vn+)} é uma

seqüência−(PS)c, limitada em W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq) independentemente de

µ > 0 e h ∈ Eλ, com 0 < λ < λ0.

Demonstração. Usando a definição de seqüência−(PS)c e a desigualdade de Young, nós

obtemos

c+ ||(un, vn)||+On(1) ≥ I(un, vn)− 〈I ′(un, vn), (un/p∗, vn/q∗)〉

≥ (1
p
− 1

p∗
)||un||p + (1

q
− 1

q∗
)||vn||q

+λ0M(||un||p1+||vn||q1),

onde M = ( θ
p∗

+ δ
q∗
− 1)( θC

p1/p

p1
+ δCq1/q

q1
). Portanto, como p1 ∈ (1, p) e q1 ∈ (1, q), temos

que {(un, vn)} é limitada em W 1,p
0 (RN , |x|−ap) ×W 1,q

0 (RN , |x|−bq) independentemente de

µ > 0 e h ∈ Eλ, com 0 < λ < λ0. Em particular, as seqüências {(un− , vn−)} e {(un+ , vn+)}

são limitadas em W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq). Então

−||un−||p = 〈I ′(un, vn), (un− , 0)〉 → 0 quando n→∞ (5.4)

e

−||vn−||q =
〈
I
′
(un, vn), (0, vn−)

〉
→ 0 quando n→∞. (5.5)
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Obtemos para (w, z) ∈ W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq) que

〈I ′(un+, vn+), (w, z)〉 = 〈I ′(un, vn), (w, z)〉+

∫
RN

|x|−ap|∇un|p−2∇un−∇w dx

+

∫
RN

|x|−bq|∇vn|q−2∇vn−∇z dx.
(5.6)

Mas, por (5.4), (5.5) e pela desigualdade de Hölder, segue que∣∣∣∣∫
RN

|x|−ap|∇un|p−2∇un−∇w dx
∣∣∣∣ ≤ ||un−||p−1||w|| = On(1) (5.7)

e ∣∣∣∣∫
RN

|x|−bq|∇vn|q−2∇vn−∇z dx
∣∣∣∣ ≤ ||vn−||q−1||z|| = On(1), (5.8)

onde On(1) →∞ quando n→∞. Conseqüentemente, tomando o limite em (5.6) e usando

as desigualdades (5.7) e (5.8), conseguimos

I
′
(un+ , vn+) → 0 quando n→∞.

Similarmente, temos

I(un+ , vn+) = I(un, vn) + 1
p
||un−||p + 1

q
||vn−||q

= I(un, vn) +On(1),

então

I(un+ , vn+) → c quando n→∞.

Teorema 5.3 Além de (H∗∗
exp) e (5.2), assuma que {(un, vn)} em W 1,p

0 (RN , |x|−ap) ×

W 1,q
0 (RN , |x|−bq) é uma seqüência−(PS)c tal que un ⇀ u fracamente em W 1,p

0 (RN , |x|−ap)

e vn ⇀ v fracamente em W 1,q
0 (RN , |x|−bq). Então (u, v) é uma solução fraca do sistema

(5.1).

Demonstração. Seja (w, z) ∈ W 1,p
0 (RN , |x|−ap) ×W 1,q

0 (RN , |x|−bq). Usando os mesmos

argumentos da prova do teorema 4.4, mostramos que

lim
n→∞

∫
RN

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇w dx =

∫
RN

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇w dx, (5.9)
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lim
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗uα−1
n+

vγn+
w dx =

∫
RN

|x|−c1p∗uα−1
+ vγ+w dx, (5.10)

lim
n→∞

∫
RN

|x|−bq|∇vn|q−2∇vn∇z dx =

∫
RN

|x|−bq|∇v|q−2∇v∇z dx (5.11)

e

lim
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗uαn+
vγ−1
n+

z dx =

∫
RN

|x|−c1p∗uα+v
γ−1
+ z dx. (5.12)

Conseguimos da desigualdade de Hölder generalizada e da desigualdade de Caffarelli-

Kohn-Nirenberg que∫
RN

|x|−c1p∗|uθ−1
n+

vδn+
w|kdx ≤ ||un||(θ−1)kp0/p0

Lkp0 (RN ,|x|−c1p∗ )
||w||kp0/p0

Lkp0 (RN ,|x|−c1p∗ )
||vn||δkq0/q0

Lkq0 (RN ,|x|−c1p∗ )

≤M ||un||k(θ−1)||w||k||vn||kδ,

logo, {uθ−1
n+

vδn+
w} é limitada em Lk(RN , |x|−c1p∗). Analogamente, {uθn+

vδ−1
n+

z} é limitada

em Lk(RN , |x|−c1p∗). Então, do lema (6.3), uθ−1
n+

vδn+
w ⇀ uθ−1vδw e uθn+

vδ−1
n+

z ⇀

uθvδ−1z fracamente em Lk(RN , |x|−c1p∗), quando n → ∞. Portanto, para cada h ∈

Lk
′
(RN , |x|−c1p∗) com h ≥ 0 para q.t.p. em RN , temos

lim
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗huθ−1
n+

vδn+
w dx =

∫
RN

|x|−c1p∗huθ−1
+ vδ+w dx. (5.13)

e

lim
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗huθn+
vδ−1
n+

z dx =

∫
RN

|x|−c1p∗huθ+vδ−1
+ z dx. (5.14)

Por último, usando a definição de seqüência−(PS)c e os limites (5.9) − (5.14), nós

conclúımos

0 = lim
n→∞

〈I ′(un, vn), (w, z)〉

=

∫
RN

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇wdx+

∫
RN

|x|−bq|∇v|q−2∇v∇z dx

−
∫

RN

|x|−c1p∗h
(
θuθ−1

+ vδ+w + δuθ+v
δ−1
+ z

)
dx

−µ
∫

RN

|x|−c1p∗
(
αuα−1

+ vγ+w + γuα+v
γ−1
+ z

)
dx,

para todo (w, z) ∈ W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq), ou seja, (u, v) é uma solução fraca

do sistema (4.1).
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Lema 5.2 Suponha (H∗∗
exp) e (5.2). Se {(un, vn)} ⊂ W 1,p

0 (RN , |x|−ap) ×W 1,q
0 (RN , |x|−bq)

é uma seqüência limitada com un(x) → u(x), vn(x) → v(x), ∇un(x) → ∇u(x) e

∇vn(x) → ∇v(x), quando n → ∞, para q.t.p. x ∈ RN , onde (u, v) ∈ W 1,p
0 (RN , |x|−ap) ×

W 1,q
0 (RN , |x|−bq). Então

∫
RN

|x|−c1p∗|un|α|vn|γdx−
∫

RN

|x|−c1p∗|ũn|α|ṽn|γdx =

∫
RN

|x|−c1p∗|u|α|v|γdx+On(1),

||un||p = ||ũn||p + ||u||p +On(1)

e

||vn||q = ||ṽn||q + ||v||q +On(1),

onde ũn = un − u, ṽn = vn − v e On(1) → 0 quando n→∞.

Demonstração. Afirmamos que para todo ε > 0 existe Cε > 0 de modo que

|(s+ a)α(t+ b)γ − sαtγ| ≤ εC(|s|p∗ + |t|q∗) + CεC(|a|p∗ + |b|q∗), (5.15)

onde C é uma constante positiva independente de ε.

De fato. Segue do teorema do valor médio que existe η ∈ (0, 1) satisfazendo

|(s+ a)α(t+ b)γ − sαtγ| ≤ α|s+ ηa|α−1|t+ ηb|γ|a|+ γ|s+ ηa|α|t+ ηb|γ−1|b|.

Observando que

α−1
p∗−1

+ γp∗

q∗(p∗−1)
= γ−1

q∗−1
+ αq∗

p∗(q∗−1)
= 1 e p∗−1

α−1
, q

∗−1
γ−1

> 1,

e usando a desigualdade de Young, nós obtemos

|(s+ a)α(t+ b)γ − sαtγ| ≤ α(α−1)
p∗−1

|s+ ηa|p∗−1|a|+ αγp∗

q∗(p∗−1)
|t+ ηb|

q∗(p∗−1)
p∗ |a|

+ αγq∗

p∗(q∗−1)
|s+ ηa|

p∗(q∗−1)
q∗ |b|+ γ(γ−1)

q∗−1
|t+ ηb|q∗−1|b|.

Dáı, dado ε > 0, como

p∗−1
p∗

+ 1
p∗

= 1 e q∗−1
q∗

+ 1
q∗

= 1,
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obtemos da desigualdade de Young com ε que existe Cε > 0 tal que

|(s+ a)α(t+ b)γ − sαtγ|

≤ ε [α(α−1)
p∗−1

]|s+ ηa|p∗ + Cε[
α(α−1)
p∗−1

]|a|p∗ + ε [ αγp∗

q∗(p∗−1)
]|t+ ηb|q∗ + Cε[

αγp∗

q∗(p∗−1)
]|a|p∗

+ε [ αγq∗

p∗(q∗−1)
]|s+ ηa|p∗ + Cε[

αγq∗

p∗(q∗−1)
]|b|q∗ + ε [γ(γ−1)

q∗−1
]|t+ ηb|q∗ + Cε[

γ(γ−1)
q∗−1

]|b|q∗

≤ ε [α(α−1)2p∗−1

p∗−1
]|s|p∗ + ε [α(α−1)2p∗−1

p∗−1
]|a|p∗ + Cε[

α(α−1)
p∗−1

]|a|p∗ + ε [αγp
∗2q∗−1

q∗(p∗−1)
]|t|q∗

+ε [αγp
∗2q∗−1

q∗(p∗−1)
]|b|q∗ + Cε[

αγp∗

q∗(p∗−1)
]|a|p∗ + ε [αγq

∗2p∗−1

p∗(q∗−1)
]|s|p∗ + ε [αγq

∗2p∗−1

p∗(q∗−1)
]|a|p∗

+Cε[
αγq∗

p∗(q∗−1)
]|b|q∗ + ε [γ(γ−1)2q∗−1

q∗−1
]|t|q∗ + ε [γ(γ−1)2q∗−1

q∗−1
]|b|q∗ + Cε

γ(γ−1)
q∗−1

|b|q∗ ,

donde segue (5.15).

Definimos a função real gn : RN → R por

gn := ||un|α|vn|γ − |un − u|α|vn − v|γ − |u|α|v|γ|

≤ |(un)α(vn)γ − (un − u)α(vn − v)γ|+ |u|α|v|γ.

Fazendo s = un − u, t = vn − v, a = u e b = v em (5.15), conseguimos

|(un)α(vn)γ − (un − u)α(vn − v)γ| ≤ ε C(|un − u|p∗ + |vn − v|p∗) + CεC(|u|p∗ + |v|p∗),

portanto

0 ≤ gn ≤ ε C(|un − u|p∗ + |vn − v|p∗) + CεC(|u|p∗ + |v|p∗) + α
p∗
|u|p∗ + γ

q∗
|v|p∗ .

Conseqüentemente, obtemos

0 ≤ Wn,ε :=
[
gn − ε C(|un − u|p∗ + |vn − v|p∗)

]
+

≤ CεC(|u|p∗ + |v|p∗) + α
p∗
|u|p∗ + γ

q∗
|v|p∗ ∈ L1(Ω, |x|−c1p∗)

e também, vemos que Wn,ε(x) → 0 quando n → ∞ para q.t.p. x ∈ Ω. Logo, segue do

teorema da convergência dominada de Lebesgue que

lim
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗Wn,ε(x)dx = 0.
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Então, como {(un, vn)} é uma seqüência limitada, temos

lim sup
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗|gn| dx ≤ lim sup
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗
∣∣Wn,ε + ε C(|un − u|p∗ + |vn − v|p∗)

∣∣ dx
≤ ε C lim sup

n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗(|un − u|p∗ + |vn − v|p∗) dx

≤Mε,

onde M é uma constante positiva independente de ε.

Conseqüentemente, como ε > 0 é arbitrário, conclúımos que

lim
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗|gn| dx = 0.

Teorema 5.4 Suponha (H∗∗
exp) e (5.2). Se p = q, 0 ≤ a = b < (N − p)/p, p1 = q1 e

p∗ = q∗, então toda seqüência−(PS)c {(un, vn)} em (W 1,p
0 (RN , |x|−ap))2 com un, vn ≥ 0

para q.t.p. em RN é pré-compacta, desde que

c < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p −K(h), (5.16)

onde

K(h) =
[
1− ( θ+δ

p∗
)
]

lim
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗huθnvδndx.

Demonstração. Pelo lema 5.1 segue que {(un, vn)} é uma seqüência limitada em

(W 1,p
0 (RN , |x|−ap))2. Conseqüentemente, existe (u, v) ∈ (W 1,p

0 (RN , |x|−ap))2 tal que un ⇀ u

e vn ⇀ v fracamente em W 1,p
0 (RN , |x|−ap), quando n → ∞. Pelo lema 6.4, passando a

uma subseqüência se necessário, nós podemos admitir que un(x) → u(x) e vn(x) → v(x),

quando n→∞, para q.t.p. em RN . Também, segue do teorema 6.15 que∇un(x) → ∇u(x)

e ∇vn(x) → ∇v(x), quando n→∞, para q.t.p. em x ∈ RN . Como θ/p1 +γ/q1 = 1, segue

das desigualdades de Young e Caffarelli-Kohn-Nirenberg que∫
RN

|x|−c1p∗|uθnvγn|kdx ≤ θ
p1

∫
RN

|x|−c1p∗|un|kp1dx+ δ
q1

∫
Ω

|x|−c1p∗|vn|kq1dx

≤ θ
p1
Ckp1/p||un||kp1 + δ

q1
Ckq1/q||vn||kq1 ,
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portanto, {(un, vn)} é limitada em Lk(RN , |x|−c1p∗). Assim, pelo lema 6.3, uθnv
δ
n ⇀ uθvδ

fracamente em Lk(RN , |x|−c1p∗) quando n → ∞. Em particular, para toda função h

pertencente ao espaço Lk
′
(RN , |x|−ap) com h ≥ 0 para q.t.p. em RN , temos

lim
n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗huθnvδndx =

∫
RN

|x|−c1p∗huθvδdx. (5.17)

Obtemos do teorema 5.3 que (u, v) é solução fraca do sistema (5.1), ou seja,

〈I ′(u, v), (w, z)〉 = 0 para todo (w, z) ∈ (W 1,p
0 (RN , |x|−ap))2. Portanto, segue de (5.17), do

lema 5.2 e da definição de seqüência−(PS)c que

||ũn||p − µα

∫
RN

|x|−c1p∗|ũn|α|ṽn|γdx

= ||un||p − ||u||p − µα

[∫
RN

|x|−c1p∗uαnvγndx−
∫

RN

|x|−c1p∗uαvγdx
]

+On(1)

=
〈
I
′
(un, vn), (un, 0)

〉
−
〈
I
′
(u, v), (u, 0)

〉
+On(1)

= On(1).

Similarmente, obtemos

||ṽn||p − µγ

∫
RN

|x|−c1p∗|ũn|α|ṽn|γdx = On(1).

Assim, existe l ≥ 0 satisfazendo

l = lim
n→∞

||ũn||p

α
= lim

n→∞

||ṽn||p

γ
= µ lim

n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗|ũn|α|ṽn|γdx.

Conseqüentemente, se l = 0 então o resultado está provado. Suponhamos por absurdo

que l > 0. Novamente, pela definição de seqüência−(PS)c, conseguimos

c+On(1) = I(un, vn)− 1
p∗
〈I ′(un, vn), (un, vn)〉

= (1
p
− 1

p∗
)(||ũn||p + ||ṽn||p) + (1

p
− 1

p∗
)(||u||p + ||v||p)

+( θ+δ
p∗

− 1)

∫
RN

|x|−c1p∗huθnvδndx+On(1)

≥ (1
p
− 1

p∗
)(α+ γ)l + ( θ+δ

p∗
− 1)

∫
RN

|x|−c1p∗huθnvδndx+On(1)

= (1
p
− 1

p∗
)p∗l + ( θ+δ

p∗
− 1)

∫
RN

|x|−c1p∗huθnvδndx+On(1).

(5.18)
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Por outro lado, segue da definição de S̃Ω que

(∫
RN

|x|−c1p∗|ũn|α|ṽn|γdx
) p

p∗

S̃RN ≤ ||ũn||p + ||ṽn||p, ∀n ∈ N.

Então, tomando o limite, obtemos

(
l
µ

) p
p∗
S̃RN ≤ (α+ γ)l = p∗l;

conseqüentemente

l ≥ (µ)
−p

p∗−p (p∗)
−p∗
p∗−p S̃

p∗
p∗−p

RN . (5.19)

Substituindo (5.19) em (5.18) e tomando o limite, conclúımos que

c ≥ (1
p
− 1

p∗
)p∗(µ)

−p
p∗−p (p∗)

−p∗
p∗−p S̃

p∗
p∗−p

RN −K(h)

≥ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p S̃

p∗
p∗−p

RN −K(h),

o que contradiz (5.16).

5.3 Prova do teorema 5.1

A prova da existência da primeira solução fraca é, em parte, similar à prova do teorema

3.2. Na verdade, seguindo as mesmas idéias do teorema 3.2, obtemos que para cada µ > 0

existem λ0 > 0 e ρ, σ ∈ (0, 1) tais que

I(u, v) ≥ σ se ||(u, v)|| = ρ, (5.20)

para todo (u, v) ∈ W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq) e h ∈ Eλ com 0 < λ < λ0. Também

I(t
1
pu, t

1
pv) → −∞ quando t→∞, (5.21)

uniformemente em h ∈ Eλ com 0 < λ < λ0 e para todo (u, v) ∈ W 1,p
0 (RN , |x|−ap) ×

W 1,q
0 (RN , |x|−bq) com u+.v+ 6≡ 0.

Afirmação. Consideremos s0 = s1/(s
α
1 t
γ
1)

1
p∗ e t0 = t1/(s

α
1 t
γ
1)

1
p∗ , onde s1, t1 > 0 e
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s1/t1 = (α/γ)1/p como no lema 4.1, e uε é a função definida no lema 4.3. Então existem

ε, η > 0 tais que

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ η < (
1

p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p ,

uniformemente em h ∈ E.

De fato. Analogamente à prova do teorema 4.2, temos

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p +O(ε(N−d1p)/d1p)

−c0
∫

RN

|x|−c1p∗hup1ε dx.
(5.22)

Suponhamos que p1 < (N − c1p
∗)(p− 1)/(N − p− ap), então

(N−d1p)p1
d1p2

< N−d1p
d1p

, (5.23)

portanto, pelo lema 4.3, (5.22) e observação 4.2, conseguimos

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p +O(ε(N−d1p)/d1p)

−O(ε(N−d1p)p1/d1p
2
)

≤ η < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p ,

uniformemente em h ∈ E, para algum η > 0 e ε > 0 suficientemente pequeno.

Se p1 = (N − c1p
∗)(p− 1)/(N − p− ap), por (5.22), (5.23), lema 4.3 e observação 4.2,

nós podemos escolher ε > 0 suficientemente pequeno de modo que

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p +O(ε(N−d1p)/d1p)

−O(ε(N−d1p)p1/d1p
2| ln(ε)|)

≤ η < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p ,

uniformemente em h ∈ E, para algum η > 0.

Assuma que p1 > (N − c1p
∗)(p− 1)/(N − p− ap), então temos

(N−c1p∗)(p−1)(N−d1p)
d1p(N−p−ap) < (N−d1p)p1

d1p
,
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portanto, de (5.22), (5.23), lema 4.3 e observação 4.2, existe ε > 0 suficientemente pequeno

satisfazendo

sup
t≥0

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p +O(ε(N−d1p)/d1p)

−O(ε
(N−d1p)(p−1)(N−c1p∗)

d1p(N−p−ap)
− (N−d1p)p1

d1p
+

(N−d1p)p1
d1p2 )

≤ η < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p ,

uniformemente em h ∈ E, para algum η > 0. Assim, conclúımos a prova da afirmação.

Fixemos ε > 0 como na afirmação acima. Nós obtemos pela equação (5.21) um real

t̃ > 0 tal que

I(t̃(s0uε), t̃(t0uε)) < 0,

uniformemente em h ∈ Eλ, para cada 0 < λ < λ0.

Aplicando o teorema do passo da montanha sem a condição de Palais Smale (teorema

6.2), conseguimos uma seqüência−(PS)c {(wn, zn)} em (W 1,p
0 (RN , |x|−ap))2, onde

0 < σ ≤ c = inf
g∈Γ

max
t∈[0,1]

I(g(t)) (5.24)

e

Γ =
{
g ∈ C([0, 1], (W 1,p

0 (RN , |x|−ap))2) : g(0) = 0, g(1) = (t̃(s0uε), t̃(t0uε))
}
. (5.25)

Devido ao lema 5.1, podemos assumir que, independentemente de µ > 0 e h ∈ Eλ

com 0 < λ < λ0, {(wn, zn)} é uma seqüência limitada e wn, zn ≥ 0 para q.t.p. em RN .

Também, trocando λ0 > 0 por outro menor, se necessário, temos

0 < c ≤ sup
0≤t≤t̃

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ η < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p −K(h),

uniformemente em h ∈ Eλ, se 0 < λ < λ0. Então obtemos do teorema

5.4 uma subseqüência de {(wn, zn)}, que denotaremos por {(wn, zn)}, e (w, z) ∈

(W 1,p
0 (RN , |x|−ap))2 satisfazendo wn → w e zn → z fortemente em W 1,p

0 (RN , |x|−ap),

quando n→∞. Portanto, nós temos

I(wn, zn) → I(w, z) = c e I
′
(wn, zn) → I

′
(w, z) ≡ 0, quando n→∞.
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Em particular, (w, z) é uma solução fraca do sistema (5.1) com w, z ≥ 0 para q.t.p. em

RN . Além disso, é fácil verificar que w e z são não triviais.

Agora, mostraremos a existência da segunda solução fraca usando o lema (3.3) da

Mizoguchi. Consideremos o operador I|B(0,ρ) : B(0, ρ) → R o qual é inferiormente limitado

e cont́ınuo. Evidentemente, temos

inf
∂B(0,ρ)

I > 0.

Mas, tomando (u0, v0) ∈ (W 1,p
0 (RN , |x|−ap))2 com h.u0+.v0+ 6≡ 0, nós conseguimos

I(t
1
pu0, t

1
pv0) ≤ (1

p
||u0||p + 1

p
||v0||p)t− t

θ+δ
p

∫
RN

|x|−c1p∗hu0
θ
+v0

δ
+dx

Logo, como θ/p+ δ/p < 1, obtemos que

I(t
1
p

0 u0, t
1
p

0 v0) < 0 < inf
∂B(0,ρ)

I

para algum t0 ∈ (0, 1) tal que (ut0 , vt0) ∈ B(0, ρ). Então o lema 3.3 (Mizoguchi) implica

que existe uma seqüência−(PS)M {(un, vn)} com M = infB(0,ρ) I. Pelo lema 5.1, podemos

considerar que {(un, vn)} é uma seqüência limitada e un, vn ≥ 0 para q.t.p. em Ω. Além

disso, temos

M < 0 < c ≤ sup
0≤t≤t̃

I(t(s0uε), t(t0uε)) ≤ η < (1
p
− 1

p∗
)(µp∗)

−p
p∗−p (S̃RN )

p∗
p∗−p −K(h),

uniformemente em h ∈ Eλ, se 0 < λ < λ0. Então o teorema 5.4 implica que exite

(u, v) ∈ (W 1,p
0 (RN , |x|−ap))2 e uma subseqüência de {(un, vn)}, que denotaremos por

{(un, vn)}, satisfazendo un → u e vn → v fortemente emW 1,p
0 (RN , |x|−ap), quando n→∞.

Logo, nós temos

I(un, vn) → I(u, v) = M e I
′
(un, vn) → I

′
(u, v) ≡ 0, quando n→∞.

Em particular, (u, v) é uma solução fraca do sistema (5.1) com u, v ≥ 0 para q.t.p. em

RN . Também, u e v são não triviais.

Evidentemente (u, v) 6= (w, z), pois I(u, v) < 0 < I(w, z).
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5.4 Prova do teorema 5.2

Obtemos, seguindo a primeira parte da demonstração do teorema 5.1, que existe uma

seqüência−(PS)c {(un, vn)} em W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq), onde

0 < σ ≤ c = inf
g∈Γ

max
s∈[0,1]

I(g(s))

e

Γ :=
{
g ∈ C

(
[0, 1],W 1,p

0 (RN , |x|−ap)×W 1,q
0 (RN , |x|−bq)

)
: g(0) = 0 e g(1) = e

}
,

para algum e ∈ W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq) com I(e) < 0.

Aplicando o lema 5.1, podemos supor que un, vn ≥ 0 para q.t.p. em Ω e que {(un, vn)}

é uma seqüência limitada em W 1,p
0 (RN , |x|−ap)×W 1,q

0 (RN , |x|−bq) independentemente de

µ > 0 e h ∈ Eλ com 0 < λ < λ0, ou seja, existe uma constante M > 0, independente de

µ > 0 e h ∈ Eλ com 0 < λ < λ0, tal que ||(un, vn)|| ≤ M para todo n ∈ N. Portanto,

obtemos

0 < c = lim
n→∞

I(un, vn) ≤ lim
n→∞

(1
p
||un||p + 1

q
||vn||q) ≤M. (5.26)

Ainda pela limitação, nós temos que existe (u, v) ∈ W 1,p
0 (RN , |x|−ap) ×W 1,q

0 (RN , |x|−bq)

com un ⇀ u fracamente em W 1,p
0 (RN , |x|−ap) e vn ⇀ v fracamente em W 1,q

0 (RN , |x|−bq),

quando n→∞.

Afirmação. Existe µ0 > 0 de forma que as seqüências acima convergem fortemente,

desde que 0 < µ < µ0. Em particular, segue que (u, v) é uma solução fraca do sistema

(5.1) com u, v ≥ 0 para q.t.p. em Ω, u, v 6≡ 0 e I(u, v) = c > 0.

De fato. Sejam ũn = un − u e ṽn = vn − v. Procedendo como na prova do teorema 5.4,

nós temos

0 ≤ l = lim
n→∞

||ũn||p

α
= lim

n→∞

||ṽn||q

γ
= µ lim

n→∞

∫
RN

|x|−c1p∗ũαn+
ṽγn+

dx.

Logo, basta provarmos que existe µ0 > 0 tal que l = 0, desde que 0 < µ < µ0.

Supondo por absurdo que l > 0 para todo µ > 0, então, pelo lema 5.2, pela definição de
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seqüência−(PS)c e como h ∈ Eλ com 0 < λ < λ0, conseguimos

c+On(1) = I(un, vn)− 〈I ′(un, vn), (un/p∗, vn/q∗)〉

= (1
p
− 1

p∗
)||un||p + (1

q
− 1

q∗
)||vn||q + ( θ

p∗
+ δ

q∗
− 1)

∫
RN

|x|−c1p∗huθnvδndx

= (1
p
− 1

p∗
)(||ũn||p + ||u||p) + (1

q
− 1

q∗
)(||ṽn||q + ||v||q)

+( θ
p∗

+ δ
q∗
− 1)

∫
RN

|x|−c1p∗huθnvδndx+On(1)

≥ (1
p
− 1

p∗
)||ũn||p + (1

q
− 1

q∗
)||ṽn||q

+( θ
p∗

+ δ
q∗
− 1) θC

p0/p

p0
||h||

Lk
′
(RN ,|x|−c1p∗ )

||un||p0

+( θ
p∗

+ δ
q∗
− 1) δC

q0/q

q0
||h||

Lk
′
(RN ,|x|−c1p∗ )

||vn||q0 +On(1)

≥ (1
p
− 1

p∗
)αl + (1

q
− 1

q∗
)γl −M1||h||Lk

′
(RN ,|x|−c1p∗ )

+On(1)

≥ (1
p
− 1

p∗
)αl + (1

q
− 1

q∗
)γl − λ0M1 +On(1),

(5.27)

onde M1 > 0 é independente de µ > 0. Por outro lado, como no teorema 4.3, obtemos

l ≥
[
µ
(
α(p∗+p)/p

p∗
(C∗

a,p)
−p∗/p + γ(q∗+q)/q

q∗
(C∗

b,q)
−q∗/q

)] −1
τ−1

, (5.28)

onde τ = max{p∗/p, q∗/q} se l > 1 e τ = min{p∗/p, q∗/q} se l ≤ 1. Portanto, substituindo

(5.28) em (5.27), obtemos

c+On(1) ≥ (1
p
− 1

p∗
)α
[
µ
(
α(p∗+p)/p

p∗
(C∗

a,p)
−p∗/p + γ(q∗+q)/q

q∗
(C∗

b,q)
−q∗/q

)] −1
τ−1

+(1
q
− 1

q∗
)γ
[
µ
(
α(p∗+p)/p

p∗
(C∗

a,p)
−p∗/p + γ(q∗+q)/q

q∗
(C∗

b,q)
−q∗/q

)] −1
τ−1

−λ0M1 +On(1).

(5.29)

Dáı, escolhendo µ0, λ0 > 0 suficientemente pequenos e tomando o limite, conclúımos por

(5.29) que

c ≥M, ∀ 0 < µ < µ0, ∀ 0 < λ < λ0,

contradizendo a desigualdade (5.26), o que prova a afirmação, com λ0 = min{λ0, λ0}.

Agora, mostraremos a existência da segunda solução fraca. Procedendo de maneira

similar a segunda parte da demonstração do teorema 5.1 obtemos uma seqüência−(PS)K
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{(wn, zn)} em W 1,p
0 (RN , |x|−ap) ×W 1,q

0 (RN , |x|−bq), onde K = infB(0,ρ) I < 0. Pelo lema

5.1, podemos considerar que {(wn, zn)} é uma seqüência limitada, independente de µ > 0 e

h ∈ Eλ com 0 < λ < λ0, e wn, zn ≥ 0 para q.t.p. em Ω. Logo, existe M > 0 independente

de µ > 0 tal que ||(wn, zn)|| ≤ M para todo n ∈ N. Dáı, os mesmos argumentos da

afirmação acima, mostra que (w, z) é uma solução fraca do sistema (5.1) com w, z ≥ 0

para q.t.p. em Ω, w, z 6≡ 0 e I(w, z) = K < 0, desde que 0 < µ < µ0.

Evidentemente (u, v) 6≡ (w, z), pois I(w, z) < 0 < I(u, v).



Caṕıtulo

6

Apêndice

6.1 Desigualdades

Nesta seção listaremos as principais desigualdades utilizadas neste trabalho. Sejam A,B

reais não negativos e k, k′ ≥ 1 expoentes conjugados. Então

1. Young: AB ≤ Ak/k +Bk′/k′.

2. Young com ε: dado ξ > 0 existe Cξ > 0 tal que AB ≤ ξAk + CξB
k′ .

3. (A+B)k ≤ 2k−1(Ak +Bk).

4. Dado ξ > 0 existe Cξ,k > 0 tal que (A+B)k ≤ (1 + ξ)Ak + Cξ,kB
k.

5. (A+B)k ≤ Ak + k(A+B)k−1B.

6. Hölder: Se f ∈ Lk(Ω) e g ∈ Lk′(Ω), onde Ω é um aberto de RN , então

∫
Ω

|f ||g|dx ≤ ||f ||Lk(Ω)||g||Lk′ (Ω).

6.2 Resultados básicos

Definição 6.1 Seja X um espaço de Banach. Dizemos que E ∈ C1(X,R) satisfaz a

condição de Palais Smale se toda seqüência {xn} ⊂ X, com {E(xn)} limitada em X e

E ′(xn) → 0 em X∗ quando n→∞, é pré-compacta.

O primeiro resultado que enunciaremos nesta seção é o teorema do passo da montanha,

o qual foi provado inicialmente por Ambrosetti e Rabinowitz [6].
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Teorema 6.1 [Teorema do passo da montanha] Sejam X um espaço de Banach e

E ∈ C1(X,R) satisfazendo a condição de Palais Smale. Suponhamos que as seguintes

condições geométricas sejam satifeitas:

1. E(0) = 0,

2. ∃ σ, ρ > 0 : E(w) ≥ σ > 0, ∀w ∈ X tal que ||w|| = ρ,

3. ∃ e0 ∈ X : ||e0|| > ρ e E(e0) < 0.

Defina

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e0}.

Então

0 < σ ≤ c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

E(γ(t))

é um valor cŕıtico do operador E.

O próximo resultado é uma variação do teorema do passo da montanha no qual nós

não assusmiremos a condição de Palais Smale (veja, por exemplo, [11, teorema 2.2]).

Teorema 6.2 [Teorema do passo da montanha sem a condição de Palais Smale] Sejam X

um espaço de Banach e E ∈ C1(X,R). Suponhamos que as seguintes condições geométri-

cas sejam satifeitas:

1. E(0) = 0,

2. ∃ σ, ρ > 0 : E(w) ≥ σ > 0, ∀w ∈ X com ||w|| = ρ,

3. ∃ e0 ∈ X : ||e0|| > ρ e E(e0) < 0.

Então existe uma seqüência {wn} ⊂ X tal que

E(wn) → c e E ′(wn) → 0 em X∗, quando n→∞,

onde

0 < c = inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

E(γ(t))

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], X) : γ(0) = 0, γ(1) = e0}.

Agora, vamos enunciar o prinćıpio variacional de Ekeland, cuja demonstração pode

ser encontrada em Ekeland [33].
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Teorema 6.3 [Prinćıpio variacional de Ekeland] Suponha M um espaço métrico completo

com métrica d e I : M → R∪ {+∞} um operador semi-cont́ınuo inferiormente, I 6≡ +∞

e inferiormente limitado. Então, para todo ε, δ > 0 e todo u ∈M com

I(u) ≤ inf
M
I + ε,

existe um elemento v ∈M o qual é um mı́nimo estrito do funcional

Iv(w) ≡ I(w) +
ε

δ
d(v, w).

Além disso, temos

I(v) ≤ I(u) e d(u, v) ≤ δ.

A prova do seguinte corolário pode ser encontrada em [33, corolário 2.3].

Corolário 6.1 Se V é um espaço de Banach e E ∈ C1(V,R) é inferiormente limitado,

então existe uma seqüência {xn} ⊂ V tal que

E(xn) → inf
V
E e E ′(xn) → 0 em V ∗, quando n→∞.

Xuan [70, 71], provou um resultado de imersão compacta que generaliza o clássico

teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov (ver [12]).

Teorema 6.4 [Teorema da imersão compacta] Suponhamos Ω ⊂ RN um domı́nio suave

e limitado com 0 ∈ Ω, 1 < p < N e −∞ < a < (N − p)/p. Então a imersão

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ↪→ Lr(Ω, |x|−δ) é compacta, desde que 1 ≤ r < Np/(N − p) e δ <

(1 + a)r +N [1− (r/p)].

Os próximos resultados podem ser encontrados em [50], [63], [47] e [13], respectiva-

mente.

Lema 6.1 Suponha fn uma seqüência de funções Lebesgue mensuráveis com fn(x) →

f(x), quando n→∞, para q.t.p. x ∈ Ω. Então f é Lebesgue mensurável.
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Lema 6.2 Sejam x, y ∈ RN e 〈·, ·〉e o produto interno usual de RN . Então

〈
|x|p−2x− |y|p−2y, x− y

〉
e
≥


K|x− y|p se p ≥ 2,

K|x− y|2

(|x|+ |y|)2−p se 1 < p < 2,

onde K = K(p) é uma constante positiva.

Lema 6.3 Sejam Ω um aberto de RN e {fn} ⊂ Lr(Ω), com 1 < r < ∞, uma seqüência

limitada tal que fn(x) → f(x) quando n → ∞ para q.t.p. x ∈ Ω. Então f ∈ Lr(Ω) e

fn ⇀ f em Lr(Ω) quando n→∞.

Teorema 6.5 Suponha Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p < N, p′ > 1

o expoente conjugado de p, −∞ < a < (N − p)/p e Ψ : Ω × R → R uma função

de Carathéodory com Ψ(x, 0) = 0 em Ω, Ψ(x, ·) é não decrescente e 0 ≤ Ψ(x, s) ≤

C(1 + |s|p−1) para algum C > 0. Então, para cada f ∈ Lp′(Ω, |x|−(a+1)p+c), o problema −div(|x|−ap|∇u|p−2∇u) + |x|−(a+1)p+cΨ(x, u) = |x|−(a+1)p+cf em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω,

admite uma única solução fraca u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap). Além disso, o operador associado

Tp : Lp
′
(Ω, |x|−(a+1)p+c) −→ W 1,p

0 (Ω, |x|−ap), f 7−→ u,

está bem definido o qual é cont́ınuo e não decrescente.

Teorema 6.6 [Prinćıpio da comparação] Sejam Ω um domı́nio suave e limitado de RN

com 0 ∈ Ω, 1 < p < N, −∞ < a < (N − p)/p, c > 0 e φ : Ω × R → R

uma função de Carathéodory tal que φ(x, 0) = 0 em Ω, φ(x, ·) é não decrescente e

0 ≤ φ(x, t) ≤ C(1 + |t|p−1) para todo (x, t) ∈ Ω × R e alguma constante C > 0. Assuma

que u1, u2 ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ∩ L∞(Ω) são tais que

∫
Ω

[
|x|−ap|∇u2|p−2∇u2∇ψ + |x|−(a+1)p+cφ(x, u2)ψ

]
dx

≤
∫

Ω

[
|x|−ap|∇u1|p−2∇u1∇ψ + |x|−(a+1)p+cφ(x, u1)ψ

]
dx

e u2 ≤ u1 sobre ∂Ω,
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para toda ψ ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap), ψ ≥ 0 para q.t.p. em Ω. Então u2 ≤ u1 para q.t.p. em Ω.

Teorema 6.7 Sejam Ω um domı́nio suave e limitado de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p < N,

−∞ < a < (N − p)/p, c > 0 e g : Ω × R → R uma função de Carathéodory tal que

|g(x, t)| ≤ C(1 + |t|q) para todo (x, t) ∈ Ω× R, onde C > 0 e

p− 1 < q < min{ Np
N−p − 1; p− 1 + c

N−p(a+1)
}.

Suponha u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) uma solução fraca do problema

−div(|x|−ap|∇u|p−2∇u) = |x|−(a+1)p+cg(x, u) em Ω.

Então u ∈ C0,α(Ω) para alguma constante α ∈ (0, 1].

Seja Ω um domı́nio limitado de RN . Consideremos o problema

divA(x, u,∇u) +B(x, u∇u) = 0 em Ω, (6.1)

onde A : Ω× R× RN → RN e B : Ω× R× RN → R satisfazem as seguintes condições:

N∑
i,j=1

∂Aj

∂pi
(x, z, p)ξiξj ≥ c(k + |p|)p−2|ξ|2, (6.2)

N∑
i,j=1

|∂Aj

∂pi
(x, z, p)| ≤ C(k + |p|)p−2, (6.3)

|B(x, z, p)| ≤ C(k + |p|)p, (6.4)

onde k é uma constante não negativa e C, c são positivas.

Tolksdorf em [68], provou um resultado sobre regularidade das soluções fracas do

problema (6.1).

Teorema 6.8 Além de (6.2)− (6.4), assuma que

A(x, z, 0) = 0,

N∑
i,j=1

(
|∂Aj

∂xi
(x, z, η)|+ |∂Aj

∂z
(x, z, η)|

)
≤ C(1 + |η|)p−2|η|.
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Suponha que u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) ∩ L∞(Ω) é uma solução fraca do problema (6.1). Então

u ∈ C1,α(Ω) para algum α ∈ (0, 1].

O próximo resultado, o qual foi provado por Lieberman [51, teorema 1], também trata

da regularidade das soluções fracas do problema (6.1).

Teorema 6.9 Além de (6.2)− (6.4), assuma que

|A(x, z, p)− A(y, w, p)| ≤ Λ(1 + |p|)p−1[|x− y|α + |z − w|α],

para todo (x, z, p) ∈ ∂Ω × [−M,M ] × RN , (y, w) ∈ Ω × [−M,M ] e todo ξ ∈ RN , onde

M > 0 e α ∈ (0, 1]. Se f ∈ C1,α(∂Ω) com |f |1+α ≤ L e u é uma solução fraca do problema

(6.1) com u = f em ∂Ω e |u|(x) ≤ M para q.t.p. em Ω. Então existe uma constante

positiva β = β(α,Λ/λ,m, n) tal que u ∈ C1,β(Ω); além disso

|u|1+β := sup
x∈Ω

|u(x)|+ sup
x∈Ω

|∇u(x)|+ sup
x 6=y∈Ω

|∇u(x)−∇u(y)|
|x− y|β

≤ C(α,Λ/λ,m,M, n, L,Ω).

6.3 Operadores diferenciáveis

As definições e resultados que trataremos nesta seção podem ser encontrados no livro

do Deimling [31]. A idéia de diferenciabilidade sobre um espaço vetorial arbitrário,

segue a mesma idéia de diferenciabilidade que conhecemos sobre RN . Grosseiramente,

são aproximações locais de um operador por operadores lineares com uma certa precisão.

Nesta seção, denotaremos por X um espaço de Banach e por X∗ seu espaço dual.

Definição 6.2 Suponha U ⊂ X um aberto e φ : U → R um operador. Dizemos que φ é

diferenciálvel a Fréchet em x0 ∈ U com derivada de Fréchet φ′(x0) ∈ X∗ se

φ(x0 + h) = φ(x0) + 〈φ′(x0), h〉+ o(||h||),

onde o(||h||)/||h|| → 0 quando h → 0. Além disso, dizemos que φ ∈ C1(U,R) se φ a

derivada de Fréchet existe e é cont́ınua em U.

Definição 6.3 Suponha U ⊂ X um aberto e φ : U → R um operador. Dizemos que φ é
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diferenciável a Gâteaux em x0 ∈ U com derivada de Gâteaux grad φ(x0) ∈ X∗ se

lim
t→0+

1

t
[φ(x0 + th)− φ(x0)] = 〈grad φ(x0), h〉, ∀h ∈ X.

Proposição 6.1 Se o operador φ : U → R tem derivada de Gâteaux cont́ınua em U,

então φ ∈ C1(U,R).

Teorema 6.10 Considere Ω um domı́nio suave e limitado de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p, q <

N, −∞ < a < (N − p)/p, −∞ < b < (N − q)/q, a ≤ c1 < a + 1, b ≤ c2 < b + 1,

d1 = 1 + a − c1, d2 = 1 + b − c2, p
∗ = Np/(N − d1p), q

∗ = Nq/(N − d2q), θ, δ > 1,

p0 ∈ [1, p∗], q0 ∈ [1, q∗] com θ/p0 + δ/q0 = 1, k, k′ ≥ 1 expoentes conjugados com

kp0 ∈ [1, p∗], kq0 ∈ [1, q∗], β é tal que

β ≤ min{(a+ 1)kp0 +N [1− (kp0/p)], (b+ 1)kq0 +N [1− (kq0/q)]}

e seja h ∈ Lk(Ω, |x|−β) com h ≥ 0 para q.t.p. em Ω. Então os operadores H1, H2 :

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) → R definidos por

H1(w) =

∫
Ω

|x|−ap|∇w|p dx e H2(w+) =

∫
Ω

|x|−βhwθ+vδ+ dx

são de classe C1, ou seja, H1, H2 ∈ C1(W 1,p
0 (Ω, |x|−ap),R), onde v pertencente a

W 1,q
0 (Ω, |x|−bq) está fixada. Além disso, suas derivadas de Fréchet em w são dadas por

〈H ′
1(w), u〉 = p

∫
Ω

|x|−ap|∇w|p−2∇w∇u dx

e

〈H ′
2(w+), u〉 = θ

∫
Ω

|x|−βhwθ−1
+ vδ+u dx.

Observação 6.1 O resultado acima também é verdadeiro para domı́nios ilimitados (Ω ⊂

RN), desde que kp0 = p∗, kq0 = q∗ e β = c1p
∗ = c2q

∗.

Demonstração do teorema 6.10. Definimos as funções F1 : Ω × RN −→ R e

F2 : Ω× R −→ R por

F1(x, y) = p

∫ |y|

0

sp−1 ds e F2(x, t) = θ

∫ t

0

sθ−1vδ+(x) ds.
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Portanto, temos para 0 < t < 1 que

∫
Ω

|x|−ap |∇w+t∇u|p−|∇w|p
t

dx =

∫
Ω

|x|−ap F1(x,∇w+t∇u)−F1(x,∇w)
t

dx

e ∫
Ω

|x|−βh (w+tu)θvδ
+−wθvδ

+

t
dx =

∫
Ω

|x|−βh F2(x,w+tu)−F2(x,w)
t

dx.

Dado x ∈ Ω, o teorema do valor médio implica que existe λ ∈ (0, 1) tal que

|F1(x,∇w(x)+t∇u(x))−F1(x,∇w(x))|
|t| ≤ p|∇w(x)+λt∇u(x)|p−1|t∇u(x)|

|t|

≤ p (|∇w(x)|+ |∇u(x)|)p−1 |∇u(x)|

≤ 2p−1p (|∇w(x)|p + |∇u(x)|p)

∈ L1(Ω, |x|−ap),

e

h |F2(x,w(x)+tu(x))−F2(x,w(x))|
|t| ≤ h

θ|(w(x)+tu(x))θ−1vδ
+(x)||tu(x)|

|t|

≤ θh |(w(x) + tu(x))θ−1vδ+(x)||u(x)|

≤ 2θ−1θh (|w|θ(x) + |u(x)|θ)vδ+(x)|

∈ L1(Ω, |x|−β).

Dáı, obtemos do teorema da convergência dominada de Lebesgue que

lim
t→0+

∫
Ω

|x|−ap |∇w(x)+t∇u(x)|p−|∇w(x)|p
t

dx =

∫
Ω

|x|−ap lim
t→0+

F1(x,∇w(x)+t∇u(x))−F1(x,∇w(x))
t

dx

= p

∫
Ω

|x|−ap|∇w(x)|p−2∇w(x)∇u(x) dx

e

lim
t→0+

∫
Ω

|x|−βh (w+tu)θvδ
+−wθvδ

+

t
dx = θ

∫
Ω

|x|−βhwθ−1vδ+u dx.

Por último, a desigualdade de Hölder implica

|〈H ′
1(w), u〉| ≤ p||w||p−1||u||p

e

|〈H ′
2(w+), u〉| ≤ C(||h||Lk′ (Ω,|x|−β)||w||θ−1||v||δ)||u||,
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ou seja, H
′
1(w) e H

′
2(w+) são operadores lineares limitados. Portanto, segue da proposição

6.1 que H1, H2 ∈ C1(W 1,p
0 (Ω, |x|−ap),R).

6.4 Propriedades dos espaços Ll(Ω, |x|α) e W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)

Nesta seção, estudaremos algumas propriedades dos espaços Ll(Ω, |x|α) e W 1,p
0 (Ω, |x|−ap).

6.4.1 O espaço Ll(Ω, |x|α)

Teorema 6.11 Considerando Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, α ∈ R e l ≥ 1,

então o espaço Ll(Ω, |x|α) é completo.

Demonstração. Consideremos {fn} ⊂ Ll(Ω, |x|α) uma seqüência de Cauchy. Então a

seqüência {|x|α/lfn} é uma seqüência de Cauchy em Ll(Ω). Logo, existe g ∈ Ll(Ω) tal

que |x|α/lfn → g em Ll(Ω) quando n → ∞. Então, passando a uma subseqüência, se

necessário, podemos supor que |x|α/lfn(x) → g(x) quando n → ∞ para q.t.p. x ∈ Ω.

Portanto, definindo f = |x|−α/lg, temos que fn(x) → f(x) quando n → ∞ para q.t.p.

x ∈ Ω. Assim, pelo lema 6.1, temos que f é Lebesgue mensurável e mais

∫
Ω

|x|α|f |l dx =

∫
Ω

|g|l dx <∞,

ou seja, f ∈ Ll(Ω, |x|α). Além disso, obtemos

||fn − f ||Ll(Ω,|x|α) = |||x|α/lfn − g||Ll(Ω) → 0 quando n→∞,

ou seja, Ll(Ω, |x|α) é completo.

Teorema 6.12 Considerando Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, α ∈ R e l > 1,

então o espaço Ll(Ω, |x|α) é reflexivo.

Demonstração. Como essa demonstração é similar a provar da reflexibilidade dos usuais

espaços Ll(Ω), nós faremos apenas um esboço da prova.
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Caso 1. Consideremos 2 ≤ l <∞ e f, g ∈ Ll(Ω, |x|α). Então |x|α/lf, |x|α/lg ∈ Ll(Ω) e pela

desigualdade de Clarkson, obtemos

||f+g
2
||l
Ll(Ω,|x|α)

+ ||f−g
2
||l
Ll(Ω,|x|α)

= || |x|
α/l(f+g)

2
||l
Ll(Ω)

+ || |x|
α/l(f−g)

2
||l
Ll(Ω)

≤ 1
2
(|||x|α/lf ||l

Ll(Ω)
+ |||x|α/lg||l

Ll(Ω)
)

= 1
2
(||f ||l

Ll(Ω,|x|α)
+ ||g||l

Ll(Ω,|x|α)
),

logo, Ll(|x|α) é uniformemente convexo. Portanto, Ll(Ω, |x|α) é reflexivo.

Caso 2. Suponhamos 1 < l < 2. Consideremos l′ > 2 tal que 1/l + 1/l′ = 1 e a isometria

T : Ll(Ω, |x|α) −→ (Ll
′
(Ω, |x|α))∗

u 7−→ Tu

onde Tu : Ll
′
(Ω, |x|α) → R é definida por

(Tu, f) =

∫
Ω

|x|αufdx.

Então, como o teorema 6.11 implica que o espaço Ll(Ω, |x|α) é completo e sendo T uma

isometria, temos que T (Ll(Ω, |x|α)) é um subespaço fechado de (Ll
′
(Ω, |x|α))∗. Além disso,

Ll
′
(Ω, |x|α) é reflexivo, já que 2 < l′ < ∞. Logo, (Ll

′
(Ω, |x|α))∗ também é reflexivo.

Conseqüentemente, conseguimos que T (Ll(Ω, |x|α)) é reflexivo e, portanto, Ll(Ω, |x|α) é

reflexivo.

Corolário 6.2 Considerando Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, α ∈ R e l > 1,

então o espaço (Ll(Ω, |x|α))N é reflexivo.

6.4.2 O espaço W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)

Evidentemente, segue da definição que o espaço W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) é completo.

Teorema 6.13 Considerando Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p < N e

−∞ < a < (N − p)/p, então o espaço W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) é reflexivo.



6. Apêndice 112

Demonstração. A prova deste resultado também segue as mesmas idéias usadas para

os espaços de Sobolev. Consideremos a isometria

T : W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) → [(Lp

′
(Ω, |x|−ap))N ]∗

u 7→ Tu

onde

(Tu, (f1, . . . , fN)) =

∫
Ω

|x|−ap∇u(f1, . . . , fN)dx.

Portanto, desde que W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) é completo, temos que T (W 1,p

0 (Ω, |x|−ap)) é um

subespaço fechado em [(Lp
′
(Ω, |x|−ap))N ]∗. Porém, [(Lp

′
(Ω, |x|−ap))N ]∗ é reflexivo, logo,

T (W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)) é reflexivo. Conseqüentemente, sendo T uma isometria, conclúımos

que W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) é reflexivo.

A prova do próximo lema é uma simples adaptação de um argumento usado por Xuan

em [70, teorema 1.1].

Lema 6.4 Suponha Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p < N e −∞ < a <

(N − p)/p, {un} ⊂ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e u ∈ W 1,p

0 (Ω, |x|−ap) com un ⇀ u fracamente em

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) quando n → ∞. Então, a menos de uma subseqüência, un(x) → u(x)

quando n→∞ para q.t.p. x ∈ Ω.

Demonstração. Consideremos Ω \ {0} = ∪k≥1Ωk, onde Ωk = Ω ∩ (B(0, k) \ B(0, 1/k))

é aberto e limitado. Se G ∈ (W 1,p(Ωk))
∗
, então o funcional Ḡ : W 1,p

0 (Ω, |x|−ap) → R

definido por Ḡ(w) = G(w|Ωk
) é linear e cont́ınuo, ou seja, Ḡ ∈ (W 1,p

0 (Ω, |x|−ap))∗. Dáı,

obtemos

G(un|Ωk
) → G(u|Ωk

) quando n→∞,

logo, un|Ωk
⇀ u|Ωk

fracamente em W 1,p(Ωk) quando n → ∞. Portanto, o teorema da

imersão compacta de Rellich-Kondrachov implica que un(x) → u(x) quando n→∞ para

q.t.p. x ∈ Ωk. Então, por um argumento de diagonalização, conclúımos que un(x) → u(x)

quando n→∞ para q.t.p. x ∈ Ω.

Teorema 6.14 Suponha Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p < N,
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−∞ < a < (N − p)/p, u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e F : R → R satisfazendo uma das seguintes

condições:

1. F ∈ C1(R) e F ′ ∈ L∞(R),

2. F ∈ C0(R) ∩W 1,1
loc (R) e F ′ ∈ L∞(R).

Então F (u) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap). Além disso, se D = {s ∈ R : F ′(s) não é cont́ınua} é

finito, então, para cada i = 1, ..., N, vale

∂F ◦ u
∂xi

=

 F ′(u) ∂u
∂xi

para q.t.p. em {x ∈ Ω : u(x) 6∈ D},

0 para q.t.p. em {x ∈ Ω : u(x) ∈ D}.
(6.5)

Demonstração. Caso 1. Por definição de W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) existe {un} ⊂ C∞

0 (Ω) tal que

un → u fortemente em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) quando n → ∞. Passando a uma subseqüência,

que denotaremos por {un}, temos que un(x) → u(x) e ∇un(x) → ∇u(x), quando n→∞,

para q.t.p. x ∈ Ω. Então, segue que

(F ◦ un)(x) → (F ◦ u)(x) quando n→∞ para q.t.p. x ∈ Ω. (6.6)

Por outro lado, temos

∣∣∣ ∂∂xi
(F ◦ un)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣F ′(un).
∂un

∂xi

∣∣∣ ≤ ||F ′||L∞(Ω)

∣∣∣∂un

∂xi

∣∣∣ ,
donde segue que {F ◦ un} é limitada em W 1,p

0 (Ω, |x|−ap). Conseqüentemente, existe

v ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) com F ◦ un ⇀ v fracamente em W 1,p

0 (Ω, |x|−ap) quando n → ∞.

Logo, pelo lema 6.4, temos que (F ◦ un)(x) → v(x) quando n → ∞ para q.t.p. x ∈ Ω.

Então, por (6.6), obtemos v = F ◦ u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap).

Agora, para cada ϕ ∈ C∞
0 (Ω), conseguimos∣∣∣∣∫

Ω

|x|−ap[F ′(un)
∂un

∂xi
− F ′(u) ∂u

∂xi
]ϕdx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|x|−ap|F ′(un)||∂un

∂xi
− ∂u

∂xi
||ϕ|dx+

∫
Ω

|x|−ap|F ′(un)− F ′(u)|| ∂u
∂xi
||ϕ|dx

≤ ||F ′||L∞(Ω)||ϕ||Lp′ (Ω,|x|−ap)||un − u||+
∫

Ω

|x|−ap|F ′(un)− F ′(u)|| ∂u
∂xi
||ϕ|dx.

Evidentemente, a primeira parcela da soma acima converge a zero. Por outro lado, como

F ′(un)(x) → F ′(u)(x) quando n → ∞ para q.t.p. x ∈ Ω e |F ′(un) − F ′(u)|| ∂u
∂xi
||ϕ| ≤
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M | ∂u
∂xi
||ϕ| ∈ L1(Ω, |x|−ap), então pelo teorema da convergência dominada de Lebesgue a

segunda parcela da soma acima converge a zero. Portanto, conclúımos∫
Ω

|x|−apF ′(u) ∂u
∂xi
ϕdx = lim

n→∞

∫
Ω

|x|−apF ′(un)
∂un

∂xi
ϕdx

= lim
n→∞

∫
Ω

|x|−ap ∂
∂xi

(F ◦ un)ϕdx

=

∫
Ω

|x|−ap ∂
∂xi

(F ◦ u)ϕdx,

o que prova (6.5).

Caso 2. Consideremos {ρn} ⊂ C∞
0 (R) uma seqüência regularizante e defina Fn = F ∗ρn ∈

C1(R). Em particular, temos F ′
n = F ∗ ρ′n. Observamos que

F ′
n(s) = F ∗ ρ′n(s) =

∫
R
F (t)ρ′n(s− t)dt

e, por outro lado, temos

F ′ ∗ ρn(s) =

∫
R
F ′(t)ρn(s− t)dt

=

∫
R
F ′(t)ρns(t)dt

= −
∫

R
F (t)(ρns(t))

′dt

= −
∫

R
F (t)(ρn(s− t))′dt

=

∫
R
F (t)ρ′n(s− t)dt,

logo F ′
n = F ′ ∗ ρn e ||F ′

n||L∞(Ω) ≤ ||F ′||L∞(Ω)||ρn||L1(Ω) = ||F ′||L∞(Ω).

Como Fn → F uniformemente em cada compacto de R quando n → ∞, temos que

Fn(s) → F (s) quando n → ∞ para q.t.p. s ∈ R. Dáı, obtemos Fn(u)(x) → F (u)(x)

quando n → ∞ para q.t.p. x ∈ Ω. Pela primeira parte ∂Fn◦u
∂xi

= F ′
n
∂u
∂xi
. Também, vemos

que

| ∂
∂xi

(Fn ◦ u)| = |F ′
n(u)

∂u
∂xi
| ≤ ||F ′||L∞(Ω)| ∂u∂xi

| ∈ Lp(Ω, |x|−ap),

ou seja, {Fn ◦ u} é uma seqüência limitada em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap). Portanto, existe w ∈

W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) com F ◦ un ⇀ w fracamente em W 1,p

0 (Ω, |x|−ap) quando n → ∞. Dáı,
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analogamente à primeira parte, obtemos que w = F ◦ u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap).

Definimos gi : Ω → R, para i = 1, ..., N, por

gi(x) =

 F ′(u) ∂u
∂xi

para q.t.p. em A := {x ∈ Ω : u(x) 6∈ D},

0 para q.t.p. em B := {x ∈ Ω : u(x) ∈ D}.

Então, para cada ϕ ∈ C∞
0 (Ω), temos∣∣∣∣∫

Ω

|x|−ap[F ′
n(u)

∂u
∂xi

− gi]ϕdx

∣∣∣∣
≤
∫
A

|x|−ap|F ′
n(u)

∂u
∂xi

− F ′(u) ∂u
∂xi
||ϕ| dx+

∫
B

|x|−ap|F ′
n(u)

∂u
∂xi
ϕ| dx.

(6.7)

Devido ao teorema da convergência dominada de Lebesgue

∫
A

|x|−ap|F ′
n(u)− F ′(u)|| ∂u

∂xi
ϕ|dx→ 0 quando n→∞.

Por outro lado, como D é finito, podemos assumir F ′ |D = 0 , então, como F ′
n(u(x)) =

F ′∗ρn(u(x)) → F ′(u(x)) = 0 quando n→∞, segue do teorema da convergência dominada

de Lebesgue que a segunda integral da soma em (6.7) vale zero. Conseqüentemente,

conclúımos ∫
Ω

|x|−ap ∂
∂xi

(F ◦ u)ϕdx = lim
n→∞

∫
Ω

|x|−ap ∂
∂xi

(Fn ◦ u)ϕdx

= lim
n→∞

∫
Ω

|x|−apF ′
n(u)

∂u
∂xi
ϕdx

=

∫
Ω

|x|−apgiϕdx,

o que prova (6.5).

Corolário 6.3 Suponha Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p < N, −∞ < a <

(N − p)/p e u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap). Então as funções u+ = max{u, 0} e u− = max{−u, 0}

pertencem a W0(Ω, |x|−ap) e para i = 1, ..., N vale

∂u+

∂xi
=

 ∂u
∂xi

para q.t.p. em {x ∈ Ω : u(x) > 0},

0 para q.t.p. em {x ∈ Ω : u(x) ≤ 0}
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e

∂u−
∂xi

=

 0 para q.t.p. em {x ∈ Ω : u(x) ≥ 0},

− ∂u
∂xi

para q.t.p. em {x ∈ Ω : u(x) < 0}.

Corolário 6.4 Suponha Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p < N,

−∞ < a < (N − p)/p e u ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap). Considere a famı́lia a um parâmetro de

funções τε : R → R dadas por

τε(s) =

 s se |s| ≤ ε,

ε s|s| se |s| > ε.

Então τε(u) ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) e para i = 1, ..., N vale

∂τε ◦ u
∂xi

=

 ∂u
∂xi

para q.t.p. em {x ∈ Ω : |u(x)| < ε},

0 para q.t.p. em {x ∈ Ω : |u(x)| ≥ ε}.

6.4.3 Convergência pontual do gradiente

Teorema 6.15 Considere Ω um domı́nio suave de RN com 0 ∈ Ω, 1 < p, q < N,

−∞ < a < (N − p)/p, −∞ < b < (N − q)/q, a ≤ c1 < a + 1, b ≤ c2 < b + 1,

d1 = 1 + a − c1, d2 = 1 + b − c2, p
∗ = Np/(N − d1p), q

∗ = Nq/(N − d2q), {(un, vn)}

em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×W 1,q

0 (Ω, |x|−bq) uma seqüência−(PS)c e {(u, v)} ∈ W 1,p
0 (Ω, |x|−ap)×

W 1,q
0 (Ω, |x|−bq) tais que un ⇀ u fracamente em W 1,p

0 (Ω, |x|−ap) e vn ⇀ v fracamente em

W 1,q
0 (Ω, |x|−bq), quando n→∞. Então, a menos de uma subseqüência, ∇un(x) → ∇u(x)

e ∇vn(x) → ∇v(x), quando n→∞, para q.t.p. x ∈ Ω.

Demonstração. Seja {ωj} uma seqüência de subconjuntos relativamente compactos de

Ω tais que ωj ⊂ Ω e Ω = ∪j≥1ωj. Por argumento de diagonalização, basta provarmos que

∇un(x) → ∇u(x) e ∇vn(x) → ∇v(x), quando n→∞, para q.t.p. em ωj.

Consideremos a seqüência

en(x) =
〈
|x|−ap|∇un|p−2∇un − |x|−ap|∇u|p−2∇u,∇(un − u)

〉
e
(x),

que é não negativa (ver lema 6.2). Além disso, obtemos da desigualdade de Hölder,

que {en} é uniformentente limitada em L1(Ω). Seja φ ∈ C∞
0 (Ω) com supp(φ) ⊂ ωj+1,
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0 ≤ φ ≤ 1 e φ
∣∣
ωj
≡ 1. Então, fazendo ρ = −c1, conseguimos

∫
Ω

φ (en)
1
p dx =

∫
{|x|ρ|u|>k}

φ (en)
1
p dx+

∫
{|x|ρ|u|≤k}

φ (en)
1
p dx. (6.8)

Agora, vamos estimar a primeira integral da soma acima. Aplicando a desigualdade

de Hölder, obtemos

∫
{|x|ρ|u|>k}
φ (en)

1
p dx ≤

(∫
{|x|ρ|u|>k}

en dx

) 1
p
(∫

{|x|ρ|u|>k}
φ

p
p−1 dx

) p−1
p

≤
(∫

Ω

endx

) 1
p

(∫
{|x|ρ|u|>k}∩ωj+1

φ
p

p−1 dx

) p−1
p

≤ M

(∫
{|x|ρ|u|>k}∩ωj+1

1 dx

) p−1
p

.

(6.9)

Porém, temos que∫
{|x|ρ|u|>k}∩ωj+1

1 dx ≤
∫
{|x|ρ|u|>k}∩ωj+1

(|x|ρ|u|)/k dx

≤
(∫

Ω

|x|−c1p∗ |u|p∗

kp∗ dx

) 1
p∗
(∫

ωj+1

1 dx

) p∗−1
p∗

≤ Cj

k
,

logo, ∫
{|x|ρ|u|>k}
φ (en)

1
p dx ≤ MCj

k(p−1)/p · (6.10)

Agora, vamos estimar a segunda integral da soma em (6.8). Consideremos∫
{|x|ρ|u|≤k}
φ (en)

1
p dx =

∫
{|x|ρ|u|≤k}∩{|un−u|<ε}

φ (en)
1
p dx+

∫
{|x|ρ|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

φ (en)
1
p dx. (6.11)

Dáı, temos

∫
{|x|ρ|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

φ (en)
1
p dx ≤

(∫
{|x|ρ|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

en dx

) 1
p
(∫

{|x|ρ|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}
φ

p
p−1 dx

) p−1
p
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≤ M

(∫
{|x|ρ|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}∩ωj+1

φ
p

p−1 dx

) p−1
p

≤ M |{|x|ρ|u| ≤ k} ∩ {|un − u| ≥ ε} ∩ ωj+1|
p−1

p

≤ M |{|un − u| ≥ ε} ∩ ωj+1|
p−1

p .

Porém, como |ωj+1| < ∞ e un(x) → u(x) quando n → ∞ para quase todo ponto

x ∈ Ω, segue que {un
∣∣
ωj+1

} converge em medida para u, então existe n0 ∈ N tal que

|{|un − u| ≥ ε/2} ∩ ωj+1| < ε/2 para todo n ≥ n0. Logo, como {|un−u| ≥ ε} está contido

em ωj+1 ⊂ {|un − u| ≥ ε/2} ∩ ωj+1, temos |{|un − u| ≥ ε} ∩ ωj+1| < ε para todo n ≥ n0.

Portanto, obtemos

lim sup
n→∞

∫
{|x|ρ|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

φ (en)
1
p dx ≤Mε(p−1)/p. (6.12)

Definindo Sεk,n = ωj+1 ∩ {|x|ρ|u| ≤ k} ∩ {|un − u| ≤ ε}, nós conseguimos

∫
Sε

k,n

φ (en)
1
p dx ≤

(∫
Sε

k,n

φ endx

)1/p(∫
Sε

k,n

φdx

)(p−1)/p

= Cj

(∫
Sε

k,n

φ endx

)1/p

= Cj

(∫
Sε

k,n

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇(un − u)φdx

−
∫
Sε

k,n

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇(un − u)φdx

)1/p

.

(6.13)

Observando que o funcional linear H : W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) → R definido por

H(w) =

∫
Sε

k,n

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇w φdx

é cont́ınuo e un ⇀ u fracamente em W 1,p
0 (Ω, |x|−ap) quando n→∞, segue que∫

Sε
k,n

|x|−ap|∇u|p−2∇u∇(un − u)φ dx→ 0 quando n→∞. (6.14)
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Também, temos∫
Sε

k,n

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇(un − u)φdx =

∫
Sε

k,n

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇τε(un − u)φdx

≤
∫

Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇τε(un − u)φdx

=

∫
Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇[φτε(un − u)]dx

−
∫

Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un(∇φ)τε(un − u)dx,

(6.15)

mas,∣∣∣∣∫
Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un(∇φ)τε(un − u)dx

∣∣∣∣ ≤
(∫

Ω

|x|−ap|∇un|p−1|∇φ|dx
)
ε

≤ ||un||p−1||φ|| ε

≤ Cj ε

(6.16)

e ∣∣∣∣∫
Ω

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇[φτε(un − u)]dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣〈I ′(un, vn), (φτε(un − u), 0)〉+ θ

∫
Ω

|x|−βhuθ−1
n+

vδn+
φτε(un − u)dx

+α

∫
Ω

|x|−c1p∗uα−1
n+

vγn+
φτε(un − u)dx

∣∣∣∣
≤ |〈I ′(un, vn), (φτε(un − u), 0)〉|+

(
θ

∫
Ω

|x|−βhuθ−1
n+

vδn+
φdx

+α

∫
Ω

|x|−c1p∗uα−1
n+

vγn+
φdx

)
ε

≤ O(1)n +M ε;

(6.17)

então, tomando o limite superior na equação (6.15) e usando (6.16) e (6.17), conseguimos

lim sup
n→∞

∫
Sε

k,n

|x|−ap|∇un|p−2∇un∇(un − u)φdx ≤ O(ε), (6.18)
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Conseqüentemente, passando o limite superior na equação (6.13) e usando (6.14) e (6.18),

conclúımos que

lim sup
n→∞

∫
Sε

k,n

φ (en)
1
p dx ≤ O(ε). (6.19)

Passando o limite superior na equação (6.11) e usando (6.12) e (6.19), obtemos

lim sup
n→∞

∫
{|x|ρ|u|≤k}

φ (en)
1
p dx ≤ O(ε), (6.20)

então, usando (6.10) e (6.20) em (6.8), segue que

lim sup
n→∞

∫
Ω

φ (en)
1
p dx ≤ O

(
1

k(p−1)/p

)
+O(ε),

portanto, fazendo ε→ 0 e então, k →∞, conclúımos

lim
n→∞

∫
Ω

φ (en)
1
p dx = 0,

logo, temos que en(x) → 0 quando n→∞ para q.t.p. x ∈ ωj. Dáı, obtemos do lema 6.2

que ∇un(x) → ∇u(x) quando n→∞ para q.t.p. x ∈ ωj.

Analogamente, provamos que ∇vn(x) → ∇v(x) para q.t.p. x ∈ ωj quando n→∞.
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[17] Cañada, A.; Gámez, J.L.; Some new applications of the method of lower and upper

solutions to elliptic problems, Appl. Math. Letters, v. 6, p. 41-45, 1993.
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