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Resumo

Neste trabalho, estudaremos a existéncia e inexisténcia de solucao fraca positiva
para duas classes de sistemas elipticos com pesos. A primeira classe envolvera nao
linearidades do tipo positonico e semipositonico. Provaremos um principio de maximo
forte, e obteremos algumas propriedades da primeira autofuncao do problema de autovalor
associado ao nosso operador, e também provaremos o método de sub e supersolucao. A
segunda classe que consideraremos tera uma perturbacao nao linear. Usaremos os métodos
variacionais para estudar tanto a situacao subcritica quanto a situacao critica, e sob certas

hipéteses, mostraremos a existéncia de uma segunda solugao fraca.

Palavras-Chave: Sistemas elipticos com pesos, positonico, semipositonico, principio

de maximo forte, solugao positiva, expoente critico de Hardy-Sobolev.



Abstract

In this work, we will study the existence and nonexistence of positive weak solutions
for two classes of elliptic systems with weights. The first class will involve nonlinearities of
the type positone and semipositone. We will prove a strong maximum principle, and we
will obtain some properties of the first eigenfunction of the eigenvalue problem associated
to our operator, and also we will prove the sub and supersolution method. The second
class will involve a nonlinear perturbation. We will use the variational methods to study
the subcritical and critical situations, and under certain hypotheses, we will show the

existence of a second weak solution.

Keywords: Elliptic sistems with weights, positone, semipositone, strong maximum

principle, positive solution, critical Hardy-Sobolev exponent.
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Capitulo

1

Introducao

Nosso objetivo neste trabalho é estudar condicoes que garantam a existéncia e
inexisténcia de solucoes fracas para alguns sistemas elipticos quase lineares com pesos,

da forma
—div(|Jx|7?|VulP2Vu) = g (z,u,v) em Q,
)

—div(|z|7M|Vo|12Vv) = go(z,u,v) em (1.1)
u=v = 0 sobre 0f),

onde Q é um dominio suave de RY com 0 € 2,1 < p,q < N, —c0 < a < (N — p)/p,
—c0<b< (N—=q)/qgegi,g2: QxR xR — R sao fungoes satisfazendo certas hipdteses.

O interesse em estudar sistemas decorre do grande nimero de aplicacoes que além
das aplicacoes ja conhecidas para o caso escalar, por exemplo, em mecanica dos fluidos,
problemas de reacao-difusao, elasticidade nao linear, extracao de petréleo, astronomia,
glaciologia, etc, os sistemas envolvem outros fenomenos, como os modelos de competicao
em dinamica populacional. Neste caso, a solugao fraca (u, v), onde cada componente é nao
trivial e ndo negativa, é dita ”estado de coexisténcia”, ver [16, 17, 18, 36] e suas referéncias.
Tecnicamente, os sistemas se comportam em um certo sentido como no caso escalar. Mas
é claro que existem dificuldades adicionais provenientes da acao mutua das variaveis u e v
nas nao linearidades g1, g2, por exemplo, a possibilidade de existir semi-solugoes, ou seja,
solugoes fracas do tipo (u,0) e (0,v), veja [45] e suas referéncias.

Inimeros autores tém dedicado seus esforcos no estudo do caso regular do sistema
(1.1), isto é, quando @ = b = 0, e nds gostariamos de citar alguns deles [1, 2, 5, 9, 10, 16,
18, 23, 35, 29, 30, 62, 64, 65] e suas referéncias. Porém, ao tratar sistemas com pesos, tanto
no caso degenerado, isto ¢, quando a < 0, quanto o caso singular, isto ¢, quando a > 0,

existem varias dificuldades adicionais, por exemplo, temos que trabalhar em um espaco

12
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com peso ao invés dos usuais espacos de Sobolev, obter resultados sobre o comportamento
da primeira autofuncao associada ao primeiro autovalor relacionado com nosso operador,

principio de maximo forte, principio da comparacao, etc.

As principais restri¢oes que estaremos impondo sobre os expoentes estao relacionadas

com a seguinte desigualdade de Hardy-Sobolev devido a Caffarelli, Kohn e Nirenberg [14]

</ |x|—ep*|u|P*dx>p < Cye (/ |x|_“p|Vu|pdx>, Vu € C5°(RY),
RN RN

onde 1 < p < N, —0o < a< (N=p)/p,a<e<a+l d=1+a-—ece,
p* = p*(a,e) = Np/(N — dp) denota o expoente critico de Hardy-Sobolev ¢ C, . ¢ uma
constante positiva. Chamaremos a desigualdade acima de desigualdade de Caffarelli-

Kohn-Nirenberg.

Consideremos €2 um dominio suave, ndo necessariamente limitado, de RY com 0 € €,
a € Rel > 1, nés definimos L'(, |z|*) como sendo o espago formado pelas funcoes

Lebesgue mensuraveis, u : {2 — R, satisfazendo

]
[l Lo ogey = (/Q IfCIO‘IUIZd:c) < .

Sel<p<Ne—oo<a< (N—p)/p, definimos W'P(Q,|z|%) (resp. Wy*(, |z|~%))
como sendo o completamento de C*(Q2) (resp. C§°(£2)), com respeito a norma || - ||

definida por

1
p
lull = lllugagon = ( [ el 17upas)"

Se € for um dominio suave e limitado de RY com 0 € €2, nés obtemos por argumentos

de aproximacao que existe uma constante C' > 0 tal que

(/ |x|_5|u|de> ' <C </ |J:\_“p|Vu\pdx) Y € WP (Q, |z|~),
Q Q

onde 1 < r < Np/(N—p)ed < (a+ 1)r + N[1—(r/p)], ou seja, a imersao
Wy (Q, |z|~%) — L™(Q,]x|%) é continua (veja [70, 71]). A desigualdade acima, também

serda chamada de desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg. Além disso, a constante
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Cy, = Cs (Q) denotard a melhor constante de Hardy-Sobolev, a qual é caracterizada por

Cr, = inf {( Jolal= " VulPdz } (1.2)

wewg P el (0) | ([, |z] " ulr* dz)

Nés estudaremos o sistema (1.1) sobre o espaco Wy (€, |z|~%) x Wy (€, |z]| %)

munido da norma

1,011 2= el g op-ery + 1ol gt gor-ony-

Entretanto, por simplicidade, denotaremos [|u|| e ||v|| ao invés de ||u||W01,p(Qy‘x|_ap) e
||U||W01,q(Q’|x|,bq), respectivamente.

No capitulo 2, nds apresentaremos alguns resultados de existéncias e de inexisténcias de
solugobes fracas para o sistema (1.1) com nao linearidades do tipo positonico g;(z,u,v) =
Mz|~l@tr=eryoyy e go(x,u,v) = Mao|~ D128 e com ndo linearidades do tipo
semipositonico g (x,u,v) = Mz|~ TP~k (2, u,v) e go(x, u,v) = M| OtV p(z u,v).
Nossa principal ferramenta serd um resultado abstrato de sub e supersolucao.

No capitulo 3, estudaremos através de métodos variacionais o sistema (1.1) com

=100 + palz| Pu e go(z,u,v) =

nio linearidades do tipo g¢i(z,u,v) = M|z| " 1u
M2 | 7Prulvd =t + py|z|P2u®07 7L, onde, dentre outras hipdteses, os expoentes 6,5, a e v
satisfazem a condigao subcritica, ou seja, 0/p* + d/q*, a/p* + v/q* < 1.

No capitulo 4, nos dedicaremos ao estudo do sistema (1.1) com nao linearidades
similares as do capitulo 3, porém, com os expoentes satisfazendo a condigao critica
0/p* +d/q" <1, a/p*+7/q" = 1.

No capitulo 5, provaremos a exiténcia de duas solugoes fracas para o sistema (1.1)
com nao linearidades similares as do capitulo 3, onde, dentre outras condicgoes, {2 é um
dominio suave arbitrario, 8/p +dqg < 1 e a/p* +v/q* = 1.

Por tultimo, no capitulo 6, além de listarmos algumas desigualdades, resultados
de minimizacao e de regularidade e um breve estudo sobre os espagos L!(Q,|z|*) e

1 _ , . o
Wy (9, |z|7%), nés mostraremos a convergéncia pontual da seqiiéncia formada pelos

gradientes de uma seqiiéncia de Palais Smale associada ao sistema critico.



Capitulo

2

Sistemas elipticos

positonicos/semipositonicos

2.1 Introducao

Neste capitulo, nés estudaremos através do método de sub e supersolucao condicoes de
existéncia e inexisténcia de solucao fraca positiva para uma classe de sistemas elipticos

quase lineares positonicos/semipositonicos com singularidades, da forma

—div(|z|~®|VulP2Vu) = Maz|~@Hrtap(z uv)  em
—div(|z| 7| Vo[12V) = Az|"CVrek(z u,0)  em  Q, (2.1)
u=v = 0 sobre 092,

)
)

onde h,k: Q2 x R x R — R sao funcdes continuas e monétonas,
Q é um dominio suave e limitado de R com 0 € ©, (Hq)
A é um parametro positivo e os expoentes verificam as seguintes condicoes:
1<p,g< N, 0<a<(N-=p)/p, 0<b< (N —¢q)/qecy,ca>0. (Hewp)

Os problemas positonicos, no caso escalar, surgiram a partir do artigo Keller-Cohen
[48], onde eles estudaram um problema positonico, que significa o problema de Dirichlet
envolvendo como nao linearidade uma fun¢ao mondétona e positiva. Desde entao, muitos

autores tém estudado este tipo de problema, veja, por exemplo, Diaz e Saa [32].

15



2. Sistemas elipticos positénicos/semipositdnicos 16

Motivado pelos problemas positonicos, surgiu uma nova classe de problemas, a saber,
os problemas semipositonicos, ou seja, a nao linearidade na origem tem valor negativo,
veja [16, 19, 21, 28, 59| e referéncias citadas neles. Castro, Hassanpour e Shivaji em [20],

focaram suas atencoes sobre o problema semipositonico
—Au = Af(u) em Q e u =0 em 01,

onde €2 é um dominio suave e limitado de R, X\ é um parametro positivo e f : [0,00) — R

é uma funcao continua e monétona satisfazendo as condigoes

f(()) < Oa (fO)
lim f(s) = +o0, (f1)

§—00

e também a condigao sublinear no infinito, ou seja, limg o f(s)/s = 0.

Recentemente, Chen em [23], usando o método de sub e supersolugdo, adquiriu
resultados de existéncia e inexisténcia para uma classe de sistemas elipticos regulares
positonicos, a saber, o sistema (2.1) com a =b =0, ¢; = p, ca = q, h(x,u,v) = u*7 e
k(z,u,v) = u’v?. O método de sub e supersolucdo tem sido amplamente utilizado, ver
[13, 16, 17, 18, 19, 21, 28, 49, 53, 55, 59]. O primeiro resultado que apresentaremos neste

capitulo, e que serd provado na secao (2.4), estende o resultado de existéncia de [23].

Teorema 2.1 Além de (Hq) e (H.yp), suponha que h(z,u,v) = u*v” e k(z,u,v) = u’v®
comO0<a<p—1,0<g8<q—1,067v>0e(p—1—a)(¢g—1—p)—~0 > 0. Entao
o sistema (2.1) possui uma solu¢do fraca, onde cada componente € positiva e pertence a

C%(Q) N CH(Q\ {0}) com p € (0,1] e u > 0, para cada X > 0.

Chhetri, Hai e Shivaji [43], usando teoria de grau, estudaram o sistema semipositonico

envolvendo operadores p—laplaciano do tipo

—Ay,u = Ai(v) em Q,
(Ppq) : —Av = Afo(u) em
u=v = 0 sobre 0f1,

onde © é um dominio limitado de RY com fronteira suave, A é um parametro positivo e
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f1, f2:]0,00) — R s@o fungoes continuas e monétonas satisfazendo (fy), (f1) e

R IO A0)

S§—00 Sp—l

= 0. (fz)

Enquanto em [44], Hai e Shivaji provaram um resultado de existéncia para o sistema (F,,)

com a condicao
A (fy()Y0)

§—00 sp—1

= 0, para todo M > 0, (f3)

ao invés da condicao (f;) acima mencionada. Eles aplicaram o método de sub e
supersolucao. Gostariamos de mencionar que nos artigos acima foi considerado somente
o caso autonomo com p = q.

Nossos proximos resultados, além de sistemas positonicos, envolvem os sistemas

semipositonicos.

Teorema 2.2 Além de (Hg) e (Heyp), assuma que h(x,u,v) = fi(v) e k(z,u,v) = fo(u)

com fi1, fa : R — R funcgoes continuas e nao decrescentes satisfazendo

oy SO (o(5))77)

S§—00 317—1

=0, VM=>0, e lim f;(s) =00, parai=1,2. (Hy)

Entao existe Ay > 0 suficientemente grande tal que o sistema (2.1) possui uma solugdo

fraca, onde cada componente é positiva, para cada A > Ag.
O préximo resultado trata o caso nao autonomo.

Teorema 2.3 Assuma (Hgq), (Hezp) € h(x,s,t),k(z, s,t) fungoes continuas e ndo decres-

centes nas varidveis s,t satisfazendo

h t
lim (1251’ ) = 0 uniformemente em (x,t) € Q x R, (H,)
§—00 S

k t
tlim <fq’81’ ) = 0 uniformemente em (x,s) € Q x R, (Hj)
( li)m h(z,s,t) = ( li)m k(x,s,t) = oo uniformemente em x € €. (Hy)
s,t)—00 s,t)—00

Entao existe A\g > 0 suficientemente grande tal que o sistema (2.1) possui uma fraca

solucao, onde cada componente € positiva, para cada A > Ag.

Concluiremos este capitulo provando dois resultados de inexisténcia.
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Teorema 2.4 Assuma (Hq), (Hewp), (a+1)p —c1 = (b+1)q — ca,
B, 5,6)5] < Ralsl? + Falt]? e [k, 5,8)t] < Fslsl? + Ralt]?,

para todo s,t € R e todo x € S, onde ki, ko, ks, ky sao numeros reais positivos. Entao
existe Ao > 0 tal que o sistema (2.1) ndo possui nenhuma solugdo fraca, exceto a trivial,

para cada 0 < A < Ag.

Corolario 2.1 Além de (Hq) e (He.yp), suponha que h(z,u,v) = u®v? e k(z,u,v) = u’v”
com0<a<p-1,0<G<q—1,0,7>0, (p—1—a)(g—1=0)—v0 =0,py =q(p—1—a)
e(a+1)p—ci = (b+1)g — co. Entio existe \g > 0 tal que o sistema (2.1) ndo possui

nenhuma solugao fraca, exceto a trivial, para cada 0 < A < A.

2.2 Estudo da primeira autofuncao

Nesta se¢ao, nos estudaremos algumas propriedades da primeira autofungao do problema

de autovalor

—div(|x|~?|Vu|P72Vu) = Mz|~@+rDrta)y[p~2y  em

u = 0 sobre 0f),

(2.2)

onde 2 é como em (Hg), 1 <p< N,0<a< (N—p)/pec >0.A priori, por Xuan [70],
temos que existe o primeiro autovalor A; > 0 de problema (2.2) o qual estd associado a

uma autofungao ¢; € CH*1(Q\ {0}) com ¢; > 0 em Q\ {0} e a; > 0.

Definicao 2.1 Nés dizemos que um aberto e limitado 0 de RN satisfaz a condicdo de
esfera interior se para cada xy € 0S) existe B(yo,r) C 2 tal que xo € 0B(yo,7) (B(yo,T)
¢ a bola de centro yy e raio r). Sabemos que todo dominio limitado @ C RN com fronteira

de classe C*(k > 2) satisfaz a condigdo de esfera interior, ver [3, Lema 2.2].

Definicao 2.2 Seja Q um aberto de RYN. Nos dizemos que f : QxRN — R é uma funcdo
de Carathéodory se f(x,-) € continua para q.t.p. (quase todo ponto) v € Q e f(-,2) €

Lebesgue mensurdvel para todo z € RV,

No6s usaremos um resultado de Pucci e Serrin, a saber [61, Teorema 8.1, para

provarmos a seguinte versao do principio de maximo forte.
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Teorema 2.5 (Principio de maximo forte) Sejam Q C RY como em (Hg), 1 < p < N,
0<a<(N-p)/peV:QxRxRY — R uma funcio de Carathéodory ndio negativa. Se
we WyP(Q, |z|~®) N C%(Q) N CY(Q\ {0}) e u >0 satisfaz

div(|z|~P|VulP~2Vu) + ¥ (z,u, Vu) < 0 em €,

entao, ouu =0 em €, ouu >0 em Q.

Demonstragao. Suponhamos que u # 0. Desde que ¥(z,s,7) > 0 em 2, temos
—/\x!“”Wu!pQVquﬁdx <0, Vo e CP(Q), 9 > 0.
Q

Aplicando o teorema do principio de méximo forte de Pucci-Serrin [61, Teorema 8.1] para
Q:=Q\ B(0,R/2), onde B(0,R) C 2 e u é ndo trivial em Q\ B(0, R/2), obtemos u > 0
em Q\ B(0, R/2).

Note que, existe § > 0 com 0 < u(x) para todo = € dB(0, R), pois u é continua e
positiva em Q\ B(0, R/2). Definindo @ = u|p@,r) € v =6 em B(0, R), conseguimos que

/ |z|~P| VP2 VaVe dr > / |z| =P | V[P > VoV dx (2.3)
B(0,R) B(0,R)

para toda funcao ¢ € C§°(B(0, R)) com ¢ > 0 em B(0, R). Porém, como C§°(B(0, R)) é
denso em W, ?(B(0, R), || =), para toda funcio w € W, ?(B(0, R), |z|~%) vale

/ |||V’ VaVw dz > / ||~ | Vo |P2VoVw da.
B(0,R) B(0,R)

Logo, o teorema do principio da comparagao (teorema 6.6) implica que 0 < § = v(z) <
u(x) para q.t.p. x € B(0, R). Como u € C°(f), concluimos que u > ¢ em B(0, R) e u > 0

em €.

O préximo resultado sera crucial no estudo do comportamento da primeira autofuncao.

Teorema 2.6 Suponha 2 como em (Hg), 1 < p < N, 0 <a < (N—-p)/p,c >0

e f QxR — R uma fungdo de Carathéodory ndo negativa. Assuma que
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u € WyP(Q, |z|~®) N CHQ\ {0}) com u >0 em Q € uma solugdo fraca do problema

—div(|z|~®|VulP~2Vu) = |z|~@rOrtef(zu, Vu) em  Q,
u = 0 sobre 0f1.

Entao existe o > 0 tal que |Vu(z)| > o para todo x € 0N.

Demonstracgao. Considere xy € 9€2. Como 2 satisfaz a condi¢ao de esfera interior, existe
B(yo,7) C Q tal que zy € dB(yo,r). Também, podemos supor B(yy,r) C Q\ B(0, R),
para algum R > 0, com B(0, R) C Q.

Defina a funcéo b : RY — R dada por b(z) = k(e =% — =) onde a,k sio

constantes positivas que fixaremos depois.

Primeiramente, provaremos que
—div(|z|~"P|Vb|P2Vb)(z) <0, Vo € B(y,,7) \ Blyo,7/3), (2.4)

se a > 0 é suficientemente grande e independente de k > 0.

Nao é dificil verificar que existem constantes positivas vy e v satisfazendo as seguintes

desigualdades
N
D ez (nlP2n)| < volnlP=2, ¥ n € RN\ {0}, (2.5)
ij=1
(&
N
S 2 (0l 2ny)&E; = nlnlP (€2, ¥ 0. € € RN, £ 0. (2.6)
1,7=1
De fato,
N N
S IZ (P2l = 3 26 + (p = 2)Inl~nany|
,j=1 i,j=1

< (N+N?p—2))[nP2,
onde 0, ; =1ifi=7ed;; =0sei#j.

Para provar a segunda desigualdade, consideraremos dois casos, a saber, 1 <p < 2 e

2 < p < N. Entretanto, observamos previamente que

Z(Umj&ﬁj) = Z(m&)Z(%ﬁj) = [Z(mfz‘)] >0,
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e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
N N 2
> (mi&i&y) [Z(m&)] < [nl*€1*.
ij=1 i=1
Supondo que 1 < p < 2, ndés obtemos
N g N
> g ()68 = > (Gl + (p = 2) Il nimy) &€
igj=1_" B,j=1
> [nP2ER + (p = 2) 0P~ 0?11
> (L+p—2)nP ¢
Mas, assumindo que 2 < p < N, temos
N5 N
> a—n(\ﬁ!pqm)&fj = D gl + (0 = 2l nimy)&&
igj=1_" =1
> [nP2lgl.
Observemos que b(z) = 0 para todo x € dB(yo, ),
ob
0z, (z) = —2ak(x; — yoi)e vl (2.7)
e
% —afr—yol? 2 r—
5,01, (x) = —2ake 0ij +4ak(x; — yoi)(z; — vos)e , (2.8)
para todo z € RY. Também, existem constantes K, Ko > 0 tais que
Ky < |z, |Vb|P2, e~lewl < K, Va e B(y,,r) \ Blyo,r/3). (2.9)
Usando (2.5) — (2.9), conseguimos
div(|z|~%|Vb(z)|P~2Vb(x))
N
0 ob
— —ap |V} p—2
> g (w5 @)
N N
b _ 0 _,0b(x)\ 9%b(z)
— b p—2 —ap—2 ; ap . b p—2
PPl 02 i) + ol Y2 (192 )

i,j=1
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> 2apkae= 1Tl [Vb(z)[P=2 [|z]~P — |z| =% yo|] — 2ekyo| x| Pem e w0l | Wb () [P
+daPky || el w0l | Tb(2) P2 — yo|?
>0, Vx € B(y,,7) \ B(yo,7/3),

para « > 0 suficientemente grande e independente de k£ > 0. Isto prova (2.4).
Seja ¢ € C5°(B(yo,7) \ B(yo,7/2)) com ¢ > 0 em B(yo,7) \ B(yo,r/2), definimos
& € Wy (Q, |z[77) por

¢(x) sex € B(yo,7) \ B(yo,7/2),
0 se 2\ (B(yo,7) \ B(yo,7/2)),

logo
— Vo(x) sex € B(yo,r)\ B(yo,r/2),

0 se Q\ (B(yo,r) \ B(yo,7/2)).

Conseqiientemente, obtemos de (2.4) que

2|~ |VuP2VuVodr = / 2|~ |Vul|P*VuVé dx
Q

B(yo,r)\B(yo,7/2)

- / 2|~ f (2, 0, V) B da
Q

> 0

> —/div(\x]_“p]Vb]p_QVb)gbda:
B

(yo,m)\B(yo,7/2)

= |z| = |Vb[P2 VbV ¢ da.

B(yo,m)\B(yo,r/2)

Por outro lado, ja que u € C1(2\ {0}) e u > 0 em €, existe § > 0 tal que
d <u(x), Yz € 0B(yo,r/2);
escolhendo k£ > 0 suficientemente pequeno, temos
b(x) <6 <wu(zx), Yx € 0B(yo,7/2),

portanto

b(x) < u(x), Vo € d(B(yo,r) \ Blyo,7/2)).
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Entao o teorema do principio da comparagao (teorema 6.6) implica
b(x) —u(x) <0, Vr € B(yo,r) \ Blyo,r/2).

Além disso, b(xg) — u(zo) = 0, entao

Ob(zo)  Ju(mo) >0
ov o — 7

onde v : OB(yo,r) — RY, definido por v(z) = o y]» ¢ 0 vetor unitdrio normal exterior a

0B(yo, r). Logo, nés obtemos

Vu(xo)v(wo) = §&(w0) < (x0) = Vb(:v)% = —2akre " < 0.

Como u € CH(Q2\ {0}), temos Vu € (C°(Q\ {0}))" Entdo existe o > 0 tal que
|Vu(xg)| > o, Vg € 0.

No préximo resultado, estudaremos algumas propriedades da primeira autofuncao do

problema (2.2).

Teorema 2.7 Considere 2 como em (Hg), 1 <p < N,0<a< (N—-p)/pec >0.

Se A1 e ¢1 sdo o autovalor e a autofungao, respectivamente, do problema (2.2), entdo
¢1 € COPL Q) NCH(Q\{0}), ¢ > 0 em Q e |[Vey| > o em 99, onde p; € (0,1] e

p1,0 > 0.

Demonstragao. Sejam

p—l<q<min{NN—§D—1;P—1+_N7;(1a+1)}

e g(x,s) := A\ sP~L, disto segue que
9(,5)| < O(1+]sl7), ¥(a,5) € A x R

Portanto, pelo teorema 6.7 de regularidade, nés obtemos que ¢; € C%?1(Q) para algum

p1 € (0,1]. Aplicando o teorema 6.8 com Qp = Q\ B(0, R), para todo R > 0 tal que
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B(0,R) C , segue que ¢, € CH1(Q\ {0}) para algum p; € (0,1]. Dai, obtemos do
teorema 6.9 de regularidade que ¢, € C**(Q\ {0}) para algum p > 0. Aplicando o
principio de méximo forte (teorema 2.5) segue que ¢; > 0 em €2 e concluimos pelo teorema

2.6 que |[V¢y(x)| > o > 0 para todo x € OS2

Nos também temos o seguinte lema:

Lema 2.1 Assuma que € como em (Hg), 1 < p < N,0<a < (N—-p)/p,c>0
e f: QxRxRY — R uma funcio de Carathéodory nao negativa. Suponha que

w € WyP(Q, |z|~%) N L®(Q) € uma solugdo fraca do problema
—div(|z|7®|VulP~2Vu) = |z|7@tOrref(p u, Vu)  em
u = 0 sobre 052,
entdo u € nao negativa para q.t.p. em §2.

Demonstragao. Definindo v = 0 em €, obtemos para toda w € W, (€, |z|~%), com

w > 0 para q.t.p. em €, que
/ ||~ |VuP*VuVwdz > 0 > / 2|~ | Vo [P~ 2VoVw da
Q Q

eu =0 = v em 02, logo, o principio da comparagao (teorema 6.6) implica que u > 0

para q.t.p. em €.

2.3 Teorema de sub e supersolugao

Nossa principal ferramenta sera um método geral de sub e supersolucao. Este método,
na situagao escalar, tem sido usado por muitos autores, por exemplo, [13, 16, 23, 49] e
[53]. A prova para o sistema segue como em [16] quando a =b=0e p =q = ¢; = cs.

Primeiramente, vamos introduzir algumas definigoes.

Definigao 2.3 Dizemos que o par (u,v), onde u € WyP(Q, |z|~%) N L2(Q) e v €
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Wy (€, || 7%) N L®(Q), € uma subsolugdo fraca do sistema (2.1) se

/|m|_“p\Vg\p_2VgV¢dx < /|x|_(“+1)p+61h(:c,g,y)gzﬁdx,
Q Q

/ 2| Vo2 VoV de < / (2|~ (2, w, )b do,
Q Q

u,v < 0 sobre 012,

\ =)
para todas as fungées ¢ € WyP(Q, |z|7%) e 1 € Wy (Q, |z ™) com ¢, >0 em Q.

Similarmente, definimos a supersolucdo fraca (u,v) do sistema (2.1) considerando as
desigualdades contrarias na definicao acima.
Notacdo: Se u,v € L>®°(Q2) com u(x) < v(z) para q.t.p. x € 2, nds denotamos por [u, v]

o conjunto {w € L*() : u(x) < w(x) < v(zr) para q.t.p. z € Q}.

Consideremos o sistema (2.1) com as ndo linearidades h, k : QxRxR — R satisfazendo

as condigoes:

(HK1): h(z,s,t), k(z,s,t) sao fungoes de Carathéodory e sdo limitadas se s, t pertencem

a conjuntos limitados.

(HK2): Existe uma fungao g : R — R continua, nao decrescente, com ¢(0) = 0,
0 < g(s) < C(1+[s]™1), Vs € R, onde r = min{p,q} e C > 0, e as aplicagoes
(s,t) — h(x,s,t) + g(s), (s,t) — k(z,s,t) + g(t) s@o nao decrescentes para q.t.p.
x € €.

Observagao 2.1 Note que se g é como em (HK2) el >r — 1, nds temos
lg(t)] < CA+[t]7") < AL +t)'), vVt € R.

Agora, estabeleceremos uma versao do método abstrato de sub e supersolucao para

nossa classe de sistemas.

Teorema 2.8 (Sub e supersolugdo) Considere o sistema (2.1) sob as hipdteses (HK1) e
(HK2). Suponha que (u,v) e (u,v) sao, respectivamente, uma subsolu¢do fraca e uma
supersolu¢ao fraca do sistema (2.1) com u(z) < w(z) e v(x) < v(x), para q.t.p. x € Q.
Entao existe uma solugdo fraca minimal (u.,vs) (e, respectivamente, uma solugdo fraca

mazximal (u*,v*)) do sistema (2.1) no conjunto [u,u| x [v,v]. Em particular, toda solug¢do
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fraca (u,v) € [u,u] X [v,7] do sistema (2.1) satisfaz

us(z) <u(z) <u'(x) eve(z) <ov(x) <ov*(z),

para q.t.p. x € €.

Demonstragao. Como em [16] (veja [13] para o caso escalar), consideramos o conjunto
[u, 1] X [v,9] C L>®(Q) x L*°(Q) munido da topologia dada pela convergéncia q.t.p. em
Q. Sejam p” > 1 e ¢’ > 1 os expoentes conjugados de p e ¢, respectivamente, ou seja,

p+1/p’=1/¢+1/q’=1.

Definimos o operador
S [u, 1) x [v,0] — LP'(Q’ ‘x’—(a+1)p+c1) % Lq/(Q’ ‘x’—(b—i-l)q-&-m) = Lyy,

S(u,v) = (h(-,u(), v() + g(ul-), k(- ul-), v() + g(v())),

o qual por (HK1) e (HK2) estd bem definido e cada componente é limitada e nao
decrescente em u e v. Sejam {(Upm,vm)} C [w, 1] X [v,7] e (u,v) € [w,T] X [v,7] com

um () — u(z) e vy,(r) — v(x), quando m — oo, para q.t.p. = € €, entao
(2, U (), v () + g(um(2)) — h(z, u(x),v(x)) + g(u(x)) quando m — oo,
para q.t.p. t € Qe
(2, i, V) — g(u) = Bz, u,0) + g(uw) P < 2 |h(w, @, 0) + g(@)|” € LN, [o]-etDrren),
logo, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue implica
Jim || =P B (2 Uy, U ) 4 g(tm) — B(2,u,v) — g(u)]? dz =0

e do mesmo modo

lim [ 2|70V k(2w v) + g(0m) — k(z,u,v) — g(v)|7 do = 0,

m—0o0
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ou seja, o operador S é continuo. Pelo teorema 6.5 (com ¥ (x,s) = g(s)), vemos que o
operador

T:Lyy — WOLP(Q7 |z[7P) x W()Lq(Qa |x|_bq)a

T(fr, f2) = (T,(f1), Ta(f2)),
estd bem definido, o qual é continuo e nao decrescente em cada componente.
Definimos o operador F : [u,@] x [v,7] — Wy P(Q, |z|~%) x W, 9(Q, |z|~*) dado por
F :=ToS, ou seja, para cada (u,v) € [u,u]x[v, 7], temos que F(u,v) = (Fi(u,v), Fy(u,v))

é a unica solucao fraca do sistema

—Legy + |x|"@TPFg(e) = ||~V l(z,u,v) + g(u)]  em  Q,
—Luwyg + 2|V e2g(w) = |o[~CTVFR [k (2, u,0) + g(v)]  em Q,
e=w = 0 sobre 0f),

onde Le,, = div(|z|~®|Ve|P~2Ve) e Lwy, = div(|z|~|Vw|?2Vw).
Escrevendo (uy,v1) == F(u,v) e (u',v") := F(u,T), para ¢ € WyP(Q,|z|~) com

¢ > 0 para q.t.p. em {2, nés conseguimos

/|$|_“”\Vu1\7’_2Vu1V¢d:E—l—/ \ac]_(a+1)p+clg(u1)¢dx
Q Q
= [ ol 7 b, ,0) + glu)loda
Q

> /|x|‘“”|V@|”_2VQV¢d:U+/\x]_(“ﬂ)p*clg(g)qﬁdx
Q 0

/|x]“p|Vu1\p2Vu1V¢dx+/|x|(aH)p*Clg(ul)cbd:c
0 Q

g/]x\“p|VH\p2VﬂV¢d:c+/]:c\(“J“l)p“lg(ﬂ)(édx.
Q Q

Em adicao, temos u; = 0 > u e u' = 0 < W em 9€; entao pelo teorema do principio da
comparacao (teorema 6.6) segue que u(r) < ui(z) e u'(x) < w(x), para q.t.p. = € Q.
Similarmente, v(z) < vi(z) e v}(z) < v(x), para q.t.p. = € Q.

Observando que F;, ¢ = 1,2, é nao decrescente em u e v, obtemos
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para todo (u,v) € [u,u] X [v,7] e q.t.p. & € . Repetindo o mesmo raciocinio para as
seqiiéncias {(wm, vm)}, {(w™,0v™)} C [u, ] X [v,7] dadas por
(Uo,v()) = (@7 2)7 (um+lavm+1> = F(umvm)a

), (umth ot = F(u™o™),

conseguimos

para todo (u,v) € [u, ] X [v,7], para q.t.p. em £ e todo m € N, onde F;,,,7 = 1,2, s@o
definidos por recorréncia
Fii(u,v) = Fi(u,v), ..., Fi i1 (u, v) = Fy(Fim(u,v), Fom(u,v)), parai=1,2.
Em particular, supondo que (u,v) € [u, @] X [v,7] é uma solugao fraca do sistema (2.1) e
escrevendo (1,0) = F(u,v), entdo, para cada ¢ € Wy(Q, |z|~%) com ¢ > 0 para q.t.p.
em (2, conseguimos
/ |z| = |Va[P2VaVe dr + / ||~ (et DPter g () ¢ da
Q Q
= [ ol 07 b, 0,0) + gla)loda
Q

:/|x|_“p]Vu|p_2VuV¢dm—l—/ ||~ @t DPrerg ()b da,
Q Q

Conseqiientemente, como u = u = 0 em 0f2, o teorema do principio da comparacao

(teorema 6.6) implica que Fi(u,v) = u = w. Analogamente, Fy(u,v) = 0 = v. Assim,
segue que

< Sup <u<Lu™ < <al <l (2.10)

para q.t.p. em €.
Portanto, obtemos wu,(z) — u.(x), vy, (z) — v (z), () — u*(x), e V" (z) — v*(x),

quando m — oo, para q.t.p. x € 2. Mas, como o operador F' é continuo, concluimos que

F (g, vy) = (uy,v,) € F(u*,0%) = (u*,v%),
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logo, pela defini¢ao de F, vemos que (u,, v,) e (u*, v*) sdo solugdes fracas do sistema (2.1),

e segue de (2.10) que

para toda solugao fraca (u,v) do sistema (2.1) com (u,v) € [u, ] X [v,7].

2.4  Prova do teorema 2.1

Inicialmente, estabeleceremos a existéncia de uma supersolucao fraca para o sistema (2.1),
onde cada componente é positiva e pertence a C%?(Q) para algum p € (0, 1].
Combinando o lema 2.1 com os teoremas 6.5 e 6.7, nés podemos escolher e; € C%%i(Q),
para i = 1,2, onde (eq,e2) é uma solugao fraca do sistema (2.1) com h = k = 1/X e cada
componente é nao negativa. Evidentemente e; e e sdo nao triviais. Aplicando o teorema
6.8 de regularidade com Qp = Q\ B(0, R), para todo R > 0 tal que B(0, R) C €2, segue
que ¢; € CHi(Q\ {0}) para algum «; > 0 e i = 1,2. Entao, pelo principio de maximo

forte (teorema 2.5), conseguimos e; > 0 em Q, i = 1,2. Definimos

(21(2), 22(7)) == (Aey (), Bea(z)),

onde A, B sdo constantes positivas que fixaremos depois. Tomemos f; € Wy (Q, |z|~%)

e fo € Wol’q(Q, |z|7%) com fi, f» > 0 para q.t.p. em €, entao

/|x|“p|Vzl|p2V21Vf1 dr = Apl/ |x|’“p|V61|p’2V61Vf1 dx
Q Q

(2.11)
= Ap—l/’x|—(a+1)p+01f1 dr
Q
e
/leb"IVzQI“VzQsz dr = Bq1/|x|<b+1>q+02f2 dz. (2.12)
Q Q
Se I = |le1lloo, L = |le2]loe, 0 < @ < p—1,0 < 8 < qg—1, \,0,7y > 0 e

(p—1—a)(g—1—0) —~0 > 0 é facil provar que existem constantes positivas A, B
tais que

Ar—l=o — A\BYV[®[) e BI1-B — NASSLS. (2.13)
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Assim, obtemos por (2.13) que

A22(x) 2y () < NABIYLY < AP Vo € Q,
(2.14)
A (2)20 (2) < AMAPBPILP < BTt W € Q.

Logo, usando (2.11), (2.12) e (2.14), concluimos que

/|x|_“p\Vz1|p_2V21Vf1 dr > )\/ || (et 00 ) da
Q Q

/|x|_bq|V22|q_2V22Vf2 dx > /\/ ||~ Ot Date2 ;0.8 ¢ g
Q Q

ou seja, (21,22) € CO1(Q) x C%2(Q) é uma supersolucao fraca do sistema (2.1), onde

cada componente é positiva em 2.

Agora, provaremos a existéncia de uma subsolucao fraca para o sistema (2.1), onde

cada componente é positiva e pertence a C%?(Q) para algum p € (0, 1].

Aplicando o teorema 2.7 com 1 <p < N, 0<a < (N —p)/pec; >0, temos \; > 0
e ¢1, respectivamente, o autovalor e a autofungao do problema (2.2) com ¢, pertencente
a Cor(Q) N CH(Q\ {0}), ¢1 > 0 em Qe |[Vey| > 0 em O, para algumas constantes
positivas o1, p1 e 3 > 0. Trocando 1 <p < N,0<a < (N—p)/pec; >0por1 < q< N,
0<b< (N-—gq)/qecy > 0, respectivamente, temos Ay > 0 e ¢9, respectivamente, o
autovalor e a autofuncao do problema (2.2) satisfazendo ¢, € C%2(Q) N C1#2(Q )\ {0}),

o >0em Qe |[Voo| > gy em 0N, onde gy, p3 > 0 € g > 0. Definimos

(Y1e(2), ¥2e(2)) = (ed7' (), 95 (),
a qual pertence a (C°(Q) N CY(Q\ {0}))?, com ¢ > 0 a ser fixada depois e k,m, n tais que

) p=l-a - P — 4
—1-8 <k< 5 m—ﬁ, 7’L—q_—1, (215)

jAque (p—1—a)(¢g—1—=0)—v0>0,p—1—a>0eqg—1—73>0.

Entdo, para quaisquer f; € Wy P(Q, |z|~%) e f, € Wy (Q, |2|7%) com fi, f» > 0 para
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q.t.p. em €2, obtemos

/ 2| |V 1o [P2 ViV f1 dx
Q

- / T S N e AT
Q

(2.16)
— (cm)! / 2| PV PV (b1 f1) — (Vi) fi] de
(9]
= (e / Dala|-@ e g? — |o|=#|V oy 7] f da.
Q
Similarmente, conseguimos
/ 2]V 12TV fo d
N (2.17)

— () / Dhala|~¢+0952 6 (2| 9V o]] fo da.

Sendo ¢; = 0 e |V¢;| > o; em 02, para i = 1,2, existe n > 0 tal que, para todo
€ Q= {r e Q:dist(x,00) < n}, temos

Afa| PGl (@) — 2|~ |V [P () < 0,
Aol "V (@) — |2] 7| Vio|1(2) < 0.

Entao, para cada A > 0, conseguimos

| Dulal @t — o Vo] frde <0< [ ol g fide (29
Q"I

2y

/ Dialar| =+ 070268 — oMV )] foda <0< A [ [a| G5 0 £ da (2.19)
Qn

Q,

Agora, como ¢; > 0 em 2 e ¢; é continua, i = 1,2, entao existe p > 0 tal que ¢;(z) > p
para todo x € Q\ Q, e i = 1,2. Portanto, obtemos de (2.15) que existe ap > 0 de modo

que valem as desigualdades

Agnd~ 1 Fa=1=0) =0 1m0 (1) < N8 < Ao (x), Yo € Q\ Q,, Ve € (0, a0),
AimP =P imem Ry ghmme () < X < Ay (1), Yo € Q\ Q,, Ve € (0,a).
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Donde, temos

(em)P~t (Ag]a| = DPFegh — |o[ =V, |P)
< faf P em)P o]
_ ’x‘—(a+1)p+cl Almp—lcp—l—a—kv¢]1?—ma [Cmcaqsgna]
< )\|x|—(a+1)p+cl ¢g’¥ck'yca¢71na

= A|z|~@brterya g2 Var e Q\Q,, Ve € (0,a),

(Fn) =t (Ng|z|~OHDTFe2g] — |2 ~0|V p|7)

< Aal =y il Vo € 0\ Q,, Ve e (0,a).

Logo, segue que

/ \ (M|~ @FIPEAGR — ||~V 7] frde < X / |t IPAgg Y3 de (2.20)
O\Q,

O\

/ \ [ofar| = D268 — |2 72|V 7] fo dr < A / | "Dyl g da. (2.21)
AN\,

0\Q,

Entao, usando (2.18), (2.20) em (2.16) e (2.19), (2.21) em (2.17), segue que (Y1e, Pa2c)
¢ uma subsolugao fraca do sistema (2.1), onde cada componente é positiva, para cada
c € (0,ap).

Além disso, obtemos analogamente a (2.18) que
/ afa|~HIPrer gt — |27 |V ] fr da < A / o TP fude, (2.22)
Qn Qn
Por outro lado, podemos escolher ¢y € (0, ag) tal que
U1e0(7) < 21(2) € Po(7) < 22(x), Vo € R\,

entdo, pela equagao (2.20), obtemos

/ (M|~ @FIPEAGR — |||V |P] f1de < X / | @A) fde. (2.23)
A\Qy, NQ,



2. Sistemas elipticos positénicos/semipositdnicos 33

Conseqiientemente, vemos por (2.16), (2.22) e (2.23) que

/ 2| V2V V fude < A / PR
Q Q

IN

/|$’_ap|vz1|p_2vzlvf1d$7
Q

para toda fi € WyP(Q,|z|~%) com f; > 0 para q.t.p. em Q e algum ¢y € (0, ag).
Logo, pelo principio da comparagao (teorema 6.6) segue que ¥y, (z) < z(x) para
todo z € Q. Analogamente, 1y, (z) < z(z) para todo z € . Assim, obtemos do
teorema 2.8 uma solugao fraca (ug,vg) do sistema (2.1) com ¥, (x) < ug(x) < z(x)
e Poe, () < vo(x) < 29(x), para q.t.p. x € Q.

Consideremos

p—l<§<min{NN—z)—1§p_1+N7;(Z+1)}

e g(x,s) := g (z)s*. Como vy € L®(Q) é limitada e 0 < a < p — 1, obtemos
|9(z, $)| < Alvo][foo(qy Is]* < C(1+ |s|7), Vs € R e uniformemente em x € (.

Portanto, pelo teorema 6.7, concluimos que uy € C%P(Q) para algum p; € (0,1].
Similarmente, temos vy € C%2(Q2) para algum p, € (0,1]. Pelo teorema 6.8 segue que
ug € CH(Q2\ {0}) e vy € CH#2(Q2\ {0}), onde py, po > 0. Sendo ;e >0 em Q, i = 1,2,

obtemos que ug, vg > 0 em €2. [ |

Observagao 2.2 Suponha Q0 := B(0, R). Por um resultado em [27, Proposi¢ao 3.1] o
problema (2.2) possui uma autofuncio radial ¢y em C?(B(0, R))NCH1(B(0, R)), iy > 0,
associada ao autovalor Ay >0, se 1 <p< N, —co <a < (N —p)/pec; >p—1. Além
disso, g1 > 0 em B(0, R) e |V¢1| > 0 em 02. Entao, repetindo a prova acima, obtemos o
teorema 2.1 com Q := B(0,R), 1 <p,q < N, —0o < a < (N—p)/p, —oo <b < (N—q)/q,

ca>p—1leco>q—1.

2.5  Prova do teorema 2.2

Primeiramente, provaremos que o sistema (2.1) possui uma supersolugao fraca, onde cada

componente é positiva, para cada A > 0 fixado.
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Andlogo ao inicio da prova do teorema 2.1, obtemos (ej,es) uma solugao fraca do
sistema (2.1) com h =k =1/\ ¢; € CH*(Q\ {0}) ee; >0 em Q paraa; >0ei=1,2.

Definimos
(1), 220(2)) = (™A Ter (2), Afa(AT D) 7))

onde p := max{||e1]|«, |l€2||o} € ¢ é uma constante positiva que fixaremos depois.
Notemos que z;,. € C%(Q2) N C12(Q\ {0}) para i =1,2.

Se o1 € Wol’p(Q, |z| =) com ¢ > 0 para q.t.p. em 2, entao

-1
[V 2vasvede = A(z)" [l Vel Ve o d
Q Q

I

p—1
Ay (e
Q

Pela condi¢ao de monotonicidade sobre f; e por (H;), existe uma constante ¢y =

(2.24)

co(A\) > 0 suficientemente grande tal que

ATz A (A fa(eh )] T)
> AP (M fa(ATT)] T eg()) (2.25)

= M7 fi(zee(2))

para todo x € Q e cada ¢ > ¢.

Conseqiientemente, por (2.24) e (2.25), encontramos
/]a:|_“p|Vzlc|p_2VzlcV<p1 dr > >\/ |z| @t brter £ (25.) 01 d, Ve > c.
Q Q

Desde que f, é mondtona, para toda @, € Wy 9(Q, |z|7%) com @, > 0 para q.t.p. em

(), nds temos
/]x\_bq]VZQC]q_2Vzchgpg dr = )\fQ(C)\pll)/ |z| 70|V ey |72V ey Vi da
Q Q

— )\fQ(C)\pll)/|x|(b+1)Q+62S02 dr
Q

v

)\/|$|(b+1)q+62f2(0>\”11!l161)%02 dx
0

B )\/|x|_(b+1)q+02f2(zlc)902dﬂ
0
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Portanto, (zi¢, 22.) é uma supersolucao fraca do sistema (2.1) para cada ¢ > ¢y e A > 0
fixado. Além disso, como limg ., f2(s) = 0o, obtemos que z;. > 0 em Q parai = 1,2 e

¢ > ¢o = co(A) suficientemente grande.

Agora, nés provaremos que o sistema (2.1) possui uma subsolucdo fraca para cada

A > Ao, com Ay > 0 suficientemente grande.

Como no teorema 2.1, consideramos os autovalores Aj, Ay e suas respectivas auto-
funcdes ¢; € CP1(Q) N CL1(Q\ {0}) e ¢p € COP2(Q) N CL#2(Q\ {0}) tais que ¢; > 0
em e |V¢;| > 0; > 0 em 0Q, para i = 1,2. Também, podemos supor que ||¢;||r~@) =1

para i = 1,2. Além disso, é facil verificar que existem m,n > 0 de modo que
|| =P |V gy [P — )\1|x|—(a+1)p+01¢11’ >m e |x|—bq|v¢2‘q — )\2|x|—(b+1)q+C2¢g >m, (2.26)

em Q, = {z € Q: dist(x,00) < n}.
Como f; é continua e lim, ., fi(s) = oo, existe kg > 0 tal que f;(s) > —ky para todo
s> 0ei=1,2. Escolhemos r > 0 tal que

r< ]x|_(“+1)p+cl, \x|_(b+1)q+02, Va € Q,.

Definimos

1 p 1 q

(W1, (@), U, (1)) = (M) 755 (1) o] 7 (), (M) (22) 67 (1))

onde cada componente pertence a C°(€).

Entdo, para hy € Wy (Q, ||~%) com hy > 0 para q.t.p. em €, obtemos

/ |x|‘“”]V\IflA \7’_2V\111AVh1 dx
Q

= (*or) /Q ||~ 61 |V 1 [P~2V ¢ Vi d
(2.27)

= (%) /Q\:cr“pwl!p—%[wlhl) ~ (Ve d

m

= (%) / Al -+ 0Pre g — || ~# |V u]?] By da.
Q
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Sendo ¥;, > 0 em () para i = 1, 2, segue que
—kor < |x|T@tIPre £ (T, (), Vo € Q. (2.28)

Entao, usando (2.26) e (2.28), conseguimos

(%) / [afa~ertrtergl — o~ ? [V ey ] b de
Q

n

Q

n

<[ ol 07 (8 () By dr
Qy

Por outro lado, existe p > 0 tal que ¢;(z) > p em Q\ Q, para i = 1,2. Portanto,
temos

s, () > (Mor)71 (474 et — oo, (2.30)

quando A — oo, uniformemente em z € Q0 \ €2,.

Por (2.30) e lim, ., f1(s) = 0o, obtemos A\g > 0 suficientemente grande tal que
AL G () < A < (W, (), (2.31)

para todo z € Q\ 2, e cada A > .

Dai, para cada A > X, segue de (2.31) que
() [ [afal 07508 — o] [T ] iy do
0\Q,
= A/ (e rren (J) Gy dae (2.32)
Q\Qy
<[ el () e
Q\Qy
Entao, usando (2.27), (2.29) e (2.32), concluimos

/ 2| 7P|V, P72V, VR de < A / || @t Pten £ (W) Yy da
Q Q
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e da mesma forma
/yx\—bqu\lrzgq—?vm%m dr < A/\x|—<b+1>q+62f2(xyh)h2 dz,
Q Q

para quaisquer hy € Wy P(Q, |z|=%) e hy € WyY(2, ||7%) com hy, hy > 0 para q.t.p. em
Q e cada A > \g, ou seja, (U, ¥y ) € C°(Q) x C°(Q) é uma subsolugao fraca do sistema
(2.1) para cada A > Ay com \g > 0 suficientemente grande.

Analogamente, mostramos que, para cada A > \g, existe ¢; > ¢y(A) suficientemente

grande tal que

/|x|”p|V\I/1A|p2V\I/1AVh1 dor < )\/ |x|*(“+1)p+clf1(z26)h1 dx
Q Q

< / 2|V 20,2V 2, Vs d,
Q

para todo ¢ > ¢;. Logo, pelo principio da comparacio (teorema 6.6) segue que ¥, (z) <
z1.(7) para todo x € Q, para ¢ > ¢;. Igualmente, ¥y, (z) < 2.(x) para todo z € Q e
¢ > ¢1. Assim, obtemos pelo teorema 2.8 uma solugao fraca (ug, vp) do sistema (2.1) com
ia(z) < ug(x) < z10() € Por(x) < vo(x) < 29.(x), para q.t.p. © € Qe c > ¢;. Em

particular, ug, vy > 0 para q.t.p. em §2.

2.6 Prova do teorema 2.3

Primeiramente, provaremos que o sistema (2.1) possui uma supersolugdo positiva para
cada A > 0 fixado. Andlogo ao inicio da prova do teorema 2.1, obtemos (e, es) uma
solugdo fraca do sistema (2.1) com h =k = 1/X, e; € CH(Q\ {0}) e ¢; > 0 em Q para

a; > 0ei=1,2. Definimos

(214(2), 225 (2)) = (Aer(z), Bea(x)),

onde A e B sao constantes positivas que fixaremos depois.

Se 1 € Wy P(Q,|2]~%) com ¢, > 0 para q.t.p. em €, entdo

/\x|_“p]VzlA]p_2Vz1AVgpl dx = A”_l/ ||~ et Drtery) do., (2.33)
Q Q
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Sendo h ndo decrescente nas variaveis s, ¢t e continua em Q x R x R, temos
—ko < h(z, Aei(z), Bea()) < h(x, Aller]|L (), Blle2|[L= @),

para algum ko > 0 e todo x € Q. Usando esta desigualdade e a hipdtese (Hz), obtemos
A(] = Ao(/\) > 0 tal que

Mo(z, 21, (%), 22, (7)) = Ah(x, Aey (1), Beg(z)) < AP! (2.34)

para cada A > Ag e todo (z, B) € Q x R.

Entéao, por (2.33) e (2.34), conseguimos
/Q|:E|“Z’|V21A|I’2V21AV§01 dx > )\/Q|x|(“+1)p+clh(x, 21 4y 22 )1 dx

para cada A > Ay e todo B € R.

Similarmente, nds temos
/]x\_bq]VzQB]q_2VngVgog dx > )\/ || OVt k(2 2, 20, )0 do,
Q Q

para toda @, € Wy 9(Q, |z|~%) com ¢, > 0 para q.t.p. em Q, para cada B > By =
By(A) > 0 e todo A € R. Portanto, (214, 225) ¢ uma supersolugao fraca do sistema (2.1),
onde cada componente é positiva, para cada A > Ag e B > B,.

A demonstracao da existéncia de uma subsolugao para o sistema (2.1) segue usando
argumentos completamente similares ao que fizemos no teorema 2.2, denotaremos essa
subsolugao por (¥, ¥y ) € C°(Q) x C°(Q) para cada A > A\ com )y > 0 suficientemene
grande. Além disso, usando o principio da comparacao (teorema 6.6), temos que ¥, < 2,
e Uy, < 29, em () para algum A > Ay e B > By suficientemente grande e cada A > A
fixado. Obtemos pelo teorema 2.8 de sub e supersolucao que existe uma solucao fraca do

sistema (2.1), onde cada componente é positiva para q.t.p. em (. -

2.7 Prova do teorema 2.4

Demonstraremos este resultado por contradigao.

Consideremos A1 e Ay ser os autovalores provenientes do teorema 2.7 para 1 < p < N,
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0<a<(N-=p)/pcgs>0el<qg< N, 0<b<(N-—gq)/q, co >0, respectivamente.

Recordamos que eles sao caracterizados por

' f |z| =P |Vw|P dx _a
Ay 1= inf { J |Z!—(a+1)p+c1|w|p ar S WoP (€2, || ~*7) \ {0} ¢ >0,
Q

. Jo 1278 Vw|? da _
Ay 1= inf { J |Z|—(b+1)q+c2|w|q PR Wo (€, |27\ {0} ¢ > 0.
0

A1 A2
k1+k3? ko+4ks

Consideremos Ao := min{ }. Supondo por absurdo que existe uma solucao

fraca nao trivial (u,v) do sistema (2.1) com 0 < A < Ay, entdo

)\1/\x]_(a+1)p+cl|u]pdx < /]x\_ap\Vu\pdx
Q Q
= )\/\x]_(““)p“lh(x,u,v)u dx (2.35)
0

< [ Jal I ful o+ Rafol) do
Q

/\2/|a:|_(b+1)q+c2|v|qu < /\/|917|_(b+1)‘ﬁrc2 (ks|ul? + Ekqlv]?) dx. (2.36)
Q Q

Como (a+ 1)p —c; = (b+ 1)g — ¢2, obtemos de (2.35) e (2.36) que
0< D = Ak -+ k)] [ Jal - 4 g = A (ks k) [ [al g <0,
Q Q

o que é um absurdo.

2.8 Prova do corolario 2.1
Definimos

pm=p/(l+a), pp=p/lp—1-a), h=q/(g—1-05) e b =q/(1+5).
Por hipdtese (p—1—a)(¢—1—5) —v0 =0epy=q(p—1— ), entao

pit eyt =00 0 =1 (a+1) =p, py=q,
610 =p, 02(6+1)=q, pu, p2, b1, 0 > 1.
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Dai, obtemos pela desigualdade de Young que

P t|a P tla
settr] < BE IR e g0piet) < BE 4 B2 (s, 1) € R2.

Conseqiientemente, aplicando o teorema 2.4, concluimos o corolario.

2.9 Exemplos e observacoes

Exemplo 2.1 Consideremos

it —ky set >0, Co8” — ky se s >0,
fl(l’,s,t): € fg(.T,S,t):
—k set <0, —ko se s <0,
onde ¢y, o, ki, ko sdo constantes positivas. Com essas nao linearidades o sistema (2.1) é

semipositonico e, se 0,7y > 0 sao tais que 0y < (p — 1)(q¢ — 1), podemos aplicar o teorema

2.2.
Exemplo 2.2 Sejam

ce(r)s® — ks se s>0,t> ¢,
h(z,s,t) =< c(x)s®t” — k1 se s>0,t€]0,cl,

—ky caso contrdrio,

(

Ad(x)tP —ky se t>0,5> cy,
k(x,s,t) = d(z)s’t® —ky se t>0,5€]0,c,

—ko caso contrdrio ,
\

onde ¢, d € C(Q)) sao fungoes positivas e ¢y, co, k1, ko sGo constantes positivas. Se 0 < 7,4,
0O<a<p—1e0<f <qg—1, entao temos um exemplo no qual podemos aplicar o

teorema 2.3.

Exemplo 2.3 Uma conseqiiéncia do teorema 2.4 é que o sistema (2.1) com h(x,u,v) =
O|u|®=2v|%u, k(x,u,v) = Slul’|v]°~2v, 0,6 > 1, 0/p+3/q = 1, ndo possui nenhuma solucdo

fraca, exceto a trivial, para todo \ > 0 suficientemente pequeno.
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Observacao 2.3 Nds podemos melhorar o teorema 2.2 trocando a monotonicidade global,
assumida sobre as mao linearidades, pela condi¢ao de monotonicidade no infinito; em
outras palavras, existe My > 0 tal que f;(s) é nao decrescente para todo s > My ei =1,2;

e também requerendo (HK?2).



Capitulo

3

Sistemas perturbados com expoentes

subcriticos

3.1 Introducao

No6s usaremos o conhecido teorema do passo da montanha devido a Ambrosetti e
Rabinowitz e também o principio variacional de Ekeland para estabelecer condigoes de

existéncia de solucoes nao triviais para o sistema com perturbagao nao linear

—Lug, = M|z| P10 + palz|P2u" Y em  Q,
—Luy, = /\5|x|*ﬁ1u%5*1 + lwmfﬁzuamfl enl Q, (3.1)
u=v = 0 sobre 02,

onde Lw,, = div(|z|~ |Vw| "2Vw),

Q ¢ um dominio suave e limitado de R com 0 € €, (Hgq)

os parametros A, ;4 sa0 nimeros reais positivos e os expoentes verificam

1<p,g<N,—-oco<a<(N-p)/p, —00<b<(N-q)/q,
a§cl<a—|—1,b§62<b+1,d1:1+a—cl, d2:1+b—62,
(Heap)
p* = Np/(N —dip), ¢* = Nq/(N — dsq),

a>779a6> 1751752 €R7

42
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com uma das seguintes condic¢oes satisfeita

0,6 a_ o 0 4 6 o 0
p+q’p+q>1ep*+q*’p*+q*<1’ (32)
[Z) a4
cFo<lea+ <l (3.3)
0,386 _1 a2 a4
b=y, >le &+ 2 <l (3.4)
[ [
pTg=ley T3 <kh (3.5)
[J:) a4 a4y
,te<Lo+l>let+ L <1 (3.6)

No caso escalar, Garcia e Peral em [37] mostraram que o problema

—Apu = ANulP?u em

u=20 sobre 902

nao possui nenhuma solucao fraca, exceto a trivial, para todo A > 0 suficientemente

pequeno. Enquanto o problema subcritico perturbado

—Apu = NulPPu+ [ulT%u em
u>0 em ()

u=0 sobre 02

tem uma solucao fraca nao trivial para todo A > 0 suficientemente pequeno e 1 < ¢ < m*
(veja também Ghoussoub e Yuan [41]). Aqui m* = Np/(N — p) denota o expoente critico
de Sobolev.

[sso motiva a seguinte questao: Serd que perturbando as nao linearidades apresentadas
no exemplo 2.3 teremos uma solucao fraca para A > 0 suficientemente pequeno? De fato,
veremos que a resposta € sim.

Recentemente, Adriouch e Hamidi em [1] estudaram o sistema

—Ayu = AMuP2u + (a4 1)|ul* o[y em Q,

—Ayu = Av|* %0 + (B + 1)[ul/* v lv  em Q,

com condigoes de fronteira de Dirichlet ou mistas, supondo que os expoentes verificam a

condi¢ao suberitica (o +1)/p*+ (6+1)/¢" <1, 1 <p; <pel<qg< N. Ainda no caso
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regular, ou seja, #; = 2 = a = b = 0, para sistemas envolvendo operadores laplaciano
ou p—laplaciano, citamos ao leitor os seguintes artigos [5, 29, 64] e o artigo de pesquisa e
divulgagao [35].

Os resultados que estudaremos neste capitulo sao os seguintes.

Teorema 3.1 Além de (Hq) e (Heyp), assuma p; € (1,0%), ¢; € (1,4%), i = 1,2, com
0/p1+0/q1 =a/pr+v/@2=1c¢

q

B <min{(a+Vpi+ N (1-2), b+ 1g+ N (1-2)},i=12 (3.7)

i) Entao o sistema (3.1) possui uma solugao fraca, onde cada componente € nao trivial e
nao negativa, para cada A nao negativo e p positivo, desde que uma das condicoes abaixo
seja satisfeita:

vale (3.2), p; € (p,p*) e ¢ € (¢,q%) (Hs.2)

ou

vale (3.3), p; € (1,p) e q; € (1,q). (Hs.3)

ii) Entao existe \g > 0 tal que o sistema (3.1) possui uma solug¢do fraca, onde cada
componente € nao trivial e nao negativa, para cada 0 < A < Xy e u positivo, desde que

uma das condicoes abaizo seja satisfeita:

vale (3.4), p1 =p,q1 = q,p2 € (p,p*) € 2 € (¢,¢%) (Hs.4)

ou

vale (3.5), pr =p,q1 = q,p2 € (1,p) e g2 € (1,9). (Hs.5)

Teorema 3.2 Além de (Hg) e (Heyp), assuma que

vale (3.6), p1 € (1,p), ¢1 € (1,9), p2 € (p,p*) € ¢ € (¢, ¢") (Hs6)

com O/pr + 0/qn = a/ps + v/qe = 1 e Bi,i = 1,2, como em (3.7). Suponha que
max{p,q} < min{ps,q2}. Entdao, para cada p positivo, exriste \g = Ao(p) positivo tal
que o sistema (3.1) possui pelo menos duas solugoes fracas, onde cada componente € nao

trivial e nao negativa, para cada 0 < X\ < Ag.
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3.2 Resultados preliminares

Nossa abordagem sera variacional, ou seja, nds encontraremos os pontos criticos do

funcional de Euler-Lagrange
I WP(Q, [ ) x Wo(Q,]a| ™) — R

dado por
1 1
I(u,v) = —/|x|_“p|Vu|pd$+ —/|:E|_bq|Vv|qd:B
PJa q4Jq

—)\/ 2| Pl vl do — u/ 2| Pu] da,
Q Q
o qual estd bem definido, desde que existam p; € (1,p*) e ¢; € (1,¢%), i = 1, 2, satisfazendo

O/p1+06/q1 =a/ps+7/qe=1¢ B, i=1,2 como em (3.7). Além disso, I ¢ de classe C!

com derivada de Gateaux dada por

(I'(u,0), (w,z)) = /|x|_ap|Vu|p_2Vqudx+/|x|_bq|Vv|q_2Vszdx
Q Q
—)\/Q|:E|_ﬁl(9ui_lviw + oul vl tz) dr
—,u/ 2|7 (au lw + yuSvr ™' 2) da.
Q

Definicdo 3.1 Dizemos que {(tn, v,)} C Wy (Q, |x|~%) x Wy (2, || 7%9) € uma seqiién-
cia de Palais Smale para o operador I no nivel ¢ (ou simplesmente, seqiiéncia—(PS).)

se

I(tp, vy) = ¢ € I (U, v) — 0, quando n — co.

Quando toda seqiiéncia de Palais Smale para o operador I no nivel ¢ for pré-compacta
(isto é, possui subseqiiéncia fortemente convergente), para todo real ¢, nds diremos que o

operador I satisfaz a condi¢cao de Palais Smale.

Lema 3.1 (Condigao (S);) Suponha Q um dominio suave e limitado de RN, 0 € Q,

l<p<N, —co<a< (N-=p)/pe{u} CWyP(Q,|z|~%) uma seqiiéncia satisfazendo

Up — U quando n — 00,

(3.8)
lim sup/ 2| =P | Vu, [PV, V(u, —u)dz <0,
Q

n—oo
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entdo {u,} € pré-compacta em Wy(Q, |z|~).
Demonstragao. Primeiramente, observemos que
/|x|“p|Vun|p2VunV(un —u)dzx
Q
_ /Q 2 (| [P-2V, — [VulP~2V0) V (uy — u) da (3.9)

+/ ||~ | VuP~2VuV (u, — u) dz.
Q
Desde que o operador ¢, : Wy (Q, |z|~*) — R dado por
ou(v) = /|:v|“p|Vu|p2VuVU dx,
Q

¢ linear e, pela desigualdade de Holder, continuo, obtemos de (3.8) que ¢(u,) — ¢(u)

quando n — o0, ou seja,
lim [ |z|"*|Vu[P2VuV(u, —u)dz = 0. (3.10)
n—oo 0

Agora, estudaremos a primeira parcela da soma em (3.9) em dois casos.

Caso 1. Seja p > 2. Conseguimos pelo lema 6.2 que
/\x|“p (IVun [PV, — [VulP?Vu) V(u, — u) de > K||u, — ul]?. (3.11)
Q

Conseqiientemente, tomando o limite superior em (3.9) e combinando (3.8), (3.10) e
(3.11), obtemos

lim sup ||u,, — ul|P < 0.

n—oo
’ 1 —
Portanto, concluimos que u,, converge forte para u em Wy (Q, |x| ).

Caso 2. Se 1 < p < 2, pelo lema 6.2, temos
/ 2|~ (|Vu, P2V, — |VulP~2Vu) V (u, — u) dz
Q

K / 2] =27Vt~ Vuf? da (3.12)
Q

> .
/|~”U|_“” (IVun| + [Vul)* " da
Q
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Em virtude da convergéncia fraca existe M > 0 tal que ||u,|| < M para todo n € N,

Assim, usando a desigualdade de Hdélder, conseguimos

(/|:1c|apdx) </|x|“p|Vun - Vu|2dx)
Q Q

[

(3.13)
< 6</|x|_“p|Vun—Vu]2das)
Q
e
/ 2| (| V| + [Vuu])* ™ da < ( |~ ‘””dw) ’ 202 ([[un P + [[ul[7)] 7"
(3.14)
< C(MP + [[ulP) 7"

Portanto, usando as desigualdades (3.12), (3.13), (3.14) e o lema 6.2, concluimos que

_f( _ 2
/|:1';|“p(|Vun|pQVun—|Vu]p2Vu)V( ) de > ull” (3.15)
e (MP + [|ullp)

Entao, tomando o limite superior em (3.15), segue como no primeiro caso que u,, converge

forte para u em W, ?(Q, |z|~%).

Lema 3.2 Considere (Hq), (Heup), Bi,i = 1,2, como em (3.7) e {(un,v,)} uma
seqiiéncia—(PS), em Wy P(Q, |z|7%) x Wy (€, |z|~%9).

i) Suponha que uma das condi¢oes: (Hzs), ou (Hss), ou (Hsg), € satisfeita. Entao

{(tn, vp)} € limitada em W,P(Q, |x|~%) x W, 9(Q, |z|~) para cada X e i néo negativos.

ii) Suponha que uma das condigoes: (Hs4) ou (Hss), € satisfeita. Entao existe Ay positivo
tal que {(un,vn)} € limitada em Wy (Q, |z|7%) x Wy (S, || %) para cada 0 < X < g e

[ nao negativo.

Além disso, nos casos (Hss), (Hs4) € (Hsg) a limitagao € independente de p.

Demonstragao. Sejam 60, € (1,p*],0; € (1,¢*] constantes que fixaremos depois. Como

{(tn,v,)} é uma seqiiéncia—(PS)., nés obtemos
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c+ ||(unavn)|| + On(l) > I(unvvn) - <I/(un7vn>a (UN/Glavn/02)>

> (2= DlfunllP + ¢ = L)l

2

(3.16)
Mg+ 2 - 1)/{)\x|_ﬁluz+vi+dx
g+ 3= 1) el g, de
onde O, (1) — 0 quando n — 0.
Supondo (Hjz), nés fixamos 6; = min{p;, p2} e 6, = min{qy, g2}, donde segue
1_ 1 1_ 1 0 4 6 a 4
P 01>0’q 92>0’91+9221691+9221
Entao, por (3.16), obtemos
¢+ [ (un, va)ll + On(1) = (5 = gl luall? + (5 = 7)) [val | (3.17)

Dai, supondo por contradicio que a seqiiéncia {(u,,v,)} nao é limitada no espago
Wy (Q, |z]~%) x W, 9(Q, || =) e observando que o lado direito da equacio (3.17) cresce
mais rapido que o lado esquerdo, obtemos a desigualdade contraria em (3.17) para algum
n suficientemente grande, o que é um absurdo. Entao concluimos que {(uy,v,)} é uma

seqiiéncia limitada para cada A nao negativo e independentemente de y nao negativo.

Assuma que (Hjz,4) é satisfeita, entdo, tomando 6¢; = py e Oy = ¢ em (3.16),

conseguimos

¢+ [, o)l + 0n(1) = (5 = go)llual P+ (5 = )l val|?
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Entao escolhendo Ay positivo tal que para todo 0 < A < \g vale

min {(3— &)+ A+ £ - D, G- )+ 2E+ E - 1) >0

obtemos que {(t,, v,)} é limitada em W, P(Q, |z|~%) x W, 9(Q, |z| %) para 0 < X < g e
independentemente de p nao negativo.

Consideremos (Hss), 61 = p* e 0y = ¢*, entéao

1_ 1 1_ 1 6 4,35 @ 4
’ 91>O,q 92>0,91+92<1,01+02<1

¢ (vl |+ 0a(1) 2 |(5= &)+ G+ = 1)2C] [Jun P
|G =B+ + =DM [, I

/ Cca2/4q
A + 7 — 1)(2C2LE gy | [P2 4 22y || 22).

Novamente, escolhemos Ay > 0 de modo que

min {(3— &) + A + £ - DG - £) +ME +§ - D} >0

para todo 0 < A < Ag. Entao, observando que 1 < ps < pe 1l < g < g, nés obtemos que
{(tn, )} ¢é limitada em Wy (€, |z]~%) x Wy 9(Q, || ) para todo 0 < A < g e todo

nao negativo.
Assuma que (Hj3) é satisfeita e fixe 6; = p* e 0y = ¢* em (3.16). Entao temos

-1 1_ 1 LA o 4
91>0,q 92>0,91+92<1,91+02<1

¢+ [[(n, vn)ll + On(1) = (5 = gDual P + (5 = ) onl 7

FAGE + 2 = DS Jun| [P+ 22 o] [)

/ /
(g + g5 = DG lual P2+ X5 o] [).

Portanto, como p; € (1,p) e ¢; € (1,q9),i = 1,2, segue que {(un,v,)} é limitada em

Wy (Q, |z]7%) x W3(€, || %) para todos A e y niio negativos.
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Por tltimo, se vale (Hj ), nés fixamos 01 = ps e 03 = g2 em (3.16), logo

1
—E>O,

SRl

¢+ ||(un, va) [+ 0n(1) 2 (5 = 57)

[unl[” + (5 = g5)llonll?

/ /
A+ = (O g7+ 52 o, )
Entdo, como 1 < p; < pel < ¢ < ¢, obtemos que {(upn,v,)} é limitada em
WyP(Q, |z]7%) x Wy, || %) para A ndo negativo e independentemente de p nao

negativo.

Teorema 3.3 Considere (Hg), (Hesp) € 55,1 = 1,2, como em (3.7).

i) Suponha que uma das condigoes: (Hzs), ou (Hsz), ou (Hsg), € satisfeita. Entao o

operador I satisfaz a condi¢ao de Palais Smale para todo \ positivo e todo |1 nao negativo.

ii) Suponha que uma das condigoes: (Hs4) ou (Hss), € satisfeita. Entao existe Ny positivo
tal que o operador I satisfaz a condi¢ao de Palais Smale para todo 0 < A < A\ e todo p

nao neqativo.

Demonstragao. Consideremos {(ty,,v,)} em WyP(Q, [z|~%) x W, (Q, |z|~%) uma
(PS).—seqiiéncia. Se vale uma das condigdes: (Hss), ou (Hss), ou (Hsg), entdo segue
do lema 3.2 que {(u,,v,)} é limitada em Wy (€, |z|~%) x Wy 4(Q, |z|~%9) para todos X
e {1 nao negativos. Porém, para os casos (Hs4) e (Hss), o lema 3.2 implica que existe
Ao positivo tal que {(t,,v,)} é limitada em Wy (Q, |z]~%) x W, 9(Q, |z|) para todo
0 <\ < )\ e todo p nao negativo.

Assim, temos uma subseqiiéncia de {(u,,v,)}, que denotaremos por {(u,,v,)}, e
(u,v) pertencente a Wy (€, ||z|~%) x WyU(, |z|~%) tais que u, — u fracamente em
Wy (€, ||| =) e v, — v fracamente em W, (€, ||z| %), quando n — oco. Entéo o teorema

6.4 da imersao compacta implica que

u, — u fortemente em LP'(Q,|2z|7"") N L2(Q, |z|~") quando n — oo

v, — v fortemente em L (Q, [z|™) N L2(Q, |z|~"*) quando n — oo.
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Em particular, u,(z) — u(x) e v,(x) — v(x), quando n — oo, para q.t.p. = € Q. Também
observamos que uy,, (x) — uy(z) e v,, (x) — vy (), quando n — oo, para q.t.p. = € Q.
Além disso, existem f € LP1(Q,|x|7P) e g € L9(Q,|z|™%) tais que |u,|(z) < f(z) e

lva|(z) < g(x), para q.t.p. = € . Conseqiientemente

[uf;lva(un —u)|(x) — 0, quando n — oo, para q.t.p. = € €,
e
un oy, (un —w)] < Jug vp | [ oyl

< [P0+ [ gPu e LY(Q, |z[7).

Dai, aplicando o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos que

Tim. Q|:1:| Prub 1wl (un — u)de = 0. (3.18)
e similarmente
lim ny\—ﬂ2ug;1vg+ (up, —u) dz = 0. (3.19)

Agora, tomando o limite superior na equacao
/|$|_ap\Vun|p_2VunV(un —u)dz
Q
= (I'(tn,vp), (Up — u,0)) + /Q[/\9|x| Prud=twd 4 palel=Pul oy (u, — u) d,
usando os limites em (3.18), (3.19) e a definicao de seqiiéncia—(PS)., obtemos

lim Sup/|x|_ap|Vun|p_2VunV(un —u)dx = 0.
0

n—oo

Conseqiientemente, pelo lema 3.1 (Condi¢ao (S)y), temos que wu, é pré-compacta.

Analogamente, {v,} é pré-compacta.

Teorema 3.4 Além de (Hg), (Hezp), (Hs2)-(Hse) € 5i,i = 1,2 como em (3.7), assuma
que (u,v) € WyP(Q, |z|~%) x Wy U(Q, |z| ™) é um ponto critico do operador I. Entdo

(us,vy) € um ponto critico do operador 1.
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Demonstragao. Como (u,v) é um ponto critico do operador I, temos
0= {1, 0), (- 00) = [ [al I Vup~*uTu do = [Ju- |
Q

e também

[lo-{|* = 0.

Conseqiientemente, para cada (w, z) € Wy P(Q, |z|~%) x W;4(Q, |z|~*), nds obtemos

(I'(uy,vy), (w,2)) = (I (u,0), (w,2)) + /Q|x|_“p\Vu|p_2Vu_Vw dx

+/|x\_bq|VU|q_2Vv_Vz dx (3.20)
Q
= O’
e similarmente
Ius,op) = T(u,0)+ [P+ o2
= I(u,v),
ou seja, (u4,vy) é um ponto critico de 1. n

A prova do préximo lema é baseada na demonstracao de um resultado provado pela
Mizoguchi [56, teorema 1], e é essencialmente uma versao local do conhecido principio

variacional de Ekeland.

Lema 3.3 (Mizoguchi) Seja X um espago de Banach real munido com a norma ||-||x e
C C X um subconjunto fechado com interior nao vazio (C° # 0). Suponha F € C'(X,R)

inferiormente limitado em C e
Flwx) < %lch para algum wyx € C°.
Entdo existe uma seqiiéncia {x,} C C° tal que
F(z,) — iréfF e F'(z,) — 0, quando n — oc.
Demonstragao. Seja & > 0 tal que

0< ¢ <infF —infF. (3.21)
oC ce
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Pela definicao de infimo, temos wy € C de modo que
F(wp) < irleF +¢&. (3.22)

Entao, aplicando o principio variacional de Ekeland (teorema 6.3) para o operador

Flc : C — R, obtemos w; € C tal que

Fluwe) < F(w) (3.23)

F(we) < F(x) + ||z — wel|x, Vo € C\ {we}. (3.24)

Em particular, por (3.21), (3.22) e (3.23), conseguimos
< < :
F(we) < 1IC1fF—|—§ < 1é1()fF+§ < %};fF’

portanto we € C°.

Definindo o operador T : C — R dado por
T(x) = F(z) + &llz — wellx,

nés obtemos de (3.24) que we é um minimo local estrito de T" e, portanto,

F(wf —|—T]ZL‘) - F(UJ&) +€HI||X _ T(w§ +77$) - T(wf) >0

n

para todo x na esfera unitaria de X e n pequeno.

Logo, passando o limite em 1 — 0, conseguimos
(F' (we), x) + &l[]|x > 0,

portanto

[1F (we)]

x <&
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3.3 Prova do teorema 3.1
Nés estudaremos os casos (Hs ) e (Hj 4) usando o teorema do passo da montanha (teorema
6.1) e os casos (Hs) e (Hs3) usando o principio variacional de Ekeland (Corolario 6.1).

Primeiramente, mostraremos que nos casos (Hss) e (Hsz4) as condigoes geométricas

do teorema do passo da montanha e a condicao de Palais Smale sao satisfeitas.

Assumindo (Hs.) satisfeita, nés tomamos (ug,ve) € Wy (2, |x|7%) x Wy (€, |z]|~b)

com g, .V, # 0. Entao, para cada A nao negativo e y positivo, obtemos
1 1 ay _
Itbun, thun) < (Mool + Hlol i) 6= e [ ] 0503,

entao

I(t%uo,tévo) — —oo quando t — oo. (3.25)

Observemos que

s < 5% Vs €10,1], se 6 > 6s. (3.26)

Por hipétese, temos p; € (p,p*) e ¢ € (q,¢"), i = 1,2, tais que 0/p; + §/q1 =
a/py+v/qe = 1. Assim, para (u,v) € Wol’p(Q, |z| =) x Wol’q(Q, |z|7%) com ||(u,v)|| <1,

usando as desigualdades (3.26), Young e Caffarelli-Kohn-Nirenberg, conseguimos
/ aCP2/
I(u,v) > GllullP = A= |1 — p 2 ful[P2)
/ ca/
(R [ol]r = AR o] | — = [v]]#)
(3.26)

> Ll — (NG 4 o) ] #)

pllel|? = (VG 2 o intan ),

e como p < min{py, pa} e ¢ < min{qy, g2} existem p, p € (0,1) tais que
I(u,v) > 0o se ||(u,v)|| = p. (3.27)

Assim, temos por (3.25) e (3.27) as condigbes geométricas do teorema do passo da

montanha para este caso e pelo teorema 3.3 a condicao de Palais Smale para cada A nao
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negativo e p positivo.

Agora, consideremos o caso (Hs4). Procedendo igual ao caso (Hss), temos
[(t%uo,t%vo) — —oo quando t — oo (3.28)

para todo A nao negativo e todo u positivo.

Neste caso, temos p1 = p, ¢ = ¢, p2 € (p,p*) e g2 € (q,q") satisfazendo
0/pr 4+ 6/q1 = a/ps + v/q = 1. Entao, para (u,v) € WyP(Q, |z|7%) x Wy '(S, |z]|~%9),

usando as desigualdades de Young e Caffarelli-Kohn-Nirenberg, encontramos

/ /
I(u,0) > (5 = MOullP = w2 ul P2 + (5 = Aol — w2 [o]| 2.

Escolhemos Ay positivo de modo que
min {1 — A\0C,1 — AoC} > 0 (3.29)

para todo 0 < A < \¢. Entao, para cada 0 < A < A\ e p positivo, obtemos p,o € (0,1)

satisfazendo

I(u,v) > o se ||(u,v)|| = p. (3.30)

Conseqiientemente, por (3.28) e (3.30), temos as condigbes geométrias do teorema
do passo da montanha para este caso. Além disso, trocando Ay > 0 por outro menor, se
necessario, conseguimos pelo teorema 3.3 a condicao de Palais Smale para cada 0 < A < A

e [ positivo.

Em ambos os casos, o teorema do passo da montanha (teorema 6.1) implica que o
operador I possui um ponto critico (u,v) € WyP(Q, |z|~%?) x Wy (€, |z|~%) tal que
I(u,v) = ¢:= inf max I(h(t)) > o >0,

hel tel0,1]

onde
L = {h € C(10,1], Wy (2, |z]7%) x Wy (S, |2[7*)) : h(0) = 0, h(1) = €},

com I(e) = I(touo, tovg) < 0, para algum ¢, > 0 suficientemente grande, e o teorema 3.4
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implica que podemos supor u,v > 0 em €. Supondo por absurdo que u = 0 para q.t.p.

em (), entao
0= (I'(u,v), (u,0)) = |[ul[" e 0 = (I'(u,v), (0,v)) = [[v]|%,

portanto

0<c=1I(u,v) =0,

o que é absurdo, e portanto v Z 0. Similarmente, v # 0.
Em particular, (u,v) é uma solugao fraca do sistema (3.1), onde cada componente é

nao negativa e nao trivial, o que conclui a prova do caso (H3z) em i) e o caso (Hj4) em
if).
Agora, mostraremos que nos casos (Hs3) e (Hsz5) as hipéteses do principio variacional

de Ekeland e a condigao de Palais Smale sao satisfeitas.

Suponhamos que (Hs3) vale. Entao a/p+7/q < 1 e, portanto, se (ug, vp) é como nos

casos acima, conseguimos to € (0, 1) satisfazendo
1 1 a _
I(tvug, tavg) < (S]|uol” + ¢vol|*)to — Mt0p+3/‘$’ %ug, vg, dr < 0
Q
para todo A nao negativo e todo p positivo. Logo, segue que

M = inf {I(u,v) : (u,v) € WyP(Q, |z| ™) x Wy (2, |2|™")} < 0.

Por outro lado, temos p; € (1,p) e ¢; € (1,q),i = 1,2, satisfazendo 0/p; + 6/q1 =
a/p2 + /¢ = 1, entao

I(u,0) = (llullP = NG Jul [P — poS2 |[u]2)

/ /
(G ull? = MG | — p 2T o] |2)
para todo (u,v) € Wy (€, |z|~%) x Wy 9(Q, |z| 7). Conseqiientemente, nds obtemos
I(u,v) — oo quando ||(u,v)|| — oo

para todo 0 < X < Ag e todo p positivo.
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Portanto, concluimos que I é inferiormente limitado e —oco < M < 0 para todo
0 < XA < X e todo pu positivo. Além disso, nds temos pelo teorema 3.3 a condicao de

Palais Smale para cada A nao negativo e p positivo.

Consideremos (Hjs 5) satisfeita. Analogamente ao caso anterior, nés temos
M :=inf {I(u,v) : (u,v) € Wy (Q, |z]7%) x W€, 2| ")} <0

para cada A ndo negativo e p positivo. Também, temos p1 = p, ¢ = ¢, p2 € (1,p) e

¢z € (1, q) satisfazendo 0/p; + §/q1 = a/pa + /g2 = 1, donde segue a desigualdade

/ Cca2/4
I(u,0) 2 (5 = A9) Jul P — p2C22 fju| |2 4 (2 — ASC)[[o]|[# — p2C2L2 o,

portanto, tomando A\ positivo como em (3.29), segue que
I(u,v) — oo quando ||(u,v)|| — oc.

Entao, I é inferiormente limitado e —oco < M < 0 para cada A nao negativo e u positivo.
Trocando Ay por outro menor, se necessario, nés temos pelo teorema 3.3 a condicao de

Palais Smale para cada 0 < A < Ag e p positivo.

Em ambos os casos (Hs 3) e (Hs5), segue do principio variacional de Ekeland (corolario

6.1) que existe uma seqiiéncia { (i, va)} C Wy P(Q, |z|~%) x WyU(Q, |z|7%) tal que
I(tp, vp) — M e I' (uy,v,) — 0, quando — oo.

Entao, como o operador I satisfaz a condicao de Palais Smale, temos que existe uma
subseqiiéncia de {(un,,v,)}, que denotaremos por {(u,v,)}, e (u,v) € Wy (Q, |z|~%) x
Wy (Q, |z| %) tais que u,, — u fortemente em Wy (€, |z|~%) e v, — v fortemente em

Wy (€, || ~%), quando n — co. Logo, concluimos que
I(u,v) =M <0e I/(u,v) =0,

ou seja, (u,v) é um ponto critico do operador /. Devido ao teorema 3.4, podemos supor
u,v > 0 para q.t.p. em 2. Além disso, como na primeira parte, obtemos que u e v nao sao

triviais. Em particular, (u,v) é uma solugao fraca do sistema (3.1), onde cada componente
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é nao negativa e nao trivial, o que conclui a prova do caso (Hjz3) em i) e do caso (Hss)

em ii).

3.4  Prova do teorema 3.2

No6s iniciamos esta demonstracao observando que o teorema 3.3 implica que o operador [

satisfaz a condicao de Palais Smale para todos A e p positivos.

Provaremos a existéncia da primeira solucao fraca através do teorema do passo da
montanha.

Considerando (ug, vg) como na prova de teorema 3.1, nés conseguimos
1 1 a _
I(trug, tave) < (3 |[uol P + 5llvol|*)t — Mt"“/lxl %ug, vg, da,
Q
entao

I(t%u(),tévg) — —o00 quando t — 00, (3.31)

para todos A e p positivos.

Da hipétese (Hsg), temos p1 € (1,p), ¢1 € (1,9), p2 € (p.P") e g2 € (q,¢") tais que
O/pr +0/q1 = a/ps +v/q2 = 1. Dal, se (u,v) € Wol’p(Q,|x\_“p) X Wol’q(Q, |z| %) com
||(u,v)]| <1, entdo

I(u,0) > minfL, 1} (|lull? +[[o]|[1) = A(ZCP P 4 2Cn/a) (][ + [[o] )

—p(ZCPIP -+ ZORI)(lull + |lv]%)

(3.26)

v

min{L, L}(|ful "0 + o] oo

_)\<Z%C’P1/P + ;%C‘H/‘I) (HuHmin{m,ql} T Hvain{ph‘h})
(3.32)
(Ol 4 LI (|ful|mr P o o] riniree))

v

| |(U, 1}) | |max{p,q} [217max{p,q} min{%, %}
(V)] (u, ) [intr oo

—ha() | ()| it omestra |
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onde

aCP2/p q2/q
ki(\) = 2)\(1%0171/19 4 %C‘H/Q) e ka(p) = 2u( c;)z + ycqzz ).
Definimos fy, : (0, +00) — R dada por

Frpu(s) = by (\)smintproan}maxipa) o () gmin{pa.e) -max(pa)

Entao, como min{p;, ¢:} < max{p,q} < min{ps, ¢»}, o tinico ponto de minimo de fy, é

1
_ { (max{p.g}—min{pr.qu ki () | TGz @I -l
Shp =

(min{p2,q2} —max{p,q})k2 (1) ’

para cada A e p positivos.

Portanto, para cada ;¢ > 0, podemos escolher A\g = Ao() > 0 satisfazendo 0 < s, , < 1

91-max{p,q} min{%, %} — fau(sy,) = 2t maxipa} min{%, %}

min{py,qp } —max{p,q} max{p,q}—min{py,q1}

_kl ()\) min{py,q2}—min{py,q1} k;2 (’u) min{pg,q2}—min{py,q1}

min{pj,q1 } —max{p,q}
« [ ( (max{p,q}—min{pi,q1}) > min{p,q2} —min{py,q1} (333)

(min{p2,q2 }—max{p,q})

(max{p.g) - min{py.qr}) | s as) minor )
max{p,q}—min{p1,q1 min{pg,q2} —min{py,q;
+ <(min{p2,q2}—ma>({p7q})) >0

para todo 0 < A < Ag.
Conseqiientemente, substituindo (3.33) em (3.32), obtemos

[(u’ U) > (SA,u)maX{pﬂ} [21—max{p»q} min{zlﬂ %} — f)\,u(s)\,,u)] > 0’ (334)

para todo (u,v) € Wy P (Q, [z]~%) x Wy 9(Q, || %) com ||(u, v)|| = s, onde 0 < A < .

Assim, temos de (3.31) e (3.34) as condigbes geométricas do teorema do passo

da montanha, o qual implica que o operador I possui um ponto critico (u,v) €

Wy P(Q, x| ~%) x Wy (Q, [2]~*7) tal que

I(u,?) = c:= inf I(h(t)) >0c>0
(u,v) =c é@r%ﬁ)ﬁ(())—” :
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onde
T = {h € C([0,1], Wy (2, |2[~%) x Wy(2, |2]7*)) : h(0) = 0, k(1) = e},

com I(e) = I(touo, tovy) < 0, para algum ¢, > 0 suficientemente grande, e o teorema 3.4
implica que podemos supor u,v > 0 para q.t.p. em . Além disso, é facil verificar que u
€ ¥ sao nao triviais.

Para obtermos a segunda solucao fraca, nés usaremos o lema 3.3 da Mizoguchi.

O operador [ \m ; B(Ts)\M) — R ¢é inferiormente limitado e continuo, para cada

0 < A< Ag, e por (3.34) temos

inf I >0.
0B(0,sx,,,)

Considerando (ug,v9) como na prova do teorema 3.1, obtemos das desigualdades

O/p+d/g<le
I(truo, tive) < (]fuoll? + Lfuoll) ¢ At?+3/|x\ﬁlu3w3+dx=
Q

que
11
I(tfug,tivo) <0< inf I,
8B(07s>\,;1.)

1
para algum t, € (0,1) tal que (tfuo,tivo) € B(0, sx,)-

Entao obtemos do lema 3.3 uma seqiiéncia {(w, z,)} tal que

I(wn,2,) — _inf T <0el (wy,z,)— 0, quando n — oo.
B(0,5x,.)

Dai, segue da condicao de Palais Smale que existe uma subseqiiéncia, que denotaremos
por {(wn, 2,)}, e (w,z) € WyP(Q, |z|~%) x Wy 9(Q, |z|~") tais que w, — w fortemente

em WyP(, |z|~%) e z, — z fortemente em W, 4(Q, |z| ), quando n — oo, logo

I(w,z)= inf I<0eI(wz)=0.
B(0,5x,u)

Devido ao teorema 3.4, podemos supor w,z > 0 para q.t.p. em 2. Também, u e v sao
nao triviais.

Em particular, (u,v) # (w, 2), pois I(w, z) < 0 < I(u,v). ]



Capitulo

4

Sistemas perturbados com expoentes

criticos

4.1 Introducao

Neste capitulo, nds usaremos uma versao do teorema do passo da montanha e o principio
variacional de Ekeland para estabelecer condi¢oes de existéncia de solugao fraca, onde

cada componente é nao trivial e nao negativa, para o sistema com perturbagao nao linear

"

—Lug, = M|z|Pu~1 + pajz|~9P " 1?  em  Q,
—Lvy, = MN|z|Pulv® ! + pylx| 727w’ em Q, (4.1)
| u=v = 0 sobre 0f),

onde Lw,, = div(|z|~¢"|Vw|"2Vw),
Q) ¢é um dominio suave e limitado de R" com 0 € Q, (Hg)

os parametros A\, ;4 s40 nuimeros reais positivos e os expoentes verificam

1<p,g<N,—oco<a<(N-p)/p, —00<b<(N—-q)/q,

a<c<a+1,b<c<b+1l,di=14a—c,dyo=1+0b—cy,
p* = Np/(N —dip), ¢ = Nq/(N — daq), (Hep)
apt=cq*, 0,0 >1,0€Re

8]
2

2R

=1,
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com uma das seguintes condic¢oes satisfeita

% + g <1 (p, g—sublinear)  (4.2)
%4— g >1le }% + (;i* <1; (p, g—superlinear) (4.3)
g + g = 1. (p, g—linear) (4.4)

Considerando p =g =2,a=b=1c¢; = c; = =0 e u = v, entdo o sistema (4.1) se

reduz ao caso escalar

—Au = Mui+uv¥ ! em Q,
u = 0 sobre  0f),

(4.5)

o qual foi estudado no trabalho pioneiro de Brezis e Nirenberg [11], onde eles provaram
que sob certas condigoes este problema possui pelo menos uma solugao positiva, com
1<q<2*=2N/(N —2), N > 3.2*édito expoente critico de Sobolev e Q C RN (N > 3)
¢ um dominio suave e limitado. Em geral, a dificuldade principal neste tipo de problema é a
falta de compacidade da inclusiao H}(Q) < L* (Q). Essa dificuldade ¢ superada provando
que é possivel obter uma sucessao de Palais Smale para o operador de Euler-Lagrange

associado ao problema com o nivel abaixo de um certo nimero, dito nivel critico, a saber,

(1/N)(C32)"", onde C;

apcoma=0,e=1ep=2, ¢definida em (1.2).
Garcia e Peral em [38] estenderam alguns resultados de Brezis e Nirenberg [11] para

a classe de problemas envolvendo o operador p—laplaciano, a saber,

—Apu = MNul'u+ plu/™ 2u em Q,

u = 0 sobre 0f),

em dominios suaves e limitados Q@ C RM(N > p?) com p < ¢ < m*, onde m* =
Np/(N — p) denota o expoente critico de Sobolev, dado pela imersao Wy (Q) — L™ (Q).
Vérios autores tém estudado os problemas regulares envolvendo o operador p—laplaciano
e o expoente critico de Sobolev, por exemplo, [4, 8, 24, 39, 41, 42, 54, 58, 60, 74]. Para
operadores com maior generalidade, gostariamos de citar os seguintes [2, 5, 22, 27, 29, 35,

40, 57, 64, 65, 69, 71, 72, 73] e suas referéncias.

Mesmo na situagao regular, quando estamos trabalhando com sistemas envolvendo
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os operadores A, e A/, é dificil encontrar um nivel critico apropriado, principalmente,
quando p # ¢. Na verdade, Adriouch e Hamid [2] afirmaram que esta é uma questao
em aberto. Porém, mais recentemente, os autores Silva e Xavier em [62] trataram em
um certo contexto o caso p # ¢. Para o caso particular p = ¢, Morais e Souto em [29]

definiram o seguinte nivel critico Sy /p, onde

Sy = inf {W—ww}

W0} | (fiy H(uv)de) e

e H é uma nao linearidade homogénea de grau m* = Np/(N — p).

Nossos resultados sao os seguintes.

Teorema 4.1 Além de (Hq) e (H
9/p0 +5/q0 =1le

pr), assuma que py € (1,p*), @ € (1,¢*) com

6<min{(a+l)po+N(1—%>,(b—l—l)QO-i-N(l—%D)}. (4.6)

Suponha que max{p, ¢} < min{p*, ¢*} e

vale (4.2), po € (1,p) € qo € (1,q). (HE3)

Entao, para cada p positivo, existe A\g = \o() positivo tal que o sistema (4.1) possui uma

solugao fraca, onde cada componente é nao trivial e nao negativa, para cada 0 < X < A.

Teorema 4.2 Além de (Hq) e (HY,,), assuma que p=q, a=0b2>0, p* = q*, po € (1,p")

satisfazendo 0/po+d/po =1 e B = (a+ 1)po — ¢ com —N [1 — (po/p)] < c.

i) Suponha que

vale (4.3),po € (p,p*) e c < (p07p+1p]1717(a+1)p0 - (prpf(;f)l(fofp)- (Hy3)

Entao o sistema (4.1) possui uma solugdo fraca, onde cada componente € nao trivial e
nao negativa, para cada \ e p positivos.
ii) Suponha que

vale (4.4),po =p e c < %' (Hy4)

Entao existe \g positivo tal que o sistema (4.1) possui uma solugdo fraca, onde cada

componente é nao trivial e nao negativa, para cada 0 < X\ < Xy e p positivo.
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Teorema 4.3 Além de (Hg) e (H
0/po+3/q0 =1 e 3 como em (4.6).

pr)? assuma que po € (1,p*) e qo € (1,47) com

i) Suponha que

vale (4.3), po € (p,p*) € qo € (¢, 7). (HY3)

Entao existe py positivo tal que o sistema (4.1) possui uma solu¢ao fraca, onde cada
componente € nao trivial e nao negativa, para cada X >0 e 0 < p < .
ii) Suponha que

vale (4.4), po=p ¢ g = q. (H71)

Entao existem Ao e pg positivos tais que o sistema (4.1) possui uma solugao fraca, onde

cada componente é nao trivial e nao negativa, para cada 0 < X < Xy e 0 < p < pg.

4.2 Resultados preliminares

Estudaremos os resultados apresentados na segao (4.1) com o auxilio do funcional de
Euler-Lagrange
s Wy (9, |~ %) x Wy (@, [a] ) — R,

dado por
1 1
I(u,v) = —/|x|“p|Vu|pdx+ —/|x|bq\VU|qu
PJa 4/

—A/\x!‘ﬁuividaﬁ - ,u/|:1:|_le”#<1¢ﬁ”rvjr dx,
0 Q

o qual, sob as hipdteses dos teoremas previamente enunciados na segao (4.1), estd bem

definido e é de classe C', com derivada de Gateaux dada por
(I'(u,0), (w,z)) = /Q|x|_a’p|Vu|p_2Vqu dx + /Q|x|_bq|Vv|q_2Vsz dx
—)\/Q]x\ﬁ(ﬁuilviw + oul i) da
—u/52|x|_clp*(auj“__1vlw +yufn’2) da.

No capitulo 3, obtivemos um ponto critico para o funcional de Euler-Lagrange
associado ao sistema (3.1) o qual é solugao fraca do mesmo sistema. Entretanto, neste

capitulo, as solugoes fracas que obteremos nao serao, necessariamente, pontos criticos do
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funcional de Euler-Lagrange associado ao sistema (4.1).
O préximo resultado é uma extensao do [5, teorema 5| e sua prova é completamente

similar a prova do teorema citado (veja [29, lema 3] para p # 2).

Lema 4.1 Suponha Q um dominio suave, nao necessariamente limitado, de RN, 0 € Q,
l<p<N,—o<a<(N-p)/p,a<c<a+l,di=1+a—cy, p"*=Np/(N—dip) e
o+ =p*, entao

§— 8= i {fgml-wdwu|W|p>dx}

(u,v)EW (fQ || —erp” u’a‘vhdx)l’%

onde

W= {(,v) € (Wa#(Q. || )" : [ul o] £ 0},

satisfaz

S = (/)" + (a/y)™""] Cy

Além disso, se C; ) € atingida por wy € Wy P(Q, |z|~%), entdo S ¢ atingida por (swo, twy)

para todos s,t > 0 satisfazendo s/t = (a /).

- . 1, _ e . ...
Demonstragao. Sejam {wy,} C Wy"(Q, [z[~*") uma seqiiéncia minimizante para C , e

U, = swy, v, = tw, com s,t constantes positivas que fixaremos depois. Entao temos

P
(Joy l2]=217" [w |P" dz) *

[t [P+ [0 7 I [[wal [
« £ 5.5
(Jo I =17 fun v [ d) P (sP7 t77)

(4.7)

(oA O s 2

fQ ‘xl—clp* |wn‘7*d1‘) P

Observamos que o unico ponto de minimo da funcao ¢ : (0,00) — R definida por
g(s) = sPP 4 5P & 5 = (o)) VP

Entdo, fixados s,¢ > 0 tais que s/t = (o /)P, nés obtemos de (4.7) que

el -«
o) 4 (2} [wnl|” _ [ P+l 7
’7 'Y * * L* - * L*
(Jo Il =e12" fwp |P* da) P (Jo Il =12 fup |2 o |7 P

> S.

(4.8)

Conseqiientemente, tomando o limite em (4.8), temos

[(g)’; +(2) } c:, > 8.
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Por outro lado, considerando uma seqiiéncia minimizante {(u,,v,)} C W de S, entéo

existe {s,} C (0, 00) satisfazendo

i vl (49)
Q Q
Assim, definindo z, := s,v, e usando a desigualdade de Young, obtemos
/ 2|~ dv < 3 / 2| l* / 2|~ 2 [P dx. (4.10)
Q P Jao P Ja

Dal, pelas equagoes (4.9) e (4.10), temos

(!

P r_

)p < (/\xy—cw*\u |p*da:>p

P
*

= ([t ara)”

portanto, nds conseguimos

[[wn |[P+|[on [P = (s ) L Jo 12l P(IVun [P+ [Vn|P)dz
- TL

P p
(fo l21=17" [un | |on|vda) 7 (Jo |21~ 1P" [un ||z |7 dz ) P7

pzal |z| =P |Vun|Pdx |z| =P |V, |Pde
> (sn)p |:< Ja %_i_ Jo -

Jo 1l =17 un " da) P (J lzl=e17" [z |P" da) P

jzal || P |Vun|Pde sn? [o |x| 7P|V 2z, [Pdz

p_
Jo 2] =P fup[* da) P (Jo lz]=c1P™ |20 |P* dz) P7

Entao, tomando o limite na desigualdade acima, concluimos

o

§> {(g) + (g)} cr,.

Lema 4.2 Considere (Hg), (H},,), 8 como em (4.6) e {(un,v,)} uma seqiiéncia—(PS).

em Wy (2, |z]~7) x Wy (Q, |2| 7).

i) Suponha que uma das condigoes: (HY3) ou (HYE), € satisfeita. Entdo a seqiiéncia
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{(tn,v0)} € limitda em WyP(Q,|z|~%) x Wy l(Q, ||~ para cada X ndo negativo e
independentemente de p nao negativo.

ii) Suponha que (HY'}) € satisfeita. Entao existe Ay positivo tal que a seqiéncia {(uy,,v,)}
¢ limitda em Wy (€, |z|~%) x Wy 9(Q, |2| %) para cada 0 < X\ < \g e independentemente

de 1 nao negativo.

Demonstragao. A prova deste resultado é inteiramente similar a prova do lema 3.2;
mais exatamente, (HY3) é similar a (Hzg), (HYS) é similar a (Hso) e (HY]) é similar a

(H3.4) .

Teorema 4.4 Considere (Hgq), (HZ,,), po € (1,p), g0 € (1,¢%) com 8/po + /q0 = 1,
B como em (4.6) € {(tn,v,)} C WoP(Q, |2]|7%) x WU, || %) uma seqiiéncia—(PS).
tal que u, — u fracamente em Wy (0, |z|~%) e v, — v fracamente em Wy (Q, |z|7%),

quando n — oo. Entao (u,v) € uma solugao fraca do sistema (4.1).
Observacao 4.1 O teorema 4.4 nao assegqura que essa solucao seja nao trivial.

Demonstracao do teorema 4.4. Aplicando o teorema da imersao compacta (teorema
6.4), temos que

u, — u fortemente em LP°(Q, |x|~%) quando n — oo,

v, — v fortemente em L%(Q, |z|~") quando n — oo.
Em particular, existem f € LP(Q, || %) e g € L®(Q, |z|?) tais que |u,|(z) < f(z) e

lvn|(z) < g(z), para q.t.p. x € Q. Além disso, a menos de uma subseqiiéncia, temos que

un(r) — u(z) e vy(x) — v(x), quando n — oo, para q.t.p. = € Q. Portanto, conseguimos

(u?;lvi+w)(g;) — (Ui_lviw)(x) quando n — oo,

Jup o wl < 071 lw| € LYQ, 2] 7).

Conseqiientemente, o teorema da convergéncia dominada de Lebesgue implica

lim [ [z~ Pul o) wdr = /|x|_ﬁuilviw dz, Yw € WP (Q, |z|~). (4.11)
Q

v
n—oo [ o
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Analogamente, obtemos

lim [ |z|~ ﬂun+ oz dr = /[x\ Bul vtz da, V2 € Wy (Q, |2|7b). (4.12)
0

n—o0

Como a convergéncia fraca implica que a seqiiéncia {(un,v,)} é limitada em
Wy P(Q, || x Wy (Q, |z|~%7), temos que a seqiiéncia {|Vu,|P2Vu,} ¢ limitada em

(L7 (€, |z|~**))~. Por outro lado, j& que o/p* + v/q* = 1, nés encontramos

a—1 yp* _ -1 ag* -1 p* =1 g¢*—1
= e 1
p*—1 - q*(p*—1) g -1 + p*(g*=1) a=17 -1 >4

entao segue da desigualdade de Holder que

*

/|$|—01p* (ugzlv%)ﬁ dr = /|$|—c1p*(u2 )p - (Uq >q*gﬁ,1) dz
Q Q

a—1 yp*
P — p*—1 R q¢*(p*—1)
—c1 —c1
Q Q

portanto, {u,, * 'v,,7} ¢é limitada em L#=1(Q, ||~47"). Além disso, nés provamos no
apéndice (teorema 6.15) que Vu,(x) — Vu(z) e Vu,(z) — Vou(z), quando n — oo, para
q.t.p. x € Q. Logo, temos que (|Vu,[P~*Vu,)(z) — ([VulP?Vu)(z) e (ug v, )(z) —

N+

(ut'v7)(z), quando n — oo, para q.t.p. ¥ € Q. Entdo, pelo lema 6.3, obtemos que

IV, P2V, — |Vu|P~2Vu fracamente em (L7 (€, |z|~*)) quando n — oo

.
'y v r —c1p*
Uy’ L) = uf ] fracamente em L1 (€, |z ) quando n — oo.

Em particular, para todo w € W, (€, |z| =), temos

lim /]x\“p\Vun]p2Vuandx: /\x]ap|Vu]p2Vqudx (4.13)

lim [ |z|"P u? v7 wdr = /|x|clp ul vl wda. (4.14)
Q

n—oo
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Similarmente, para todo z € Wy?(Q, |2| %), conseguimos

lim /]:C\bq]an\qQanVzda: = /\x|bq\Vv|q2VUVz dx (4.15)
e
7}1_)1210 Q|x|_01p*u’;+vzzlzdx:/Q|a:|_clp*uf‘rvl_12dx. (4.16)

Por 1ltimo, usando a defini¢ao de seqiéncia—(PS), e os limites (4.11) — (4.16), nds

concluimos

0 = lim (I'(un,vy), (w, 2))

n—oo

- / - | Va2 VuVwds + / (2| M| Vo[ 2V oV 2 da
0 Q
/\:r;]‘ﬁ (0w’ 0w + Suf vl 12) da
—u/\x! ar” (auf wlw + yudv]'2) do

para todo (w,z) € WyP(Q, |z]~%) x Wy 4(Q, |z|~%), ou seja, (u,v) é uma solucio fraca
do sistema (4.1).

A prova do préximo teorema que enunciaremos segue a mesma idéia do teorema 3.4.

Teorema 4.5 Considere (Hq), (HY,,), po € (1,p%), ¢ € (1,4*) com 0/po +6/q0 = 1, 3
como em (4.6) e {(u,v)} € WyP(Q, |z|~%) x Wy (Q, |z| ™) uma solucio fraca do sistema

(4.1). Entao (uy,vy) € uma solugdo fraca do sistema (4.1).

Teorema 4.6 Considere (Hq), (HY,,), po € (1,p%), ¢ € (1,¢%) com 0/po +6/q0 = 1, 3
como em (4.6) e {(un,v,)} € WoP(Q, |z|~%) x Wy 9(Q, |z|~) € uma seqiiéncia—(PS),
com u, — u fracamente em Wy'(Q, |z|~%) e v, — v fracamente em W, 9(Q, |z|),
quando n — oo. Entdo cada componente da solugdo fraca (u,v) do sistema (4.1) é nao

trivial, desde que uma das sequintes condicoes seja satisfeita:
i) ¢ < 0;

ii)p=qga=bp =¢ el<c< (%_%)(Mp*)%gﬁ‘

Demonstragao. Primeiramente, observamos que em virtude do teorema 4.4, temos que
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(u,v) é uma solugao fraca do sistema (4.1). Suponhamos por contradi¢do que u(x) = 0
para q.t.p. = € Q. Usando o teorema da imersao compacta (teorema 6.4) e o teorema da

convergencia dominada de Lebesgue, obtemos

i —By,0 )0 —
nhj& Q|x| Uy, v, dz = 0.

Entao, pela definicao de seqiiéncia—(PS),, temos

0 = lim (I (un,vn), (tn,0))

n—oo

=t (lall = o [ ol a3,

0 = lim (I'(tn, vn), (0,0,))

n—oo

=t (Nl [ el o).
n—oo Q

Logo, existe [ > 0 de modo que

p
D= i Bl g Tl

q
nll = plim [ 2|~ u® v dz.
n—oo (8 n—oo ’y n—oo Q

n4y Ung
Usando novamente a defini¢ao de seqiiéncia—(PS),., conseguimos

¢ = lmI(up,v,) =(5+7-1) 20 (4.17)

N—00 q

Assim, desde que ¢ < 0 no item i), o resultado segue por contradigao.
Agora, no item ii), supondo p = ¢, a = b e p* = ¢*, segue do lema 4.1 que a constante
S estd bem definida e S > 0. Se [ = 0, entdo ¢ = 0, o que contradiz a hipStese ¢ > 0.

Suponhamos [ > 0. Pela defini¢do de S, encontramos
P

( R dx)p 3 < llunl? = l[onll?, ¥ € N.
Q

n4 "N4
Conseqilientemente, tomando o limite na desigualdade acima, obtemos

(4

)"*S”S(er)l:p*h
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portanto,

L> ()7 (p*)7 s §7 s, (4.18)

Substituindo a equagao (4.18) em (4.17), nés obtemos

¢ 2 (B4 1= S
= (- PSS )

_—p ~_p*
= (% — I%)(p*,u,)p*—pSp*—p,

o que é um absurdo, logo, concluimos a prova do item ii).

Considere 2 um dominio suave, nao necessariamente limitado, de RY com 0 € ©,
l<p<N,—o<a<(N-p)/p,a<c<a+l,di=1+a—c ep"=Np/(N —dp).

Definimos o espaco

Wb (Q) = {ue LV (Q, |2[77") : [Vu| € LP(Q, |2]77) }

a,c1
munido da norma
||U||Wa1;é’1(9) - ||U||Lp*(9,|xrcw*) + IVl o,z -ar)-

Nés consideramos a melhor constante de Hardy-Sobolev dada por

~ N — |V ulPd
Sa,,p — inf { ( fR |I’| | u| T } )

Waity RNV} | ([ |2 =P [ul?” dx)p/p*

Também, definimos Ry? () como sendo o subespago de W, 7 (Q2) formado pelas

funcoes radiais, em outras palavras,
RMP (Q) = {u € WP (Q) :u(z) = u(|$|)} ,

a,c1 a,c1

equipado com a norma induzida

HUHR;;IQI(Q) = HUHW;;g’I(Q)-
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Horiuchi em [46] provou que

- v —ap |7y |Pd
SapR = inf {( Jan 12| VulPdx }

RS2, @O} | ([ 2]~ ufp” dz)”""

é atingida pelas fungoes da forma

Ye(x) = kap(€)Uspe(x), Ve > 0,

onde

N—dlp)

kap(€) = ceN=an)/ar* o U (1) = (6 + !x\m) o

Também, se a > 0, entao S, , p = S, (ver [46, lema 3.3]). Além disso, y. satisfaz

/|x|—ap|vy€|pdx: /|x|—c1p*
Q Q

Veja [27, proposigao 1.4].

Y|P da. (4.19)

Lema 4.3 Consideremos Q0 um dominio suave e limitado de RY com 0 € Q, 1 <p < N,
—0 < a< (N—=p)/pa<ac <a+1l d =1+a—c, p" = Np/(N — dip),
I € [1,p"), k,k > 1 sdo expoentes conjugados com kl € [1,p*] (K = oo se k = 1) e
B < (a+ 1)kl + N[1 — (kl/p)]. Sejam Ry, co constantes positivas e ¥ € C§°(B(0,3Ry))
com Y =1 em B(0,2Ry), entdo a fun¢do dada por

N $(@) Ve (@)
U(T) = BRI

DM Lo (@ o =e10%)

satisfaz HUEHZP*(QJZ‘—ClP*) =1, ||VUE||§p(Q’|x‘_W) < Sapr + O(eWN=dip)/dipy ¢

(
(N—d1p)l/dyp> (N=B)(p—1)
0(6 1p)l/dip ) sel < N pap

(N—d1p)l/dyp> _ N-B)-1)
O(e PP in(e)|) se l = 5220,

1/1 l >
17 UEHU(Q,\wI*ﬂ) = (N=d1p)(p=D(N=) _ (N—d1p)(p=1) (4.20)
O e Gp(N—p-ap) dqp?

(N-B)p-1)
sel > N o

para toda h € Lk/(Q, |z|7P) com infpgapyh > 0 para algum 0 < R < Ry e h > 0 para
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g.t.p. em Q. Além disso, a desigualdade (4.20) € uniforme em h € Lk/(Q, lz|=#), h >0

para q.t.p. em S, satisfazendo

RN=A(infp g am)h)
(14+Rd1p(N—a—ap)/(p—1)(N—d p))(N—dyp)l/d1p > Co, (4'21)

para algum 0 < R < Ry.

Observacao 4.2 O lema acima continua verdadeiro para ) ilimitado, desde que 3 = c¢1p*

e kl = p*.

Demonstracao do lema 4.3. Obtemos da equagao (4.19) que

HvyEHIZp(RNJI\—ap) = (Sa,p,R)p*/(p*_p) = ka,p(e)p"VUa,p,eHip(RNJﬂ—ap)

e
||y6||1[7:;*(RN,|];‘_C1P*) = (§a7p’R>p*/(p*—p) = ka’p<€>p* Ua,p7e||i);*(RN’|z‘_Clp*)'
Nos observamos que
VU pe(x) se |z| < 2R
V(@(2)Uape(®)) = § Uppo(2)VY(2) + (2) VU, () se 2Ry < |z| < 3Ry
0 se || > 3Ry
e
_ _N—p-ap || ld1P(N—p—ap)/(p—1)(N—d1p)] -2, )
VUape(r) = = (e+la|d1pN—p=ap)/ (=D (N—d1p) ) M/ 1P
Entao
[l V@U@l s = oW+ [ ol [TV (o) da
Q |z|<Ro
= O(l)+/ |2| 7P|V Uqpe(x)|P dx
RN
= O(1) + (Sup,p) " 7 (Kap(€) "
e
/ 2|~ [ (@) Unp e (@) [P dz = O(1) + / 2|~ U e () [P dae
Q |z|<Ro
= 0O(1) +/|x|_clp*’Ua,p7e(x) P dx
RN

*

= O(1) + (Sa,p,R)pfj(ka,p(G))_p*‘
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Conseqiientemente, temos

[IV(@Ua,p,e)|I? Y
/leap|Vue(x)|p dr = Han:j; LP(Q,|z|—9P)
Q Py Lp*(ﬂ,|z|7clp*)

OW)+(Sap.r)?"/#"P) (kap(€) P
[O(D)+(Sa.p.0)"" /@ =P) (ko p () 77 P/P"

ka,p(€)P[0(1)+(Sa p.r)? /¥ P (Fap()P)
[o(kw(e)p)+(§a,p’R)p*/<p* —p)]p/P*

Sap.r + O(kap(€)’)

IA

Sapr + O(eW=dip)/dip)

1/, ||l ; -
Agora, provaremos que ||k /u€||Ll(Qv‘x|,ﬁ) ¢ como em (4.20). Considerando a mudanca

de variavel para coordenadas polares, nés obtemos

/Q 2| Ph |0, |! da

> [ |z|7Ph|U,p|' dz
B(0,2R) (122)

> inf h( 12| P\ Uppe|" dx + |x|‘5|Ua,p,e\‘d$>
B(0,2R) B(0,2R)\B(0,R) B(0,R)

2R R
—owyint ([Tl [, )
0

B(0,2R) B

Agora, estimaremos cada uma das integrais da soma acima. Deixe-nos considerar

d1p(N—p—ap)

&= -)(N—dip)

, entao

2R 2R pN—1
—pf+N-1 l T~ -
/ r |UG,P7€‘ dr 2 R (1+Ta)(N—d1p)l/d1p dr

R
2R B+N-1 N—dyp)l/d
:/ r—B+N—-1—[a(N—d;p) 1p]d7’ (423)
R

(Tfa_;’_l)(N—le)l/le

2R
—(N—d;p)l _BiN—1—qW=dip)l
>(R*+1) @r / Pt “Taw dry
R

—16—1/04

fazendo a mudanca de varidvel s = R r na segunda integral da soma em (4.22),

conseguimos

—(N—djp)l + (N=B)(p—1)(N—dyp)

R
/ 7’_5+N—1|Ua,p,5’ld7ﬂ — (Rag) dip dip(N—p—ap)
0

(4.24)

e~ 1/

s B+N-1 d
X o (Rfa_;'_sa)(N_dlp)l/dlp S.
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Sel<(N—-=p8)(p—1)/(N —p—ap), entdo

(N—dip)l | (N=B)(p—1)(N—dap) _ (N—dip)(p—1) (N—dip)l
- d1; d1p(N—p—ap)1 - d1p(1\; —p— ap) N - f-at d1:tj ]>O'

Conseqiientemente, obtemos por (4.22), (4.23) e (4.24) que
/|x|_ﬂh [YUap.e|'d
Q

—(N-dypt 20
>wy inf h[(R*41) / p=AtN—1—a(N=dip)l/dip ;.
- B(0,2R) R

-1/
—(N—=dip)l | (N=B)(p—D)(N—dyp) [€ _B4N—
+ B+N-—1
(e} d dip(N—p—a S
—|—(R ) 1P 1p(N—p—ap) / (Ra+sa)(N—d1p)l/d1PdS]
0

, 2R
wn (infp(o,2r) h) ~B+N—1-a(N—dip)l/dip g
= (R—o41)(N-dp)l/drp r r

(N—dyp)l
wNRB+Na(Nd1P)l/d1P<2ﬂ+Nla dip _1>

> inf h
- —ag 1\ (N=dip)l/dip( _ _ g N =dip)l
B(0,2R) (R—e1)M P ”’( BtN—a=—7 )

—B+N—1-o N dip)l

- <wNR ﬁmeOQR)h> (2 i —1>

N=—dip)l
1 4+ Ra)(N—dip)l/dip _B"'N_O‘T;)

— O(R, h),

entdo, se h € Lk/(Q, |z|~“7") com h > 0 para q.t.p. em Q e infpgaop) b > 0, conseguimos

1h ' Uap,ell! s
/|x|_ﬁh\u5\ldas = WU L (s )
Q

LP™ (Q,[z| C1P")

O(R,h)
(O(l)+(5a7p,R)P*/(p* *p)(ka’p(e)),p* )l/p

v

O(R,h)
(kap(€)) ™! (O(ka,p(e)p* )+(Sa,p,r)P"/ " —P))

l/p*

_ O(R1) (b p(c))"
(O(ka,p(e)P" )+(Sap.r)?" /@ —P))

i/p*

O(RD) (hap(e)'
(0(1)+(5a7p,R)p*/<p*—p>)”P

AV

—  O(R, h)O(N-din)/din?y
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Além disso, se h satisfaz (4.21), temos

—B+N—«

(N—dyp)l
2 d1p

-1

O(R,h) > wyco

I
SN
V
=

(o)

portanto

/|x|_ﬂh |ue|' do > O(e(N—dip)/dip?)
Q

uniformemente em h satisfazendo (4.21).

Supondo [ = (N — §)(p — 1)/(N — p — ap), entao

_ (N=dip)l | (N=B)p-1)(N—dip) _ (N—dip)(p—1) [ N—g— a(N—dm)l] —0.

dip dip(N—p—ap) dip(N—p—ap)

Logo, por (4.22), (4.23) e (4.24), obtemos

efl/a

_ . s BHN-1
Ll h it e > on(int 1) [ e ds

e—l/a

. 876+N717Q7<N;f;1””
wn( inf h) ds
1

B(0.2R) (Rs)aq 1)V @n/@ip

v

(N—dyp)l —1/a
N—B—adlip € /

wN(infB(o,zR) h)R 14
(R—a+1)(N7d1p)l/d1p S S
1

RN75<infB<0 2R) h) 1/
= : —1/a
wN(l_f_Ra)(N*dw)l/dw 11’1(6 )

v

RN=8(inf h
= B0 ) (o).

Portanto, temos

IR YUa el -8
|x|fﬁh |u5|ldx _ oL (@]z|=F)
Q [[PUa,pell

LP* (Q,|z| ~€1P")

oy RrRN-B infB(o,QR) h | ll’l(e)l
o (iR dnl/ s

(O +(Sap.p)P™ /2" Pk () ")

v

i/p*

oy RN*/BinfB(O,QR)h [In(e)|

o (14ra)(N—dip)l/dip

pu— * ) * l |
kmp(e)*l(o(ka*p(e)p )+(Sap,R)P"/ P —P)) /p

RN=Bintggap) h 5
' <(1+Ra)<N—d(1é)l/)dlp N =P/ d1p7 | In(e)|

v

(O(l)JF(Sa,p,R)p*/(p*_p))l/p* 7
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entdo, se h € Lk/(Q, |z| =) com h > 0 para q.t.p. em § e infgg2r) h > 0, temos
/Q 2P fuldz > O(h, R)eN-al/dn? | 1n(c)
= O ),
e se h satisfaz (4.21), segue que
[l hlufde = 0@ (o)

— O(E(N*dlp)l/d1p2| In(e)]).

uniformemente em h.

Assumindo [ > (N — )(p — 1)/(N — p — ap), nés conseguimos

dip dip(N—p—ap) d1p(N—p—ap)

(N—dip)l + (N=B)(p—1)(N—d1p) __ (N—dip)(p—1) N-f3— Q(N;Id;p)l] < 0.

Entao, por (4.22), (4.23) e (4.24), obtemos

—(N=dip)l | (N=B)(p—1)(N—d;p)
J Il U e = wx(jint W)~ R
Q 07

1
s BHN-1
X\/l (R—a+5a)(N—d1p)l/d1pds

/2
RN-#
> wy inf h
- (1_|_Roc)(N—d1p)l/d1P(B(o,R) )
1
—(N—dyp)l | (N—B)(p—1)(N—dyp)
X€e  dip T 4 p(N=p—ap) / S_B"'N_ldg
1/2
RN=B(inf 30, g) h) —WN—dp)l | (N=F)(p—1)(N—d1p)
> O(l)(l_i_Ra)(N*dw)l/dlp hp dp(N=p=ap)
Assim, concluimos
I/ U} _
-8 l _ LY@, || =F)
/|x| hludde = o .
Q LP* (9,2 ~€1P™)

1P d1p(N—p—ap)

RNfﬂ(infB(OyR) h) E—(Nd—d1p)l+(N—B)(P—l)(N—d1p)
(1+Ra>(N*d1P)l/d1P

v

(0(1)+(Sa,p,R)p*/(P* =) (ka p(€)) 7" )l/p*
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RN =B (inf 5 Ry —WN=dip)l (N=B)(p—1)(N—d;p)
(0,R) d —p—a
S O(ka’p(ﬁ)l)<(1+3a)<1\’d1p)l/d1p € v 41PN =p=ap
— * * * l/p*

(Olkap()* ) 4(Sap. )P/ 2" =0)) 7

N=B8(inf Ry —WN—dip)l  (N=B)(p—1)(N—d;p)
UN—dyp)/dip2) [ B "(nfpo,R) a i p(N=p—a
O(e( 1p)/d1p ><(1+RQ)(Nd1p)l/dlp 1P 1p(N—p—ap)

>

(O(l)+(sa7p,R)p*/(p* 71)))1/?*

RN B(infp,p) h) 0 (N_dﬁ(fzv__ll(l;flp)—(N_djfzép_l)l
- (1+Ra)(1\’—d1p)l/d1p € )

entdo, se h € Lk/(Q, |z|~47") com h > 0 para q.t.p. em Q e infpap) b > 0, temos

8 . (N—dp)(p—1)(N—=8) _ (N—d1p)(p—1)
\1”7 h ‘ue‘ dr > O(h, R)O e drW-p=ap) dpp?
Q

(N—dyp)(p—1)(N—-B) _ (N*dw)épfl)l
— d N—p—a
— O € 10( P P) dyp ,

e para h satisfazendo (4.21)

(N—d1p)(p—=1)(N=B) _ (N—dip)(p—1)l
/|[E|_ﬁh|u6|ld;]; > 0(1)0 (6 dp(N—p—ap) dqp? >
Q

(N=d1p)(p—1)(N=B) _(N—djp)(p—1)l
= Ol|le darN-p-ap) dqp2 )

uniformemente em h.

4.3 Prova do teorema 4.1

Nos provaremos este resultado através de uma versao local do principio variacional de
Ekeland, a saber, o lema 3.3 (Mizoguchi). Na verdade, a demonstracao deste resultado é
similar a prova do teorema 3.2. Na verdade, analogamente ao teorema 3.2 temos que para

cada p positivo existem Ay, o, p > 0 tais que

I{u,v) 2 a se [|(u, v)|| = p,

e o operador I|gg @ B(0,p) — R é inferiormente limitado, continuo e satisfaz
I(uy, vy) < 0 < infypgo I para algum (ug,, vr,) € B(0, p).

Entao o lema 3.3 (Mizoguchi) implica que existe uma seqiiéncia, {(u,,v,)} C B(0, p),
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de Palais Smale para o operador I no nivel infmf . Segue do lema 4.2 que essa
seqiiéncia é limitada. Em particular, existe (u,v) tal que u, — wu fracamente em
Wy (Q, |z|~%) e v, — v fracamente em W, (€, |z|~%), quando n — oo. Ento, pelo
teorema 4.4, temos que (u,v) é uma solugao fraca do sistema (4.1). Pelo teorema 4.5,
podemos supor que cada componente de (u,v) é nao negativa. Por ultimo, desde que

infm] < 0, o teorema 4.6 implica que u,v # 0.

4.4  Prova do teorema 4.2

Nos utilizaremos na demonstracao deste resultado uma versao do teorema do passo da
montanha.

Iniciamos esta demonstragao observando que as condi¢oes geométricas do teorema do
passo da montanha sem a condi¢do de Palais Smale (teorema 6.2) para os casos (Hys)
e (Hy4) seguem analogamente ao que fizemos na prova do teorema (3.1) para os casos

(Hs2) e (Hs4), respectivamente, ou seja, no caso (Hy3) existem o, p > 0 tais que
](t%u,t%v) — —oo quando t — 00, (4.25)
se (u,0) € (Wo (2, |2[7%))*\ {0}, e
I(ug,v) > o se ||(u,v)|| = p, (4.26)

para cada A e u positivos; e no caso (Hy4) existem o, p, A; > 0 tais que (4.25) e (4.26) sao

satisfeitas para cada 0 < A < Ay e p positivo.

Antes de aplicarmos o teorema do passo da montanha sem a condicao de Palais Smale,
nos enunciaremos e provaremos uma afirmacao que sera crucial na verificacao de que cada
componente da solucao fraca que vamos obter é nao trivial.

1 1
Afirmacao. Consideremos so = s1/(s§t])?" e to = t1/(s3t])?", onde s1,t; > 0 e
s1/ti = (a/v)P como no lema 4.1, e u, é a funcio definida no lema 4.3. Entdo, tanto

para i) quanto para ii), existe € > 0 de modo que

supl (t(soue), t(toue)) < (}1o — #)(Iup*)p*fp S5

t>0
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De fato. Devido as condigoes geométricas do teorema do passo da montanha sem a

condicao de Palais Smale, para cada € > 0, existe . > 0 tal que

0 < o <sup(t(souc), t(toue)) = I(te(soue), te(toue)).

>0

Suponhamos por absurdo que existe uma subseqiiéncia {t¢.,} de {t.} com

t., — 0 quando n — oo.

n

Entao

IN

sup/ (t(sote, ), t(tole,))
t>0

= 1(te,(souc,), te, (toue, )

b D P 4P
< ()|, [P

< (1) (S + O )) — 0,

quando n — 00, 0 que é uma contradicao. Portanto, existe [ > 0 com t. > [ para todo

e > 0. Conseqiientemente, denotando ¢y = (*+9s0t), conseguimos

supl(H(sot), t(toue)) < L(sh+ ) fucl]p — NOHs0s / [ Pub+oda
Q

>0

—ut?+783t8/|$|clp u?”dm

Q
o s
- _p_
(spt7) 7"

—/\le+5sgtg/ |z|~Puroda
Q

_ [ st P — P — )\ —ByPo
2 (il ) = = [ ol S

O tnico ponto de méximo da funcao f. : (0,00) — R definida por

s+t .
fe(t) = (1_}0””6“;)) O pt?,

(s7t7)7"

~+

hS]

uellp) — / [~ Pl dr (4.27)
Q

ot
(51t1 P
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¢é dado por
ST+t ﬁ _p
(lup )p 7p <(s¢11t’17)p/p*> ||u€ (428)
Sabemos que
(A+ B < A"+ k(A+B)"'B (4.29)
para todo A, B> 0e k > 1 (ver [54]). Também observamos que
] = {7 ()7
at'y E3 1 1
(4.30)

Pela desigualdade de Caffarelli-Kohn-Nirenberg, temos que o espaco I/VO1 PQ, x| )

estd contido em W,» (RY), entao

Sap <Cr. (4.31)

Substituindo (4.28) em (4.27), usando (4.29), (4.30) e o lema 4.3, nds obtemos

sup/ (t(soue), t(tou))
>0

p*

H”}ﬁ — Ao [ x| Puredx
Q

2 —an N—dip %
[(5)7" 4+ (5)7 [ Sapr+ O <€ T )} — )\co/§2|$|_ﬁufodx

P N—dy

< (&= 27 {2 + () 180pn}” T+ 0 (e*m ~ Aco / | Puroda

p*

= (= 2075 (1P + @7V} 0 () <o [ fal P,

Agora, usando (4.31) e o lema 4.1, conseguimos

supl (t(soue), t(toue))

t>0

(4.32)

—dy
= (l — ]%)('up )p —pSp -» + QO (6 d1p ) )\CO/|I|_(G+1)pO+C’U,€Od$‘.
Q
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No item i), temos por hipétese que

po—p+1)N—(a+l)po _ (N—p—ap)(po—p)

( _
€< p—1 p(p—1)

Entao, usando (4.32), considerando o lema 4.3 com | =pg, k =1, h =1, 3 = (a+1)py—c,

observando que

(N=B)(p—1) (po—p+1)N—(a+1)po
[ > N S e < P

(N—po—apo+c)(p—1)(N—dip)  (N—dip)(p—1)po < N—dip
dip(N—p—ap) d1p? dip

obtemos, para cada A > 0, um real ¢ > 0 suficientemente pequeno satisfazendo

—p_ ~_p" N—dip
supl (t(souc), t(tour)) < (4 — L)(up*) 75 S +o(e )

t>0
(N—dip)(p—1)(N—pg—apg+c) _ (N—djp)(p—1)pg
-0 e d1p(N—p—ap) d1p?

P*

pgp*—p,

—P

< (- L))

No item ii), temos que py = p. Assumindo que

_ N—p—ap

C —1

e observando que,

ondel=p, k=1, h=1, 5= (a+1)p—c, entdo, do lema 4.3 e de (4.32), conseguimos,

para cada 0 < A < Ay, que existe € > 0 suficientemente pequeno tal que

P~ _p* N—dyp
supl (t(soue) Htous)) < (5 = 3)(up )57 40 (7"
|24

—0 (e%ﬂn(e)\)

< (= ) )7 ST

Porém, considerando

c < m,
p—1
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nos observamos que

(N=dip)(p—1)(N—p—apt+c) _ (N—dip)(p—1)p
dip(N—p—ap) dip?

N—dip
di

<

ondel =p, k=1,h=1, 3= (a+ 1)p— ¢, entdo, do lema 4.3 e de (4.32), para cada

0 < A\ < Ao, existe € > 0 suficientemente pequeno tal que

N—dyp

supl (t(souc), t(tous)) < (4 — 2)(up") 75575 4 O (e )
t>0

(N—dip)(p—1)(N—p—ap+c) (N—dyp)(p—1)p
—0le d1p(N—p—ap) dqp2

*

p

< (b D)

Assim, concluimos a prova da afirmacao.

Fixemos € > 0 como na afirmacao acima, entao o teorema do passo da montanha sem
a condicao de Palais Smale (teorema 6.2) implica que existe {(u,,v,)} uma seqiiéncia de

Palais Smale para o operador I no nivel ¢, onde

< 6 =1 1_ 1 *p;£p~pfip
O<o<é=inf Srg[gf]f(g(S)) < (5= 2= )(up")r2 8 (4.33)

= {g el ([07 1]7 (WOLP(Qv |I|_ap>)2) : g(O) =0e g(l) = (lO(SOUE)JO(tOU’E))} )

onde I(lg(soue), lo(toue)) < 0 para algum Iy > 0 suficientemente grande.

Pelo lema 4.2, se (Hy3) ¢ satisfeita, temos que a seqiiéncia {(un,v,)} ¢é limitada
em (WyP(Q,|z|7%))? para todos A e u positivos. Porém, se vale (H,,), entdo existe
Ao € (0,))) tal que {(up,v,)} é limitada em (WyP(Q, |z|~%))2, para todo u > 0 e
0 < A < Ao Logo, existe (u,v) € (W, (€, |z|~%))? com u, — u e v, — v fracamente em
Wol’p(Q, |z| %), quando n — oo. Entao, pelo teorema 4.4, (u,v) é uma solugao fraca do
sistema (4.1) e, pelo teorema 4.5, podemos assumir que cada componente é nao negativa.

Por tltimo, tendo em vista a equagao (4.33), o teorema 4.6 implica que u,v Z 0. [ ]
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4.5 Prova do teorema 4.3

Usaremos uma vez mais o teorema do passo da montanha para provar esse resultado.
Novamente, seguindo a prova nos casos (Hszs) e (Hs4) do teorema (3.1), mostramos
que as condigoes geométricas do teorema 6.2 sao satisfeitas para todo A\ e p positivos se
valer (H}?), e para todo 0 < A\ < Ay e p positivo se valer (HY9), para algum \; positivo.
Logo, segue do teorema do passo da montanha sem a condigao de Palais Smale (teorema

6.2) que existe {(u,,v,)} uma seqiiéncia—(PS)., onde

0<o<c=inf 1
o < c= inf max (9(s))

I:={g € C ([0, 1], Wy (€ [ %) x Wy (2, [a]~*)) : g(0) = 0 e g(1) = e},

para algum e € W, (€, |z|~%) x Wy(Q, |z|7%) com I(e) < 0.

Aplicando o lema 4.2, se (HY%) é satisfeita, temos que a seqiiéncia { (uy, v,,)} é limitada
em Wy (Q, |z|7%) x Wy (Q, |z| %) para cada A > 0 e independentemente de x> 0. Pelo
mesmo lema, se vale (HY']), entdo existe A\g € (0, \] tal que {(un,v,)} é limitada em
Wy (Q, |z]7%) x Wy (K, |z|~%) para cada 0 < A\ < )¢ e independentemente de p > 0.
Assim, em ambos os casos, existe uma constante M > 0 de modo que ||(up,v,)|| < M,

para todo n € N, independentemente de p > 0. Portanto, obtemos

0 < c= lim (up,v0) < Y|P+ Lfug][* < 7. (4.34)

Ainda pela limitacdo, existe (u,v) € WyP(Q, |z|~%) x Wy (Q, |z|~%) com u, — u
fracamente em W, (€, |z|~%) e v, — v fracamente em W, (€, |z|~%), quando n — oo.
Logo, segue do teorema 4.4 que (u,v) é uma solugao fraca do sistema (4.1) e devido ao
teorema 4.5 cada componente é nao negativa.

Concluiremos esse resultado mostrando que existe pg positivo tal que u,v # 0, desde
que 0 < p < pp. Supondo por absurdo que u = 0 para q.t.p. em 2 e seguindo a mesma

idéia que usamos no teorema 4.6, obtemos
[|unl”

. . . — *
0<!l=lim—— = lim =plim [ |z|7P u® o) du.

[lon |
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Logo, pela definigao de seqiiéncia—(PS)., conseguimos

¢ = limI(uy,vn) = (3 +2—

n—oo q

1)l > 0. (4.35)

Por outro lado, temos pelas definigoes de C; , e Cy, que

b 9
( / |x|01p*u£1dx) Cr < [funll? e ( / |m|cw*vzzdw) Gt < ol
Q Q

e usando a desigualdade de Young vem

/Irlm’ up vy dr < —/|x|cw ub dz + X /|x|cw vl dx
Q

o (Cop)™

IN

T+ F (G

Passando o limite, obtemos

I aP +P)/P o~ N p* Ip1p* /p l(q*+q)/q « \—q*/q19" /q
Q@ PP e\ p* G L PN ,
S < p* (Cavp) v/ + q* ( b,q) /e ! )

onde 7 = max{p*/p,q*/q} se l > 1 e 7 = min{p*/p, ¢*/q} se | < 1. Portanto, obtemos

-1

- p

Substituindo (4.36) em (4.35) e tomando py > 0 suficientemente pequeno, temos

—1

c > (% + v 1) ['u <a(p*+p)/p (Ca,p) —p*/p + ,Y(q +q)/q( bq)iq*/q>] -1 Z M,

p* q*

para todo 0 < p < g, 0 que contradiz (4.34). [



Capitulo

5

Multiplicidade de solucoes para sistemas

com expoentes criticos

5.1 Introducao

Consideremos o sistema

—Lug, = 9|x|*clp*hu9*11}5 + /JLoz|m|*clp*ua*1m em RV,
_vaq — 5|x|—czq*huevé—1 + ,u’y|33|_62q*uav7_1 em ]RN, (5_1)
w,v > 0ewu,v#0, em RV,

onde Lw,, = div(|z|~¢"|Vw|""?Vw), p é um parametro positivo e os expoentes verificam

1<p,g<N,—-oco<a<(N-p)/p, —00<b<(N-q)/q,

CLSCl<a+1,b§02<b+1,d1:1+(l—61,d2:1+b—02,

(HEz,)
p* = Np/(N —dip), ¢ = Nq/(N — daq), c1p" = 24",
949 e A
p+q<1ep*+q**17
existem p; € (1,p), ¢1 € (1,q) e k, k" > 1 tais que
0 6 1 1 _ ok %
T a=wtr=L k=0 k=g,
(5.2)

h e Lk,<Qa |CE’|*Clp*)’ h > 0 para q.t.p. em RV,

O estudo deste problema foi motivado pelo trabalho de Alves, Gongalves e Miyagaki

86
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[4] no qual eles mostraram que o problema escalar

—Au+ a(x)u = h(z)ud + u*" em RV,

u>0,u#0, [rau*dr < oo,

onde N >3, 0<qg<1,ah:RY =R ae L (RY) é nao negativa e h é mensurdvel,

possui pelo menos duas solugoes fracas distintas, desde que h satisfaca certas condicoes.

Antes de enunciar nossos resultados, introduziremos a seguinte definicao.

Defini¢ao 5.1 Considere 1 < p < N, —oco < a < (N—p)/p,a < c¢; < a+1,d; = 1+a—c,
p* = Np/(N—dip), k, K', p1 = q1 > 1 como em (5.2). Fizados cy e Ry constantes positivas,
nds definimos o conjunto E como o subconjunto de s (RN, |x|=<P") dado pelas fungoes
nao negativas h € ¥ (RN |z|=*") satisfazendo

—(N—dip)py

dyp(N—p—ap) dip . .
(1 + R(PU(Nle)) RN—ep B(lnfR)h > ¢o, para algum R € (0, Ry).
0,2

Também, para A > 0, considere Ey o subconjunto de E formado por

E, — {h EE: |IAll v o o) < /\} :

Teorema 5.1 Além de (H;)) e (5.2), assuma que p = q, a =b >0 e p1 = q1. Entao,
para cada p > 0, existe A\g = Ao(p) > 0 tal que o sistema (5.1) possui pelo menos duas
solugoes fracas, onde cada componente é nao trivial e nao negativa, para cada h € Ey,

desde que 0 < X < Ag.

Teorema 5.2 Suponha (H': ) e (5.2). Entao existe po > 0 tal que, para cada p € (0, po),

erp

existe A\g = Ao(p) positivo tal que o sistema (5.1) possui pelo menos duas solugoes fracas,

onde cada componente é nao trivial e nao negativa, para cada h € Ey com 0 < X < Ag.

5.2 Resultados preliminares

Consideremos o funcional de Euler-Lagrange

I WP (RN, [o]77) x Wi (RN, Jo| 1) — R
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dado por
1 1
I(u,v) = —/ |z| P |VulP dx + —/ 2| 7% |Vo|? da
DJrnN qJRrN

x|~ P hul v dr — x| P ufv] de,
|| Lol vy
RN RN

o qual, sob as hipéteses dos teoremas enunciados na segao (5.1), estd bem definido e é de

(5.3)

classe C' com derivada de Gateaux dada por
(I'(u,v), (w,2)) = / 2|~ |Vul[P~2VuVw dr +/ |z| 2| V|12V oV 2 dz
RN RN
- RN|£|_Clp*h(9ui Lol w 4 oulvi 1 z) dr

—u/ 2|~ (qul vl w + yudv’12) dr.
RN

Lema 5.1 Seja Ay > 0. Além de (H;,) e (5.2), assuma que {(un,v,)} contida em
Wy P (RN, |2|=%7) x Wy I(RN, |2|7%) ¢ uma segiiéncia—(PS).. Entio {(un,,vn,)} € uma
seqiiéncia—(PS)., limitada em Wy (RN, |2|7%) x Wy (RN, |2| %) independentemente de

uw>0ehelky com0 <A<\

Demonstragao. Usando a defini¢ao de seqiiéncia—(PJS5). e a desigualdade de Young, nds

obtemos
¢+ [|(tn, va)|| + On(1) = I(up, vy) — <[/(unvvn)> (un/P*;v0/q))
11 11
> (5= ) (3 — &)
F A M ([[wn] [P+ on] ),
onde M = ( —|— e 1)(acp1/p + 50;_11/4). Portanto, como p; € (1,p) e ¢1 € (1,q), temos

que {(t,,v,)} é hmltada em WP (RN, |z|=%) x Wy 9(RY, |z|~%) independentemente de
p>0eheE, com0< X< \. Em particular, as seqiiéncias {(u,_,v,_)} € {(tn,,vn )}

sdo limitadas em Wy (RN, |z|~%) x Wy “(RN, |z|~%). Entéo

~||tn_|[P = (I (tn, ), (ty_,0)) — 0 quando n — oo (5.4)

~lon_11 = (I (un, va), (0,05_)) — 0 quando n — oo. (5.5)
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Obtemos para (w, z) € Wy (RN, |z|~%) x W, 4(RY, |z|~%) que

(I (tUns, Vns ), (W, 2)) = (I (tn, ), (w, 2)) +/ 2|~ |Vu, |P?Vu,_ Vwdr
RN

(5.6)
+/ |z| 2|V 0,92V, Vzdz.
RN
Mas, por (5.4), (5.5) e pela desigualdade de Holder, segue que
/ |27 [V P72V, Vw dz| < un_ |[[P7H|w]] = O,(1) (5.7)
RN
e
/ 21|V 2V V2 | < [fon[5]|2]] = On (1), (5.8)
RN

onde O,,(1) — oo quando n — oo. Conseqiientemente, tomando o limite em (5.6) e usando

as desigualdades (5.7) e (5.8), conseguimos

/

I (up, ,vn,) — 0 quando n — oo.

Similarmente, temos

[(Un+=vn+) = I(tn,vn) + %H“anp + %anqu

= I(up,v,) + On(1),

entao

I(tn, ,vn, ) — ¢ quando n — oo.
]

Teorema 5.3 Além de (H;) e (5.2), assuma que {(un,vn)} em Wy P (RN, ||~ x
Wy (RN, |2|7%) ¢ uma seqiiéncia—(PS), tal que u, — u fracamente em Wy P (RN |z| )
e v, — v fracamente em Wy (RN, |z|~%). Entdo (u,v) € uma solugdo fraca do sistema

(5.1).
Demonstracdo. Seja (w,z) € Wy P(RY, |z|7%) x W, 4(RY, |z|~%). Usando os mesmos

argumentos da prova do teorema 4.4, mostramos que

lim |x|_ap|Vun|p_2Vuandx:/ |z| =P | VP2 VuVw du, (5.9)
N RN

n—oo
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lim ]:C\’Clp*uf;;lew dx :/ 2|~ S ] w da, (5.10)
n—oo RN RN
lim 2|7V, |7 *V v, V2 de = 2|~V o|T 2 VoV 2 da (5.11)
n—oo ]RN ]RN
e
. _ * -1 _ * —1
nILHJO RN|$| g vy zdr = /RN|x| WPuGv] zdw. (5.12)

Conseguimos da desigualdade de Holder generalizada e da desigualdade de Caffarelli-

Kohn-Nirenberg que

[ el
RN

\w| ‘kPO/Po

dkqo/q
LkPO(RN,\z\fclp*) ‘UnH 0/40

L*a0 &N |z|~€1P%)

up b, wlbde < [luy] G Dol

< M{Jun|[MOD ] [Fva|[*,

logo, {uf~'? w} é limitada em LF(RY,|z|~“*"). Analogamente, {u? 12!

e Un n, Un. 2} é limitada

em LFRN,|z[~P"). Entdo, do lema (6.3), uf 'vd w — u''w e uf o) 'z —
u’v’~1z fracamente em LF(RYN, |x|=¢?"), quando n — oo. Portanto, para cada h €

¥ (RV, |z|~¢P") com h > 0 para q.t.p. em R temos

nh_)nolo RN|$|_Clp*hqu:1va+w dr = /H§N|x\_clp*huﬂ_lviw dx. (5.13)
e
nhi& RN|$|_clp*hqu+vf;12 drx = /RN|x|_Clp*huivi_12 dx. (5.14)

Por dltimo, usando a definigdo de seqiiéncia—(PS). e os limites (5.9) — (5.14), nds

concluimos

— / 2|~ |VulP~2VuVwdr + / 2| 7% V| T2V oV 2 do
RN RN
—/ 2| =eP" b (Quf ol w + duf o' 2) da

RN
_M/N|x|01p* (au(j_lvlw + vuﬁ‘rvflz) dz,
R

para todo (w, z) € Wy P(RN, |z]|~%) x Wy 4R, |z| %), ou seja, (u,v) é uma solucio fraca

do sistema (4.1). n
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Lema 5.2 Suponha (H*) e (5.2). Se {(un,vn)} € WyP(RY, |z]~%) x Wy (RN, |x|~)

exp
¢ uma seqiéncia limitada com u,(r) — u(z), vu(z) — v(z), Vup(x) — Vu(z) e

Vo (z) — Vo(z), quando n — oo, para q.t.p. © € RN, onde (u,v) € Wy P (RY, |z|~%?) x

Wy (RN, || 7%). Entdo
[t [kl
RN RN

/ 2|~
RN
un [P = || [P + [[u]|” 4+ On(1)

n(l)a

[[on][* = {[2n]|” + [[0]]* + On(1),

onde Uy, = Up — U, Up = v, —v € Oy(1) — 0 quando n — oo.

Demonstragao. Afirmamos que para todo € > 0 existe C. > 0 de modo que

(s 4+ a)*(t+ ) — st < eC(|s

)+ C.Cf ), (5.15)

onde C' é uma constante positiva independente de e.

De fato. Segue do teorema do valor médio que existe n € (0, 1) satisfazendo
(s +a)*(t+b)" — ™7 < als +nal* [t + bl |al + v]s + nal*[t + nb["""[b].

Observando que

a—1 vt -1 agt p*—1 g -1
p*—1 + *(p*—1) — ¢*—1 + p*(g*—1) le a—17 v-1 > 1,

e usando a desigualdade de Young, nés obtemos

*

(s + a)2(t + b)Y — s°7| < a<a oD 1 pal?” “a| + S |t+nb|

al

T s+ a5 o Tl

p (q*—

Dai, dado € > 0, como
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obtemos da desigualdade de Young com e que existe C. > 0 tal que

|(s+a)*(t+ b)Y — s*t7|

< e[2ls + nal’” + O[S |al” + € [0 ][t + bl + O 722
[ CV’Y(I ]| | O [ gt ] L (7_1)”75 b|q* C [w(*r—l)]
+e s+ na p*(¢*—1) o P A Gl

p*

ala—1)2P" 1 * ala—1)2r" 1 * ala—1 o q
< [T DE s 4 e [HOTE P 4 C [ ol + €[22
[} ayp* * ayg 2r 1 [} *
e [q*(;f_lﬂ v +e[;p*zq3”_1)us\p b [T g

+CV(7 1) |b

[ (’Y 1 ] [7(7 1)2 ]

O b

p

donde segue (5.15).

Definimos a funcao real g, : RY — R por
gn = | on]” = Jun = u|*fon = 0" = ful*[o]"]

< (un)®(0n) = (un = w)*(on = 0)7[ + Ju|*|0]".

Fazendo s = u,, —u, t = v, —v, a =u e b=wv em (5.15), conseguimos

[ () ()" = (= ) (v = 0)"] < € CJun — ul”” + |v — vf"") + CC(|ul”” + |v|),

portanto
0 < gn <eC(luy —ulP” + |v, P 4+ CC(JulP” + [vfP") + L |ulf” + ql* v|P”.
Conseqiientemente, obtemos
0 < Wae = [gn—eC(Jun —ul’” + |v, — U|p*)}+
< CO(ul” + [ofP') + ZJul’ + Lo € LY(Q, || ~7")

e também, vemos que W, (z) — 0 quando n — oo para q.t.p. = € 2. Logo, segue do

teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

lim 2|~ W, (z)dz = 0.

n—0oo JpN
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Entao, como {(u,,v,)} é uma seqiiéncia limitada, temos

limsup/ |z| 7" | g, | da < limsup/ ||~ [ Woe + € CJun, — ulf” + |v, — 0P| da
RN RN

n—od n—oo

n—oo

< eClimsup/ 2| =P (|t — u|P” + v, — [P do
RN
< Me,

onde M é uma constante positiva independente de e.

Conseqiientemente, como € > 0 é arbitrario, concluimos que

gn| dz = 0.

lim [ |o|-""
n—oo JpN

Teorema 5.4 Suponha (H** ) e (5.2). Sep =q,0 <a=b< (N—p)/p,p1 = q ¢

exp
p* = q¢*, entao toda seqiiéncia—(PS). {(un,v,)} em (Wol’p(]RN, |z|79))% com uy,, v, > 0
para q.t.p. em RN € pré-compacta, desde que

¢ < (5 — =) () 7757 — K (h), (5.16)

onde

K(h) = [1 — (9+5)] lim |z| =" hulvd da.

p* n
n—0o0 JpN

Demonstracao. Pelo lema 5.1 segue que {(un,v,)} é uma seqiiéncia limitada em
(WyP(RN, |z|~%))2. Conseqiientemente, existe (u, v) € (Wy (RN, |z|~%))? tal que u, — u
e v, — v fracamente em Wy*(RY,|z|~%), quando n — oco. Pelo lema 6.4, passando a
uma subseqiiéncia se necessario, nés podemos admitir que u,(z) — u(x) e v,(z) — v(z),
quando n — oo, para q.t.p. em RY. Também, segue do teorema 6.15 que Vu,(z) — Vu(z)
e Vo, (z) — Vo(x), quando n — oo, para q.t.p. em z € RY. Como 0/p; +7/q. = 1, segue
das desigualdades de Young e Caffarelli-Kohn-Nirenberg que

[ et tgde < 2 [ e s s £ e, e
RN RN Q

IN

o O P a7 4 SR o[,
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1

portanto, {(u,,v,)} é limitada em LF(RY |z|~¢P"). Assim, pelo lema 6.3, u%v® — u%°

fracamente em L*(RY, |z|=¢?") quando n — oo. Em particular, para toda funcio h

b1

pertencente ao espaco L¥ (RN |z|~%") com h > 0 para q.t.p. em RV, temos

lim |z| =P hubvdde = |z|~?" hulvidz. (5.17)
n—oo RN RN

Obtemos do teorema 5.3 que (u,v) ¢é solucdo fraca do sistema (5.1), ou seja,
(I' (u,v), (w, 2)) = 0 para todo (w, z) € (W, (RN, |z|~%))2. Portanto, segue de (5.17), do
lema 5.2 e da definicao de seqiiéncia—(PS). que

nll” — / 2|
RN

[l = [lull? — [ / el e ugode - / N\xrﬂp*uamdx} +0,(1)

= <I'(un,vn), (Un, 0)> — <I'(u, v), (u, 0)> + 0,(1)

= 0,(1).

Similarmente, obtemos

ol =y [ ol
]RN

Assim, existe [ > 0 satisfazendo

= 0,(1).

7 p
| 1 . ”“““ hm/
n—oo o n—oo

Conseqilientemente, se [ = 0 entao o resultado estda provado. Suponhamos por absurdo

que [ > 0. Novamente, pela defini¢ao de seqiiéncia—(P.S)., conseguimos

c+0,(1) = I(un,vn)—#(]/(umvn),(un,vn»
= (= )l P+ 118a]P) + ¢ = o) (P + [ [v]]?)

p

(52 =1 [ el hadedde + 0,(1) (5.18)

v

G =t i+ (52 = 1) | Jal 7 hepda + O (1)

= (L=l + (B2 1) [ Ja[m P huduide + O,(1).
p P RN
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Por outro lado, segue da definicao de S que

[ ale
RN

Entao, tomando o limite, obtemos

p_
P*

Sex < ||@nl[P + (8] |7, ¥ € N,

an|a|i;n|7dx)

conseqiientemente

1> ()77 ()77 ST (5.19)

Substituindo (5.19) em (5.18) e tomando o limite, concluimos que

—P

¢ > (=D (wrr ()T ST — K(h)

> (L= ) up )77 Sh T — K(h),

o que contradiz (5.16).

5.3 Prova do teorema 5.1

A prova da existéncia da primeira solugao fraca é, em parte, similar a prova do teorema
3.2. Na verdade, seguindo as mesmas idéias do teorema 3.2, obtemos que para cada p > 0

existem Ao > 0 e p,o € (0,1) tais que
I{u,v) = o se [[(u, v)|| = p, (5.20)
para todo (u,v) € WP (RN, |z|~%) x Wy (RN, || %) e h € Ey com 0 < A < A\g. Também
I(t%u,t%v) — —oo quando t — 00, (5.21)
uniformemente em h € Ey com 0 < A < A e para todo (u,v) € WyP(RN,|z|~%) x
Wy (RN, |2 7%) com u vy #Z 0.

1 1
* *

Afirmacao. Consideremos so = s1/(s§t])?" e to = t1/(s3t])?", onde s1,t; > 0 e
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s1/t; = (/)P como no lema 4.1, e u, é a fungdo definida no lema 4.3. Entdo existem

e,n > 0 tais que

1 —p p*

p*)(ﬂp*)ﬁ(SRN)ﬂ,

sup I(t(soue), t(toue)) <mp < (= —

>0

SR

uniformemente em h € E.

De fato. Analogamente a prova do teorema 4.2, temos

sup I (t(soue), t(touc)) < (% - i)(up*)%(gm)% + O(eW—-dp)/dip)

p*
=0 (5.22)
—co/ |z| =P huPd.
RN
Suponhamos que p; < (N —c1p*)(p — 1)/(N — p — ap), entdo
(N—dip)p1 < N—dip (523)

d1p? dip

portanto, pelo lema 4.3, (5.22) e observagao 4.2, conseguimos

sup I(t(souc), t(tous)) < (2 — #)(Mp*)ﬁ(gw)% + O(eN=dp)/dipy

>0 P
-0 (E(N*dlp)m /d1p? )

~ p*

_—pP _p
< < (5= o) (up") 7w (Spv ) 7,
uniformemente em h € E; para algum n > 0 e € > 0 suficientemente pequeno.
Sepr = (N —ap*)(p—1)/(N —p—ap), por (5.22), (5.23), lema 4.3 e observagao 4.2,
nos podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno de modo que
sup I(t(souc), ttoue)) < (& = 3o) (up*) 77 (S )77 + O(eN—hw)/ehr)
>0

—O(eWN=dp)p1/dir?| [y (€))

_ - *
1 P D

< < (G — o) (up*) = (Ser) 7,

uniformemente em h € E, para algum n > 0.

Assuma que p; > (N — c¢1p*)(p — 1)/(N — p — ap), entao temos

(N—c1p*)(p—1)(N—dip) < (N—dip)p1
d1p(N—p—ap) dip
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portanto, de (5.22), (5.23), lema 4.3 e observagao 4.2, existe € > 0 suficientemente pequeno

satisfazendo

Stg_loa I(t<80u€>’t(toue>) S (% - Z%)(:up*>p*_7fp(»§RN)Pfj -+ O(E(Nfchp)/dlp)

(N=dyp)(p—=1)(N—c1p*) (N—djp)py 4+ WN=dip)py
—0(6 d1p(N—p—ap) dip d1p2

<n< (2= L)(up) 7 (Spn) 77,
uniformemente em h € E, para algum n > 0. Assim, concluimos a prova da afirmacao.
Fixemos € > 0 como na afirmagao acima. Nds obtemos pela equacao (5.21) um real
t > 0 tal que
I(t(soue), t(touc)) < 0,

uniformemente em h € E,, para cada 0 < X\ < Ag.
Aplicando o teorema do passo da montanha sem a condigao de Palais Smale (teorema
6.2), conseguimos uma seqiiéncia—(PS), {(wn, 2,)} em (W, P(RY, |z|7%))?, onde

0 <o <c=infmaxI(g(t)) (5.24)

g€l'te(0,1]

= {g (0,1, Wy (RY, [2]~*))*) : g(0) = 0, g(1) = ({(soue), {(toue)) } . (5:25)

Devido ao lema 5.1, podemos assumir que, independentemente de u > 0 e h € E,
com 0 < A < Ao, {(wy,2,)} é uma seqiiéncia limitada e w,, 2z, > 0 para q.t.p. em RY.

Também, trocando A\g > 0 por outro menor, se necessario, temos

-p_, ~ p*

o) (™) 77 (S ) 77 — K (h),

0 < c< sup I(t(soue), t(tou.)) <n < (]lJ - o

0<t<t

uniformemente em h € E,, se 0 < A < ). Entao obtemos do teorema
5.4 uma subseqiéncia de {(wp,z,)}, que denotaremos por {(wn,z,)}, e (w,z) €
(WyP(RN, |z|~%))? satisfazendo w, — w e z, — z fortemente em Wy (RN, |z|~%),

quando n — oo. Portanto, nés temos

H(wn, 20) — L(w,2) = ce I (wy,z,) — I (w,2) =0, quando n — oo.
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Em particular, (w, z) é uma solugao fraca do sistema (5.1) com w,z > 0 para q.t.p. em
RY. Além disso, é facil verificar que w e z sdo ndo triviais.

Agora, mostraremos a existéncia da segunda solugao fraca usando o lema (3.3) da
Mizoguchi. Consideremos o operador / \m : B(0, p) — R o qual é inferiormente limitado

e continuo. Evidentemente, temos

inf I>0.
0B(0,p)

Mas, tomando (ug, vg) € (WP (RN, |z|~%))? com h.ug,.vo, Z 0, nés conseguimos
1 1 1 1 L= —e1p* 0, 6
I(trug, trvg) < (5[uol[” + Jl[vol[P)t — ¢ |7 huof vol da
RN

Logo, como 6/p + 6/p < 1, obtemos que

1 1
[(tglbo,tgvo) <0< inf [
0B(0,p)

para algum ¢y € (0,1) tal que (ut,,vy,) € B(0, p). Entao o lema 3.3 (Mizoguchi) implica
que existe uma seqiiéncia—(P.S)ar {(up, vy)} com M = infgg— 1. Pelo lema 5.1, podemos
considerar que {(u,,v,)} é uma seqiiéncia limitada e wu,, v, > 0 para q.t.p. em Q. Além

disso, temos

-p_, ~ p*

M<0<e< sup I(t(soud), Htou) < n < (2 — L2)(up")75 (Sn )75 — K (),
0<t<t

uniformemente em h € E,, se 0 < A < Ag. Entdao o teorema 5.4 implica que exite
(u,v) € (WyP(RN,|z|7%))? e uma subseqiiéncia de {(un,v,)}, que denotaremos por
{ (tn, )}, satisfazendo u,, — u e v, — v fortemente em W, ?(RY, |z| =), quando n — oo.

Logo, nés temos
It vn) — I(u,0) = M e I (tup,vn) — I (u,v) =0, quando n — co.

Em particular, (u,v) é uma solucao fraca do sistema (5.1) com u,v > 0 para q.t.p. em
RY. Também, u e v sao nao triviais.

Evidentemente (u,v) # (w, z), pois I(u,v) <0 < I(w, 2).
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5.4 Prova do teorema 5.2

Obtemos, seguindo a primeira parte da demonstracao do teorema 5.1, que existe uma

seqiiéncia—(PS). {(tn, vp)} em WP (RN, |z]|~%) x W, (RN, |z|7%), onde

0 <o <c=inf max]
o < ¢ = inf max (9(s))

I:={g € C (0,1, Wy (RY, [a]~*) x Wy (RY, || 7)) : g(0) = 0 e g(1) = e},

para algum e € Wy P (RY, |z|~%) x Wy (RN, |z|7%) com I(e) < 0.

Aplicando o lema 5.1, podemos supor que u,, v, > 0 para q.t.p. em Q e que {(u,,v,)}
é uma seqiiéncia limitada em W, P (RY, |z|=) x W, ?(RY, ||~%) independentemente de
p>0eh ek, com0 <)<\, ou seja, existe uma constante M > 0, independente de
p>0ehe€Eycom0< )< )\, tal que ||(un,v,)|| < M para todo n € N. Portanto,
obtemos

0 <c= lim I(up,v,) < lim (%Hun”p + %an”q) <M. (5.26)

n—oo
Ainda pela limitacdo, nds temos que existe (u,v) € Wy P (RN, |z|=) x Wy 4R, |z| %)
com u, — u fracamente em W, P (RN, |z|~%) e v, — v fracamente em W, (RN, |z|~t7),

quando n — oo.

Afirmacgao. Existe g > 0 de forma que as seqiiéncias acima convergem fortemente,
desde que 0 < p < po. Em particular, segue que (u,v) é uma solucao fraca do sistema

(5.1) com u,v > 0 para q.t.p. em Q, u,v Z0 e [(u,v) =c > 0.

De fato. Sejam u, = u, —u e v, = v, — v. Procedendo como na prova do teorema 5.4,

nds temos

11| |1P 0|4
P [ e ]

= p lim |z|~ P a® oY dx.
n— oo 0% n—oo 7y n—00 JrN

ny “ng

Logo, basta provarmos que existe o > 0 tal que [ = 0, desde que 0 < pu < .

Supondo por absurdo que [ > 0 para todo u > 0, entao, pelo lema 5.2, pela definicao de
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seqiiéncia—(PS), e como h € Ey com 0 < A < Ay, conseguimos

c+0,(1) = I(tn,v,) — (I (tn,vn), (U /D", 00/ q"))

- G-

1 1 [ ) —c1p* 0,,0
P = Bl (=0 [ el s

= (5= ) Ul P+ [[ulP) + (G = ) (1Tl + [[]]%)

+(Z + q% - 1) RN|x|_Clp*hquUde9& + O,(1)

vV

~—~
|=
I

i

1 1 ~
P+ =)

(5 + & = DI A

Lk (RN |z|~ c1p* ‘U’anO

(& + & = DR

|Un| |q0 + On(l)

LK (RN |z|—c1P*

v

(; = )l + (5 — )7l = Ma[hll , T 0a(1)

L’“ ]RN |:L,‘—clp

v

(% _ I%)al + (% — qi*)’)/l — X()Ml + On(l)a
(5.27)

onde M; > 0 é independente de p > 0. Por outro lado, como no teorema 4.3, obtemos

—1

I > [u (—a(p*ff’”” (Cx )" Ip 4 2 ;q)—q*/qﬂ . (5.28)

- p q

onde 7 = max{p*/p,q*/q} se l > 1 e 7 = min{p*/p, ¢*/q} se | < 1. Portanto, substituindo
(5.28) em (5.27), obtemos

—1

c+0,(1) = (A= La (2 ()4 X2 ) s) | T

p

~ 1y, [M <a(p*+*p)/P<C;7p)_p*/p . J(q*qtq)/q (Cqu)_q*/q)] = (5.29)

p

—XoM; + O, (1).

Dai, escolhendo ,uojo > () suficientemente pequenos e tomando o limite, concluimos por
(5.29) que
c> M, Y0 < 1< g, V0 < A < Mo,

contradizendo a desigualdade (5.26), o que prova a afirmagcdo, com Ay = min{xg,jo}.

Agora, mostraremos a existéncia da segunda solucao fraca. Procedendo de maneira

similar a segunda parte da demonstrac¢ao do teorema 5.1 obtemos uma seqiiéncia—(PS) x
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{(wn, 20)} em Wy P(RY, |z]~%) x Wy (RN, |2|7%), onde K = infp(,) I < 0. Pelo lema
5.1, podemos considerar que {(w,, z,)} é uma seqiiéncia limitada, independente de x > 0 e
h e Eycom 0 <A<\, ewy,z, >0 para q.t.p. em €. Logo, existe M > 0 independente
de p > 0 tal que |[(wy, 2,)|| < M para todo n € N. Dai, os mesmos argumentos da
afirmagao acima, mostra que (w, z) é uma solugao fraca do sistema (5.1) com w,z > 0

para q.t.p. em Q, w,z Z 0 e I(w,z) = K <0, desde que 0 < pt < pp.

Evidentemente (u,v) # (w, z), pois I(w,z) < 0 < I(u,v).



Capitulo

6

Apéndice

6.1 Desigualdades

Nesta secao listaremos as principais desigualdades utilizadas neste trabalho. Sejam A, B

reais nao negativos e k, k' > 1 expoentes conjugados. Entao
1. Young: AB < A*/k + B* k'
2. Young com ¢: dado & > 0 existe C¢ > 0 tal que AB < £A* + CeB".

3. (A+ B)F < 28-1(AF 4 BF),

W

. Dado ¢ > 0 existe C¢j, > 0 tal que (A + B)* < (14 &)A* + C¢ 1. B*.

5.(A+ B < A"+ k(A+ B)*'B.

(=}

. Holder: Se f € L¥(Q) e g € L*(Q), onde 2 é um aberto de RY, entao

/Q\ng\dm < [ fler@llgll v -

6.2 Resultados basicos

Definigao 6.1 Seja X um espago de Banach. Dizemos que E € CY(X,R) satisfaz a
condi¢io de Palais Smale se toda seqiéncia {x,} C X, com {E(x,)} limitada em X e

E'(z,) — 0 em X* quando n — oo, é pré-compacta.

O primeiro resultado que enunciaremos nesta secao é o teorema do passo da montanha,

o qual foi provado inicialmente por Ambrosetti e Rabinowitz [6].

102
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Teorema 6.1 [Teorema do passo da montanha] Sejam X wum espago de Banach e
E € CYX,R) satisfazendo a condicdo de Palais Smale. Suponhamos que as sequintes
condigcoes geométricas sejam satifeitas:
1. E(0) =0,
2.30,p>0:E(w)>0>0, Ywe X tal que ||w|| = p,
3. Jep€ X :leo]| > p e E(eg) <O.
Defina
D= {7 € C(0,1], X) :7(0) = 0,7(1) = eo}.

Entao

0<o<c=inf E(v(t
o < ¢ = inf max (v(?))

¢ um valor critico do operador E.

O proéximo resultado é uma variacao do teorema do passo da montanha no qual nds

nao assusmiremos a condigao de Palais Smale (veja, por exemplo, [11, teorema 2.2]).

Teorema 6.2 [Teorema do passo da montanha sem a condigdo de Palais Smale] Sejam X
um espago de Banach e E € C'(X,R). Suponhamos que as sequintes condi¢oes geométri-
cas sejam satifeitas:

1. E(0) =0,

2. 30,p>0:E(w)>0>0, Ywe X com ||w|| =p,

3. deg € X :|leol| > p e E(ep) <O.

Entao existe uma seqiiéncia {w,} C X tal que

E(w,) — ¢ e E'(w,) — 0 em X*, quando n — oo,

onde

0 <c=inf E(y(t
¢ = Inf max (v(1))

I'={y € C([0,1], X) : 7(0) = 0,7(1) = eo}.

Agora, vamos enunciar o principio variacional de Ekeland, cuja demonstracao pode

ser encontrada em Ekeland [33].
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Teorema 6.3 [Principio variacional de Ekeland] Suponha M um espa¢o métrico completo
com métrica d e I : M — RU{+o00} um operador semi-continuo inferiormente, I # +o0o

e inferiormente limitado. Entao, para todo €,0 > 0 e todo u € M com
I(u) <inf 1 +e,
M
existe um elemento v € M o qual € um minimo estrito do funcional

I(w) = [(w) + %d(v,w).

Além disso, temos

I(v) < I(u) e d(u,v) <46

A prova do seguinte corolario pode ser encontrada em [33, corolario 2.3].

Corolario 6.1 Se V € um espago de Banach e E € CY(V,R) € inferiormente limitado,

entdo erxiste uma seqiéncia {x,} C V tal que

E(x,) — ir‘}fE e E'(z,) — 0 em V*, quando n — oo.

Xuan [70, 71|, provou um resultado de imersdao compacta que generaliza o cldssico

teorema de compacidade de Rellich-Kondrachov (ver [12]).

Teorema 6.4 [Teorema da imersdo compacta] Suponhamos Q@ C RY um dominio suave
e limitado com 0 € Q, 1 < p < N e -0 < a < (N — p)/p. Entao a imersao
Wy P(Q, |z|~%) < L"(Q,|z|7%) é compacta, desde que 1 < r < Np/(N —p) ed <
(I+a)r+ N[1—(r/p)].

Os préximos resultados podem ser encontrados em [50], [63], [47] e [13], respectiva-

mente.

Lema 6.1 Suponha f, uma seqiéncia de fung¢oes Lebesgue mensurdveis com f,(xr) —

f(z), quando n — oo, para q.t.p. x € Q. Entao f é Lebesque mensurdvel.
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Lema 6.2 Sejam x,y € RN e (-,-), o produto interno usual de RY. Entao

K|._'I}—y|p 86p227
P=2,. _ |y|P—2 —
<|l’| T |y| Yy, x y>€ Z K|[E—y|2

onde K = K(p) é uma constante positiva.

Lema 6.3 Sejam Q um aberto de RN e {f,} C L"(Q), com 1 < r < oo, uma seqiiéncia
limitada tal que f,(x) — f(x) quando n — oo para q.t.p. © € Q. Entio f € L"(Q2) e
fo— f em L"(Q) quando n — oc.

Teorema 6.5 Suponha 2 um dominio suave de RN com 0 € Q, 1 < p < N, p > 1
o expoente conjugado de p, —o0 < a < (N —p)/p e ¥V : Q x R — R uma fun¢ao
de Carathéodory com V(xz,0) = 0 em Q, ¥(z,-) é nao decrescente e 0 < W(z,s) <

C(1 + |s|P™) para algum C > 0. Entdo, para cada f € LP (Q,|z|~(@FP+e) o problema

—div(|z|~®|VuP~2Vu) 4 |z|~@FPrew (g u) = |x|T@Frtef em Q)

u = 0 sobre 012,

admite uma nica solugdo fraca u € Wy P(Q, |x|~%). Além disso, o operador associado
Ty LV (S, |27 FDP) — Wo (S, J2]~7), f — u,

esta bem definido o qual é continuo e nao decrescente.

Teorema 6.6 [Principio da comparagio] Sejam Q um dominio suave e limitado de RN
com0 € Q1 <p< N, —c0o<a< (N=p/pc>0e¢: QxR —-R
uma fungao de Carathéodory tal que ¢(x,0) = 0 em Q, ¢(x,-) é nao decrescente e
0 < ¢(z,t) < C(1+|t|P~Y) para todo (x,t) € Q x R e alguma constante C' > 0. Assuma
que uy, uy € WyP(, |z|79%) N L®(Q) sdo tais que

/ [z |Vus P2V ua Vip + ||~ FIPreg (2 up )] da
Q

S/ Ux|_“p]Vu1|p_2Vu1Vz/J+ \x|_(“+1)p+c¢(a:,u1)1/1} dz
Q

e uy < uy sobre 0€,
\
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para toda v € Wy P(Q,|z|~%), ¢ > 0 para q.t.p. em Q. Entio uy < uy para q.t.p. em €.

Teorema 6.7 Sejam Q) um dominio suave e limitado de RY com 0 € Q2,1 < p < N,
—o<a< (N—=p)/p,c>0¢eg: QxR — R uma fungao de Carathéodory tal que
lg(z, )] < C(1+|t|7) para todo (x,t) € Q@ xR, onde C >0 e

p—1<q<min{ %~ Lp- 1+ ey}

Suponha u € Wy P(Q, |x|~%) wma solugdo fraca do problema

—div(|z|~?|VulP"2Vu) = |z|" @I eg(z u) em Q.

Entdo u € C%*(Q) para alguma constante o € (0,1].

Seja 2 um dominio limitado de RY. Consideremos o problema,
divA(z,u,Vu) + B(x,uVu) =0 em €, (6.1)

onde A: QxR xRN =R e B: QxR xRY — R satisfazem as seguintes condicoes:

N

O (2,2, p)6et; 2 ek + [p))P keI, (6.2)
ij=1

E] (2, 2,0)| < Clk+[p)" (6.3)
2,7=1

|B(x, 2,p)| < Clk + [pl)". (6.4)

onde k ¢ uma constante nao negativa e C, ¢ sao positivas.
Tolksdorf em [68], provou um resultado sobre regularidade das solugbes fracas do

problema (6.1).

Teorema 6.8 Além de (6.2) — (6.4), assuma que

A(z,2,0) =0,

2:( 2|+ %2, 2, )] ) < COU+ )2
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Suponha que u € W, P(Q,|z|~%) N L>(Q) € uma solugdo fraca do problema (6.1). Entdo
u € CY*(Q) para algum o € (0,1].

O préximo resultado, o qual foi provado por Lieberman [51, teorema 1], também trata

da regularidade das solugoes fracas do problema (6.1).

Teorema 6.9 Além de (6.2) — (6.4), assuma que

Az, 2,p) — Aly, w,p)| < AL+ [p)P~Hlz =yl + |z — w]*],

para todo (x,z,p) € 00 x [-M, M] x RN, (y,w) € Q x [-M, M] e todo ¢ € RN, onde
M >0eac(0,1]. Se f € CH*(0Q) com |fli1a < L eu é uma solugdo fraca do problema
(6.1) com v = f em O e |u|(x) < M para q.t.p. em Q. Entdo existe uma constante

positiva 8 = B(a, A/\,m,n) tal que u € CYP(Q); além disso

|| 145 1= sup |u(z)| + sup |Vu(z)| + sup [Vu(z) — Vu(y)|
RS9 €N

S g = Gl Am Mon, L, Q).
TFY

6.3 Operadores diferenciaveis

As definigoes e resultados que trataremos nesta secao podem ser encontrados no livro
do Deimling [31]. A idéia de diferenciabilidade sobre um espacgo vetorial arbitrario,
segue a mesma idéia de diferenciabilidade que conhecemos sobre RY. Grosseiramente,
sao aproximagcoes locais de um operador por operadores lineares com uma certa precisao.

Nesta se¢ao, denotaremos por X um espacgo de Banach e por X* seu espaco dual.

Definicao 6.2 Suponha U C X um aberto e ¢ : U — R um operador. Dizemos que ¢ é

diferencidlvel a Fréchet em xo € U com derivada de Fréchet ¢'(xy) € X* se

¢(xo + h) = ¢(x0) + (¢'(x0), k) + o(||1]]),

onde o(||h|])/||h]| — O quando h — 0. Além disso, dizemos que ¢ € C*(U,R) se ¢ a

derivada de Fréchet existe e € continua em U.

Definicao 6.3 Suponha U C X um aberto e ¢ : U — R um operador. Dizemos que ¢ ¢
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diferencidvel a Gateaur em xo € U com derivada de Gateaur grad ¢(zo) € X* se

lim %[(b(:co +th) — ()] = (grad (xo), k), VI € X.

t—0t

Proposicao 6.1 Se o operador ¢ : U — R tem derivada de Gateauxr continua em U,

entao ¢ € C1(U,R).

Teorema 6.10 Considere Q um dominio suave e limitado de RN com 0 € Q, 1 < p,q <
N, —c0c <a < (N—=p)/p, =00 <b< (N—=¢q)/g,a < ¢y <a+1l,b<c <b+1,
di =1+a—c,dy=1+b—cy, p* = Np/(N —dip), ¢ = Nq/(N — dsq), 0,6 > 1,
po € [1,p], @0 € [1,q*] com 0/py + 6/q0 = 1, k, k' > 1 expoentes conjugados com
kpo € [1,p*], kqo € [1,q7], B € tal que

6 < min{(a + 1)kpo + N[1 — (kpo/p)], (b + 1)kqo + N[1 — (kgo/q)]}

e seja h € L*(Q,|z|7%) com h > 0 para q.t.p. em . Entdo os operadores Hy, Hy :
WyP(Q, |z|~%) — R definidos por

Hy(w) :/Q]x\_“p|Vw|pdx e Hy(wy) :/Q]a:\_ﬁhwﬁvidx

sio de classe C', ou seja, Hy,Hy € C'(WyP(Q,|z|=%),R), onde v pertencente a

Wy (Q, |z| ™) estd fizada. Além disso, suas derivadas de Fréchet em w sio dadas por

(H, (w), 1) = p / 2P| VP2 VeV da
Q

Hy(wy),u) =0 [ |2|Phwi vl uda.

< 2 + 0 + T

Observacao 6.1 O resultado acima também é verdadeiro para dominios ilimitados (€ C

RY), desde que kpo = p*, kqo = ¢* e B = c1p* = caq™.

Demonstracao do teorema 6.10. Definimos as funcoes F; : @ x RY — R e

F: QxR — R por

ly| t
Fi(z,y) :p/ s lds e Fy(x,t) = 9/ s 19 (z) ds.
0 0
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Portanto, temos para 0 <t < 1 que

/|x’_apr+tV1i|P_|Vdex _ /|x|_apFl(x,Vw—i-tVtu)—Fl(x,Vw)dl_
Q Q

w u 9’[)6 —’LUei}'5 T, w u)— x,w
/|x|—ﬁh( +tu) t+ + oy = /|x|_ﬁh Fy(z, +tt) Fy(z, )dx
Q Q
Dado z € 2, o teorema do valor médio implica que existe A € (0, 1) tal que

|y (I7Vw(z)+tV7(r))—F1 (z,Vw(@)| p|Vw(z)+/\tVz|L(|z)|P*1 [tV u(z)]
t = t

< p(IVw(z)] + [Vu(@)])"™ [Vu(z)]
< 27 ([Vu(@)l? + [Vu(x)P)

€ L1, |z|~),

h | Fy (z,w(z)+tu(x))—Fo(z,w(z))| < B ¢9|(w(x)+tu(x))9_lvi(m)\\tu(r)|
[¢] - [¢]

IA

Oh |(w(z) + tu(z))"~ 0f ()] |u(x)|

IN

210N (Jw]®(z) + |u(2)|?)v’ ()]
e LY(Q, 2] 7).

Dai, obtemos do teorema da convergéncia dominada de Lebesgue que

hm/|1_‘—ap|Vw(x)+tVu(f)|p—|Vw(x)|p dr = / |x|fap lim Fi(z,Vw(z)+tVu(z))—F1(z,Vw(z)) dx
Q

t—0T Q t—0T !

= p/Q|x|_ap|Vw(x)]p_QVw(:C)Vu(:U) dx

t—0t t

0,06 _,,0,08
lim/|x|ﬂhwdx = 9/|x|ﬁhwelviu dx.
Q Q

Por 1ltimo, a desigualdade de Holder implica

[(H (w), w)] < pllw] [P~ [ul|”

[(Hy (we), w)| < CUUIA o 0 pag-o |01 0] °) ]
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ou seja, H,(w) e Hy(w, ) sdo operadores lineares limitados. Portanto, segue da proposicio

6.1 que Hy, Hy € CH(WyP(Q, |z|~%), R).

6.4 Propriedades dos espacos L'(€, |z|*) e WP (Q, |z| )

Nesta seciio, estudaremos algumas propriedades dos espacos L'(Q, |z|*) e WP (€, |z]|~).

6.4.1 O espaco L'(9Q, |z|¥)
Teorema 6.11 Considerando Q um dominio suave de RN com 0 € Q, a € R el > 1,

entdo o espaco L'(), |z|*) é completo.

Demonstragao. Consideremos {f,} C LY, |z|%) uma seqiiéncia de Cauchy. Entao a
seqiiéncia {|z|*/'f,} é uma seqiiéncia de Cauchy em L!(Q2). Logo, existe g € LY(Q) tal
que |z|*'f, — g em L'(Q) quando n — oo. Entdo, passando a uma subseqiiéncia, se
necessario, podemos supor que |z|*/'f,(x) — g(x) quando n — oo para q.t.p. = € Q.
Portanto, definindo f = |z|~*/'g, temos que f,(z) — f(z) quando n — oo para q.t.p.

x € Q. Assim, pelo lema 6.1, temos que f é Lebesgue mensuravel e mais
[lallstde = [ lof'dz < o
Q Q
ou seja, f € LY, |x|*). Além disso, obtemos
1 fo = Fllzvae = 2% fo = gl|) — 0 quando n — oo,
ou seja, L', |z|*) é completo.

Teorema 6.12 Considerando Q) um dominio suave de RN com 0 € Q, a € R el > 1,

entdo o espago L'(S), |x|®) € reflexivo.

Demonstragao. Como essa demonstragao € similar a provar da reflexibilidade dos usuais

espacos L!(2), nés faremos apenas um esboco da prova.
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Caso 1. Consideremos 2 <1 < oo e f,g € L', |2]*). Entdo |z|*/'f, |z|*/'g € LY(Q) e pela

desigualdade de Clarkson, obtemos

a/l O‘/l
15211 = [[EESEE|, o) + S22

f=g
ey T I e =

IN

LMl Iy + N2l gL
= L1 Nargagorey + N1 gy

logo, L'(]z|*) é uniformemente convexo. Portanto, L!(€2, |z|%) é reflexivo.

Caso 2. Suponhamos 1 < [ < 2. Consideremos " > 2 tal que 1/l + 1/I' =1 e a isometria
T L, |2]) — (LM, ]2])"
u — Tu

onde T : LV (Q, |z|*) — R é definida por

(Tu, f) = / 2] ufde.

Entao, como o teorema 6.11 implica que o espaco L!(, |z|*) é completo e sendo T' uma
isometria, temos que T'(L'(£2, |2|*)) é um subespaco fechado de (L' (€2, |z|*))*. Além disso,
LY(Q, |z]®) é reflexivo, j4 que 2 < I’ < oco. Logo, (L'(,]2]%))* também é reflexivo.
Conseqiientemente, conseguimos que T(L'(€2,|z|®)) é reflexivo e, portanto, L!(Q, |x|*) é

reflexivo.

Corolario 6.2 Considerando Q um dominio suave de RN com 0 € Q, a € R el > 1,

entdo o espago (LN(Q, |z|*)N € reflezivo.
6.4.2 O espaco W, (9, |z|~)
Evidentemente, segue da definicdo que o espaco Wy (€, |z|~*) é completo.

Teorema 6.13 Considerando Q um dominio suave de RN com 0 € Q,1 < p < N e

—00 < a < (N —p)/p, entio o espago WP (Q,|2|~%) € reflexivo.
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Demonstragao. A prova deste resultado também segue as mesmas idéias usadas para

os espacos de Sobolev. Consideremos a isometria
T WoP(QJa|) —  [(LP(Q, |z ~)™])*
u — Tu

onde

(T, (1, ..\ f)) = /Q 2|~ P u(fr,- .., fv)da.

Portanto, desde que Wy (€, |z|~%) é completo, temos que T(WyP (€, |z|~*)) é um
subespaco fechado em [(L¥'(Q, |z|~?))N]*. Porém, [(L¥ (Q, |z|~%))N]* é reflexivo, logo,
T(WyP(Q, |z|7%)) é reflexivo. Conseqilentemente, sendo 7' uma isometria, conclufmos
que Wy P(Q, || %) é reflexivo.

A prova do proximo lema é uma simples adaptagao de um argumento usado por Xuan

em [70, teorema 1.1].

Lema 6.4 Suponha 2 um dominio suave de RN com0 € Q, 1 <p< N e —00 < a <
(N = p)/p, {un} € WoP(Q,]z]7%) e u € WyP(Q, |z]~%) com u, — u fracamente em
WyP(Q, |z|~%) quando n — co. Entdo, a menos de uma subsegiéncia, u,(xr) — u(z)

quando n — oo para q.t.p. x € (.

Demonstragao. Consideremos 2\ {0} = Ug>18, onde Q, = QN (B(0,k) \ B(0,1/k))
é aberto e limitado. Se G € (W'P())", entdo o funcional G : W, P(Q, |[z|~%) — R
definido por G(w) = G(w, ) ¢ linear e continuo, ou seja, G e (WyP(Q,]z|~%))*. Da,
obtemos

G(uny,, ) = Gy, ) quando n — oo,

logo, Unjg, — Ulg, fracamente em W'?();) quando n — oo. Portanto, o teorema da
imersao compacta de Rellich-Kondrachov implica que wu,(z) — u(z) quando n — oo para
q.t.p. = € Q. Entdo, por um argumento de diagonalizac¢ao, concluimos que u, (z) — u(x)

quando n — oo para q.t.p. x € €.

Teorema 6.14 Suponha Q um dominio suave de RN com 0 € Q, 1 < p < N,
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—00 < a < (N—=p)/p,uecWyP(Q,|z|~%) e F: R — R satisfazendo uma das sequintes
condicoes:

1. F e C'(R) e F' € L™(R),

2. F e COR)NW,oH(R) e F' € L®(R).

Entio F(u) € WyP(Q,|z|~%). Além disso, se D = {s € R : F'(s) ndo € continua} é

finito, entao, para cada i =1,...,N, vale

OF ou F’(u)g—; para q.t.p. em {x € Q:u(x) € D},

(6.5)
O 0 para q.t.p. em {x € Q:u(x) € D}.

Demonstragao. Caso 1. Por definicio de W, (€, |z|~%) existe {u,} C C3°(Q) tal que
u, — u fortemente em W, ?(Q,|z|*?) quando n — oo. Passando a uma subseqiiéncia,

que denotaremos por {uy,}, temos que u,(z) — u(z) e Vu,(z) — Vu(x), quando n — oo,

para q.t.p. = € 2. Entao, segue que
(F ouy,)(z) — (Fou)(z) quando n — oo para q.t.p. = € Q. (6.6)

Por outro lado, temos

Oun

- (F © Un Ox;

‘ ox;

/
‘F (uy).

donde segue que {F o u,} é limitada em W,"(Q,|z|~%). Conseqiientemente, existe
v e WyP(Q,|z|~%) com F ou, — v fracamente em W,"(€, |z|~*) quando n — ooc.
Logo, pelo lema 6.4, temos que (F o u,)(xz) — v(z) quando n — oo para q.t.p. = € .
Entao, por (6.6), obtemos v = F ou € Wy (Q, |z|~%).

Agora, para cada ¢ € C3°(2), conseguimos

!96\ P (un) Gar — F'(u) gt du

< / ] [ )| 222 — 2] + / 2] [ F () — F/ ()] 22| ol

< !|F’||L°°(Q)||90||Lp'(g,|zap>||un—U||+/Q|fL“|“p|F’(Un) F'(u)|| gl ol da.

Evidentemente, a primeira parcela da soma acima converge a zero. Por outro lado, como

ol <

F'(u,)(z) — F'(u)(x) quando n — oo para q.t.p. =z € Qe |F'(u,) — F'(u )Ha%
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M| 2% ||| € L*(€, |z|~%P), entdo pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue a
1
segunda parcela da soma acima converge a zero. Portanto, concluimos

/|x|“pF/(u)%g0dx = lim [ |z|"?F (u,) %= pdx
Q 3

n— o0 Q 8%

= lim |:1c|*“p8%i(F o Uy, )pdx

= x|~ 2 (F o u)pdz,
ox; ¥
Q

o que prova (6.5).
Caso 2. Consideremos {p,} C C{°(R) uma seqiiéncia regularizante e defina F,, = F*p,, €

CY(R). Em particular, temos F/ = F x p/,. Observamos que

Fi(s) = Fx ply(s) = / F(t)pl (s — t)dt

e, por outro lado, temos
F' % pols) = /RF’(t)pn(s —t)dt
= [P
= [ P et
= — [ FOpu(s =)t
= [P

logo Iy, = F" s pp e |[Fy[| o) < [[E"][ ool onllr@) = ]| 0)-
Como F,, — F' uniformemente em cada compacto de R quando n — oo, temos que

F,(s) — F(s) quando n — oo para q.t.p. s € R. Dai, obtemos F,(u)(z) — F(u)(x)

OF,ou __

quando n — oo para q.t.p. = € 2. Pela primeira parte e =

F' 2% Também, vemos
n oz, )
que

|5 (Faou)| = | (w) 2

< 1P|l @5 | € LA, 2] ~),

ou seja, {F, ou} é uma seqiiéncia limitada em W, (€, |z|~%). Portanto, existe w €

Wy (Q, |z|~*) com F o u, — w fracamente em Wy (€, |z|~*) quando n — oo. Dali,
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analogamente & primeira parte, obtemos que w = F o u € Wy (€, |z|~%).

Definimos ¢; : 0 = R, parai=1,..., N, por

F’(u)g—; para q.t.p. em A :={x € Q:u(x) & D},

gi(x) =
0 para q.t.p. em B := {z € Q:u(x) € D}.

Entéao, para cada ¢ € C3°(2), temos

[lalriEuw 3 - glodo
Q

(6.7)
< / 2|7 | Bl () 2 — F'(u) 22 ||| do + / 2]~ | P (u) 22 5] da
A B

Devido ao teorema da convergéencia dominada de Lebesgue
/|37’_ap|Fﬁ(U) — F'(u)|| 2~ p|dz — 0 quando n — oo.
A K3

Por outro lado, como D é finito, podemos assumir F’|p = 0, entdo, como F)(u(x)) =
F'spp(u(z)) — F'(u(x)) = 0 quando n — oo, segue do teorema da convergéncia dominada
de Lebesgue que a segunda integral da soma em (6.7) vale zero. Conseqlientemente,
concluimos

/Q|x|_api(Fou)g0dx = lim |x|_apa%i(Fnou)g0dx

dx; n—00

= lim [ |z F)(u)2pdx

n—oo Q

_ / 2| g de,
Q

o que prova (6.5).

Corolario 6.3 Suponha Q um dominio suave de RN com0€Q, 1 <p< N, —oo < a <
(N —p)/p eu € WyP(, |z|~%). Entio as fun¢ées u, = max{u,0} e u_ = max{—u,0}

pertencem a Wy(Q), |x|~%) e parai =1, ..., N vale

Ou g—i para q.t.p. em {x € Q:u(zx) > 0},

Oz; 0  para g.t.p. em {z € Q:u(z) <0}
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Ou_ 0 para q.t.p. em {x € Q:u(x) > 0},

ox; _Ou
8$i

para ¢.t.p. em {z € Q:u(zr) <0}.

Corolario 6.4 Suponha Q um dominio suave de RY com 0 € Q, 1 < p < N,
—00 < a < (N —=p)/peue WyP(Q|z|~%). Considere a familia a wm pardmetro de

fungoes 1. : R — R dadas por

s se |s| <e,
Te(s) =

e se|s| > e.
Is|

Entio 1.(u) € WyP(Q, |z|~%) e parai=1,..., N vale

Orcou g—; para q.t.p. em {x € Q: |Ju(z)| < €},
O 0 para q.t.p. em {x € Q: |u(x)| > €}.

6.4.3 Convergéncia pontual do gradiente

Teorema 6.15 Considere Q0 um dominio suave de RY com 0 € Q, 1 < p,q < N,
—00 < a < (N—=p)/p, —0c0o < b < (N—=¢q)/g,a <cg <a+1l b< e <b+1,
di =14+a—c,dy=14b—cy, p* = Np/(N —dip), ¢ = Nq/(N — daq), {(un,v,)}
em Wy P(Q, |z|~%) x Wy (2, |«|7%) uma seqiiéncia—(PS). e {(u,v)} € WyP(Q, |z|~%) x
Wy (Q, |z| %) tais que u, — u fracamente em Wy (Q, |z|~%) e v, — v fracamente em
Wy (Q, |z| ™), quando n — oo. Entio, a menos de uma subsegiiéncia, Vu,(z) — Vu(z)

e Vu,(z) — Vu(x), quando n — oo, para q.t.p. x € Q.

Demonstragao. Seja {w;} uma seqiiéncia de subconjuntos relativamente compactos de
2 tais que w; C Q e 2 = U;>1w;. Por argumento de diagonalizacao, basta provarmos que
Vu,(x) — Vu(z) e Vu,(x) — Vu(z), quando n — oo, para q.t.p. em w;.

Consideremos a seqiiéncia
en() = (2|7 |Vun P72 Vu, — ||~ Vul~*Vu, V(u, — u)), (z),

que é nao negativa (ver lema 6.2). Além disso, obtemos da desigualdade de Holder,

que {e,} é uniformentente limitada em L'(Q2). Seja ¢ € C5°(Q) com supp(¢p) C wji1,
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0<p<leo ’wj = 1. Entao, fazendo p = —cy, conseguimos
1 1 1
/gb (en)? dr = ¢ (en)?r dx + ¢ (en)? dz. (6.8)
Q {lz[P|ul>k} {l=[P|ul<k}

Agora, vamos estimar a primeira integral da soma acima. Aplicando a desigualdade

de Holder, obtemos

1 p=1
b ()t dr < (/ endx> (/ o7 dx)
{lz]?|u|>k} {lz]P|u|>k} {lz]P|u|>k}
p—1

(/endw) ’ (/ ¢P%1 dx) (6.9)
Q {|x|/’|u|>k}ﬂwj+1

p—1

P
< M / 1 dx .
{lz|P|u|>k}Nwj1

U

IN

Porém, temos que

/ 1 dr < /(|w|p|u|)/l€dx
{lzlPlul>k}Nw; 41 {lelPlul>k}Nw) 41

(/'”TC;# d;r)p / 1 dx
Q Wj41

%]
k

IN

IN

Y

logo,
1 MC.
{l \?I ?iﬁp L= (0:10)

Agora, vamos estimar a segunda integral da soma em (6.8). Consideremos

6 (e)v da = 6 (en)r  do+ 6 (cn)r  dr. (6.11)

{lz|Pul<k} {lzl?lu|<k}N{lun—ul<e} {lzlPlul<k}N{|un—ul =€}

Dai, temos

p—1

L » b =
¢ (e,)? dr < / €n dx / ¢r1  dx
{lelPlul<k}N{|un—u|>e} {lz|Plul<k}O{|un—u|>e} {lzlPlul<k}O{|un—u|>e}
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p—1
P
M (/ gbpj%l d:v)
{lelPlul<k}0{|un—ulZe}Nwjt1

M |{|2]?u] <k} O {fun —u| > ¢} Nwjp] T

IN

IN

< M {Jun —ul > €} Nwia7 .

Porém, como |w;i1| < 00 e u,(x) — u(x) quando n — oo para quase todo ponto
x € Q, segue que {u, |wj .. } converge em medida para u, entdo existe ng € N tal que
H{|un —ul > €/2} Nwjt1| < €/2 para todo n > ng. Logo, como {|u,, —u| > €} esta contido
em wjr C {|u, —ul > €/2} Nwjyq, temos |{|u, —u| > €} Nw;i1| < € para todo n > ny.

Portanto, obtemos

limsup [ ¢ (e))?  do < Mc®=D/p, (6.12)

n—o00 J{Jale|ul<k}N{|un—ul>c}

Definindo S§ ,, = wj1 N {|z[|u] <k} N {|u, — u| < €}, nds conseguimos

1/p (»—1)/p
/ ¢ (ep)rdr < / ¢ endx / odx
S;n S;n S
1/p
= Cj( ¢endx>
Slf;,n

€
k,n

(6.13)
= C (/ 2|~ |V u, |P2Vu,V (u, — u)pdx
Skon
1/p
— [ |z|7*®|VulP~2VuV (u, — u)gbdm) :
Skn
Observando que o funcional linear H : Wy P(€, |#|~%) — R definido por
H(w) = / |z|~*?|VulP~2VuVw ¢ dx
Sk
é continuo e u, — u fracamente em W, ?(Q, |z|~%") quando n — oo, segue que
/ 2|~ | VuP~2VuV (u, — u) ¢ dx — 0 quando n — oo. (6.14)
Skon
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Também, temos

2| 7P|V, P2V u,V (u, — u)pde = / |27V, [PV, V7 (u, — u)dda
s

€ €
Sk,n k,n

< /|x|“p|Vun|p2VunVTE(un — u)pdx
Q

= /|:E|_ap|Vun|p_2VunV[¢Te(un —u)|dx
Q

—/ 2|~ Vu,|P2Vu, (Vo) (u, — u)dz,
Q

(6.15)
mas,
‘/ﬂ|$|ap|Vun|p2Vun(ng)T€(un _w)da| < (A|x|ap|vUn|p1|V¢|dm> )

< fJualPlol (6.16)

< Cje

‘ /Q |2~ |V, [P 2V u, V[ o7 (u, — u)]da
= (0. (0 = 0,00+ 0 P o — )
v [ el ug o om(un — o

) (6.17)

< I (Uns vp), (DT (1w, — 1), 0))| + (0/9\:c|_5huf;1vg+¢dx

—l—a/ﬁ|x|qp*ug+lvg+gbdx> €

<O(1),+ Me¢

entao, tomando o limite superior na equagao (6.15) e usando (6.16) e (6.17), conseguimos

lim sup /
n—oo S

2| Vun [P Vu, V (u, — u)pdr < O(e), (6.18)

€
k,n
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Conseqiientemente, passando o limite superior na equagao (6.13) e usando (6.14) e (6.18),

concluimos que

lim sup 0 (en)% dzr < O(e). (6.19)

’

Passando o limite superior na equacao (6.11) e usando (6.12) e (6.19), obtemos

lim sup o) (en)% dz < O(e), (6.20)

n—00  J{|z[r|u|<k}

entdo, usando (6.10) e (6.20) em (6.8), segue que

lim sup/gb (en)% dr <O (W,—ll)/p) + O(e),
Q

n—oo

portanto, fazendo ¢ — 0 e entao, k — oo, concluimos

lim [ ¢ (en)% dxr =0,

n—oo QO

logo, temos que e, (z) — 0 quando n — oo para q.t.p. = € wj. Dai, obtemos do lema 6.2
que Vu,(x) — Vu(x) quando n — oo para q.t.p. = € w;.

Analogamente, provamos que Vv, (z) — Vo(z) para q.t.p. € w; quando n — oo.
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