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“...Que diremos depois disso? Se Deus € por nos, quem serd contra nos?... Quem nos
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apartar do amor que Deus nos testemunha em Cristo Jesus, nosso Senhor”.

(Epistola de Paulo aos Romanos)



“Os antigos que desejassem dar um exemplo da mais elevada virtude
em todo império, em primeiro lugar punham em boa ordem os préprios
estados. Desejando ordenar bem os préprios estados, primeiro ajustavam
suas familias. Desejando ajustar suas familias, primeiro cultivavam a si
préprios. Desejando cultivar a si préprios, em primeiro lugar purificavam
seus corages. Desejando purificar seus cora¢bes, primeiro procuravam
ser sinceros nos seus pensamentos. Desejando ser sinceros nos seus
pensamentos, primeiro estendiam ao maximo seu conhecimento. Essa

estensao do conhecimento reside na investigacao das coisas.

As coisas sendo investigadas, o conhecimento se torna completo.
O conhecimento sendo completo, os pensamentos s3o sinceros. Os
pensamentos sendo sinceros, os coracdes, entdo, se purificam. Os coracoes
sendo purificados, os seus proprios eus sao cultivados. Os préprios eus sendo
cultivados, as familias se ajustam. As familias estando ajustadas, os estados
sdo governados corretamente. Os estados sendo corretamente governados,

todo o império fica tranquilo e feliz".

(Conficio, O Grande Ensinamento)

OH! BENDITO QUE SEMEIA

LIVROS, LIVROS A MAO CHEIA...

E MANDA O POVO PENSAR!
O LIVRO CAINDO NALMA
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E CHUVA — QUE FAZ O MAR

(Castro Alves)



“Trabalhai como se tudo dependesse de vi@s e rezai como se tudo
dependesse de Deus.”

(Sto. Indcio de Loyola)



Resumo

E estudado neste trabalho um problema parabdlico, oriundo de um modelo em
genética populacional, com condi¢ao de fronteira de Neumann nao-linear apresentando
um peso com sinal indefinido e um parametro positivo. Considerando-se um espaco
de fase adequado as questoes de natureza fisica ligadas ao modelo, prova-se que o
problema parabdlico determina um sistema dinamico nao-linear, o qual ¢ também um
sistema gradiente. Desta forma, as solugoes de equilibrio desempenham um papel
fundamental no que se concerne a dinamica. O problema estacionario é entao estudado
sob diversos aspectos: é provada a existéncia de solucao de equilibrio fraca por meio
do método variacional; a regularidade de solucoes de equilibrio fracas é estabelecida
ao ser mostrado que quaisquer tais solucoes sao, na verdade, classicas; as estruturas
de bifurcacao e estabilidade das solugoes de equilibrio sao completamente determinadas,
além do comportamento do trago da solucao de equilibrio nao-trivial quando o parametro

¢ arbitrariamente grande.



Abstract

This work is concerned with a parabolic problem, occuring in population genetics,
under a nonlinear Neumann boundary condition with a weight of indefinite sign and
a positive parameter. Considering a phase space appropriate to the physical nature
intrinsic to the model, it is proved that the parabolic problem generates a nonlinear
dynamical system, which is a gradient system. Therefore, its equilibrium solutions play
a fundamental role in the long term dynamics. Then the stationary problem is studied
under various aspects: it is proved the existence of a weak equilibrium solution using
the variational method; it is established the regularity of weak equilibrium solutions by
showing that they are classical ones; the bifurcation and stability structures of equilibria
are completely determined. Furthermore the behavior of the trace of the nontrivial

equilibrium solution when the parameter is large is established.
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Introducao

Um modelo em genética populacional descrevendo mudancas de freqiiéncia genética
em uma populagao habitando uma regiao do espaco, considerando efeitos de fluxo genético
e da selecao natural atuando apenas no interior da regiao, foi introduzido por Fleming em
[34] generalizando o modelo proposto por Fisher em [32] e estudado por vérios autores
em diversos trabalhos, como por exemplo em [17, 18, 19, 40, 42, 60| e nas referéncias 14

citadas. Trata-se do problema parabdlico com condi¢ao de Neumann homogénea
O = Au+ da(z)g(u) em QxRT

@:O em 00 xRT,
ov

com a(-) e g satisfazendo determinadas condigoes, estudado particularmente no capitulo
décimo do célebre livro de Henry [40] numa abordagem bastante sintética e generalizando
os resultados de Fleming. Tal abordagem permitiu que fosse tracado um paralelo entre
o problema acima e aquele estudado nesta tese, analogo ao problema anterior porém
apresentando uma condi¢ao nao-linear na fronteira.

Quando se verifica fluxo de genes através da fronteira de uma regiao, um modelo

andlogo ao de [34] contemplando tal situagao é dado por

ou=Au em QxRT

o (1)
— =As(x)f(u) em 900 xR,
ov
com dado inicial considerado em um espaco de fase adequado, sendo 2 C R™ um dominio
limitado com fronteira 0€) suave e v o campo normal exterior a 0f2.
No modelo acima u(z,t) é a freqiiéncia no tempo ¢ e posicio z € Qe A > 0 é um
parametro. O termo nao-linear na condicao de fronteira significa que o fluxo é proporcional

a As(x)f(u), com f:R — R uma fungao de classe C* satisfazendo

e f>0 em (0,1),
(H-1) § o f(0)=0= f(1),
e f/(0) >0, f'(1) <0,
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e com peso de fronteira s : 9Q — R de classe C1Y(09Q), 0 < 0 < 1, tal que

e 5(-) troca de sinal em 0,

(H-2) o / s(z) dH™ ' <0,
o0

sendo H"™! a medida (n — 1)-dimensional de Hausdorff.

Problemas com condicoes de fronteira nao-lineares tém sido alvo de pesquisa na
area de equacgoes diferenciais atraindo continuo interesse. Existem muitos trabalhos
no assunto e abordagens de abrangente generalidade encontram-se, por exemplo, em
3, 5, 6, 7, 10, 11, 21, 24, 62] e em suas referéncias.

Visto que u(z,t) representa uma freqiiéncia genética no modelo acima, um espago de

fase adequado para se considerar (1) é
%i{veHl(Q) 0<v(z) <1 a.e.xEQ}.

Com efeito, do fato de (1) gerar um sistema dindmico em H'(Q), veja [3, 6, 11], decorre
do principio do maximo a invariancia de X e, assim, (1) determina um sistema dinamico
também em X, conforme serd visto no Capitulo 2. Além disso, este sistema dinamico é
um sistema gradiente de forma que a dinamica de (1) quando o tempo tende ao infinito
depende fortemente dos equilibrios, uma vez as solugoes de (1) se aproximam das solugoes
de equilibrio quando o tempo ¢é arbitrariamente grande. Deste modo, para se compreender
o comportamento das solugdes do problema parabdlico (1) a medida que o tempo torna-se
grande, é necessario se conhecer suas solugoes de equilibrio.

As solugdes de equilibrio ou equilibrios de (1) sdo as solugoes do problema eliptico

Au=0 em £

ou (2)
5 As(x)f(u) em 00
pertencentes ao espago de fase X. As tnicas solugoes constantes de (2) tomando valores
entre 0 e 1 sdo u = 0 e u = 1, os zeros de f em [0, 1], chamadas solugdes de equilibrio
triviais de (1).
Diversas caracteristicas interessantes estao presentes no problema (2). Por exemplo,
o parametro na condicao de fronteira, o qual pode influenciar a estrutura do conjunto
solugao quando variar ao ser considerado parametro de bifurcagao, como sera feito no
Capitulo 4; o peso de fronteira tendo sinal indefinido, isto é, tomando valores positivos e
negativos, o que em geral torna-se fator complicador em problemas de valores de fronteira;
além da nao-linearidade, que indica que o fluxo através da fronteira se dd de forma nao-

linear. Alguns trabalhos interessantes apresentando pesos com sinal indefinido, presentes
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em termos atuando no interior ou na fronteira, encontram-se em [15, 20, 45, 41, 61] e em
suas referéncias. No entanto, ndao ha muitos trabalhos na literatura possuindo todas as
caracteristicas supra citadas, embora devem ser destacados [12, 15, 51, 68, 69, 70] e suas
referéncias.

O objetivo inicial desta tese foi estudar questoes qualitativas a respeito das solugoes
de equilibrio de (1), a saber, bifurcacao e estabilidade. Mais precisamente, tendo como
base o problema de Fleming [34], com a abordagem de Henry [40], objetivou-se investigar
como se tornariam as estruturas de bifurcacgao e estabilidade das solugoes de equilibrio de
(1) quando uma reagao semelhante aquela que atuava no interior da regiao no modelo de
Fleming ditasse o fluxo através da fronteira.

Trabalhando rumo ao objetivo acima mencionado, e motivado pela necessidade de
se conhecer os equilibrios em sistemas dinamicos com estrutura gradiente, houve um
questionamento sobre a possibilidade de se provar por meio do método variacional
a existéncia de uma solucdo fraca nao-trivial de equilibrio de (1), ou seja, de uma
solugdo fraca nao-constante do problema eliptico (2) pertencente a X, e de se provar
sua regularidade até a fronteira. Desta investigagao resultaram [51] e os Capitulos 2
e 3. De fato, no Capitulo 2, a solugao fraca foi obtida via método direto do Célculo
Variacional, pois o funcional energia associado a (2) é limitado inferiormente em X, e
provada ser ponto critico do funcional energia através de adaptacao de um argumento
devido a Struwe [64]. A nao-trivialidade foi obtida ao inferir-se que seu nivel de energia
é inferior ao dos equilibrios triviais através de uma solucao adequada de um problema de
tipo Steklov, estudado no Capitulo 1. A regularidade até a fronteira, tratada no Capitulo
3, foi obtida por meio de argumentos de “bootstrap” numa abordagem bastante direta,
tornada funcional com o auxilio de uma estimativa a priori de Amann [5] e de um resultado
de Grisvard [37].

Para estudarmos, no Capitulo 4, bifurcacado dos equilibrios de (1), introduzimos a
aplicacao suave nao-linear .7 : Rt x W3 (Q) — LP(Q) x W,}*I/”(aﬂ), com p > n, dada

por o) i <Au, ? - )\s(-)f(u)) -

14

Assim, as solugbes de equilibrio de (1) sao os zeros de .% em X e vice-versa.

O primeiro resultado a respeito da estrutura do conjunto solucao dos equilibrios de
(1) prova a nado-existéncia de solugdes de equilibrio nao-triviais quando o parametro for
suficientemente pequeno, ou seja, garante que as tnicas solugoes de (2) tomando valores
no intervalo [0, 1] sdo as constantes desde que A > 0 seja pequeno, nao havendo assim
bifurcacao se o parametro tiver tal propriedade.

Quando se vai a procura de pontos de bifurcacao dos ramos triviais

Lo :={(X\,0):A>0} e I={(\1): x>0}
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surge a necessidade de se conhecer os autovalores de problemas de tipo Steklov

Av=0 em

v Aw;(z)v  em 00 1=0,1
8V 3 ) Y

sendo wo(-) = f'(0)s(:) e wi(-) = f'(1)s(+), que sdo os “problemas linearizados” em torno
de T'y e T'y, estudados, dentre outros tépicos de carater preliminar, no Capitulo 1. Os
problemas em (3) sdo importantes pois uma condi¢do necessaria para que A > 0 seja
ponto de bifurcagao com relagdo a Iy ou I'; é que A > 0 seja autovalor principal de (3),

isto é, esteja associado a uma autofungao positiva de (3). Assim, o nimero

/|Vv|2 dx
Ao = inf & v e HY(Q) e / wi(z)v* dH"' >0
/ wi(z)v* dH™ ! o0
1)

é candidato virtual a ponto de bifurcacdo das solugoes de equilibrio de (1) com relagao
aos ramos triviais e, de fato, sob (H-1) e (H-2), é o tinico ponto de bifurca¢ao com relagao
a I'g. Com efeito, quando a média de w;(-) é negativa, decorre do Capitulo 1 que Ay > 0
é o tnico autovalor principal positivo de (3) ao passo que quando a média de w;(-) é
nao-negativa tem-se \g = 0, de modo que (3) nao possui autovalores principais positivos.
Deste modo, segue imediatamente de (H-2) que ndo hé pontos de bifurcacao com relagao
all.

Como A¢ > 0 é autovalor simples de (3) com i = 0, segue do Teorema de Crandall-
Rabinowitz sobre bifurcac¢ao de autovalores simples, [27], a existéncia de uma curva local
suave constituida de solugbes nao-triviais de (2) bifurcando de I'y em (A, 0), as quais
pertencem a X quando préximas de (Ao, 0), sendo entao solugdes de equilibrio nao-triviais
de (1).

Introduzindo uma hipdtese sobre a concavidade de f podemos inferir que a bifurcacao
com relacdo a I'g ocorrendo em (\g,0) ¢é transcritica e que a linearizacdo de # com
respeito ao segundo argumento em torno de uma solugao de equilibrio nao-trivial de (1) é
injetora. Esta ultima informacao, aliada ao fato de a linearizacao acima ser um operador
de Fredholm de indice zero , abre espaco para aplicagao do Teorema da Funcao Implicita,
produzindo varias conseqiiéncias tais como provar que a regiao de unicidade dos equilibrios
triviais mencionada anteriormente é o intervalo (0, o], inferir que ndo ha ocorréncia de
bifurcacao secundaria e estender a curva local obtida acima a uma curva global suave
contendo todas as solugoes de equilibrio nao-triviais de (1). Dai derivamos também um

resultado de unicidade e de bifurcagao global, concluindo que a aplicacao

(Mo, +00) X — uy € [W2H(Q)NX], p>n
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que associa a cada A > Ag a correspondente solu¢ao de equilibrio nao-trivial de (1) é
suave.

A andlise das propriedades de estabilidade das solugoes de equilibrio de (1) é feita no
Capitulo 5 e é baseada nos principios da estabilidade linearizada, [24, 40, 31, 62, 50], e
da transferéncia da estabilidade, [28, 29]. E provado localizando-se o primeiro autovalor
do espectro dos problemas de autovalores associados a linearizagao de (2) em torno de
u=0ewu=1que o equilibrio u = 0 é assintoticamente estavel para 0 < A\ < )\ e instavel
quando A > \g, enquanto o equilibrio u = 1 ¢ instavel para todo A > 0. No caso critico
de estabilidade quando A = \g a estabilidade de u = 0 é provada explorando-se o fato de
u = 0 ser minimo (global) do funcional energia de (2), o qual é funcional de Lyapunov
para o sistema dinamico gerado por (1) — fato este provado no Capitulo 2 — além da
simplicidade algébrica do autovalor Ay de (3) com i = 0 — provada no Capitulo 1. A
estabilidade assintdtica das solugoes no inicio do ramo global bifurcando de (Ao, 0) segue
do principio da transferéncia da estabilidade, e se estende para todo o ramo aliando-se um
resultado de dependéncia continua do primeiro autovalor do espectro de problemas de tipo
Robin com relagao ao coeficiente do termo de ordem zero do operador de fronteira, devido
a Cano-Casanova e Lépez-Goémez [20], com o fato de nao haver bifurcagdo secundaria
para solugoes de equilibrio de (1).

Resulta dos Capitulos 4 e 5 o trabalho [52] e, combinando idéias de [51] e do Capitulo
4, obtem-se [53].

Por fim, estabelecemos no Capitulo 6 um resultado a respeito do trago da solugao
de equilibrio nao-trivial de (1) quando o parametro é arbitrariamente grande. De forma
interessante a questao de se provar existéncia de solucao fraca nao-trivial de (2) em X
mencionada acima, a priori desconexa do problema a que se dirige o Capitulo 6, mostrou-
se essencial: para estabelecermos aquele resultado que afirma que o trago da solucao
de equilibrio nao-trivial de (1) converge na norma LP(Jf2), 1 < p < oo, para a fungao
caracteristica do conjunto onde o peso s(-) é positivo quando A tende ao infinito, foi
fundamental o fato de tal solu¢gdo minimizar globalmente o funcional energia de (2) em
X, o que decorreu do método variacional empregado no Capitulo 2.

Observamos ainda que se o peso s(+) tiver média positiva sobre 02 em (H-2), resultados
perfeitamente analogos aos apresentados nesta tese podem ser obtidos trocando-se u = 0

por u = 1.



Capitulo

1

Preliminares

Este capitulo tem por objetivo elencar resultados que serao necessarios aos capitulos
subsequentes. Especificamente, introduzimos os espagos de Sobolev e algumas de suas
propriedades como a aproximagao por funcoes suaves, o operador traco, as imersoes de
Sobolev e alguns resultados operacionais como a Regra da Cadeia e condicoes sob as quais
formam Algebras de Banach.

Apresentamos também resultados de resolubilidade de problemas elipticos com
condi¢coes de fronteira de Neumann, estimativas a priori bastante tuteis, como a de
Agmon, Douglis e Nirenberg e a de Amann, além do principio do maximo forte, eliptico
e parabdlico, juntamente com o Lema de Hopf.

Abordamos rudimentos da teoria da bifurcacao, incluindo o Teorema da Funcao
Implicita, operadores de Fredholm e alguns resultados importantes de Crandall-
Rabinowitz, como o teorema sobre bifurcagao de um autovalor simples e o principio da
transferéncia da estabilidade.

Por fim, adaptando resultados de [17, 15], estudamos os autovalores principais de um
problema de tipo Steklov com peso de sinal indefinido na fronteira, conforme demandara
a investigagao a respeito de bifurcacdo com rela¢do aos ramos triviais de (2) feita no
Capitulo 4.

1.1 Espagos de Sobolev

Introduziremos brevemente algumas idéias envolvendo os espacos de Sobolev, as quais
revolucionaram o estudo das equacoes diferenciais desde que foram propostas.
Primeiramente, a nogao de derivada fraca foi de extrema importancia a fim de contornar-
se problemas de continuidade e descontinuidade com respeito a diferenciacao. Foi
introduzida por S. L. Sobolev em seus trabalhos sobre equagoes diferenciais parciais do
periodo entre 1936 e 1938.

A abordagem de Sobolev baseou-se na férmula da integragao por partes

/Qaaugb dr = (—1)'a|/9uaa¢ dx
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sendo a = (g, -+, ) um multi-indice de ordem |a| = Y0 o, u € C®(Q) e ¢ €
C>(£2). Percebendo que o lado direito da ultima igualdade faz sentido para u € L{. ()
(o espago das fungoes cujo valor absoluto é integravel sobre qualquer compacto contido

em (), pdde introduzir a nogao de derivada fraca.

Definigao 1.1 Sejam Q C R" um aberto, u,v € L () e o um multi-indice. Entdo, v

¢ a a-derivada fraca de u, de ordem |o, se

/u8“¢ de = (—1)“|/vd) dz, Vo € C°(9).
Q

Q

Esta idéia mostrou-se extremamente frutuosa para tratar-se problemas de valores de

fronteira, pois formou a base para a definicao dos espacos de Sobolev.

Definicao 1.2 Seja 2 C R™ um aberto. Se 1 < p<oo ek €N, o espaco de Sobolev
WrH(Q) € o conjunto das fungées u € LP(Q) tais que 9*u € LP(Q) para cada multi-indice

a com |a| < k.

Observagao 1.1 Quando p = 2 € costumeiro denotar-se WX(Q) por H*(Q), k € N, pois
H*(Q) € um espago de Hilbert. Note também que H°(Q) = L*(Q).

Definicao 1.3 A norma em W}(Q) ¢ dada por

1/p
ullwe ) = ( > H@aul\ip(g)> se 1<p<oo

lo| <k
||u||W§O(Q) = Z ||aau||L°°(Q)-
|| <k

Muitas propriedades dos espagos LP()) se transportam aos espagos W;(Q) como

exemplifica o
Teorema 1.1 Sao vdlidas as sequintes afirmacgoes.

(i) W;(Q) ¢ um espago de Banach para todo k € N e todo 1 < p < oo, com a norma da
Definicao 1.3.

(ii) W;(Q) ¢ separdvel se, e somente se, 1 < p < o0.

Outra propriedade importante de fungoes em espacos de Sobolev é a aproximacao por

funcoes suaves, ou seja, o seguinte resultado de densidade.

Teorema 1.2 Se Q C R" é um dominio limitado com fronteira de classe C*, entdo
C>(Q) ¢ denso em WE(Q), na norma || - lwi ), para k € N el <p < oc.
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Uma questao de grande importancia é associar valores de fronteira a fungdes em
espacos de Sobolev. Restringiremos a discussao abaixo aos espacos W;(Q), k= 1,2,
tendo em vista simplificacao de notacao e as necessidades deste trabalho.

Note que qualquer funcao u € C(Q) tem valores em 9, ou seja, sua restricao a 99
pode ser considerada no sentido usual. Porém, funcoes em Wpl(Q) sao consideradas a
menos de conjuntos de medida nula em €2 e nao sao, em geral, continuas. Assim, como
0f) tem medida de Lebesgue n-dimensional zero, a priori a restrigao de fungoes de WI}(Q)
4 0 ndo é bem definida. Felizmente, gracas a densidade de C°(2) em W, () dada no
Teorema 1.2, o problema acima pode ser contornado através da nocao de traco.

Seja 2 C R™ um dominio limitado de classe C%. A aplicacao

T0(u) = ulpg

definida para funcdes em C'(Q) se estende, por densidade, a um operador continuo
Yo : W, () — LP(092), 1 < p < oo, verificando

o (Wl zr0) < Cllullwie)

sendo C' > 0 uma constante (cf. [33]). Assim, para u € W, (), 1 < p < o0, Y(u) ¢é a
restrigao de u a 0f2, chamado trago de u sobre 02, e o operador v, é o operador trago
de ordem zero. Considerado como acima, o operador 7y nao é sobrejetivo; de fato, 7y
aplica 1V, (€2) num espaco menor do que LP(992) para todo 1 < p < co conforme veremos
abaixo.

Da mesma forma, como as derivadas fracas de u € W (Q) pertencem a W, (Q2) podemos

definir, para 1 < p < 0o, a derivada normal de u na direcao do campo normal v exterior
a 012, dada por

ou =
5 = Y (Vu) - v = izlyo(dgiu) Vi,
. ou
também denotada por v (u) := W

Podemos entao considerar o espago dos tragos de fungoes de Wf(Q), definido como o

conjunto das classes de equivaléncia
k—1 - 37k , k
WEr(00) = {{u} +WHQ) : ue W (Q)},
munido da norma
.  k
]l vrn gy = inf {||v||W§(Q) Cu—wve WP(Q)}

com k € Nel < p < oco. Lembramos que o espaco WI;(Q) ¢é definido como o fecho de
Ce2(2) em W} (Q). Definido assim, W]f_l/p(@Q) é um espago de Banach.

Com as informacoes anteriores, estamos em condi¢ao de enunciar o
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Teorema 1.3 (Teorema do trago) Seja 2 C R"™ um dominio limitado de classe C?.

ou
w— (oo gyl

definida para fung¢oes C(S2) tem uma inica extensao continua e sobrejetora

Entao, a aplicacao

vt W2(Q) — WEVP(0Q) x WP (00)

p

com 1 < p < oo, dada por

30 1= Golw 9 0) = (s 5o, )

O operador v tem uma inversa continua a direita, a qual nao depende de p.

O operador 7 definido no Teorema 1.3 é chamado operador traco de ordem
um. Se a fronteira do dominio for ainda mais suave, pode-se considerar o operador
traco de ordem mais alta envolvendo derivadas na direcao da normal exterior de ordens
superiores. Para maiores detalhes, incluindo as demonstragoes dos resultados anteriores,
veja [16, 33, 37, 48, 56, 55, 67, 72].

Resultados de extrema importancia e utilidade em equagoes diferenciais sao as imersoes
de Sobolev por esclarecerem que, sob certas condicoes, fungoes em espacos de Sobolev
podem possuir boas propriedades, como por exemplo, limitagao e diferenciabilidade no

sentido classico, conforme os préximos teoremas.

Teorema 1.4 (Imersoes de Sobolev, continuas) Sejam Q C R" wm dominio
limitado satisfazendo a condi¢ao do cone e k > 1, m > 0, inteiros. FEntao, as sequintes

imersoes sao continuas:

: m m np
(i) W Q) — W () V1<g< r—— desde que kp <n.

(i) Wk (Q) — W(Q)  Vq>1, desde que kp=n.

(iii) Wrt(Q) — Cp(Q) = {v e C™(Q) : 9°v ¢ limitada para |a] < m}, se kp>n.

A inclusao do ultimo item do teorema anterior deve ser interpretada no sentido que
cada elemento de W, *(2) é uma classe de equivaléncia contendo uma fungiao em C(€2).

As imersoes compactas estao enunciadas no proximo

Teorema 1.5 (Imersoes de Sobolev, compactas) As imersoes dos dois ltimos
items do Teorema 1.4 sao compactas, sendo que a primeira também o é para todo
1 <q<np/(n—kp).

Além disso, se Q) € de classe C™', as sequintes imersoes sao também compactas.
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(i) WrthQ) — cm(Q) desde que kp > n.

(i)  WrtEQ) — C™0(Q) para 0 < 6 <k — E, desde que kp >n > (k—1)p.
p

Para esclarecimentos e aprofundamentos adicionais, além de demonstragoes para os
resultados anteriores, indicamos as referéncias acima mencionadas.
Passamos agora a alguns resultados importantes do ponto de vista operacional, os

quais serao uteis adiante.

Teorema 1.6 (Regra da Cadeia) Seja f € C'(R) tal que f' € L™(R). Seu € W, (),
com 1 < p < oo, entio foueW,(Q) e

V(fou)=f(u)Vu.

A demonstragao pode ser encontrada, por exemplo, em [44], [67] ou [36].

Uma consequéncia da Regra da Cadeia dada no préximo resultado se refere as
partes positiva e negativa de uma fungao u, u™ := max{u,0} e u= := —min{u,0},
respectivamente, e a seu valor absoluto |u| = ut4u~. Seu enunciado necessita da definigao
de suporte de uma funcao mensuravel.

Se u : 2 — R é uma funcao mensuravel definida em um aberto {2 C R", consideremos
a familia de todos os abertos U; C € tais que v = 0 a.e. em U;. Entao, u = 0 a.e. em

\U; U; e definimos o suporte da funcdo v como sendo o conjunto
suppu = Q\ UUZ"

Note que se u = v a.e. em {2, tem-se supp u = suppv de forma que a definicao anterior
é apropriada para espacos de classes de equivaléncia funcoes identificadas a menos de
conjuntos de medida nula. Observe ainda que se u é continua, seu suporte é simplesmente

o conjunto

suppu = {x € Q : u(z) #0}.
Desta forma, podemos enunciar o

Corolario 1.1 Seu € W, (), com 1 < p < oo, entdo u™,u™,|u| € W, ().

Além disso, denotando

{u>0} ={z esuppu : u(x) >0}

{u <0} ={ze€suppu : u(x) <0}

tem-se

Vut = X {u>0} VU e Vu™ = —X{u<0} VU
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de forma que

Vlu| = X{u>0}vu — X{u<o}Vu.

Utilizando-se as conhecidas relagoes max{u,v} = 1/2(u + v) + 1/2|u — v| e min{u, v} =
1/2(u+v) — 1/2|u — v|, tem-se

Corolario 1.2 Se u,v € W;(Q), com 1 < p < oo, entio max{u,v} € W () e
min{u, v} € W (Q).

Outra propriedade importante dos espacos de Sobolev é o fato de, sob certas condigoes,

formarem Algebras de Banach, conforme o

Teorema 1.7 (Algebra de Banach) Seja Q um aberto de R™ satisfazendo a condigdo
do cone. Se kp > n oup =1 e k > n, entdo existe uma constante C, dependendo de
k,p,n e do cone que determina a condi¢do satisfeita por ), tal que para u,v € W;(Q)

tem-se

||uv||W’gc(Q) < CHUHW,f(Q) ||v||Wz§(Q)'

A demonstracao do teorema anterior pode ser encontrada em [1], p. 106.

Enunciaremos agora uma desigualdade, devida a Maz’ja, que possui varias utilidades.
Uma delas é a conclusao de que uma sequéncia de H*(€2) tendo quadrado do médulo do
gradiente uniformemente integravel em 2 e quadrado do trago uniformemente integravel
em 0, é limitada em H'(Q). Este argumento sera utilizado algumas vezes no decorrer
do trabalho.

Teorema 1.8 (Desigualdade de Maz’ja) Seja Q@ C R", n > 2, um dominio limitado

com fronteira suave. Entao, existe uma constante C' = C(n,|Q]) > 0 tal que

1/2
< C|[IVulliag + ullizpn] -+ vue HY(Q).

] 2, g <

A demonstracao da Desigualdade de Maz’ja pode ser encontrada em [54].

Note em particular que, pela Desigualdade de Maz’ja, temos

1/2
ooy < C[IVulBagg + llulBaony] - Vue HQ).

1.2 Resolubilidade de alguns problemas elipticos em espagos de
Sobolev

Esta secao é destinada a dois resultados gerais de existéncia e unicidade para alguns
problemas elipticos postos em espacos de Sobolev que serao utilizados posteriormente.
O primeiro deles se refere a classes de problemas com condi¢oes de fronteira nao-
homogéneas de tipo Neumann para um operador eliptico de segunda ordem na forma

divergente, e pode ser enunciado como
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Teorema 1.9 Seja 2 C R™ um dominio limitado com fronteira suave. Considere um

operador eliptico na forma divergente
n
Ay = Z Oz, (50, u)
ij=1

tal que a;; = aj; € C¥Y(Q) e exista ¥ > 0 com

> ay(x)gg < -0 ¢ Vo eQ, V{eR™

ik=1

Considere também um operador de fronteira

=1

com b; € C%(Q), 1 < i <n e tal que O seja ndo-caracteristica para B, isto ¢,
Z bjv; #0 em 02
j=1
sendo v = (v, ,V,) um campo normal exterior a 0S). Entao, para todo 1 < p < oo,
existe oy, de modo que o operador
T W2(Q) — LP(Q) x W)~ 1/P(0Q)

dado por
ou
T(u)=1[A —
(u) ( u+ au, 8y>
¢ um isomorfismo para todo o > .

A demonstracdo do teorema anterior pode ser encontrada em [37]. Veja também
(36, 48, 66].

O préximo resultado, extraido de [71], também se refere a problemas de tipo Neumann.
Para enuncid-lo, sejam 0 C R” um dominio limitado de classe C?*™, m > 0, e um nimero

real p > 1. Considere o subespaco de WIT*Q(Q) definido por
M = {uewy“(a):/um:o}
Q
e o seguinte subespago de W"(£2) x W;Hl_l/p(aQ)

8= {(¢, ¥) € WIHQ) x WrH-1p(90) - / ddr= [ d?—(”l} _
Q 0N
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Assim, temos valido o seguinte

Teorema 1.10 O operador A : I — U dado por

¢ um homeomorfismo linear.

Observamos que o resultado anterior também é verdadeiro para funcoes a valores
vetoriais e para operadores mais gerais do que o Laplaciano. Nao obstante, optamos
por um enunciado mais simplificado tendo em vista as necessidades deste trabalho. Para

detalhes adicionais, veja [71].

1.3 Algumas estimativas a priori

1.3.1 Estimativa de Agmon, Douglis e Nirenberg

Enunciaremos nesta secao a célebre estimativa a priori devida a Agmon, Douglis e
Nirenberg, [2]. Tendo em vista sua utilizacao neste trabalho faremos um enunciado para

problemas envolvendo o Laplaciano, muito embora valha para problemas bem mais gerais.

Teorema 1.11 (Estimativa de Agmon, Douglis e Nirenberg) Seja Q@ C R" um

dominio limitado de classe C™ e
i=1

um operador de fronteira de ordem 1 com coeficientes em C'(9Q). Se ¢ € LP(Q) e
(NS W;_l/p(ﬁ(l), com 1 < p < oo, ewiste uma constante C' > 0 tal que qualquer solu¢ao
u € W2(Q) do problema

Au=¢ em £

Bu=1v em 08,

satisfaz a estimativa

lllwgiey < € [Ipllzsie) + 11911 oy + el 1o(e]
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1.3.2 Estimativa de Amann

Seja Q C R, n > 2, um dominio limitado com fronteira de classe C%°, com 0 < o < 1.

Considere o operador linear A dado por

Au = — i 1,0, O, 1 + Zn: a;0z,u + au
i=1

ik=1

sendo a matriz (a;;) simétrica e com coeficientes satisfazendo a;, € C*%(Q), a; € CH¥(Q)

e a € C*(Q2). Suponha que A seja fortemente uniformemente eliptico, isto é, que exista
6 > 0 tal que

n

Z ainé&ilr > 01€[° Ve e, V&= (&, - ,6.) eR™ (1.1)

ik=1

Dado um campo vetorial 3 € C**(9€2, R") nao-tangente e exterior a 9, sendo a derivada
direcional de u € C'(Q) com respeito a 3 dada por du/d3 := Y"1 | 3;0,u, consideremos
o operador de fronteira B, também chamado operador derivada obliquoa regular,

definido por
ou

Bu = % + bu
com b € CH*(99Q).

Enquanto na estimativa a priori LP classica de Agmon, Douglis e Nirenberg se faz
presente a norma W, /7 (092) do operador de fronteira e a norma LP(§2) da funcao
estimada, na estimativa a priori de Amann, que enunciaremos a seguir, a norma WZ}(Q)
é estimada apenas por normas de tipo LP envolvendo os operadores A e B. Desta forma,
apesar da estimativa de Amann ser vélida para funcoes bem suaves, ela é mais flexivel

quanto as normas que comparecem em seu lado direito.

Teorema 1.12 (Estimativa de Amann) Suponha que a,b > 0 mas a # 0 ou b # 0.

Entao, se 1 < p < oo, existe uma constante C' > 0 tal que
lullwy@) < €[l 4ullioe + 1Bullzsony

qualquer que seja u € C? (ﬁ)

A demonstracao do teorema anterior se encontra em [5].
Nos capitulos seguintes sera notorio que a estimativa a priori de Amann é bastante

util para se estabelecer resultados de convergéncia.
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1.4 O Principio do maximo forte

Ferramentas extremamente importantes em equacoes diferenciais sao os chamados
principios do maximo (cf. [33, 57]). Particularmente estaremos interessados no principio
do méaximo forte, eliptico e parabdlico, além do Lema de Hopf, o qual determina o sinal
da derivada normal num ponto de maximo. Claramente, pela linearidade dos problemas

de que trataremos, tem-se também principios de minimo.

1.4.1 Principio do maximo eliptico

Sejam 2 C R™ um dominio suave limitado e

n n
Lu = — E 02,0z ;u + E b0, u + cu
ij=1 i=1
um operador com coeficientes continuos, uniformemente eliptico, ou seja, satisfazendo
(1.1), além de simétrico, isto é, a;; = a;; para i,j = 1,---,n. Temos valido entdo o
seguinte

Teorema 1.13 (Principio do maximo forte) Suponha que Q seja conexo e que ¢ > 0

em §).

(i) Seu € C*Q)NCYHQ) € tal que Lu < 0 em Q e u atinge um mdzimo ndo-negativo

sobre €2 num ponto interior, entao u € constante em €.

(ii) Seu € C*(Q)NCYQ) € tal que Lu > 0 em Q e u atinge um minimo ndo-positivo

sobre 0 num ponto interior, entdo u € constante em 2.

E de grande utilidade se conhecer o que ocorre com a derivada normal em pontos
de maximo ou minimo de sub/super-solugoes de expressoes elipticas. O Lema de Hopf
trata desta questao; para enuncid-lo, precisamos da seguinte condi¢ao. Dizemos que )
satisfaz a condigao da bola interior em xy € 0 se existe uma bola aberta B C () tal
que zy € 0B. A condicao da bola interior é automaticamente satisfeita em dominios com
fronteira de classe C? (veja [33, 57]).

Sendo v um campo normal exterior a 0f2, temos
Teorema 1.14 (Lema de Hopf) Seja u € C%(Q) N CH(Q)e suponha que ¢ =0 em S).

(1) Se Lu <0 em Q e existe xy € 0N tal que
u(zo) > u(z) Vo € Q

com ) satisfazendo a condicao da bola interior em xqy, entao

)
a—Z(IO) > 0.
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(ii) Se Lu >0 em Q e existe yo € 0N tal que

u(yo) < u(y) Vy € Q

com § satisfazendo a condicao da bola interior em yo, entdo

ou

5(340) <0.

Sec >0 em Q, a conclusio em (i) permanece vdlida contanto que u(zg) > 0. Se ¢ <0

em ), a conclusao em (ii) ainda € vdlida desde que u(yy) > 0.

1.4.2 Principio do maximo parabdlico

Vamos assumir as mesmas hipéteses sobre 2 e £ feitas quando tratamos do principio
do méaximo eliptico acima, sendo que os coeficientes de £ podem agora depender do
tempo. Fixado T' > 0, defina Q7 = Q x (0,T]. A fronteira parabdlica de Q7 é o conjunto
o0 = Qp \ Q7. Considerando o espago

C?(Qr) = {u :Q—R | u, Oyu, Qimu, u, € C(Qp), i,j=1,--- ,n}

temos
Teorema 1.15 (Principio do maximo forte) Suponha 2 conezo e ¢ >0 em €.

(i) Seu e C¥(Qr)NCYQr) € tal que
w+ Lu <0 em S

e u atinge um mdzimo nao-negativo sobre Qp em (xo,ty) € Qr, entdo u é constante

em .

(ii) Sewu € C¥(Qr) NCYHQr) € tal que
ug+ Lu > 0 em Qr
e u atinge wm minimo ndo-positivo sobre Qp em (o, t0) € Qp, entdo u € constante
em Q.
1.5 Rudimentos de teoria da bifurcacao

Diversos problemas em Matematica e em suas aplicacoes a Fisica, Quimica, Biologia,

dentre outras, estao estreitamente ligados a equagoes da forma

F(hu) =0 (1.2)
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sendo F': A x X — Y um operador nao-linear suave entre espacos de Banach.
Freqiientemente, A = R e A € R é um parametro de natureza fisica, o qual se deseja

manipular e determinar as conseqiiéncias provocadas no conjunto solucao
Y = {(/\,u) ERX X : F(\u) = o}

de (1.2) a medida que varie. Uma das questoes centrais da teoria da bifurcagao é conhecer
a estrutura de ¥ em vizinhancas de solugoes de (1.2).
Muitos problemas quotidianos apresentam um ou mais estados de equilibrio, o

elemento © = 0 a menos de mudanca de varidvel, com a propriedade
F(A\0) =0 VA eR,
o qual é chamado solugao trivial de (1.2). Assim, a curva
I ={()\0) : NeR}

chamada ramo trivial, é formada por solugoes de (1.2).

Observe que se F' tiver caracteristicas especiais numa vizinhanca de um dado ponto
de I" pode ocorrer que, localmente, I" seja o conjunto solucao de (1.2), ou seja, que (1.2)
nao possua solucao nao-triviais, o que significa que a estrutrura do experimento inicial
nao se alterou quando o parametro apresentou uma dada variacao.

No entanto, nao raro é se encontrar problemas cuja estrutura é drasticamente alterada
por pequenas variacoes de um dado parametro, passando-se a introducao de uma ou mais
novas solugoes no modelo original. Estes tipos de fenomenos fornecem motivagao para se

introduzir o seguinte conceito.

Definigao 1.4 Um ponto Ay (ou (Xo,0)) é ponto de bifurcagdo de F' com relag¢io ao
ramo trivial I' se existe uma seqiiéncia (A, ux) € Rx X, comuy # 0, tal que F(Ag,ux) =0
e

s ) == (Ao, 0).

Uma maneira equivalente de se dizer que (Ag,0) é ponto de bifurcacdo de F com

relacao a I é

(M0, 0) e {(Au) eRXxX : u#0 e F(\u) =0}

sendo o fecho tomado em R x X.

Note que o conceito definido acima nao esta relacionado apenas ao ramo trivial. Se
C é qualquer curva formada por solugoes de (1.2), um ponto desta curva sera ponto de
bifurcacao de F' com relacao a C se qualquer vizinhanca ambiente daquele ponto contiver
uma solugao de (1.2) que nao estiver em C.

Questoes de interesse organico em teoria da bifurcacao, dentre muitas outras, podem

ser destacadas como
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(I) Que condigoes sao necessdrias e suficientes para que (Ao, 0) seja ponto de bifurcacao
de F' com relacao a I'?

(IT) Qual a estrutura de ¥ numa vizinhanga de um ponto de bifurcagao?

(III) Em problemas de evolugao da forma

du
ke A5 —
dt+ (A, u) 0

para os quais (1.2) determina os estados de equilibrio, quais equilibrios sdo estaveis?

Quais sao instaveis?

Uma resposta imediata a questao (I) quanto a condig¢oes necessarias para que (A, 0)
seja ponto de bifurcacao de F' com relagao a I' provém do Teorema da Funcao Implicita, a
saber, é necessario que o operador D, F'(\g, 0) nao seja invertivel. De fato, se D, F'(\g,0)
fosse invertivel, decorreria do Teorema da Func¢ao Implicita, enunciado abaixo, a unicidade
local da curva-solucgao I' de (1.2) numa vizinhanca de (Ao, 0).

Inferéncias as questoes em (I), (II), (III), sob hipdteses adequadas, foram feitas por
diversos autores, dentre os quais destacamos M. G. Crandall e P. H. Rabinowitz por seus
resultados usados diretamente neste trabalho, e existem em larga escala na literatura,
como por exemplo em [8, 12, 14, 17, 18, 19, 23, 26, 27, 28, 29, 34, 39, 40, 42, 46, 47, 49,
50, 51, 56, 58, 59, 60, 63, 68, 69, 70| e em suas referéncias.

Neste trabalho, relativamente aos problemas (1) e (2), nos dirigiremos as questoes em

(D), (IT), (III).

1.6 O Teorema da Funcao Implicita

Enunciaremos nesta secao uma das ferramentas mais importantes da Anélise, o
Teorema de Funcao Implicita. Ao se estudar o conjunto solucao de uma equacgao do
tipo

T\ u)=0 (1.3)

sendo T" : X XY — Z uma aplicagao suave entre espacos de Banach, devido a
generalidade em que esta posto o problema, nao se deve esperar por um resultado preciso
sobre a estrutura global de seu conjunto solucao.

Porém, conhecida uma solugao da equacao acima, sob certas condicoes é possivel conhecer
localmente as solugoes de (1.3) préximas daquela conhecida. Este é o contetdo do Teorema
da Funcao Implicita.

Teorema 1.16 (Teorema da Funcao Implicita) Sejam X, Y e Z espacos de Banach,
UCX xY um aberto e T : U — Z uma aplicacdo de classe C*, k > 1.
Suponha que (X, @) € U satisfaca

T(\ @) =0
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e que
D, T(\a):Y — Z

seja uma bijecao. FEntao, existem uma vizinhanca aberta U de (5\,1]) em X XY, uma

vizinhanca aberta V de X em X e uma fungao ¢ : V — Y de classe C* tais que
{Aw el : T(Au)=0} = {(\u) : XeV, u=p\)}.

Além disso, U pode ser escolhida de forma que DUT(S\,&) seja uma bijecao de Y em Z
para todo (:\,ﬂ) € U. Neste caso, se A\ € V entdo

Dp(\) = —[D,T(A, o(\)] " DAT (A, p(N)).

A presente versao do Teorema da Funcao Implicita foi extraida de [13], e sua

demonstracgao pode ser encontrada em [8, 46, 30], por exemplo.

1.7 Dois importantes resultados de Crandall-Rabinowitz

Dentre as contribuig¢oes de Crandall-Rabinowitz a teoria da bifurcacao destacaremos
particularmente duas nesta secao, a saber, o teorema sobre bifurcacao de um autovalor
simples e o principio da transferéncia da estabilidade. Estes resultados de carater local
sao ferramentas poderosas, sendo que o primeiro caracteriza a vizinhanga de um autovalor
simples do ponto de vista de solugoes de uma determinada equagao, e o segundo relaciona
a forma da curva bifurcada com a estabilidade do problema de evolucao associado.

Enunciaremos primeiramente o célebre teorema sobre bifurcagdo de autovalores

simples, cuja demonstracao pode ser encontrada em [27].

Teorema 1.17 (Bifurcagao de um autovalor simples) Sejam X, Y espacos de
Banach, V' uma vizinhanca de 0 em X, Z C R um intervalo aberto e F : T XV — Y
uma aplicacao de classe C* no sentido de Fréchet.

Para \y € Z, suponha que

(i) F(X,0) =0 para todo A € T,

(ii) dim ker (D, F(o, 0)) = dim (Y /R(DF(%,0)) ) = 1,

(iii) DyxD,F(Xo,0) -z ¢ R(DxF()\O, O)), sendo ¢ gerador de ker (DxF()\O, 0))
Seja Z qualquer complemento de ker (DIF()\O, O)) em X, ou seja,

ker (D, F(,0)) & Z = X.
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Entao, existem um intervalo aberto T contendo 0 e funcoes continuamente diferencidveis

tais que A(0) = Ao, ¥(0) =0 e, se
x(r) = rxg + r(r)

tem-se
F(A\(r),z(r)) =0.

Além disso, o conjunto F~(0) prézimo de (Mo, 0) consiste precisamente das curvas
{()\(r),x(r)) T € f} e {(10):p>0}.

Observacgao 1.2 Se no teorema anterior a aplicacio nio-linear F for de classe C*, k > 2,

entdo as fungoes \ e 1 obtidas naquele teorema serao de classe C*~' (cf. [49)]).

Mantendo-se a notagao do teorema anterior, é possivel mostrar (cf. [28]) que o autovalor

critico zero de D, F'()\g,0) pode ser perturbado ao longo dos ramos

{(00) : A Ao} (1.4)

{(A\(r),z(r)) : r~=0}. (1.5)

Antes de enunciarmos o resultado que diz respeito a perturbacao acima mencionada, o qual
¢ ingrediente importante para o principio da transferéncia da estabilidade, necessitaremos
de uma extensao da nocao de simplicidade de um autovalor, encontrada na teoria de

operadores compactos, para situagoes mais gerais (veja [23, 28]).

Definicao 1.5 Sejam X,Y espacos de Banach e T, K operadores limitados aplicando X

em Y. Dizemos que 1 € R € um autovalor K-simples de T se

(i) dimker (7 — pK) = dim <Y/R(T - ,uIC)) =1,

(if) Kzo ¢ R(T — pK), sendo o gerador de ker (T — puk).
Fixando a notacao empregada no Teorema 1.17, temos o

Teorema 1.18 Seja I : X — Y wum operador limitado entre espagos de Banach e
suponha que 0 seja um autovalor K-simples de D, F()\g,0). Entao, existem €, > 0 e

fungoes continuamente diferencidveis

v:(Ao—€,X+€) — R, z:(Ao—€,X+e) — X
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tais que
7(Ao) =0, (o) = o, z(A) -z € Z

e fungoes continuamente diferencidveis

p:(=6,0) — R, w:(=0,0) — X
tais que
©(0) =0, w(0) = xy, w(r) —xyg € Z
satisfazendo
(i) D,F(X,0) - z(A) =~v(\) K(2(N)), YA€ (N —€ X +e€)
(ii) Dy F(A(r),u(r)) - w(r) = u(r) K(w(r)), Vr € (=6,0).

Observacao 1.3 As funcoes 7, i, z e w produzidas no teorema anterior serao de classe
C*=1 se a aplicagdo ndo-linear F' do Teorema 1.17 for de classe C*, k > 2 (cf. [49)).

O importante resultado que relaciona as perturbagoes do autovalor zero de D, F'(\g,0) ao
longo dos ramos (1.5) e (1.4), o qual permite determinar a estabilidade (linearizada) das
solugoes bifurcadas de acordo com a forma da curva (1.5), é conhecido como principio da

transferéncia de estabilidade e pode ser enunciado no seguinte

Teorema 1.19 (Principio da transferéncia de estabilidade)

Sob as mesmas hipdteses do Teorema 1.18, tem-se v'(Ng) # 0. Além disso, as fungoes
1(r) e —rA(r)y (Xo) tém os mesmos zeros para todo r suficientemente pequeno e 0 mesmo
sinal quando p(r) # 0 (sendo d/dr =" e d/d\ ="). Especificamente, tem-se

b~ )

r—0
p(r)#0 " (7“)

=1

Para a demonstragao do teorema anterior, veja [28].
Aplicagoes e informacoes adicionais relativas aos resultados desta secao encontram-se
em [8, 14, 23, 29, 40, 46, 47, 49, 50, 58, 63].

1.8 Operadores de Fredholm

Sabemos que uma condi¢ao necessaria para que (Ao, 0) € Rx X seja ponto de bifurcagao
da equacao
F(\z)=0
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é a nao invertibilidade do operador F,(Ag,0). Um dos principais resultados da teoria de
bifurcagao, o teorema da bifurcacao de um autovalor simples de Crandall-Rabinowitz, tem

entre suas hipoteses a exigéncia que
dim ker (D, F(X,0)) = dim (Y /R(D,F(%,0)) ) = 1.
A condicao
dim ker (D,F (X, 0)) = dim (Y /R(D:F(%,0)))

é particularmente satisfeita quando F, (Ao, 0) é um operador de Fredholm, de indice zero.

Nesta secao abordaremos alguns resultados sobre operadores de Fredholm e
demonstraremos que o problema de Robin com coeficiente do termo de grau zero do
operador de fronteira tendo sinal indefinido provém de um operador de Fredholm de
indice zero.

Lembramos que B(X,Y) denota o espago de todos os operadores lineares limitados
entre os espagos de Banach X,Y e R(T), ker(T') denotam, respectivamente, a imagem e
o nucleo de T.

Definigao 1.6 Dizemos que T € B(X,Y) é um operador de Fredholm se R(T) é
fechado e ker(T), Y /R(T) tém dimensio finita.

Denotamos o espago dos operadores de Fredholm por Fred(X,Y).

Definicao 1.7 O indice de um operador de Fredholm T ¢é o numero
ind(7T) := dimker(7) — dim (Y /R(T)). (1.6)

Os operadores de Fredholm podem ser caracterizados da seguinte forma.

Teorema 1.20 Seja T' € B(X,Y). Entao, T é um operador de Fredholm se, e somente
se, existem Sy, Sy € B(Y, X) tais que

SlT:[)(—l—Kl & T52:[y+K2,

sendo K1, Ky operadores lineares compactos.

A demonstracao do resultado anterior pode ser encontrada em [66], p. 507.
Uma consequéncia direta da caracterizacao anterior, que usa basicamente o fato da
composi¢ao a esquerda de um operador compacto por um operador continuo ser compacta,

¢ dada pelo seguinte
Corolario 1.3 Sao vdlidas as sequinte afirmacaoes.
(i) SeT € Fred(X,Y) e K : X — Y ¢ linear e compacto, entao T+ K € Fred(X,Y).

(ii) A composicao de operadores de Fredholm é um operador de Fredholm.
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Um resultado fundamental sobre operadores de Fredholm, cuja demonstragao pode ser

encontrada em [66] p. 508, se refere a aplicagao indice e pode ser enunciado como

Teorema 1.21 A aplicacao indice
ind : Fred(X,Y) — Z

definida por (1.6) € constante em cada componente coneza de Fred(X,Y).

De posse dos resultados anteriores podemos provar um resultado sobre problemas de
Robin com coeficiente de sinal indefinido na fronteira de um dominio suave e limitado

) C R", necessério ao considerarmos bifurcagao das solugoes de equilibrio de (1).

Teorema 1.22 O operador linear
U W2(Q) — LP(Q) x W12 (09), 1<p< oo,

dado por
U(v) = (Av, % - b(a:)v)
sendo b(x) € CY0(9R), 0 < 0 < 1, é um operador de Fredholm de indice zero.

Prova. Como W7}(€) estd compactamente imerso em LP() e em Wpl*l/p(é?Q) para todo

1 <p<ooeb(:) ésuave, vemos que ¥ é limitado. Note que considerando
ALK WEHQ) — LP(Q) x W, /7(09)
dados por

Aw) = (AHM, 5) e K(v) = (—av,—ba)).

com « € R, obtemos
V=A+K.

Agora, as imerstes acima mencionadas mostram que K é compacto e, sendo A um
isomorfismo pelo Teorema 1.9 para « suficientemente grande, ao aplicarmos A~! & direita
e a esquerda na ultima equacao obtemos pelo Teorema 1.20 que W é um operador de

Fredholm. Para mostrarmos que ¥ tem indice zero, defina a curva
o [0,1] — Fred(W2(Q), LP(Q) x Wa~1/7(9Q))

pondo o(t) = A 4 tK. Temos pelo Corolario 1.3 que o é bem definida. Além disso, o é
continua. De fato, fixado 0 <ty <1 e dado e >0, se |t —to| < e(||K||px,y) + 1)71 temos

o (t) = a(to)ll = |t = tol [ Klsxy) < e
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Portanto, como A e A + K pertencem ao conexo
o([0,1]) C Fred( W2(Q), LP(Q) x W, /7(09) ),
pelo Teorema 1.21 concluimos que
ind(A + K) = ind(A).
Como ind(A) = 0 pois A é um isomorfismo, o teorema estd provado. O

Observacao 1.4 Note que o argumento usado no final da demonstracao do teorema
anterior permite uma conclusao mais geral sobre perturbacoes lineares compactas de
operadores de Fredholm, a saber, se T € Fred(X,Y) e K : X — Y € linear e compacto,

entao T e T + K tém o mesmo indice.

1.9 Autovalores principais positivos de um problema de Steklov

com peso de sinal indefinido
Considere o problema de Steklov

Av=0 em

(1.7)

v _ Aw(z)v  em 0N

ov ’
sendo w : 02 — R um peso suave com sinal indefinido, isto é, que mude de sinal em
00 Nesta se¢ao, adaptando resultados de [17, 15], determinaremos os possiveis valores
positivos do parametro para os quais (1.7) possui uma solucao (fraca) positiva. Qualquer
A € R com esta propriedade é chamado autovalor principal de (1.7) e a solucao de (1.7)

associada ¢ chamada autofungao principal.

Conhecer os autovalores principais de (1.7) é extremamente importante especialmente
do ponto de vista de bifurcagao das solugdes de equilibrio de (1), pois para cada A > 0
o problema linearizado associado a (2) em torno de qualquer soluc¢do de equilibrio é um
caso particular de (1.7). Veremos que a existéncia de autovalores principais positivos

dependerd do sinal da média do peso w(+) sobre 0f.

Para determinarmos os autovalores principais positivos de (1.7), considere para cada

A > 0 o operador £, densamente definido em L*(Q2) dado por
Lyu=—Au

D(Ly) = {u e H(Q) : % — \w()u em 89}.
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Sabemos que L, é auto-adjunto e que seu espectro é discreto, consistindo somente de
autovalores (veja [63], [24], [12], [65]). Para v € H'(Q), defina o funcional

Oi(v) = / |Vou|* dz — /\/ w(z)v? dH™ L.
Q o)

Uma condigao necesséria a ser satisfeita por um autovalor principal de (1.7) envolvendo

o funcional acima é dada pelo
Lema 1.1 Se A é um autovalor principal de (1.7) entao Qx(v) > 0 para todo v € H'(Q).

Prova. Se A = 0 o resultado ¢ trivial. Suponha que u seja uma autofuncao principal de
(1.7) associada a X # 0, isto é, u € H'(Q) satisfaz (1.7).

Note que, como w(-) muda de sinal, os resultados de regularidade cldssicos como os de
Gilbarg-Trudinger [36], por exemplo, ndo podem ser aplicados diretamente para se obter
u € H*(). No entanto, procedendo como no primeiro passo da demonstracao do Teorema
3.1 do Capitulo 3, podemos mostrar que u € H*(f2), ou seja, u ¢ uma autofungao do

operador L), associada ao autovalor zero. Como o primeiro autovalor de Ly é

Q:(v) }

A = 1mn
MmN = o { 1011220

e estd associado a uma autofuncao de um sinal em Q (cf. [63], [24]), do fato de autofuncdes
associadas a autovalores distintos de £, serem ortogonais obtemos p; = 0, e o resultado

segue. 0

Note que o menor valor nao-negativo do parametro associado a uma solug¢ao nao-nula

de (1.7) é

/|Vv|2 dx
Ao = inf & cve HY(Q) e / w(z)? dH™ ' >0, . (1.8)
/ w(z)v? dH" o0
09

Vamos mostrar que \g > 0 quando a média sobre 92 do peso de fronteira w(-) for negativa.

Nesta direcao, o préximo resultado é de fundamental importancia.

Lema 1.2 Suponha / w(z) dH™ < 0. Entdo, existem o, 3 > 0 tais que

o0
/ IVo|? dz > a/ v? dH"!
Q o0

para todo v € HY(Q) satisfazendo / w(@)v® dH" ' > —p [ v* dH"
o0 o9

Prova. Se o resultado fosse falso, obterfamos uma sequéncia {v,} C H'(Q) tal que
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° / vi dH" ' =1,
o0
9 1
o [ |Vu|” dx < —,
Q k
1

o / w(z)vg dH™ 1 > ——.
o9 k

Usando a Desigualdade de Maz’ja, Teorema 1.8,

/v?\k dx < C [/ |V, |2 dx—l—/ v dH"l]
Q Q o0

terfamos que {v} seria limitada em H'({2) e teria uma subsequéncia, ainda denotada por

{vp}, convergindo em L?*(2) para v € H'(Q). Ainda, as condigoes acima e a desigualdade

de Holder implicariam que {vy} seria uma sequéncia de Cauchy em H'(f2) pois
2 2 2
[om — k[l < / <|va| + |Vvk|> dm+/(vm — ) dx
Q Q

= /]VumIde—irQ/ (V|| V| do +/ (Vo) do —|—/(Um—vk)2dx
0 0 0 0

2 1 m,k—o0
+—+—+/(Um—vk)2dx i)
0

1
< -
oom \/E\/E k

e assim {v;} convergiria para v em H'(Q). Logo, novamente pela desigualdade de Holder

e pela compacidade da imersao H'(Q) — L?*(0f) terfamos

. / v dH T =1,

o0
o [ |Vv|?dr =0,
Q

. / w(z)v* dH™ 1 > 0.
o)

As duas primeiras afirmacoes anteriores implicariam que v seria constante e, entao,

seguiria da terceira que / w(z) dH"* > 0, uma contradicdo, provando o lema. [
Bl9)

Teorema 1.23 Suponha / w(z) dH™ < 0. Entdo A\ > 0.
o9
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Prova. Se v € H'(Q) é tal que / w(z)v? dH" ' > 0, pelo Lema 1.2 temos

o9
/|Vv|2 dz /|VU|2 dx
0 0
/ w(z)v? dH™ ! ||(U||Loo(8g)/ v? dH"!
00 20

«

v

[|wl| e o)
Logo, pela maneira como Ay foi definido, obtemos

N > — 2 S
||w|] Lo (a02)

e o resultado segue. [

Observacao 1.5 No caso / w(z) dH"™ >0, temos Ao = 0.
)

De fato, como \g > 0 e
Oy (v) >0 VUGHI(Q),

basta mostrarmos que para cada X > 0 existe vy € H'(Q) satisfazendo Qx(vy) < 0.

Se a média de w(-) sobre O for positiva, basta tomarmos vy = 1. Agora, se a média

for zero, escolhendo v € H*(Q) tal que / w(z)v dH™' > 0 and € > 0 suficientemente

o0
pequeno, temos

On(ev +1) = 20,5(v) — 2)\5/ w(z)v dH™ ' < 0.
o0

Os préximos resultados direcionam-se para a conclusao que quando houver um autovalor

principal positivo de (1.7), ele deve ser .

Teorema 1.24 Se A > \g, entdo A nao é um autovalor principal de (1.7).

Prova. Para cada \ > \g existe vy € H'(Q) tal que / w(z)vy dH" ' >0e

o0
/ ’VUA‘Q dx
Q

/ w(z)vy dH"
G)

<\

ou seja, Qy(vy) < 0. O Lema 1.1 produz entao a conclusdo desejada. [

Teorema 1.25 Se w(z) dH™ < 0 e0 < A < Ay, entdo A\ ndo é um autovalor
o0
principal de (1.7).
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Para provarmos o teorema anterior faremos uso do seguinte

Lema 1.3 Se/ w(z) dH™ ' < 0e0 < X< ), entdo existe uma constante § = §(\) > 0
o0
tal que

() = 8l[vl[Zz(a0)
para todo v € H'(Q).

Prova. Escrevendo A = (1 — {))\g para algum 0 < ¢ < 1 e dado v € H'(Q2), como
Q) (v) > 0 temos

A A A
(1 - A—()) /Q [Vol? do < 3, Qo)+ (1 - A—O) /Q Vol* dz = Qx(v)

A\(v) > E/ (Vo|? dz, Yo € H(Q).
Q

e assim

Agora, se a, 3 > 0 sdo as constantes produzidas no Lema 1.2 e v € H'(Q) satisfaz

/ w)w? dH" > —p | v dH" T,
o9

o0

obtemos
A(v) > Lalv][72(90)

ao passo que se v € H'(Q) é tal que / w(z)v? dH" ' < -3 v dH"!, entdo
o9 o9

(V) = ABI|v] |72 (90
Portanto, o lema estard provado ao tomarmos 0 := min{\3, fa} > 0. O

Prova do Teorema 1.25. Note que qualquer autovalor principal A de (1.7) com
autofuncgao v associada, ao multiplicarmos a primeira equagao de (1.7) por v e integrarmos

por partes, deve satisfazer

/ Vof? da = )\/ w(z)o? dHP,
Q [2)9)

ou seja, Qy(v) = 0. Logo, se 0 < A < Ag, pelo Lema 1.3 temos
Q(v) > d[[vl[72(00) > O

de modo que o teorema esta provado. [

Estamos em condicao de provarmos o principal resultado que descreve os autovalores
principais positivos de (1.7) de acordo com o sinal da média sobre 92 do peso de fronteira

w(+), dado no seguinte
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Teorema 1.26 Com relagao aos autovalores principais positivos de (1.7), temos

(i) Se / w(z) dH"* > 0 entdo (1.7) ndo possui autovalores principais positivos.
G

(i) Se / w(z) dH™' < 0 entdo \g > 0 € o tinico autovalor principal positivo de (1.7).
o0

Neste caso, autofuncoes associadas a Ao nao trocam de sinal em ).

Prova. A primeira parte é uma consequéncia direta do Teorema 1.24 e da Observagao
1.5. Quanto a segunda, conforme observado no Lema 1.1, \y é um autovalor de (1.7) se,

e somente se, zero é um autovalor de £y,. Além disso, o primeiro autovalor de Ly, é

Qs (1) }

wi(No) = in
1(A0) veH(Q)\{0} { 10]172(0

Como para qualquer autofungao u associada a f1(\o)
Qo ([ul) = Qo (w) e [ |ul|[Z2(0) = IullZ2(q).

temos que |u| é também autofungao associada a i1 (). Pelo principio do maximo e Lema
de Hopf, conclufmos que |u| > 0 em €, ou seja, u nio troca de sinal em Q.

A demonstragao estard completa ao provarmos que (o) = 0. Pela definigdo de A\ temos
p1(Xo) > 0 e tomando uma sequéncia minimizante {v,} C H'(Q), v, # 0, em (1.8) tal

que
/ wE)wif dH™ =1 e X = lim / V| do
) Q

k—o00

obtemos

lim Q),(v;) = lim {/ |Vu|? do — )\0/ w(z)v} dH"_l} =0
k—o0 k—o0 Q 90
e assim p1(A\g) < 0. Portanto, u;(Ag) = 0 e o teorema estd provado. [

Como Ay é um autovalor de (1.7) e H?(Q) — L?(Q) x HY?(98) compactamente,
denotando por I o operador que fornece a inclusao, temos que 0 é um autovalor do
operador limitado W : H2(Q) — L2(Q) x H'/2(99) dado por

a0 (3022 )

ou seja, ker (\I/ —u]) é nao-vazio para p = 0. O préximo teorema revela uma caracteristica
importante de \g, a saber, que a multiplicidade geométrica de Ay é um, isto é, ker (\II —ul )
tem dimensdo um quando p = 0. Para demonstré-lo, seguiremos [15] utilizando uma

identidade de Piccone, provada em [4], que pode ser enunciada como
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Lema 1.4 Sejam v > 0,u > 0 fungoes continuas em €2, diferencidveis em quase todo

ponto. Definindo
) U 2 u
L(u,v) = |Vu|*+ F|VU| - 2;VU -Vu

2
R(u,v) = |Vul*— V(%) -Vo

temos

(i) L(u,v) = R(u,v).

(i) L(u,v) >0 a.e. em Q.

(iii) L(u,v) =0 a.e. em Q) se, e somente se, u = kv para algum k € R.

Teorema 1.27 O autovalor principal Ao de (1.7) tem multiplicidade geométrica um.

Prova. A situacao mais elaborada é o caso em que a média sobre 992 do peso w(-) é
negativa porque, no caso contrario, Ay = 0 de forma que o conjunto solu¢ao de (1.7) é
R. Assim, para a primeira situacdo, sejam u, v autofuncoes de (1.7) associadas a Ag > 0,
positivas em € pelo Teorema 1.26 sem perda de generalidade, e suaves por regularidade
eliptica (o que pode ser provado analogamente a demonstracao do Teorema 3.1 do Capitulo

3). Se L, R sao definidos como no Lema 1.4, temos

2
/R(u,v) dr = /\VU\Q dx—/V(u—)-Vv dx
Q Q 0 v
U2
= )\0/ w(z)u? dH" ' — / V<—>~V1} dx.
o0 0 v

Multiplicando a primeira equacao de (1.7), quando v é solucao, por u?/v e integrando por

2
/ V(u—) Vv de = )\0/ w(z)u? dH"
Q v 0

de modo que pela parte (i) do Lema 1.4,
/L(u,v) dr = /R(u,v) dx
Q Q

2
= )\0/ w(z)u? dH" ™t — / V(u—) -Vu dx
o) Q v

partes, obtemos

Logo, a parte (i7i) do Lema 1.4 implica a existéncia de k € R tal que u = kv, provando a

simplicidade algébrica de \q. [



Capitulo

2

Existencia de solucao de equilibrio

nao-trivial via método variacional

Este capitulo é dedicado a questao da existéncia de solucao de equilibrio fraca nao-
trivial do problema (1) por meio do método variacional, seguindo [51].

Primeiramente, como consequéncia do principio do maximo parabdlico, vamos mostrar
que (1) gera um sistema dindmico nao-linear num subconjunto fechado de H'(Q) ao
mostrarmos sua invariancia pelo sistema dinamico nao-linear definido pelas solucoes de
(1) com dados iniciais tomados em todo H'(Q). Este sistema dindmico é um sistema
gradiente, e assim, as orbitas se aproximam do conjunto dos equilibrios quando o tempo
¢ grande, de forma que fica evidenciada a importancia de se conhecer as solucoes de
equilibrio de (1).

Em seguida, lancando mao do fato de o funcional energia de (2) ser limitado
inferiormente no espago de fase, utilizamos o método direto do Célculo Variacional para
obtermos um minimo global. Tal minimo é entao provado ser nao-trivial ao inferirmos
que seu nivel de energia é inferior aos niveis de energia das solucoes triviais. Porém, s
seremos capazes de mostrarmos a existéncia de solugao nao-trivial quando o parametro
nao for pequeno. De fato, mostraremos no Capitulo 4 com o auxilio do Teorema da
Funcao Implicita que (1) nao possui solugoes de equilibrio nao-triviais se o parametro for

suficientemente pequeno.

2.1 O sistema dinamico nao-linear gerado por (1)

Uma vez que u(z,t) satisfazendo (1) representa uma frequéncia genética, um espago

de fase adequado para considerarmos o problema (1) é
x = {veHl(Q) L 0<u(@) <1 ae. er}. (2.1)

O problema (1) gera um sistema dinamico nao-linear em H'()) para nao-linearidades f
em uma ampla classe, veja [3, 6, 11]. Além disso, tal sistema dindmico é um sistema

gradiente, de modo que as orbitas se aproximam das solucoes de equilibrio quando o
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tempo é grande, veja também [3, 11, 21, 40].
Seremos capazes de considerar X como um espaco de fase para tratarmos o problema

(1) devido ao seguinte resultado.

Teorema 2.1 O conjunto X € invariante pelo sistema dinamico nao-linear gerado por
(1) em H' ().

Prova. Precisamos mostrar que se um dado inicial uy é tomado em X entao a solucao
u(-,-; up) de (1) tal que u(-,0; ug) = ug satisfaz

0<wu(z,t;uy) <1 ae xzef, paratodot>D0.

Suponha que ug > 0 a.e. em . Tome ¢; € C>(Q), @; > 0 em Q, tal que ©; — up em
H'(Q2) quando j — oo, e considere as solugoes correspondentes u(-, - ; ¢;) de (1), as quais
sao classicas, 3, 10].

Por continuidade, existe t, = t,(j) > 0 tal que
u(x,t; ;) >0 V(z,t) € Qx[0,t,). (2.2)

De fato, se o contrario fosse admitido poderiamos escolher 7, — 0 quando k — o0

e (tr,zr) € [0,T)) x Q satisfazendo u(xy,tx; ;) < 0. Por causa da compacidade de

Q, extrairiamos uma subsequéncia de {xy}, ainda denotada por {x}, convergindo para
T € Q. Assim,
k— ~ ~
0 > ulwr,tes ;) — w(@,05¢;) = ¢;(@),

uma contradicao.

O proximo passo serd mostrar que (2.2) se verifica globalmente no tempo.
AFIRMACAO. t, = oo para todo j.

Com efeito, provaremos a afirmacao ao demonstrarmos o seguinte fato equivalente, a

saber, que o conjunto
’]} = {t c Rt u(m,t; gpj) = (0 para algum z Gﬁ}

¢ vazio para cada j.

Se 7}, # @ para algum jy, considerando

obterfamos z;, € Q tal que u(zj,,t; ;) = 0. Além disso,
u(z,t; ;) >0 Y (z,t) € Q x [0,

e assim, pelo principio do méximo, (;,,t) pertenceria a fronteira parabélica de Q x [0, ]
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e satisfaria, pelo Lema de Hopf,

ou

0> a(wjmt) = )‘S($j0>f(u(xjoat§ SOJ'o)) = >\5($jo)f(0) =0,

o que é impossivel. Logo,
u(-,-59;) >0 em Qx[0,00), Vj.

Agora, como u depende continuamente de dados iniciais em H'(€), para cada t > 0 temos

Jj—00

ul-,t;5 o) —ul-,t; uo)||g) — 0

e portanto
u(z,t;ug) >0 ae ze, Vt>0.

O mesmo procedimento funciona ao supormos ug < 1 a.e. em {2 se considerarmos
w(-, 5 ug) == 1 —u(-,; up), sendo u a solugdo de (1) com dado inicial ug, notando
que w(-,0; up) = 1 —up > 0 a.e. em . Logo, argumentando como acima, a conclusao
sera

u(z,t;ug) <1 ae xe), Vit>0,

e o teorema esta provado. Il

O teorema anterior nos permite considerar o sistema dinamico nao-linear
{S(t) XX | t> o} (2.3)
definido por meio das solugoes de (1) por

S(t)ug == u(-,t; ug), paratodot > 0.

Este sistema dinamico herda as propriedades do sistema dinamico gerado pelas solugoes
de (1) com dados iniciais em H'(§) como, por exemplo, a restri¢gio a X do funcional
Ty HY(Q) — R definido por

In(u) = %/ﬂ |Vul? do — )\/BQ s(z)F(u) dH™! (2.4)

sendo F'(u) = / f(7) dr, ser uma fungao de Lyapunov para (2.3), ou seja, decrescente ao
0

longo das érbitas exceto nos equilibrios. Além disso, o sistema dindmico nao-linear (2.3)
é também um sistema gradiente e, desta forma, as solugoes de equilibrio desempenham
um papel fundamental na anélise da dinamica do problema (1).

As solugoes de equilibrio ou equilibrios de (1) sao as solugoes do problema eliptico

(2) pertencentes ao espago de fase X. As solugoes de equilibrio triviais ou solugoes
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de equilibrio constantes de (1) sdo as solugoes u =0 ¢ u =1 de (2).
Serao importantes adiante as nogoes de estabilidade e instabilidade, no sentido de

Lyapunov, das érbitas de um sistema dinamico, dadas na seguinte

Definigao 2.1 Seja {S(t)}i>0 um sistema dindmico em um espago métrico (X,d).

(1) Uma orbita S(-)xg : [0,00) — X € estdvel se, para cada ¢ > 0, existir §(¢) > 0 tal
que
y € Bs(zg) = d(S(t)y,S(t)z) <e vt € [0, 00).

(ii) Uma orbita é instdvel se nao for estdavel.

(iii) Uma orbita S(-)zg : [0,00) — X € assintoticamente estdvel se for estdvel e

existir 6 > 0 tal que
y € Bs(wg) = d(S(t)y, S(t)x) == 0,

ao passo que tal orbita é exponencialmente estdvel se existirem 6 > 0, () > 0,
M(6) < oo tais que

y € Bs(zo) = d(S(t)y,S(t)x) < Me *d(y, ) vt € [0, 00).

2.2 Existencia de solucao de equilibrio nao-trivial

Nesta se¢ao provaremos que o problema (1) possui ao menos uma solugao de equilibrio
fraca nao-trivial desde que o parametro A > 0 nao seja pequeno. Precisamente, sob as
hipdteses (H-1) e (H-2) provaremos que para cada A > )\, com Ay dado por (1.8), o
problema eliptico (2) possui uma solugao fraca pertencente as espaco de fase X. Como
mostraremos no Capitulo 4, as tnicas solugoes de (2) tomando valores entre zero e um
quando 0 < A < Ag sao as constantes u =0 e u = 1.

O principal resultado deste capitulo é o préximo teorema.

Teorema 2.2 Sob as hipdteses (H-1) e (H-2), (1) possui uma solucao de equilibrio fraca

nao-trivial para todo A\ > A.

Prova. Dividiremos a demonstracao em trés passos. Primeiramente mostraremos que o
funcional energia 7, de (2) dado por (2.4), quando restrito a X, possui um minimo global
para cada A > 0. Em seguida, mostraremos que este ponto de minimo em X é um ponto
critico em H'(€) do funcional (2.4). Finalizaremos a demonstracio ao mostrarmos que o

ponto critico obtido é nao-constante para cada A > Ag.

PAsso 1. Minimizacao global de 7|, para A > 0.

x
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Denotando
{s>0} = {2z €0 : s(z) >0}

{s <0} ={z€d: s(z) <0},

para cada u € X e A > 0 temos

In(u) = %/Q|Vu]2 dx — )\/aQ s(z)F(u) dH""

1 1
= Sl 5/9 2 d — /\/{ o) F () dH™ A/{ s(2)F(u) dH™"

s>0} s<0}

1 1 v
§||u||%11(9) — 5/ u? dr — /\/ s(x)/ f(r) drdH™!
Q {s>0y " Jo

1
= 5““”%{1(9) - K

v

sendo K = K(\,Q,s, f) > 0 e assim J, é limitado inferiormente em X.
Defina

= inf

¢ = AW

e considere uma sequéncia minimizante {u,,} C X tal que Jy(tn,) — (.

Segue da ultima estimativa que {u,,} é limitada em H'(2), de modo que, apés passarmos

A uma subsequéncia se necessério, existe uy € H'() satisfazendo, quando m — oo,
o u, —uy em H(Q),

o u, — uy em L*(Q) e L*(09),

® u, — uy a.e. em 0.

Assim, uy € X e, pelas convergéncias acima, temos

2 m—00 2
/um dv — /u/\ dz
Q Q

/8 @) () e / s(@)F(uy) dH™"

o9
sendo esta tltima obtida via Teorema da Convergéncia Dominada. Logo, organizando as

informagoes acima e sabendo que

[urlFr1 gy < Timinf [[uy, |7 o
m—0o0
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podemos concluir que

¢ < Ja(uwn)

1
= ]|u,\||%11(m — énlbl_r)noo/ﬂu?n dr — A lim s(z)F (up) dH™

1
< lianrLioréf ||um]|§{1(m ~ 3 n}Ll—{noo\/Qu?n dr — A lim $(2)F () dH"!

1
< liminf [||um||§{1(ﬂ) _ 5/Qu; iz — A/893(x)F(um) dH"‘l}

= liminf J)(uy,)

m—00

Portanto, Jy(uy) = ¢ para todo A > 0, ou seja, uy é um minimo global de J,|,. para todo

A > 0.

x

PASso 2. Verificagao de que uy € X é ponto critico de Jy em H'(Q) para A > 0.

Sabemos que o conjunto dos pontos criticos de J coincide com o conjunto das solugoes

fracas de (2), isto é, u é solucao fraca de (2) se, e somente se, u satisfaz

T(u)-¢= / Vu-Vo dr — )\/ s(z)f(u)p dH" 1 =0, Yo € H'(Q) (2.5)
Q o9

o que significa que v é um ponto critico de J,. No passo anterior mostramos que a
restrigao de J, ao subconjunto fechado X de H'(€) possui um minimo global u, para
cada A > 0. Se X fosse aberto, um argumento bem conhecido forneceria que u) seria um
ponto critico de Jy em H'(Q), basicamente porque se poderia perturbar u, em qualquer
direcao sem sair de X e entao a minimalidade de u), poderia ser usada livremente. No
entanto, num conjunto fechado isto pode perfeitamente nao ser satisfeito, por exemplo,
nao o é nos pontos de fronteira. Daif a necessidade de mostrarmos que ) satisfaz (2.5).
Alcancaremos este objetivo por meio de uma adaptacao de um argumento encontrado em
[64].

Observe que, por densidade, é suficiente mostrarmos que uy € X satisfaz (2.5) para
funcdes admissiveis ¢ € C*(€2). Assim sendo, fixemos ¢ > 0 e ¢ € C>°(Q).
Defina

ve := min {1, max{0, u\ + ¢} }.
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Pode-se mostrar diretamente que v. € X e que
Ve =uUx+EQ — ¢ + ¢

sendo
¢° = max{0,uy + ¢ — 1} e ¢ := —min{0, uy + £¢}.

Note que ¢°, ¢. > 0 e que, pelo Coroldrio 1.2, ¢°, ¢. € H*(2) N L>(2). Também pode ser
mostrado diretamente que uy + £(v. — uy) € X para todo ¢ > 0 suficientemente pequeno,
pois X é convexo.

Assim, como u, minimiza em X o funcional [J\ que é suave em H'(Q), temos

Tx(uy) - (ve —uy) = li%l Z[jA(UA+€( —uy)) — jA(UA)] >0

de forma que
0 < Jy(un) - (ep— ¢+ ¢.) = eTy(un) - ¢ — Tx(un) - ¢ + Tx(un) - é-

ou seja .
Rw) -6 = | Rm) -6 = Rw) - 6.). (26)

Agora, defina os conjuntos

Q" ={z€Q: ur(z)+ed(z) >1>uy\(z)}

00" = {2 € 0Q : uy(z) +ed(z) > 1> uy(z)}

sendo as funcoes que aparecem na definicao de 0{2° compreendidas no sentido do traco.

Observe que

A\ ={zeQ:u(x)+ep(z) <1} U{reQ: u(z) >1}U{zeQ: ¢(z) <0}

DN = {z € 00+ uy(w)+ed(z) < 1}U{w € 99 : ur(z) > 1}U{z € 99 : ¢(x) < 0}.

Desta forma, temos
Vuy-V¢f=0 ae em Q\Q°

fluy)¢® =0 ae. em 00\ 0NQ°
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Logo,
Ti(uy) - ¢ = /QVu,\ -Vo¢© do — )\/m s(z) f(uy)p® dH"

= /s Vuy - Vuy +e¢p — 1] doe — )\/ s(x) f(uy)[ux +ep — 1] dH™!

o0Ne

v

5/5 Vuy - V¢ dx — A/a s(z) f(ux)[ux +e¢ — 1] dH™!

Qen{s>0}

> ¢ | Vuy-Vo¢dr— /\5/(9 s(z) f(ux)o dH™ 1.

Qe Qen{s>0}

Como as familias {Qa}€>0 e {8Q€}€> sao tais que

0

Qo022 > ... e Ot DON2 D -
quando g1 > g9 > --- > 0, além de possuirem intersecoes vazias, suas medidas satisfazem
n()E n—1 ey €0
LM(9F), H*(09¢) — 0.
A continuidade absoluta da integral de Lebesgue implica que

e[ Vuy Vo dr— )\5/8 s(z)f(upn)d dH™' = o(e)

Qe QeN{s>0}

quando € — 0 e assim

Tx(ur) - ¢° = ole).

Procedendo como acima podemos mostrar que
Ti(w) - ¢ < ofe)
quando € — 0 e, em vista de (2.6), obtemos
Ti(uy) - ¢ > 0.

Observe que os calculos anteriores nao dependem do sinal de ¢ de modo que se repetirmos

0s mesmos com —¢, poderemos concluir que
Ja(wn) - ¢ < 0.

Portanto,

T(uy) ¢ =0 Vo € C>(Q)

o que implica uy € X ponto critico de Jy em H'(Q) para todo A > 0.



2. Existéncia de solucao de equilibrio nao-trivial via método variacional 39

PAsso 3. Constatacao de que uy € nao constante para todo A > Ag.

A estratégia serd mostrar que o nivel de energia de u, € estritamente menor do que os
niveis de energia das solugoes de equilibrio triviais u =0 e u =1 de (1).

Pela Férmula de Taylor temos que

F(u) = f/(0)/2 + plu)

com p(u) = o(u?) quando u — 0. Utilizando o Teorema 1.26-(i7), considere uma
autofuncio ¢ do problema (1.7) com w(-) = s(-) f/(0) associada a Ay, positiva em 2.
Escolha

(A —Ao)

O<e<
2\ [l z=om el ey Joo

F(O)s(x)g? dH.

Note que € é bem definido pois A > A\g > 0 e se multiplicarmos (1.7) por ¢ e integrarmos

por partes, obteremos

1

f(0)s(x)g® dH" ! = —/ V| dz > 0.
20 Ao Ja

Tomando § > 0 suficientemente pequeno de forma que dp € X e
pldp(a))] < 20%(p(x))?  Va € 00

temos

52
In(dp) = 5/ Vol do — )\/ s(z)F(6p) dH™*
Q o0

X002 1(0)62,2
== f'(0)s(x)p* dH" ™ — )\/ s(x) {M +,0((5<p)} AH™!
2 0N 00 2
2 _
= o =) f'(0)s(z)p? dH" ™ — /\/ s(z)p(6p) dH"
2 0 0
52 (Xo — A
< L f(0)s(x)p* dH" ™ + )\652H3\|Loo(39)/ ©* dH™ !
2 o9 o0
< 0

para todo A > \y. Logo,

\7)\(2@\) < j)\((S(,O) < 0, VA > /\0.
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Uma vez que os niveis de energia dos equilibrios triviais u =0 e u =1 de (1) sao

A0 =0 e (1) =-r F(l)/ s(x) dH™ > 0

o0

concluimos que u, € X é uma solugdo fraca nao-trivial de (2), e o teorema esta provado.

O

Observagao 2.1 O Teorema 2.2 € também vdlido se/ s(z)dH"' > 0 em (H-2). Neste

o9
/le\2 dx
il ve HY (D) e [ f(Ds(x)w*dH™ ! >0
f/(1)s(x)v? dH™! o5
B

caso, \g € dado por

inf

e a autofuncao usada para inferir que o nivel do minimo obtido é diferente daqueles dos
equilibrios constantes é uma solugdo positiva em Q do problema (1.7) com w(-) = s(-) f'(1)

6)\:>\0.



Capitulo

3

Regularidade das solucoes de equilibrio:

argumentos de “bootstrap” com condicoes

nao-lineares na fronteira

Uma questao importante no estudo de equagoes diferenciais é conhecer quao regular
uma solucao fraca de um dado problema de valor de fronteira pode ser.

Em problemas elipticos cujas condigoes de fronteira sao lineares, por exemplo
homogeénas, argumentos do tipo “bootstrap” sao bem conhecidos; veja, por exemplo,
os livros [14], [56] e as referéncia 14 citadas. Estes argumentos consistem no aumento
gradual da regularidade da dada solu¢ao por meio de imersoes de Sobolev, explorando as
propriedades da equagao em questao.

Quando as condicoes de fronteira sao do tipo acima citado, a teoria classica de equagoes
elipticas por meio de resultados de existéncia, unicidade e estimativas a priori fornece a
alavanca necessaria para que o “bootstrap” seja funcional. Por exemplo, segue de [2] (veja
também [36]) que se u € Hj(Q) é uma solugao fraca do problema de Dirichlet em um

dominio suave limitado 2 C R™

—Au= f(z) em £

u=0 em 09,

e f € LP(Q) para 1 < p < oo, entdao u € W2(Q2) e existe C' > 0 verificando a estimativa

ullwz@) < Cllfllz,0)-

Ou seja, estimativas LP de Au, quer dizer de f, alavancam imediatamente a solugao wu
que inicialmente vivia num espaco de funcoes com uma derivada fraca introduzindo-a
num espaco de fungoes que possuem duas. Tendo em maos este resultado, o “bootstrap”
funciona sem empecilhos na classe de problemas do tipo anterior desde que f, mesmo que
dependa de forma nao-linear de u, tenha suavidade e crescimento adequados.

No entanto, quando estamos diante de um problema que apresenta uma dependéncia

41



3. Regularidade das solugdes de equilibrio 42

nao-linear na condicao de fronteira, perdemos a estrutura em que os resultados da
teoria classica sao validos. Além disso, possiveis resultados da teoria linear com as
caracteristicas do mencionado anteriormente, referentes a problemas com condigoes de
fronteira mais gerais, que alavanquem uma solucao que possua uma derivada fraca a
um espaco de fungoes com duas derivadas fracas dependeria de técnicas de operadores
pseudo-diferenciais, de drduo acesso ao leitor nao familiarizado (cf. [22, 43]). Estas séo
dificuldades que se apresentam para aplicar-se diretamente o “bootstrap” convencional a
problemas elipticos com condigoes de fronteira nao-lineares.

Neste capitulo, seguindo [51], provaremos a regularidade das solugdes do problema
eliptico (2) e, em particular, das solugbes de equilibrio de (1) usando diretamente o
“bootstrap”. Para contornarmos as dificuldades supra citadas, faremos uso de um
resultado de cardter geral, devido a Grisvard [37], que funciona como alavanca — nao
do nivel de uma derivada fraca para o de duas, mas no expoente de integrabilidade — se
ja estivermos no nivel de duas derivadas fracas. Assim, antes de usarmos o resultado de
Grisvard, devemos mostrar diretamente que nossa solu¢ao com uma derivada fraca tem
na verdade duas. O Lema de Grisvard permitira, entao, que utilizemos o “bootstrap”

para obtermos a regularidade das solugoes fracas de (2) até a fronteira.

3.1 O resultado principal e o Lema de Grisvard

Nesta secao demonstraremos o principal resultado sobre a regularidade das solucoes
fracas de (2), que afirma que solugoes fracas de (2) sao de fato classicas, especificamente,

pertencentes a classe C29(Q) para algum 0 < § < 1. Vamos supor
(H-3) f,f € L=(R).

Note que a hipdtese anterior é supérflua para a regularidade das solugoes de equilibrio de

(1). O principal resultado deste capitulo é o

Teorema 3.1 Seja u € HY(Q) solugdo fraca de (2) e assuma (H-1) — (H-3). Entdo, u é
uma solugdo classica de (2), ou seja, u € C*%(Q) para algum 0 < 6 < 1.

Um resultado central na demonstracao do teorema anterior é o

Lema 3.1 (Lema de Grisvard) Seja Q C R"™ um dominio suave limitado e u € W2 ()

uma solucao do problema
Au=¢ em £

ou
Em =1 em 09,

sendo p € LP(Q) e € Wpl_l/p(aQ), 1 < p < o0. Suponha que p < ng/(n—q) se q <n.
Entao u € W2(Q).



3. Regularidade das solugdes de equilibrio 43

A demonstracao do resultado anterior utiliza métodos da teoria classica de equagoes

elipticas e pode ser encontrada em [37], p. 114.

3.2 Prova do Teorema 3.1

Suponha que u € H*() seja solugao fraca de (2). Dividiremos a demonstracao em

trés passos.

PASSO 1. Vamos mostrar que u € H%(1).

Considere o problema
Av=0 em

(3.1)

ov

—+ov=1Y em 09,

ov
sendo ¢ := As(+)f(u) + u (observe que usamos a mesma notagao para fungoes definidas
em () e para seus tragos como fungoes definidas em 02, sem perigo de confusao).
Como s(-) e OS2 sdo suaves, podemos estenter a funcio s(-) a Q obtendo uma extencio
suave

$:0—R

tal que 5|, , = s. Usando o Teorema do Trago e a Regra da Cadeia podemos demonstrar

00
diretamente, a exemplo de como é feito abaixo no Passo 2, que ¢ € HY/2(09).

Tome uma sequéncia {1} C C=(Q) que aproxime A3(-)f(u) + u na norma H'(Q), ou
seja, tal que

U XN f(w) +u em HY(Q),

e considere a familia de problemas

Avp, =0 em {
3.2
S (32)

— 4 v =1, em 0.
v

E provado em [36] que (3.2) tem uma tinica solucéo v, € C(). Usando a estimativa a
priori de Amann, Teorema 1.12, e o fato de {3} ser de Cauchy em H!()) juntamente

com o Teorema do Trago, obtemos
vi = vjllae) < CYIAW —v))llza) + i — ¥jllr200)
= COllvi — ¥jllr200)

1,] —00

< Ol — il 0.
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Logo, pela estimativa L? a priori de Agmon, Douglis e Nirenberg, [2], temos
o = vyl a2y < C[I5: = sllimnraomy + s = w2y | =5 0
e assim {v;} ¢ de Cauchy em H?((Q). Isto assegura a existéncia v € H?(2) tal que

v =X v em H*(Q)

de forma que v satisfaz (3.1) pontualmente, a menos de um conjunto de medida nula.

Para vermos que u = v, considerando as formas fracas de (2) e (3.1) temos que u e v

satisfazem
/ Vu-Vodr= [ ¢ dH" — / ug dH"* Vo € HY(Q)
Q oN o0
(§
/ Vo-Vodr= [ o dH" — / ve dH™ Yo € H'(Q)
Q o) 00

o que implica

/QV(U—U)-qu dx:/m(v—u)gb dH" Vo € H(Q).

Escolhendo ¢ = u — v na iltima expressao, obtemos

/ IV (u—v)* dv —|—/ (u—v)? dH" ' =0
0 B

e assim u = v a.e. em (), ou seja, u € H*().

PASSO 2. Por meio de argumentos de “bootstrap” e do Lema de Grisvard, vamos mostrar
que v € C(Q) para algum 0 < 0 < 1.

Consideraremos o caso n > 2. O caso n = 1 é ébvio da imersao H%(Q2) — u € C¥(Q)
com 0 < # < 1/2 e o caso n = 2 pode ser tratado com argumentagdo semelhante a que

apresentaremos abaixo.

Pela imersao H*(Q) — W () com ¢; := 2n/(n — 2), (1], temos que u € W, (). Pelo

Teorema do Traco e pela Regra da Cadeia, obtemos
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H)‘S()f(u) “W;fl/ql (89)
< CIIASC) f(W)lwy @
< AC[HV(é(-)f(U))Hm(Q) F5C)f (W)l Lo ()

< AC[I!J”(7VL)V=§(')|!L41(Q) +130)f (@) Vullpa @) + [150)f (W)l (@)

sendo as constantes nas estimativas anteriores denotadas por C' > 0 e nao dependentes das
fungoes envolvidas. Por (H-3) e pela suavidade de §(+), o lado direito da tltima estimativa
é finito o que implica As(-)f(u) € Wa Y% (8Q). Como u € H%(Q), o Lema de Grisvard
garante que u € W7 (€2).

e Se n < 4, pelo Teorema da Imersdo de Sobolev, u € C*(Q) para 0 < 0 < 1 —n/q;.

e Sen =4, escolha 2 < g < ¢; tal que

Neste caso, ¢ = 4 e a imersao W (Q) — W, (€2) implica u € W), () de modo que, como
acima, somos capazes de mostrar que As(-)f(u) € W]}fl/pl(aﬂ).

Aplicando o Lemma de Grisvard, temos
ueW?(Q)— CY(Q) para 0<0<1—4/p,.

Assim, podemos assumir n > 4 e a imersio W2 (Q) — W, (Q), com ¢z := 2n/(n —4), nos
fornece u € W, (©2). Como podemos mostrar que As(-) f(u) € War /% (892), pelo Lemma
de Grisvard obtemos u € W2, (Q).

e Sen <6 entdou € CLY(Q) para 0 < <1 —n/qg.

e No caso n = 6, escolhendo 3 < ¢ < ¢o de tal modo que

a imersao W2 () — W, (Q2) mostra que u € W, (Q2). Como também podemos provar que
As() f(u) € Wy, MP2(09), 0 Lema de Grisvard implica

u € W;Q(Q) — CM(Q) para 0<60<1—6/ps.
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Logo, podemos assumir que n > 6. Por indugao, o procedimento acima produzira
ueW:(Q), p>n

qualquer que seja n € N fixado, isto é, u € C19(Q) para 0 < § < 1 —n/p.

PAsso 3. Conclusdo de que u € C*%(Q) para 0 < 6 <1 —n/p.

Como u € C*(Q) com 0 < # < 1 —n/p, temos que o problema (3.1) possui uma solucao
v e CH(Q) (cf. [36, 67]). O mesmo argumento do final do Passo 1 nos permite concluir

que u = v, ou seja, u € C*9(Q) para 0 < @ < 1 —n/p e o teorema estd provado. O

Observacao 3.1 Uma inspecao na demonstracao do teorema anterior permite substituir-
se (H-1) — (H-2) por f € C*(R) e s € CH(9R), com 0 < 6 < 1.

Observacao 3.2 Se estivéssemos trabalhando no “framework” W[}(Q), comp >n, a
hipdtese (H-3) seria supérflua no Teorema 3.1, ou seja, se u € Wpl(Q) ¢ solucao fraca de
(2) ep>n, entdo u € C**(Q) algum 0 < 6§ < 1.



Capitulo

4

Bifurcacao das solucoes de equilibrio

A questao principal para a qual nos dirigimos neste capitulo é determinar a estrutura
do conjunto solugao dos equilibrios de (1) a medida que o parametro varie. Para abordar-se
este tipo de questao, os métodos da teoria da bifurcacao se apresentam como ferramentas
de largo alcance, fornecendo, em muitos casos, respostas amplamente satisfatorias. Para
aplicarmos aqueles métodos no estudo das solugdes de equilibrio de (1) é necessario uma
estrutura adequada na qual (2) possa ser considerado.

Com este objetivo, considere a aplicagao nao linear
T RY x W2(Q) — LP(Q) x W, 17(09),

com p > n, dada por

F(\u) = (Au, % — )\s(-)f(u)) : (4.1)
Observe que, sob as hipdteses (H-1) e (H-2), qualquer solugao de (2) é cldssica conforme o
Teorema 3.1, de modo que os espacos utilizados na definicao de .# sao adequados. Além
disso, o operador de superposicao — também chamado operador de substituicao ou de
Nemytskij — induzido por f é bem definido e suave, de forma que .Z ¢ de classe C* no
sentido de Fréchet (veja [9, 71]).

Assim, Wﬁ—solu(;ées do problema eliptico (2) s@o zeros de % e vice-versa. Desta
forma, as solugdes de equilibrio de (1) s@ao os zeros de .# pertencentes ao espago X, dado
por (2.1).

Na primeira segdo deste capitulo, adaptando idéias de Ball et al. [13] sobre um
problema eliptico com condigao de Neumann homogénea, por meio do Teorema da Fungao
Implicita provamos que as unicas solugoes de equilibrio de (1) quando o parametro é
pequeno sao os equilibrios triviais, de modo que nao ha fenémenos de bifurcagao quando
A > 0 é pequeno.

Em seguida, determinamos uma condicao necessaria para que A > 0 seja ponto de

bifurcagao das solugoes de equilibrio de (1) com relagao aos ramos triviais

To={(\0):A>0 e Iy={A\1):A>0} (4.2)

47
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e concluimos que, quando (H-1) e (H-2) sao satisfeitas, nao ha bifurcagao do ramo I';.
Com relagao a I'y provamos, via Teorema de Crandall-Rabinowitz sobre bifurcagao de
autovalores simples [27], a existéncia de uma curva local formada por solugoes de equilibrio
nao-triviais de (1) emanando de I'y. Esta bifurcagao é transcritica quando uma hipdtese
sobre a concavidade de f no intervalo [0, 1] é assumida, e entdo é provada a injetividade
do operador linearizado de % com relagao ao segundo argumento em torno de uma
solugao de equilibrio nao-trivial de (1). Esta informacao sera crucial para determinarmos
completamente a estrutura do conjunto solucao de (2) em X : poderemos otimizar a regiao
de unicidade das solucoes de equilibrio triviais mencionada acima, constataremos que nao
ha bifurcagoes secundarias e estenderemos a curva local obtida a uma curva global suave,

contendo todas as solugoes de equilibrio nao-triviais de (1).

4.1 Unicidade dos equilibrios triviais quando o parametro é

pequeno

Nesta segdo provaremos a nao-existéncia de solugoes de equilibrio nao-triviais de (1)
para valores do parametro suficientemente pequenos. Com efeito, este fato poderia de
certa forma ser suspeitado porque na demonstracao que apresentamos para o Teorema
2.2 ficou evidenciada a necessidade de A > 0 nao ser pequeno.

Para estabelecermos o resultado de nao-existéncia, provaremos primeiramente um
resultado de unicidade local a respeito das solucoes u = 0 e u = 1 do problema eliptico

(2) através do Teorema da Fungao Implicita, a saber

Lema 4.1 Suponha / s(z)dH" ' # 0 e seja ug uma solugdo de equilibrio constante de
o0

(1). Entao, existe uma vizinhan¢a de uy em WpQ(Q), p > n, na qual ug € a unica solu¢do

de (2) para X\ > 0 suficientemente pequeno.

Prova. Considere o subespaco fechado de LP(€2) x Wplfl/p((?Q), p>n,

w={ o e @ wion): [ow= [ v

e defina @ : R x W}(Q) — 4 x R por

Au
(N u) = % — As(-) f(u) + )\]éﬂ s(z) f(u) dH

][ () () dH
o0
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sendo que ][ denota a média sobre J2. Assim, ® é bem definida e u € W2(Q) é uma
o9

solugdo de (2) se, e somente se, P(\,u) = 0. Note também que ®(0,uy) = 0 e que todo
ponto da curva
{(N\ug) : A >0} CRY x W2(Q) (4.3)

é um zero da aplicacao nao-linear ®.

Para demonstrarmos o teorema, faremos uso do Teorema da Funcao Implicita apds a

verificacao dos seguintes passos.
PAsso 1. Mostrar que ® € C'(RT x W (Q), 4 x R) no sentido de Fréchet.
Note que, por (H-3) e pela Regra da Cadeia, a aplicagao

Wi Q) 3 ur— f(u) € W, ()

é bem definida. Assim, como f é suave, temos

Flulyg) = Fu)] g € W, 7VP(09)

de forma que procedendo como no Passo 2 da demonstracao do Teorema 3.1, e mantendo

a notacao la fixada, podemos mostrar que

IASC)f (Wl ya-10 () < CHASC)f (w)llwpe) < 00

ou seja, a aplicacao

W (Q) 3 u — As(-) f(u) € WiP(69)

p

¢ bem definida. Logo, tendo em vista (H-3), é padrao mostrar que a derivada de Gateaux

com relagao ao segundo argumento de ¢ num ponto (A, u) € R x WS(Q) ¢ dada por

Av
Dy®(\, ) v = ov/ov — As(-) f'(u)v + )\][ s(z)f'(u)v dH"

o

]{m s(@) f/(u)v dH™

para todo v € Wp2 (). Para verificarmos a continuidade da aplicagao

R x W2(Q) > (\,u) — D,®(\,u) € B(R x W2(Q),4 x R)
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considere uma sequéncia
(A, u;) s (Au) em Rx WHQ).
Precisamos mostrar que
9; = sup {HDu@(Ai,ui) ‘v — Dy P\ u) - U‘ ’LLXJR : H'UHWI?(Q) < 1} =%,

Se v € W7 (Q), com [[v]lwz) < 1, entdo usando o Teorema do Trago e o Teorema 1.7

temos

‘ ’Duq)()‘h u;) - v — Dy ®(A u) - U‘ ‘LLXIR

< C[IsC) S @ =X @)l 1sCHOS () = AT @)l yony
IO ) = £ @)oo

< C[Hg(')()\f’(U) = Ailf (i) [lwp [ollwy @ + A8 C)(F () = AF ()] ooy vl Iwz )
+ 156 (wi) — f/(u))||LP'(8Q)||U||W3(Q)}

< C{IAM () = Af ()l hwgien + 1I0sf () = A/ ()| o omy

+ 1 (i) = F Wl ooy | vlIwze)

<C [IIAf'(U) = Aif(wi)llwyce) + 1S (i) = Af ()] o oy + (1 (i) = f'(U)IILp'(aQ)]

sendo que as constantes nas estimativas anteriores, as quais nao dependem de v, foram
denotadas por C' > 0 e p,p’ sdo expoentes conjugados, isto é, satisfazem 1/p + 1/p’ = 1.

Logo,

Oi < CHIAS () = A (ui) llwy @)+ XS (ui) = Af' ()] Loy + 11 () — f/<u)HLP'(6Q)]

de modo que a convergéncia de (s, u;) para (X, u) na norma de R x W?(2) implica que
o lado direito da tultima desigualdade converge para zero, pois

‘aa 7 Upn

1—00 1—00
u, — u, Vu; — Vu e u;
uniformemente porque p > n. Segue entao que ¥; — 0 quando ¢ — oo e, assim, a aplicacao
(A, u) — D, ®(\, u) é continua.

Analogamente, a derivada de Gateaux com relacdo ao primeiro argumento de ® em
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(A u) € R x W2(Q) é
0
DA\ ) = | —s(-)f(u) + ][ s(2) ()

i9)
0

a qual é continua por argumentacao semelhante a anterior. Portanto, ® é continuamente
diferenciavel no sentido de Fréchet.

PAsso 2. Verificar que D,®(0,ug) : WZ(€2) — 4 x R é um homeomorfismo linear.

Com efeito, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, é suficiente provarmos que a aplicacao
continua D, ®(0,ug) é uma bijegdo. Entdo, se v pertence ao nucleo de D,®(0,up), v é
solucao de

((Av=0 em Q

ov
5—0 em Of)

f’(uo)]éQ s(z)v dH" ' = 0.

\
As duas primeiras equagoes do problema anterior implicam v constante, enquanto a

terceira implica que v = 0 pois f'(ug) # 0 e / s(z) dH™' # 0. Desta forma, a
B
injetividade de D,®(0,ug) estd provada.

Agora, dado (¢, 9, c) € 4 x R, como / ¢ dr = Y dH™ ! segue do Teorema 1.10 que
Q

. o0
o problema linear

Ah=¢ em Q

Oh
E_w em Of)

é resoluvel em WPQ(Q), com p > n. Por adicao de uma constante, se necessario, podemos

escolher uma solugao h € WpQ(Q) do problema anterior verificando a condigao

f/(u0> n—1 __
—H"—l(ﬁQ) /89 s(x)h dH" ™ = ¢

de modo que a sobrejetividade de D, P (0, ug) esta provada. Logo, a aplicacao D, P (0, ug)
é uma bijecao e, assim, um homeomorfismo linear.

Portanto, os passos anteriores permitem que apliquemos o Teorema da Funcao Implicita
de forma a obtermos, por (4.3), uma vizinhanga de uy em WPZ(Q), com p > n, na qual ug

é a unica solugao de (2) para todo A > 0 suficientemente pequeno, provando o lema. [
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Estamos em condicao de provarmos o principal resultado desta se¢ao, o qual nos dara

a conhecer o conjunto das solugoes de equilibrio de (1) para A > 0 pequeno.

Teorema 4.1 Suponha / s(z) dH™ ' # 0. Entdo, qualquer solugio de equilibrio de (1)
o0
¢ constante se A > 0 € suficientemente pequeno.

Prova. Argumentaremos por contradi¢do. Suponhamos que existisse uma sequéncia
{uy, } de solugdes de equilibrio ndo-constantes de (1) tais que \; — 0, quando i — oc.

Como as solugoes de (2) sao cldssicas pelo Teorema 3.1, 0 < uy, < 1 em e assim
/ Vuy,|> de = )\i/ s(x) f(uy, )uy, dH™
Q o0

< Allsllze ol Flloeoan H*H(09) == 0.

Logo, {uy,} seria limitada em H'(Q) o que garantiria a existéncia de & € H*(Q) e de uma

subsequéncia, ainda denotada por {u,,}, tal que quando i — oo

o uy, —u em H(Q),

o uy, — U a.e. em e 0f,

e uy, — u em L*(99).

Considerando em H'(€2) a norma dada por |u] = ||Vu|[r2@) + ||ul|z2(90), sendo os

valores de fronteira compreendidos no sentido do trago, das convergéncias acima e da

semicontinuidade inferior da norma em espacos de Banach, obteriamos

IVillzz@ + lallzzony = [a] < liminf fuy|

Zlirglo [HVUAi 2@y + lJua, LQ(BQ)}

= ||t]|r2(a0)-

Entao, ||Vi||r2) = 0 e assim 0 < % < 1 seria constante em Q. Além disso, como u,,

seria solucao de (2), terfamos

/ s(z)f(uy,) dH™ ' =0
Ge)

de modo que, por meio do Teorema da Convergéncia Dominada e lancando mao da

hip6tese s(z) dH™ ! # 0, obterfamos f(@) = 0, ou seja, 4 =0 ou @& = 1.
0N
Agora, para p > n, pela estimativa a priori de Amann, Teorema 1.12, existiria C' > 0 tal
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que
S C|:/\z||5()f<u>\z)||LP(aQ) + ||u)\Z _ ﬂ||LP(8Q)] z—>_o>o O,
ou seja,

Uy, ZX 4 em Wpl(Q)

Pela estimativa L? de Agmon, Douglis e Nirenberg, [2], e usando o Teorema do Traco e a
Regra da Cadeia, mantendo-se a mesma notacao para as constantes, as quais independem

de 7 nas estimativas, seguiria que

[luxi = allwziy < Cl[Ais(@) f(ur)|yr-1e gy + llur; = a||L,,(Q)}

< C IS ()

W) + [Jun, — fLHLP(Q)}

1—00

< CAllun, = @llwa @)+ Al Lf (ua) | ze @)+ [, — ﬂHLP(Q)] — 0.

Portanto

u,\ip—ogﬂ em W;(Q), p>n

e assim (0, ) seria ponto de bifurcagdo para as solugoes de equilibrio de (1) na topologia
de R* x W2(2). Pelo Lema 4.1, concluirfamos que uy, = @ para todo 7 suficientemente

grande, uma contradicao. O teorema esta provado. [

4.2 Condicao necessaria para bifurcacao dos equilibrios triviais e

a nao-sobrejetividade do operador linearizado

E conhecido que uma condicao necesséaria para que A > 0 seja um ponto de bifurcacao
das solugoes de equilibrio nao-triviais de (1) com relacao aos ramos triviais I'g e I';, dados

por (4.2), é que nao sejam bije¢oes os operadores

Dy F (X, 0) : W2(Q) — LP(Q) x W, 1/7(09)

Dy F (A1) : W2(Q) — LP(Q) x W, 7(09),

dados por

ov

DuZ (1,0 v = (Av, 2= s() f’(())v)
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DyF(A\1) v = (Av, % - )\s(-)f’(l)v)

respectivamente. No entanto, poderemos ser bem mais especificos: para que A > 0 seja
ponto de bifurcacao com relagao a I'y ou I'y é necessario que A > 0 seja um autovalor do
problema de Steklov (1.7), dado por

Av=0 em
% = \w(z)v em 09,
com pesos de fronteira w(-) = f'(0)s(-) e w(-) = f'(1)s(-), conforme o

Teorema 4.2 Se A > 0 € um ponto de bifurcacao de solugoes de equilibrio nao-triviais

de (1) com relagao ao ramo trivial Ty (respect. T'y), entao A € um autovalor principal de

(L.7) com w(-) = f'(0)s(+) (respect. w(-) = f'(1)s()).

Prova. Provaremos somente o caso de bifurcacao com relacao a I'y, uma vez que aquele
com relagao a I'y é andlogo. Assim, se A > 0 é um ponto de bifurcagao com relagao ao
ramo Iy, existe uma sequéncia {uy, } de soluges de (2) tais que 0 < uy, < 1 em Q,
uy, # 0, e satisfazendo

)\k ]H—OS A (§] U, IH—O? 0 em Hl(Q)

Considere a sequéncia

Uy, 1= el

N T T

o luadlrzen)

tal que [|va,|[z200) = 1. Utilizando a formulagao fraca de (2) temos, via Férmula de

Taylor, que para todo ¢ € H'(£2)

/Vu,\k~Vg0 de = )\k/ s(z) f(ur, ) dH™ !
0 )

= /\k/ s(x) f(0)uy,p dH"_l—F/\k/ s(x) pruy, @ dH™ 1 (4.4)
o0 l9)

sendo )
= éf”(ﬁu,\k)u,\k, com 0<6<1,

e assim py = O(uy, ). Multiplicando (4.4) por 1/[|vx,||z2(s0), obtemos

/ Vo, - Ve dr = /\k/ s(z) ' (0)vy, 0 dH™ ' + /\k/ s(x)pro, e dH T (4.5)
0 B o9
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Tomando ¢ = v,, como funcdo teste em (4.5), temos
/|VU,\k|2 dr = X / s(z) f'(0)v3, dH" "+ Ay / s(x)prvy, dH"
Q o0 o0

< XM ||s|] 2 002)

com a constante M > 0 dependendo somente de f. Assim, pela Desigualdade de Maz’ja,

/vik de < C [/ |V, 2 d:)H—/ vy dH”_l}
Q Q o0

o que implica {vy, } limitada em H'(2), de modo que existe vy € H'(Q) satisfazendo,

Teorema, 1.8,

quando k — oo,
euvy,, — vy em HY(Q),
e vy, —uy em L*09N),

e, — Uy ae em OIS

Portanto, podemos passar ao limite em (4.5) e obter, quando k — oo,
/ Vuy-Veodr=X[ f(0)s(z)vap dH"! Yo € H'(Q),
Q o9

ou seja, vy é uma solucao fraca positiva do problema eliptico

Av=0 em 9

% =Af'(0)s(z)v em O
e, portanto, autofuncdo principal de (1.7) com w(-) = f'(0)s(-). O

Vimos na Secdo 1.9, Teorema 1.26, que o problema de Steklov (1.7) possui um
tnico autovalor principal positivo Ag, dado por (1.8), quando a média sobre 9 do
peso w(-) é negativa. Além disso, pelo Teorema 1.27, temos que o autovalor )y tem
multiplicidade geométrica um. Assim, devemos suspeitar que quando A\ é dado por (1.8)
com w(-) = f'(0)s(+), Ao é um ponto de bifurcacao das solugbes de equilibrio nao-triviais

de (1) com relagao a I'g. De fato, tal suspeita é potencializada pois o operador
DyF (X0, 0) : W2(Q) — LP(Q) x W) ~1P(50) p>n,

dad
ado por 5

DuF (Mo, 0) - v = (Av, 8—2 - )\Os(-)f’(O)v) ,
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sendo um operador de Fredholm de indice zero pelo Teorema 1.22; é entao nao-injetivo e

nao-sobrejetivo. Deste modo, o problema nao-homogéneo

Av=¢ em £

5 (4.6)
8_;] = Xos(z)f'(0) v+ em I

nao admite solucdo para certas ¢ € LP(Q) e ¢ € W, /e (082), p > n. O préximo resultado
permitird maior especificidade, fornecendo uma classe de func¢oes para a qual o problema

(4.6) nao possui solugao.

Teorema 4.3 O problema (4.6) ndo possui solugio se (p, ) = (=&,1n), sendo (&,n)

qualquer elemento do conjunto

¢ = {(g,n) € LP(Q) x WIP(99) : €€ C¥(Q), ne CH(00) e 0 &n> o}

com(0<0<1ep>n.

Prova. Suponha, por contradicao, que v seja solucao fraca de

Av=—-¢ em

5 (4.7)
a—;} = Xos(z)f'(0)v+n em 0N

para algum (£,7n) € €, ou seja, que v satisfaga

. - / n—1 _ n—1
/QW Vo dz AO/ms(x)f (0)vé dH /Qfgb da + /m né dH (4.8)

para todo ¢ € H'(2). Tomando ¢ = v~, a parte negativa de v, como fungao teste em

(4.8), seu lado esquerdo se torna

vt Vo dr — v |2 dx — s(z) /(0 vto™ dH™ ! s(z) (0 (v )2 dH !
[0 ve o= [ 190 P do = o st@) @ @ st o)) i

o0N
_ _/Q|w—| dw+/a§(x)f’(0)(v_) dH™

pelo Corolario 1.1, de modo que (4.8) torna-se
/’W|2 dx_k“/ s(x) f/(0)(v™)* dH" " = —/év d:c_/ n dH™ <0
& 0 Q .

e assim

/Q|VU_|2 dr < A /m s(z)f'(0)(v™)* dH™ .
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No caso v~ # 0, segue da ultima desigualdade que v~ é admissivel no conjunto que define
Ao em (1.8), de forma que

/ Vo~ |? do > /\0/ s(z) £ (0)(v™)* dH™ 1.
0 00

Logo, as duas ultimas desigualdades implicam

/Q Vo de = X / @ O @

ou seja, A\g ¢ atingido em v~ e, assim, v~ ¢é solugao do problema

Av" =0 em £
4.9
ov~ (4.9)

W:/\Os(x)f'(())v_ em Of.

Por meio dos Teoremas 1.26 e 1.27, como v~ é suave por regularidade eliptica, podemos
inferir que v~ > 0 em 2, de modo que v = —v~.
Segue, entao, de (4.7) e (4.9) que

E=0 em e n=0 em 0,

uma contradigao.

Agora, no caso v~ = 0, temos v = v e como argumentos de regularidade eliptica podem
ser aplicados ao problema (4.7), obtemos v > 0 em ) pelo principio do maximo, e como
n>0em 02, v>0em Q pelo Lema de Hopf.

Assim, se vy ¢ uma autofungao principal associada a \g, tomando v? / v € H'Y(Q) como

fungao teste em (4.8), pelo Lemma 1.4 temos

V2 V2
0</§—°dm+/ n-L dH"?
o U o U

= [V (B)dr -0 [ st

Q

2
= /V(U—O> -Vvdx—/|Vvo|2dx
Q v Q

= —/QR(vg,v)dx

S 07

novamente uma contradi¢ao. O teorema estd provado. [J
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4.3 Bifurcacao das solugoes de equilibrio triviais

Quando A > 0 é suficientemente pequeno, foi demonstrada no Teorema 4.1 a nao-
existéncia de solugbes de equilibrio nao-triviais de (1). Desta forma, para todo A > 0
pequeno, as unicas solugoes do problema eliptico (2) que tomam valores no intervalo [0, 1]
ssou=0eu=1.

Com relacao ao ramo trivial I'y, segue do Teorema 4.2 e do Teorema 1.26 que nenhum
ramo de bifurcagao pode emanar de I'; em qualquer A > 0. De fato, o problema linearizado

em torno de u = 1 associado a (2) é dado por
Av=0 em

%:)\f'(l)s(:c)v em 9N

e é um caso particular de (1.7) com w(-) = f/(1)s(-). Como

f'(V)s(z) dH™ >0
00
pois s(-) tem média negativa sobre 02 e f’(1) < 0 por hipdtese, decorre diretamente
dos Teoremas 4.2 e 1.26 que nenhum A > 0 pode ser ponto de bifurcagao de solucoes de
equilibrio nao-triviais de (1) com relacao a I'y.

Assim, no que diz respeito a bifurcacdo dos equilibrios triviais, resta-nos analisar o
ramo ['g. A suspeita de que Ay dado por (1.8) com w(-) = f'(0)s(-) é um ponto de
bifurcagao das solugoes de equilibrio nao-triviais de (1) com relagdo a I'y levantada na
ultima se¢ao, serd nesta constatada.

Com efeito, o Teorema de Crandall-Rabinowitz sobre bifurcacao de um autovalor simples,
Teorema 1.17, nos fara capazes de provar que A\g ¢é realmente um ponto de bifurcacao
das solugoes de equilibrio nao-triviais de (1) com relagao a I'y e nos fornecerd de forma
explicita a curva consistindo de solugoes nao-triviais de (2) numa vizinhanga de \g. Este

¢ o contetido do seguinte

Teorema 4.4 O autovalor principal Aoy > 0 € um ponto de bifurcacao com relacio a T'y.
Mais precisamente, numa vizinhanga de (Ag,0) em Rt x Wg(Q), p > n, as unicas solucoes

nao-triviais do problema eliptico (2) estao numa curva de classe C*
¢ = {()\(r),u(r)) crelc R}

sendo

u(r) == rug + rp(r),
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ug um gerador de ker (Duﬁ()\o, O)), 7 um intervalo aberto contendo 0 e
AT — R, p:j—>WpQ(Q)

fungoes de classe C* tais que M\(0) = \g e p(0) = 0. Além disso, a funcao u(r) é a tinica
solugao de equilibrio nao-trivial de (1) com A = X(r) para todo r > 0 suficientemente

pequeno.

Prova. Verificaremos as hipéteses (i) — (ii2) do Teorema 1.17. Note que sob as hip6teses

de crescimento e suavidade satisfeitas por f e s(-), a aplicagdo nao-linear
T RY x W2(Q) — LP(Q) x W,~1/7(09)
com p > n, dada por
F0u = (30, 5 -xs0)5w)
v

¢ de classe C* no sentido de Fréchet.

Inicialmente, o fato de 0 ser uma solugao de equilibrio de (1) para todo A > 0 prova ().
Para provarmos (i), como o operador Dy.Z (X,0) : W2(Q) — LP(Q) x W, P(09),
p > n, é dado por

D7 (X0, 0) - v = (Av, % — AOS(-)f’(O)v) ,

pelo Teorema 1.22 temos que D,.% (Ao, 0) é um operador de Fredholm de indice zero, de

modo que
dim ker (D,.Z (Ao, 0)) = dim (LP(Q) < WVP(99) | R(DWZ (Mo, 0))).
Agora, como pelo Teorema 1.27
dimker (D,.Z (X, 0)) = 1

(17) estd provado. Para provarmos a condigdo de transversalidade (iii), isto é, para
provarmos que

D,\Duy<)\0, O) - Ug ¢ R(Duy<)\0, O))
sendo uy gerador de ker (Dugf (Mo, O)), suponha-a falsa. Entao, como
D)\Dug()\(b 0) cUg = <07 —8()f/<O)U0>

temos a existéncia uma solucao v € WpQ(Q), p > n, do problema
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Av=0 em

NSO = () f Qg em 9

Note que ug satisfaz
Aug=0 em

(4.10)

5 = Xos(z) f'(0)ug  em 09,

de forma que pela Férmula de Green temos

0 = /UOAU dx—/vAuo dx
Q Q

= / UO@ dH"_l—/ v% dH™ !
3 9

Q (91/ Q 81/

. / s(@) (00 dH™ + Ao / s(@) F/(0)ugw dH™ — Xy / s(@)F/(0)ugw dH™
o2 o0 00

= —/ s(z) £ (0)ug dH" .
00

Assim,
/ s(@)f (02 dH™ ' =0
o2

e se multiplicarmos a primeira equagao de (4.10) por wuy e integrarmos por partes,

obteremos .

/ s(@) f (0)u dH" — —/ Vo2 dz > 0
o0 Ao Jo
uma contradigao, provando (7).
Logo, pelo Teorema 1.17, existem um intervalo aberto 7 contendo 0 e funcoes de classe
02
AT — R, p:ZN'—>WpZ(Q)
satisfazendo A(0) = Ao, p(0) = 0 e tais que, numa vizinhanga de (A9, 0) em R x W3(€),
p > n, as Unicas solug¢oes nado-triviais do problema eliptico (2), a priori em sz (©) mas

classicas pelo Teorema 3.1, tém a forma
u(r) :=rug + rp(r),

comr €Zel=\r).

Para concluirmos a demonstragao, como W72(€2) estd compactamente imerso em C'(Q)
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quando p > n para 0 < § < 1 —n/p, temos

r—0

lu(r)llcro@ — 0O

r—0

||P(7")Hcl»6(§) — 0.

Portanto, uma vez que a autofungao suave ug satisfazendo (4.10) pode ser tomada positiva

em ) pelo Teorema 1.26, além de “suficientemente pequena’, obtemos
0<u(r)<1 em

para todo r adequadamente pequeno, de modo que u(r) é a tnica solugdo de equilibrio

nao-trivial de (1) com A = A(r), e o teorema esté provado. O

Observacao 4.1 Decorre diretamente do Teorema 4.2 e do Teorema 1.26 que Ay € o 1unico

ponto de bifurcagao das solugoes de equilibrio de (1) com relagdo a .

Precisaremos o tipo de bifurcacao com relacao a I'y ocorrendo em )y assumindo a

seguinte hipdétese sobre a concavidade de f
(H-4) f"(u) <0 em [0,1].

E importante do ponto de vista de estabilidade, conforme sera visto no Capitulo 5,
conhecer-se o sinal de A(0) (~= d/dr) ou das derivadas de ordens superiores em 7 = 0
da curva A(r) dada no Teorema 4.4 passando por \g, pois ele indica o tipo de bifurcagao
em questao. Por exemplo, dizemos que a bifurcacao ocorrendo em \q é transcritica se
A(0) # 0. Veremos ser este o tipo de bifurcacio com relacio a Iy em Ay quando (H-4) é

assumida no seguinte

Teorema 4.5 A bifurca¢ao ocorrendo em \g € transcritica quando (H-4) € satisfeita.

Precisamente, temos

A(0) > 0.

Prova. Pelo Teorema 4.4 temos que para todo r € 7

= \r)s(z)f(u(r)) em 0N

com u(r) = rug+rp(r). Aplicando d/dr (= ") nas equagdes acima, pela Regra da Cadeia

obtemos



4. Bifurcacao das solucoes de equilibrio 62

Ap(r)+rp(r)) =0 em

%(Uo +p(r) +1p(r) = Ar)s(x) f(u(r) + A(r)s(@) f/(u(r))i(r) - em 99,

para todo r € Z. Diferenciando, novamente com relacao r, as equacoes do problema

anterior em r = 0 e langando mao do fato que @(0) = ug e i(0) = 2p(0), temos
Ap(0) =0 em

9p(0)
ov

= A(0)s(@)/(0)ug + S25(2) " (0) + Mos(x) F(0)p(0) e 09

Assim, como ug é solugao de (4.10), por meio da Férmula de Green segue que

0 = /QAp(O)uo dw—/p(O)Auo d

Q

9p(0) . / -y 0o 1
= U dH" ™ — 0)— dH"
/8Q 0 8V an( )aV
Ao

- /<9A05<x>f’<0>w<0> " — /8 A0)s(@) S/ (0)ud dH"! ‘/ag >

9] Q

s(z) " (0)up dH"

- / Mos(2) f/(0)ugp(0) dH"!

Q

= —/ MO)s(z) f/(0)u2 dH™ —/ &s(x)f”(O)ug dH" .
o) 0 2
Logo,

Ao

A(0) /aﬂ s(z)f (0)ug dH" ' = — /69 ?s(x)f”(O)ug dH™ !

e como decorre de (4.10) que

1
/ s(z)f(0)ug dH" ™ = —/ |Vuo|? dz,
20 Ao Jo

obtemos

Q

Agora, multiplicando a primeira equacao de (4.10) por u3 e integrando por partes, obtemos

2
/ s(x)uy dH" ™ =
o0

= Yuol? ug dz > 0.
Aof’@)/ﬂ' ol o
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Logo, quando (H-4) é valida concluimos que
A0) >0

de modo que a bifurcacao ocorrendo em )\ é transcritica. [

4.4 Injetividade da linearizacao em torno de equilibrios nao-
triviais

Neta secao estabeleceremos um resultado que sera fundamental na compreencao da
estrutura do conjunto das solugdes de equilibrio de (1) conforme A > 0 varie. Ele serd
ingrediente chave para aplicarmos o Teorema da Funcao Implicita numa vizinhanca de
uma solugao de equilibrio nao-trivial de (1) quando (H-4) é satisfeita.

O resultado referido acima é o seguinte

Teorema 4.6 (Injetividade do Operador Linearizado) Assuma vdlida (H-4) e seja

uy uma solugdo de equilibrio nao-trivial de (1) com A > 0. Entdo, a derivada parcial

Dy F (A wy) : W2(Q) — LP(Q) x W17 (50)

p

com p > n, dada por

DoZ (A uy) v = (Av, % - As(-)f’(uﬂv)

¢ uma aplicagao injetiva.

Prova. Primeiramente, decorre do principio do maximo que
uy >0 e 1—uy>0 em ).

De fato, suponha que exista xo € Q tal que uy(2) = 0. Entdo, como uy é solucdo cldssica

de
Auy=0 em

8U)\

—= = Xs(z) f(u em Of)

S = ds(@)f ()

pelo Teorema 3.1, nao-constante e tal que uy € X por hipdtese, o principio do maximo

eliptico implica que g € 92 e o Lema de Hopf que

Gu,\

0> > (20) = As(w0) f(ur(20)) = As(20) f(0) =0,
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uma contradicdo. Logo, uy > 0 em Q e, de forma andloga, podemos mostrar que uy < 1
em €. Assim,
fluy) >0 em Q.

Suponha, por contradigdo, que o operador D,.% (), uy) nao seja injetivo. Entao, existe
uma solucao 0 # ¢ € W2(Q2), p > n, do problema

AYp=0 em

9

S As(@)f ) em 09

a qual é suave por regularidade eliptica. Considere a funcao suave

(:Q—R
definida por ()
O Fn@)

Célculos diretos mostram que ¢ é solugao do seguinte problema de Neumann homogéneo

N ou 9C  f(un)|Vua*
ACJFZ( 3xz>0xz+Wc_0 e (4.11)
¢

E» =0 em Of.

Note que a hipdtese (H-4) garante que o coeficiente do termo de ordem zero da primeira
equacao de (4.11) é negativo, de forma que, pelo principio do maximo e pelo Lema de
Hopf, o méaximo de { ocorreria num ponto de OS2 tal que d¢/0v > 0 se ( nao fosse
constante. Assim, ¢ tem de ser constante, de fato zero por causa da primeira equacao de
(4.11), e entao (4.11) implica

I (uy)|Vus > = 0 em €,
o que é equivalente a
V(f'(ur(z))) =0, Vo e Q.

Logo, f'(uy) é constante em € forcando u, a ser constante em €2, pois f’ é decrescente no

intervalo [0, 1] por (H-4). Com isso, concluimos que

M) ()| =0

o0

uma contradigao, uma vez que s(-) muda de sinal em 0f2. O
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4.5 Conseqiiencias da injetividade do operador linearizado

A injetividade do operador linearizado em torno de uma solucao de equilibrio nao-
trivial de (1) provada na ultima segdo é um dos principais ingredientes para aplicar-se
o Teorema da Funcao Implicita, ferramenta capaz de caracterizar localmente o conjunto
solugao de uma determinada equacao. Nesta secao derivaremos algumas conseqiiéncias
do Teorema 4.6 que fornecerao globalmente a estrutura do conjunto solugao de (2) em X
para todo A > 0.

Um consequéncia imediata do Teorema 4.6 e do Teorema da Funcao Implicita é o
seguinte resultado.

Corolario 4.1 Nao hd bifurcagdo secunddria de solugdes de equilibrio nao-triviais de (1).

Também é possivel inferir quao pequeno A > 0 deve ser de forma que o problema (1)
nao possua solucoes de equilibrio nao-triviais. Ou seja, é possivel otimizar o Teorema 4.1,

conforme o
Corolario 4.2 O Teorema 4.1 € vdlido para todo 0 < A < Ag.

Prova. Observe que é suficiente provarmos o teorema para 0 < A < Ag.
Suponha, por contradicao, que exista 0 < A < Ao tal que uj seja solu¢ao de equilibrio
nao-constante de (1), ou seja,

F (5\, u;\) =0

eu; € X étal que u# 0ewul, sendo .# dada por (4.1) e X dado por (2.1).
Pelo Teorema 4.6, o operador

Du.F (A ug) : W2Q) — LP(Q) x WP (00)

p

p > n, dado por
D F(\uz) v = (Av, v _ Xs(-)f’(u;\)v)

¢ injetivo. Agora, segue do Teorema 1.22 que D,.# (A, u;) é um operador de Fredholm de

indice zero, de forma que

dimker (D7 (X, u3)) = dim (LP(Q) x WP (9Q) | R(D,F (A, u;))).

Assim,
dim (LP(Q) x Wi=7(09) | R(D.F (), ux))) =0
isto é,
R(DyF (A, uz)) = LP(2) x W, ~/P(092)
e temos provada a sobrejetividade do operador D, % (5\, us).

Logo, o operador Duﬁ(j\,u;) ¢ uma bijecao de modo que, pelo Teorema da Fungao
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Implicita, Teorema 1.16, podemos providenciar um intervalo Z contendo A e solugoes
uz(X) € W2(Q), p > n, da equagao

ﬁ()\,ﬂ)\) =0

tais que u;(A) = u;. (Nos permitimos aqui um abuso de notagao ao denotarmos a curva

de solugoes da equagao anterior que aplica o intervalo Z em WI?(Q) também por uy).

AFIRMACAO. Para todo A suficientemente préoximo de 5\, tem-se
0<uz(A\) <1 em Q.

De fato, segue do principio do maximo eliptico, como feito no inicio da demonstracao do
Teorama 4.6, que
0<u; <1l em Q.

Agora, como as solugoes u;(A) de (4.1) produzidas pelo Teorema da Fungao Implicita
satisfazem i
A=A
[us () = usllwz@ = 0,
tendo em vista a imersao WpQ(Q) — CY(Q) com 0 < § < 1 —n/p, valida para p > n,
obtemos

A—A
[[uz(A) — Ux||cw(§) — 0

e, em particular, segue que

A—A
sup Juz (V) (@) — uz ()] 2= 0.
e

Assim, dado

0<e< min{ inf us(z), 1 — Supu;\(:v)},
€ 51765

existe 0 > 0 tal que se 0 < |\ — A| < & tem-se
us(z) —e < uy(N)(z) <us(z)+¢ Vr € Q,

de forma que

0<us(A\) <1 em Yie (A —6,\+9),

0 que prova a afirmacao.

Logo, para todo A pertencente ao intervalo Z = (A — 6, A + ), a funcéo us () é solucao
de equilibrio de (1), a qual é nao-constante pela Observacao 4.1.

Tomando {o;} C 7 convergindo para A — 4§ e considerando as correspondentes solugoes

de equilibrio u;(o;) de (1), argumentando como no Teorema 4.1 podemos provar que a
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sequéncia {uj(o;)} ¢é limitada em H'(Q). Assim, existe u € H'(f2) verificando quando

1 — 00
e us(0;) =4 em H'(Q),
o us(0;) — @ a.e. em (2 e O

As convergéncias acima implicam @ € X solugao fraca de (2) com A = A — 4, a qual é ndo
constante por causa da Observacao 4.1. Desta forma, toda a argumentacao acima pode
ser aplicada a partir de .

Por indugdo, poderfamos construir entdo uma sequéncia {uy, 52, de solugoes de equilibrio

nao-constantes de (1), com A\; = ), tal que
Aj — 0 quando j — oo,

contradizendo o Teorema 4.1. [

Com os resultados anteriores podemos provar a unicidade das solugoes de equilibrio
de (1) para cada A > \g estendendo, via Teorema da Fungao Implicita, a curva local €

dada no Teorema 4.4.

Teorema 4.7 Para cada A > Ay o problema (1) possui uma unica solugdo de equilibrio

nao-trivial.

Prova. Como )\(O) > 0 pelo Teorema 4.5, escolha um intervalo (0,7) com 7 > 0 pequeno

e tome uma sequeéncia r; — T tal que
A(r)) =%\ == sup {A(r):r € (0,7)} > .

Considerando a sequéncia de solugoes de (2) correspondente {u(r;)} C X, pode ser provado
como no Teorema 4.1 que {u(r;)} converge fracamente em H'(Q) e fortemente em L*()
e L*(09) para uma solucao fraca u; € X de (2), a qual é nao-constante pala Observagao
4.1 e regular pelo Teorema 3.1.

Logo, procedendo como no Corolario 4.2, segue do Teorema 4.6 e do Teorema da Funcao
Implicita, Teorema 1.16, a existéncia de um intervalo aberto (aq, b1) contendo A; e de uma
funcao © : (a1, b1) — WZ(), p > n, de classe C* com O(\;) = u; e tal que O(X) resolve
(2) para todo A € (ay,b;). Diminuindo o intervalo (ay, b;) se necessério, podemos mostrar
como no Corolério 4.2 que O(\) € X, sendo assim solugao de equilibrio nao-trivial de (1)
qualquer que seja A € (ag, by).

A convergéncia da sequéncia de solugoes de (2) acima pode ser consideravelmente
melhorada utilizando-se as estimativas a priori de Amann e de Agmon, Douglis e Nirenberg

como no Teorema 4.1, obtendo-se

u(r;) %Xy em W2(Q), p>n.
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Assim, por unicidade, ©(\(r)) = u(r) para todo r < T suficientemente préximo de 7, mas
com argumentagao semelhante a do Corolario 4.2, a funcao © pode ser estendida de forma

que

o)) =u(r),  Vre(0,7) (4.12)

ou seja, a curva local € e o grafico de © coincidem préximo de .

Também pode ser mostrado que O(b;) é solugao de equilibrio nao-trivial de (1) de modo
que, indutivamente, o Teorema 4.6 e o Teorema da Funcao Implicita permitem estender-se
a fungao © ao intervalo (Ao, 00).

Para concluirmos a prova, resta mostrarmos que toda solucao de equilibrio nao-trivial
de (1) pertence ao grafico da funcdo estendida © : (Mg, 00) — WpQ(Q), p > n, que é
a extensao da curva €. Quando A estd préximo de Ag, esta tese decorre de (4.12) e da
unicidade local de ¥ providenciada pelo Teorema 4.4.

Suponha entdo a existéncia de A > g tal que us ¢ € seja solucao de equilibrio nao-trivial
de (1). Pelo Teorema 4.6 e o Teorema da Fungao Implicita existem um intervalo aberto
(a1,by) contendo A e uma funcio Y : (Gy,b) — W2(Q), p > n, tal que T(\) = u;,

T(A) € X é solucao de equilibrio nao-trivial de (1) e satisfaz
TA) # 0\, YA€ (ay,b).

Argumentando como acima, podemos estender T mantendo véalida a ultima relacao para
todo A > A¢ por causa do Corolario 4.1 e dos Teoremas 4.2 e 1.26, mas por (4.12) e pela

unicidade de ¥ numa vizinhanga de )\g isto é impossivel. [J

Decorre da demonstragao do Teorema 4.7 que a bifurcagao ocorrendo em (Ag,0) com
relagdo ao ramo trivial Iy, sendo Ay dado por (1.8) com w(-) = f’(0)s(-), ndo é apenas
um fenoémeno local, mas global. Com efeito, foi provado que as solugoes de equilibrio
nao-triviais de (1) formam nao somente um continuo que encontra o infinito no sentido
de [58] mas uma curva suave ilimitada em (X, 400)x [W2(Q) N X], p > n. Assim, foi

provado também o seguinte resultado.

Teorema 4.8 O autovalor principal N\g de (1.7) € um ponto de bifurcagao global com

relacdo a I'y. Além disso, a aplicacao
(Mo, +00) DA — uy € [WXHQ)N X], p>n

que associa a cada X\ > Ao a correspondente solug¢ao de equilibrio nao-trivial de (1) é trés

vezes continuamente diferencidvel no sentido de Fréchet.

Organizando as informagoes obtidas, uma inferéncia sobre a estabilidade (cf. Definigao

2.1) do ramo global bifurcando de (A, 0) pode ser feita no
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Corolario 4.3 A solugdo de equilibrio nao-trivial uy de (1) € assintoticamente estdvel
para todo A > .

Prova. Temos que o conjunto dos equilibrios de (1) é {0, Uy, 1} para cada A > Ay e que

uy minimiza (globalmente) 7, /.. e tem energia menor do que as de u = 0 e u = 1. Como o

[
sistema dindmico gerado por (1) é gradiente e uy é isolado para todo A > A, o resultado

segue. [

Observagao 4.2 Embora tenhamos provado a estabilidade assintdtica (local) do ramo
global emanando de (Xo,0), seremos capazes de provar, no préximo capitulo, uma
propriedade ainda mais forte a respeito de tal ramo, a saber, a estabilidade exponencial

de cada um de seus pontos.



Capitulo

5

Estabilidade das solucoes de equilibrio

Estudaremos neste capitulo as propriedades de estabilidade das solugoes de equilibrio
de (1). Os métodos utilizados sao o principio da estabilidade linearizada e o principio da
transferéncia da estabilidade, os quais fornecem estabilidade ou instabilidade no sentido
de Lyapunov, quando aplicaveis.

E conhecido que ao problema (1) estd associado um principio de estabilidade
linearizada (veja, por exemplo, [24, 40, 31, 62, 50]). Assim, a estabilidade ou instabilidade,
no sentido de Lyapunov, de uma solugao de equilibrio u, de (1) pode ser inferida conforme

o espectro do problema de autovalores associado a linearizacao de (2) em torno de wuy,

dado por
Av=pv em £
(5.1)
80— rs(@)f' () 70
5, = As@)f (un)v em ,

esteja no semiplano {z € C: Rez < 0}, quando o equilibrio u, for estdvel, ou intercepte
o semiplano complexo {z € C : Rez > 0}, quando o equilibrio uy for instédvel. Se o
espectro de (5.1) estiver contido em {z € C: Rez < a} para algum a < 0, o equilibrio
uy seré exponencialmente estével (cf. Defini¢ao 2.1). Na situac¢do em que o espectro do
problema linearizado em torno de um equilibrio estd contido em {z € C : Rez < 0} e
zero é autovalor, temos o caso critico de estabilidade sobre o qual nao ha inferéncia direta
e que requer, portanto, uma analise particular.

Observe que o espectro do problema acima é da forma {ux}, constituido por
autovalores, todos reais, além de ser enumeravel possuindo somente —oo como ponto de
acumulagao e apresentar um primeiro autovalor, o qual é o maior autovalor do espectro.
Estas propriedades espectrais sao verificadas por estarmos lidando com autovalores do
Laplaciano com condigao de fronteira de tipo Robin (para detalhes adicionais, veja
21, 24, 55, 72]).

Logo, para inferirmos sobre a estabilidade ou instabilidade das solugoes de equilibrio
de (1) precisamos localizar o primeiro autovalor do espectro de (5.1). Este serd nosso

objetivo principal ao longo de todo este capitulo.

70
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5.1 Estabilidade dos equilibrios triviais

Para determinarmos as propriedades de estabilidade dos equilibrios triviais de (1)

devemos estudar os espectros dos problemas de autovalores

Av=pv em Av=~vv em
0 ‘ 0
v / v /
i As(z)f'(0)v  em 00 5 As(z)f'(1)v em 09,

associados a linearizagao de (2) em torno de u = 0 e u = 1, respectivamente. A anélise
da estabilidade dos equilibrios triviais ¢ feita no seguinte

Teorema 5.1 Com relagdo as solugdes de equilibrio triviais de (1), temos

(i) Para 0 < X < Ao, a solugio u =0 é exponencialmente estdvel.
(ii) Para A > Xo, a solu¢ao u =0 € instdvel.
(iii) Para todo A > 0, a solu¢ao u =1 € instdvel.

Prova. Sabemos que o primeiro autovalor j1(\) da linearizac¢ao de (2) em torno de u = 0

¢ dado por

—/ |Vo|* dz + )x/ s(z) £ (0)v? dH"*
p(A) = sup . 3

> (5.2)
ve HL(Q)\{0} 1011720

e satisfaz
Ap =Ny em Q

¢ _

8V—)\s(x)f'(0)g0 em 05,

sendo ¢ > 0 em () uma funcao suave, nao-constante, que pode ser escolhida normalizada

de forma que |[p||r2@) = 1.

Se / s(z)p? dH™ ! <0, via integracdo por partes obtemos
o0
pi(A) = /Asw dx
Q
= —/ |Vl|? da:+)\/ s(z)f'(0)p* dH"
Q o0

< —/|V<p|2 dz < 0.
Q
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Por outro lado, se / s(z)p? dH" ' > 0 temos que ¢ é admissivel no conjunto que define
o0

Ao em (1.8) (com w(-) = s(-)f'(0)), de modo que

- / Vel? de < —Aof'(0) / s(a)g? dH!
Q o0
e assim

pi(A) = /Aswdx
Q

= —/ |Vl|? da:+)\/ s(z)f'(0)p* dH"
Q P

I

(A= Ao)f(0) / s(z)? dH™ .

o0

Logo, para cada 0 < A < )¢ temos pi(A) < 0, de forma que v = 0 é um equilibrio
assintoticamente estavel de (1), provando (i).

Agora, como pelo Teorema 1.26 )y é atingido por uma fungao suave, digamos v, a qual

pode ser normalizada com |]1D||%2(Q) = 1 e satisfaz

/ \Vy|? doe = )\0/ s(z) f'(0)y? dH™ 1,
Q 89

segue da caracterizacao variacional de p;(A) acima que para cada A > Ag
pi(A) > —/ IV|? do + )\/ s(z)f'(0)y? dH"
Q o0

= (A=) /aﬂ s(@) f1(0)y? dH™ > 0.

Assim, p1(\) > 0 para todo A € (Ao, 00) o que implica u = 0 solucao de equilibrio instavel
de (1) quando A > Xg, provando (7).

A instabilidade de u = 1 para todo A > 0 segue pois, como f'(1) < Oe / s(z)dH™ ' <0,
o9
tem-se

—/ V1|2 dz + /\/ s(z)f'(1) dH™ >0 VA >0
Q oN

de modo que o primeiro autovalor da linearizacao de (2) em torno de u = 1 é positivo

qualquer que seja A > 0, provando (éi7). O

Uma vez que o principio da estabilidade linearizada nao se aplica diretamente a
u = 0 no caso critico A = Ay pois ker (Du,gz ()\0,0)) ¢ l-dimensional, precisamos de
outro argumento para inferirmos sobre a estabilidade do equilibrio u = 0 quando A\ = ).

Faremos uma anélise baseada no funcional energia e na simplicidade do primeiro autovalor
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do espectro do problema linearizado em torno de v = 0 correspondentes a (2), utilizando
o Teorema 2.1 de [25].

Teorema 5.2 A solucao de equilibrio u =0 de (1) é estdvel quando X\ = .

Prova. Vimos no Capitulo 2 que (1) gera um sistema dindmico nao-linear no espago
de fase X definido por (2.1). Além disso, sabemos que a restricdo a X do funcional
T HY(2) — R, dado por

1

Ta(u) =5 /Q |Vul? do — A\ /aQ s(a) F(u) dH"™ !

sendo F'(u) = / f(7) dr, é uma fungdo de Lyapunov para o sistema dindmico acima

mencionado. COIODO observado anteriormente, ao problema (1) também esté associado um
principio de estabilidade linearizada.

Quando A\ = Ay segue dos Teoremas 1.26 e 1.27 que o primeiro autovalor p;(A), dado
por (5.2), do espectro do problema linearizado em torno de u = 0 é tal que py(N\g) > 0.

Porém, como a aplicagao

A p1(A)

¢ continua, [20], e py(A) < 0 para todo A € (0, \g) pelo Teorema 5.1, obtemos 11 (Ag) < 0,
ou seja, f11(Ag) = 0. Note também que 1 (Ag) = 0 é algebricamente simples pelo Teorema
1.27. Logo, todas as hipdteses do Teorema 2.1 de [25] estao satisfeitas (veja também a
discussao feita na Secao 3 de [25]).

A conclusao que u = 0 é um equilibrio estavel de (1) decorre do fato de u = 0 ser minimo
(global) do funcional j,\0|3€.

De fato, seguindo os Passos 1 e 2 da demonstragao do Teorema 2.2 podemos encontrar

um minimo (global) uy, do funcional Jy,|,, o qual é ponto critico de Jy, (em H'(Q)).

[
Se uy, #Z 0 e uy, # 1 terfamos uma solucao de equilibrio nao-trivial de (1) para A = Ao,

contrariando o Coroldrio 4.2.

Portanto, uy, = 0 pois
1
Tn(0) =0 < =X {/ f(7) dT:| / s(z)dH"™ = Ty, (1)
0 o0

de forma que u = 0 é um equilibrio estavel de (1). O]

5.2 Estabilidade das solucoes bifurcadas

Foi possivel estabelecer no Capitulo 4, Corolario 4.3, a estabilidade assintética do ramo

global bifurcando de (\g, 0). Assim, localmente, qualquer solugao do problema parabdlico
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(1) comegando préxima do equilibrio nao-trivial uy bifurcado de (A, 0) decai para u,
quando o tempo é grande, para cada A > \y. Porém, seremos capazes de provar, nesta
secao, um resultado ainda mais forte: o decaimento é rapido, de ordem exponencial. Ou
seja, provaremos que qualquer equilibrio nao-trivial de (1) pertencente ao ramo global
emanando de (Ao, 0) é exponencialmente estavel (cf. Definigao 2.1). Para alcangarmos tal
objetivo, utilizaremos o principio da transferéncia de estabilidade, Teorema 1.19, devido a
Crandall-Rabinowitz [28]. Tal método consiste basicamente na inferéncia da estabilidade
dos equilibrios nao-trivias sobre a curva local que emana do autovalor simples produzida
pelo Teorema 1.17, de certa forma, por meio de sua geometria. A partir desta andlise
local, infere-se entao sobre a estabilidade do ramo global bifurcando de (A, 0).

Tendo em vista os problemas de autovalores que surgem na andlise da estabilidade

linearizada, consideremos o operador compacto

K:W2HQ) — LP(Q) x W)P(0Q)  p>n,
dado por K(u) := (u,0). Este operador esta relacionado com o operador D,.% (), 0) da
seguinte forma.

Lema 5.1 Zero é um autovalor K-simples de D, (Ao, 0).

Prova. A primeira parte da Definicao 1.5 foi verificada na prova do Teorema 4.4, quando
foi provado que 0 é um autovalor DyD,.% (Ao, 0)-simples de D,.% (A, 0).

Para provarmos a condicao de transversalidade dada na segunda parte da Definicao
1.5, suponha-a falsa, isto é, suponha que Kzy € R(Dugf (Mo, O)) para algum gerador xg
de ker (Du?(/\o, 0)) Entao, existe £ € WPQ(Q), p > n, tal que

AE=xy em

0
8—52)\03(93)]”(0){ em ON.

Assim, como xy é solugao de (4.10), pela férmula de Green obtemos

/x% dr = /onfdx
Q Q

= /:L‘OA§ dm—/ﬁAmo dx
Q Q

85 8%0

N Y U
/{;Q 0 al/ 90 8V

= / Nozos() f'(0)€ dH" " — / Xo&s(2) f/(0)zg dH™ ' =0
0N

o0

de modo que zy = 0 a.e. em (), uma contradi¢ao, provando o lema. [
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Como consequéncia do lema anterior, visto que .% é de classe C?, temos pelo Teorema

1.18 e pela Observacao 1.3 a existéncia de €, § > 0 e de funcoes de classe C?
v:i(Xo—€Xte) — R z: (Mo —€Xo+€) — WIHQ)

e (=96,0) — R, w: (=0,8) — W2(Q),

com p > n, satisfazendo

D,.7 (X, 0) - 2(A) =~v(\) K(2(N)), VA€ (Ao—€ X +¢€) (5.3)
Dy F (AN(r),u(r)) - w(r) = u(r) Klw(r)), Vr e (=4,0) (5.4)

e tais que
(o) = 0= p(0),  2(Xo) = uo = w(0) (5.5)

sendo ug e as fungoes A(r), u(r) como no Teorema 4.4.
Além disso, pelo Teorema 1.19, as funcdes u(r) e —rA(r)y/ (o) tém os mesmos zeros para

todo r suficientemente pequeno e o mesmo sinal quando u(r) # 0, além de verificarem a

relacao '
. /
lim w -1 (5.6)
ufﬂ#o T

sendo d/dr =", d/d\=".

De posse da relagao (5.6), para conhecermos o sinal de p(r) para r ~ 0 precisamos
determinar apenas o sinal de 7/(\g), o que faz sentido porque v/'(A\g) # 0 pelo Teorema
1.19, pois sabemos que )\(0) > 0 pelo Teorema 4.5.

Note que (5.3) equivale ao problema

= As(z)f'(0)z(A) em 09,
para todo A € (Ag — €, A\g + €). Resulta das composi¢oes

Mo — e Xo+e) =5 w2Q) 2557 rr()

p

ho—6Xo+e) =5 w2 LT wi-vron)
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com p > n, que as aplicagoes

(M —€X+e) DN — Az(N) € LP(Q)

0:(1)

(Mo—€X+€)2N — € Wpl_l/p(aQ).

sao de classe C?. Assim, diferenciando com respeito a A as equacoes do tltimo problema

em A = )\, por meio de (5.5) obtemos

AZ' (X)) =~ (No)ug  em

= s(x) f'(0)ug + Aos(x) f'(0)2'(Ng) em ON.

Logo, pela féormula de Green

/ AU,O ZI()\(]) dr — / AZI()\Q) Uo dr = % Z/()\(]) dHnil —/ 0z ()\O) Ug dHnil
Q Q o0 OV o0 OV

e do fato de ug resolver (4.10), temos

—7’()\0)/9% dr = /zm Aos(x) f(0)ugz"(Ng) dH™™ —/ s(x) f'(0)ug dH"™

o0N

- /ag Nos(z) f1(0)2' (No)ug dH™

= —/ s(z) £ (0)ug dH"*
o9

1 2
= —— d
)\0/Q|Vuo| x

ou seja,

/]Vu(]]Q dx
Je 000 S

/\0/ ui dx
Q

Observe que (5.4) é equivalente ao problema de Robin com peso de fronteira de sinal

indefinido

7 (Ao) = 0. (5.7)

Ap=pup em £
8
o (5.8)

o= A)s(@) (ulr))o em O
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com ¢ = w(r) e p = u(r) para todo r € (—4,0), o qual corresponde ao problema de
autovalores associado a linearizacao de (2) em torno das solugdes de equilibrio de (1)
bifurcadas, préximas de (Ao, 0).

Para obtermos alguma informacao sobre a estabilidade daquelas solugoes de equilibrio

bifurcadas, precisamos localizar o primeiro autovalor do espectro de (5.8), dado por

—/ |Vol|? dx+)\(r)/ s(z) f' (u(r))v? dH"*
pa(A(r)) = sup . 5

veHL(Q)\{0} 10[1Z2(0)

para todo r € (—6,0), [24]. Uma vez que p(r) é o unico autovalor K-simples de
D% (A(r), u(r)) para r préximo de zero de acordo com Lema 1.3 de [28], para concluirmos

que p(r) = p1(A(r)) devemos provar o

Lema 5.2 O primeiro autovalor pi(A(r)) do problema (5.8) é um autovalor KC-simples de
Dy F (X\(r),u(r)) para todo r € (—94,9).

Prova. Note inicialmente que pela formulacao variacional de p1(A(r)) acima segue que
se £ é autofungao de (5.8) associada a 1 (A(r)) entdo |£] também o é, de forma que pelo
principio do méximo e pelo Lema de Hopf temos |£] > 0 em Q.

Vamos provar primeiramente a simplicidade algébrica de que p;(A(r)), utilizando o Lema
1.4. Dadas &,  autofuncdes de (5.8) associadas u;(\(r)), positivas em  sem perda de

generalidade, se L, R sao como no Lema 1.4 temos

/QR(g,n) dr = /|V§y2 dx—/ ( ) Vi do
= 20 [ s ) ant =) [ & o [ v (5) vy d.

Agora, via integracao por partes, temos

7“))/Q§2da: = /QAn;d:z:
“fers () e [ e

- /Q v - V(%Q) dz + )x(r)/ms(x)f'(u(r))§2 dH"

e assim,

[ o v(%) 1o =\0) [ s W)€ = 0 [ €
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Organizando as informagoes obtidas, podemos concluir que

| R o=

de modo que pelo Lema 1.4 obtemos

|zt aa o

e a existéncia de t € R tal que £ = tn, provando a simplicidade algébrica do autovalor
p1(A(r)) de (5.8), isto é

dimker (Dy.Z (A(r),u(r)) — m(A(r)) K) =1, Vr e (=94,90).
Como o operador
Dy F (A(r), u(r)) — p(Ar)) K+ W2(Q) — LP(Q) x W,~/7(09)

p > n, é dado por

(DLF ) = AN -6 = (80 = iAo, G = At (a)e)

segue do Teorema 1.22 e da Observacao 1.4 que o mesmo é um operador de Fredholm de

indice zero para todo r € (=9, ). Assim,

1 = dimker (Du.Z (A(r),u(r)) — pi(A(r)) K)

— dim (LP(Q) < WIYP(00) | R(DWF (A(r), u(r)) — m(A(r)) /c))

e a primeira parte da Definicao 1.5 esta provada.
Para provarmos a condicao de transversalidade da segunda parte daquela definicao

suponha, por contradicao, sua falsidade. Entao,
K(uo(r)) € R(Du (A(r), u(r)) — pu(Ar))K),

sendo ug(r) € W2(Q) um gerador de ker (D,.Z (A\(r),u(r)) — pi(A(r))K) para cada
r € (—0,9). Logo, existe h(r) € WZ(Q) tal que

Dy T (A(r), u(r)) - h(r) = pn(A(r))K(h(r)) = K(uo(r)),
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ou seja, h(r) é solu¢ao do problema

Ah(r) = p(A(r))h(r) = uo(r) —em  Q

para todo r € (—6,0). Utilizando-se a férmula de Green

/Q wo(r)AR(r) dx — /Q h(r) Auo(r) d = / uo(r)ag(:) dH! /m h(r)au%r) oy

o0N

apoés alguns cdlculos diretos analogos aos do Lema 5.1, pode-se concluir que

/ng(r) dz =0

para cada r € (—0,9), uma contradigdo. Portanto, a segunda parte da Defini¢cao 1.5 é

satisfeita e o lema estd provado. [

Observacgao 5.1 A simplicidade do primeiro autovalor puy(\(r)) de (5.8) poderia também
ser obtida via Teorema de Krein-Rutman (cf. [16], p.100) como em [24], mas certamente
por meio de uma demonstracao nao mais simples do que aquela apresentada para o

teorema anterior.

Decorre, entao, do Lema 5.2 que

p(A(r)) = pu(r),  Vr e (=6,0).

Logo, u(r) # 0 para todo r > 0 suficientemente pequeno por causa do Corolério 4.1. Com
efeito, se u(7) = 0 para algum 7 > 0 pequeno teriamos p;(A(7)) = 0 e, pelo Teorema de
Crandall-Rabinowitz sobre bifurcagao de autovalores simples, Teorema 1.17, haveria uma
bifurcagao secundaria em (A(7),u(7)), contradizendo o Corolario 4.1.

Assim, por (5.6), p1(A(r)) < 0 para todo r > 0 suficientemente pequeno de forma que as
solugoes nao-triviais de equilibrio bifurcadas de (1) no comego do ramo global emanando
de )y dado pelo Teorema 4.8 sao exponencialmente estaveis.

Para concluirmos a estabilidade exponencial de todo o ramo global bifurcado de )y,

precisaremos do seguinte

Lema 5.3 A aplicagdo i : (Ag,00) — R definida por

—/ Vo[ da:—i-/\/ s(z) f'(uy)v? dH" 1
)= sup : o0

veH (@)\{0} 1011220
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sendo uy a solug¢ao de equilibrio nao-trivial de (1) associada a X > X, € continua.

Prova. Sabemos que () é o primeiro autovalor do problema

Av=pv em £
(5.9)
v _ As(z) f'(uy)v em 99
o A '
Fixe A > \o. Segue do Teorema 4.8 que
uy — u; em  W2Q)
com p > n, quando A — . Assim, como Wg(Q) < C*(Q) obtemos em particular que

As(2)f () 22 As(z)f'(us)  em  CO(O).

Logo, pelo Teorema 8.2 de [20] obtemos

p1(A) — () quando A — \

e o lema esta provado. [

Portanto, a analise da estabilidade do ramo global bifurcado de Ag pode ser concluida

da seguinte maneira.

Teorema 5.3 Para todo A > Xy a solugao de equilibrio nao-constante de (1) bifurcada de

Ao € exponencialmente estdvel.

Prova. Como o espectro de (5.8) para as solugoes de equilibrio ndo-constantes no comego

do ramo global de bifurcacao emanando de Ay esta contido em
{z€C : Rez < u(\r))}

e pu1(A(r)) < 0 para todo r > 0 suficientemente pequeno, pelo Corolério 4.1 e pelo Lema
5.3 0 mesmo ocorre com o espectro de (5.9) para todo A > X¢. Logo, a estabilidade

exponencial do ramo global bifurcado de A\g segue. [J



Capitulo

6

Convergencia do traco quando o

parametro ¢ grande

Estabeleceremos neste capitulo um resultado de convergéncia a respeito do trago da
solugao de equilibrio nao-trivial de (1) quando o parametro A > 0 tender ao infinito ao
provarmos que, sob certas hipoteses, o traco tende a se concentrar num subconjunto da
fronteira da regiao 2 quando o parametro é grande.

Uma dessas condigoes envolve a nocao de capacidade de um subconjunto de uma
variedade Riemanniana suave. Vamos introduzi-la conforme nossa necessidade sem nela

nos determos, indicando [36, 38| para maiores aprofundamentos.

Definigao 6.1 Sejam .# uma variedade Riemanniana conera suave e K C # um
compacto. A capacidade de K € definida por

cap(K) := inf {/ VoI du : ¢ € C°( M) e ¢ =1 numa vizinhanga de K}
V.

sendo o volume Riemanniano de A .

Se K € um aberto pré-compacto, entao a capacidade de K € definida por
cap(K) := cap(K).
Suponha que o conjunto
Z={zecdQ : s(x)=0}
tenha medida (n — 1)-dimensional de Hausdorff zero e que o conjunto
M={ze€dQ : s(z) >0}

tenha capacidade finita. Nestas circunstancias, provaremos que os tracos das solucoes de
equilibrio nao-triviais de (1) convergem para a fungao caracteristica do conjunto M na
topologia de LP(952), 1 < p < oo, quando A tender ao infinito.

Este é o conteiudo do seguinte
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Teorema 6.1 Suponha que o conjunto M tenha capacidade finita e o conjunto Z tenha
medida (n — 1)-dimensional de Hausdorff zero. Entdo, a solu¢ao de equilibrio nao-trivial
uy de (1) satisfaz

Uz 5, pmic em LP(09Q)

para todo 1 < p < o0.

Prova. E suficiente provar que

A .
U | 5, % ym  em medida

isto é, que para todo € > 0 os conjuntos
N = {2 €09 ¢ |xuml®) — un(@)] > ¢}

sao tais que H" 1(N2) — 0 quando A\ — oo. De fato, em L*°, convergéncia em medida
implica convergéncia em LP (cf. [35]).

Como M tem capacidade finita existe ¢ € C3°(0€2) suportada em uma vizinhanga
aberta em 0f) contendo M de forma que gb‘ﬂ = 1l etal que 0 < ¢ < 1 no complementar de
M naquela vizinhanca. Considere uma extensao ® € C°(Q2) de ¢ satisfazendo 0 < & < 1

em Q e o funcional energia 7, : H'(£) — R associado a (2), dado por
1
Ta(u) = —/ |Vul? do — )\/ s(z)F(u) dH™ !
2 Ja o0

com F(u) = /u f(7) dr. Entao,
0

1 1
Xﬁ(@”) = 5/\V<I>|2c1> 2<ﬁ1>dx—/ s(z)F(1) dH”l—/ s(x)F(®V) dH
Q M OO\M

Ao —F(l)/M s(z) dH™! (6.1)

pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Por outo lado, como wu, minimiza J)
globalmente em X para cada A > \g pelo Teorema 2.2 e PV ¢ X, temos

%j,\(fbﬁ) > %j)\(u,\) > —/BQs(x)F(uA) dH"

S /M s(2) F(uy) dH™ — / s(@) F(uy) dH™™

O\M

> /M 5() F (1) dH™"

Vv

—F(l)/Ms(x) dH"
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de forma que por (6.1) obtemos

lim — | s(z)F(uy) dH™ ! = _F<1)/MS(£U) A"

. / S(2)F ) dH™
o0

ou seja,

= 0.

tin | [ SF ) = Flu] a

Como o integrando na ultima expressao é nao-negativo em 0§2, temos

)\h_}rgo ., |s(2) [F(xm) — F(uy)]| dH" = 0. (6.2)

Note que

danl

[ s F o0 - P an = [ jsto)

= oo [[rou] et [ ][] e
> [oror [ e [ | [rwer] e
> min{ 7)dr, /f dT} /N |s(z)| dH™ !

e assim segue de (6.2) que

XA}(T)CZT

lim |s(z)| dH"! = 0. (6.3)
A—00 NA

AFIRMAGAO. H" }(N}) — 0 quando A — oo.

De fato, se assumissemos o contrario, existiria ¢g > 0 e uma sequéncia {\;}, \; — oo, tais
que
n—1 A .
H (Naj) > €0, V7.

Considerando a familia de abertos contendo Z

Zs={xe€dQ : |s(x)| <d}, 6>0,
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decorreria do Teorema da Convergéncia Dominada que

H 1 (25) 28 0.

Escolhendo dy > 0 tal que H"'(Zs,) < &9, terfamos

1 1
—/A |s(z)| dH™ ! > —/A |s(z)| dH"
8o/ i 00 J NI (0924, )

> H'HND N (02 25,))
= H'THNY) = H'THND 0 25,)
>HTHNDY) =’ (2s,)

> g —H"(Z5,) > 0.

Quando j — oo, gracas a (6.3), obteriamos uma contradi¢cao. O teorema esta provado.

O



Capitulo

7

Observacoes finais

Ao término deste trabalho percebe-se uma perspectiva de estudo futuro com relagao
a casos nao contemplados ou possiveis generalizacoes dos problemas nele apresentados.

Um resultado nao demonstrado mas esperado ser verdadeiro se refere a globalidade da
estabilidade assintética do ramo de bifurcagao global, dado no Teorema 4.8, emanando de
Ao- (Veja [40] para um resultado andlogo relativo ao problema de Fleming, em que nao hé
fluxo através da fronteira). De fato, dada uma condigao inicial ug # 0 e ug # 1 em (1),
espera-se que a solugao u(z,t) de (1) comegando em wg convirja para a unica solugao de
equillibrio nao-trivial de (2), quando ¢ tender ao infinito, numa determinada topologia.
Este resultado podera ser obtido se, por exemplo, forem estabelecidas estimativas a priori
para solugoes de (1) limitando-as inferior e superiormente.

Outra questao qualitativa a respeito das solugoes de equilibrio de (1) surge conexa ao
resultado obtido no Capitulo 6, onde foi provado que o trago da solucao de equilibrio u)
de (1) converge, quando A — oo, para a fungao caracteristica do conjunto onde o peso
de fronteira é positivo na topologia de LP(0f2), 1 < p < oo. Deseja-se saber o que ocorre
com uy no interior de ) a medida que A — oco. Uma possivel dire¢cao de investigagao pode
se dar através da extensao harmonica da funcao caracteristica acima mencionada, o que
conduzira ao estudo de um problema singular.

A andlise feita neste trabalho relativamente as solugoes de equilibrio de (1) depende
fortemente do sinal da média sobre 9 do peso s(-). (Conforme observado anteriormente,
resultados andlogos aos descritos acima podem ser estabelecidos se s(+) tiver média positiva
em (H-2)). Porém, um caso peculiar se da quando o peso de fronteira s(-) tem média zero.
Neste caso, a abordagem empregada para estudar-se bifurcacao das solugoes de equilibrio
triviais, via Teorema de Crandall-Rabinowitz, falha. Com efeito, tem-se entao A\g = 0
e a ocorréncia de uma degenerescéncia, pois zero é autovalor algebricamente simples de
(1.7) mas nao satisfaz a condic¢ao de transversalidade de Crandall-Rabinowitz (condicao
(iii) do Teorema 1.17) no contexto do Capitulo 4. Logo, para se estudar bifurcagao dos
ramos triviais é necessario empregar-se outro método, como por exemplo a reducao de
Lyapunov-Schmidt (cf. [60, 68, 69, 70]). Nao s6 a estrutura de bifurcacao deve ser
alterada, como também o resultado de unicidade dos equilibrios triviais para valores

pequenos do parametro, Teorema 4.1, deve nao ser mais vélido, além de possiveis outras
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alteragoes. Assim, fica posto um problema interessante como continuagao natural da
investigagao iniciada nesta tese.

O problema mencionado no paragrafo anterior pode ainda ser generalizado nao s6 na
nao-linearidade presente na condicao de fronteira ou no operador principal envolvido na
equacao, o Laplaciano, mas ao permitir-se, mediante hipoteses adequadas, o aumento do
nivel de degenerescéncia da condi¢ao de transversalidade de Crandall-Rabinowitz. Desta
forma, podem ocorrer bifurcagoes secundarias ou de ordens superiores, o que produziria,
por exemplo, resultados de multiplicidade. Problemas deste tipo foram abordados em [60]
e em suas referéncias.

De modo mais abrangente, pode-se também estudar questoes de bifurcagao para
problemas elipticos com condicoes de fronteira nao-lineares mais gerais, permitindo-se
inclusive dependéncia nao-linear do parametro, empregando-se recentes generalizacoes de

resultados cldssicos da teoria da bifurcagao, como os de [49] e de suas referéncias.
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