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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar condições suficientes para a existência e

multiplicidade de soluções para uma classe de problemas eĺıpticos com função

peso mudando de sinal em domı́nios ilimitados, utilizando para isso argumentos

variacionais. Especificamente, no caso semilinear utilizamos argumentos de

minimização sobre a variedade de Nehari. Para o caso quase linear, tanto para

o caso escalar bem como para o sistema, utilizamos argumentos de minimização

e uma variante do Teorema do passo da montanha sem a condição de Palais-

Smale.



Abstract

The aim of this work is to give some sufficient conditions for the existence and

multiplicity of the solutions for a class of elliptic problems with sign-changing

weight function in unbounded domains, using for this variational techniques.

Specifically, in the semilinear case we use the minimization arguments on the

Nehari manifold. For the quasilinear case, as in the scalar case as in the

system, we use the minimization arguments and a variant of the mountain

pass Theorem without the Palais-Smale condition.
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Introdução

Neste trabalho, obtemos condições para a existência de múltiplas so-

luções (fracas) não negativas, para problemas da forma

(P )

 −∆pu+ a|u|p−1 = λf(x)|u|q−1 + h(x)|u|r−1, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,

onde

−∆pu = −div
(
|∇u|p−2∇u

)
= −

N∑
i=1

∂

∂xi

(
|∇u|p−2 ∂u

∂xi

)
,

é o operador p−Laplaciano, Ω ⊆ RN é um domı́nio ilimitado com fronteira

suave, as funções a, f, h : Ω→ R sejam mensuráveis, com a e h não negativas,

mas a função f pode mudar de sinal, λ > 0 é um parâmetro real positivo e os

expoentes satisfazem

2 ≤ p ≤ N e 1 < q < p < r ≤ p∗.

Estabelecemos ainda condições sobre a função peso f , bem como para

os valores de p e q, para obter resultados de existência e multiplicidade de

soluções (fracas), da seguinte classe de sistema eĺıptico quase linear com cresci-

mento cŕıtico

(S)


−∆pu = p1f(x)|u|p1−1|v|q1 + β|u|β−1|v|γ, em RN

−∆qv = q1f(x)|u|p1|v|q1−1 + γ|u|β|v|γ−1, em RN

0 � u ∈ D1,p(RN), 0 � v ∈ D1,q(RN),

onde a dimensão, bem como os expoentes, satisfazem

1 ≤ p1, q1,
p1

p
+
q1

q
< 1, 2 ≤ p ≤ q < min{p∗, N}, β

p∗
+
γ

q∗
= 1.

1



2

O estudo de problemas que envolvem o operador p−Laplaciano deve-

se ao fato que este operador eĺıptico aparece em vários problemas da F́ısica

e Mecânica, tais como: Glaciologia, Climatologia e Fluidos não-Newtonianos.

Por exemplo, no estudo da sensitividade de um modelo estacionário não li-

near que aparece na climatologia com relação a constante solar (veja Dı́as,

Hernándes e Tello [40] e suas referências).

Pelo fato de considerarmos o problema (P ) sobre domı́nios ilimitados,

surgem algumas dificuldades para encontrarmos soluções para o mesmo, devido

a falta de compacidade das imersões de Sobolev e da verificação da condição

de Palais-Smale para os funcionais associados ao problema (P ). Tecnicamente,

o sistema (S) se comporta, em um certo sentido, da mesma forma que o pro-

blema (P ). Mas é evidente que existem dificuldades adicionais decorrentes da

ação mútua das variáveis u e v nas não linearidades |u|β−1|v|γ e |u|β|v|γ−1.

Além disso, como este sistema envolve expoente cŕıtico de Sobolev, aparece

novamente a questão da falta de compacidade, bem como a verificação da

condição de Palais-Smale para o funcional associado ao sistema (S).

Por estas particularidades, durante as últimas décadas inúmeros tra-

balhos tratam de variantes do problema (P ), bem como do sistema (S). Por

exemplo, se p ≥ 2 e Ω é limitado, podemos citar [1, 10, 22, 23, 24, 34, 36,

38, 51, 62], bem como suas referências. Para o caso em que p ≥ 2 e Ω é um

domı́nio ilimitado, mencionamos dentre outros [5, 9, 11, 15, 28, 41, 50, 61, 65]

além de suas referências e as demais que se encontram no final deste trabalho.

No Caṕıtulo 1, consideramos um caso particular do problema (P ),

onde p = 2, Ω é um cilindro infinito de RN com N ≥ 2 e a não lineari-

dade em r possui crescimento subcŕıtico, ou seja r < 2∗, onde 2∗ = 2N
N−2

se

N ≥ 3 e 2∗ = ∞ se N = 2. Supondo que a ≡ 1 e que as funções f e h

satisfazem condições apropriadas, mais precisamente, as hipóteses (Hf ) e (Hh)

(veja página 6), mostramos através de argumentos variacionais sobre a varie-

dade de Nehari, a existência de ao menos duas soluções, desde que a norma de
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λf seja suficientemente pequena.

No Caṕıtulo 2, para λ > 0 suficientemente pequeno, provamos a exis-

tência de ao menos duas soluções para o problema (P ), considerando o caso

em que Ω é todo o espaço RN , a ≡ 0, h ≡ 1, p ∈ [2, N) é qualquer e a função f

satisfaz a condição (Hf ) (veja página 36). Para obter tal resultado utilizamos

técnicas de minimização e uma variante do Teorema do passo da montanha.

Ressaltamos que para aplicar tal versão de teorema há a necessidade de obter

estimativas “precisas” dos ńıveis de energia do funcional associado ao pro-

blema (P ). Para tanto, fez-se necessário provar que as soluções tenham certa

regularidade, condição esta que juntamente com algumas propriedades de uma

classe de funções “especiais”, nos oferecem estimativas razoáveis do ńıveis de

energia do funcional associado ao problema (P ).

No Caṕıtulo 3, através de argumentos de minimização, garantimos ini-

cialmente que o sistema (S) admite ao menos uma solução, desde que a função

peso f possua norma suficientemente pequena e satisfaça a condição (Hf ) (veja

página 56). Para o caso p = q, através de uma versão do Teorema do passo da

montanha, obtemos que o sistema (S) admite ao menos duas soluções desde

que f satisfaça condições apropriadas (veja Teorema 3.2). Para garantir a

existência da segunda solução, da mesma forma que no caṕıtulo precedente,

fez-se necessário obter algumas estimativas dos ńıveis de energia do funcional

associado ao sistema (S). Contudo, neste caso não foi posśıvel obter os resul-

tados de regularidade das soluções, obtidos no Caṕıtulo 2. Contornamos tal

dificuldade obtendo uma estimativa uniforme em f dos ńıveis de energia do

funcional associado ao sistema (S).

Conclúımos o trabalho com um Apêndice, no qual listamos algumas

desigualdades, resultados de regularidade, bem como alguns resultados gerais,

que foram utilizados no decorrer deste trabalho.



Caṕıtulo 1

Problema semilinear com não

linearidade subcŕıtica em um

cilindro infinito

1.1 Introdução

Neste caṕıtulo estudaremos, através de métodos variacionais, a exis-

tência de múltiplas soluções (fracas) não negativas para uma classe de equações

eĺıpticas semilineares da forma

(Pλ,f, h)

 −∆u+ u = λf(x)|u|q−1 + h(x)|u|r−1, em T

u = 0, sobre ∂T,

onde as funções peso f, h : T→ R satisfazem determinadas condições,

(HT) T = Ω′ ×R, com Ω′ ⊂ RN−1, N ≥ 2, um domı́nio suave e limitado,

λ um parâmetro real positivo e os expoentes satisfazem a seguinte relação,

(Hexp) 1 < q < 2 < r < 2∗, (2∗ =
2N

N − 2
se N ≥ 3, 2∗ =∞ se N = 2).

Equações eĺıpticas semilineares com não linearidades do tipo côncavo e

convexas, como acima, sobre domı́nios limitados foram amplamente estudadas.

4
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Ambrosetti, Brézis e Cerami em [10] estudaram o problema −∆u = λ|u|q−1 + |u|r−1, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(1.1)

onde Ω é um domı́nio suave e limitado de RN , λ um parâmetro real positivo

e 1 < q < 2 < r ≤ 2∗. Eles garantiram, utilizando o método de sub e

super solução, a existência de λ0 > 0 de modo que o problema (1.1) possui

ao menos duas soluções positivas se λ ∈ (0, λ0), possui ao menos uma solução

positiva se λ = λ0 e não admite solução positiva se λ > λ0. Posteriormente,

tanto Adimurthi, Pacella e Yadava [2], quanto Damascelli, Grossi e Pacella

[32] bem como Tang em [67] provaram, no caso em que Ω = B(0, 1), ou seja,

Ω é a bola unitária de RN , que existem exatamente duas soluções positivas

para o problema (1.1) se λ ∈ (0, λ0) e uma solução positiva para λ = λ0.

Citamos também o trabalho de Brown e Zhang [24], no qual usando argumentos

variacionais sobre a variedade de Nehari, obtiveram resultados de existência e

não existência, bem como multiplicidade de soluções positivas para o problema −∆u = λf(x)u+ h(x)|u|r−2u, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,

onde Ω é um domı́nio suave e limitado de RN , N ≥ 3, o expoente 2 < r < 2∗

e as funções peso f, h : Ω → R sejam suaves e podem mudar de sinal. Para

mais trabalhos relacionados, cujo domı́nio é limitado citamos [1, 12, 17, 25, 27,

29, 35, 36, 45] além de [58] e suas referências.

Hsu em [50], considera o problema (Pλ,f, h) sob as condições

N ≥ 3, f ≡ 0, h ≥ 0, com lim
|x|→∞

h(x) = h∞ > 0,

e existem constantes positivas C0, δ e R0 de modo que

h(x′, xN) ≥ h∞ + C0e
−δ|xN |, para |xN | ≥ R0, ∀x′ ∈ Ω′.

Utilizando argumentos variacionais, ele prova que o problema (Pλ,f, h) admite

ao menos duas soluções. Recentemente Wu [75], também via métodos varia-
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cionais, estudou o problema (Pλ,f, h) supondo que

f é uma função não negativa que pertence a L
2

2−q (T),

h ∈ C(T) é estritamente positiva, com lim
|xN |→∞

h(x) = 1, ∀x′ ∈ Ω′,

e existem constantes δ > 0 e C0 ∈ (0, 1) tais que

h(x′, xN) ≥ 1− C0e
−2
√

1+θ1+δ|xN |, ∀(x′, xN) ∈ T,

onde θ1 é o primeiro autovalor de −∆ em Ω′ com a condição de fronteira

identicamente nula. Sob tais condições obteve a existência de λ0 > 0, tal que

o problema (Pλ,f, h) admite ao menos duas soluções positivas para λ ∈ (0, λ0).

Para outros resultados relacionados em domı́nios ilimitados, mas com os pesos

não mudando de sinal, mencionamos [16, 26, 30, 47, 48, 69], bem como suas

referências.

Consideremos que f, h : T → R sejam funções mensuráveis e que

satisfaçam as seguintes condições:

(Hf )
f ∈ L1

.
= L

γ
γ−q (T), para alguma constante real γ ∈ (q, 2∗],

f+ 6≡ 0 e f− ∈ L∞(T) possui suporte compacto em T.

(Hh)

h ∈ L∞(T) é não negativa, com h(x) > 0 se f(x) > 0,

lim|xN |→∞ h(x′, xN) = 1, ∀x′ ∈ Ω′ e existe C0 > 0 onde

h(x′, xN) ≥ 1− C0e
−2
√

1+θ1|xN |, ∀(x′, xN) ∈ T.

A seguir enunciamos o resultado principal deste caṕıtulo, o qual es-

tende os resultados de existência e multiplicidade acima citados, principal-

mente os de [75].

Teorema 1.1 [55, Teorema 1.1] Suponhamos que as condições (HT), (Hexp),

(Hf ) e (Hh) sejam satisfeitas. Então existe uma constante positiva Λ =

Λ(q, p, ‖h‖L∞ , γ) tal que se 0 < λ‖f‖L1 < Λ o problema (Pλ,f, h) possui ao

menos duas soluções não triviais.
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Sob nossas hipóteses, algumas estimativas para obter sequências (PS),

que foram exploradas em [75] não podem mais ser aplicadas. Para contornar-

mos tais dificuldades, estabelecemos novas estimativas mais “refinadas”, uma

vez que a função peso f pode admitir mudança de sinal e h pode ser identica-

mente nula em uma região limitada de T.

1.2 Resultados preliminares

Consideremos o espaço H = H1
0 (T) munido com a norma

‖u‖H = (< u, u >)
1
2 =

(∫
T
|∇u|2 + |u|2dx

) 1
2

.

e a nossa notação para a norma do espaço de Lebesgue Ls(T), para s ∈ [1,∞)

como sendo

‖u‖Ls =

(∫
T
|u(x)|s dx

) 1
s

.

Neste caṕıtulo, para cada l ∈ [1, 2∗] consideremos o seguinte problema de

maximização

Sl = sup
u∈H\{0}

{
‖u‖Ll
‖u‖H

}
.

Como iremos demonstrar o Teorema 1.1 usando argumentos varia-

cionais, consideremos então o funcional Iλ : H → R, associado ao problema

(Pλ,f, h), onde para cada u ∈ H

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2

H −
λ

q

∫
T
f |u|qdx− 1

r

∫
T
h|u|rdx. (1.2)

É fácil verificar (veja Lema A.8) que o funcional Iλ é de classe C1 com derivada

I ′λ(u) em cada u ∈ H dada por

< I ′λ(u), ϕ >=

∫
T
∇u∇ϕ+ uϕ dx− λ

∫
T
f |u|q−2uϕ dx−

∫
T
h|u|r−2uϕ dx, (1.3)

para cada ϕ ∈ H.

Temos que os pontos cŕıticos do funcional Iλ são exatamente as solu-

ções (fracas) do problema (Pλ,f, h). Pelo fato do funcional Iλ não ser limitado
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inferiormente sobre o espaço H consideremos, para cada λ > 0, a variedade de

Nehari associada a (Pλ,f, h),

Nλ = {u ∈ H\{0} :< I ′λ(u), u >= 0}.

Ressaltamos que qualquer solução não trivial de (Pλ,f, h) pertence a Nλ. Além

disso, pela definição da variedade de Nehari e a relação (1.3), temos que u ∈ Nλ

se, e somente se,

‖u‖H 6= 0 e ‖u‖2
H − λ

∫
T
f |u|qdx−

∫
T
h|u|rdx = 0. (1.4)

Decorre das condições (Hf ) e (Hexp), da definição de Sγ e da desigual-

dade de Hölder que, para todo u ∈ H∣∣∣∣λ∫
T
f |u|qdx

∣∣∣∣ ≤ λ‖f‖L1S
q
γ‖u‖

q
H . (1.5)

Temos o seguinte resultado a respeito do comportamento do funcional

Iλ sobre a variedade de Nehari Nλ:

Lema 1.1 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) sejam vá-

lidas. Então para cada λ > 0, o funcional Iλ é coercivo e limitado inferior-

mente sobre Nλ.

Demonstração: Sejam λ > 0 e u ∈ Nλ quaisquer. Segue das relações (1.4)

e (1.5) que

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2

H −
1

q

∫
T
f |u|qdx− 1

r

∫
T
h|u|rdx

=

(
1

2
− 1

r

)
‖u‖2

H −
(

1

q
− 1

r

)
λ

∫
T
f |u|qdx

≥
(

1

2
− 1

r

)
‖u‖2

H −
(

1

q
− 1

r

)
λ‖f‖L1S

q
γ‖u‖

q
H .

Como q < 2 < r, segue que o funcional Iλ é coercivo e limitado inferiormente

sobre Nλ. �

Devido ao funcional Iλ ser limitado inferiormente sobre Nλ, conside-

remos para cada λ > 0,

αλ = inf
u∈Nλ
{Iλ(u)}.
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Consideremos ainda, para cada λ > 0, a função ψλ : H → R definida por

ψλ(u) =< I ′λ(u), u >= ‖u‖2
H − λ

∫
T
f |u|qdx−

∫
T
h|u|rdx.

É fácil verificar que ψλ é de classe C1 (veja Lema A.8) e para cada u ∈ H

< ψ′λ(u), u >= 2‖u‖2
H − qλ

∫
T
f |u|qdx− r

∫
T
h|u|rdx.

Além disso, para cada u ∈ Nλ, devido a relação (1.4), obtemos que

< ψ′λ(u), u > = (2− q)‖u‖2
H − (r − q)

∫
T
h|u|rdx, (1.6)

= (2− r)‖u‖2
H − (q − r)λ

∫
T
f |u|qdx. (1.7)

Da mesma forma que Tarantello [68], dividimos a variedade de Nehari Nλ,

convenientemente em três conjuntos, a saber,

N+
λ = {u ∈ Nλ :< ψ′λ(u), u >> 0},

N0
λ = {u ∈ Nλ :< ψ′λ(u), u >= 0},

N−λ = {u ∈ Nλ :< ψ′λ(u), u >< 0}.

Temos pela relação (1.7) e pela hipótese (Hexp) que
∫

T f |u|
qdx > 0, para cada

u ∈ N+
λ , donde segue pela hipótese (Hh) que∫

T
h|u|rdx > 0, (1.8)

para todo u ∈ N+
λ . Agora, pela definição de Sr e pela hipótese (Hexp), temos

para todo u ∈ N−λ que∫
T
h|u|rdx ≤ ‖h‖L∞(T)‖u‖Lr(T)

≤ C̃−1‖u‖rH , (1.9)

onde C̃ = (‖h‖L∞(T)S
r
r )
−1. Então, para cada u ∈ N−λ , segue das relações (1.6),

(1.9) e da hipótese (Hexp) que∫
T
h|u|rdx > 0, (1.10)[

C̃

(
2− q
r − q

)] 1
r−2

< ‖u‖H . (1.11)
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O resultado a seguir nos oferece uma condição para que os mı́nimos

locais do funcional Iλ sobre Nλ sejam pontos cŕıticos de Iλ.

Lema 1.2 Suponha que u0 é um mı́nimo local do funcional Iλ restrito a va-

riedade de Nehari Nλ e que u0 6∈ N0
λ, então I ′λ(u0) = 0 em H∗.

Demonstração: Pelo fato de u0 ser mı́nimo local de Iλ sobre Nλ, existe

uma vizinhança U de u0 em H, de modo que

Iλ(u0) = min
u∈U∩Nλ

Iλ(u),

ou, pela definição de ψλ

Iλ(u0) = min
u∈U\{0}
ψλ(u)=0

Iλ(u).

Segue então, pela teoria de multiplicadores de Lagrange, que existe ρ ∈ R, tal

que I ′λ(u0) = ρψ′λ(u0). Então, como u0 ∈ Nλ, por definição temos que

0 =< I ′λ(u0), u0 >= ρ < ψ′λ(u0), u0 > .

Como u0 6∈ N0
λ , segue da definição de N0

λ que ρ = 0 e consequentemente

I ′λ(u0) = 0 em H∗. �

Motivados pelo resultado acima, iremos obter uma condição para que

tenhamos N0
λ = ∅.

Lema 1.3 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) sejam sa-

tisfeitas. Então existe uma constante Λ = Λ(q, r, ‖h‖L∞(T), γ) > 0, de modo

que N0
λ = ∅ se

0 < λ‖f‖L1 < Λ.

Demonstração: Suponhamos por absurdo que existe uma sequência (λn) ⊂

(0,∞), onde λn → 0 quando n → ∞ e N0
λn
6= ∅ para qualquer n ∈ N. Para

cada u ∈ N0
λ , obtemos pelas relações (1.4), (1.6) e (1.7) que

0 < ‖u‖2
H =

r − q
2− q

∫
T
h|u|rdx, (1.12)
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0 < λ

∫
T
f |u|qdx =

r − 2

2− q

∫
T
h|u|rdx. (1.13)

Segue das relações (1.5), (1.12) e (1.13), que para cada u ∈ N0
λ

‖u‖H ≤
(
r − q
r − 2

) 1
2−q

S
q

2−q
γ (λ‖f‖L1)

1
2−q . (1.14)

Seja Zh =

{
u ∈ H :

∫
T
h|u|rdx = 0

}
. Para cada λ > 0, definimos a função

Fλ : H\Zh → R por

Fλ(u) = k

(
‖u‖rH∫

T h|u|rdx

) 2
r−2

− λ
∫

T
f |u|qdx,

com k = k(q, r) =
(
r−2
2−q

)(
2−q
r−q

) r
r−2

. Decorre da relação (1.12) que Fλ está bem

definida sobre N0
λ , para todo λ > 0. Ainda, por (1.12), (1.13) e pela definição

de k(q, r) segue que

Fλn(u) = 0, (1.15)

para cada u ∈ N0
λn

e todo n ∈ N. Agora para cada λ > 0, se u ∈ N0
λ , pelas

relações (1.5), (1.9) e (1.14), temos que

Fλ(u) ≥ kC̃
2
r−2 − λ‖f‖L1S

q
γ‖u‖

q
H

= Sqγ‖u‖
q
H(λ‖f‖L1)

−q
2−q

[
kC̃

2
r−2S−qγ (λ‖f‖L1)

q
2−q ‖u‖−qH − (λ‖f‖L1)

2
2−q

]
≥ Sqγ‖u‖

q
H(λ‖f‖L1)

−q
2−q

[
C1 − (λ‖f‖L1)

2
2−q

]
, (1.16)

onde C1 = k(q, r)C̃
2
r−2S

−2q
2−q
γ

(
q
2

) q
2−q
(
r−2
r−q

) q
2−q

.

Pelo fato de λn → 0 quando n → ∞, existe n ∈ N de forma que

0 < λn‖f‖L1 < C
2−q
2

1 . Então por N0
λn
6= ∅, segue da relação (1.16) que

Fλn(u) > 0 para cada u ∈ N0
λn

, o que contradiz a relação (1.15). Logo não

existe (λn) ⊂ (0,∞) com N0
λn
6= ∅ e λn → 0 quando n → ∞. Portanto existe

λ̃ > 0 tal que N0
λ 6= ∅ se 0 < λ‖f‖L1 < λ̃.

Para algumas estimativas futuras necessitamos de certas constantes,

a saber,

C2 = k(q, r)S−qγ C̃
2−q
r−2 ,

C3 = k(q, r)2−1S−qγ C̃
2−q
r−2

(
r − 2

2− q

) q
r−2

,
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C4 = 4q−2S−qγ C̃
2−q
r−2

(
r − 2

r − q

)(
2− q
r − q

) 2−q
r−2

.

Considerando

0 < Λ = Λ(q, r, ‖h‖L∞(T), γ) < min{λ̃, C
2−q
2

1 , C2, C3, C4}, (1.17)

temos que a demonstração está conclúıda. �

Segue-se então pelo Lema 1.2 que se 0 < λ‖f‖L1 < Λ e u ∈ Nλ é um

mı́nimo local do funcional Iλ restrito a Nλ, então u é uma solução de (Pλ,f, h).

Portanto, nosso intuito será encontrar mı́nimos locais do funcional Iλ sobre a

variedade de Nehari Nλ. Consideremos então para cada λ > 0, os valores

α+
λ = inf

u∈N+
λ

{Iλ(u)} e α−λ = inf
u∈N−λ

{Iλ(u)}.

Segue das definições de N+
λ e N−λ e do Lema 1.1 que α+

λ , α
−
λ ∈ R. Recordando

que

Zh =

{
u ∈ H :

∫
T
h|u|rdx = 0

}
,

consideremos para cada u ∈ H\Zh a seguinte constante positiva

tmax = tmax(u) =

[(
2− q
r − q

)
‖u‖2

H∫
T h|u|rdx

] 1
r−2

.

Temos os seguintes resultados a respeito dos conjuntos N+
λ e N−λ e dos

valores de α+
λ e α−λ :

Lema 1.4 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) sejam vá-

lidas. Então para quaisquer λ ∈ (0,Λ‖f‖−1
L1

) e u ∈ H\Zh temos

i) se λ
∫

T f |u|
qdx ≤ 0, existe um único t−(u) = t− > tmax, de modo que

t−u ∈ N−λ e

Iλ(t
−u) = sup

t≥0
Iλ(tu) > 0.

ii) se λ
∫

T f |u|
qdx > 0, então existem únicos 0 < t+(u) = t+ < tmax e

tmax < t− = t−(u), tais que t+u ∈ N+
λ , t−u ∈ N−λ e ainda

Iλ(t
+u) = inf

0≤t≤tmax
Iλ(tu) < 0,

Iλ(t
−u) = sup

t≥tmax
Iλ(tu) > 0.
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iii) N−λ =
{
u ∈ H\Zh : t−(u) = 1

‖u‖H
t−
(

u
‖u‖H

)
= 1
}

.

iv) existe uma bijeção cont́ınua entre U = {u ∈ H\Zh : ‖u‖H = 1} e N−λ .

Em particular, t− é uma função cont́ınua sobre H\Zh.

Além disso, temos que αλ = α+
λ < 0 < α−λ .

Demonstração: Sejam λ e u tais que λ ∈ (0,Λ‖f‖−1
L1

) e u ∈ H\Zh .

Considere a função s : (0,∞)→ R, definida por

s(t) = t2−q‖u‖2
H − tr−q

∫
T
h|u|rdx.

Note que s ∈ C∞(0,∞) e pela definição de tmax, obtemos que s′(t) > 0 se

t ∈ (0, tmax), s
′(tmax) = 0 e s′(t) < 0 se t ∈ (tmax,∞). Observemos ainda por

(1.4) que tu ∈ Nλ se, e somente se, s(t) = λ
∫

T f |u|
qdx. Considere também a

função m : (0,∞)→ R, definida por m(t) = Iλ(tu). Note que m ∈ C∞(0,∞)

e m′(t) = 0 se, e somente se, tu ∈ Nλ.

Suponhamos inicialmente que λ
∫

T f |u|
qdx ≤ 0. Como s(tmax) > 0,

s(t) → −∞ quando t → ∞ e por s ser uma função estritamente decrescente

em (tmax,∞), temos que existe única constante t−(u) = t− > tmax, tal que

s(t−) = λ
∫

T f |u|
qdx, ou seja, t−u ∈ Nλ.

Como t−u ∈ Nλ, segue da relação (1.6) e do fato de s′(t−) < 0 que

< ψ′λ(t
−u), t−u > = (2− q)(t−)2‖u‖2

H − (r − q)(t−)r−q
∫

T
h|u|rdx

= (t−)q+1s′(t−) < 0,

donde obtemos que t−u ∈ N−λ . Agora sendo t = t− o único ponto cŕıtico da

função m e m(t) → −∞ quando t → ∞, temos que t− é máximo global da

função m. Ainda, como m(t−) > 0, temos que Iλ(t
−u) = sup

t≥0
Iλ(tu) > 0, o que

conclui o item i).

Agora supomos que λ
∫

T f |u|
qdx > 0. Segue da definição de tmax e da

relação (1.9) que

s(tmax) = t2−qmax‖u‖2
H − tr−qmax

∫
T
h|u|rdx

≥
[
C̃

(
2− q
r − q

)] 2−q
r−2

‖u‖qH − C̃
2−q
r−2

(
2− q
r − q

) r−q
r−2

‖u‖qH .
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Pela hipótese (Hexp) a desigualdade acima e as definições de k(q, r) e C2 temos

s(tmax) ≥ k(q, r)C̃
2−q
r−2‖u‖qH

≥ ΛSqγ‖u‖
q
H

> λ‖f‖L1S
q
γ‖u‖

q
H

≥ λ

∫
T
f |u|qdx,

onde a última desigualdade segue de (1.5). Então devido às propriedades da

função s, temos que existem únicos t+ = t+(u) < tmax < t−(u) = t−, tais que

s(t±) = λ
∫

T f |u|
qdx. Segue da relação (1.6), pois t±u ∈ Nλ, que

< ψ′λ(t
±u), t±u > = (2− q)(t±)2‖u‖2

H − (r − q)(t±)r−q
∫

T
h|u|rdx

= (t±)q+1s′(t±),

e por s′(t+) > 0 e s′(t−) < 0 temos que t+u ∈ N+
λ e t−u ∈ N−λ . Pode-se mostrar

facilmente que m′(t) < 0 se t ∈ (0, t+) ∪ (t−,∞) e m′(t) > 0 se t ∈ (t+, t−) e

ainda que m(t+) < 0 < m(t−). Portanto

Iλ(t
+u) = inf

0≤t≤tmax
Iλ(tu) < 0 e Iλ(t

−u) = sup
t≥tmax

Iλ(tu) > 0,

o que conclui o item ii).

Considere u ∈ N−λ qualquer. Segue da relação (1.10) que u ∈ H\Zh

e, considerando w = u
‖u‖H

, obtemos pelos items acima que existe único t−(w)

tal que t−(w)w ∈ N−λ , ou seja, t−
(

u
‖u‖H

)
u
‖u‖H

∈ N−λ . Então pela unicidade de

t−(u), segue que

1

‖u‖H
t−
(

u

‖u‖H

)
= t−(u) = 1,

pois u ∈ N−λ . Portanto

N−λ ⊂
{
u ∈ H\Zh : t−(u) =

1

‖u‖H
t−
(

u

‖u‖H

)
= 1

}
.

Reciprocamente, se u ∈ H\Zh é tal que 1
‖u‖H

t−
(

u
‖u‖H

)
= t−(u) = 1, então

novamente pela unicidade do valor de t−(u), temos que u ∈ N−λ , o que conclui

o item iii).
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Para cada u ∈ U definimos Gu : (0,∞)× U → R por

Gu(t, w) = ψλ(tw) =< I ′λ(tw), tw > .

Pelo fato de t−(u)u ∈ N−λ , segue que

Gu(t
−(u), u) =< I ′λ(t

−(u)u), t−(u)u >= 0,

e, pela regra da cadeia, temos que

∂Gu

∂t
(t−(u), u) = [t−(u)]−1 < ψ′λ(t

−(u)u), t−(u)u >< 0.

Então pelo Teorema da função impĺıcita (veja Teorema A.1), temos que existe

uma vizinhança Wu de u sobre U e uma única função Tu : Wu → (0,∞)

cont́ınua, tal queGu(Tu(w), w) = 0 para todo w ∈ Wu, em particular temos que

Tu(u) = t−(u). Como u ∈ U é qualquer, temos que a função T : U → (0,∞)

dada por T (u) = t−(u) é cont́ınua e injetora. Sendo T− : U → N−λ onde

T−(u) = t−(u)u, temos que T− é cont́ınua e injetora. Para cada u ∈ N−λ , pelo

item iii), segue que T−(w) = u onde w = u
‖u‖H

, o que mostra que T− é uma

função sobrejetora. Pelo fato de t− ser cont́ınua sobre o conjunto U segue, por

uma composição de funções cont́ınuas, que t− é uma função cont́ınua sobre

H\Zh.

Para concluirmos a demonstração resta mostrar que α+
λ < 0 < α−λ .

Temos pela condição (Hf ) que f+ 6≡ 0 e f− possui suporte compacto sobre

T. Consideremos uma função u ∈ C∞c (RN), onde supp(u) ∩ supp(f−) = ∅

e
∫

T f |u|
qdx > 0. Segue pela condição (Hh) que

∫
T h|u|

rdx > 0, ou seja,

u ∈ H\Zh. Pelo item ii) temos que α+
λ ≤ Iλ(t

+(u)u) < 0.

Agora, iremos mostrar que α−λ > 0. Decorre da condição (Hh) e das

relações (1.4) e (1.5) que para cada u ∈ N−λ

Iλ(u) =

(
1

2
− 1

r

)
‖u‖2

H −
(

1

q
− 1

r

)
λ

∫
T
f |u|qdx

≥
(
r − 2

2r

)
‖u‖2

H −
(
r − q
qr

)
λ‖f‖L1S

q
γ‖u‖

q
H

> ‖u‖qH
[(

r − 2

2r

)
‖u‖2−q

H −
(
r − q
qr

)
SqγΛ

]
,
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onde a última desigualdade segue do fato que 0 < λ‖f‖L1 < Λ. Então pelas

relações (1.11), (1.17) e as definições de k(q, r) e C3, para cada u ∈ N−λ temos

Iλ(u) > Sqγ

[
C̃

(
2− q
r − q

)] q
r−2
(
r − q
qr

)[
k(q, r)S−qγ C̃

2−q
r−2

(
r − 2

2− q

) q
r−2

− Λ

]

> Sqγ

[
C̃

(
2− q
r − q

)] q
r−2
(
r − q
qr

)
C3

= c > 0,

donde segue pela definição de α−λ que α−λ ≥ c > 0, o que conclui a demonstra-

ção. �

Na sequência introduzimos algumas terminologias.

Definição 1.1 Dados c ∈ R e (un) ⊂ H uma sequência que satisfaz Iλ(un)→

c e I ′λ(un) → 0, quando n → ∞. Então (un) é chamada de sequência (PS)c

para o funcional Iλ. Dizemos ainda que c ∈ R é um ńıvel (PS) para o fun-

cional Iλ se toda sequência (PS)c para o funcional Iλ admite subsequência que

converge na topologia forte.

A seguir iremos obter uma condição que garante a existência de se-

quências (PS)αλ e (PS)α−λ
para o funcional Iλ sobre Nλ e N−λ respectivamente:

Lema 1.5 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) sejam sa-

tisfeitas e que 0 < λ‖f‖L1 < Λ. Então

i) existe (un) ⊂ Nλ sequência (PS)αλ para o funcional Iλ.

ii) existe (un) ⊂ N−λ sequência (PS)α−λ
para o funcional Iλ.

Demonstração: Mostraremos primeiramente o item i). Pelo Prinćıpio

variacional de Ekeland (veja Teorema A.2), obtemos uma sequência (un) ⊂ Nλ,

de modo que

Iλ(un) < αλ +
1

n
, (1.18)

Iλ(un) < Iλ(w) +
1

n
‖un − w‖H , (1.19)
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para cada n ∈ N e w ∈ Nλ. Devido à relação (1.18) e ao fato do funcional Iλ

ser coercivo sobre Nλ (Lema 1.1), temos que (un) é uma sequência limitada

em H. Agora como αλ < 0, temos que existe n0 ∈ N onde 2 ≤ −n0αλ. Então

para todo n ≥ n0, segue pela relação (1.18) que

Iλ(un) =

(
r − 2

2r

)
‖un‖2

H −
(
r − q
qr

)
λ

∫
T
f |un|qdx <

αλ
2
< 0.

Como 0 < λ‖f‖L1 < Λ, pelas relações (Hexp), (1.5) e as desigualdades acima,

podemos supor sem perda de generalidade, que para todo n ∈ N temos[
− αλ

2SqγΛ

(
qr

r − q

)] 1
q

≤ ‖un‖H ≤
[
Sqγ

2

q

(
r − q
r − 2

)
Λ

] 1
2−q

. (1.20)

Agora iremos mostrar que ‖I ′λ(un)‖H∗ → 0 quando n → ∞, para

tanto, necessitamos do seguinte resultado:

Afirmação 1.1 Sob as condições do Lema 1.5 temos, para cada u ∈ Nλ

(respect. N−λ ) que existem 0 < ε = ε(u) < ‖u‖H
2

e η : B(0, ε) ⊂ H → (1
2
, 2)

diferenciável, tal que η(0) = 1, η(w)(u − w) ∈ Nλ (respect. N−λ ) para todo

w ∈ B(0, ε). Além disso, para cada z ∈ H, temos que

< η′(0), z >=

−2
∫

T∇u∇z + uz dx+ qλ
∫

T f |u|
q−2uz dx+ r

∫
T h|u|

r−2uz dx

(2− q)‖u‖2
H − (r − q)

∫
T h|u|rdx

. (1.21)

Assumimos a Afirmação 1.1 por um instante. Sejam u ∈ H\{0} e

n ∈ N quaisquer. Aplicando a Afirmação 1.1 para un ∈ Nλ, obtemos uma

função ηn : B(0, εn) ⊂ H → (1
2
, 2) diferenciável, onde 0 < εn <

‖un‖
2

, com

ηn(0) = 1 e ηn(w)(un − w) ∈ Nλ para todo w ∈ B(0, εn). Consideremos ainda

0 < ρ < εn qualquer e vρ = ηn(wρ)(un − wρ) onde wρ = ρu
‖u‖H

. Pelo fato de

vρ ∈ Nλ, por (1.19) segue que

Iλ(vρ)− Iλ(un) ≥ − 1

n
‖vρ − un‖H ,

e então pelo Teorema do valor médio, obtemos que

〈I ′λ(un), vρ − un〉+ o(‖vρ − un‖H) ≥ − 1

n
‖vρ − un‖H .
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Pela definição de vρ e a relação acima obtemos que

− 1

n
‖vρ − un‖H ≤ +o(‖vρ − un‖H)− ρ

〈
I ′λ(un),

u

‖u‖H

〉
+ [ηn(wρ)− 1] 〈I ′λ(un), un − wρ〉

= +o(‖vρ − un‖H)− ρ
〈
I ′λ(un),

u

‖u‖H

〉
+ [ηn(wρ)− 1] 〈I ′λ(un)− I ′λ(vρ), un − wρ〉 .

Logo, para todo 0 < ρ < εn temos que〈
I ′λ(un),

u

‖u‖H

〉
≤ [ηn(wρ)− 1]

ρ
〈I ′λ(un)− I ′λ(vρ), un − wρ〉

+
‖vρ − un‖H

nρ
+ o(‖vρ − un‖H).

Como lim
ρ→0+

|ηn(wρ)− 1|
ρ

≤ ‖η′n(0)‖, a sequência (un) é limitada, o funcional

I ′λ é de classe C1 e vρ → un quando ρ→ 0+, temos que existe uma constante

C > 0, independente de n, que satisfaz〈
I ′λ(un),

u

‖u‖H

〉
≤ C

n
(1 + ‖η′n(0)‖). (1.22)

Para concluirmos a demonstração do item i), pela relação acima, basta mostrar

que ‖η′n(0)‖ é limitada para todo n ∈ N. Pelas relações (1.20) e (1.21), temos

que existe C > 0, independente de n ∈ N, tal que para todo w ∈ H

| < η′n(0), w > | ≤ C
‖w‖H∣∣(2− q)‖un‖2

H − (r − q)
∫

T h|un|rdx
∣∣ .

Então para mostrarmos que ‖η′n(0)‖ é limitada para todo n ∈ N, é suficiente

mostrar que existe c > 0 tal que∣∣∣∣(2− q)‖un‖2
H − (r − q)

∫
T
h|un|rdx

∣∣∣∣ > c. (1.23)

Suponha por contradição que não existe c > 0 que satisfaça a relação (1.23).

Então existe uma subsequência, a qual denotamos simplesmente por (un), onde

(2− q)‖un‖2
H − (r − q)

∫
T
h|un|rdx = o(1). (1.24)
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Devido à relação (1.20) podemos assumir, sem perda de generalidade, que

(un) ⊂ H\Zh. Pelo fato de (un) ⊂ Nλ segue das relações (1.4) e (1.24) que

λ

∫
T
f |un|qdx =

(
r − 2

r − q

)
‖un‖2

H + o(1). (1.25)

Considerando a função Fλ : H\Zh → R definida na demonstração do Lema

1.3, segue das relações (1.24) e (1.25) que

Fλ(un) =

(
r − 2

2− q

)(
2− q
r − q

) r
r−2
(
‖un‖rH∫

T h|un|rdx

) 2
r−2

− λ
∫

T
f |un|qdx = o(1).

(1.26)

Mas, como (un) ⊂ Nλ, de modo semelhante a relação (1.16), combinando as

relações (1.5), (1.9) e (1.20) com a definição de C1 e por 0 < λ‖f‖L1 < Λ,

segue que

Fλ(un) ≥ −αλ
2

(
qr

r − q

)
Λ
−2
2−q

(
C1 − Λ

2
2−q

)
+ o(1).

Agora pela relação (1.17), temos que C1 > Λ
2

2−q e por αλ < 0 e a condição

(Hexp) ser satisfeita, obtemos que existem ε > 0 e n0 ∈ N tal que

Fλ(un) > ε,

para todo n ≥ n0, o que contradiz a relação (1.26). Assim, temos que existe

c > 0 de modo que a relação (1.23) é satisfeita. Portanto existe C > 0 onde

‖η′n(0)‖ ≤ C, para todo n ∈ N e então pela relação (1.22), obtemos que

I ′λ(un) = o(1) sobre H∗. Pelo fato de (un) ⊂ Nλ, temos que Iλ(un) ≥ αλ e pela

relação (1.18) segue que Iλ(un) → αλ. Portanto (un) ⊂ Nλ é uma sequência

(PS)αλ para o funcional Iλ.

Demonstração da Afirmação 1.1: Considere u ∈ Nλ qualquer. Defini-

mos a função F : R+ ×H → R por

F (η, w) = ψλ(η(u− w)) = 〈I ′λ (η(u− w)) , η(u− w)〉

= η2‖u− w‖2
H − ηqλ

∫
T
f |u− w|qdx− ηr

∫
T
h|u− w|rdx.
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Temos que F (1, 0) = 0 e ∂
∂η
F (1, 0) =< ψ′λ(u), u > 6= 0, pois pelo fato de

0 < λ‖f‖L1 < Λ e pelo Lema 1.3 temos que u 6∈ N0
λ . Segue do Teorema da

função impĺıcita (Teorema A.1) que existem ε > 0 onde ε = ε(u) < ‖u‖H
2

e

η : B(0, ε) ⊂ H → (1
2
, 2) diferenciável, tal que η(0) = 1, F (η(w), w) = 0 para

cada w ∈ B(0, ε), ou seja, η(w)(u − w) ∈ Nλ, para todo w ∈ B(0, ε). Ainda

pelo Teorema da função impĺıcita temos que < η′(0), z >= −
∂F (1,0)
∂w
· z

∂F (1,0)
∂η

, para

todo z ∈ H, ou seja, a igualdade (1.21) é satisfeita.

Consideremos agora o caso em que u ∈ N−λ . Decorre da inclusão

N−λ ⊂ Nλ, que existem 0 < ε = ε(u) < ‖u‖H
2

e η : B(0, ε) ⊂ H → (1
2
, 2)

diferenciável, tal que η(0) = 1, η(w)(u−w) ∈ Nλ, para todo w ∈ B(0, ε) a vale

a relação (1.21). Suponhamos por absurdo que não existe 0 < ε̃ < ε de modo

que, η(w)(u − w) ∈ N−λ , para todo w ∈ B(0, ε̃). Então existe uma sequência

(wn) ⊂ B(0, ε), onde ‖wn‖H → 0 quando n→∞ e vn
.
= η(wn)(u−wn) 6∈ N−λ .

Agora como 0 < λ‖f‖L1 < Λ, pelo Lema 1.3 obtemos que (vn) ⊂ N+
λ . Então

pelas relações (1.5), (1.7) e também por 0 < λ‖f‖L1 < Λ, segue que

0 < < ψ′λ(vn), vn >

≤ ‖vn‖qHS
q
γ(r − q)

Λ−
(
r − 2

r − q

)(
‖vn‖H
S

q
2−q
γ

)2−q
 .

Segue do fato de 0 < ε < ‖u‖H
2

e das definições de ηn e vn que para todo n ∈ N

1

4
‖u‖H ≤ ‖vn‖H ≤

3

2
‖u‖H .

Pelas desigualdades acima, as relações (1.11), (1.17) e a definição de C4, temos

0 <

(
3

2

)q
‖u‖qHS

q
γ(r − q)

[
Λ−

(
r − 2

r − q

)
‖u‖2−q

H

Sqγ42−q

]
≤ ‖u‖qH(2Sγ)

q(r − q)

[
Λ−

(
r − 2

r − q

)[
C̃

(
2− q
r − q

)] 2−q
r−2

4q−2S−qγ

]
≤ ‖u‖qH(2Sγ)

q(r − q) [Λ− C4] ≤ 0,

para todo n ∈ N, o que é uma contradição. Então existe 0 < ε̃ < ε tal que

η(w)(u − w) ∈ N−λ , para cada w ∈ B(0, ε̃), o que conclui a demonstração da



21

Afirmação 1.1. A demonstração do item ii) do Lema 1.5 é semelhante à do

item i). �

1.3 Existência de uma solução

Primeiramente iremos obter uma solução u+
λ do problema (Pλ,f, h),

satisfazendo u+
λ ∈ N

+
λ .

Proposição 1.1 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) se-

jam satisfeitas e que 0 < λ‖f‖L1 < Λ. Então existe u+
λ ∈ N

+
λ , de modo que

i) Iλ(u
+
λ ) = αλ = α+

λ < 0.

ii) u+
λ é solução do problema (Pλ,f, h), com u+

λ  0 em T.

iii) ‖u+
λ ‖H → 0 quando λ→ 0.

Demonstração: Segue do Lema 1.5 i), que existe (un) ⊂ Nλ sequência

(PS)αλ para o funcional Iλ. Decorre do Lema 1.1 que a sequência (un) é

limitada sobre H. Então, do fato de H ser reflexivo e das imersões compactas

de Sobolev, passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que

existe uλ ∈ H tal que un ⇀ uλ fracamente em H e un → uλ fortemente em

Lsloc(T) para s ∈ (1, 2∗) e un → uλ qtp em T. Temos ainda que I ′λ(uλ) = 0.

Segue da definição de Sγ que ‖|un|q‖
L
γ
q (T)

≤ Sqγ‖un‖
q
H , para todo

n ∈ N. Como a sequência (un) é limitada em H, segue que (|un|q) ⊂ L
γ
q (T) é

uma sequência limitada. Ainda por |un|q → |uλ|q qtp em T, segue pelo Lema

A.2 que |un|q ⇀ |uλ|q fracamente em L
γ
q (T). Como f ∈ L1 = (L

γ
q (T))∗, segue

que ∫
T
f |un|qdx =

∫
T
f |uλ|qdx+ o(1). (1.27)

Suponha por contradição que uλ ≡ 0, então pela relação acima temos que∫
T f |un|

qdx = o(1). Logo, como I ′λ(un) = o(1) em H∗, temos que

o(1) =< I ′λ(un), un >= ‖un‖2
H −

∫
T
h|un|rdx+ o(1).
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Pelo Lema 1.4, segue que αλ < 0, então consideremos n0 ∈ N tal que

1

r

∣∣∣∣‖un‖2
H −

∫
T
h|un|rdx

∣∣∣∣+
1

q

∣∣∣∣λ∫
T
f |un|q

∣∣∣∣ < −αλ4 ,

Iλ(un) <
αλ
2
,

para todo n ≥ n0. Logo para cada n ≥ n0, pelas desigualdades acima temos(
1

2
− 1

r

)
‖un‖2

H = Iλ(un) +
λ

q

∫
T
f |un|qdx+

1

r

∫
T
h|un|rdx−

1

r
‖un‖2

H < 0,

o que é uma contradição, pois 2 < r. Portanto uλ 6≡ 0 e como I ′λ(uλ) = 0 segue

que uλ ∈ Nλ e, em particular, Iλ(uλ) ≥ αλ.

Agora iremos mostrar que, a menos de subsequência, un → uλ forte-

mente em H. Suponha por contradição que ‖uλ‖H < lim inf
n→∞

‖un‖H . Então

como (un) ⊂ Nλ e uλ ∈ Nλ, pelas relações (1.4) e (1.27) temos que

αλ ≤ Iλ(uλ)

=

(
1

2
− 1

r

)
‖uλ‖2

H −
(

1

q
− 1

r

)
λ

∫
T
f |uλ|qdx

< lim inf
n→∞

(
1

2
− 1

r

)
‖un‖2

H −
(

1

q
− 1

r

)
λ

∫
T
f |un|qdx

= lim inf
n→∞

Iλ(un) = αλ,

o que é uma contradição. Então pelo Lema A.4, a menos de uma subsequência,

un → uλ fortemente em H. Note que uλ ∈ N+
λ , pois uλ ∈ Nλ e por Iλ ser

cont́ınuo, Iλ(uλ) = αλ = α+
λ < α−λ . Considerando u+

λ = |uλ|, temos que u+
λ  0

pois uλ ∈ H\{0}. Se u ∈ N+
λ , segue das relações (1.4) e (1.6) que |u| ∈ N+

λ .

Logo por u+
λ ∈ N

+
λ e Iλ(u

+
λ ) = Iλ(uλ) = αλ obtemos que u+

λ ∈ Nλ é um mı́nimo

local do funcional Iλ sobre Nλ. Segue pelo Lema 1.2, que u+
λ é uma solução

do problema (Pλ,f, h).

Agora pelas relações (1.5) e (1.7), temos que existe uma constante

C > 0, independente de λ, tal que

‖u+
λ ‖H ≤ C(λ‖f‖L1)

1
2−q ,

o que conclui a demonstração. �
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1.4 Segunda solução

Com o objetivo de obter uma segunda solução para (Pλ,f, h), iremos

explorar as propriedades da sequência (PS)α−λ
do funcional Iλ sobre N−λ . Con-

sideremos ξ ∈ C∞([0,∞)) onde 0 ≤ ξ ≤ 1 e ξ(t) = 0 para t ∈ [0, 1] e ainda

ξ(t) = 1 se t ∈ [2,∞). Definimos para cada n ∈ N a função ξn : RN → [0, 1],

onde para cada x ∈ RN

ξn(x) = ξ

(
2|x|
n

)
.

Definimos ainda os funcionais I0,1, I0, h : H → R por

I0,1(u) =
1

2
‖u‖2

H −
1

r

∫
T
|u|rdx,

I0, h(u) =
1

2
‖u‖2

H −
1

r

∫
T
h|u|rdx.

É fácil verificar que I0, h e I0,1 são de classe C1 (veja Lema A.8). Con-

sideremos ainda ψ̃ : H → R definida por

ψ̃(u) = ‖u‖2
H −

∫
T
|u|rdx.

Sendo

α0,1 = inf
u∈H\{0}
ψ̃(u)=0

I0,1(u),

afirmamos que tal número é positivo. De fato, pelas imersões de Sobolev,

existe C > 0 de forma que ∫
T
|u|rdx ≤ C‖u‖rH ,

para todo u ∈ H. Então se u ∈ H\{0} e ψ̃(u) = 0, pela desigualdade acima

‖u‖2
H =

∫
T
|u|rdx ≤ C‖u‖rH ,

donde segue que (
1

C

) 2
r−2

≤ ‖u‖2
H .
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Logo pela relação acima temos

I0,1(u) =
1

2
‖u‖2

H −
1

r

∫
T
|u|rdx =

(
1

2
− 1

r

)
‖u‖2

H ≥
(

1

2
− 1

r

)(
1

C

) 2
r−2

para toda u ∈ H\{0} onde ψ̃(u) = 0, donde segue que α0,1 > 0.

Temos então o seguinte resultado:

Lema 1.6 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) sejam ve-

rificadas. Sejam (un) ⊂ H uma sequência (PS)σ para o funcional Iλ onde

un ⇀ 0 fracamente em H e wn = ξnun. Então existe uma subsequência (un),

tal que

i) ‖un − wn‖H = o(1),

ii)
∫

T h|un|
rdx =

∫
T h|wn|

rdx+ o(1) =
∫

T |wn|
rdx+ o(1),

iii) ‖wn‖2
H =

∫
T |wn|

rdx+ o(1),

iv) I0,1(wn) = I0, h(wn) + o(1) = σ + o(1).

Além disso, se existe c > 0, onde ‖un‖H ≥ c para n suficientemente grande,

então σ ≥ α0,1.

Demonstração: Pelo fato de un ⇀ 0 fracamente em H, temos que existe

uma subsequência, denotada simplesmente por (un), tal que un → 0 em Llloc(T)

para 1 ≤ l < 2∗ e un → 0 qtp em T. Como un ⇀ 0 fracamente em H temos,

para cada s ≥ 0, que ξsnun ⇀ 0 fracamente em H. Então para cada s ≥ 0,

pelo Lema A.2 segue que∫
T
f |un|qdx = o(1) =

∫
T
fξsn|un|qdx. (1.28)

Sendo Tn = {(x′, xN) ∈ T : |xN | ≤ n} temos, a menos de subsequência que∫
Tn
|un|sdx = o(1), (1.29)

para todo 1 ≤ s < 2∗. Agora pela definição de ξn e wn, segue que

< un, wn >=

∫
T
ξn(|∇un|2 + u2

n) dx+

∫
T
un∇un∇ξndx.
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Para todo s > 0, temos que existe Cs > 0, tal que |∇ξsn| ≤ Cs
n

, para todo

n ∈ N. Então pela desigualdade de Hölder como (un) é limitada, obtemos que∫
T
un∇un∇ξsndx = o(1), (1.30)

para todo s > 0. Logo temos que

< un, wn >=

∫
T
ξn
(
|∇un|2 + u2

n

)
dx+ o(1). (1.31)

Do mesmo modo, podemos concluir que

‖wn‖2
H =

∫
T
ξ2
n

(
|∇un|2 + u2

n

)
dx+ o(1). (1.32)

Agora como (un) é limitada em H, segue que (ξsnun) é limitada em H para

cada s ≥ 0. Logo por I ′λ(un) = o(1), para temos para cada s ≥ 0 que

o(1) = < I ′λ(un), ξsnun >

=

∫
T
∇un∇(ξsnun) + ξsnu

2
ndx− λ

∫
T
fξsn|un|qdx−

∫
T
hξsn|u|rdx.

Então pela igualdade acima e (1.28), (1.30), segue, para qualquer s ≥ 0, que∫
T
ξsn
(
|∇un|2 + u2

n

)
dx =

∫
T
hξsn|un|rdx+ o(1). (1.33)

Pela condição (Hh), mais precisamente, pelo fato de lim
|xN |→∞

h(x′, xN)→ 1 para

todo x′ ∈ Ω′ e pela relação (1.29), temos para todo s > 0 que∫
T
h|un|rdx =

∫
T
hξsn|un|rdx+ o(1) =

∫
T
ξsn|un|rdx+ o(1). (1.34)

Segue das relações (1.31) e (1.33) que

2 < un, wn >= 2

∫
T
ξn
(
|∇un|2 + u2

n

)
dx+ o(1) = 2

∫
T
hξn|un|rdx+ o(1).

Então pelas relações (1.32), (1.33), (1.34) e a igualdade acima, temos

2 < un, wn > =

∫
T
h|un|rdx+

∫
T
hξ2

n|un|rdx+ o(1)

= ‖un‖2
H +

∫
T
ξ2
n

(
|∇un|2 + u2

n

)
dx+ o(1)

= ‖un‖2
H + ‖wn‖2

H + o(1),
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o que demonstra o item i). O item ii) segue da relação (1.34) para s = r. Pelas

relações (1.32), (1.33) e (1.34), temos que

‖wn‖2
H =

∫
T
|wn|rdx+ o(1),

o que demonstra o item iii). O item iv) segue das relações (1.28) e (1.34), pois

I0,1(wn) =
1

2
‖wn‖2

H −
1

r

∫
T
h|wn|rdx+ o(1)

= I0, h(wn) + o(1)

= Iλ(un) + o(1)

= σ + o(1).

Se existe c > 0 tal que ‖un‖H ≥ c, para n suficientemente grande,

então pelo item i) e o fato de (un) ser limitada em H, existem n0 ∈ N e

M > 0, de modo que

c

2
≤ ‖wn‖H ≤M,

se n ≥ n0. Pelo item iii), a definição de Sr e pelas desigualdades acima,

podemos considerar, sem perda de generalidade que

c2

4
≤
∫

T
|wn|rdx ≤ SrrM

r,

para todo n ∈ N. Denotando tn =

(
‖wn‖2

H∫
T |wn|rdx

) 1
r−2

, facilmente verifica-se

que existem constantes positivas c1 e c2, onde c1 ≤ tn ≤ c2, para todo n ∈ N.

Segue da definição de (tn) que

‖tnwn‖2
H =

∫
T
|tnwn|rdx.

Agora pelo fato de c2

4
≤
∫

T |wn|
rdx segue, pelo item iii), que tn → 1 quando

n→∞. Então pela definição de α0,1 e por
∫

T |wn|
rdx ser limitada, temos que

α0,1 ≤ I0,1(tnwn) = t2nI0,1(wn)− t2n
r

(
tr−2
n − 1

) ∫
T
|wn|rdx = I0,1(wn) + o(1),

donde segue pelo item iv) que σ ≥ α0,1. �

A seguir iremos dar uma descrição detalhada das sequências (PS) do

funcional Iλ sobre N−λ :
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Lema 1.7 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) sejam sa-

tisfeitas e ainda que 0 < λ‖f‖L1 < Λ. Se (un) ∈ N−λ é uma sequência (PS)σ

para o funcional Iλ onde

σ < αλ + α0,1,

então (un) possui uma subsequência convergente.

Demonstração: Segue do Lema 1.1 e pelo fato do espaço H ser reflexivo,

que existem uma subsequência, denotada simplesmente por (un), e u0 ∈ H tal

que un ⇀ u0 fracamente em H.

Suponhamos por contradição que u0 ≡ 0. Decorre da relação (1.11) e

por (un) ⊂ N−λ que existe c > 0 tal que ‖un‖H ≥ c para todo n ∈ N. Então

pelo Lema 1.6, obtemos que

σ ≥ α0,1,

o que é um absurdo, pois σ < αλ +α0,1 e pelo Lema 1.4 temos αλ < 0. Temos

ainda que I ′λ(u0) = 0, donde segue que u0 ∈ Nλ e Iλ(u0) ≥ αλ. Para cada n ∈ N

consideremos w̃n = un − u0. Temos que I ′λ(w̃n) = o(1) em H∗. Pelo fato de

(w̃n) ser uma sequência limitada em H e o funcional Iλ ser cont́ınuo, passando

a uma subsequência se necessário, podemos assumir que Iλ(w̃n) = ρ + o(1)

para algum ρ ∈ R. Logo (w̃n) é uma sequência (PS)ρ do funcional Iλ, a qual

satisfaz w̃n ⇀ 0 fracamente em H. Sendo wn = ξnw̃n, segue pelo Lema 1.6,

passando a uma subsequência se necessário, que

‖w̃n − wn‖2
H = o(1) e I0,1(wn) = ρ+ o(1).

Seja 0 < ε < αλ + α0,1 − σ. Então por Iλ ser cont́ınuo, pela definição de w̃n e

pela relação acima, temos que existe n0 ∈ N tal que

αλ + α0,1 − ε > Iλ(un − w̃n + wn) = Iλ(u0 + wn),

para todo n ≥ n0. Pelo fato de w̃n ⇀ 0 fracamente em H, segue do Lema A.3

e do Lema A.2 que

Iλ(u0 + wn) = Iλ(u0) + I0, h(wn) + o(1) ≥ αλ + I0,1(wn) + o(1),
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onde a última desigualdade segue do Lema 1.6 iv) e do fato que Iλ(u0) ≥ αλ.

Então pelas relações acima e o fato de ε > 0, obtemos

α0,1 > lim
n→∞

I0,1(wn) = ρ. (1.35)

Afirmamos que (wn) admite uma subsequência que converge fortemente a 0

em H. Caso contrário existe c > 0 tal que ‖wn‖H ≥ c, para n suficientemente

grande, donde segue pelo Lema 1.6 que α0,1 ≤ ρ, o que contradiz a relação

(1.35). Portanto (wn) admite uma subsequência que converge fortemente a 0

em H, que resulta, passando a uma subsequência, w̃n → 0 fortemente em H,

ou seja, a sequência (un) possui uma subsequência que converge fortemente a

u0 em H. �

Com o objetivo de mostrar que α−λ < αλ +α0,1, para 0 < λ‖f‖L1 < Λ,

iremos utilizar alguns resultados auxiliares. Argumentando como em Lien,

Tzeng e Wang [53, Teorema 4.8], temos que existe w0 ∈ H solução do problema

(P 0,0,1), tal que

I0,1(w0) = α0,1 e w0 > 0 em T,

em particular, ‖w0‖2
H =

∫
T |w0|rdx. Agora do mesmo modo que Chen, Chen e

Wang [31, Proposição 1], temos que para 0 < ε < 1 + θ1, existem constantes

Ci,ε > 0, i = 1, 2, de modo que

C1,εφ1(x′)e−
√

1+θ1+ε|xN | ≤ w0(x′, xN) ≤ C2,εφ1(x′)e−
√

1+θ1−ε|xN |, (1.36)

para todo (x′, xN) ∈ T, onde θ1 é o primeiro autovalor do problema de Dirichlet

−∆ em Ω′ e φ1 é a autofunção positiva associada ao autovalor θ1.

Munidos de tais informações temos o seguinte resultado crucial para

o nosso trabalho.

Lema 1.8 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) sejam

verificadas e que 0 < λ‖f‖L1 < Λ, então

α−λ < αλ + α0,1.
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Demonstração: Para cada y ∈ R definimos wy : T→ R por

wy(x
′, xN) = w0(x′, xN − y),

para quaisquer (x′, xN) ∈ T. Temos então para todo y ∈ R que

I0,1(wy) = I0,1(w0) = α0,1.

Consideremos por simplicidade, uλ
.
= u+

λ ∈ N
+
λ a solução do problema (Pλ,f, h)

obtida na Proposição 1.1.

O nosso objetivo será encontrar y ∈ R e l0 > 0 onde uλ + l0wy ∈ N−λ e

Iλ(uλ + l0wy) < αλ + α0,1.

Pelo fato de ‖wy‖H = ‖w0‖H para cada y ∈ R e por Iλ ser cont́ınuo, com

Iλ(uλ) = αλ < αλ + α0,1, obtemos uma constante l1 > 0 tal que

Iλ(uλ + lwy) < αλ +
α0,1

2
,

para todo y ∈ R e l ∈ [0, l1]. Temos ainda que existe constante c > 0, tal que∫
T hw

r
ydx > c, para todo y ∈ R e pela relação (1.5), segue que

Iλ(uλ + lwy) ≤
1

2
‖uλ + lwy‖2

H +
λ

q
‖f‖L1‖uλ + lwy‖qH −

lr

r

∫
T
hwrydx.

Como q < 2 < r, pela relação acima temos que existe uma constante l2 ≥ l1,

independente de y ∈ R, de forma que para l ≥ l2

Iλ(uλ + lwy) < αλ + α0,1 − 1.

Portanto, para todo y ∈ R, temos que

sup
l∈[0, l1]∪[l2,∞)

Iλ(uλ + lwy) < αλ + α0,1. (1.37)

Devido a relação (1.37) é suficiente obter y ∈ R e l0 > 0 tal que uλ+l0wy ∈ N−λ
e Iλ(uλ + lwy) < αλ + α0,1 para todo l ∈ [l1, l2]. Consideremos a função

m : (0,∞)→ R definida por

m(t) = I0,1(tw0).
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Observando que t = 1 é o máximo global da função m e que m(t) = I0,1(twy)

para todo y ∈ R e t > 0, segue que

I0,1(twy) ≤ I0,1(w0) = α0,1,

para todo y ∈ R e t > 0. Agora pela relação acima, o fato que lwy ∈ H e

I ′λ(uλ) = 0, segue da relação (1.3) que

Iλ(uλ+lwy) = Iλ(uλ) + I0,1(lwy)−
λ

q

∫
T
f [(uλ + lwy)

q − uqλ] dx

+ < uλ, lwy > −
1

r

∫
T
h [(uλ + lwy)

r − urλ] dx+
1

r

∫
T
h(lwy)

rdx

≤ Iλ(uλ) + α0,1 −
λ

q

∫
T
f
[
(uλ + lwy)

q − uqλ − qu
q−1
λ lwy

]
dx

−1

r

∫
T
h
[
(uλ + lwy)

r − urλ − rur−1
λ lwy

]
dx+

1

r

∫
T
(1− h)(lwy)

rdx,

para todo l > 0 e y ∈ R. Assim, pela desigualdade (A.7), por h ≥ 0 em T e

Iλ(uλ) = αλ, temos que

Iλ(uλ + lwy) ≤ αλ + α0,1 +
1

r

∫
T
(1− h)(lwy)

rdx

−λ
q

∫
T
f
[
(uλ + lwy)

q − uqλ − qlwyu
q−1
λ

]
dx, (1.38)

para todo y ∈ R e l ≥ 0. Segue da condição (Hf ) que f+ 6≡ 0 e f− possui

suporte compacto em T = Ω′ × R. Consideremos K = K ′ × [−M,M ], um

compacto em T, onde f− ≡ 0 em T\K e
∫
K
f+dx > 0. Seja ainda

0 < ε <

(
4− q2

r2 + q2

)
(1 + θ1),

qualquer. Então para todo y ∈ R e l ∈ [l1, l2], pelas relações (1.36) e (A.7)

obtemos que

1

q

∫
T
f+

[
(uλ + lwy)

q − uqλ − qlwyu
q−1
λ

]
dx ≥ Cf+e

−q
√

1+θ1+ε|y|, (1.39)

onde Cf+ = e−q
√

1+θ1+εM

(
l1C1,ε inf

x′∈K′
{φ1(x′)}

)q
1
q

∫
K
f+dx. Segue do Teorema

do valor médio que existe C > 0, tal que para todo l ∈ [l1, l2], y ∈ R e qualquer

x ∈ K0 = K ∩ {x : u(x) > 0} temos

[uλ(x) + lwy(x)]q − uqλ(x)− qlwy(x)uq−1
λ (x) ≤ Cw2

y(x).
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Logo por (1.36) existe Cf− ≥ 0, onde Cf−≥ 2Ce2
√

1+θ1M‖f−‖L∞(Ω)

∫
K′
φ2

1(x′)dx′,

tal que

1

q

∫
T
f−
[
(uλ + lwy)

q − uqλ − qlwyu
q−1
λ

]
dx ≤ Cf−e

−2
√

1+θ1−ε|y|, (1.40)

Agora pela condição (Hh), mais precisamente, o fato que

h(x′, xN) ≥ 1− C0e
−2
√

1+θ1|xN |,

para todo (x′, xN) ∈ T e pela relação (1.36), temos para todo y ∈ R e l ∈ [l1, l2]

1

r

∫
T
(1− h)(lwy)

rdx

≤ C0(l2C2,ε)
r|Ω′|‖φ‖rL∞(Ω′)

∫
R

e−2
√

1+θ1|xN |−r
√

1+θ1−ε|xN−y|dxN . (1.41)

Considerando mε = min{2
√

1 + θ1, r
√

1 + θ1 − ε}, segue para todo y ∈ R que∫
R

e−2
√

1+θ1|xN |−r
√

1+θ1−ε|xN−y|dxN ≤
(

2|y|+ 2

mε

)
e−mε|y|.

Então, pela estimativa acima e a relação (1.41) temos que existe Ch > 0, tal

que para cada y ∈ R e l ∈ [l1, l2]

1

r

∫
T
(1− h)(lwy)

rdx ≤ Ch(1 + |y|)e−mε|y|. (1.42)

Pelo fato que 0 < ε <
(

4−q2
r2+q2

)
(1 + θ1), através de simples cálculos obtemos

q
√

1 + θ1 + ε < min{mε, 2
√

1 + θ1 − ε}. (1.43)

Consideremos a função A : (0,∞)→ R definida por

A(t) = −λCf+e−qt
√

1+θ1+ε + λCf−e
−2t
√

1+θ1−ε + Ch(1 + t)e−tmε .

Segue pela relação (1.43) que existe R0 > 0, tal que A(t) < 0, para t ≥ R0.

Então se |y| ≥ R0, pelas relações (1.38), (1.39), (1.40) e (1.42) temos que

sup
l∈[l1,l2]

Iλ(uλ + lwy) < αλ + α0,1. (1.44)

Portanto, pelas relações (1.37) e (1.44) obtemos, se |y| ≥ R0, que

sup
l∈[0,∞)

Iλ(uλ + lwy) < αλ + α0,1. (1.45)
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Fixemos y ∈ R tal que |y| ≥ R0. Devido à relação acima, para com-

pletar a demonstração é suficiente encontrar uma constante l0 > 0, de modo

que uλ + l0wy ∈ N−λ . Consideremos os conjuntos

A1 = {u ∈ H\Zh : t−(u) < 1} e A2 = {u ∈ H\Zh : t−(u) > 1} ∪ Zh.

Segue do Lema 1.4 que H\N−λ = A1 ∪ A2. Como uλ ∈ N+
λ , pelas relações

(1.7) e (1.8) temos que uλ ∈ H\Zh. Então pelo item ii) do Lema 1.4 temos

que 1 = t+(uλ) < t−(uλ), ou seja, uλ ∈ A2. A seguir iremos encontrar l̃ > 0

de modo que uλ + l̃wy ∈ A1. Como uλ ∈ H\Zh e pelo fato de wy > 0 em T,

então obtemos que uλ + lwy ∈ H\Zh para todo l ≥ 0. Temos que existe c > 0,

de modo que

0 < t−
(

uλ + lwy
‖uλ + lwy‖H

)
≤ c,

para todo l ≥ 0. Suponha por contradição que não existe tal c > 0. Então

existe uma sequência (ln) ⊂ [0,∞) onde ln → ∞ quando n → ∞ e sendo

vn = uλ+lnwy
‖uλ+lnwy‖H

temos que t−(vn) → ∞ quando n → ∞. Pelo Teorema da

convergência dominada de Lebesgue temos que∫
T
h|vn|rdx→

∫
T h|wy|

rdx

‖w0‖rH
> 0,

pois wy > 0 e h  0 em T. Agora como (t−(vn)vn) ⊂ N−λ , segue do Lema 1.1

que Iλ(t
−(vn)vn) é limitado inferiormente. Mas pela relação acima e o fato de

q < 2 < r, temos

Iλ(t
−(vn)vn)

=
1

2

[
t−(vn)

]2 − λ [t−(vn)]
q

q

∫
T
f |vn|qdx−

[t−(vn)]
r

r

∫
T
h|vn|rdx→ −∞,

quando n → ∞. Portanto existe c > 0 tal que 0 < t−
(

uλ+lwy
‖uλ+lwy‖H

)
≤ c, para

todo l ≥ 0. Consideremos l̃ > 0, onde l̃2‖w0‖2
H − 2l̃‖uλ‖H‖w0‖H > c2. Então



33

pela desigualdade de Cauchy, temos que

‖uλ + l̃wy‖2
H = ‖uλ‖2

H + l̃2‖wy‖2
H + 2l̃ < uλ, wy >

≥ ‖uλ‖2
H + l̃2‖wy‖2

H − 2l̃‖uλ‖H‖wy‖H

> c2

≥

[
t−

(
uλ + l̃wy

‖uλ + l̃wy‖H

)]2

,

donde pelo item iii) do Lema 1.4 segue que

t−(uλ + l̃wy) =
1

‖uλ + l̃wy‖H
t−

(
uλ + l̃wy

‖uλ + l̃wy‖H

)
< 1,

ou seja, uλ+ l̃wy ∈ A1. Consideremos a função F : [0, 1]→ (0,∞) definida por

F (s) = t−(uλ + sl̃wy).

Temos que F (0) = t−(uλ) > 1 e F (1) = t−(uλ + l̃wy) < 1, então segue do

fato de F ser cont́ınua que existe s0 ∈ (0, 1) tal que F (s0) = 1, ou seja,

t−(uλ + s0l̃wy) = 1. Sendo l0 = s0l̃, temos novamente pelo Lema 1.4 que

uλ + l0wy ∈ N−λ . Segue da relação (1.45) que

α−λ < αλ + α0,1,

o que conclui a demonstração. �

A seguir iremos obter uma solução u−λ ∈ N
−
λ do problema (Pλ,f, h).

Proposição 1.2 Suponhamos que as condições (HT), (Hexp), (Hf ) e (Hh) se-

jam satisfeitas e que 0 < λ‖f‖L1 < Λ. Então existe u−λ ∈ N
−
λ satisfazendo

i) Iλ(u
−
λ ) = α−λ > 0.

ii) u−λ é uma solução do problema (Pλ,f, h), onde u−λ  0 em T.

Demonstração: Segue do Lema 1.5 ii) que existe (un) ⊂ N−λ sequência

(PS)α−λ
para o funcional Iλ. Decorre do Lema 1.8 e do Lema 1.7, que existe

uλ ∈ H onde, a menos de subsequência, un → uλ fortemente em H. Então por
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Iλ ser de classe C1 temos que < I ′λ(uλ), uλ >= 0 e também Iλ(uλ) = α−λ > 0,

donde segue que uλ ∈ Nλ. Como (un) ⊂ N−λ , pela relação (1.7) e por ψλ ser

de classe C1 temos

〈ψ′λ(uλ), uλ〉 ≤ 0.

Pelo fato de 0 < λ‖f‖L1 < Λ, temos pelo Lema 1.3 que N0
λ = ∅, donde segue

pela relação acima que 〈ψ′λ(uλ), uλ〉 < 0, ou seja, uλ ∈ N−λ . Considerando

u−λ
.
= |uλ| temos que u−λ 6≡ 0, pois uλ ∈ H\{0}. Se u ∈ N−λ , segue pelas relações

(1.4) e (1.7) que |u| ∈ N−λ . Logo u−λ ∈ N
−
λ e por Iλ(u

−
λ ) = Iλ(uλ) = α−λ , temos

que u−λ ∈ Nλ é um mı́nimo local do funcional Iλ sobre Nλ. Segue então do

Lema 1.2 que u−λ é solução do problema (Pλ,f, h). �

Conclúımos este caṕıtulo com a demonstração do Teorema 1.1.

Demonstração do Teorema 1.1: Se 0 < λ‖f‖L1 < Λ, segue da Propo-

sição 1.1 e Proposição 1.2 que existem duas soluções não triviais u+
λ ∈ N+

λ

e u−λ ∈ N
−
λ do problema (Pλ,f, h). Temos que tais soluções são distintas pois

N+
λ ∩N

−
λ = ∅. �



Caṕıtulo 2

Problema quase linear com não

linearidade cŕıtica em RN

2.1 Introdução

Neste caṕıtulo, garantimos através de métodos variacionais, mais pre-

cisamente, utilizando técnicas de minimização e uma variação do Teorema do

passo da montanha, a existência de múltiplas soluções (fracas) para a seguinte

classe de problema eĺıptico quase linear com crescimento cŕıtico

(Pλ)

 −∆pu = λf(x)|u|q−1 + |u|p∗−1, em RN

0 � u ∈ D1,p(RN),

onde λ > 0 é uma constante e a dimensão, bem como os expoentes, satisfazem

(Hexp) 1 < q < p, 2 ≤ p < N e p∗ =
pN

N − p

e consideremos o espaço D1,p = D1,p(RN) como o fecho de C∞c (RN) com res-

peito a norma

‖u‖ =

(∫
RN
|∇u|pdx

) 1
p

.

A função peso f : RN → R é mensurável e satisfaz as seguintes condições

35
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f ∈ L∞loc(RN\{0}), 0 6≡ f+ ∈ C(RN\{0}) e existem a < N
(q − p∗)
p∗

< b

(Hf )
f(x) =

 O(|x|b), quando |x| → 0

O(|x|a), quando |x| → ∞.

Tais restrições nas condições de crescimento da função peso f são

necessárias para que tenhamos uma condição de compacidade. Condições

semelhantes foram utilizadas por Szulkin e Willem [66]. Ainda Egnell [42, 43],

bem como Noussair, Swanson e Yang [57] demonstraram que tais restrições

nas condições de crescimento são necessárias para que haja solução não trivial.

Nos últimos anos, inúmeros trabalhos apresentaram resultados de exis-

tência e multiplicidade de soluções fracas para equações eĺıpticas quase lineares

com crescimento cŕıtico. Por exemplo, Garcia e Peral em [46], estudaram o

problema 
−∆pu = λ|u|q−1 + |u|p∗−1, em Ω

u = 0, sobre ∂Ω,
(Eλ,p)

onde λ é um parâmetro real positivo, 1 < q < p < N e Ω é um domı́nio

suave e limitado de RN . Eles provaram, utilizando o Teorema do passo da

montanha, que para 2N
N+2

< p < 3 e 1 < q < p, ou p ≥ 3 e p∗ − 2
p−1

< q < p,

existe λ0 > 0 de modo que o problema (Eλ,p) possui ao menos duas soluções

positivas se λ ∈ (0, λ0). Huang [51], utilizando argumentos variacionais sobre

a variedade de Nehari, estendeu os resultados de [46], apenas para 2 ≤ p < N ,

no sentido que tais resultados sejam válidos para quaisquer 1 < q < p. Para

demais resultados em domı́nios limitados citamos [7, 12, 18, 45, 62, 74] e suas

referências.

Em todo o espaço, ou seja quando Ω = RN , Silva e Soares em [61], sob

as hipóteses que p2 < N , max{1, p∗− p
p−1
} < q ≤ p e ainda f ∈ C(RN) com 0 6=

f+ ∈ L
p∗
p∗−q (RN) estabeleceram, através do Teorema do passo da montanha,

a existência de λ0 > 0 de modo que o problema (Pλ) admite ao menos uma

solução não trivial para λ ∈ (0, λ0). Alves em [5], considerou o problema

(Pλ) sob as condições que f ∈ L
p∗
p∗−q (RN) é uma função não negativa e que a
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condição (Hexp) é satisfeita. Utilizando técnicas de minimização e o Teorema

do passo da montanha, ele provou a existência de λ0 > 0, de modo que se

λ ∈ (0, λ0), então o problema (Pλ) possui ao menos duas soluções não triviais.

Para outros resultados mais gerais em domı́nios ilimitados mencionamos [6, 8,

9, 11, 14, 15, 37, 41, 56, 73] bem como suas referências.

A seguir enunciamos o nosso resultado:

Teorema 2.1 [54, Teorema 1.1, p=2] Suponhamos que as condições (Hexp) e

(Hf ) sejam satisfeitas. Então existe uma constante positiva Λ = Λ(q, p, f,N),

tal que o problema (Pλ) possui ao menos duas soluções não triviais para

0 < λ < Λ.

Observação 2.1 Obtemos um resultado semelhante com hipóteses mais gerais

sobre a função peso f . Se ao invés da hipótese (Hf ) supormos que a função

mensurável f : RN → R satisfaz

(H′f )

f ∈ L∞loc(RN\Y ), 0 6≡ f+ ∈ C(RN\Y ), onde

Y = (yn) ⊂ RN e existem a < N (q−p∗)
p∗

< bn,

f(x) =

 O(|x− yn|bn), quando x→ yn

O(|x|a), quando |x| → ∞,

então as mesmas conclusões do Teorema 2.1 são válidas.

Ressaltamos que o nosso resultado estende os resultados citados an-

teriormente, no sentido que consideramos o problema sobre todo o RN e/ou

abrange uma classe mais ampla de funções peso, por exemplo, a função

f(x) = −|x|−pχA(|x|) + χB(|x|)|3|x| − 6|−N + |x|−NχD(|x|),

onde A = (0, 1), B = (2, 3], D = (3,∞) e χ é a função caracteŕıstica, satisfaz

a hipótese (Hf ). Como mencionamos anteriormente, para demonstrar tais

resultados utilizaremos técnicas de minimização e uma variante do Teorema

do passo da montanha sem a condição de Palais Smale. Ressaltamos que, para

empregar tal resultado, há a necessidade de estimativas “precisas” dos ńıveis
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de energia do funcional associado ao problema (Pλ). Estas estimativas foram

obtidas, provando inicialmente, que as soluções u do problema (Pλ), sob nossas

hipóteses, possuem certa regularidade, a saber, u ∈ C1,γ
loc (RN\{0}). Poste-

riormente, utilizando tais condições de regularidade, obtemos uma estimativa

suficientemente “precisa” adaptando alguns argumentos utilizados por Yang

[72] e também por Huang [51].

2.2 Resultados preliminares

Recordemos a nossa notação para a norma do espaço de Lebesgue

Ls(RN)

‖u‖Ls =

(∫
RN
|u|sdx

) 1
s

, 1 ≤ s <∞.

Neste caṕıtulo, consideremos u+ = max{0, u} e u− = min{0, u}, para toda

u ∈ D1,p e denotaremos por S a seguinte constante positiva, denominada

constante de Sobolev,

S = inf

{
‖u‖p

‖u‖p
Lp∗

: u ∈ D1,p\{0}
}
.

Como utilizaremos argumentos variacionais para provar os resultados,

consideramos o funcional associado ao problema (Pλ), a saber,

Iλ(u) =
1

p
‖u‖p − λ

q

∫
RN

fuq+dx−
1

p∗

∫
RN

up
∗

+ dx,

para cada u ∈ D1,p. Segue da condição (Hf ) que Iλ ∈ C1(D1,p,R) (veja Lema

A.8), com derivada I ′λ(u) em cada u ∈ D1,p dada por

< I ′λ(u), ϕ >=∫
RN
|∇u|p−2∇u∇ϕdx− λ

∫
RN

fuq−1
+ ϕdx−

∫
RN

up
∗−1

+ ϕdx, (2.1)

para cada ϕ ∈ D1,p. Observemos que os pontos cŕıticos do funcional Iλ são

exatamente as soluções (fracas) do problema (Pλ). Ainda pela hipótese (Hf )

e a desigualdade de Hölder, temos que existe uma constante Cf > 0, onde

λ

∣∣∣∣∫
RN

f |u|qdx
∣∣∣∣ ≤ λCf‖u‖q, (2.2)
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para toda u ∈ D1,p.

A seguir apresentaremos alguns fatos relevantes para o estudo do pro-

blema (Pλ).

Observação 2.2 i) Sejam c ∈ R e (un) ⊂ D1,p uma sequência que satisfaz

Iλ(un) → c e I ′λ(un) → 0, quando n → ∞. Então (un) é chamada de

sequência (PS)c para o funcional Iλ. Dizemos que c ∈ R é um ńıvel

(PS) para o funcional Iλ se toda sequência (PS)c para o funcional Iλ

admite subsequência que converge na topologia forte.

ii) Se (un) é uma sequência (PS)c para o funcional Iλ, então (un) é limitada.

De fato, temos que

p∗Iλ(un) =
p∗

p
‖un‖p −

p∗λ

q

∫
RN

fuqn+dx−
∫
RN

up
∗

n+dx,

〈I ′λ(un), un〉 = ‖un‖p − λ
∫
RN

fuqn+dx−
∫
RN

up
∗

n+dx.

Logo pelas igualdades acima e a relação (2.2), temos que(
p∗ − p
p

)
‖un‖p ≤ C(1 + ‖un‖) +

p∗ − q
q

λ

∫
RN

fuqn+dx

≤ C(1 + ‖un‖+ ‖un‖q),

para alguma constante C > 0. Como q < p, segue que a sequência (un)

é limitada em D1,p.

iii) Se (un) é uma sequência (PS)c para o funcional Iλ, então (un+) também

é uma sequência (PS)c para o funcional Iλ.

De fato, segue pelo item acima que (un−) é limitada em D1,p, e ainda

pela relação (2.1) temos

o(1) = 〈I ′λ(un), un−〉 = ‖un−‖p.

Além disso, novamente pela relação (2.1), temos para cada ϕ ∈ D1,p que

< I ′λ(un+), ϕ >

=

∫
RN
|∇un+|p−2∇un+∇ϕdx− λ

∫
RN

fuq−1
n+ ϕdx−

∫
RN

up
∗−1
n+ ϕdx

= < I ′λ(un), ϕ > −
∫
RN
|∇un−|p−2∇un−∇ϕdx,
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donde segue que I ′λ(un+) = o(1). Logo temos que (un+) é uma sequência

(PS)c para o funcional Iλ, pois pela definição do funcional Iλ, temos

Iλ(un+) = Iλ(un)− 1

p
‖un−‖p = c+ o(1).

iv) Na sequência iremos assumir, passando a uma subsequência se neces-

sário, que toda sequência (PS)c para o funcional Iλ, (un), satisfaz as

seguintes condições

un ≥ 0 qtp em RN , un ⇀ u fracamente em D1,p,

un → u qtp em RN , u ≥ 0 qtp em RN .

Como consequência da hipótese (Hf ) temos a seguinte condição de

compacidade.

Lema 2.1 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam verificadas. Se

(un) ⊂ D1,p é tal que un ⇀ u fracamente em D1,p, então existe uma sub-

sequência (un), de modo que∫
RN

f |un|q dx =

∫
RN

f |u|q dx+ o(1).

Demonstração: Como un ⇀ u fracamente em D1,p pelas imersões com-

pactas de Sobolev, passando a uma subsequência se necessário, podemos su-

por que un → u fortemente em Lqloc(R
N). Temos ainda que (un) é limitada em

D1,p, logo existe uma constante C > 0 onde ‖un‖Lp∗ ≤ C, para todo n ∈ N.

Consideremos para cada r, R > 0, os valores

Ar = sup
|x|≤r

(
|f(x)|
|x|b

)(∫
|x|≤r

2|x|
p∗b
p∗−q dx

) p∗−q
q

,

AR = sup
|x|≥R

(
|f(x)|
|x|a

)(∫
|x|≥R

2|x|
p∗a
p∗−q dx

) p∗−q
q

.

Segue da condição (Hf ) que Ar → 0 quando r → 0 e AR → 0 quando R→∞.

Fixado ε > 0 qualquer, sejam r0, R0 tais que (Ar0 + AR0) < ε
3Cq

. Note que∣∣∣∣∫
RN

f [|un|q − |u|q] dx
∣∣∣∣ ≤ Cq(Ar0 +AR0) + sup

r0≤|x|≤R0

|f(x)|
∣∣∣∣∫
r0≤|x|≤R0

[|un|q − |u|q] dx
∣∣∣∣ .
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Como un → u fortemente em Lqloc(R
N) e sendo f localmente limitada em

RN\{0}, temos que existe n0 ∈ N tal que

sup
r0≤|x|≤R0

|f(x)|
∣∣∣∣∫
r0≤|x|≤R0

[|un|q − |u|q] dx
∣∣∣∣ < ε

3
,

para todo n ≥ n0. Então para todo n ≥ n0, temos que∣∣∣∣∫
RN

f [|un|q − |u|q] dx
∣∣∣∣ < ε.

Pelo fato de ε > 0 ser qualquer segue o resultado. �

Na sequência denotaremos por C1 a seguinte constante positiva

C1 = C1(q, p) = (p2)
q−p∗
p∗−p

q

Cf

(
1

p∗S
p∗
p

) q−p
p∗−p (

p− q
p∗ − p

) p−q
p∗−p

(
p∗ − p
p∗ − q

) p∗−q
p∗−p

. (2.3)

A seguir apresentamos um resultado que será extremamente útil para

mostrarmos que o funcional Iλ satisfaz a geometria do Teorema do passo da

montanha.

Lema 2.2 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam válidas e que

0 < λ < C1. Então existem constantes ν, µ > 0, independentes de λ, onde

Iλ(u) ≥ ν, se ‖u‖ = µ.

Demonstração: Pelo fato de 0 < λ < C1, segue da relação (2.2) e da

definição S que

Iλ(u) ≥ 1

p
‖u‖p − α‖u‖q − β‖u‖p∗ , (2.4)

onde α =
CfC1

q
e β = 1

p∗S
p∗
p

. Consideremos Q : (0,∞)→ [0,∞) definida por

Q(t) = αtq−p + βtp
∗−p.

Pela condição (Hexp) temos que Q(t)→∞ quando t→ 0 ou se t→∞. Então

como a função Q é cont́ınua, temos que existe µ > 0 de modo que

Q(µ) = min
t>0

Q(t).
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Fazendo os cálculos, obtemos que µ =
(
α
β
p−q
p∗−p

) 1
p∗−q

e pela definição de α, β e

C1, segue que

Q(µ) = α
p∗−p
p∗−q β

p−q
p∗−q

(
p− q
p∗ − p

) q−p
p∗−q

+ α
p∗−p
p∗−q β

p−q
p∗−q

(
p− q
p∗ − p

) p∗−p
p∗−q

= C
p∗−p
p∗−q
1

(
Cf
q

) p∗−p
p∗−q

(
1

p∗S
p∗
p

) p−q
p∗−q (

p∗ − p
p− q

) p−q
p∗−q

(
p∗ − q
p∗ − p

)

=
[
(p2)

q−p∗
p∗−pC1C

−1
1

] p∗−p
p∗−q

=
1

p2
.

Então por (2.4) e a igualdade acima, temos se ‖u‖ = µ, que

Iλ(u) ≥ ‖u‖p
(

1

p
−Q(‖u‖)

)
= µp

(
p− 1

p2

)
.
= ν.

Para estimativas futuras, pelo fato de Q ser cont́ınua, consideremos

τ ∈
(
0, µ

2

)
, de modo que se t > 0 e |µ− t| ≤ τ , então

Q(t) < Q(µ) +

(
p− 1

2p2

)
=
p+ 1

2p2
. (2.5)

�

Sendo C1 a constante definida pela relação (2.3) e τ ∈
(
0, µ

2

)
a cons-

tante obtida na demonstração acima, consideremos

0 < Λ = Λ(q, p, f,N) = min

{
C1,

qp∗τ p−q

NCf (p∗ − q)

}
. (2.6)

Para qualquer λ ∈ (0,Λ) definimos

αλ = inf
u∈B

Iλ(u),

onde B
.
= B(0, µ) ⊂ D1,p. Segue pela relação (2.2) e as imersões de Sobolev

que αλ ∈ R. Afirmamos que αλ ∈ (−∞, 0). De fato, consideremos u ∈ D1,p

onde u ≥ 0, k = λ
q

∫
RN

fuqdx > 0 e seja ainda 0 < t < min

{
µ
‖u‖ ,

(
pk
‖u‖p

) 1
p−q
}

.

Observemos que tu ∈ B e pelo fato que

Iλ(tu) ≤ tp

p
‖u‖p − tqk = tq

(
tp−q

p
‖u‖p − k

)
< 0,
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donde segue que αλ < 0.

A seguir apresentamos uma condição, sobre os ńıveis de energia do

funcional Iλ, para que uma solução do problema (Pλ) seja não trivial.

Lema 2.3 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam satisfeitas e

ainda que λ ∈ (0,Λ). Se existe uma sequência (PS)c para o funcional Iλ,

onde c ∈ (−∞, 0)∪ (0, αλ+ 1
N
S
N
p ), então o problema (Pλ) admite uma solução

u ∈ D1,p\{0}. Além disso se Iλ(u) ≥ αλ, então Iλ(u) = c.

Demonstração: Seja (un) uma sequência (PS)c para o funcional Iλ. De-

vido a Observação 2.2 podemos considerar un ≥ 0 e que existe u ∈ D1,p onde

u ≥ 0 e a menos de subsequência, un ⇀ u fracamente em D1,p.

Suponhamos por contradição que u ≡ 0. Então pelo Lema 2.1 temos∫
RN

fuqn dx = o(1),

e então pelo fato de 〈I ′λ(un), un〉 = o(1), obtemos

‖un‖p =

∫
RN

up
∗

n dx+ o(1). (2.7)

Logo, pelo fato de (un) ser uma sequência (PS)c, segue das relações acima que

c = Iλ(un) + o(1) =
1

N
‖un‖p + o(1).

Se c ∈ (−∞, 0), pela última relação temos um absurdo, o que implica u 6≡ 0.

Se c ∈ (0, αλ + 1
N
S
N
p ), então temos que existe n0 ∈ N, tal que ‖un‖p ≥ c

2
se

n ≥ n0. Mas pela relação (2.7), a definição de S, o fato de αλ < 0 e a igualdade

acima, obtemos que

c < αλ +
1

N
S
N
p <

1

N
S
N
p ≤ 1

N
lim inf
n→∞

 ‖un‖N(∫
RN

up
∗
n dx

) N
p∗

=
1

N
lim inf
n→∞

‖un‖p= c,

o que é uma contradição. Portanto temos que u 6≡ 0.

Afirmamos que u é uma solução do problema (Pλ), para tanto basta

mostrar que I ′λ(u) = 0. Primeiramente, mostremos que para cada ϕ ∈ C∞c (RN)∫
RN

fuq−1
n ϕdx =

∫
RN

fuq−1ϕdx+ o(1), (2.8)
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∫
RN

up
∗−1
n ϕdx =

∫
RN

up
∗−1ϕdx+ o(1). (2.9)

Considerando as constantes Ar, A
R definidas na demonstração do Lema 2.1,

então pela desigualdade de Hölder temos que∣∣∣∣∫
RN

f [uq−1
n ϕ− uq−1ϕ] dx

∣∣∣∣
≤ (Ar + AR)‖un‖q−1

Lp∗
‖ϕ‖Lp∗ + sup

r≤|x|≤R
|f(x)|

∣∣∣∣∫
r≤|x|≤R
ϕ[uq−1

n − uq−1] dx

∣∣∣∣ .
Note que Ar → 0 quando r → 0 e AR → 0 quando R → ∞. Sendo (‖un‖Lp∗ )

limitada, temos que o primeiro termo do lado direito da desigualdade acima

tende a zero, quando r → 0 e R → ∞. Fixados r, R > 0 convenientes, temos

que o segundo termo também tende a zero, pois f é localmente limitada em

RN\{0} e pelo Lema A.2 temos que∫
RN

ϕ[uq−1
n − uq−1] dx = o(1),

pois (uq−1
n ) ⊂ L

p
q−1 (RN) é limitada e ϕ ∈ C∞c (RN)⊂L

p
p−q+1 (RN) = (L

p
q−1 (RN))∗.

Portanto a relação (2.8) é válida. A relação (2.9) também é consequência do

Lema A.2, observando-se que ϕ ∈ C∞c (RN) ⊂ L
p∗
p∗−1 (RN).

Considerando ϕ ∈ C∞c (RN) qualquer temos para cada 1 ≤ i ≤ N , que

∂ϕ
∂xi
∈ Lp(RN) = (L

p
p−1 (RN))∗ e ainda pelo Lema A.5 e o Lema A.2, obtemos

|∇un|p−2∂un
∂xi

⇀ |∇u|p−2 ∂u

∂xi
fracamente em L

p
p−1 (RN), 1 ≤ i ≤ N,

donde segue que∫
RN
|∇un|p−2∇un∇ϕdx =

∫
RN
|∇u|p−2∇u∇ϕdx+ o(1). (2.10)

Então por (un) ser uma sequência (PS)c para o funcional Iλ, segue pelas

relações (2.8), (2.9) e (2.10) que para toda ϕ ∈ C∞c (RN)

〈I ′λ(u), ϕ〉 = 0,

e então por C∞c (RN) ser denso em D1,p, obtemos que I ′λ(u) = 0, donde segue

que u é uma solução do problema (Pλ).
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Suponhamos na sequência que Iλ(u) ≥ αλ. Devemos mostrar que

Iλ(u) = c, para tanto basta mostrar que, a menos de subsequência, un → u

fortemente em D1,p. Sendo zn = un − u, é suficiente mostrar que (zn) admite

subsequência que converge fortemente a 0 em D1,p. Afirmamos que

‖zn‖p −
∫
RN
|zn|p

∗
dx = o(1). (2.11)

Pelo fato zn ⇀ 0 fracamente em D1,p, temos pelo Lema A.3 e o Lema A.5, que

‖un‖p = ‖zn‖p + ‖u‖p + o(1), (2.12)

∫
RN

up
∗

n dx =

∫
RN

up
∗
dx+

∫
RN
|zn|p

∗
dx+ o(1). (2.13)

Como un ⇀ u fracamente em D1,p, temos pelo Lema 2.1 que∫
RN

f (uqn − uq) dx = o(1). (2.14)

Agora como 〈I ′λ(un), un〉 = o(1) e 〈I ′λ(u), u〉 = 0, segue das relações (2.12),

(2.13) e (2.14) que

o(1) = ‖un‖p − λ
∫
RN

fuqndx−
∫
RN

up
∗

n dx

= ‖u‖p + ‖zn‖p − λ
∫
RN

fuqndx−
∫
RN

up
∗
dx−

∫
RN
|zn|p

∗
dx+ o(1)

= 〈I ′λ(u), u〉+ ‖zn‖p − λ
∫
RN

f (uqn − uq) dx−
∫
RN
|zn|p

∗
dx+ o(1)

= ‖zn‖p −
∫
RN
|zn|p

∗
dx+ o(1),

o que mostra a relação (2.11).

Como o funcional Iλ é cont́ınuo e c < αλ + 1
N
S
N
p , temos que existem

ε > 0 e n0 ∈ N, tais que para todo n ≥ n0, temos

αλ +
1

N
S
N
p − ε > Iλ(un) = Iλ(u+ zn).

Agora, por (2.11), (2.12), (2.13), (2.14) e o fato de Iλ(u) ≥ αλ, obtemos

Iλ(u+ zn) = Iλ(u) +
1

p
‖zn‖p −

1

p∗

∫
RN
|zn|p

∗
dx+ o(1) ≥ αλ +

1

N
‖zn‖p + o(1).
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Então pelas relações acima, temos para n suficientemente grande que

‖zn‖p < S
N
p . (2.15)

Afirmamos que ‖zn‖ → 0 quando n→∞. Assuma por contradição que existe

δ > 0 e uma subsequência denotada simplesmente por (zn), tal que ‖zn‖ ≥ δ.

Então pela definição de S e as relações (2.11), (2.15) obtemos que

S
N
p ≤ lim inf

n→∞

 ‖zn‖N(∫
RN
|zn|p∗dx

) N
p∗

 = lim inf
n→∞

‖zn‖p < S
N
p ,

o que é uma contradição. Portanto ‖zn‖ → 0 quando n → ∞, donde resulta

que un → u fortemente em D1,p. Pelo fato de (un) ser uma sequência (PS)c

para o funcional Iλ, obtemos então que Iλ(u) = c. �

2.3 Existência de uma solução

Consideremos λ ∈ (0,Λ) qualquer. A seguir obteremos (un) sequência

(PS)αλ para o funcional Iλ. Recordemos que B
.
= B(0, µ) e devido ao Lema

2.2, temos que 0 < ν ≤ inf
u∈∂B

Iλ(u), então considerando

0 < ε < inf
u∈∂B

Iλ(u)− inf
u∈B

Iλ(u),

temos, pelo Prinćıpio variacional de Ekeland, (veja Teorema A.2), aplicado ao

funcional Iλ : B → R, que existe uε ∈ B de modo que

Iλ(uε) ≤ αλ + ε e Iλ(uε) < Iλ(v) + ε‖uε − v‖, ∀ v ∈ B\{uε}.

Agora pela definição de ε > 0 e o fato de αλ < 0, temos

Iλ(uε) ≤ αλ + ε = inf
u∈B

Iλ(u) + ε < inf
u∈∂B

Iλ(u),

donde segue que uε ∈ B. Considerando Jλ : D1,p → R definido por

Jλ(u) = Iλ(u) + ε‖uε − u‖,



47

obtemos que uε é um mı́nimo estrito de Jλ restrito ao conjunto B. Fixemos

v ∈ D1,p qualquer de modo que ‖v‖ = 1. Então para todo t > 0 satisfazendo

‖uε + tv‖ ≤ µ, temos

Jλ(uε + tv)− Jλ(uε)
t

≥ 0,

ou ainda, pela definição de Jλ temos que

Iλ(uε + tv)− Iλ(uε)
t

+ ε‖v‖ ≥ 0.

Passando o limite quando t→ 0+, obtemos que

〈I ′λ(uε), v〉+ ε‖v‖ ≥ 0,

donde segue que ‖I ′λ(uε)‖ ≤ ε. Considerando εn = 1
n

para todo n ∈ N, obtemos

uma sequência (un) ⊂ B, de modo que

αλ ≤ Iλ(un) ≤ αλ +
1

n
e ‖I ′λ(un)‖ ≤ 1

n
,

ou seja, (un) ⊂ B é uma sequência (PS)αλ para o funcional Iλ. Devido a

Observação 2.2 podemos, sem perda de generalidade, considerar que un ≥ 0 e

que existe 0 ≤ uλ ∈ B tal que, a menos de subsequência, un ⇀ uλ fracamente

em D1,p. Em particular, Iλ(uλ) ≥ αλ e pelo fato de αλ < 0, segue pelo Lema

2.3, passando a uma subsequência se necessário, que un → uλ fortemente em

D1,p. Portanto temos Iλ(uλ) = αλ e I ′λ(uλ) = 0, pois o funcional Iλ é de classe

C1. Em particular, uλ ∈ D1,p\{0} é solução do problema (Pλ).

Como < I ′λ(uλ), uλ >= 0, segue pela relação (2.1) que

1

N
‖uλ‖p − λ

(
1

q
− 1

p∗

)∫
RN

fuqλ dx = Iλ(uλ) = αλ < 0,

em particular por q < p∗, obtemos que
∫
RN

fuqλ dx > 0. Ainda, pela desigual-

dade acima, as relações (2.2) e (2.6), obtemos

‖uλ‖p−q < λ

(
p∗ − q
qp∗

)
NCf < Λ

(
p∗ − q
qp∗

)
NCf ≤ τ p−q,

ou seja, ‖uλ‖ < τ .

Em resumo, acabamos de provar o seguinte resultado:
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Proposição 2.1 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam satis-

feitas e que λ ∈ (0,Λ). Então existe uλ ∈ D1,p\{0} onde

i) uλ é solução do problema (Pλ).

ii) Iλ(uλ) = αλ,

∫
RN

fuqλdx > 0 e ‖uλ‖ < τ .

Com o objetivo de obter outra solução para o problema (Pλ) necessi-

tamos de algumas condições a respeito da regularidade de tais soluções. Para

tanto, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.2 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam satis-

feitas e que u ∈ D1,p(RN) é uma solução (fraca) do problema (Pλ). Então para

todo Ω ⊂ RN , aberto e limitado tal que Ω ⊂ RN\{0}, existe γ ∈ (0, 1) tal que

u ∈ C1,γ(Ω).

Demonstração: Seja Ω ⊂ RN aberto e limitado qualquer, tal que Ω ⊂

RN\{0}. Seja ainda O ⊂ RN aberto e limitado, tal que O ⊂ RN\{0} e ainda

Ω ⊂ O. Segue pelo Lema A.13 que u ∈ L∞(O) e então pelo Lema A.12

obtemos, que existe γ ∈ (0, 1), onde u ∈ C1,γ(Ω). �

2.4 Existência da segunda solução

Com o objetivo de obter uma segunda solução para o problema (Pλ),

utilizaremos uma variante do Teorema do passo da montanha, a qual não pos-

sui a condição de Palais Smale (veja Teorema A.3). No intuito de aplicar tal

resultado ao nosso funcional, necessitamos obter e1, e2 ∈ D1,p e constantes η

e r convenientes. Devido a Proposição 2.1, para cada λ ∈ (0,Λ), obtemos

uλ ∈ D1,p solução não trivial do problema (Pλ), onde
∫
RN

f+u
q
λ dx > 0. Con-

sideremos y ∈ RN\{0}, onde min{f+(y), uλ(y)} > 0. Pelo fato de f+ e uλ

serem cont́ınuas, obtemos R0 ∈ (0, ‖y‖
4

), onde f+(x) > 0 e uλ(x) ≥ uλ(y)
2

> 0,

para todo x ∈ B(y, 2R0). Seja ainda uma função corte φ ∈ C∞c (RN), com
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0 ≤ φ ≤ 1, cujo suporte seja B(y, 2R0) e ainda φ é identicamente 1 sobre

B(y,R0). Para qualquer ε > 0, definimos wε, vε ∈ C∞c (RN) por

wε(x) =
φ(x)(

ε+ |x− y|
p
p−1

)N−p
p

, vε(x) =
wε(x)

‖wε‖Lp∗
.

Segue pelo Lema A.10, que para todo p ∈ [2, N)

‖vε‖p = S +O(ε
(N−p)
p ), (2.16)

e ainda

‖vε‖2∗−1
L2∗−1 ≥ O(ε

(N−2)
4 ), ‖vε‖L1 ≥ O(ε

(N−p)
p2 ), ‖∇vε|p−1

Lp−1 = O(ε
(N−p)(p−1)

p2 ).(2.17)

Afirmamos que para todo ε ∈ (0, 1) e l ≥ 0 temos

Iλ(lvε) ≤
1

N
S
N
p +O(ε

(N−p)
p ). (2.18)

Pelo fato de f(x) ≥ 0, para cada x ∈ B(y, 2R) = supp(vε), obtemos para todo

ε ∈ (0, 1) e l ≥ 0 que

Iλ(lvε) ≤ Iλ(lvε) +
λ

q

∫
RN

f(lvε)
q dx =

lp

p
‖vε‖p −

lp
∗

p∗
.
= mε(l).

Como lε = ‖vε‖
p

p∗−p é o máximo global da função mε, segue pelas relações

(2.16) e (A.2) que

sup
l≥0

mε(l) = mε(‖vε‖
p

p∗−p ) =
1

N
‖vε‖N ≤

1

N
S
N
p +O(ε

(N−p)
p ),

donde pelas desigualdades acima, obtemos que a relação (2.18) é satisfeita.

Temos o seguinte resultado, o qual é imprescind́ıvel para obtermos a

segunda solução do problema (Pλ).

Lema 2.4 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam verificadas e

ainda que λ ∈ (0,Λ). Temos que existe ε0 ∈ (0, 1), tal que se ε ∈ (0, ε0), então

sup
l≥0

Iλ(uλ + lvε) < αλ +
1

N
S
N
p . (2.19)
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Demonstração: Fixemos λ ∈ (0,Λ) qualquer. Como (vε) ⊂ D1,p é limitada

e Iλ é cont́ınuo, com Iλ(uλ) = αλ < αλ + 1
N
S
N
p , temos que existe l1 > 0, onde

Iλ(uλ + lvε) < αλ +
S
N
p

2N
,

para todo ε ∈ (0, 1) e l ∈ [0, l1]. Temos ainda que existe l2 > l1, independente

de ε > 0, tal que para l ≥ l2

Iλ(uλ + lvε) < αλ +
1

N
S
N
p − 1,

pois ‖vε‖Lp∗dx = 1 para todo ε > 0 e pela relação (2.2) temos que

Iλ(uλ + lvε) ≤
1

p
‖uλ + lvε‖p +

λ

q
Cf‖uλ + lvε‖q −

lp
∗

p∗
→ −∞,

quando l→∞. Portanto

sup
l∈[0, l1]∪[l2,∞)

Iλ(uλ + lvε) < αλ +
1

N
S
N
p , (2.20)

para todo ε ∈ (0, 1). Para completarmos a demonstração, pela relação acima,

é suficiente encontrar ε0 ∈ (0, 1), onde para ε ∈ (0, ε0) e l ∈ [l1, l2], temos

Iλ(uλ + lvε) < αλ +
1

N
S
N
p .

Vamos obter tal constante positiva considerando inicialmente o caso em que

p = 2 e posteriormente o caso em que p ∈ (2, N). Porém, independente do

valor de p ∈ [2, N), pelo fato que I ′λ(uλ) = 0, vε ∈ D1,p e uλ ≥ 0, obtemos que∫
RN
|∇uλ|p−2∇uλ∇vε dx =

∫
RN

fuq−1
λ vε dx+

∫
RN

up
∗−1
λ vε dx. (2.21)

Supomos p = 2. Então para todo l ≥ 0, segue da definição do funcional

Iλ e da igualdade acima que

Iλ(uλ + lvε)

=
1

2
‖uλ + lvε‖2 − λ

q

∫
RN
f(uλ + lvε)

qdx− 1

2∗

∫
RN
(uλ + lvε)

2∗dx

= Iλ(uλ) + l

∫
RN
∇uλ∇vε dx−

λ

q

∫
RN
f [(uλ + lvε)

q − uqλ] dx

+
l2

2
‖vε‖2 − 1

2∗

∫
RN

[(uλ + lvε)
2∗ − u2∗

λ ] dx

= Iλ(uλ)+ Iλ(lvε)−
λ

q

∫
RN
f [(uλ + lvε)

q − uqλ − (lvε)
q − qluq−1

λ vε] dx

− 1

2∗

∫
RN
[(uλ+ lvε)

2∗− u2∗

λ − (lvε)
2∗− 2∗lu2∗−1

λ vε] dx. (2.22)
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Agora pelas estimativas obtidas por Brézis e Nirenberg [22], mais precisamente,

as estimativas (17) e (22), temos para todo l ≥ 0 que∫
RN

[(uλ + lvε)
2∗ − u2∗

λ − (lvε)
2∗ − 2∗lu2∗−1

λ vε] dx

= 2∗l2
∗−1

∫
RN

uλv
2∗−1
ε dx+ o(ε

(N−2)
4 ).

Então pelo fato que uλ(x) ≥ uλ(y)
2

> 0, para todo x ∈ B(y, 2R0) = supp(vε),

segue da igualdade acima e a relação (2.17) que

− 1

2∗

∫
RN

[(uλ + lvε)
2∗ −u2∗

λ − (lvε)
2∗ − 2∗lu2∗−1

λ vε] dx ≤ −k1(ε
(N−2)

4 ) + o(ε
(N−2)

4 ),

para todo l ≥ l1, onde k1 > 0 é independente de ε ∈ (0, 1). Agora como

f(x) > 0, para todo x ∈ B(y, 2R0) = supp(vε), temos pela relação (A.7) que∫
RN

f [(uλ + lvε)
q − uqλ − (lvε)

q − qluq−1
λ vε] dx ≥ 0,

para todo l ≥ 0 e ε ∈ (0, 1). Então pelas desigualdades acima e as relações

(2.18) e (2.22), temos que existe k2 > 0, independente de l ≥ 0 e ε ∈ (0, 1),

onde

Iλ(uλ + lvε) ≤ αλ +
1

N
S
N
2 + k2ε

(N−2)
2 − k1ε

(N−2)
4 + o(ε

(N−2)
4 ),

para todo l ∈ [l1, l2], donde segue que existe ε0 ∈ (0, 1), tal que

Iλ(uλ + lvε) < αλ +
1

N
S
N
2 ,

para todo l ∈ [l1, l2] e ε ∈ (0, ε0) o que, juntamente com a relação (2.20),

conclui a demonstração no caso em que p = 2.

Consideremos agora o caso em que p ∈ (2, N). Então pelas desigual-

dades (A.7), (A.10) e a relação (2.21), obtemos para todo l > 0 que

Iλ(uλ + lvε)

≤ 1

p

∫
RN

〈
|∇uλ|p−2∇uλ + |l∇vε|p−2l∇vε,∇uλ + l∇vε

〉
dx

−λ
q

∫
RN

f(uλ + lvε)
qdx− 1

p∗

∫
RN

up
∗

λ + (lvε)
p∗ + p∗up

∗−1
λ lvε dx

= Iλ(uλ) + Iλ(lvε)−
λ

q

∫
RN

f [(uλ + lvy,ε)
q − uqλ − (lvε)

q − q

p
uq−1
λ lvε] dx

+
lp−1

p

∫
RN
|∇vε|p−2∇vε∇uλdx−

(
p− 1

p

)
l

∫
RN

up
∗−1
λ vεdx. (2.23)
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Como f(x) > 0 para todo x ∈ B(y, 2R0) = supp(vε), então pela relação (A.7)

e o fato que 1 < q < p, temos para todo l ≥ 0 e ε ∈ (0, 1) que∫
RN

f [(uλ + lvε)
q − uqλ − (lvε)

q − q

p
luq−1
λ vε] dx ≥ 0.

Pelo fato que uλ(x) ≥ uλ(y)
2

> 0, para todo x ∈ B(y, 2R0) = supp(vε), segue

da relação (2.17) que

−
(
p− 1

p

)
l

∫
RN

up
∗−1
λ vεdx ≤ −k1ε

(N−p)
p2 ,

para todo l ≥ l1, onde k1 > 0 independe de l e ε ∈ (0, 1). Por vε ≡ 0 em

RN\B(y, 2R0) e como uλ ∈ C1,γ(B(y, 2R0)), temos pela relação (2.17) que

lp−1

p

∫
RN
|∇vε|p−2∇vε∇uλdx ≤ k2ε

(N−p)(p−1)

p2 ,

para quaisquer l ∈ [0, l2], onde k2 > 0 independe de l e ε ∈ (0, 1). Devido

as desigualdades acima, as relações (2.18) e (2.23), tomando k2 > 0 maior se

necessário, obtemos

Iλ(uλ + lvε) ≤ αλ +
1

N
S
N
p + k2

(
ε

(N−p)(p−1)

p2 + ε
(N−p)
p

)
− k1ε

(N−p)
p2 ,

para todo l ∈ [l1, l2] e ε ∈ (0, 1). Pelo fato que p ∈ (2, N), temos que existe

ε0 ∈ (0, 1), de forma que

k2

(
ε

(N−p)(p−1)

p2 + ε
(N−p)
p

)
< k1ε

(N−p)
p2 ,

para todo ε ∈ (0, ε0), donde segue que

Iλ(uλ + lvε) < αλ +
1

N
S
N
p ,

para todo l ∈ [l1, l2] e ε ∈ (0, ε0) o que, juntamente com a relação (2.20),

conclui a demonstração. �

A seguir iremos apresentamos uma condição sobre λ > 0, para que o

funcional Iλ satisfaça a geometria do Teorema do passo da montanha.
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Lema 2.5 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam verificadas e

que λ ∈ (0,Λ). Seja ainda µ > 0 a constante obtida o Lema 2.2. Então existe

r > 0, independente de λ ∈ (0,Λ), tal que

Iλ(u) ≥ r, se ‖uλ − u‖ = µ.

Além disso, sendo ε ∈ (0, ε0), onde ε0 > 0 é a constante positiva obtida no

Lema 2.4, temos que existe Tλ > 0 onde eλ = uλ +Tλvε satisfaz ‖uλ− eλ‖ > µ

e Iλ(eλ) ≤ αλ.

Demonstração: Fixemos λ ∈ (0,Λ) qualquer. A demonstração é em parte

semelhante a demonstração do Lema 2.2. Consideremos u ∈ D1,p qualquer,

onde ‖uλ − u‖ = µ. Do mesmo modo que no referido Lema, obtemos que

Iλ(u) ≥ ‖u‖p
(

1

p
−Q(‖u‖)

)
.

Agora como |µ − ‖u‖ | = | ‖uλ − u‖ − ‖u‖ | ≤ ‖uλ‖ e recordando que pela

Proposição 2.1 temos ‖uλ‖ < τ < µ
2
, segue então pela relação (2.5) que

Q(‖u‖) ≤ p+ 1

2p2
.

Considerando r = (µ
2
)p(p−1

2p2
) > 0 e observando que ‖u‖ ≥ µ

2
, obtemos

Iλ(u) ≥ ‖u‖p
(

1

p
−Q(‖u‖)

)
≥
(µ

2

)p(1

p
− p+ 1

2p2

)
= r.

Fixando ε ∈ (0, ε0) qualquer, como ‖vε‖Lp∗ = 1, segue pela relação

(2.2) que

Iλ(uλ + lvε) ≤
1

p
‖uλ + lvε‖p +

λ

q
Cf‖uλ + lvε‖q −

lp
∗

p∗
→ −∞,

quando l→∞. Portanto existe Tλ > 0, de modo que se eλ = uλ + Tλvε, então

‖uλ − eλ‖ > µ e Iλ(eλ) ≤ αλ. �

Estamos de posse dos argumentos necessários para demonstrar o re-

sultado principal deste caṕıtulo.

Demonstração do Teorema 2.1: Fixemos λ ∈ (0,Λ) qualquer. Segue

pela Proposição 2.1 que existe uλ ∈ D1,p, solução não trivial do problema (Pλ),
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onde Iλ(uλ) = αλ. Consideremos a constante r > 0 e eλ = uλ + Tλvε ∈ D1,p

obtidas no Lema 2.5. Seja ainda

cλ = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

Iλ(γ(t)),

onde

Γ =
{
γ ∈ C([0, 1],D1,p) : γ(0) = uλ, γ(1) = eλ = uλ + Tλvε

}
.

Observemos que a função γλ : [0, 1] → D1,p, definida por γλ(t) = uλ + tTvε

pertence a Γ, donde segue pelo Lema 2.4 que

cλ ≤ max
0≤t≤1

Iλ(γλ(t)) < αλ +
1

N
S
N
p .

Decorre do Teorema A.3 que existe (un) ⊂ D1,p, sequência (PS)cλ para o

funcional Iλ e ainda cλ ≥ r > 0, em particular, cλ ∈ (0, αλ + 1
N
S
N
p ).

Recordemos que pela Observação 2.2, podemos considerar que un ≥ 0

em RN e que existe 0 ≤ Uλ ∈ D1,p, tal que un ⇀ Uλ fracamente em D1,p. Segue

pelo Lema 2.3 que Uλ ∈ D1,p é uma solução não trivial do problema (Pλ).

Suponhamos por contradição que uλ = Uλ, em particular obtemos que

αλ = Iλ(uλ) = Iλ(Uλ). Então novamente pelo Lema 2.3 temos, a menos de

subsequência, que un → Uλ fortemente em D1,p, donde segue que Iλ(Uλ) = cλ,

o que é um absurdo. Portanto uλ 6= Uλ, o que conclui a demonstração. �



Caṕıtulo 3

Sistema quase linear com não

linearidade cŕıtica em RN

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, utilizando argumentos variacionais, mais especifica-

mente, técnicas de minimização e uma variante do Teorema do passo da mon-

tanha, estabeleceremos condições para a existência de solução (fraca), para a

seguinte classe de sistema eĺıptico quase linear com crescimento cŕıtico

(S)


−∆pu = p1f(x)|u|p1−1|v|q1 + β|u|β−1|v|γ, em RN

−∆qv = q1f(x)|u|p1|v|q1−1 + γ|u|β|v|γ−1, em RN

0 � u ∈ D1,p(RN), 0 � v ∈ D1,q(RN),

onde a dimensão, bem como os expoentes, satisfazem

(Hexp)
1 ≤ p1, q1, β, γ,

p1
p

+ q1
q
< 1, 2 ≤ p ≤ q < min{p∗, N},

p2 ∈ (p1, p), q2 ∈ (q1, q) onde p2
p

+ q2
q

= β
p∗

+ γ
q∗

= 1

e para cada s ∈ [2, N), consideremos o espaço D1,s = D1,s(RN) como o fecho

de C∞c (RN) com respeito a norma

‖u‖ =

(∫
RN
|∇u|sdx

) 1
s

.

Considerando p = q e u = v, o sistema (S) se reduz a um caso escalar,

semelhante ao problema (Pλ) estudado no caṕıtulo precedente. No intuito de

55
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obter múltiplas soluções (fracas) para o sistema (S), somos então induzidos

a considerar funções peso f , que satisfazem condições semelhantes a hipótese

(Hf ) considerada no Caṕıtulo 2, e que possuem “norma” suficientemente pe-

quena. Contudo, observamos que os argumentos utilizados no Caṕıtulo 2 para

obter a segunda solução não podem mais ser empregados, principalmente nas

estimativas dos ńıveis de energia do funcional associado ao sistema (S), pois

neste caso não é posśıvel provar que uma solução pertence a (C1,α
loc )2. Além

disso, quando estamos trabalhando com sistemas envolvendo os operadores ∆p

e ∆q, é dif́ıcil obter um “ńıvel cŕıtico” apropriado, ou seja, um número c̃ onde

todo valor c < c̃ é um ńıvel (PS) para o funcional I associado ao sistema (S).

Na realidade Adriouch e El Hamidi [3], afirmaram que no caso p 6= q esta é

uma questão em aberto. Entretanto, mais recentemente Silva e Xavier [64],

trataram em um certo contexto o caso p 6= q. Para mais trabalhos relacionados

citamos, dentre outros [4, 28, 34, 49, 63, 65, 71], bem como suas referências.

Considerando que a função peso f : RN → R é mensurável e satisfaz

(Hf ) f ∈ L
p∗

p∗−p1−q1 (RN) = Lθ, f+ 6≡ 0,

temos então o seguinte resultado a respeito da existência de soluções para o

sistema (S):

Teorema 3.1 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam satisfeitas.

Então existe uma constante positiva Λ0 = Λ0(q, q1, p, p1, β, γ,N), tal que o

sistema (S) possui ao menos uma solução fraca, desde que 0 < ‖f‖Lθ < Λ0.

Para o caso em que p = q, somos encorajados a obter condições sobre

a função peso f , a fim de que o sistema (S) admita múltiplas soluções, pois

neste caso de Morais Filho e Souto [38], obtiveram um ńıvel cŕıtico.

Dados c0 e R0 constantes positivas, motivados pelo trabalho de Alves,

Gonçalves e Miyagaki [8], bem como Rodrigues [59], consideramos E como um

subconjunto de Lθ, formado pelas funções h ∈ Lθ onde h(x) ≥ 0 em B(0, 2R0)
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e existe R ∈ (0, R0) tal que

inf
B(0,2R)

h(x)
RN

(1 +R
p
p−1 )

(N−p)
p

(p1+q1)
≥ c0.

Para cada λ > 0, definimos Eλ como um subconjunto de E, da seguinte forma

Eλ = {h ∈ E : ‖h‖Lθ < λ}.

Temos então o seguinte resultado a respeito da existência de múltiplas

soluções para o sistema (S):

Teorema 3.2 Suponhamos que as condições (Hexp) com p = q. Então existe

uma constante positiva Λ = Λ(p, p1, q1, β, γ,N), tal que o sistema (S) possui

ao menos duas soluções fracas para cada f ∈ Eλ, desde que 0 < λ < Λ.

3.2 Resultados preliminares

Consideremos o espaço D1,p ×D1,q munido com a norma

‖(u, v)‖ = ‖u‖+ ‖v‖.

Recordemos a nossa notação para a norma do espaço de Lebesgue Ls(RN)

‖u‖Ls =

(∫
RN
|u|sdx

) 1
s

, 1 ≤ s <∞.

Ainda da mesma forma que no caṕıtulo anterior, sejam u+ = max{0, u} e

u− = min{0, u}, para quaisquer u ∈ D1,s.

Para demonstrar os resultados, utilizaremos argumentos variacionais.

Consideramos então o funcional associado ao sistema (S), a saber,

I(u, v) =
1

p
‖u‖p +

1

q
‖v‖q −

∫
RN

fup1+ v
q1
+ dx−

∫
RN

uβ+v
γ
+dx, (3.1)

para quaisquer (u, v) ∈ D1,p × D1,q. Obtemos pelas condições (Hf ) e (Hexp)

que o funcional I é de classe C1 (veja Lema A.9), com derivada em cada
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(u, v) ∈ D1,p ×D1,q dada por

< I ′(u, v), (w, z) > =

∫
RN
|∇u|p−2∇u∇w dx+

∫
RN
|∇v|q−2∇u∇z dx

−
∫
RN

f [p1u
p1−1
+ vq1+w + q1u

p1
+ v

q1−1
+ z] dx

−
∫
RN

βuβ−1
+ vγ+w + γuβ+v

γ−1
+ z dx, (3.2)

para quaisquer (w, z) ∈ D1,p × D1,q. Ressaltamos que os pontos cŕıticos do

funcional I são exatamente as soluções (fracas) do sistema (S). Supondo que

f satisfaça a hipótese (Hf ) segue, da desigualdade de Hölder e das imersões de

Sobolev, que existe uma constante C > 0, independente de f , de modo que∣∣∣∣∫
RN

f |u|p1|v|q1 dx
∣∣∣∣ ≤ C‖f‖Lθ‖u‖p1‖v‖q1 , (3.3)

para quaisquer (u, v) ∈ D1,p ×D1,q.

Na sequência citamos alguns fatos relevantes para o estudo do sis-

tema (S).

Observação 3.1 i) Sejam c ∈ R e (un, vn) ⊂ D1,p × D1,q uma sequência

que satisfaz I(un, vn) → c e I ′(un, vn) → 0, quando n → ∞. Então

(un, vn) é chamada de sequência (PS)c para o funcional I. Dizemos que

c ∈ R é um ńıvel (PS) para o funcional I se toda sequência (PS)c para

o funcional I admite subsequência que converge na topologia forte.

ii) Se (un, vn) é uma sequência (PS)c para o funcional I, então (un, vn) é

limitada em D1,p ×D1,q.

De fato, temos que existe n0 ∈ N onde para todo n ≥ n0 temos

c+ 1 + ‖un‖+ ‖vn‖

≥ I(un, vn)−
〈
I ′(un, vn), (p∗−1un, q

∗−1vn)
〉

=
1

N
‖un|p +

1

N
‖vn‖q +

(
p1

p∗
+
q1

q∗
− 1

)∫
RN

fup1n+v
q1
n+ dx.

Então pela desigualdade acima, a relação (3.3), a condição (Hexp) e a

desigualdade de Young, temos que existe C > 0 onde

1

N
(‖un‖p + ‖vn‖q) ≤ C(1 + ‖un‖+ ‖vn‖+ ‖un‖

p1
p2
p

+ ‖vn‖
q1
q2
q
),
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donde segue que a sequência (un, vn) é limitada, pois p1
p2
, q1
q2
< 1.

iii) Se (un, vn) é uma sequência (PS)c para o funcional I, então (un+, vn+)

também é uma sequência (PS)c para o funcional I.

De fato, segue pelo item acima que (un−, vn−) é limitada em D1,p ×D1,q

e ainda pela relação (3.2), temos

o(1) = 〈I ′(un, vn), (un−, vn−)〉 = ‖un−‖p + ‖vn−‖q.

Além disso, novamente pela relação (3.2), temos para cada (w, z) ∈

D1,p ×D1,q que

< I ′(un+, vn+), (w, z) >

= < I ′(un, vn), (w, z) >

−
∫
RN
|∇un−|p−2∇un−∇w dx−

∫
RN
|∇un−|q−2∇un−∇z dx,

donde segue que I ′(un+, vn+) = o(1). Portanto temos que (un+, vn+) é

uma sequência (PS)c para o funcional I, pois pela definição do funcional

I, obtemos

I(un+, vn+) = I(un, vn)− 1

p
‖un−‖p −

1

q
‖un−‖q = c+ o(1).

iv) Na sequência iremos assumir, passando a uma subsequência se necessá-

rio, que toda sequência (PS)c para o funcional I, (un, vn), satisfaz as

seguintes condições

un, vn ≥ 0 qtp em RN , un ⇀ u fracamente em D1,p,

un → u qtp em RN , vn ⇀ v fracamente em D1,q,

vn → v qtp em RN , u, v ≥ 0 qtp em RN .

A seguir apresentamos um resultado que nos fornece condições sobre

a norma de ‖f‖Lθ , para que o funcional I satisfaça a geometria do Teorema

do passo da montanha.
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Lema 3.1 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ). Então existe Λ0 > 0,

independente de f , de modo que se 0 < ‖f‖Lθ < Λ0, então existem constantes

ν = ν(f) > 0 e µ = µ(f) ∈ (0, 1) onde

I(u, v) ≥ ν, se ‖(u, v)‖ = µ.

Demonstração: Considerando m = min{p1, q1}, observemos que pela con-

dição (Hexp) temos m < q < p∗. Note ainda que

ts1 ≤ ts2 , ∀ t ∈ [0, 1], s2 ≤ s1. (3.4)

Consideremos (u, v) ∈ D1,p × D1,q quaisquer, onde ‖(u, v)‖ ≤ 1. Como p ≤ q,

segue das relações (A.1), (3.3), (3.4), as imersões de Sobolev e as desigualdades

de Hölder e Young, que

I(u, v) ≥ 1

q
(‖u‖q + ‖v‖q)− C‖f‖Lθ‖u‖p1‖v‖q1 − C‖u‖β‖v‖γ

≥ 21−q

q
‖(u, v)‖q − C‖f‖Lθ

(
p2

p
‖u‖

p
p2
p1 +

q2

q
‖v‖

q
q2
q1

)
−C

(
β

p∗
‖u‖p∗ +

γ

q∗
‖v‖q∗

)
≥ 21−q

q
‖(u, v)‖q − C‖f‖Lθ (‖u‖p1 + ‖v‖q1)− C

(
‖u‖p∗ + ‖v‖p∗

)
≥ 21−q

q
‖(u, v)‖q − C‖f‖Lθ (‖u‖m + ‖v‖m)− C‖(u, v)‖p∗

≥ ‖(u, v)‖q
(

21−q

q
− C‖f‖Lθ‖(u, v)‖m−q − C‖(u, v)‖p∗−q

)
, (3.5)

para alguma constante positiva C, a qual independente de f . Para cada λ > 0,

consideremos a função hλ : (0,∞)→ R, onde

hλ(t) = λCtm−q + Ctp
∗−q.

Observemos que hλ é cont́ınua e pelo fato que m < q < p∗, obtemos que

hλ(t) → ∞ quando t → 0 ou t → ∞. Temos que tλ =
[
λ
(
q−m
p∗−q

)] 1
p∗−m

é o

mı́nimo global de hλ e ainda

hλ(tλ) = λ
p∗−q
p∗−mC

(q −m
p∗ − q

) m−q
p∗−m

+

(
q −m
p∗ − q

) p∗−q
p∗−m

 .
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Consideremos Λ0 > 0, de modo que tλ < 1 e hλ(tλ) < 2−q

q
, para

quaisquer λ ∈ (0,Λ0). Para cada f que satisfaz (Hf ), onde 0 < ‖f‖Lθ < Λ0,

consideremos µ = µ(f) = t‖f‖
Lθ
∈ (0, 1) e ν = ν(f) = 2−q

q
µq. Segue então pela

relação (3.5) e a definição de h‖f‖
Lθ

, que se ‖(u, v)‖ = µ, então

I(u, v) ≥ µq
(

21−q

q
− h‖f‖

Lθ
(t‖f‖

Lθ
)

)
≥ µq

(
21−q

q
− 2−q

q

)
= ν > 0,

o que conclui a demonstração. �

Seja f uma função qualquer satisfazendo (Hf ). Caso 0 < ‖f‖Lθ < Λ0,

consideremos

αf = inf
(u,v)∈Bf

I(u, v),

onde Bf
.
= B(0, µ(f)) ⊂ D1,p × D1,q. Devido a relação (3.3), a desigualdade

de Hölder e as imersões de Sobolev, temos que αf ∈ R. Afirmamos que

αλ ∈ (−∞, 0). De fato, consideremos u ∈ C∞c (RN) onde ‖(u, u)‖ ≤ 1 e

k =
∫
RN

fup1+q1
+ dx > 0. Observemos que

I(t
1
pu, t

1
qu) ≤ t

p
+
t

q
− t

p1
p

+
q1
q k < 0,

desde que t ∈ (0, t0), onde t0 =
(
pqk
p+q

) 1

1− p1p −
q1
q . Tomando t ∈ (0, t0), de modo

que ‖(t
1
pu, t

1
qu)‖ < µ(f), segue pela desigualdade acima que αf < 0.

A seguir apresentamos uma condição, sobre os ńıveis de energia do

funcional I, para que cada componente de uma solução do sistema (S) seja

não trivial.

Lema 3.2 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam satisfeitas. Se

existe uma sequência (PS)c para o funcional I, onde c ∈ (−∞, 0), então o

sistema (S) admite uma solução (u, v) ∈ D1,p\{0} ×D1,q\{0}. Em particular,

I ′(u, v) = 0.

Demonstração: Fixemos f qualquer que satisfaça a condição (Hf ). Seja

(un, vn) uma sequência (PS)c para o funcional I. Devido a Observação 3.1

podemos considerar un, vn ≥ 0 e que existe (u, v) ∈ D1,p × D1,q onde u, v ≥ 0
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e a menos de subsequência, un ⇀ u fracamente em D1,p, vn ⇀ v fracamente

em D1,q. Observemos que (up1n v
q1
n ) é limitada em L

p∗
p1+q1 (RN) e up1n v

q1
n → up1vq1

qtp em RN . Segue então pelo Lema A.2 que up1n v
q1
n ⇀ up1vq1 fracamente em

L
p∗

p1+q1 (RN) = (Lθ(RN))∗. Então pelo fato de f ∈ Lθ, segue que∫
RN

fup1n v
q1
n dx =

∫
RN

fup1vq1 dx+ o(1).

Suponhamos por contradição que u.v ≡ 0. Então pela igualdade acima

e o fato de (un, vn) ser uma sequência (PS)c para o funcional I, temos

o(1) =< I ′(un, vn), (un, 0) >= ‖un‖p − β
∫
RN

uβnv
γ
n dx+ o(1),

o(1) =< I ′(un, vn), (0, vn) >= ‖vn‖q − γ
∫
RN

uβnv
γ
n dx+ o(1).

Logo existe l ≥ 0 onde, a menos de subsequência,

l =

∫
RN

uβnv
γ
n dx+ o(1) =

‖un‖p

β
+ o(1) =

‖vn‖q

γ
+ o(1).

Então novamente pelo fato de (un, vn) ser uma sequência (PS)c para o fun-

cional I e as igualdades acima, temos que

c = lim
n→∞

I(un, vn) =

(
β

p
+
γ

q
− 1

)
l ≥ 0,

pois, pela condição (Hexp), temos β
p

+ γ
q
> β

p∗
+ γ

q∗
= 1. Agora por hipótese

c < 0 e então pela desigualdade anterior temos uma contradição. Portanto

temos que u.v 6≡ 0 em RN , ou seja, (u, v) ∈ D1,p\{0} ×D1,q\{0}.

Para provarmos que (u, v) é uma solução do sistema (S), basta mostrar

que I ′(u, v) = 0. Afirmamos que para cada (w, z) ∈ C∞c (RN)× C∞c (RN)∫
RN

fup1−1
n vq1n w dx =

∫
RN

fup1−1vq1w dx+ o(1), (3.6)

∫
RN

fup1n v
q1−1
n z dx =

∫
RN

fup1vq1−1z dx+ o(1), (3.7)

∫
RN

uβ−1
n vγnw dx =

∫
RN

uβ−1vγw dx+ o(1), (3.8)
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∫
RN

uβnv
γ−1
n z dx =

∫
RN

uβvγ−1z dx+ o(1). (3.9)

Note que (up1−1
n vq1n w) é limitada em L

p∗
p1+q1 (RN) e up1−1

n vq1n w → up1−1vq1w

qtp em RN . Logo pelo Lema A.2 e o fato que f ∈ Lθ = (L
p∗

p1+q1 )∗, segue

que a relação (3.6) é válida. De maneira similar, temos que a relação (3.7) é

satisfeita. Como (uβ−1
n vγn) é limitada em L

p∗
p∗−1 (RN) e uβ−1

n vγn → uβ−1vγ qtp

em RN , temos novamente pelo Lema A.2 e a inclusão C∞c (RN) ⊂ Lp
∗
(RN),

que a relação (3.8) é satisfeita. Analogamente, a relação (3.9) é válida.

Considerando w ∈ C∞c (RN) qualquer, temos para cada 1 ≤ i ≤ N , que

∂w
∂xi
∈ Lp(RN) = (L

p
p−1 (RN))∗ e ainda pelo Lema A.6 e o Lema A.2, obtemos

|∇un|p−2∂un
∂xi

⇀ |∇u|p−2 ∂u

∂xi
fracamente em L

p
p−1 (RN), 1 ≤ i ≤ N,

donde segue que∫
RN
|∇un|p−2∇un∇w dx =

∫
RN
|∇u|p−2∇u∇w dx+ o(1). (3.10)

Do mesmo modo, para qualquer z ∈ C∞c (RN), temos∫
RN
|∇vn|q−2∇vn∇z dx =

∫
RN
|∇v|q−2∇v∇z dx+ o(1). (3.11)

Então por (un, vn) ser uma sequência (PS)c para o funcional I segue,

pelas relações (3.2) e (3.6)−(3.11), que para toda (w, z) ∈ C∞c (RN)×C∞c (RN),

〈I ′λ(u, v), (w, z)〉 = 0,

e pela densidade de C∞c (RN)×C∞c (RN) em D1,p×D1,q segue que I ′λ(u, v) = 0,

donde obtemos que (u, v) é solução do sistema (S). �

3.3 Demonstração do Teorema 3.1

Já possúımos os argumentos necessários para demonstrar o primeiro

resultado deste caṕıtulo:
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Demonstração do Teorema 3.1: Consideremos Λ0 > 0 a constante

obtida no Lema 3.1. Fixemos uma função f que satisfaz a condição (Hf )

e ainda 0 < ‖f‖Lθ < Λ0.

Iremos mostrar que existe (u, v) ∈ D1,p\{0} × D1,q\{0}, solução do

sistema (S). Para tanto, devido ao Lema 3.2, basta mostrar que existe (un, vn)

sequência (PS)αf para o funcional I. Sendo µ = µ(f) ∈ (0, 1) a constante

obtida no Lema 3.1, recordando que Bf
.
= B(0, µ(f)) ⊂ D1,p × D1,q e ainda

inf(u,v)∈Bf I(u, v) = αf < 0, segue pelo Corolário A.1, pois I ∈ C1(Bf ,R), que

existe (un, vn) ⊂ Bf sequência (PS)αf para o funcional I. Logo pelo Lema

3.2, temos que o sistema (S) admite uma solução (u, v) ∈ D1,p\{0}×D1,q\{0},

onde em particular, I ′(u, v) = 0.

Além disso, afirmamos que I(u, v) = αf . Suponhamos por contradição

que ‖u‖ < lim infn→∞ ‖un‖ ou ‖v‖ < lim infn→∞ ‖vn‖. Então pelo fato de

(un, vn) ⊂ Bf , temos que ‖(u, v)‖ < µ(f), donde segue que I(u, v) ≥ αf .

Agora como I ′(u, v) = 0, temos que

αf ≤ I(u, v)

=
1

N
[‖u‖p + ‖v‖q]−

(
1− p1

p∗
− q1

q∗

)∫
RN

fup1vq1 dx

< lim inf
n→∞

[
1

N
[‖un‖p + ‖vn‖q]−

(
1− p1

p∗
− q1

q∗

)∫
RN

fup1n v
q1
n dx

]
= lim inf

n→∞
I(un, vn) = αf ,

o que é um absurdo. Portanto podemos concluir que ‖u‖ = lim infn→∞ ‖un‖

e ‖v‖ = lim infn→∞ ‖vn‖, donde segue pelo Lema A.4 que (un, vn) → (u, v)

fortemente em D1,p ×D1,q. Em particular, pelo fato de I ser cont́ınuo, temos

que I(u, v) = αf < 0. �

3.4 Existência da segunda solução

Obtemos na seção anterior, se f satisfaz (Hf ) e 0 < ‖f‖Lθ < Λ0, e a

condição (Hexp) é verificada, que existe (u, v) ∈ D1,p×D1,q solução do sistema
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(S), onde cada componente é não trivial e não negativa.

No que se segue, no intuito de demonstrar o Teorema 3.2, consideremos

p = q. Recordemos que S denota a constante de Sobolev a qual é definida por

S = inf

{
‖u‖p

‖u‖p
Lp∗

: u ∈ D1,p\{0}
}
,

e sendo W̃ = {(u, v) ∈ (D1,p)2 : u.v 6= 0}, consideremos ainda

S̃ = inf

{
‖u‖p + ‖v‖p(∫
RN
|u|β|v|γ dx

) p
p∗

: (u, v) ∈ W̃

}
.

O resultado a seguir relaciona os valores de S e S̃. A sua demonstração pode

ser encontrada em de Morais Filho e Souto [38, Lema 3].

Lema 3.3 Suponhamos que a condição (Hexp) seja satisfeita com p = q, então

S̃ =

[(
β

γ

) γ
p∗

+

(
β

γ

)− β
p∗
]
S.

Além disso, se a constante S é atingida por u0 ∈ D1,p, então a constante S̃ é

atingida por (su0, tu0) ∈ (D1,p)2, para todo s, t > 0 onde s
t

=
(
β
γ

) 1
p
.

Consideremos o funcional K : Lθ(RN)× (D1,p)2 → R, definido por

K(h, u, v) =

(
1− p1 + q1

p∗

)∫
RN

h|u|p1 |v|q1 dx.

Observemos que para cada h ∈ Lθ, se un ⇀ u e vn ⇀ v fracamente em D1,p,

então temos

K(h, un, vn) = K(h, u, v) + o(1).

A seguir apresentamos uma condição, sobre os ńıveis de energia c > 0

do funcional I, de modo que toda sequência (PS)c admita subsequência con-

vergente.

Lema 3.4 Suponhamos que a condição (Hexp) é verificada com p = q e f

satisfaz a hipótese (Hf ). Seja (un, vn) ⊂ (D1,p)2 uma sequência (PS)c para o

funcional I, onde un ⇀ u e vn ⇀ v fracamente em D1,p e ainda

0 < c <
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p −K(f, u, v).
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Então (un, vn) admite subsequência que converge fortemente a (u, v). Além

disso, u, v ∈ D1,p\{0}.

Demonstração: Seja (un, vn) ⊂ (D1,p)2 uma sequência (PS)c para o fun-

cional I. Devido a Observação 3.1 podemos considerar que un, vn, u, v ≥ 0 em

RN . Do mesmo modo que no Lema 3.2 temos que I ′(u, v) = 0.

Consideremos (ũn, ṽn) = (un − u, vn − v) ∈ (D1,p)2. O intuito será

mostrar que (ũn, ṽn)→ 0 fortemente em (D1,p)2.

Afirmação 3.1 Temos que∫
RN

uβnv
γ
n dx =

∫
RN
|ũn|β|ṽn|γ dx+

∫
RN

uβvγ dx+ o(1). (3.12)

Assumimos a Afirmação 3.1 por um instante. Observemos que pelo fato de

un ⇀ u e vn ⇀ v fracamente em D1,p, temos

K(h, un, vn) = K(h, u, v) + o(1),

e ainda pelo Lema A.6 e o Lema A.3 obtemos, a menos de subsequência,

‖un‖p = ‖ũn‖p + ‖u‖p + o(1),

‖vn‖p = ‖ṽn‖p + ‖v‖p + o(1).

Então pelas relações acima, segue que

‖ũn‖p − β
∫
RN
|ũn|β|ṽn|γ dx =

< I ′(un, vn), (un, 0) > − < I ′(u, v), (u, 0) > +o(1) = o(1),

‖ṽn‖p − γ
∫
RN
|ũn|β|ṽn|γ dx =

< I ′(un, vn), (0, vn) > − < I ′(u, v), (0, v) > +o(1) = o(1).

Portanto existe l ≥ 0 onde, passando a subsequência se necessário,

l =

∫
RN
|ũn|β|ṽn|γ dx+ o(1) =

‖ũn‖p

β
+ o(1) =

‖ṽn‖p

γ
+ o(1).
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Suponhamos por absurdo que l > 0. Então pela igualdade acima podemos

supor, sem perda de generalidade, que (ũn, ṽn) ⊂ W̃ . Segue então, pelas

relações acima e pelo fato de (un, vn) ser uma sequência (PS)c para o funcional

I, que

c+ o(1) = I(un, vn)− 1

p∗
< I ′(un, vn), (un, vn) >

=
1

N
(‖un‖p + ‖vn‖p) +

(
p1 + q1

p∗
− 1

)∫
RN

f |un|p1 |vn|q1 dx

=
1

N
(‖ũn‖p + ‖ṽn‖p)−K(f, u, v) + o(1)

=
1

N
(β + γ)l −K(f, u, v) + o(1),

ou seja,

c ≥ 1

N
p∗l −K(f, u, v).

Agora pelas definições de S̃, l e o fato que (ũn, ṽn) ⊂ W̃ , segue que

S̃l
p
p∗ = S̃ lim

n→∞

(∫
RN
|ũn|β|ṽn|γ dx

) p
p∗

≤ lim
n→∞

(‖ũn‖p + ‖ṽn‖p) = (β + γ)l = p∗l,

ou seja, l ≥ p∗−
N
p S̃

N
p . Então pelas estimativas de l e c, obtemos que

c ≥ 1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p −K(f, u, v),

o que é um absurdo. Portanto l = 0, donde segue que (ũn, ṽn)→ 0 fortemente

em (D1,p)2, ou seja, (un, vn) admite subsequência que converge fortemente a

(u, v).

Mostremos que u, v ∈ D1,p\{0}. Suponhamos por contradição que

u = 0, então como I ′(u, v) = 0, segue que

0 =< I ′(u, v), (0, v) >= ‖v‖p,

e consequentemente (u, v) = (0, 0). Agora, como (un, vn) admite subsequência

que converge fortemente a (u, v) e o funcional I é cont́ınuo, segue que 0 < c =

I(u, v) = I(0, 0) = 0, o que é um absurdo. Portanto temos que u ∈ D1,p\{0}.

Analogamente obtemos v ∈ D1,p\{0}.

Para concluir a demonstração basta provar a Afirmação 3.1.
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Demonstração da Afirmação 3.1: Afirmamos que para todo ε > 0 existe

Cε > 0, de modo que para quaisquer a, b, s, t ∈ R,

|(s+ a)β(t+ b)γ − sβtγ| ≤ εC(|s|p∗ + |t|p∗) + CεC(|a|p∗ + |b|p∗), (3.13)

onde C > 0 independe de ε. Temos pelo Teorema do valor médio que existe

r ∈ (0, 1) tal que

|(s+ a)β(t+ b)γ − sβtγ| ≤ β|s+ ra|β−1|t+ rb|γ|a|+ γ|s+ ra|β|t+ rb|γ−1|b|.

Observando que p∗−1
β−1

, p
∗−1
γ−1

> 1 e

β − 1

p∗ − 1
+

γ

p∗ − 1
= 1 =

β

p∗ − 1
+
γ − 1

p∗ − 1
,

segue pela desigualdade de Young que

|(s+ a)β(t+ b)γ − sβtγ| ≤ β(β − 1)

p∗ − 1
|s+ ra|p∗−1|a|+ βγ

p∗ − 1
|t+ rb|p∗−1|a|

+
βγ

p∗ − 1
|s+ ra|p∗−1|b|+ γ(γ − 1)

p∗ − 1
|t+ rb|p∗−1|b|.

Então para cada ε > 0, seque da relação (A.1) e a desigualdade de Young com

ε,(veja relação (A.3)), que existe Cε > 0 onde

|(s+ a)β(t+ b)γ − sβtγ|

≤ ε
β(β − 1)

p∗ − 1
|s+ ra|p∗+ Cε

β(β − 1)

p∗ − 1
|a|p∗+ ε

βγ

p∗ − 1
|t+ rb|p∗+ Cε

βγ

p∗ − 1
|a|p∗

+ε
βγ

p∗ − 1
|s+ ra|p∗+ Cε

βγ

p∗ − 1
|b|p∗ +ε

γ(γ − 1)

p∗ − 1
|t+ rb|p∗+ Cε

γ(γ − 1)

p∗ − 1
|b|p∗

≤ ε
β(β − 1)2p

∗−1

p∗ − 1
|s|p∗ + ε

β(β − 1)2p
∗−1

p∗ − 1
|a|p∗ + Cε

β(β − 1)

p∗ − 1
|a|p∗

+ε
βγ2p

∗−1

p∗ − 1
|t|p∗ + ε

βγ2p
∗−1

p∗ − 1
|b|p∗ + Cε

βγ

p∗ − 1
|a|p∗ + ε

βγ2p
∗−1

p∗ − 1
|s|p∗

+ε
βγ2p

∗−1

p∗ − 1
|a|p∗ + Cε

βγ

p∗ − 1
|b|p∗ + ε

γ(γ − 1)2p
∗−1

p∗ − 1
|t|p∗

+ε
γ(γ − 1)2p

∗−1

p∗ − 1
|b|p∗ + Cε

γ(γ − 1)

p∗ − 1
|b|p∗ ,

o que mostra que a relação (3.13) é válida.

Consideremos para cada n ∈ N a função gn : RN → R onde

gn = |uβnvγn − |un − u|β|vn − v|γ − uβvγ|

≤ |uβnvγn − (un − u)β(vn − v)γ|+ uβvγ.
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Tomando s = un − u, t = vn − v, a = u e b = v, segue pela relação (3.13) que

0 ≤ gn ≤ εC(|un − u|p
∗

+ |vn − v|p
∗
) + CεC(|u|p∗ + |v|p∗) +

β

p∗
|u|p∗ +

γ

p∗
|v|p∗ .

Consequentemente, obtemos que

0 ≤ Wn,ε = [gn − εC(|un − u|p
∗

+ |vn − v|p
∗
)]+

≤ CεC(|u|p∗ + |v|p∗) +
β

p∗
|u|p∗ +

γ

p∗
|v|p∗ ∈ L1(RN),

e pelo fato de Wn,ε(x) → 0 qtp em RN , quando n → ∞, segue pelo Teorema

da convergência dominada de Lebesgue que∫
RN

Wn,ε dx = o(1).

Então como (un, vn) é uma sequência limitada, temos que

lim sup
n→∞

∫
RN
|gn| dx ≤ lim sup

n→∞

∫
RN
|Wn,ε + εC(|un − u|p

∗
+ |vn − v|p

∗
)| dx

≤ εC lim sup
n→∞

∫
RN
|un − u|p

∗
+ |vn − v|p

∗
dx

≤ Mε,

onde M > 0 independe de ε > 0. Pelo fato de ε > 0 ser qualquer obtemos que∫
RN
|gn| dx = o(1),

o que conclui a demonstração. �

Consideremos s0 = s1

(sβ1 t
γ
1 )

1
p∗

e t0 = t1

(sβ1 t
γ
1 )

1
p∗

, onde s1, t1 > 0 sejam quais-

quer com s1
t1

=
(
β
γ

) 1
p
. Sendo para cada ε > 0, as funções vε ∈ D1,p definidas

no Lema A.10, temos então o seguinte resultado essencial para obtermos uma

segunda solução para o sistema (S).

Lema 3.5 Suponhamos que a condição (Hexp) é satisfeita com p = q. Então

existem ε, η > 0 tal que

sup
l≥0

I(ls0vε, lt0vε) ≤ η <
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p ,

uniformemente para f ∈ EΛ0.
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Demonstração: Como (vε) ⊂ D1,p é limitada, temos que existe l1 > 0 onde

I(ls0vε, lt0vε) <
1

2N
p∗1−

N
p S̃

N
p ,

para l ∈ [0, l1], independente de ε ∈ (0, 1) e f ∈ EΛ0 , pois

I(ls0vε, lt0vε) ≤
lp(sp0 + tp0)

p
‖vε‖p + lp1+q1sp10 t

q1
0 C‖vε‖p1+q1Λ0 − lp

∗

≤ C(lp + lp1+q1)− lp∗

para alguma constante C > 0, que independe de ε ∈ (0, 1) e f ∈ EΛ0 . Ainda

pela desigualdade acima, temos que existe l2 > l1, independente de ε ∈ (0, 1)

e f ∈ EΛ0 , de modo que

I(ls0vε, lt0vε) < 0,

para todo l ∈ [l2,∞). Portanto, independente de ε ∈ (0, 1) e f ∈ EΛ0 , obtemos

sup
l∈[0,l1]∪[l2,∞)

I(ls0vε, lt0vε) <
1

2N
p∗1−

N
p S̃

N
p . (3.14)

Consideremos f ∈ EΛ0 qualquer. Temos para todo ε ∈ (0, 1) que

I(ls0vε, lt0vε)

=
lp(sp0 + tp0)

p
‖vε‖p − lp1+q1sp10 t

q1
0

∫
RN

fvp1+q1
ε dx− lp∗

=
lp

p

(
sp1 + tp1

(sβ1 t
γ
1)

p
p∗

)
‖vε‖p − lp

∗ − lp1+q1sp10 t
q1
0

∫
RN

fvp1+q1
ε dx. (3.15)

Consideremos para cada ε ∈ (0, 1) a função mε : [0,∞)→ R, onde

mε(l) =
lp

p

(
sp1 + tp1

(sβ1 t
γ
1)

p
p∗

)
‖vε‖p − lp

∗
.

Sendo lε = p∗−
1

p∗−p

(
sp1+tp1

(sβ1 t
γ
1 )

p
p∗

) 1
p∗−p

‖vε‖
p

p∗−p o máximo global de mε, obtemos

sup
l≥0

mε(l) = mε(lε) =
1

N
p∗1−

N
p

[(
sp1 + tp1

(sβ1 t
γ
1)

p
p∗

)
‖vε‖p

]N
p

.

Observando que(
sp1 + tp1

(sβ1 t
γ
1)

p
p∗

)
=

[(
s1

t1

) pγ
p∗

+

(
s1

t1

)−pβ
p∗
]

=

[(
β

γ

) γ
p∗

+

(
γ

β

)−β
p∗
]
,
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segue pelas igualdades acima, a estimativa (A.24), a relação (A.2) e o Lema

3.3 que

sup
l≥0

mε(l) ≤
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p +O(ε

(N−p)
p ).

Logo pela definição de mε, pela estimativa acima e a relação (3.15), temos que

sup
l∈[l1,l2]

I(ls0vε, lt0vε) ≤
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p +O(ε

(N−p)
p )− k

∫
RN

fvp1+q1
ε dx, (3.16)

onde k = lp1+q1
1 sp10 t

q1
0 , independente de f ∈ EΛ0 .

Suponhamos inicialmente que p1 + q1 <
N(p−1)
N−p . Então temos pelas

relações (3.16) e (A.26) que existem C1, C2 > 0, independentes de ε ∈ (0, 1) e

f ∈ EΛ0 , tal que

sup
l∈[l1,l2]

I(ls0vε, lt0vε) ≤
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p + C1ε

(N−p)
p − C2ε

(N−p)(p1+q1)

p2 .

Agora como (N−p)
p

> (N−p)(p1+q1)
p2

, temos que existe ε1 ∈ (0, 1), onde para cada

ε ∈ (0, ε1) existe η1,ε ∈ (0, 1
N
p∗1−

N
p S̃

N
p ), de modo que

sup
l∈[l1,l2]

I(ls0vε, lt0vε) ≤ η1,ε, (3.17)

para cada ε ∈ (0, ε1), independente de f ∈ EΛ0 .

Se tivermos p1 + q1 = N(p−1)
N−p , então pelas relações (3.16) e (A.26),

temos que existem C1, C2 > 0, independentes de ε ∈ (0, ε1) e f ∈ EΛ0 , onde

sup
l∈[l1,l2]

I(ls0vε, lt0vε) ≤
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p + C1ε

(N−p)
p − C2ε

(N−p)(p1+q1)

p2 |ln(ε)|.

Pelo fato de (N−p)
p

> (N−p)(p1+q1)
p2

, segue que existe ε2 ∈ (0, ε1), onde para cada

ε ∈ (0, ε2) existe η2,ε ∈ (0, 1
N
p∗1−

N
p S̃

N
p ), tal que

sup
l∈[l1,l2]

I(ls0vε, lt0vε) ≤ η2,ε, (3.18)

para todo ε ∈ (0, ε2), independente de f ∈ EΛ0 .

Suponhamos agora que p1 + q1 > N(p−1)
N−p , então novamente pelas

relações (3.16) e (A.26), temos que existem C1, C2 > 0, independentes de

ε ∈ (0, ε2) e f ∈ EΛ0 , onde

sup
l∈[l1,l2]

I(ls0vε, lt0vε)

≤ 1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p + C1ε

(N−p)
p − C2ε

(N−p)(p1+q1)

p2
− (N−p)(p1+q1)

p
+
N(p−1)

p .
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Como (N−p)
p

> (N−p)(p1+q1)
p2

e ainda por − (N−p)(p1+q1)
p

+ N(p−1)
p

< 0, temos que

existe ε3 ∈ (0, ε2), onde para cada ε ∈ (0, ε3) existe η3,ε ∈ (0, 1
N
p∗1−

N
p S̃

N
p ) e

sup
l∈[l1,l2]

I(ls0vε, lt0vε) ≤ η3,ε, (3.19)

para todo ε ∈ (0, ε3), independente de f ∈ EΛ0 .

Fixemos ε ∈ (0, ε3) qualquer e consideremos

η = max{ 1

2N
p∗1−

N
p S̃

N
p , η1,ε, η2,ε, η3,ε}.

Observemos que pela definição de ηi,ε temos que η ∈ (0, 1
N
p∗1−

N
p S̃

N
p ). Segue

das relações (3.14), (3.17), (3.18) e (3.19), que independentemente do valor de

p1 + q1 < p e de f ∈ EΛ0 , obtemos

sup
l≥0

I(ls0vε, lt0vε) ≤ η <
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p ,

o que conclui a demonstração. �

Já possúımos os argumentos necessários para demonstrar o resultado

principal deste caṕıtulo:

Demonstração do Teorema 3.2: Seja ε > 0 a constante obtida no Lema

3.5. Consideremos l0 > 0 onde se (w0, z0) = (l0s0vε, l0t0vε), obtemos que

‖(w0, z0)‖ > 1 e ainda

l0(sp0 + tp0)‖vε‖p + lp1+q1
0 sp10 t

q1
0 Λ0 − lp

∗

0 s
β
0 t
γ
0 < 0.

Afirmamos que I(w0, z0) < 0, independente de f ∈ EΛ0 . De fato, pela de-

sigualdade de Hölder e como ‖vε‖Lp∗ = 1, obtemos para cada f ∈ EΛ0 que

I(w0, z0) ≤ l0(sp0 + tp0)‖vε‖p + lp1+q1
0 sp10 t

q1
0 ‖f‖Lθ − l

p∗

0 s
β
0 t
γ
0 < 0.

Consideremos M = ‖(w0, z0)‖ + 1 e ainda X = B(0,M) ⊂ (D1,p)2.

Seja η ∈ (0, 1
N
p∗1−

N
p S̃

N
p ) a constante obtida no Lema 3.5 e δ

.
= 1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p −η.

Consideremos

0 < Λ = min

{
Λ0, δ

(
p∗

p∗ − p1 − q1

)
S
p1+q1
p

Mp1+q1

}
,
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e para cada f ∈ EΛ, definimos

cf = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

I(ψ(t)),

onde

Γ = {ψ ∈ C([0, 1], X) : ψ(0) = (0, 0), ψ(1) = (w0, z0)}.

Afirmamos que cf > 0. De fato, segue pelo Lema 3.1 que existem µ(f) ∈ (0, 1)

e ν(f) > 0, de modo que I(u, v) > ν(f) se ‖(u, v)‖ = µ(f), donde segue que

cf ≥ ν(f) > 0.

Recordando que K : Lθ(RN)× (D1,p)2 → R é definido por

K(h, u, v) =

(
1− p1 + q1

p∗

)∫
RN

h|u|p1 |v|q1 dx,

afirmamos que |K(f, u, v)| < δ para quaisquer (f, u, v) ∈ EΛ×X. Temos pela

desigualdade de Hölder e as definições de S e Λ que

|K(f, u, v)| ≤
(

1− p1 + q1

p∗

)
‖f‖Lθ‖u‖p1Lp∗‖v‖

q1
Lp∗

< Λ

(
1− p1 + q1

p∗

)
S−

p1+q1
p ‖u‖p1‖v‖q1

≤ Λ

(
p∗ − p1 − q1

p∗

)
S−

p1+q1
p Mp1+q1

≤ δ,

para quaisquer (f, u, v) ∈ EΛ ×X.

Temos ainda, para toda f ∈ EΛ que

cf +K(f, u, v) <
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p , (3.20)

para quaisquer (u, v) ∈ X. Pelo fato de |K(f, u, v)| < δ
.
= 1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p − η,

para toda (f, u, v) ∈ EΛ×X, basta mostrar que cf ≤ η para qualquer f ∈ EΛ.

Fixada f ∈ EΛ qualquer, consideremos ψf : [0, 1]→ X, onde

ψf (t) = (tw0, tz0).

Segue que ψf ∈ Γ e pelo Lema 3.5, obtemos que cf ≤ η. Portanto a desigual-

dade (3.20) é válida.
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Fixemos f ∈ EΛ qualquer. Obtemos pelo Teorema A.3 que existe

(un, vn) ⊂ X, sequência (PS)cf para o funcional I. Devido a Observação

3.1 podemos, sem perda de generalidade, considerar que un ⇀ U e vn ⇀ V

fracamente em D1,p e ainda U, V ≥ 0 em RN , em particular (U, V ) ∈ X. Então

pela relação (3.20) e o fato que cf > 0, segue que

0 < cf <
1

N
p∗1−

N
p S̃

N
p −K(f, U, V ),

donde obtemos pelo Lema 3.4 que, a menos de subsequência, (un, vn)→ (U, V )

fortemente em (D1,p)2. Em particular, I ′(U, V ) = 0 e I(U, V ) = cf > 0.

Suponhamos por absurdo que U = 0 ∈ D1,p, então obtemos

0 =< I ′(U, V ), (U, V ) >= ‖V ‖p,

e consequentemente 0 < cf = I(U, V ) = I(0, 0) = 0, o que é um absurdo.

Portanto temos que U ∈ D1,p\{0}. Analogamente obtemos V ∈ D1,p\{0}.

Logo obtemos que (U, V ) é solução do sistema (S) e ainda I(U, V ) =

cf > 0. Observando que Λ ≤ Λ0, segue da demonstração do Teorema 3.1 que

existe (u, v) solução do sistema (S) onde I(u, v) = αf < 0, o que conclui a

demonstração. �



Apêndice A

Apêndice

Faremos aqui um apanhado de resultados importantes que, embora já

bem conhecidos, se fazem necessários para termos uma leitura mais prazerosa

e compreensiva; isto porque, enunciados numa parte especial, evitam inter-

rupções nas demonstrações dos teoremas (ou outros resultados) situados nos

caṕıtulos espećıficos. Assim, sempre que for necessário, mencionaremos eles

por meio de referências cruzadas.

A.1 Algumas desigualdades

Nesta seção listaremos as principais desigualdades usadas neste tra-

balho. Consideremos quaisquer a, b ≥ 0, x, y ∈ R, s ∈ (0, 1], k, k′ ≥ 1

expoentes conjugados. Temos que

(a+ b)k ≤ 2k−1(ak + bk), (A.1)

(a+ b)k ≤ ak + k(a+ b)k−1b. (A.2)

A seguir enunciamos a conhecida desigualdade de Young com ε. Para cada

ε > 0, existe C = C(ε) > 0 de modo que

ab ≤ εak + Cbk
′
. (A.3)

75
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Pode-se provar facilmente que para cada k ∈ (1, 2], existe C > 0, onde

||x|k−2x− |y|k−2y| ≤ C|x− y|k−1. (A.4)

Analogamente, no caso em que k ∈ [2,∞), existe C > 0, de modo que

||x|k−2x− |y|k−2y| ≤ C|x− y|(|x|+ |y|)k−2. (A.5)

Afirmamos que a seguinte desigualdade é satisfeita

(a+ b)s ≤ as + bs. (A.6)

De fato, fixado b ≥ 0 qualquer, consideremos a função g : [0,∞)→ R definida

por g(a) = (a+ b)s− as + bs. Como g(0) = 0 e g′(a) = s[(a+ b)s−1− as−1] ≤ 0

para todo a ∈ [0,∞), pois s ∈ (0, 1], segue que a função g é decrescente, o que

mostra a relação (A.6).

A seguir enunciamos um resultado que foi extremamente útil para o

desenvolvimento deste trabalho.

Lema A.1 Sendo a, b ≥ 0 e k > 1 quaisquer, então é válida a seguinte de-

sigualdade

(a+ b)k − ak − bk − kak−1b ≥ 0. (A.7)

Demonstração: Observe que para provar a desigualdade acima podemos,

sem perda de generalidade, supor que a, b > 0. Note ainda que mostrar a

relação (A.7) é equivalente a provar que

(x+ 1)k − xk − 1− kxk−1 ≥ 0, (A.8)

para todo x ≥ 0 e k > 1. Demonstraremos a relação acima por indução.

Suponhamos inicialmente que 1 < k ≤ 2. Segue do Teorema fundamental do
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cálculo e a desigualdade (A.6) que se x ≥ 0, então

(x+ 1)k − xk =

∫ 1

0

d

dt
(x+ t)k dt

= k

∫ 1

0

(x+ t)k−1 dt

= −k
∫ 1

0

(x+ t)k−1 d

dt
(1− t) dt

≥ −k
∫ 1

0

(xk−1 + tk−1)
d

dt
(1− t) dt

≥ kxk−1 − k
∫ 1

0

tk−1 d

dt
(1− t) dt

= kxk−1 + 1.

Portanto, para 1 < k ≤ 2 temos que a relação (A.8) é válida.

Consideremos agora n < k ≤ n + 1, (n ≥ 2) e suponhamos que a

relação (A.8) é válida para n − 1 < k ≤ n. Seja h : (0,∞) → R definida

por h(x) = (x + 1)k − xk − 1 − kxk−1 para cada x ≥ 0. Temos, pela hipótese

de indução, que h′(x) = k[(x + 1)k−1 − xk−1 − (k − 1)xk−2] ≥ k, para todo

x ∈ (0,∞), donde segue que 0 é mı́nimo global de h. Como h(0) = 0, temos

que a desigualdade (A.8) é satisfeita para n < k ≤ n+ 1. �

Podemos mostrar que existe C > 0, de forma que

∣∣|η|p−2η − |η′|p−2η′
∣∣ ≤ C|η − η′| (|η|+ |η′|)p−2

(A.9)

para quaisquer p ≥ 2 e η, η′ ∈ RN . Segue por Yang [72, (4.15)] que para cada

p ≥ 2 e quaisquer η, η′ ∈ RN temos

〈
|η|p−2η + |η′|p−2η′, η + η′

〉
≥ |η + η′|p. (A.10)

A.2 Resultados abstratos

A seguir enunciamos o Teorema da função impĺıcita, cuja demonstra-

ção pode ser encontrada em Ambrosetti e Prodi [13].
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Teorema A.1 Seja F ∈ Ck(Θ×U, Y ), k ≥ 1, onde Y é um espaço de Banach

e Θ (respect. U) é subconjunto aberto do espaço de Banach T (respect. X).

Suponha que F (θ∗, u∗) = 0 e que Fu(θ
∗, u∗) ∈ Inv(X, Y ). Então existem

vizinhanças Θ∗ de θ∗ em T e U∗ de u∗ em X e uma função g ∈ Ck(Θ∗, X) tal

que

i) F (θ, g(θ)) = 0, para todo θ ∈ Θ∗.

ii) F (θ, u) = 0 e (θ, u) ∈ Θ∗ × U∗ implicam u = g(θ).

iii) g′(θ) = −[Fu(p)]
−1 ◦ Fθ(p), onde p = (θ, g(θ)) e θ ∈ Θ∗.

Enunciamos também o Prinćıpio variacional de Ekeland, cuja demons-

tração pode ser encontrada em de Figueiredo [33].

Teorema A.2 Suponha X um espaço métrico completo com a métrica d e

Φ : X → [−∞,∞] um operador semi-cont́ınuo inferiormente, com Φ 6≡ +∞ e

limitado inferiormente. Então para cada ε > 0, existe uε ∈ X tal que

Φ(uε) ≤ inf
X

Φ + ε,

Φ(uε) < Φ(u) + εd(uε, u), ∀u ∈ X\{uε}.

A prova do seguinte resultado pode ser encontrada em Ekeland [44].

Corolário A.1 Se X é um espaço de Banach e Φ ∈ C1(X,R) é limitada

inferiormente, então existe sequência (xn) ⊂ X tal que

Φ(xn)→ inf
x∈X

Φ(x), e Φ′(xn)→ 0,

quando n→∞.

O resultado a seguir é uma variação do Teorema do passo da mon-

tanha, no qual não há a necessidade da condição de Palais Smale (veja Brézis

e Nirenberg [23]).
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Teorema A.3 Seja Φ uma função de classe C1 sobre um espaço de Banach

E com Φ(e1) = c. Suponha que existam η > 0, r > c tais que Φ(u) ≥ r quando

‖u− e1‖ = η e Φ(e2) ≤ c para algum e2 ∈ E, com ‖e2 − e1‖ > η. Então existe

uma sequência (un) ⊂ E tal que

Φ(un) = c∗ + o(1) e Φ′(un) = o(1),

onde

c∗ = inf
γ∈Γ

max
0≤t≤1

Φ(γ(t)), c∗ ≥ r,

e

Γ = {γ ∈ C([0, 1], E) : γ(0) = e1, γ(1) = e2}.

O seguinte resultado foi provado por Kavian [52, Lema 4.8].

Lema A.2 Sejam Ω ⊂ RN um conjunto aberto e (gn) uma sequência limitada

em Ls(Ω), para algum 1 < s <∞, tal que gn → g qtp em Ω. Então g ∈ Ls(Ω)

e gn ⇀ g fracamente em Ls(Ω).

O próximo lema é devido à Brézis e Lieb [21].

Lema A.3 Sejam Ω ⊂ RN um aberto e s ∈ (0,∞) quaisquer. Suponhamos

que (gn) ⊂ Ls(Ω), onde gn → g qtp em Ω e existe C > 0 tal que ‖gn‖Ls(Ω) ≤ C,

para todo n ∈ N. Então

‖gn − g‖sLs(Ω) = ‖gn‖sLs(Ω) − ‖g‖sLs(Ω) + o(1).

A demonstração do resultado a seguir pode ser obtida em Brézis [20].

Lema A.4 Seja X um espaço de Banach uniformemente convexo. Se (xn) ⊂

X é tal que xn ⇀ x fracamente em X e limn→∞ ‖xn‖ = ‖x‖, então xn → x

fortemente em X.

Motivados pelo trabalho de Boccardo e Murat [19], temos o seguinte

resultado a respeito da convergência pontual do gradiente.
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Lema A.5 Consideremos p ∈ [2, N) e (un) ⊂ D1,p(RN) uma sequência (PS)c

para o funcional Iλ, tal que un ⇀ u fracamente em D1,p(RN). Então a menos

de subsequência, ∇un(x)→ ∇u(x), quando n→∞, qtp x ∈ RN .

Demonstração: Consideremos, por simplicidade, Bj = B(0, j) ⊂ RN ,

para todo j ∈ N. Por argumentos de diagonalização, é suficiente provar que

∇un(x)→ ∇u(x), quando n→∞, qtp x ∈ Bj. Definimos para cada n ∈ N a

função en : RN → R, onde

en(x) =< |∇un(x)|p−2∇un(x)− |∇u(x)|p−2∇u(x),∇un(x)−∇u(x) > .

Segue pela relação (A.10), que en é uma função não negativa e que para concluir

a demonstração, é suficiente mostrar que en(x) → 0, qtp x ∈ Bj. Agora

pelo fato de (un) ⊂ D1,p ser limitada e a relação (A.9), segue que (en) é

uniformemente limitada em L1(RN). Seja φ ∈ C∞c (RN), uma função corte,

com 0 ≤ φ ≤ 1 onde o suporte esta contido Bj+1 e ainda φ é identicamente 1

sobre Bj. Temos, para qualquer k > 0 que∫
RN

φ e
1
p
n dx =

∫
{|u|>k}

φ e
1
p
n dx+

∫
{|u|≤k}

φ e
1
p
n dx. (A.11)

Devido a desigualdade de Hölder, obtemos∫
{|u|>k}

φ e
1
p
n dx ≤

(∫
{|u|>k}

en dx

) 1
p
(∫
{|u|>k}

φ
p
p−1 dx

) p−1
p

≤
(∫

RN
en dx

) 1
p

(∫
{|u|>k}∩Bj+1

φ
p
p−1 dx

) p−1
p

≤ C

(∫
{|u|>k}∩Bj+1

1 dx

) p−1
p

. (A.12)

Entretanto, novamente pela desigualdade de Hölder temos∫
{|u|>k}∩Bj+1

1 dx ≤
∫
{|u|>k}∩Bj+1

|u|
k
dx

≤ 1

k

(∫
RN
|un|p

∗
dx

) 1
p∗
(∫

Bj+1

1 dx

) p∗−1
p∗

≤ Cj
k
,
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donde segue que ∫
{|u|>k}

φ e
1
p
n dx ≤

CCj

k
p−1
p

. (A.13)

Estimemos agora a segunda integral da soma na relação (A.11). Fixado ε > 0

qualquer, consideremos∫
{|u|≤k}

φ e
1
p
n dx =

∫
{|u|≤k}∩{|un−u|<ε}

φ e
1
p
n dx+

∫
{|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

φ e
1
p
n dx. (A.14)

Porém, pela desigualdade de Hölder e a definição de φ, obtemos∫
{|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

φ e
1
p
n dx ≤

(∫
{|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

en dx

) 1
p
(∫
{|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

φ
p
p−1 dx

) p−1
p

≤ C

(∫
{|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}∩Bj+1

φ
p
p−1 dx

) p−1
p

≤ C |{|un − u| ≥ ε} ∩Bj+1|
p−1
p .

Agora, como |Bj+1| <∞ e un → u qtp emRN , segue que (un |Bj+1
) converge em

medida para u |Bj+1
. Então existe n0 ∈ N tal que |{|un − u| ≥ ε} ∩Bj+1| < ε,

para todo n ≥ n0. Portanto obtemos que

lim sup
n→∞

∫
{|u|≤k}∩{|un−u|≥ε}

φ e
1
p
n dx ≤ Cε

p−1
p . (A.15)

Considerando Sk,n,ε = {|u| ≤ k}∩{|un−u| ≤ ε}∩Bj+1, obtemos pela definição

da função en, a desigualdade de Hölder e o fato que 1
p

+ p−1
p

= 1,

∫
Sk,n,ε

φ e
1
p
n dx ≤

(∫
Sk,n,ε

φ en dx

) 1
p
(∫

Sk,n,ε

φ dx

) p−1
p

= Cj

(∫
Sk,n,ε

φ en dx

) 1
p

= Cj

(∫
Sk,n,ε

|∇un|p−2∇un∇(un − u)φ dx

−
∫
Sk,n,ε

|∇u|p−2∇u∇(un − u)φ dx

) 1
p

. (A.16)

Observemos que o funcional linear H : D1,p → R dado por

H(v) =

∫
Sk,n,ε

|∇u|p−2∇u∇v φ dx,
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é cont́ınuo. Segue então pelo fato de un ⇀ u fracamente em D1,p, que

limn→∞H(un − u) = 0, ou seja

lim
n→∞

∫
Sk,n,ε

|∇u|p−2∇u∇(un − u)φ dx = 0. (A.17)

Para cada t > 0, consideremos a função τt : R→ R onde

τt(s) =

 s se |s| ≤ t,

t s|s| se |s| > t.

Temos que se u ∈ D1,p(RN), então τt(u) ∈ D1,p(RN) e ainda para 1 ≤ i ≤ N

vale

∂τt ◦ u
∂xi

=


∂u
∂xi

qtp em {x ∈ RN : |u(x) < t},

0 qtp em {x ∈ RN : |u(x) ≥ t}.

Obtemos então pela definição de τε que∣∣∣∣∣
∫
Sk,n,ε

|∇un|p−2∇un∇(un − u)φ dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
RN
|∇un|p−2∇un∇[τε(un − u)]φ dx

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫
RN
|∇un|p−2∇un∇[φτε(un − u)] dx

∣∣∣∣
+

∫
RN
|∇un|p−1|∇φ||τε(un − u)| dx,

(A.18)

mas, novamente pela definição de τε e a desigualdade de Hölder, segue que∫
RN
|∇un|p−1|∇φ||τε(un − u)| dx ≤ ε

(∫
RN
|∇un|p−1|∇φ| dx

)
≤ ε‖un‖p−1‖φ‖ ≤ εCj. (A.19)

Pelo fato (un) é um sequência (PS)c para o funcional Iλ, podemos pela Ob-

servação 2.2, considerar que un, u ≥ 0 qtp em RN e pela relação (2.1) obtemos∣∣∣∣∫
RN
|∇un|p−2∇un∇[φτε(un − u)] dx

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣< Iλ(un), φτε(un − u) > +λ

∫
RN

fuq−1
n φτε(un − u) dx

+

∫
RN

up
∗−1
n φτε(un − u) dx

∣∣∣∣
≤ on(1) + Cε, (A.20)
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onde limn→∞ on(1) = 0 e C > 0 é independente de n. Então pelas relações

(A.18), (A.19) e (A.20), segue que existe C > 0, tal que

lim sup
n→∞

∣∣∣∣∣
∫
Sk,n,ε

|∇un|p−2∇un∇(un − u)φ dx

∣∣∣∣∣ ≤ Cε. (A.21)

Passando o limite superior na equação (A.16) e utilizando as relações (A.17)

e (A.21), obtemos que

lim sup
n→∞

∫
Sk,n,ε

φ e
1
p
n dx ≤ Cε. (A.22)

Segue pela definição de Sk,n,ε e as relações (A.14), (A.15) e (A.22) que

lim sup
n→∞

∫
{|u|≤k}

φ e
1
p
n dx ≤ C(ε+ ε

p−1
p ), (A.23)

para alguma constante C > 0. Agora pelas relações (A.11), (A.13) e (A.23),

segue que

lim sup
n→∞

∫
RN

φ e
1
p
n dx ≤

C

k
p−1
p

+ C(ε+ ε
p−1
p ),

portanto, fazendo ε→ 0 e então, k →∞, obtemos que

lim
n→∞

∫
RN

φ e
1
p
n dx = 0,

donde segue que en(x)→ 0 qtp x ∈ Bj, o que conclui a demonstração. �

De maneira similar podemos provar o seguinte resultado:

Lema A.6 Consideremos 2 ≤ p ≤ q < min{p∗, N} e (un, vn) ⊂ D1,p(RN) ×

D1,q(RN) uma sequência (PS)c para o funcional I, onde un ⇀ u fracamente em

D1,p(RN) e vn ⇀ v fracamente em D1,q(RN). Então a menos de subsequência,

∇un(x)→ ∇u(x) e ∇vn(x)→ ∇v(x), quando n→∞, qtp x ∈ RN .

A.3 Operadores diferenciáveis

As definições e resultados desta seção podem ser encontrados em Deim-

ling [39]. A idéia de diferenciabilidade sobre um espaço vetorial, distinto de
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RN , segue a mesma idéia de diferenciabilidade que conhecemos em RN , in-

tuitivamente são aproximações locais de um operador por operadores lineares

com uma certa precisão. Nesta seção denotamos por X um espaço de Banach

e por X∗ o seu espaço dual.

Definição A.1 Sejam U ⊂ X um aberto e Φ : U → R um operador. Dizemos

que Φ é diferenciável a Fréchet em u ∈ U com derivada de Fréchet Φ′(u) ∈ X∗

se

Φ(u+ v) = Φ(u)+ < Φ′(u), v > +o(‖v‖),

onde o(‖v‖)/‖v‖ → 0 quando v → 0. Além disso, dizemos que Φ ∈ C1(U,R)

se Φ′ a derivada de Fréchet existe e é cont́ınua em U .

Definição A.2 Sejam U ⊂ X um aberto e Φ : U → R um operador. Dize-

mos que Φ é diferenciável a Gâteaux em u ∈ U com derivada de Gâteaux

gradΦ(u) ∈ X∗ se

lim
t→0+

[Φ(u+ tv)− Φ(u)] =< gradΦ(u), v >, ∀ v ∈ X.

Lema A.7 Se o operador Φ : U → R tem a derivada de Gâteaux cont́ınua em

U , então Φ ∈ C1(U,R).

Lema A.8 Sejam O um domı́nio suave (possivelmente ilimitado) de RN , 2 ≤

p < N e ainda 1 < q < p < r ≤ p∗. Suponhamos que h ∈ L∞(O) é não

negativa e que as funções f1, f2 satisfazem as condições (Hf ) e (Hf ) respec-

tivamente. Então os operadores Hi : W 1,p
0 (O) → R, 1 ≤ i ≤ 4 definidos

por

Hi(u) =

∫
O
fi|u|qdx, 1 ≤ i ≤ 2, H3(u) =

∫
O
|∇u|pdx, H4(u) =

∫
O
h|u|rdx,

são de classe C1, ou seja, Hi ∈ C1(W 1,p
0 (O),R), 1 ≤ i ≤ 4. Além disso, suas

derivadas de Fréchet em u são dadas por

< H ′i(u), v >= q

∫
O
fi|u|q−2uv dx, 1 ≤ i ≤ 2,
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< H ′3(u), v >= p

∫
O
|∇u|p−2∇u∇v dx,

< H ′4(u), v >= r

∫
O
h|u|r−2uv dx.

Demonstração: Consideremos para cada s > 1 as funções G : O×RN → R

e Gs : O ×R→ R definidas por

G(x, y) = p

∫ |y|
0

tp−1 dt e Gs(x, y) = s

∫ y

0

ts−1 dt.

Para quaisquer u, v ∈ W 1,p
0 (O) e t ∈ (0, 1) temos

Hi(u+ tv)−Hi(u)

t
=

∫
O
fi

[Gq(x, u+ tv)−Gq(x, u)]

t
dx,

H3(u+ tv)−H3(u)

t
=

∫
O

G(x,∇u+ t∇v)−G(x,∇u)

t
dx,

H4(u+ tv)−H4(u)

t
=

∫
O
h

[Gr(x, u+ tv)−Gr(x, u)]

t
dx.

Agora para cada x ∈ O, segue pelo Teorema do valor médio que existe

τ ∈ (0, 1) tal que

|fi(x)| |Gq(x, u(x)+tv(x))−Gq(x, u(x))|
t

≤ q|fi(x)| |u(x) + τtv(x)|q−1|tv(x)|
t

≤ C|fi(x)|(|u(x)|q+|v(x)|q)∈L1(O),

para algum C > 0 independente de u e v, para cada 1 ≤ i ≤ 2, onde a última

desigualdade segue da relação (A.3). De modo semelhante obtemos que

|G(x,∇u(x) + t∇v(x))−G(x,∇u(x))|
t

≤ p
|∇u(x) + τt∇v(x)|p−1|t∇v(x)|

t

≤ C(|∇u(x)|p+|∇v(x)|p) ∈ L1(O),

|h(x)| |Gr(x, u(x)+tv(x))−Gr(x, u(x))|
t

≤ r|h(x)| |u(x) + τtv(x)|r−1|tv(x)|
t

≤ C|h(x)|(|u(x)|r+|v(x)|r)∈L1(O),

para algum C > 0 independe de u e v.

Temos então pelo Teorema da convergência dominada de Lebesgue

lim
t→0+

Hi(u+ tv)−Hi(u)

t
=

∫
O
fi lim

t→0+

Gq(x, u+ tv)−Gq(x, u)

t
dx

= q

∫
O
fi|u|q−2uv dx,
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lim
t→0+

H3(u+ tv)−H3(u)

t
=

∫
O

lim
t→0+

G(x,∇u+ t∇v)−G(x,∇u)

t
dx

= p

∫
O
|∇u|p−2∇u∇v dx,

lim
t→0+

H4(u+ tv)−H4(u)

t
=

∫
O
h lim
t→0+

Gr(x, u+ tv)−Gr(x, u)

t
dx

= r

∫
O
h|u|r−2uv dx,

Segue da desigualdade de Hölder e pelas imersões de Sobolev que existe C > 0,

independentes de u e v, de modo que

| < H ′1(u), v > | ≤ C‖f1‖L1‖u‖
q−1

W 1,p
0 (O)

‖v‖W 1,p
0 (O),

| < H ′2(u), v > | ≤ C‖u‖q−1

W 1,p
0 (O)

‖v‖W 1,p
0 (O),

| < H ′4(u), v > | ≤ p‖u‖p−1

W 1,p
0 (O)

‖v‖W 1,p
0 (O),

| < H ′5(u), v > | ≤ C‖h‖L∞(O)‖u‖r−1

W 1,p
0 (O)

‖v‖W 1,p
0 (O),

ou seja, H ′i(u) são operadores lineares limitados.

Mostremos agora que H ′i é cont́ınua. Seja (un) ⊂ W 1,p
0 (O) tal que

un → u em W 1,p
0 (O), mostremos que H ′i(un)→ H ′i(u). Segue da relação (A.4),

a desigualdade de Hölder e as imersões de Sobolev que

‖H ′1(un)−H ′1(u)‖ = sup
‖v‖=1

|< H ′1(un)−H ′1(u), v >|

≤ sup
‖v‖=1

∫
O
|f1|

∣∣|un|q−2un − |u|q−2u
∣∣ |v|dx

≤ C sup
‖v‖=1

∫
O
|f1||un − u|q−1|v|dx

≤ C‖f1‖L1‖un − u‖
q−1

W 1,p
0 (O)

,
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o que mostra que H ′1 é cont́ınuo. Analogamente, temos que H ′2 é cont́ınuo.

Segue pela relação (A.9) que

‖H ′3(un)−H ′3(u)‖ = sup
‖v‖=1

|< H ′3(un)−H ′3(u), v >|

≤ sup
‖v‖=1

∫
O

∣∣|∇un|p−2∇un − |∇u|p−2∇u
∣∣ |∇v|dx

≤ C sup
‖v‖=1

∫
O
|∇un −∇u| (|∇un|+ |∇u|)p−2 |∇v|dx

≤ C sup
‖v‖=1

∫
O
|∇un −∇u|

(
|∇un|p−2 + |∇u|p−2

)
|∇v|dx

≤ C‖un − u‖W 1,p
0 (O)

(
‖un‖p−2

W 1,p
0 (O)

+ ‖u|p−2

W 1,p
0 (O)

)
,

onde a última relação segue pela desigualdade de Hölder, o que mostra que H ′3

é cont́ınuo. Agora pela relação (A.5), a desigualdade de Hölder e as imersões

de Sobolev temos que

‖H ′4(un)−H ′4(u)‖ = sup
‖v‖=1

|< H ′4(un)−H ′4(u), v >|

≤ sup
‖v‖=1

∫
O
|h|
∣∣|un|r−2un − |u|r−2u

∣∣ |v|dx
≤ C sup

‖v‖=1

∫
O
|h||un − u|(|un|+ |u|)r−2|v|dx

≤ C sup
‖v‖=1

∫
O
|h||un − u|

(
|un|r−2 + |u|r−2

)
|v|dx

≤ C‖un − u‖W 1,p
0 (O)

(
‖un‖r−2

W 1,p
0 (O)

+ ‖u‖r−2

W 1,p
0 (O)

)
,

o que mostra que H ′4 é cont́ınuo. Portanto, pelo Lema A.7 obtemos para cada

1 ≤ i ≤ 4, que Hi ∈ C1(W 1,p
0 (O),R). �

De maneira similar podemos provar o seguinte resultado:

Lema A.9 Suponhamos que a condição (Hexp) é satisfeita e f ∈ Lθ(RN) é

qualquer. Então o funcional I : D1,p ×D1,q → R, definido pela relação (3.1) é

de classe C1 e ainda vale a igualdade (3.2).
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A.4 Algumas estimativas

Consideremos y ∈ RN e R0, c0 constantes positivas quaisquer. Seja

então φ ∈ C∞c (RN), uma função corte, com 0 ≤ φ ≤ 1 onde o suporte esta

contido B(y, 2R0) e ainda φ é identicamente 1 sobre B(y,R0). Para qualquer

ε > 0 definimos uε,wε, vε ∈ C∞c (RN) por

uε(x) =
1(

ε+ |x− y|
p
p−1

)N−p
p

, wε(x) = φ(x)uε(x) , vε(x) =
wε(x)

‖wε‖Lp∗
.

Temos então as seguintes propriedades a respeito das funções vε:

Lema A.10 Sejam p ∈ [2, N), p∗ = Np
N−p , l ∈ [1, p∗), k, k′ ≥ 1 expoentes

conjugados com lk ≤ p∗ (k′ =∞ se k = 1). Temos que ‖vε‖Lp∗ = 1,

‖vε‖p = S +O(ε
N−p
p ), (A.24)

‖∇vε‖p−1
Lp−1 = O(ε

(N−p)(p−1)

p2 ), (A.25)

e ainda

‖h
1
l vε‖lLl ≥


O(ε

(N−p)l
p2 ) se l < N(p−1)

N−p ,

O(ε
(N−p)l
p2 |ln(ε)|) se l = N(p−1)

N−p ,

O(ε
[N(p−l)+lp]

p2
(p−1)

) se l > N(p−1)
N−p .

(A.26)

para toda h ∈ Lk
′

com inf
B(y,2R)

h(x) > 0 para algum 0 < R < R0

2
e h(x) ≥ 0

em B(y, 2R0). Além disso, a desigualdade (A.26) é uniforme em h ∈ Lk′ com

h(x) ≥ 0 em B(y, 2R0), satisfazendo

RN

(1 +R
p
p−1 )

(N−p)l
p

inf
B(y,2R)

h(x) ≥ c0, (A.27)

para algum 0 < R < R0

2
.

Demonstração: Podemos considerar, sem perda de generalidade, que y =

0 ∈ RN . A demonstração das relações (A.24), (A.25), bem como o fato que

O(ε
(N−p)
p2 )‖uε‖Lp∗ = S

1
p∗−p , (A.28)
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podem ser encontradas em Drábek e Huang [41] ou ainda em Huang [51].

Agora provaremos que ‖h 1
l vε‖lLl satisfaz a relação (A.26). Observemos

que

‖wε‖p
∗

Lp∗
= O(1) +

∫
B(0,R0)

|uε|p
∗
dx

= O(1) +

∫
RN
|uε|p

∗
dx

= O(1) + S
p∗
p∗−p

(
O(ε

(N−p)
p2 )

)−p∗
. (A.29)

Considerando a mudança de variável para coordenadas polares, obte-

mos que∫
RN
h|φuε|l dx ≥

∫
B(0,2R)

h|uε|l dx

≥ inf
B(y,2R)

h(x)

(∫
B(0,2R)\B(0,R)

|uε|l dx+

∫
B(0,R)

|uε|l dx
)

= ωN inf
B(y,2R)

h(x)

(∫ 2R

R

rN−1|uε|l dr +

∫ R

0

rN−1|uε|l dx
)

(A.30)

Na sequência estimaremos cada uma das integrais da soma acima. Temos que∫ 2R

R

rN−1|uε|l dr ≥
∫ 2R

R

rN−1

(1 + r
p
p−1 )

(N−p)l
p

dr

=

∫ 2R

R

rN−1− (N−p)l
(p−1)

(1 + r−
p
p−1 )

(N−p)l
p

dr

= (R−
p
p−1 + 1)−

(N−p)l
p

∫ 2R

R

rN−1− (N−p)l
(p−1) dr. (A.31)

Agora fazendo a mudança de variável s = R−1ε−
(p−1)
p r na segunda integral da

soma em (A.30), temos

∫ R

0

rN−1|uε|l dr= (R
p
p−1 ε)−

(N−p)l
p

+
N(p−1)

p

∫ ε
− p−1

p

0

sN−1

(R−
p
p−1 + s

p
p−1 )

(N−p)l
p

ds. (A.32)

Suponhamos l < N(p−1)
N−p . Neste caso, temos que

−(N − p)l
p

+
N(p− 1)

p
> 0,
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e então pelas relações (A.30), (A.31) e (A.32), temos que∫
RN
h|φuε|l dx ≥

ωN infB(y,2R) h(x)

(R−
p
p−1 + 1)

(N−p)l
p

∫ 2R

R

rN−1− (N−p)l
(p−1) dr

≥ ωN inf
B(y,2R)

h(x)

 RN− (N−p)l
(p−1)

(
2N−1− (N−p)l

(p−1) − 1
)

(R−
p
p−1 + 1)

(N−p)l
p (N − (N−p)l

(p−1)
)


≥

(
RNωN infB(y,2R) h(x)

(1 +R
p
p−1 )

(N−p)l
p

)(
2N−1− (N−p)l

(p−1) − 1

N − (N−p)l
(p−1)

)
= O1(R, h).

Então pela relação (A.28) e a estimativa acima obtemos, para l < N(p−1)
N−p , que

∫
RN
h|vε|l dx =

‖h 1
l φuε‖lLl
‖wε‖lLp∗

≥ O1(R, h)[
O(1) + S

p∗
p∗−p

(
O(ε

(N−p)
p2 )

)−p∗] l
p∗

=
O1(R, h)

O(ε
−(N−p)l

p2 )

[
O(ε

(N−p)p∗
p2 ) + S

p∗
p∗−p

] l
p∗

= O1(R, h)O(ε
(N−p)l
p2 ).

Além disso, se h satisfaz (A.27), temos que

O1(R, h) ≥ ωNc0

(
2N−1− (N−p)l

(p−1) − 1

N − (N−p)l
(p−1)

)
= c̃0 > 0,

e portando ∫
RN
h|vε|l dx ≥ O(ε

(N−p)l
p2 ),

uniformemente em h satisfazendo (A.27).

Suponhamos agora que l = N(p−1)
N−p . Neste caso, temos que

−(N − p)l
p

+
N(p− 1)

p
= 0,
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e então pelas relações (A.30), (A.31) e (A.32), temos que

∫
RN
h|φuε|l dx ≥ ωN inf

B(y,2R)
h(x)

∫ ε
− p−1

p

0

sN−1

(R−
p
p−1 + s

p
p−1 )

(N−p)l
p

ds

≥ ωN inf
B(y,2R)

h(x)

∫ ε
− p−1

p

1

sN−1− (N−p)l
(p−1)

((Rs)−
p
p−1 + 1)

(N−p)l
p

ds

≥
ωN infB(y,2R) h(x)RN− (N−p)l

(p−1)

(1 +R−
p
p−1 )

(N−p)l
p

∫ ε
− p−1

p

1

s−1 ds

=
ωN infB(y,2R) h(x)RN

(1 +R
p
p−1 )

(N−p)l
p

ln(ε−
p−1
p )

=
ωN infB(y,2R) h(x)RN

(1 +R
p
p−1 )

(N−p)l
p

∫ ε
− p−1

p

1

s−1 ds

=
(p− 1)ωN

p

infB(y,2R) h(x)RN

(1 +R
p
p−1 )

(N−p)l
p

|ln(ε)|

= O2(R, h)|ln(ε)|.

Então pela relação (A.28) e a estimativa acima obtemos, para l = N(p−1)
N−p , que

∫
RN
h|vε|l dx =

‖h 1
l φuε‖lLl
‖wε‖lLp∗

≥ O2(R, h)|ln(ε)|[
O(1) + S

p∗
p∗−p

(
O(ε

(N−p)
p2 )

)−p∗] l
p∗

=
O2(R, h)|ln(ε)|

O(ε
−(N−p)l

p2 )

[
O(ε

(N−p)p∗
p2 ) + S

p∗
p∗−p

] l
p∗

= O2(R, h)|ln(ε)|O(ε
(N−p)l
p2 ).

Além disso, se h satisfaz (A.27), temos que

O2(R, h) ≥ (p− 1)

p
ωNc0 = c̃0 > 0,

e portando ∫
RN
h|vε|l dx ≥ |ln(ε)|O(ε

(N−p)l
p2 ),

uniformemente em h satisfazendo (A.27).
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Suponhamos agora que l > N(p−1)
N−p . Neste caso, temos que

−(N − p)l
p

+
N(p− 1)

p
< 0,

e então pelas relações (A.30), (A.31) e (A.32), temos que∫
RN
h|φuε|l dx ≥ ωN inf

B(y,2R)
h(x)(εR

p
p−1 )−

(N−p)l
p

+
N(p−1)

p

×
∫ 1

1
2

sN−1

(R−
p
p−1 + s

p
p−1 )

(N−p)l
p

ds

≥
ωN infB(y,2R) h(x)RN

(1 +R
p
p−1 )

(N−p)l
p

ε−
(N−p)l

p
+
N(p−1)

p

∫ 1

1
2

sN−1 ds

= O3(R, h)O(ε−
(N−p)l

p
+
N(p−1)

p ).

Então pela relação (A.28) e a estimativa acima obtemos, para l > N(p−1)
N−p , que∫

RN
h|vε|l dx =

‖h 1
l φuε‖lLl
‖wε‖lLp∗

≥ O3(R, h)O(ε−
(N−p)l

p
+
N(p−1)

p )[
O(1) + S

p∗
p∗−p

(
O(ε

(N−p)
p2 )

)−p∗] l
p∗

=
O3(R, h)O(ε−

(N−p)l
p

+
N(p−1)

p )

O(ε
−(N−p)l

p2 )

[
O(ε

(N−p)p∗
p2 ) + S

p∗
p∗−p

] l
p∗

= O3(R, h)O(ε
− (N−p)(p−1)l

p2
+
N(p−1)

p ).

Além disso, se h satisfaz (A.27), temos que

O3(R, h) ≥ ωNc0 = c̃0 > 0,

e portando ∫
RN
h|vε|l dx ≥ O(ε

− (N−p)(p−1)l

p2
+
N(p−1)

p ),

uniformemente em h satisfazendo (A.27). �

A.5 Regularidade de soluções fracas

Consideremos O um domı́nio qualquer de RN e A : O×R×RN → RN ,

B : O × R × RN → R funções que satisfazem certas condições. Estamos
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interessados em resultados de regularidade de soluções do problema

divA(x, u,∇u) +B(x, u,∇u) = 0, em O. (A.33)

Com relação a estimativas da norma L∞, temos o seguinte resultado

devido a Serrin [60]:

Lema A.11 Suponha que Ω é um domı́nio limitado e Ω ⊂ O. Suponha que

existem p ∈ (1, N), a, ε > 0 e funções b, e ∈ L
N
p−1 (O), c ∈ L

N
1−ε (O) e d, f, g ∈

L
N
p−ε (O), tais que

|A(x, z, η)| ≤ a|η|p−1 + b(x)|z|p−1 + e,

|B(x, z, η)| ≤ c(x)|η|p−1 + d(x)|z|p−1 + f,

A(x, z, η) · η ≥ |η|p − d(x)|z|p − g.

Então qualquer solução fraca u do problema (A.33) satisfaz u ∈ L∞(Ω).

Agora se supormos que A ∈ C(O×R×RN)∩C1(O×R×RN\{0}) e

que B(x, z, η) é mensurável na variável x e cont́ınua nas variáveis z e η, onde

Aj(x, z, 0) = 0, (A.34)

|B(x, z, η)| ≤ C(k + |η|)p−2, (A.35)

N∑
i,j=1

∂Aj
∂ηi

(x, z, η)ξiξj ≥ c(k + |η|)p−2|ξ|2, (A.36)

N∑
i,j=1

∣∣∣∣∂Aj∂ηi
(x, z, η)

∣∣∣∣ ≤ C(k + |η|)p−2, (A.37)

N∑
i,j=1

(∣∣∣∣∂Aj∂ηi
(x, z, η)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∂Aj∂z
(x, z, η)

∣∣∣∣) ≤ C(k + |η|)p−2|η|, (A.38)

para algum 2 ≤ p < N, k ∈ [0, 1] e constantes positivas c e C, então Tolksdorf

[70] obteve o seguinte resultado:
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Lema A.12 Seja Ω um domı́nio suave e limitado de O, tal que Ω ⊂ O.

Suponha que as condições (A.34)–(A.38) sejam válidas e que u ∈ W 1,p(O) ∩

L∞(O) é uma solução fraca do problema (A.33). Então existe γ ∈ (0, 1] tal

que u ∈ C1,γ(Ω).

Com esses resultados provaremos a regularidade (local) para o caso

em que O = RN , A(x, z, η) = |η|p−2η e B(x, z, η) = λf(x)|z|q−1 + |z|r, isto é,

−∆pu = λf(x)|u|q−1 + |u|r, em O = RN , (A.39)

onde λ é um parâmetro real positivo, 1 < q < p, 2 ≤ p < N e a função f

satisfaz a condição (Hf ).

A regularidade das soluções fracas do problema (A.39) no caso em que

r ∈ [0, p∗ − 1) é consequência dos Lemas A.11 e A.12.

Agora, o caso r = p∗−1 é mais delicado, visto que não podemos aplicar

os lemas acima citados para obter as estimativas L∞, bem como as estimativas

C1,γ. Procedendo do mesmo modo que Garcia e Peral [46], obtemos o seguinte

resultado a respeito das estimativas L∞ das soluções fracas do problema (A.39):

Lema A.13 Suponhamos que as condições (Hexp) e (Hf ) sejam satisfeitas e

que u ∈ D1,p(RN) é uma solução fraca não negativa do problema (A.39). Então

u ∈ L∞loc(RN\{0}).

Demonstração: Seja O um domı́nio suave limitado qualquer de RN tal

que O ⊂ RN\{0}. Seja ainda β > 1 de modo que βp < p∗. Durante esta

demonstração denotaremos por C uma constante positiva que pode mudar de

valor um número finito de vezes. Consideremos para cada l > 0 as funções

F, G : [0,∞)→ R tal que

F (t) =

 tβ, se t ∈ [0, l],

βlβ−1(t− l) + lβ, se t ∈ (l,∞),

G(t) =

 t(β−1)p+1, se t ∈ [0, l],

β((β + 1)p+ 1)l(β−1)p(t− l) + l(β−1)p+1, se t ∈ (l,∞),

Facilmente prova-se que F e G são funções Lipschitz e ainda
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i) G(t) ≤ tG′(t).

ii) Existe uma constante C > 0, independente de l, onde [F ′(t)]p ≤ CG′(t).

iii) tp−1G(t) ≤ C[F (t)]p, para alguma constante C > 0, independente de l.

iv) Se u ∈ W 1,p(O) então F (u), G(u) ∈ W 1,p(O), desde que F e G são

funções Lipschitz.

Consideremos uma função teste ξ = χpG(u) ∈ W 1,p
0 (O), onde χ ∈

C∞c (O) é uma função não negativa qualquer. Então pela definição de solução

fraca de (A.39), temos que∫
O
|∇u|p−2∇u∇(χpG(u)) dx =

∫
O
B(x, u)χpG(u) dx.

Pela regra do produto aplicada ao primeiro membro da igualdade

acima e o item i) obtemos∫
O
|∇u|pχpG′(u) dx

≤ −p
∫
O
χp−1|∇u|p−2∇u∇χG(u) dx+

∫
O
B(x, u)χpG(u) dx

≤ p

∫
O
χp−1|∇u|p−1|∇χ|[G(u)]

1
p [G(u)]

p−1
p dx+

∫
O
B(x, u)χpG(u) dx

≤ p

∫
O
χp−1|∇u|p−1|∇χ|[up−1G(u)]

1
p [G′(u)]

p−1
p dx+

∫
O
B(x, u)χpG(u) dx

≤ ε

∫
O
|∇u|pχpG′(u) dx+ C

∫
O
|∇χ|p(up−1G(u)) dx+

∫
O
B(x, u)χpG(u) dx,

onde a última relação segue da relação (A.3). Segue pela condição (Hf ) que

existe C > 0 de modo que

B(x, u) = λf(x)uq−1 + up
∗−1 ≤ C(1 + up

∗−1), (A.40)

para todo x ∈ O. Tomando ε ∈ (0, 1) qualquer, pelas desigualdades acima a
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desigualdade de Hölder e os items ii) e iii) temos que∫
O
|χF ′(u)∇u|p dx

≤ C

∫
O
|∇u|pχpG′(u) dx

≤ C

∫
O
|∇χ|p(up−1G(u)) dx+ C

∫
O
B(x, u)χpG(u) dx,

≤ C

∫
O
|∇χ|p(up−1G(u)) dx+ C

∫
O
up
∗−1χpG(u) dx+ C|supp(χ)|

≤ C

∫
O
|∇χ|p[F (u)]p dx+ C

∫
O
χpup

∗−p[F (u)]p dx+ C|supp(χ)|.

Pelas imersões de Sobolev, já que χF (u) ∈ W 1,p
0 (O), e a última de-

sigualdade, temos que existe C̃ > 0, que depende apenas de χ e β, tal que(∫
O
χp
∗
[F (u)]p

∗
dx

) p
p∗

≤ C

∫
O
|∇(χF (u))|p dx

≤ C

∫
O
|χF ′(u)∇u|p dx+ C

∫
O
|∇χ|p[F (u)]p dx

≤ C̃

∫
O
|∇χ|p[F (u)]p dx+ C̃

∫
O
χpup

∗−p[F (u)]p dx+ C̃|supp(χ)|.

Fixemos x0 ∈ O qualquer e escolhemos χ ∈ C∞c (O) de modo que

supp(χ) = B(x0, R), com χ ≡ 1 em B(x0,
R
2

), onde R > 0 escolhido de forma

a satisfazer

‖u‖p
∗−p
Lp∗ (B(x0,R))

≤ 1

2C̃
.

Então pela desigualdade de Hölder, temos que

C̃

∫
O
χpup

∗−p[F (u)]p dx ≤ C̃

(∫
O
χp
∗
[F (u)]p

∗
dx

) p
p∗
(∫

B(x0,R)

up
∗
dx

) p∗−p
p∗

≤ 1

2

(∫
O
χp
∗
[F (u)]p

∗
dx

) p
p∗

.

Portanto temos que

1

2

(∫
O
χp
∗
[F (u)]p

∗
dx

) p
p∗

≤ C̃

∫
O
|∇χ|p[F (u)]p dx+ C̃|supp(χ)|.

Fazendo l→∞, temos que

1

2

(∫
O
χp
∗
uβp

∗
dx

) p
p∗

≤ C̃(χ, β)

∫
O
|∇χ|puβp dx+ C̃(χ, β)|supp(χ)|.
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Pelo fato que βp < p∗ e sendo x0 ∈ O e χ ∈ C∞c (O) quaisquer, segue pela

relação acima que u ∈ Lβp
∗

loc (O). Considerando O′ um domı́nio suave e limitado

tal que O ⊂ O′ e O′ ⊂ RN\{0}, do mesmo modo conclúımos que u ∈ Lβp
∗

loc (O′),

donde segue que u ∈ Lβp∗(O).

Pelo fato da função u ser uma solução do problema (A.39), temos que

u é uma solução da equação

∆pu = d(x)up−1 + f(x), em O,

onde

d(x) =

 0, se u < 1,

B(x,u)
up−1 , se u ≥ 1,

e

f(x) =

 0, se u > 1,

B(x, u), se u ≤ 1.

Segue da relação (A.40) que f ∈ L∞(O). Se mostrarmos que d ∈ Ls(O) para

algum s > N
p

, obtemos então pelo Lema A.11 que u ∈ L∞(O).

Afirmamos que d ∈ Lβ
N
p (O). De fato, como u ∈ Lβp∗(O), por O ser

limitado e pela relação (A.40) temos que∫
O

[d(x)]β
N
p dx =

∫
O∩{u≥1}

[d(x)]β
N
p dx

≤ C

∫
O∩{u≥1}

[
1 + up

∗−1

up−1

]βN
p

dx

≤ C|O|+ C

∫
O

[
up
∗−p]βNp dx

= C|O|+ C‖u‖βp
∗

Lβp∗ (O)
<∞.

Portanto u ∈ L∞(O), e pelo fato de O ser qualquer, temos que o resultado

está demonstrado. �
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[22] H. Brézis e L. Nirenberg, A minimization problem with critical expo-

nent e nonzero data, in “Symmetry in Nature”, Scuola Norm. Sup.

Pisa (1989) 129-140.
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[30] J. Chabrowski e J.M.B. do Ó, On semilinear elliptic equations invol-

ving concave and convex nonlinearities, Math. Nachr. 233/234 (2002)

55-76.

[31] K.J. Chen, K.C. Chen e H.C. Wang, Symmetry of positive solutions

of semilinear elliptic equations in infinite strip domains, J. Differential

Equations 148 (1998) 1-8.

[32] L. Damascelli, M. Grossi e F. Pacella, Qualitative properties of

positive solutions of semilinear elliptic equations in symmetric do-

mains via the maximum principle, Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non

Linéaire 16 (1999) 631-652.

[33] D.G de Figueiredo, Lectures on the Ekeland variational principle with

applications ad detours, Springer-Verlag, Heidelberg 1989.

[34] D.G de Figueiredo, Nonlinear elliptic systems, An. Acad. Brasil.
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nimizers e global multiplicity for some quasilinear elliptic equations,

Commun. Contemp. Math. 2 (2000) 385-404.

[46] J. Garcia e I. Peral, Some results about the existence of a second po-

sitive solution in a quasilinear critical problem, Indiana Univ. Math.

J. 43 (1994) 941-957.
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[58] J.C.N. Pádua, E.A.B. Silva e S.H.M. Soares, Positive solutions of

critical semilinear problems involving a sublinear term at the origin,

Indiana Univ. Math. J. 55 (2006) 1091-1111.
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