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Resumo

Apresentaremos neste trabalho um resultado sobre preservacao de
minimalidade local via I'-convergeéncia e utilizaremos tal resultado para de-
monstrar a nao existéncia de padroes (ou minimos locais, se considerarmos a
abordagem do Célculo Variacional) para algumas equagoes parabdlicas semili-
neares, com diferentes condigoes de fronteira e diferentes condicoes de difu-
sibilidade em diferentes dominios. A preservacao da minimalidade local serd
utilizada para que o problema de demonstrar a inexisténcia de minimos locais
de uma familia a um pardmetro de funcionais (problema original) possa ser
reduzido ao problema de demonstrar a inexisténcia de minimos locais do I'-
limite de tal familia. Utilizar esta relacao entre inexisténcia de minimos locais
é viavel sempre que o problema de inexisténcia de minimos locais do I'-limite
for um problema mais simples que o problema original. Nos casos tratados
aqui, os I'-limites serao funcionais do tipo area ou perimetro, e para estes fun-
cionais limite, o problema de demonstrar a inexisténcia de minimos locais é

mais simples que o problema original.



Abstract

In this work we present some results on preservation of local mini-
mizers under I'-convergence and applications to nonexistence of nonconstant
stationary solutions and of local minimizers when only variational approach
is taken on. The local minimizer preservation will be used to transform the
problem of local minimizers nonexistence of a one-parameter family of func-
tionals (original problem) into a problem of local minimizers nonexistence of
the I'-limit of this family. The use of this local minimizers relation is viable
when the problem of local minimizers nonexistence of the I'-limit is an eas-
ier problem than the original. In the cases presented here, the I'-limits will
be area or perimeter functionals, and for this functionals, the local minimizers

nonexistence problems are somehow easier to approach than the original ones.
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Introducao

No estudo da teoria qualitativa de equagoes diferenciais parciais para-
bolicas semilineares, no ambito das quais se inserem as equacoes de reagao e di-
fusdo, a questao de existéncia de solugoes estaciondrias (também denominadas
de solugoes de equilibrio ou simplesmente equilibrios) estdveis nao constantes
tem um papel relevante. Isto ocorre devido ao fato do funcional de energia
de tais problemas ser em geral do tipo gradiente, e como tal, as solucoes do
problema se aproximam, com a evolugao do tempo, das solucoes estacionarias.
Portanto, eventualmente a dinamica do sistema sera ditada pelo ntimero de
solucoes de equilibrio e suas propriedades de estabilidade.

Nesta linha de pesquisa, evidentemente de igual importancia, é a in-
vestigagao da situacao oposta. Isto é, demonstrar a inexisténcia de solugoes
de equilibrio estdaveis nao constantes, também conhecidas como padroes, para
certas familias de equacoes de reacao e difusao a um parametro, que aparecem
mais frequentemente nas aplicagoes.

Em certos problemas variacionais, em particular no caso de demons-
trar a inexisténcia de minimos locais de uma familia de funcionais de energia a
um parametro, a abordagem é facilitada estudando-se o limite (em um sentido
apropriado) desta familia. Para que isso seja 1til, é necessirio que a mini-
malidade seja preservada pelo processo de limite, e que o limite da familia de
funcionais seja um problema mais simples de ser abordado que o original.

Neste trabalho, estudaremos o limite dos funcionais via teoria da
['—convergencia, pois utilizando a caracteristica da preservagao, sob hipote-
ses adequadas, de minimos locais sob o processo de I'-limite, reduziremos o
problema de demonstrar a inexisténcia de solugoes estaciondrias estdveis nao
constantes para uma familia a um parametro de equacoes diferenciais para-
bolicas semilineares ao problema geométrico de demonstrar a inexisténcia de
minimos locais para um funcional limite conhecido como funcional area ou fun-

cional perimetro, dependendo do dominio. Estes funcionais limite encontrados



admitem como minimos locais fungoes que assumem apenas dois valores no
dominio {2, isto é, fungoes do tipo u = axa + Bxa\a, sendo a e (3 constantes.

No artigo [9], Gianni Dal Maso e Luciano Modica apresentaram o
seguinte resultado de preservacao de minimos locais no processo de I'-Limite:
“Dada uma familia a um parametro de funcionais, se cada funcional da familia
possuir um minimo local (em um certo sentido) e se as fungoes que sao os
minimos locais da familia convergem para uma funcao limite entao essa funcao
limite é um minimo local do funcional dado pelo I'—limite da familia”.

A limitacao desse resultado estd no fato que a definicdo de minimo
local adotada em [9] s6 vale para perturbagdes com suporte compacto, e neste
caso, a geometria do dominio nao tem contribuicao para a existéncia
ou nao de minimos locais. Esse resultado nao é interessante para alguns
problemas em que a geometria do dominio esta diretamente relacionada com
a existéncia ou nao de minimos locais.

Iremos apresentar um resultado sobre a preservacao de minimos locais
no processo de I'-Limite no qual a definicao de minimos locais utilizada admite
também perturbacoes sem suporte compacto. Com tal resultado, além de
simplificar o problema de inexisténcia de minimos locais nao constantes para
certas familias de funcionais, poderemos considerar perturbagoes que nao ne-
cessariamente tenham suporte compacto para resolver o problema limite que
serd essencialmente geométrico (minimizar drea ou perimetro em hiperficies ou
dominios de dimensao n).

A limitacao do nosso resultado é que com tal definicao de minimos
locais nao conseguimos tratar o caso em que a familia de minimos locais dos
funcionais originais converge para uma funcao constante, mas eliminamos o
caso em que a familia de minimos locais dos funcionais originais desenvolve
camada interna de transicao.

Para demonstrar a inexisténcia de minimos locais nao constantes para

os funcionais dados pelos I'-limites das familias serao necessarios resultados de



Célculo Variacional e Geometria Diferencial. Alguns destes resultados tiveram
que ser generalizados para servirem ao proposito do trabalho. Quando tratar-
mos da questao da existéncia de minimos locais para os funcionais-limite (drea
ou perimetro), veremos que a geometria do dominio serd determinante na
questao da inexisténcia de minimos locais nao constantes para tais funcionais.

Utilizando a relacao entre inexisténcia de minimos locais do
funcional energia e inexisténcia de solugoes estacionarias estaveis
da equacao parabdlica, apresentaremos resultados parciais que, sob
certas condicoes, garantem a inexisténcia de determinadas solugoes
estacionarias estaveis nao constantes para algumas equacgoes dife-
renciais parabdlicas semilineares.

Todos os problemas abordados serao resolvidos utilizando a técnica
citada, a qual seja, estudando o problema limite para obter informacoes do
problema original. Nos trés primeiros consideramos dominios estritamente
convexos e uma definicao de minimo que permite perturbagoes sem suporte
compacto. Como a técnica utilizada para resolver estes trés problemas é a
mesma, optamos por apresenta-los e resolve-los por partes, ou seja, cada passo
da nossa estratégia para solucao dos problemas sera feito para os Problemas
1,2e3.

O quarto problema, que sera apresentado no final do trabalho, é uma
variagao do Problema 2, sendo que a diferenga principal é que utilizaremos
uma definigdo de minimos locais (a mesma adotada em [9]) que admite apenas
perturbacgoes com suporte compacto em 2. Neste caso a geometria do dominio
nao terd influéncia em nosso resultado. Além disso, com tal definigao de mini-
mos locais, podemos utilizar o resultado de preservagao de minimalidade local
no processo de I'—limite apresentado em [9], a que nos referimos anteriormente.

Outro ponto importante deste quarto problema é que utilizando a
mesma definigado de minimos locais considerada em [9], poderemos obter algu-

mas estimativas que permitem calcular a densidade de um ponto (da camada



10

interna de transigao) em um conjunto (a ser escolhido apropriadamente). Tais
estimativas foram apresentadas por Luis A. Caffarelli e Antonio Cérdoba no
trabalho [5]. Elas nos permitirao (caso o fecho da camada interna de tran-
si¢ao nao intersecte a fronteira do dominio) tratar o caso em que os minimos
locais da familia original de funcionais nao desenvolvem camada interna de
transicao, que nao conseguimos resolver com a definicao de minimos locais an-
terior. Por outro lado, esta nova definicao de minimo local nao nos permitira
tratar o caso em que o fecho da camada interna de transicao intersecta a fron-
teira do dominio, pois neste caso o funcional limite admitird minimos locais
nao constantes.

A seguir damos uma breve apresentacao da tese por capitulos. No
Capitulo 1 apresentaremos, como preliminares, um resultado que relaciona a
existencia de solugoes estaciondrias estaveis da equacao com a existéncia de
minimos locais do funcional energia associado. Também no Capitulo 1, enun-
ciamos alguns resultados classicos que serao utilizados no decorrer do trabalho.
Em seguida, no Capitulo 2, apresentaremos os trés primeiros problemas da tese
e os resultados que obtivemos. No Capitulo 3, encontram-se os I'—limites dos
funcionais associados a cada um dos problemas, incluindo uma generalizacao
para dominios dados por hiperficies de um I'—limite que era conhecido em
dominios abertos do R™. Esta generalizacao foi feita para calcular o I'—limite
da familia de funcionais que serd apresentada no Problema 1. Para conseguir
tal generalizacao foi necessaria uma formulacao da teoria das Fungoes de Vari-
acao Limitada em hiperficies, que optamos por apresentar no Apéndice A.

No Capitulo 4, apresentaremos nosso resultado de preservagao de mi-
nimalidade local no processo de I'—limite. Os resultados apresentados no Capi-
tulo 5 tratam a questao da inexisténcia de minimos locais para os funcionais
limite dos Problemas 1, 2 e 3; tais resultados foram obtidos adaptando e/ou
generalizando resultados ja existentes do Célculo Variacional e da Geometria

Diferencial. As demonstracoes dos resultados propostos no Capitulo 2 sao
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feitas no Capitulo 6, quando utilizaremos cada um dos capitulos anteriores
para demonstrar os trés primeiros resultados principais da tese. Faremos al-
gumas consideragoes sobre casos mais gerais dos trés resultados no Capitulo
7, onde citamos o que é necessario para podermos considerar dominios de di-
mensoes maiores em nossos resultados.

No Capitulo 8 trataremos de um quarto problema, utilizando as técni-
cas dos problemas anteriores, mas como dito antes, o resultado de preservacao
de minimalidade local no processo de I'—convergencia utilizado sera o mesmo
do trabalho [9]. Poderemos também utilizar o resultado presente em [5] que
fornece as estimativas de densidade para os minimos locais da familia de fun-
cionais considerada neste problema. Optamos por detalhar a demonstracao

deste resultado, pois em [5] ela é feita de forma muito concisa.
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1 Preliminares

1.1 Estabilidade versus minimalidade local

Antes de apresentar nossos resultados sobre inexisténcia de solugoes
estaciondarias estaveis e nao constantes, apresentaremos alguns resultados que
relacionam minimalidade local e estabilidade.

Neste texto, chamaremos de dominio €2 C R™ um conjunto aberto,
suave, conexo e limitado. A menos que seja dito o contrario, todos os dominios
considerados neste trabalho devem satisfazer a definicao acima. Por suave,
queremos dizer que a fronteira deve ser pelo menos de classe C!.

Consideremos a seguinte equacao de reacao e difusao com difusibili-

dade variavel

% — 2div(a?(x)Vu) — f(u) em Q x RT

ot
u(0,x) = ug(x) em 2 (1)
u(z,t) =0 em 00 x RT.

sendo f : R — R uma funcio de classe C', a : Q — R uma funcio de classe
C? estritamente positiva,  C R® um dominio e ¢ um parametro real positivo.

Diremos que uma solugao do problema (1) é uma solugao estaciondria
se u nao depender de t. As solugoes estaciondrias (ou de equilibrio) de (1) sao

solugoes do problema eliptico associado

e2div(a®Vu) = f(u) em 0
u(z) =0 em OS2,

que tem como funcional energia
€ 4 5 1
H.(u) = —a’|Vul* + -W(u)| dz (3)
Ql2 €
sendo W : R — R dada por W (t) = f(f f(s) ds.

Defini¢ao 1.1 Seja v uma solugdo estaciondria de (1). Dizemos que v €

solugao estaciondria estdvel sequndo Lyapunov de (1) se dado v > 0, existe



13

8 > 0 tal que para toda fungio © € H' satisfazendo |0 — v||g < § existe uma
solugdo u(t,z), t > 0 de (1) tal que u(0,x) = v(x) e ||u(t,z) — v(z)||m < 7,
vt > 0.

E conhecido que para o problema (1), tanto com condigao de fronteira
de Neumann quanto de Dirichlet, que os minimos locais de (3) sao solugoes
estaciondrias estaveis segundo Lyapunov de (1) (veja [21]). O que faremos
a seguir, ¢ buscar condigoes em que a inexisténcia de minimos locais de (3)
implica na inexisténcia de solugoes estaciondrias estdveis da equagao (1). A
resposta que encontramos para esta situacao sera apresentada no final desta

segao (Corolério 1.10).

Definicao 1.2 Dizemos que uma funcao W : R — R de classe C? € do tipo

“poco duplo” com raizes o e 3 se W satisfaz as condicoes:
i)  Wix)>0;
it) W(x)=0<ze{a,p};
iii) |s| — 0o = W(s) — o0;
iv) W'a)>0eW"(3)>0.
Observacao 1.3 A derivada de uma funcao W do tipo “poco duplo” satisfaz

a condi¢ao de drea fa’g W'(x)dz = 0.

Uma outra hipdtese que assumiremos sobre W, que serd necessaria
para controlar o crescimento da funcao, é que existem constantes estritamente

positivas ¢y, ¢o, So > 1 e um nimero p > 2 tais que
calslP < W(s) < eols|P, V|s| > so > 1. (5)

Exemplo 1.4 A fungio W(z) = (z — a)*(x — 38)? satisfaz as condigoes (4) e

(5)-
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Figura 1: Fungao do tipo pogo duplo W (z) = (1 — z?)%

Proposicao 1.5 Consideremos a familia de funcionais H. definida em (3),
W satisfazendo (4) e (5) e a : Q — R uma funcdio de classe C? estritamente
positiva. Seja u., € > 0, uma familia de fungoes tal que H.(u.) < K <
00,Ve > 0, para algum K > 0 (independente de ). Entao existem uma

subsequéncia {u.,}, wm subconjunto A C Q e ug = axa+Bxa\a € BV (Q) tais

que u., — ug em L'(Q2) quando e; — 0.

Demonstracao: A demonstracao sera feita seguindo os passos da demons-

tracdo da Proposigao 3 apresentada em [29]. Consideremos a fungao ¢(s)

Jo /W (t)dt. Segue de (4) que ¢ é continua e estritamente crescente em

R. Logo, sabemos que ¢! existe e é uniformemente continua em R, pois

—1y/ 1
(6 (60) = A= _
Seja m = inf{a(z);z € Q} > 0. Utilizando a desigualdade de Cauchy

temos que

S| Viel < 190 + W () < S|Vt + ——W (),
c =2 c 2ea? =2 c 2me c

Entao existe M = M(m) > 0 tal que

/Q V(¢ ou)|de = /Q VW (u)|Vue|de < M H(u.)
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/ IVé(us)| < MH.(u.) < MK, Ve > 0. (6)
Q

Além disso, temos de (5) que

Vals|? < ¢'(s) < /aalsl®, ¥ |s| > so,

e consequentemente,

[ < [ [ / w) st]

<L [ L

0

P

<ecz+ 04/ (uc)2™
QN{|ue|>s0}

<3+ 04/ (ue)?
QN{|ue|>s0}

§@+%/i W (u)
QN{|ue|>s0}

<c3+ %5Ha(ua)

<3+ ek
sendo c3 e ¢4 constantes positivas que dependem de sg, €2, W e p.
Logo, temos de (6) e (7) que {¢p(uc)}ocec1 é uma sequéncia limitada
em BV(Q) e portanto, admite subsequéncia convergente em L'(), isto é,
existe vy € L'(€2) e uma subsequéncia {¢(u.,)} tais que ¢(ue,) — vo em L'(12)
quando £; — 0.
Tomando ug = ¢~ *(vg) e utilizando o fato de ¢~! ser uniformemente

continua, temos que u., — uy pois

[ue, — uoll < (67" (d(us,)) — ¢~ (o)l < Cllg(ue,) — wvol| — 0.

Vamos provar que ugp ¢ uma funcao de “duas fases” Como W é de
classe C?, temos que existe uma subsequéncia de {u.,}, que para simplificar
a notagao, denotaremos também por {u.} tal que W(u.,) — W(ug) q.t.p.

quando j — oo. Segue disto, do Lema de Fatou e da limitagao de H., (u.;) que
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/ W (up) < lim inf/ W (u,) < liminfe; H. (u.,) = 0.
Q Q

Jj—o0 Jj—o0

Entao, W(ug(z)) = 0 q.t.p. e consequentemente uy(z) deve assumir os valores

a ou f q.t.p. em €. Basta entdo tomar A = {z € Q; ug(z) =a}. B

Proposigao 1.6 Considere o funcional D : H'(Q) — R definido por
D) = [ (V6 + afa)¢)da

sendo a € L*®(Q)) uma funcgao tal que / a(x) dz > 0.
Q
Entao existe v > 0 tal que

D(p) > 'YHQDH%U(Q)a Vo € H'(Q)
desde que ||a||z~ seja suficientemente pequena.
Demonstragao: Veja Proposi¢ao 4.1 em [4].

Corolério 1.7 Consideremos H. dado por (3), a € C? estritamente posi-
tiva em Q, W um potencial satisfazendo (4) e u., € > 0, uma familia de
fungoes tal que a < u(z) < B, Yo € Q e u. converge em L'(Q) para uma
fungao ug = axa + Bxa\a, com A C Q mensurdvel. Entdo existem g5 > 0,
uma subsequéncia {u.,} e uma sequéncia de constantes estritamente positivas
K., €5 < &g tais que

d2

— | H.
dt?|{,_,

(uey + 19) > Ko ¢l ey, Voo € H'(), Ve, <20 (8)

J
desde que m = inf,cq{a*(x)} > 0.
Demonstragao: Como u. — ug em L'(Q), existe uma subsequéncia {u.,}

de {u.} tal que u., — ug q.t.p. em €, e sendo W” continua, temos que

W"(ue,;) — W"(up) q.t.p. em Q. Além disso, segue da expressao de uy que
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W (uop) = W (a)xa + W (5)xa\a. Como existe C' = max{W"(t); t € [, 3]}

podemos utilizar o Teorema da Convergencia Dominada para concluir que
/ W u.,) — / W () = W"(@)LM(A) + W (B)LM(Q\A) > RL™(Q)
Q Q

sendo R = min{W"(«), W"(3)} > 0 e L™ a medida de Lebesgue n-dimensional.

Logo, existe £, > 0 tal que
" R n
/W (Ugj) > EE (Q) > 0, VE]‘ <é&1.
Q

Existe g2 > 0 tal que ¢;C ¢é suficientemente pequeno para €; < €9, €
1 ’ .
consequentemente, ||e;W”(ue, )|z~ é suficientemente pequena, para todo ¢; <
9.

Tomando entao £y = min{eq, 5}, temos que o funcional

.. (p) = / Vgl? + &, W (ue, )

satisfaz as hipéteses da Proposicao 1.6, para todo €; < gp. Assim, existe

{7(g;) > 0} tal que
A () > v(en)llelling, Ve € H' (), Ve; < eo.
Entéo, dada ¢ € H'(Q2) temos

2 1
Ccll? o H. (u., +lp) = /Q {5ja2\V<p|2 + ;W”(usj)g}?]

J

1

>eim Vol* +
- =J /Q| (00| (51)2

/ e;W" (ue,)¢?
Q

=z Cjﬂ/(gj)HSDH%[l(Q)a Vej < €.
sendo C; = min{mgj, (Ej%}

Tomando K., = Cjy(e;) segue o resultado. B

Teorema 1.8 Seja 2 C R™ um dominio com fronteira Lipschitz tal que 0S) =

0 U0y U Z, sendo §21, 29 subconjuntos disjuntos e abertos em §2 e Z um
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congunto tal que H"1(Z) = 0. Consideremos o funcional I : F — R definido

por

1
I(u) :/ (_|vu\2+F(x,u)> dz,
o \ 2
F = {u € HY(Q);I(u) estd bem definido} e F € C*(Q x RY;R) uma fungdo

tal que existe uma constante C' > 0 satisfazendo
F(x,u) > —C(1+ |ulP), Vo € Q, Yu € RY. (9)

2
sendo 1 < p < =5 quandon >3 e 1 < p < oo quando n < 2.
Se ug € FNL>®(Q) € uma fungao tal que:
i)
d

| Two+tp) =0,Vp e HY(Q); ¢lag, = 0;

t=0

ii) existe v > 0 tal que
d2

o3| Awtip) > V]lel?, Ve € H'(Q); ¢loa, = 0.

t=0

Entao ug é um minimo local de I, no conjunto A, ,(0) = {u € F;(u —

uo)|oq, = 0} munido da norma de H ().
Demonstragao: Veja Proposi¢ao 2.2 em [31].

Teorema 1.9 Seja H., ¢ > 0, a familia de funcionais definida por (3) sendo
W : R — R um potencial satisfazendo (4) e (5) e a : @ — R uma fungdo de
classe C? estritamente positiva. Suponhamos que:
o u. ¢ uma familia de func¢oes em HL(Q) tal que a < u.(x) < 3, Vz € Q;
e cada u. € ponto critico do respectivo funcional H.;
e cxiste K > 0 tal que H.(u.) < K, Ve > 0.

Entao existe uma subsequéncia {u.,} de minimos locais em H}(Q) dos
respectivos funcionais H. . Além disso, existe uma fungdo ug = axa + Bxo\a

tal que u., — ug em L'(S2).

Demonstragao: Segue da Proposicdo 1.5 que existe uma subsequéncia {u.,}

e uma funcao ug = axa + Bxa\4 tais que u.; — ug em LY(2). O Corolério 1.7
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garante a existéncia de uma subsequéncia de {u.,}, que denotaremos também
por {u.,} tal que a desigualdade (8) ¢ satisfeita para todo ¢; < g9. O Teorema
1.8 garante que cada u., ¢ um minimo local do respectivo funcional H., no
espaco .Augj (9€) munido da topologia do espaco H'(2). Assim, u., é também
um minimo local de H., no espaco H;(Q) munido da topologia do espago
H'(9), pois neste caso, Hy() C Ay, (0), Ve; < go. B

O seguinte corolério serd utilizado na demonstracao do resultado prin-

cipal de um dos problemas desta tese.

Corolario 1.10 Considerando €2, u., a e W como nas hipoteses do Teorema
anterior com a < 0 < [3, se nao existir uma subsequéncia convergente em
LY(Q) {ue,} de minimos locais em Hy () para a familia de funcionais H.,,
entao nao eriste uma familia u., € > 0, de solucoes estaciondrias estdveis
(sequndo Lyapunov) que muda de sinal do problema (1) tal que H.(u.) <
K, Ye >0 (K > 0 independente de €).

Demonstragao: Segue do Teorema 1.9 que caso nao exista uma subsequéncia
convergente de minimos locais nao existira uma familia u., £ > 0, de pontos
criticos dos respectivos funcionais H. tal que H.(u.) < K, Ve > 0, sendo
K > 0 uma constante. Consequentemente, nao existem solugoes estacionarias

estaveis tais que H.(u.) < K, Ve > 0.

1.2 Resultados classicos utilizados

Enunciaremos agora alguns resultados classicos utilizados neste tra-

balho.

Teorema 1.11 (Teorema da Divergéncia) Seja M wuma subvariedade n-
dimensional de classe C" de R"*, k>0, r > 2. Se M ¢é uma subvariedade
compacta de classe C* com bordo e X € C' € tal que X (y) € T,M,Yy € M,
entao

/ div(X) dH" = — | X dH"!
M

oM
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sendo n o vetor unitdrio co-normal exterior a OM, isto é, |n| =1, n € normal
a OM e tangente a M.

Caso a hipotese X (y) € T,M ndo seja satisfeita vale a igualdade

/ divy XdH" = — X - HdH" — X . ndHn_l
M M oM

sendo H(y) o vetor curvatura média de M no ponto y.

Além disso vale a igualdade
divyy X*+(z) = =X (x) - H(x),Yr € M (10)
sendo X+ (x) a componente do campo vetorial X (z) ortogonal a T, M.
Demonstracao: Veja paginas 43 e 46 em [28].

Teorema 1.12 (Rellich-Kondrachov) Seja M™ uma Variedade Riemmani-
ana compacta de dimensdo n com fronteira de classe C'. Entdo, a imersao

HI(M™) C LP(M™) € compacta se 1 > % > % - £>0.
Demonstracao: Veja Teorema 2.34 em [3].

Teorema 1.13 (Desigualdade de Sobolev) Sel < p < n eziste uma cons-

tante finita K tal que

101l 22, < K[V 9|1», Vo € CZ(R™)

n—p —
Demonstracao: Veja pagina 103 em [1].

Teorema 1.14 (Férmula da Co-area) Seja M uma subvariedade C de di-

mensao n de R"*, entdo se g é uma funcdo nao negativa H"-mensurdvel em

M e f:M—RYN €de classe C*, vale

[ ungaw = [ < /f Y dH“N) a1 (y)

Demonstragao: Veja pagina 56 em [28].
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Definicao 1.15 Seja M uma variedade Riemanniana P C M wma subva-

riedade. Denotemos por v o campo normal de P em M dado por
v={(p,v);p € Pve (T,P)}

sendo (T,P)* o complemento ortogonal de T,P em T,M. Note que v é um

campo vetorial sobre P.

Definicao 1.16 A exponencial no campo normal v € definida por

exp, : v o — M

(p,v) = expy(v)

sendo exp, : T,M — M a funcao exponencial da variedade M no ponto p.

Observagao 1.17 A funcado exp, pode ser definida apenas em uma vizinhanca
da secao (p,0) de v, que denotaremos vy, o) := {(p,0);p € P}. Vamos identi-

ficar P com v, ), sendo assim P pode ser visto como subvariedade de v.

Lema 1.18 Seja P uma subvariedade de uma variedade Riemanniana M. En-
tao exp, : v — M leva uma vizinhanca de P C v difeomorficamente em uma

vizinhanca de P C M.
Demonstragao: Veja Lema 2.3 em [17].

Definigao 1.19 Definimos O, C v como a maior vizinhanc¢a da segao (p,0)

de v tal que exp, : O, — exp(O,) é um difeomorfismo (Veja Lema 1.18).

Teorema 1.20 Sejam P uma subvariedade de uma Variedade Riemanniana

M em € M. Entao em exp,(O,) \ P vale ||Vd|| = 1, sendo d = dist(m, P)
Demonstragao: Veja Lemas 2.7, 2.8 e 2.11 em [17]:.

Definicao 1.21 Seja M uma variedade e E C M um subconjunto com fron-

teira de classe C' a funcdo distancia com sinal d : M — R ¢ definida por
— d(z,0F),z € £

d(x) =
—d(z,0F),x ¢ F
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Lema 1.22 Dador > 0 seja I, = {x € M;|d(z)| < r}, entdo existe s > 0 tal

que T's C exp,(Osg) sendo Opp dado pela Definigao 1.19.

Demonstragao: Suponhamos por contradi¢ao que para todo s > 0, existe
zs € T's tal que x5 ¢ exp,(Oyg) e consideremos a sequéncia {z,} ey tal que
Ty € F% e x, ¢ exp,(OyE).
Sabemos que OF e (exp,(Osr))¢ sao conjuntos fechados e satisfazem
(exp,(Ogg))c N OE = (; logo, existe r > 0 tal que dist((exp,(Osg))¢, 0FE) =r
1

e tomando ng tal que ne < T temos que xp, € (exp,(OyE))¢ gerando uma

contradigao com o fato de que dist(zy,,,0F) <r. B

Lema 1.23 Seja I's como no Lema anterior. Entdo dado x € T'\\OFE temos

que |Vd(z)] =1

Demonstracgao: Segue do Teorema 1.20.
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2 Apresentacao dos problemas e resultados prin-
cipais

As equacoes diferenciais parciais parabdlicas semilineares, e em parti-
cular as equagoes de reacao e difusao aparecem em muitos modelos matemati-
cos que descrevem fenomenos fisicos, em varias dreas das ciéncias aplicadas.
Por isso, a questao da existéncia de solucoes de equilibrio estaveis para estas
equacoes tem sido intensivamente estudadas.

Apresentaremos agora alguns problemas, para os quais demonstrare-
mos a inexisténcia de solucoes estacionarias estaveis nao constantes ou inex-
isténcia de minimos locais (se considerarmos a caracterizagao variacional do
problema). Veremos no decorrer do trabalho que a geometria do dominio
serd de extrema importancia para o estudo destes problemas, assim como a
definicao de minimo local adotada. Obviamente, para podermos utilizar as
propriedades geométricas do dominio, necessitamos de uma nocao de minimo
local no espaco em que as fungoes testes nao tenham necessariamente suporte

compacto. Por isso, adotaremos a seguinte definicao:

Definigdo 2.1 Sejam (X, M,v) um espaco de medida e H : L'(X) — R um
funcional continuo. Dizemos que u € L*(X) é um minimo local de H em

LY(X) se existir & > 0 tal que
H(u) < H(w),Yw € L'(X);||u — w|p1x) < 0.
Neste caso, dizemos que 0 € o raio da vizinhanca onde u € minimo local de H .

Defini¢ao 2.2 Dado um espago de medida (X, M,v), consideremos uma fa-
milia de funcionais H. : L}(X) — R, ¢ > 0. Dizemos que u., £ >0, € uma
familia de minimos locais e-uniforme de H. se existe uma constante positiva r
(independente de €) tal que H.(u.) < H.(v), para todo € > 0 e toda v € L*(X)

satisfazendo [[u: — v[p1(x) < 7.
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Observacao 2.3 A familia H., £ > 0, possui uma familia de minimos locais
e—uniforme se, e somente se, existir uma familia de funcoes u., € >0, em
LY () e uma sequéncia de mimeros reais d., € > 0, tais que u. € minimo local

de H. com raio associado . (no sentido da Defini¢ao 2.1) e igg 0. > 0.

Definicao 2.4 Dizemos que uma familia de funcoes u., € > 0, tem energia
limitada em relagdo a familia de funcionais H. se existir K > 0 (independente
de ) tal que

H.(u.) < K, Ve > 0.

Definicao 2.5 Uma familia de funcgoes u., € > 0, desenvolve camada interna
de transi¢ao, quando existir um subconjunto A C Q prdprio (A # 0, A # Q) de
medida positiva, tal que u. converge em L'(Q) para a fun¢io u = axa+Bxa\a,

sendo o e 3 constantes reais distintas.

Definicao 2.6 Um conjunto 2 C R™ € estritamente convexo se
T,00NQ = {z},Vz € 09,

sendo T,082 o plano tangente a OS2 no ponto x.

Vamos agora apresentar os trés primeiros problemas que compoem

esta tese.

2.1 Problema 1: Inexisténcia de minimos locais em su-

perficies convexas

Nossa intencao neste primeiro problema, é generalizar resultados ja
conhecidos (citados posteriormente) em dominios n-dimensionais, sobre inex-
isténcia de minimos locais nao cosntantes para certos funcionais do tipo gradi-

ente, quando considerarmos dominios dados por superficies. Tal generalizacao
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consiste em determinar sob que condicoes nao existem minimos locais para o
seguinte funcional:

1 1
/ [§5|Vu|2 + gv1/1(u) dH™™' seu € HY(S)
S

E.(u) = (11)

00 se u € L'(S)\H'(9)

sendo:
e S uma superficie de classe O suave, compacta, estritamente convexa e sem
bordo;
e IV} : R — R um potencial de classe C* do tipo “poco duplo” (4) com raizes
a e (3 e que satisfaz a condigao (5).

Aqui, assim como no resto do trabalho, H* denota a medida de Haus-
dorff k-dimensional.

A questao da existéncia de minimos locais ndo constantes para fun-
cionais do tipo (11) foi bastante estudada em dominios abertos do R™, onde é
possivel relacionar a nao existéncia de tais minimos com a nao existéncia de
padroes para a equacgao parabdlica associada.

Considerando dominios dados por superficies, obtivemos o resultado
abaixo, que demonstra, sob certas condicoes, a inexisténcia de minimos locais

de FE. que desenvolvem camada interna de transicao.

Teorema 2.7 (Resultado principal do Problema 1) Sejam S C R? uma
superficie suave, compacta, sem bordo e estritamente convexa e Wi um poten-
cial real com raizes 0 e 1, satisfazendo (4) e (5). Seja u., € > 0, uma familia
de minimos locais para a familia de funcionais E. e suponhamos que:

i) ue, € > 0, seja e-uniforme (no sentido da Defini¢io 2.2)

i1) ue, € > 0, tenha energia limitada em relagdo a familia de funcionais E..

Entao u., quando ¢ — 0, nao desenvolve camada interna de transicao.

Para maior esclarecimento da evolucao deste problema, faremos agora

uma rapida descri¢ao dos trabalhos anteriores relativos ao assunto.
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Nos trabalhos pioneiros de R. G. Casten e C. J. Holland [6] e de
Hiroshi Matano [19], sao estabelecidas condigoes sobre a geometria do dominio

de forma que nao existam padroes para o problema

W= Au— f(u) emQxRF

u(0,z) = up(x)  em Q (12)
du =0 em 00 x R

sendo v o vetor normal exterior a 99, f € CYR) e Q@ C R™ um dominio
limitado com fronteira suave.

As solugoes de equilibrio de (12) sdo solugoes do problema eliptico

associado
Au= f(u) em €
f(w) )
g—:f =0 em 02,

que tem como funcional energia

Glu) = /Q B|Vu\2+F(u)] da (14)

sendo F': R — R dada por F(t) = f(f f(s) ds.

Em [6] e [19], foi provado que para o problema de existéncia de padroes
era possivel dar uma resposta de carater essencialmente geométrico, qual seja:

“Se 2 C R™ é um dominio convexo com fronteira suave e u € C3(Q) é
um equilibrio nao constante de (12) entao u é instével. ”

Tais trabalhos posteriormente deram ensejo a um grande ntmero de
publicagoes que demonstravam a inexisténcia de tais solugdes (ou de minimos
locais na interpretagao variacional do problema) em dominios convexos para
uma grande variedade de equagoes originarias de variados modelos fisicos.

Evidentemente, por razoes fisicas e geométricas, seria interessante e
desejavel estudar tais problemas em superficies e variedades.

Até onde sabemos, a tnica iniciativa neste sentido foi o trabalho [26],
onde o resultado obtido em [6] e [19] foi estendido para o caso em que €2 ¢ uma

superficie de revolucao em R3.
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A grande maioria, sendo todos os resultados sobre a inexisténcia de
solucoes estacionarias estdaveis nao constantes, quando se trata de dominios
limitados n—dimensionais foram demonstrados usando basicamente a mesma
idéia utilizada em [6] e [19]. E o trabalho [26], que traz um resultado para
superficies, nao foi excecao. Gracas ao fato da superficie ser de revolucgao,
os autores reduziram o problema original a um outro em um dominio unidi-
mensional. Isto possibilitou o uso das técnicas originais utilizadas em [6] e
[19].

No entanto ao se considerar como dominio uma hiperficie (superficie
de dimensao (n — 1) em R™) compacta sem bordo e estritamente convexa tais
técnicas nao fazem sentido e aparentemente, este problema ficou tanto tempo
sem solucao por falta de técnicas mais potentes para uma abordagem adequada.

Nossa contribuigao foi resolver este problema em dominios
mais gerais, ou seja, encontramos condigdes nas quais (11) nao ad-
mite familias de minimos locais nao constantes que desenvolvem ca-
mada interna de transicao, em dominios dados por superficies em R?
suaves, compactas, sem bordo e estritamente convexas.

Faremos isto introduzindo um parametro no problema e utilizando a
Teoria de I'-Convergéncia juntamente com resultados de Geometria Diferencial
e Calculo Variacional. A idéia basica foi utilizar a propriedade de preservacao
de minimos locais da teoria de I'-Convergéncia, para reduzir o problema de
inexisténcia de minimos locais nao constantes para a familia de funcionais ao
problema de mostrar a inexisténcia de minimos locais de um problema limite
que é essencialmente geométrico (cuja inexisténcia de minimos depende apenas
da geometria do dominio). Para tratar do problema limite foi necessdria uma

formulacao da Teoria de Funcoes de Variacao Limitada em superficies do R3.
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2.2 Problema 2: Inexisténcia de minimos locais para o

caso de difusibilidade variavel

O fenomeno de difusao nao linear de uma substancia cuja concentragao

’

é u(x,t) em um meio ndo homogéneo de difusibilidade a(.) pode ser modelado

pelo seguinte problema matematico:

% =2 div(a*Vu) — Wi(u) em Q x R

u(z,0) = ug(z) em © (1)
@ =0 em Of) x RT,

ov

cujas solugoes estacionarias sao os pontos criticos do funcional energia F; :

L'(Q) — R, € > 0, definido por

“ a2 > L u@)de se u !
pw = | LEEONUD+ W bde e i)
+00

se u € L'(Q)\HY(Q)
(16)

sendo:
e 2 C R™ um dominio estritamente convexo;
e W5 : R — R um potencial de classe C? satisfazendo as hipéteses (4) e (5),

com raizes a =0e = 1.

Defini¢ao 2.8 Seja v uma solugao estaciondria de (15). Dizemos que v €

solugdo estaciondria fracamente estdvel de (15) se

d
—| F(v+tp) =0, Ve € H(Q)
dt],_,
e
d2
F.(v+tlp) >0, Vp e H(Q)
at?|,_,

sendo F. o funcional energia (16).

Nesta secao daremos uma resposta parcial ao seguinte problema: Su-

ponha em (16) que Q2 seja estritamente convexo. Que condigoes geométricas
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a(x) deve satisfazer para que os tnicos minimos locais do funcional sejam
funcoes constantes?

Este problema que chamaremos Problema 2 pode ser considerado uma
generalizacao do problema abordado em [6] e [19]. Consideranto a # cte, este
problema foi estudado em dominios unidimensionais por E. Yanagida [34], M.
Chipot e J. K. Hale [7] e G. Fusco e J. K. Hale [14] que, considerando 2 = (0, 1),
demonstraram a inexisténcia de solucoes de equilibrio estaveis e nao constan-
tes quando a”(z) < 0 em Q. Em [34] foi mostrada também a existéncia de
equilibrios estaveis nao constantes quando a”(zg) > 0 para algum zo € (0, 1).
No trabalho [22], considerando termos nao-lineares especificos, A. S. do Nasci-
mento exibiu uma classe de funcoes difusibilidade para as quais o problema
(15) admite solugdes estaciondrias estaveis nao constantes, independente da
geometria do dominio.

Em 2005, considerando dominios convexos, C. H. Santos [27] estu-
dou alguns problemas relacionados, sistemas em dominios unidimensionais e
sistemas com estrutura anti-gradiente, caracterizando as funcgoes de difusibi-
lidade a estritamente positivas tais que todo equilibrio nao constante do pro-
blema (15) fosse instavel utilizando as mesmas técnicas apresentadas em [6]
e [19]. Entretanto, apesar de ter sido utilizada para obter outros resultados
no trabalho, esta técnica nao foi suficiente para encontrar uma classe mais
abrangente de funcoes difusibilidade a tais que os equilibrios nao constantes
do problema sejam ins- taveis. Com tais técnicas, a resposta encontrada por

Santos foi que a classe das funcoes a deveria satisfazer

Aa <0, em
%:0, em 02

ou seja, a deveria ser uma funcao constante, que é exatamente a situacao
considerada em [6] e [19].
A classe de fungoes difusibilidade considerada neste proble-

ma, sera a classe das funcgoes estritamente positivas, suaves e estri-
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tamente concavas, ou seja, a classe das funcoes a € C%((2) tais que

a(xr) > 0,Vz € Q
(17)
Hess(a(x)) é definida negativa
sendo Hess(a(z)) a matriz Hessiana de a(x).

Aplicando as mesmas técnicas do Problema 1 pudemos en-
contrar condigoes para que nao existam familias de solucoes esta-
ciondrias nao constantes e fracamente estaveis para o problema (15)
que desenvolvem camada interna de transicao, quando a classe de
funcoes difusibilidade satisfizer a condi¢ao (17).

Para tratar este problema foi necessario generalizar os resultados exis-
tentes (para o caso a(x) = cte) de primeira e segunda variagoes do funcional
area. Estas generalizacoes nos permitiram trabalhar com o funcional limite
desta familia que como veremos na Secao 5.3 é uma generalizacao do funcional
limite do Problema 1.

Conseguimos demonstrar o resultado abaixo, que estabelece condig¢oes

para a inexisténcia de minimos locais nao constantes para a familia de fun-

cionais dada por (16).

Teorema 2.9 (Resultado principal do Problema 2) Seja E., ¢ > 0, da-
do por (16) sendo 2 C R? um dominio estritamente convexo, Wy um potencial,
com raizes 0 e 1, satisfazendo (4) e (5) e a € C*(Q) wma fungdo estritamente
positiva com Hessiana definida negativa.

Se u., € > 0, € uma familia de solugcoes estaciondrias fracamente
estdveis de (15) tal que:
i) A familia u. tem energia limitada em relagdo a familia de funcionais F.;
ii) u. € uma familia e-uniforme de minimos locais de F..

Entao u. nao desenvolve camada interna de transicao, quando € — 0.
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2.3 Problema 3: Inexisténcia de solucoes estacionarias
estaveis para uma equacao de reacao e difusao com

condicao de fronteira de Dirichlet

Devido a grande relevancia do problema de encontrar minimos locais
para funcionais do tipo (14) que aparecem em inimeras aplicagoes envolvendo
modelos fenomenoldgicos com transicao de fases, segue a importancia de tam-
bém estudar este problema para fungoes que se anulam na fronteira do dominio,
isto é, em H{J ().

A primeira iniciativa em estudar o I'—limite da familia de funcionais
nestas condigoes foi tomada por N. C. Owen, J. Rubinstein e P. Sternberg [24].
Em um dos resultados do trabalho, eles calcularam o I'-Limite da familia de
funcionais do tipo (14) considerando fungoes que se anulam na fronteira do
dominio.

Isso nos permitiu aplicar a mesma técnica utilizada nos pro-
blemas anteriores para resolver, sob certas condicoes, a questao de
inexisténcia de solugdes estacionarias estaveis (segundo Lyapunov)

que mudam de sinal para o problema

1
W — Ay — EW:,f(u) em Q x RT

at
u(0,z) = h(x) em ) (18)
u=0 em 0 x R

sendo:
e ) C R? um subconjunto aberto, suave, limitado e estritamente convexo;
e W3 uma fungao real do tipo poco duplo (4) com raizes —1 e 1 e que satisfaz
também a hipétese (5).

Aplicando neste problema as mesmas técnicas desenvolvidas para os
Problemas 1 e 2, podemos novamente reduzir o problema original a um pro-
blema limite geométrico. A diferenca principal neste caso é que o problema

limite encontrado em [24] nao é essencialmente geométrico, isto é, nao é um
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funcional do tipo area ou perimetro. Para contornar esta dificuldade, impomos

sobre W3 uma outra condicao de area

[ Ve = [ (19)

que nos permitird reduzir o funcional limite encontrado em [24] a um funcional
com comportamento essencialmente geométrico.

Para resolver o problema de inexisténcia de solucoes estaciondrias es-
taveis de (18), demonstraremos a inexisténcia de minimos locais para a familia

de funcionais G, : L'(Q) — R, definida por

. [ GIvu@) + W) e @

+00 we LYQ\HHQ).

G ( (20)
Teorema 2.10 (Resultado principal do Problema 3) Sejam Q C R? um
dominio estritamente convexo e W3 um potencial com raizes —1 e 1, satisfa-
zendo (4), (5) e (19). Se u., € > 0, é uma familia de solugoes estaciondrias
estdveis (sequndo Lyapunov) de (18) satisfazendo:
i) u. tem energia limitada em relagdo a familia de funcionais G;
i) ue € uma familia e-uniforme de minimos locais para a familia de funcionais
G..

Entao u., quando € — 0, nao desenvolve camada interna de transicao,
ou seja, nestas condicoes, as unicas familias de solugoes estaciondrias estdveis
que mudam de sinal possiveis sao as que desenvolvem “spike”(concentragao em

torno de um ponto).

Este terceiro problema foi abordado no trabalho [30] por Guido Sweers
que provou, entre outros resultados, que considerando a fungiao Ws(z) = (22 —

1)(10 — x) é possivel construir dominios do tipo
D(e) = {(x,y) € R* 2 > 0,y* < 2*(1 — z) — &}

convexos, tais que para e suficientemente pequeno o problema (18) possui

solugoes estacionarias estaveis que mudam de sinal.
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Figura 2: Potencial considerado em [30].

D{Y/10) in B2

Figura 3: Dominios considerados em [30].

No trabalho [10] E. N. Dancer apresentou o seguinte resultado:

Teorema 2.11 Seja 2 um dominio suave e limitado e consideremos o sequinte
problema:

e2Au = f(u) em Q (21)

com condicao de fronteira homogénea de Dirichlet ou Neumann. Suponha que:
i)n=2;

it) f : R — R tem apenas zeros isolados, e f ndo tem dois zeros a, b tais que
b

| rwar=o

a

i11) Ou todos os zeros de f sao simples, ou
e f(c) = f'(c) =0 implica que c =0

e yf'(y) < f(y) para y positivo suficientemente pequeno
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Entao, dado k > 0, para € pequeno o suficiente, nao existem solugoes

fracamente estdveis de (21) que mudam de sinal satisfazendo ||u||p~ < k.

Observe que no trabalho [30], o potencial considerado tem trés raizes,
logo nao é do tipo “poco duplo”, e no Teorema acima, a hipdtese sobre a
condigao de drea do potencial, é exatamente a situacao inversa da considerada

em (4) (Veja Observacao 1.3).
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3 ['—convergéncia e ['—limites

Neste capitulo, apds a definicao de I'—convergéncia, apresentaremos
nosso resultado que exibe o I'—limite da familia de funcionais do Problema 1
e também os resultados ja existentes que exibem os I'—limites das familias de

funcionais dos Problemas 2 e 3.

Definicao 3.1 Sejam (X,d) um espago métrico e {f, : X — R}, uma sequén-
cia de funcoes. Dizemos que uma sequéncia f, I'—converge para uma func¢ao
fo quando h — oo e denotamos fj, 5 fo se:

i) Dadas uma sequencia {x,}, e xo tais que x, — xo em X quando h — o
vale a desigualdade:

Jo(wo) < h}l;l;l)iolgf fu(zn);

it) Dado xy € X existe uma sequencia {yn}, em X convergindo para zq tal que
}}Lfglo fu(yn) = fo(wo).

Observagao 3.2 Uma forma equivalente de definir I'-convergéncia € a se-
guinte: Sejam (X, d) um espaco métrico e f, : X — R, h € N, uma sequéncia

de funcoes. Define-se

r- lifILn inf fr(z) = inf{lif{n inf fi,(zp); x — x}

'™ limsup fr(z) := inf{limsup fr,(x); zp — z}.

h—oo h—oo

A sequéncia (fr) € I~ convergente se
r- h}{f_l}i(gf frn(x)=T7 liin_)s;ip fr(x), Yo e X
e neste caso define-se I'~ hh_l)TOlo fn(z)=T" lifllrriggf fn(z).
Neste caso, se fo(x) =T~ hll_}I{.lo fn(x), dizemos que fr, T~ -converge para
fo quando h — oo e utilizamos a notacao [, 5 fo. Para simplificar a notagao

“©o»

nao utilizaremos o sinal de e diremos simplesmente que f, I'—converge

. . r
para fo ou utilizaremos a notacao fr, — fo.
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3.1 Problema 1: I'-limite da familia de funcionais

O Teorema 3.4 enunciado abaixo, é uma generalizacao de um resultado
encontrado em [2] sobre o I'—limite da mesma familia de funcionais que estamos
utilizando, mas no caso do resultado existente, o dominio considerado é um
aberto limitado do R™. Para utiliza-lo em nosso problema foi necessaria a
adaptacao deste resultado para hiperficies.

Para quem nao estd familiarizado com os espacos das Funcoes de Vari-
acao Limitada (Fungoes BV), recomendamos a leitura do Apéndice A onde
estao as definicoes e os principais resultados sobre tal espaco. Também no
Apéndice A, encontra-se a formulacao do espaco das Fungoes BV quando o
dominio considerado é uma hiperficie.

Utilizaremos a notacao BV (L, {«, 3}) para o conjunto das fungoes

u € BV(Q) tais que u(z) assume apenas os valores a ou [3.

Observagao 3.3 Se u € BV (Q,{a, 5}) entao existe um conjunto E C Q tal

que u = axg + BXo\E-

Teorema 3.4 Considere a familia de funcionais (11) com Wy satisfazendo (4)
e (5) e S C R™ uma hiperficie suave e sem bordo de dimensdo n — 1. Entao

E. x5 FEy sendo
M| Dxqu=13|(S) u € BV(S,{0,1})

Folu) = (22)
00 u e LY(S)\BV(S,{0,1})

1
com A\ :/ vV Wi(s) ds.
0

Demonstragao: Sejam u € L'(S, H" ') e u., € > 0, uma familia de fungoes

tais que u. € LY(S, H" ™), u. — v em L'(S,H"!) quando ¢ — 0" e

liminf . (u.) = r < oo.
e—0+

Segue da definigao de limite inferior que dado h € N, existe ¢}, tal que

1 1
r—ﬁg iIlfl{Eg(Ug)}ST<T+E.

e<ey
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Seja &, < &} tal que E, (u.,) <7+ 3, temos entao

1 1
r— E < inf {E€<u5>} < E€h<u5h) ST+

sgs}L h

e passando o limite quando h — oo temos que

lim F., (u,) =
h—o0

Logo, vale a igualdade

hlLIEo E., (u,) = ligrg(i)gf E.(us)=r

e consequentemente, F., (u., ) < oo para h suficientemente grande. Disto segue

que u., € H'(S) para h suficientemente grande. Temos entao que

1 1
Eah(ush) = / {§€h‘vu8h|2 + _Wl(uah)} dHn_l
S Eh

e segue da igualdade acima que

/Wl(ugh) dHn_l S 6hEgh (u&h). (23)
S

Como u., — u em L'(S,H"') existe uma subsequéncia que para
simplificar a notacao denota-se também por {u., } que converge para u q.t.p.
com relacao a medida H" ! quando h — oo.

Logo, como W ¢ de classe C? tem-se Wy (u.,) — Wi(u) q.t.p. com
relacao a medida H" ! quando h — 0o. Segue disto, do Lema de Fatou e de

(23) que

/Wl(u) dH"! < lim inf/ Wi(ue,) dH" ' < lign infe,E., (us,) =0. (24)
s S -0

h—o0
Concluimos entao que Wi (u(x)) = 0 q.t.p. e consequentemente u(z) =
0 ou u(z) =1 q.t.p. Assim podemos escrever u = xp, sendo E = u~'({1}).

Definindo uma nova sequéncia u., : S — [0, 1] dada por

0 se ug, (x) <0
Ue, (r) = e, (r) se0<u,(z) <1 (25)

1 se ug, () > 1
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temos que:
i) ue, (z) < 0= [ue,(z) — u(z)| = u(z) < |ue, (z) — u(z)] q.t.p.
i) ue, (z) > 1= lu,, () —u(x)| =1 —u(z) < |ue, () — u(x)| q.t.p.
De i), ii) e da convergéncia de u. para u, segue que U., — u em
LS, H ).

Utilizando a desigualdade de Cauchy temos que

/ — ~ €, 1 ~
Wl(UEh)|vu5h| < §|vu5h|2 + %Wl(uéh)

e entao

B, (i) > / Wi (@) Vs, | drnt = / V(¢od.,)| dH™  (26)

sendo ¢(t) := [ \/Wi(s) ds.
Como Wi(t) é limitada para t € [0, 1], temos que ¢(ue,) — ¢(u) em
LY (S, H" 1) quando h — oo; segue deste fato, de (26), da Observagio A.4 e

do Teorema A.15 que
D(Gow(s) <liminf|D(ooi,)|(S)

< lim F, (4e,) o
< lim E., (u.,)

T h—oo

= lim inf . (u.).

e—0t
Note que

Su(z)) = 0 seu(x)=0
A1 oseu(z) =1

e portanto, ¢(u) = A\ju = A\ xg. Temos entao de (27) que

A1 Dul(S) < liminf F.(u.) < oo.

e—0t

Disto segue que u = xp € BV(S) e

Eo(u) = M| Du|(S) < T liminf E.(u). (28)

e—0t
Assim, dada v € L'(S,H"!), se existir sequéncia u., ¢ > 0, con-
vergindo para u que satisfaca lim ir+1f E.(u:) =1 < o0 entao vale a desigualdade
e—0

(28).
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Agora se tomarmos u € L'(S,H" ') tal que toda sequéncia u. con-

vergindo para u satisfaz lim i£1f E.(u.) = oo entao
e—0

[ liminf F.(u) = 0o = Fy(u) < T liminf E.(u)

e—0t e—0t

e consequentemente,

Eo(u) < T liminf B, (u), Yu € L*(S, H™™ ).

e—0t
Passemos agora a prova de que I'” limsup,_,o+ F-(xz) < M|Dxe|(S).
Seja u = xg € BV(S) sendo F um subconjunto com fronteira de classe C?.
Foi provado em [13] que

A\ = %min {/_:(\fy'(t)\Q + Wi(y(t)))dt; v € CH(R), y(—00) = 1,7(00) = O}‘

Vamos entao utilizar A\; dado pela igualdade acima. Dada v € C'! tal

que ¥(t) = 0 e y(—t) = 1 a partir de um ¢ > 0 suficientemente grande. Defina

o |l

u. = (%) sendo d a distancia com sinal (veja Defini¢io 1.21). Seja H, dado

pelo Lema 1.22 e tomemos g9 > 0 tal que s > te, Ve < 3. Temos entao que

0 sex € (Hg)NE*
Ue =

1 sexe (Hs)*NE

e portanto

E 2 i n—1 __
/( N {2 |Vue|* + 2€W1(u6)} dH" " = 0. (29)
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Utilizando (29) juntamente com o Lema 1.23 e o Teorema 1.14 temos

w2 [ G ()
= 2% . [WI2 (g + W (’y (g))] \Vd| dH" !
= 2% _Z {/3—1(3) y'? (g) + W, (7 (g))] dHH} ds

= 2%? _Z :|’)’/|2 (g (7 (g)) {/g—l(s) d’Hn—z}dS
- :: 12 (2) +wa (v (2))] e 0tidta) < shs
o [T ) G 9x e o

zllmmww+wwwmww3%

sendo g(t) = [}, |Vxaen ldH" 2.
Como OF é suave temos que g(et) — |Dxg|(S) quando e — 0. Da

escolha de v segue que u. — xp em L'(S,H"1) quando ¢ — 0T e entdo

o0

' limsup F.(u) < limsup F.(u.) < %\DXE\(S)/ (v ()2 + Wi(y(t))] dt.

e—0t e—0t —00

Tomando o infimo de todos os 7 possiveis temos

I'™ limsup - (xp) < M[Dxe/(S).

—

Para o caso geral todo conjunto E tal que yg € BV(S) pode ser
aproximado por conjuntos Ej, com fronteira C?, tais que, xg, € BV(S), Vh e
IxE, — xellBv(s) — 0 quando h — oco. Utilizando a propriedade de semicon-
tinuidade inferior do I'"limite temos

' limsup E.(xg) < lign inf[I"~ limsup F.-(xg, )]

e—0t e—0t

< limsup A\ |Dxg, |(S)

h—oo
= M|Dxgl(9).

Portanto quando u = xg € BV (S) temos

' limsup F.(xg) < M|Dxg|(S) < T7 liminf E.(u.)

0t e—0t
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ou seja,

'™ Eli%l+ E.(xe) = M|Dxg|(S). B
Observacao 3.5 Segue da observacao A.13 que quando
u=xg € BV(S,{0,1})
e B C S tem fronteira suave, vale a igualdade
Eo(u) = \yH" 2(OE N 9),
ou seja, neste caso Fy € dado pela constante Ny multiplicada pelo funcional que

mede a fronteira do conjunto .

3.2 Problema 2: '-limite da familia de funcionais

Dado 2 C R™ um dominio suave e limitado, consideremos a familia

de funcionais P. : L'(Q2) — R, £ > 0, dada por

Po(u) = /Q (i;)mqu %F(x’“)> u€ HY(Q)

+00 we LHQ\HY(Q)

(30)

sendo b € C%(Q) uma fungdo real estritamente positiva e F' = F(x,v) €

C?(2 x R) uma funcdo real tal que:
i) F(z,a)=F(z,0)=0,Vze€Q,
it) F(z,v)>0,Yv € R\q, 3,
iit) %E(z,a)=2L(z,8)=0,Vz € Q,
o2r

iv) 2L(z,a)>0,%5(x,8) >0,V € Q,

a, 3 € R constantes.

Teorema 3.6 Seja P- a familia de funcionais dada por (30) e Py o funcional
definido por
[ V@Dl we BY(.{a, )
PO(U'> = Q
+00 u e LYQ)\BV(Q,{a, 5}).
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sendo h(x) = ff VF(z,8)d¢, x € Q. Entao

r. L p,.

Demonstragao: Veja Teorema 4.1 em [8].

Corolario 3.7 Considerando as hipdteses do Lema 6.3, temos que o I'-limite

da famdlia F. definida em (16) é o funcional Fy : LY(2) — R definido por

() = )\g/ﬂa(m)|DX{u1}| u € BV(Q,{0,1})

oo we L{QN\BV(Q,{0,1})
sendo Ny = fol / Woa(r)dr.

Demonstracao: Basta utilizar o teorema anterior, considerandoa =0, 8 = 1,

Fy (31)

F(z,v) =Ws(v)eb=a* &

Observagao 3.8 Em particular quando u € BV (€,{0,1}) e o conjunto M :=

QN o{z;u(z) =1} € suave temos que

Fo(u) = )\Q/Ma(x)dHnl(x).

Observe na igualdade acima que o funcional Fy nao fornece exatamente a drea
de M, mas o comportamento deste funcional € bastante similar ao comporta-
mento do funcional area. Com as hipoteses impostas sobre a funcgao a, podere-
mos generalizar resultados conhecidos do funcional drea para o funcional Fy e

entdo provar a inexisténcia de minimos locais para este funcional.

3.3 Problema 3: I'-limite da familia de funcionais

Consideremos €2 C R™ um dominio aberto, suave e limitado e W3 uma
funcéo real, com raizes —1 e 1, satisfazendo (4) e (5). Seja G : L'(Q) — R

definido por

Golu) = | D®(u)|(£2) + 8Q|<p(o>_<p(a(y))|dm_1(y) we BV, {-1.1))
e ue LYQ\BV(Q,{-1,1})
(32)
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sendo u € L'(09Q) o trago de u em 9Q e ® : R — R definido por ®(s) =

Teorema 3.9 Considerando €2 e W3 como nas hipoteses acima, temos que a
familia de funcionais definida em (20) satisfaz, para toda fungdo u € L'(),
as sequintes propriedades:

i) Se uma sequéncia v. — u em LY(Q) entio Go(u) < liminf. o G.(v2);

ii) Eriste uma sequéncia p. tal que p. — u em L*(9) e
iy G(p.) = Gl
Demonstragao: Veja Teorema 2.1 em [24].

Corolario 3.10 Considerando as hipdteses do Lema 6.4 temos que existe uma
constante C' que depende de W3 e de Q) tal que o I'-limite da familia de fun-

cionais G definida por (20) € dado pelo funcional

ot IDB(W)|(Q) +C ue BV(Q{-1,1}) -
+oo we LNO\BV(Q,{~1,1})

Demonstracao: Segue diretamente do teorema anterior, que o I'—limite da
familia de funcionais G é o funcional Gy dado por (32).

Se u € BV(Q,{—1,1}) temos que u = x4 — xp sendo A = {z €
Qu(z) =1} e B = {z € Qu(r) = —1}. Além disso, como u € BV e Q é
suave, o trago de u existe (Teorema 2.10 em [16]) e portanto o traco @ de u

deve satisfazer

1 r € 0ANIN
—1 z€0BNo.

u(r) =
Logo, se u € BV (,{—1,1}) temos da igualdade acima e de (19) que

o0 —e@uae ) = [ e+ [ s

o0QNOB

= / P(0)dH" " = D(0YH"(09) = C.
o0
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e portanto temos que

5 IDB(w)|(Q) + C we BV(Q,{-1,1})
+o0 we LNO\BV(Q,{~1,1})

sendo C' > 0 uma constante. W

Observagao 3.11 Se u € BV(Q,{—1,1}) € uma fun¢do suave por partes

Podemos escrever u = x4 — Xo\A, € neste caso, temos que
|D®(w)|(2) = AsH" (AN Q)

sendo A3 = f_ll Ws(z)dz. Neste caso Gy €, a menos de constantes, o funci-

onal que fornece a drea de OA N S2.

Note que a condigao (19) foi crucial para que o funcional G,
se comporte como um funcional do tipo “area”. Com esta condicao,
pudemos simplificar o I'-limite (32) e passaremos a trabalhar com o

I-limite Gy dado por (33), que é essencialmente geométrico.



45

4 Preservacao de minimos locais no processo
de ['—limite

Como citamos anteriormente, no resultado que apresentaremos a seguir,
utilizamos a nocao de minimo dada pela Definicao 2.1, que nos permite con-

siderar perturbacgoes que nao necessariamente tenham suporte compacto.

Observagao 4.1 No artigo [23] de fevereiro de 2007 os autores J. Norbury e
L-C' Yeh, apresentam um teorema sobre a preservacao de minimos locais pelo
processo de I'—limite para uma familia de funcionais definida em dominios
limitados do R™, do mesmo tipo da que foi considerada em [9].

Ocorre que um dos argumentos matemdticos usados na pretensa de-
monstracao estda errado e compromete de maneira irreversivel o restante do

artigo.

Teorema 4.2 Seja (X, M,v) um espaco de medida e  consideremos
J. : LMX) — R, £>0, uma familia de funcionais tais que existe Jy :
LY(X) — R satisfazendo J. L J quando € — 07. Seu., € > 0, € uma familia
de minimos locais e—uniforme para a familia de funcionais J. em L'(X) tal

que u. — ug em LY(X) quando ¢ — 0% entdo ug € minimo local de Jy.

Demonstracao: Seja r a constante fornecida na definicdo de sequéncia e-
uniforme de minimos locais. Vamos considerar uma vizinhanca da funcao ug

em L'(X), de raio £. Dado w € L'(X) tal que [jug — w||11(x) <

5 segue da

,
3
Definicdo 3.1, item ii), que existe uma sequéncia w., € > 0, em L'(X) tal que

w. — w e J.(w.) — Jo(w). Entao existe £2 > 0 tal que
r
| we — w||L1(X) < g,‘V% < és.

Além disso, como u. — ug em L'(X) sabemos que:

1) Existe &1 > 0 tal que

r
|ue — UOHLl(x) < §,Vé‘ < ey,
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Jo(up) < liminf J.(u.). (34)

e—0t

Tomando g = min{ey, £2} temos
e —we |1 x) < [Jue = uol| L1 (x) + [[uo — wl|1x) + |we —wl|p1x) < 7, Ve < &,

logo, se € < g9, toda funcao w, estd em uma vizinhanca de raio r de u.. Assim,
segue do fato de u. ser e-uniforme (com raio r) que J.(u.) < J.(w.), Ve < &,

e consequentemente,

liminf J.(u.) < liminf J.(w,). (35)

e—0t e—0t

De (34) e (35) temos que
Jo(ug) < lim(i)r+1f Je(us) < lim(i)nf J-(w:) = Jo(w)

provando que ug ¢ minimo local de Jy no conjunto

T
{we LNX); [lug — wllLix) < 5}- u
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5 Sobre a existéncia de minimos locais dos
funcionais limite

Trataremos neste capitulo das condicoes necessarias para que os fun-
cionais dados pelos I'—limites dos Problemas 1, 2 e 3 nao admitam minimos

locais nao constantes.

5.1 Primeira e segunda variacoes do comprimento de

arco

Inicialmente, para tratarmos da questao de existéncia de minimos lo-
cais do funcional Fy definido por (22), precisamos adaptar alguns resultados
apresentados em [11]. Utilizando alguns resultados ja conhecidos de
geometria diferencial, iremos relacionar a existéncia de minimos lo-
cais do funcional que mede o comprimento de uma curva em uma
superficie com a geometria da superficie (Proposigoes 5.8 e 5.9) .

Sejam S C R? uma superficie suave e 3 : [0,] — S uma curva regular
parametrizada pelo comprimento de arco. Calcularemos aqui a Primeira e

Segunda Variacoes de J em S.

Definicao 5.1 Uma variacao da curva § em S € uma fungao diferencidvel

h:[0,]] x (—,6) CR* — S, £ >0 tal que
(5,0) = B(s),¥s € [0,1].

Para cada t € (—e,¢) a curva hy : [0,1] — S definida por hi(s) = h(s,t) é
chamada curva da variacao h no ponto t.

Uma variacao h € dita ortogonal a 3 quando <%(5, 0), ﬁ’(s)> =0,Vs €
[0, 1].

Definicao 5.2 Dada uma curva 3 e uma variacao h de 3, definimos a func¢ao
comprimento L : (—e,e) — R tal que L(t fo (s,t)|ds. Note que L(t) é

comprimento da curva hy.
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Definicao 5.3 Considerando a funcao L definida acima, a funcao L' € deno-
minada primeira variacao de 3 com respeito a h e a funcao L é denominada

sequnda variacao de 3 com respeito a h.

Defini¢ao 5.4 Uma curva [ é um ponto critico da fun¢ao L se L'(0) = 0 para

toda variacao diferencidvel h de [3.

Observacao 5.5 Uma condicao necessdria para que uma curva 3 seja mi-
nimo local da fungao L € que [ seja um ponto critico de L e L”(0) > 0 para

toda variacao h de [3.

Proposigao 5.6 Seja h :[0,1] x (—¢,&) — S wma variagao ortogonal de uma

curva B parametrizada pelo comprimento de arco. Se 3 € um ponto critico de
L entao

o - [ | ( - K<s>|v<s>|2> st {50 e ) 0=( 55 5 0.0

sendo V (s) = 2(s,0) e K(s) = K(s,0) a curvatura Gaussiana de S no ponto

5(5) = h(5> O)’

2

D
%V(S)

Demonstragao: Veja Capitulo 5-4, Proposi¢ao 4 em [11].

Observagao 5.7 Se uma curva 3 € um ponto critico de L, entao existe uma
variagdo ortogonal h de (3 tal que |V (s)| =1 e £V (s) = 0 para todo s € [0, ]
(veja pagina 352 em [11]).

Proposicao 5.8 Se 3 ¢ uma curva fechada, suave e um ponto critico de L,

entao existe wma variacao h de (B tal que

!
L"(0) = —/0 K(s)ds.

Demonstracao: Utilizando a variacdo h fornecida pela observacao acima

temos que

B ! D oh 0Oh D 0h 0Oh

Como 3 é uma curva suave e fechada 2¢(1,0) = 22(0,0) e 22(1,0) = 22(0,0),

consequentemente <%%—’Z, %> (1,0) = %%—’Z, %> (0,0). m
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5.2 Problema 1: Inexisténcia de minimos locais do I'-
limite
Utilizando os resultados da secao anterior, vamos provar a inexistén-

cia de minimos locais nao constantes do funcional Ey definido por (22) em

superficies estritamente convexas.

Proposicao 5.9 Sejam S C R?® uma superficie suave, compacta, estritamente
conveza e sem bordo e Eq o funcional dado por (22). Entao, os inicos minimos
locais (Defini¢ao 2.1) do funcional Eqy sao as fungoes constantes de valor 0 ou

1.

Demonstragao: Considerando o funcional Ey, seja u € BV (S, {0,1}) tal que
u = x4 sendo A um conjunto com fronteira suave, A # () e A # S. Vimos na
Observagao 3.5 que Eg(u) = \MyH" (M), sendo M = OAN S, ou seja, neste
caso Fjy é o funcional que mede o comprimento de M. Se A possuir apenas
uma componente conexa, podemos descrever M como o trago de uma curva
a : [0,1] — R3 fechada, suave, regular e parametrizada pelo comprimento de
arco.

Como S é uma superficie estritamente convexa, sabemos que a Cur-
vatura Gaussiana de S é estritamente positiva. Supondo que a curva « seja um
ponto critico de L, podemos utilizar a Proposicao 5.8 e garantir a existéncia

de uma variacao h de « tal que
L"(0) <0.

Isso prova que 0 nao é um minimo local de L, ou seja existe t* €
(—0,0) tal que L(t*) < L(0). Assim hy é uma curva em S que pertence
a uma vizinhanca de o e tem comprimento menor que o comprimento do
traco da curva «. Além disso o traco de hy divide o conjunto S em dois
subconjuntos disjuntos. Considerando E* um destes conjuntos temos que v =

xe« € BV(S,{0,1}) e Ey(v) < Ep(u) provando que Ey nao possui minimos
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locais do tipo u = x4 sendo A um subconjunto préprio de S com fronteira
suave.

Se o conjunto A tiver mais de uma componente conexa, basta tomar-
mos uma variacao que age apenas sobre uma de suas componentes conexas.

Seu € BV(S,{0,1}) é possivel escrever u = x4, sendo A um conjunto
de Cacciopoli. Aproximando o conjunto A por conjuntos A, de classe C'*
podemos utilizar o raciocinio anterior e concluir que Fy nao possui minimos
locais nao constantes.

Podemos entao concluir que os tinicos minimos locais possiveis para o

funcional Ej sao as fungoes constantes iguais a 0 ou 1. l

5.3 Primeira e segunda variacoes da area

Antes de tratarmos da questdao da existéncia de minimos locais do
funcional Fj definido por (31), vejamos alguns resultados de primeira e segunda
variagoes de hiperficies em conjuntos.

Os resultados apresentados a seguir, foram adaptados de re-
sultados existentes de primeira e segunda variagoes da area, que
podem ser encontrados em [28]. Nossos resultados sao mais gerais,

pois os resultados de [28] tratam apenas o caso a = 1.

Definicao 5.10 Sejam 2 C R™ um conjunto aberto, limitado e com fronteira
suave, M C Q uma hiperficie, ¢ > 0 um niimero real e ¢ : [—c,c] x Q — Q uma
fungao suave tal que ¢(0,z) = x, Yo € M e para cada t € [—c,c], a fungdo
¢ : Q — Q dada por ¢(t,x) = ¢(x) € injetora. A funcio ¢ é denominada
variacdo de M em ().

Neste caso, para cada t € [—c,c] chamamos a hiperficie My := ¢;(M)

de hiperficie da variagao ¢ no ponto t.
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Mtz M, M, M,

Figura 4: ) representado por um elipséide, M representada pela intersecao de

um plano com o elipséide.

Definicao 5.11 Consideremos ), M e ¢ como na definicao anterior e a uma

fungdo suave e positiva. Se definirmos a fungio A : (—c,¢) — R da forma

A(t):/M a(x)dH" () (36)

entao A’ € denominada primeira variacao da hiperficie M com respeito a ¢ e

A" ¢ denominada sequnda variacdo da hiperficie M com respeito a ¢.

Lema 5.12 Seja ¢ uma variacao de uma hiperficie M em um conjunto €,
como na Defini¢ao 5.10. Se considerarmos para cada t € [—c,c|, a fungao

Py M — Q, = ¢y|,, entdo

t2

2 9 n—1

Lt , 1
5 (diva X)* + 5 Z| (D, X)* (37)
2 n—1 n—1
(7:D7, X)(1;D,X ) + o(1?)
=1 j=1
0 o
sendo X () = e o(t,x), Z(x) = pYe) o(t,x), {m(x),...,Tn_1(z)} uma
t=0 t=0

base de T, M e D, X a derivada direcional do campo X na direcao de ;.

Demonstragao: Veja pagina 50 em [28].
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Proposigao 5.13 Se A € definido por (36), entao

A =2 / o) dH™ (&) =
dt t=0 J Mt
(38)
=/ [X.via—a(X-H)]dH"—l—/ a(X - v)dH" 2.

M oM
9 o

sendo X(z) = 5% o(t,x), H(x) o vetor curvatura média de M no ponto

t=0

z, V+ta(z) a componente ortogonal a T,M de Va(z) e v(y) o vetor co-normal
unitdrio apontando para dentro de OM no ponto y, isto é, v(y) é normal a

OM, tangente a M e aponta para dentro de M.

Demonstracao: Tomando ¢, = ¢/,, temos que

/Mt a(x)dH" ' (z) = /wt(M) a(x)dH"(z)

- /R ) [ /w . a(¢t(m))dH0($)] dH" " (y).

Utilizando o Teorema 1.14 na expressao acima temos

| a@are @) = [ atate)sn@an @)

Entao para obter a Primeira Variacao basta calcularmos

d

dt

B /M 0 (2)) T (2)dH (1),

De (37) temos que J1); é limitado, e segue do Teorema da Convergéncia

Dominada que

d

dt

/Ma(¢t($>>J¢t(x)dHn—1(x) = /M % oWy (@)) Ty () dH ™ ().

t=0

t=0

Da expressao (37) segue também que

g a(tn)Jthy = X - Va + a(divy X) (39)
t t=0

Se escrevermos Va = V+ta + VTa, sendo VTa(z), a componente de

Va(z) contida em T, M, temos que divy(aX) = VTa - X + divy(aX), pois
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divyy X (y) € T,M. Podemos entao utilizar (39) e o Teorema da Divergéncia
1.11 e escrever a Primeira Variacao como

d

dt

/ a(z)dH" M (z) = / [X - Vta+ X - VTa+ a(divy X)|dH"
t=0J M

M

= / (X - Vta + divy (aX)]dH"!
:/ (X -Vta—a(X - H)dH"!

—/ a(X -v)dH" >l
oM

Definicao 5.14 Dizemos que M € um ponto critico da Primeira Variacao de

A se A'(0) = 0, para toda varia¢ao ¢ de M.

Proposicao 5.15 Se M ¢é um ponto critico da Primeira Variagao de A entao

a curvatura média H(.) de M deve satisfazer
n(z) - V*a(z) = a(@)[n(z) - H(z)], ¥z € M, (40)

sendo V+a(z), a componente de Va(z) perpendicular a T, M.
Além disso, se M intersectar 0S) isso deve acontecer ortogonalmente,
isto €, em cada ponto z € OM NOSY, o vetor co-normal unitdario a OM no ponto

z € ortogonal ao plano tangente T,05).

Demonstragao: Seja 1 o campo vetorial tal que para cada = € M, n(zx) é

normal a M no ponto x. Considerando o caso particular em que a variacao ¢
0

satisfaz —¢ =¢&n, (X = £n), sendo € uma fungao real e suave com suporte

ot |,
compacto em M, temos de (38) que

d

dt

/M a(x)dH" 1(z) =0 < /M[n -Vta—a(n- H)édH" " = 0.

t=0
Como ¢ pode ser qualquer funcao com suporte compacto em M concluimos

que caso a Primeira Variacao seja nula deve acontecer

n(x) - V+ta(z) = a(z)[n(x) - H(x)],Vz € M.
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Vamos supor agora que M é um ponto critico da Primeira Variacao
de A que M intersecta a fronteira de Q, ou seja, OM N I # (). Tomando
z€0M Q 0f) e e, o vetor normal unitario a 92 no ponto z, podemos escrever
v(z) = Z ciei, sendo {eq, eq, ..., €, } uma base ortonormal de R™.

i=1
n—1

Considerando o campo vetorial constante X = E c;ei, podemos es-

i=1
crever

X(z) = g(z)n(z) + T(z)
sendo g uma fungao real, g(z)n(z) € (T,M)*+ e T(x) € T, M.
Seja p uma fungao suave tal que p é positiva no conjunto C* = {y €
OM; X (y).v(y) > 0} e negativa no conjunto C~ = {y € OM; X (y).v(y) < 0}.

Se consideremos o campo X = pX temos a igualdade
X -Vta—a(X-H) =pg(n-V+ta)+p(T -V+a)—apg(n-H)—a(T-H) =
=pg(n-V+a—a(n-H)) =0,
pois H(y) € (T,M)*. Portanto

d

dt . /J\;{t a(az)d’}—(n—l(:lf) =0& - a(y)(X(y> . V(y>>dHn_2(y> —0.

Como a > 0, segue da igualdade acima que X(y) - v(y) =0, Yy € OM. Em

particular no ponto z temos

X(2)-v(z) = (1)’ + (c2)* + ... + (cn1)? =0

concluindo que ¢; = ¢3 = ... = ¢,_1 = 0 e portanto v(z) tem a mesma diregao
do vetor normal a 0f2 no ponto z.

Logo se M é um ponto critico da fungao A dada por (36), isto é, a
primeira derivada de A em M ¢é nula para todo campo X, concluimos que a
curvatura média de M deve satisfazer (40), e caso M intersecte 02 isso deve

acontecer ortogonalmente. Ml
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Proposicao 5.16 A Segunda Variacao de A € dada por

A'(t) = /A [ (X7 (Hess(a) - X) + Va-Z+2(Va- X)divy X]dH"™

+ / al(divy Z) + (divy X)?dH™ !

—
—

n—1 n—1 n—
/ a[ (D, X)* (7D, X ) (73D, X) | dH" .

=1 =1 1

.
I

(41)
Demonstragao: Assim como na demonstracao da Proposicao 5.13, vale a

igualdade

d2
dt?

t:o/j\,fa(¢t($))J¢t( 2)dH" Y (z) = /M (;9;

Segue da expressao (37) que

(wt(ﬂf))J?ﬁt(I)dHn*l (z).

32

52 a()Jy = XT - (Hess(a) - X)+Va-Z+2(Va- X)divy X
=0

+CL(dIVMZ) + Cl(diV]\,[X)2

—1 n—1 n—1
Z (DX P =)D (D, X) (7D, X)| . 1
i=1 i=1 j=1

Teorema 5.17 Se M € de classe C? e uwm ponto critico da funcdo A, isto €,

A'(0) = 0 para toda variagcao ¢ de M, entdo

/ a

sendo B a sequnda forma fundamental de M.

n—1n—1

n—1
z (Dym)* (1iD7;n) (75 D7,m)
i=1

i=1 j=1

dH"! = —/ a| BIPdH™!
M

.

Demonstragao: Veja pagina 53 em [28].

Observacao 5.18 Em muitos casos, dados dois campos vetoriais X e Z, é

possivel tomar a variacao ¢ da forma

o(t,x) =x+tX(x) + gZ(az) +o(t?).
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Corolario 5.19 Considerando as hipdteses do teorema anterior, existe uma
variacao ¢ tal que

d2

A//(()) - E

o /Mt a(z)dH" (z) =

= /M[ﬁT . (Hess(a) . 77) _ a(n . H)2 . G|B‘2]d’]—{”—1 (42>

+/M[Z Via—a(Z - H)dH" - /6M a(Z - v)ydH" .

Demonstragao: Substituindo (40) na expressao (41) e considerando X tal
que X |y = 1 segue do Teorema da Divergéncia, de (40) e do Teorema 5.17

que

% . /Mt a(z)dH" H(z) = /M[nT - (Hess(a) - n) — a(n - H)? — a|B|}dH™"

+/ Va- Z 4+ a(divy Z)|dH"
- /MMT(HQSS(@) ) —a(n- H)?> = a|BY)JdH""!

+/ Via-Z—a(Z- H)dH™

—/ a(Z-v)dH" 2.}
oM

Corolario 5.20 Se estivermos interessados em perturbar o conjunto M de

forma que a variacao ¢ tenha suporte compacto, existe uma variacao ¢ tal que

A(0) = /M 0" - (Hess(a) 1) — €0y H)? = o BEYH™ .

Demonstracao: Neste caso, tomando £ uma funcao real com suporte com-
pacto em €2 tal que || < 1 e tomando ¢ < dist(supp(&), 0S2) é possivel tomar
uma variacio ¢ do tipo ¢(t, x) = x + t&(z)v(z), t € [—c,¢], © € Q, sendo v o

campo vetorial normal a M. Observe que desta forma Z =0. B
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5.4 Problema 2: Inexisténcia de minimos locais do I'-
limite
Vejamos agora a questao da existéncia de minimos locais para o fun-

cional limite do Problema 2.

Proposicao 5.21 Sejam Q C R? um conjunto aberto, limitado e estritamente
convezo e Fy o funcional dado por (31). Entao os inicos minimos locais (se-

gundo a Defini¢ao 2.1) do funcional Fy sao as fungoes constantes 0 ou 1.

Demonstragao: Vimos na Observacao 3.8 que quando u = xg € BV (Q) e a

fronteira de E for de classe C? temos que

Fo(u) = A /N o) @)

sendo M := 0F NX.

Neste caso o valor do funcional Iy depende apenas de a e M. Note
que se u = 0 ou u = 1 entao o conjunto M ¢é vazio e portanto v é um minimo
global de Fy.

Vamos admitir que M seja nao vazio e também um ponto critico do
funcional A definido por (36). Se M intersectar a fronteira de €2, M pode
ser representada por uma curva regular suave que particiona o conjunto €2 em
duas partes e que intersecta a fronteira de ) ortogonalmente em dois pontos
Zo, T1 € 0f2, como na representacao da Figura 5. Consideremos a curva suave,
regular e parametrizada pelo comprimento de arco 7, : [0,1] — M tal que
7(0) = zg e Yo(1) = 2.

Seja ‘N/c uma vizinhanga tubular de raio ¢ > 0 do trago de 7 e consi-
deremos V, = V., N Q. Sejam fo : [-c,d] = R2 e f1 : [—¢, ] — R? duas funcoes
reais continuas tais que fo é o trago de 0€2 N AV, na vizinhanca do ponto xg
com 170(0) =g € fl é o trago de 02 N AV, na vizinhanca do ponto x; com
£1(0) = 2.

Rotacionando e transladando separadamente os tragos de fo e ]71, obte-

mos duas fungoes fy : [—c,c] — Re fi: [—¢,c] — R tais que fy(0) =0, fo tem
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Figura 5: Representacgao de V..

um minimo global em 0, f1(0) = 1 e f; tem um méximo global em 0 (Veja

Figura 6). Observe que o comportamento de minimo e maximo globais das

funcoes fy e f1 86 é obtido quando o conjunto €2 for estritamente convexo.
Consideremos, como na Figura 6 o conjunto U, C R? dos pontos

(s,t) que estdao dentro do conjunto delimitado pelas curvas t = —¢, t = ¢,

{@t, fo(®);t € [=c,cl} e {(t, L());t € [=c, ]}

T

|
e |0 e

Figura 6: Conjunto U, e fungoes fo e fi.

Dado t € [—c, c] definimos uma curva ay : [0, 1] — R? dada por a4(s) =
(01 (5), af(s)) = ((1 = 8)fo(t) + s 1 (1), 1).
Sejan : M — R? o campo vetorial normal unitario a M e consideremos

D : U, — V. um difeomorfismo de classe C? tal que:
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i) D(ao(s)) = 10(s),Vs € [0, 1];

i) Dt fi(t) = fi(t),Vt € [—c,d],i= 1,2

oD

iif) —,-(ao(s)) = n(%(s)), ¥s € [0, 1]; (44)
) 22 (a0(s) = 26(s), s € [0, 1]
v T2 (a0) = L2 (0p(1)) = 0
Note que
1) %L:o at(s) =0,Vs € [0,1];
2) %204?(5) =1,Vs € [0,1],Vt € (—c¢,c); (45)
3) & al(0)=f5(0)>0;
1) §m|_ oi(h)=fi0)<0.

Consideremos agora a funcio suave e injetora ¢ : Q x (—¢,c) —  tal

que ¢y(z) = ¢(t, ) = D(ay(v5 *(x))), Yo € M.

Dado x € M, vamos calcular

X(@)= 2| olt.a)
t=0
(§]
32
Z(@)= 55| _olt.a)
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+ 22 09) | Gal)] | gates)

Do [ Baito] [ Gt
%at(s) [%a?(s)} 2

+ 22 o) | get(o)]

+ 22 ) | 0]

Logo segue das igualdades acima, de (45) e de (44) que

X(@) = 5| o) = Folan(s) =ntule) =ae) ¥z e M ()
2) = 55| o) = lao(s) + G auls)l(a) ()] Ve € M
Note que Z(z) € T, M,Vx € M e em particular,
Z(ro) = 5| 61(r0) = O (0) = dov(ro) 47)
62 / "
Zn) = 55| 6m) =R = duvia) (48)

sendo do, d; constantes positivas e v(y) o vetor co-normal unitdrio a M no

ponto y, isto é, v(y) é normal a M, tangente a M e aponta para dentro de

M.
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Substituindo (46), (47) e (48) em (42) temos que

% . /Jm a(z)dH (z) = /M[HT (Hess(a) - n) — a(n - H)? — a| B]2]dH"

+// [Z-V'a—a(Z- H)dH' —/ a(Z - v)dH"

oM

= | {" - (Hess(a) -n) — aty - H)* = ol B} ar!

—dla(:cl) — doa(on).

Como dy,d; > 0 e por hipdtese Hess(a) é definida negativa e a é

estritamente positiva, podemos concluir que

d2
& / a(z)dH (z) < 0.
=0 I,

Consideremos a fungao suave h : (—c,¢) — R dada por h(t) =
/ a(x)dH(z). Segue da equacdo acima que h”(0) < 0 e portanto sabe-
M,

mos que h nao possui um minimo local em 0. Logo existe tg € (—¢,¢) tal que

/.

'to

h(ty) < h(0), ou seja,

a(:c)dHl(x)</Ma(:U)dH1(:U).

Observe que My, = ¢y, (M) pode ser escrito como o trago da curva ay,

que divide € em dois subconjutos. Temos entdo

/O“O([O’”) a(x)dH(z) = /M

Considerando A um dos subconjuntos de €2 tal que 0ANS2 é dado pelo

a(x)dHl(x)</ a(x)dH! ().

to M

trago da curva «y, temos que Fy(xa) < Fo(xg) e consequentemente u = yg
nao é um minimo local do funcional Fy. Como u é um ponto critico qualquer
de Fy, concluimos que Fy nao possui minimos locais do tipo u = xp sendo F
um subconjundo com fronteira suave tal que 0 < |E| < |€2]|. Assim como no
Problema 1 a inexisténcia de minimos locais nao constantes de Fiy para o caso

em que F nao é suave é feito aproximando E por conjuntos [, suaves.
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No caso em que M nao intersecta 0f), podemos utilizar o Corolério

5.20 para mostrar que existe uma variagao ¢ tal que

d2
1= li—o S,

e podemos, assim como no caso anterior, concluir que Fy nao admite minimos
locais diferentes das fungoes constantes 0 ou 1.
Logo, os tnicos minimos locais que o funcional Fy admite sao as

fungoes constantes iguais a 0 ou 1.

5.5 Problema 3: Inexisténcia de minimos locais do I'-
limite
Consideremos u € BV (€, {—1,1}) e suponhamos que o conjunto M =

O z;u(z) = 1} NQ é suave. Vimos que nesse caso Go(u) = \sH" (M) + C.

Teorema 5.22 Se 2 C R? € um conjunto aberto suave e limitado, entao para
toda bola B € 2, M N B consiste em um numero finito de segmentos de reta

Ul (aj,bj) tais que aj,b; € B e [aj,bj] N [ag, by] =0, para j # k.
Demonstragao: Veja Teorema 5 em [32].

Corolario 5.23 Considerando €2 nas hipoteses do Teorema anterior entao M,

caso exista, consiste em um numero finito de segmentos de reta Ui~ (a;, b;).

Demonstragao: Se considerarmos uma componente conexa de M, podemos
cobrir tal componente, a menos de um conjunto de medida nula, por bolas
disjuntas de raio r contidas em Q (Figura 7 A).

Desta forma, utilizando o Teorema 5.22, podemos concluir que tal
componente conexa é uma linha poligonal (Figura 7 B). Finalmente, tomando
bolas centradas nos vértices I, P, ..., P, da poligonal e utilizando novamente
o Teorema 5.22 nestas bolas, podemos concluir que cada componente conexa

de M é um segmento de reta. W
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Py P P,

B
Figura 7: Interface M.

Proposicao 5.24 Sejam Q C R? um conjunto aberto, limitado e estritamente
convezro e Go o funcional dado por (33). Entao, utilizando a Defini¢ao (2.1),
temos que o0s unicos minimos locais do funcional Go sao as fungoes constantes

—1lel.

Demonstragao: Segue do Coroléario 5.23 que M é composta de finitos seg-
mentos (a;,b;),j = 1,2...m tais que a;,b; € 09Q,Vj. Além disso, o funcional
limite do problema se comporta como a fungao A definida por (36) (neste caso,
a = 1). Assim, as conclusoes da Segao 5.3 se aplicam também a este caso, e
podemos concluir que M deve intersectar a fronteira de {2 ortogonalmente.

Chamemos de (a,b) um dos segmentos que compoem M e seja r. a
reta paralela a (a,b) distando ¢ de (a,b).

Considerando a. e b. as intersecoes de 7. com a fronteira do conjunto
Q,a. = r. NT,00 e 56 = r. N T00). Como r intersecta a fronteira de €2
ortogonalmente o comprimento de (56,56) é igual ao comprimento de (a, b).

Como (2 é estritamento convexo sabemos que T,002 N Q = {a}. Con-

sequentemente a. # a.. Logo, o comprimento de (a.,b.) deve ser maior que
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Figura 8: Conjunto Q C R2.

o comprimento de (a.,b.) e portanto a fungao u € BV (Q,{—1,1}) que tem

o segmento (a,b) como camada interna de transigdo ndo é minimo local do

funcional area (.
Logo, considerando dominios planos e estritamente convexos, os tinicos

minimos locais possiveis para o funcional GGy sao as fungoes constantes iguais

a—1loul N
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6 Demonstracao dos resultados principais

Antes da demonstracao dos resultados principais desta tese, chamamos a aten-

¢ao para a seguinte observacao:

Observagao 6.1 A Proposicao 1.5 € vdlida também para os funcionais F., F.
e G, definidos respectivamente por (11), (16) e (20), desde que tais funcionais
satisfacam as hipoteses dos Lemas 6.2, 6.3 e 6.4 (apresentados a sequir), res-

pectivamente.

6.1 Demonstracao do resultado principal do Problema

1

Lema 6.2 Sejam S C R® uma superficie suave, compacta, sem bordo e estri-
tamente convexa e Wy um potencial com raizes 0 e 1, satisfazendo (4) e (5).
Se a familia de funcionais E., € > 0 definida por (11) possuir uma familia de
minimos locais e-uniforme u., € > 0, com energia limitada, entao existe uma
subsequéncia {u.,} convergente que satisfaz uma das condigoes:

i) ue; — 0 em L'(S) ou

i) ue, — 1 em L(S).

Além disso, todas as subsequéncias convergentes de u. também devem

convergir para uma das fungoes constantes de valor 0 ou 1.

Demonstragao: Da observacao 6.1 temos que existem uma subsequéncia

{ue,} e uma funcéo ug € L'(S) tais que
||lue; — uollz1(s) — 0 quando ; — 0.

Assim, temos do Teorema 4.2 que ug é um minimo local do funcional Fj e
utilizando a Proposigao 5.9 podemos concluir que ug = 0 ou ug = 1. Se existir
outra subsequéncia convergente de u., podemos utilizar este mesmo raciocinio

para concluir que ela também deve convergir para 0 ou 1. B
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Logo, fica provado que as tnicas possibilidades de existéncia de mini-
mos locais com energia limitada para a familia de funcionais (11) sdo: a familia
de minimos locais nao ser e-uniforme ou as funcoes u. convergirem para uma

das funcgoes constantes 0 ou 1.
Demonstragao do Teorema 2.7

Considerando as hipdteses do Teorema 2.6, podemos utilizar o Lema
6.2 e concluir que u. possui pelo menos uma subsequeéncia {u.,} que converge
para uma das fungoes constantes de valor 0 ou 1. Consequentemente, u. nao

pode desenvolver camada interna de transi¢ao, quando ¢ — 0. H

6.2 Demonstracao do resultado principal do Problema

2

Lema 6.3 Sejam Q C R? um dominio estritamente convexo, Wy um potencial
com raizes 0 e 1, satisfazendo (4) e (5) e a € C*(Q) uma funcgdo estritamente
positiva satisfazendo (17). Se a familia de funcionais F., € > 0, definida por
(16) possuir uma familia de minimos locais e-uniforme u., € > 0, com energia
limitada, entdo eviste uma subsequéncia convergente {u.,} que satisfaz uma
das situacoes:

i) ue, — 0 em L'(Q) ou

i) ue, — 1 em L'(S).

Além disso, todas as subsequéncias convergentes de u. também devem

convergir para uma das funcoes constantes 0 ou 1.

Demonstragao: Segue da Observacao 6.1 que existe uma funcao uy € L'(Q)
e uma subsequéncia {u.,} de u. tais que
||ue — uol| 1) — 0 quando £; — 0.

Logo, utilizando o Teorema 4.2 e a Proposicao 5.21 podemos concluir
que a funcao ug deve ser uma funcao constante igual a 0 ou 1. O mesmo vale

para outras subsequéncias convergentes de u.. W
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Demonstragao do Teorema 2.9

Toda solucao estacionaria fracamente estavel de F. é um minimo local
de F.. Considerando também as hipéteses i) e ii) do Teorema 2.8, podemos
utilizar o Lema 6.3 e concluir que u. possui pelo menos uma subsequéncia
{ue,} que converge para uma das fungoes constantes de valor 0 ou 1. Conse-
quentemente, u. nao pode desenvolver camada interna de transicao, quando
e—0. 1

Provamos entao que uma das duas condicoes é necessaria para que
existam solucoes estacionarias fracamente estaveis u. com energia limitada
para o problema (15): ou u. nado é uma sequéncia e-uniforme de minimos
locais de F., ou as fungoes u. convergem para uma das funcoes constantes 0

ou 1.

6.3 Demonstracao do resultado principal do Problema

3

Lema 6.4 Seja Q C R? um conjunto suave e estritamente convexo e Wy um
potencial com raizes —1 e 1, satisfazendo (4), (5) e (19). Se a familia de
funcionais G, € > 0, definida por (20) possuir uma familia de minimos locais
e-uniforme u., € > 0, com energia limitada, entdo existe pelo menos uma
subsequéncia {u.,} convergente que satisfaz uma das condigoes:

i) ue, — —1 em L'(Q) ou

i) ue;, — 1 em L'().

Além disso, todas as subsequéncias convergentes de u. também devem

convergir para uma das funcoes constantes de valor —1 ou 1.

Demonstracao: Considerando as hipéteses do Lema 6.4, a Observacao 6.1
garante a existéncia de uma subsequéncia {u.,} e uma fun¢do ug € L'(9) tais
que ||ue, — uo|| 1) — 0 quando €; — 0. Segue do Teorema 4.2 que a fungao

up ¢ um minimo local do funcional (Gy. Entao, utilizando a Proposi¢ao 5.24
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concluimos que ug deve ser constante igual a —1 ou 1. O mesmo raciocinio
pode ser utilizado para mostrar que todas as subsequéncias convergentes de u.
devem convergir para —1 ou 1. W

Neste caso, as unicas possibilidades de existéncia de minimos locais .,
com energia limitada, para os funcionais G é que u. nao seja uma sequencia
e-uniforme de minimos locais de (. ou entao que u. convirja em L'(Q) para

uma das funcgoes constantes ug = —1 ou ug = 1.
Demonstracao do Teorema 2.10

Considerando as hipéteses do Teorema 2.9, segue do lema anterior
que s6 existem subsequéncias convergentes de minimos locais que convergem
para as funcoes constantes —1 ou 1. Além disso, podemos supor sem perda de
generalidade que —1 < u. < 1 (procedendo como em (25)). Utilizando esta
informacao sobre a convergéncia de u., o Corolario 1.10 garante que a tnica
possibilidade de existéncia de uma familia u., £ > 0, de solucoes estacionarias
estaveis que mudam de sinal para (18) é que u. possua uma subsequéncia
convergente para —1 ou 1 e portanto, u. nao pode desenvolver camada interna

de transicao, quando ¢ — 0. W
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7 Caso n > 3 para os Problemas 1, 2 e 3

Chamamos a atencao para o fato de que tanto os resultados que cal-
culam os ['—limites dos Problemas 1, 2 e 3 quanto o resultado da preservacao
de minimos locais no processo de I'—limite sao vélidos em hiperficies e/ou
dominios contidos em R™. Como podemos observar nos Lemas 6.2, 6.3 e 6.4,
os resultados que obtivemos até o momento sao validos em dominios de di-
mensao 2, desde que assumidas certas condi¢oes geométricas sobre o dominio.
A observacgao a seguir fala sobre o que é necessario para conseguir os mesmos
resultados em dominios de dimensdes maiores (hiperficies de grau n em R,
no caso do Problema 1 e abertos contidos em R™, no caso dos Problemas 2 e

3, em ambos os casos n > 3).

Observagao 7.1 Embora a técnica de utilizar a preservacao de minimalidade
local no processo de I'—limite possa ser aplicada em dominios mais gerais, con-
sequimos demonstrar a inexisténcia de minimos locais para o funcional limite
do Problema 1 apenas em superficies suaves, compactas, estritamente convexas
e sem bordo contidas em R3, e para os funcionais limite dos Problemas 2 e 3
apenas em conjuntos abertos, suaves e estritamente converos bidimensionais.
Chamamos a atengao que para utilizar esta mesma técnica, e consequir os mes-
mos resultados dos Problemas 1, 2 e 3 em dimensoes maiores, falta apenas o
tratamento do problema limite em tais dimensoes, ou seja, utilizar as hipote-
ses sobre a geometria do dominio para demonstrar a inexisténcia de minimos

locais para os funcionais limite.
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8 Problema 4: Outra definicao de minimo lo-
cal

Como citado anteriormente, a principal limitagao da técnica utilizada
nos problemas anteriores, é a questao da sequéncia de minimos locais u. dos
funcionais poder convergir para uma funcao ug constante, que geometricamente
é 0 caso em que os minimos locais u. nao desenvolvem camada interna de
transicao (Figura 9 abaixo). Neste capitulo vamos utilizar uma outra defini¢ao
de minimos locais, que nos permitird (caso o fecho da camada de transigao de

up nao intersecte a fronteira de 2) superar tal limitacao.

{0 M. P ipP
Y AN /
___________________ -
\ ME@N j S i

Figura 9: Interfaces M. (tragos continuos) de u. se concentrando no ponto P

(O<€2 <é&r <€0).

A nova definicdo de minimos locais sera adotada para que possamos
utilizar algumas estimativas de densidade apresentadas em [5] e com elas, ex-
cluir a possibilidade dos minimos locais u. convergirem para uma funcao cons-
tante. Além disso, a nova definicdo de minimos locais nos permitird utilizar
o resultado de preservacao de minimos locais de Dal Maso e Modica, que nao
depende da hipotese de u. ser e-uniforme.

Infelizmente, com a nova definicao de minimos locais, o caso em que
o fecho da camada interna de transicao do problema limite intersecta a fron-
teira do dominio nao pode ser tratado, pois considerando apenas variacoes
com suporte compacto, se a camada interna intersectar a fronteira do dominio

existirao minimos locais para o funcional drea ou perimetro.
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Neste capitulo vamos novamente considerar a familia de equacoes dada
por (16), mas aqui o potencial Wy serd fixado como W(x) = (1 — 2?)?, que
obviamente satisfaz (4) e (5). Como no Problema 2, assumiremos a condi¢ao
(17) sobre o termo de difusibilidade a. Outra diferenga importante é que
podemos agora considerar {2 C R? apenas aberto, suave e limitado excluindo

a hipdtese sobre a convexidade de §2.

Definigao 8.1 Dado um funcional H : L'(2) — R dizemos que u € L'(Q) é

um minimo local de H se para todo subconjunto relativamente compacto U &€ )

1
loc

e para toda w € L () tal que supp(w) C U wale a desigualdade

H(u) < H(u+ w).

8.1 Resultado principal do Problema 4

Seja H. : L'(Q) — R, € > 0, uma familia de funcionais dada pela expressao

) 2 1 - 1
) /Qia(m)|Vu|+6W() € HY(Q)

oo ue LNOQ\HY(Q)

sendo W (z) = (1 — 2%)? e a € C*(Q) satisfazendo (17).

Teorema 8.2 Se considerarmos H. nas hipoteses assumidas acima, entao nao
existe uma familia nao constante de minimos locais u. de H. tal que u-(0) =
0, Ve > 0, e u. — up, sendo uy = xa — Xacne) € A C Q um conjunto nao
vazio tal que AN O = 0. Também ndo existe uma familia nao constante de
minimos locais u. de H. tal que:

e u.(0) =0, Ve > 0;

® u. — ug, sendo ug =1 ou ug = —1.

Interpretacao: Se u. é uma familia nao constante de minimos locais dos
funcionais H. tal que u.(0) = 0, entdo a curva de transigao de camadas, do
limite de u. nao pode ser uma curva v C U & €2, tampouco as curvas de

transicao de camadas de u. podem se concentrar no ponto 0 € €.
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Observagao 8.3 A hipdtese u-(0) = 0, Ve assumida em nosso resultado,
poderia ser substituida pela sequinte hipotese mais fraca: Dado A < 1, existe
ro > 0 e uma familia de pontos {x.} tais que u.(z.) € (=\,\) € By (z.) €
Q, Ve.

8.2 Estimativas de densidade

Definicao 8.4 Dado um conjunto 2 C R™ mensurdvel a Lebesque e um ponto

x € R", definimos a densidade de x em FE por

o £(Blzr) N E)
Dens(z, F) = lim Lr(B(x,r))

sendo L™ a medida de Lebesgque n-dimensional.

Observagao 8.5 A densidade Dens(z, ) satisfaz as sequintes propriedades:
i) 0 < Dens(z, E) < 1;
i) z € E = Dens(z, E) = 1;
iii) v ¢ E = Dens(z, E) = 0.

Observacao 8.6 No caso de uma fungao u. ser um minimo local do funcional
H. podemos assumir que |u:| < 1. Para provar este fato, basta definir fungoes
Us como na demonstracao do Teorema 3.4, e observar que se u. € um minimo

local de H, entdo U. também €.

Observacao 8.7 Dada uma funcio u € H(Q), se considerarmos a*(z) =

a(ez) e u*(z) = u(ex);z € 1Q temos que

Ho(u) = = / ) [(“;)2 V' + W(u*)} da.

Teorema 8.8 Sejam A € (—1,1) e u € L'(Q) um minimo local do funcional

Hu) = /BR {“;Wuﬁ + W(u)] da.

Suponhamos que a € C*(Q) satisfaz (17), W(z) = (1 — 22)? e eziste py > 0
satisfazendo

u(B(0, po) N {u > A}) > 0.
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Entao existem C' > 0 e py tal que
u(B(0,p) N {u> A}) = Cp",Vp = pi.
Demonstracao: Veja Secao 8.3.

Corolario 8.9 (Estimativas de densidade) Considerando as hipdteses do

Teorema 8.8 e u. um minimo local do funcional H., £ > 0, temos que
w(B(0, pe) N {u=(y) > A}) = Cp*e",Yp > pr.

Demonstragao: Segue da Observacao 8.7 que u} é um minimo local do fun-

cional

H:(u):/iQ {(a;)2|Vu*|2+W(u*) dz.

Utilizando entao o Teorema 8.8 temos que
1 * n
p{z € ZQNB(0,p) N{uc(z) > AH}) = Cp", Vp > pr.

Realizando a mudanca de coordenadas y = cx, x € %Q obtemos

p({z € 29nB(0, p){uc(ex) > AH}) = o ({y € QN B(0, pe) N {us(y) > AL})

e consequentemente,

1({y € 2N B(0, pe) N{uc(y) > At}) = Cpe”, Vp > pi1.A

8.3 Demonstracao do Teorema 8.8

O Teorema 8.8 foi apresentado no artigo [5], considerando a funcao
difusibilidade a constante. Optamos aqui por fazer a demonstracao do resul-
tado pois existem algumas diferengas, entre o nosso caso (difusibilidade nao
constante) e o caso considerado em [5]. A versao original do resultado é apre-
sentada de forma bastante concisa, e o detalhamento da mesma é algo bastante
técnico, necessitando de varios resultados auxiliares. Durante o processo de

demonstragao do resultado encontramos os artigos [12] e [33], que também
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utilizaram e detalharam o resultado apresentado em [5]. Utilizamos entao al-
guns resultados presentes nestes artigos (Lemas 8.10, 8.12 e 8.13) para finalizar
nossa demonstragao.

Vejamos primeiramente alguns resultados técnicos que serao necessa-

rios para a demonstracao do Teorema 8.8

Lema 8.10 Sejam L >0 e k € N. Entao

M-

1—e L7
j=1

Demonstragao: Utilizaremos o Principio da Inducao Matematica. Note que

a afirmacao é verdadeira para k = 1, pois 1 — e’ < 1, e consequentemente

Suponhamos por hipétese de inducao que
-L

L(p+1—j) ¢
Z <

Segue da hipétese de indugao que

p+1 oL —L

_ _ _ e €
§:€Lp+1+1j L§ e p+1])<eL+ — N |

1l—e Ll 1—eL

Observacio 8.11 Dados C' >0 ¢ © > 0, definimos

1 (4(CpTeoT\ ™
sendo oo € (0,1) tal que
n—1
a n 1
= —. 50
1 -« 2(0)% (50)

Entao existe Ty suficientemente grande tal que

W(T)Smin{ ! ,a"—l( L )n},VTZTl. (51)

crTn 20T
sendo
1
Iy = irzlfi Grlroa > 0. (52)
Observe que 1y > 0 pois a fungdo f(x) = @;71_%, n € N € nao decrescente

em [1,+00) e f(1) = 57
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Lema 8.12 Dados C' > 0 e © > 0, consideremos v(T) e Ty dados pela Obser-

vacao 8.11. Se ai € uma sequéncia de nimeros reais nao negativos tal que

1
> = 53
2 = (53)
ar < CTE" ' Wk > 1,VT > T, (54)
e
n—1
k n ~ k+1 ‘
(Z aj) <O aje ") VE > 1LVT > T, (55)
i=1 j=1
Entao,
Zaj > [y(T)|T"k", Yk > 1,YT > Tj. (56)

Demonstragao: Procederemos por inducao. Considerando o caso k =

temos de (53) e (51) que

1
ay > =2 [ (T)]Tn,VT 2 Tl.

Q

Suponhamos por hipétese de indugao que
Za] > [y(T)T"p" VT > Ti.

Provemos entao o caso k = p + 1. Segue da hipdtese de inducao que para

T > Tj vale

e consequentemente,

(Z ) 2 (b (@) T T > T (57

j=1

Temos de (54), (49) e do Lema 8.10 que
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p+1 P
Z aje—@T(P'H—j) < ap + o™ Zjn—le—@T(p-H—j)
— o

< ap+1+C’T”"126 T(p+1-7)
j=1
3 —er
< appat C’T"pn_lm
n—1
@B s

= —+ =
p+1 AC

Segue da estimativa acima e das desigualdades (55) e (57) temos que

p+1 et
Apr1 > jzlaje—eT(pH—j) _ %Tn—lpn—l
1 - = aly (T o
> %Tnlpnl.
Segue de (52) e (51) que
e > 2T " =07

Oé n pn 1
Utilizando a desigualdade acima juntamente com a hipétese de inducao e a
desigualdade (58) temos

p+1

p
E:%‘ = ap+1+§ a;
j=1 j=1

> [ (T)]T"p +MT" 1, n—1

v

(T (p + 1)", VT > Th.
|
Lema 8.13 Dados 0 < © <1 ek € N, existem T > 0 e wma fungao h =

hoy € C*(Byynr), k € N, tais que
i) |h| < 1;
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i) h(xz) = 1,Vo € 0Bgqyr:

iii) Existe C7 > 0 tal que
(h+1) + |Vh| + |AR| < Ci(h+1) < 2Cye T *+H)

em BjT\B(jfl)T; ] = 1, 2, ceey k+ 1,’
w) |Vh|+ |Ah| < C1O(h+ 1) em Byyiyr:
v) Fizado h* € (—1,0) prozimo de —1, se h(x) € [—1,h*] entao existe 0 <

O < 1 tal que |[Vh| +|Ah| < VO[4R(R? —1)], V0 < © < O,.

Demonstracao: Sejam ¢ : [0,1] — Re ¥ : [1,(k+ 1)T] — R duas fungoes

definidas por

D(p) = —1+ 90030 = p'+ 7 P~ (k+1)T]

sendo T" > 0 a ser escolhido posteriormente.

Temos:
O(1) =w(1), P'(1)=T'(1) e "(1) = ¥"(1).

Logo, a fungao hg : [0, (k + 1)T] — R definida por

U(p), pell,(k+1)T)

é de classe C? em [0, (k + 1)T]. Definimos entéo h : B(41yr — R por
h(z) = ho(|z|).

Segue diretamente da definicdo de ® e ¥ que h satisfaz i) e ii).

Além disso, existe Cy > 0 tal que

[2(p)| < C2pO[®(p) +1], Vp € [0,1],
[27(p)] < C20[2(p) + 1], Vp € [0,1]

(59)
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W' (p)] + [¥7(p)] < C20[¥(p) + 1], Vp €1, (k+1T]. (60)
Podemos sem perda de generalidade supor que

3, 10, 15
Cy > max{zp® — —p' + —p% p € [0,1]}

Temos entao que em B41)r vale a desigualdade

n—1

h+1+|Vh|+|Ah| <ho+1+ (1 + ) |ho'| + |ho”). (61)

|z]

Na bola Bj; temos de (59) que

h4 14 |Vh|+ |Ah| < [14 (n+1)C5)O(h + 1) < [1+ (n 4 1)C5)2e81C2~k+1T]

e supondo T suficientemente grande podemos admitir que em B; vale
h41+|Vh|+|AM < [14 (n+1)C)0(h + 1) < [1 4 (n + 1)Cy)2e O,

No anel B;r\B; temos de (60) que

h+14 |Vh| + |Ah| < [1+nCo)0(h+ 1) < [1 + nCyl2e O*+H1=0T

Logo, tomando 'y = 1 + (n + 1)C, ficam provadas as afirmagoes iii) e iv).

. - . an* (h7=1) ) ?
Para provar o item v) basta utilizar iv) e tomar ©y = (O—l) .

Lema 8.14 Se o Teorema 8.8 for vdlido para algum \* € (—1,1) entao ele

serd vdlido para todo \ € [\*,1).
Demonstragao: Veja [5].
Demonstracao do Teorema 8.8

Devido ao Lema 8.14, para demonstrarmos o Teorema 8.8, basta con-

siderarmos o caso A proximo de —1.
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Seja —1 < A < 0 proximo de -1. Tomemos h, C; e ©¢ definidos pelo

Lema 8.13 e consideremos
N =X-3Ce°".
Tomando T suficientemente grande temos
N> —1. (62)

Por outro lado, tomando o minimo local u de H dado na hipétese do
teorema e definindo o = min{u, h} e f = min{u — 0,1 + X'}, tem-se também

para T suficientemente grande que
B> 0. (63)

Note que se u — o > 1+ X entdao § = 1 + X, e consequentemente,
V3| = 0. Segue deste fato, da Desigualdade de Sobolev 1.13 e da Desigualdade

de Cauchy que

n—1

/ 2n_ "
/anl
Bty

IN

C, / V()] = 204 / EZ
Bty Betnyr

- 20 [ 811v8 (64)
ByyrN{u—o<1+X'}

1

< o / L

B(k+1)Tﬂ{u—0§1—|—)\’} A

sendo ('3 > 0 a constante de Sobolev e A > 0 a ser escolhido posteriormente.

B + AIVB|®

Segue da definigao de [ e da hipétese m = inf{a(x)} > 0 que



CsA/ |Vﬁ|2 =
B(k+1)Tﬂ{u—a§1—|—)\’}

IA

IN
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OgA/ IV (u— o)
B(k+1)Tﬂ{’LL—O'§1+)\/}
CgA/ |V (u— o)
BynT
?;’;;4/ a?|V(u —o)]?
B+

205A 2
e AN (TR
5 / a’Vu.Vo

m By

/ < (IVul? - [Vof?)
m? By 2

2
a’V(oc —u).Vo
m? /Ja<k+l)T

(65)

Sabemos que u = o em JB41)r. Logo, segue do fato de u ser minimo

local de H que

205A

m2

e do Teorema da Divergencia que

205A

m2

Substituindo em (65) temos

CuA / VAP <
B(k+1)Tﬂ{u—a§1+)\’}

Segue de (64) e (66) que

/ a’V(oc —u).Vo <
Bty

205A

a?
/ C(|Vuf? — |Vol?) < 22 / W (o) — W(u)]
ByyT 2 m ByyT

2054 / a’(u— o) Ao
m
Bty

+ M/ a(u —o)VaVo.
Bty

2034 o) —Wi(u
cy / W) - W)

QTCH%A / a*(u — o) Ao (66)
Bty

431—3{‘ / a(u — o)VaVo.
Bty



n—1

/ gl <
Buynr

Note que:

2034 /BW)T (W (o) — W(u)]

2C3A 2
+ W/ a (u — O’)AO’
Bty

+ ﬁi—%A/ a(u —o)VaVo
By

C 2
- 73/ lu — ol
B(k+1)Tﬂ{u—a§1+)\’}

BirN{0<u—0<1+4+\XN} C BrN{h<u<A}

De fato: Se u(z) — o(z) > 0 entdo o(x) = h(z) e consequentemente,

Dai, se 0 <u—o0 <1+ X, entao

u(z) — o(x) = u(z) —h(z) <14+ N =14+ X —3Ce 7.

81

(68)

Temos entao u(z) < h(x) + 1+ X —3C1e®7 e utlizando o Lema 8.13 item iii)

temos

u(z) < h(z)+ 1+ X —3Ce T < X\+20e7 9" —3C1e™®T <\,

Assim fica provada (68).
Segue de (67) e (68) que

n—1

/ gl <
Bty

BynT

%A/ [a®(u — o) Ao

Bkt

%A/ [a(u — 0)VaVo]
Bty

3 ju—of?
Brrn{h<u<A}

& 2
f/‘ lu—a?,
(Bk41)r \Brr)N{u—o<1+X'}
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e consequentemente,

n—1

[ B Y N ORI
B+ Bty
+ 27%’/4/ [a*(u — o) Ao]
By
+ @A/ la(u — 0)VaVo]
By
+ & lu — o
+ & ju— ol

(B(k+1)T\BkT)ﬂ{u—a§1+)\’}ﬂ{u>)\}

(69)

Vamos explorar o lado esquerdo da desigualdade (69). Seja Ao < 1 tal

que A € (—Ao, Ag) e assumimos 7" suficientemente grande para que

1—A
Cle_eT < TO (70)

Logo, utilizando o item iii) do Lema 8.13 temos que em ByrN{u > A}

vale a desigualdade

11—\
u—azA—h:)\+1—(h+l)2)\0+1—2C’16_®T2TO.

Por outro lado,
/ —eT —-eT 1— )‘0
1+ XN =X +1-2Ce > X+ 1—2C% ZT.

E portanto

1—A
f=min{u—o,1+\} > 5 ® em Bpr N {u> A}. (71)
Definindo
a; = p({x € Bjp\Bg-1r e u(x) > A}) (72)

e utilizando (69) e (71) temos que
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n—1 n—1

(1—X)? [ . o (1—Ag)io1) ™
4 (Z J) = (/BkTm{u>A} 4 )

=1

n—1

) (73)
= </BkTﬂ{u>/\} ﬁ )

n—1

< / C
Bt

Voltemos agora nossa atencao para o lado direito de (69). Observe
inicialmente que se u < h entao u — o = 0. Logo, na regiao onde isto acontece,
o lado direito de (69) é nulo.

Consideremos entao o caso u > h, isto é, ¢ = h. Inicialmente

mostraremos que no conjunto
B = B(k+1)T N {h <u< )\},

a contribuigao do lado direito de (69) também é negativa, lembrando que A
estd proximo de —1, e consequentemente u e h também.

Inicialmente temos que

W(u)—W(h) = /h“ W'(s)ds = /hu —4s(1—s)(1+s)ds > Z/hu(s+l)ds em B

pois a funcdo g(z) = —4z(1 — z) é decrescente em (—oo, —1) e g(—1) > 2.
Logo, temos que
W(w) = W(h) > (u+172 = (h+1) > %(u —hZem B, (74)
Portanto,
20314 03 2 0314 C’3
_ =3 o< (2L 93 _ .
= [ —w+ G [ o < (S5 2F) [ v -
(75)

Por outro lado, segue do item v) do Lema 8.13 segue que

Ah < VOW'(h) em B,Y0 < © < O, (76)
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|Vh| < VOW'(h) em B,Y0 < © < O,. (77)

Como a € C*(Q) podemos considerar M; = max{a(z),z € Q} > 0e My =

max{|Va(z)|,z € Q}. Temos entdo de (76) e (77) a estimativa

/[ag(u — h)AR + 2a(u — h)VaVh] < [(M;)* + 2M1M2]\@/ W'(h)(u— h),
B B 78)

valida para 0 < © < ©.
Segue do Teorema de Valor Médio que para cada = no conjunto B

existe um nimero ¢ = ¢(x) tal que h <c<u < e
W(u) — W (h) =W'(c)(u—h).

Utilizando a igualdade acima e o fato de F” ser crescente em [—1, A] temos que

W(u)—W(h) > W'(h)(u— h) em B.

Substituindo isto em (78) temos

2054 / a2 (u—h) Ah+2a(u—h)VaVh] < 2048 / W (u)=W(h) (79)
m2 B m2 B
sendo Cy = [(M)? + 2M, Ms] > 0.

Somando as desigualdades (75) e (79) temos

Gt (1- 22 —200/8) V() - W)= 2 [ )~ W)

m _
+ %/\U—U\Q
B

+ 2§L—32A/[a2(u—h)Ah]

B
- ﬁﬁ—BzA/[a(u—h)Vth].
B
(80)
Escolhendo agora A suficientemente grande e © suficientemente pe-

queno podemos tornar lado esquerdo da desigualdade acima nao positivo, pois
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F(h) < F(u) em B. Fixados entdo A e © podemos reescrever (69) da seguinte

forma:
[oosm = S [ -wiw)
Bty B
+2%A/ﬁu—hAh
A [ o= KAk s
+ %A/[a(u—h)Vth]
B
+ & lu — h|?
B*
sendo
B = By N {u > max{\, h}}
e

B* = (B(k—}-l)T\BkT) N {U > max{)\, h}}

Vamos olhar agora para o lado direito de (81). Utilizando novamente

o Teorema do Valor Médio temos que existe ¢ € [—1, h| tal que

A

W (h) — W(u) < W(h) = W(h) — W(=1) < W(c)(h+ 1) em B.

Logo, se tomarmos C5 = max{W'(z);z € [-1,1]} temos
W(Rh) — W (u) < Cs(h+1) em B.

Segue desta desigualdade e do item iii) do Lema 8.13 que dado j € {0, 1, ..., k+

1}
W(h) - W(u) S C5(h + 1) S 2C5€_®T(k+1_j) em BjT\B(j—l)T

e portanto

k+1

/[W(h) _ W) < 40305 A Zaje_m(’“’l_j)- (82)

m2

205A
m2

j=1
Também da parte iii) do Lema 8.13 podemos concluir de modo similar
ao que foi feito para encontrar a desigualdade (79) que

205A

m2

20 A k+1
/B [a*(u — h)Ah + 2a(u — h)VaVh] < 04m—32 Y " ajeOTETID(83)
j=1
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Como |u| < 1e|h| <1 temos |u— h|? <2 e consequentemente,
— lu — R < —Zap,. (84)

Se considerarmos Cg = (24534 + ¢, 284 4 483) temos de (81), (82),

(83) e (84) que

n—1

n k+1
2n .
/ ﬁ—n—l S CG § aje—eT(k-f-l—j)'
Bty

j=1

Se utilizarmos a desigualdade (73) juntamente com a desigualdade acima temos

k nT_l 406 k+1
] e L —OT(k+1—j)
(S0) " = S ®
j=1 Jj=1

Consideramos agora Ty suficientemente grande para que quando con-
siderarmos 7' > T valham as estimativas (51), (62), (63), (70), e o Lema 8.13.

Podemos exigir ainda que Ty > po. Assim, considerando T' > Ty temos
ar == p(Br N{u > A}) > pw(B,, N{u> A}). (86)

Considerando o volumes das bolas B41)r € Byr temos que existe
C7 > 0 tal que
ar < p(Bsnyr\Brr) < C7T"E" 1 (87)

Se considerarmos Tj acima, © encontrado em (81) e definirmos

~ 4CY 1 }
C' = max , C'r,
{<1 22 T (B > AD

temos de (85), (86) e (87) que a sequéncia a definida por (72) satisfaz as

hipéteses do Lema 8.12.

Consequentemente,
k
p(Bir N {u > A}) =Y a; > [y(T)T"E",Vk > 1LVT > Ty := max{Ty, T} }.
j=1
Dai temos

1(Bir 0 {u > AY) > [Y(T)|T"K" Yk > 1,VT € [Ty, 2T3].
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Considerando C' = min{y(T'),T € [Tz, 2T5]} temos
w(Brr N {u > A}) > CTE",VE > 1,VT € [Ty, 2Ts].
Finalmente, tomando p; = T5, podemos concluir que

w(Bo N {u > A}) = Cp",Vp = pr.

8.4 Demonstracao do Teorema 8.2

Inicialmente apresentaremos alguns resultados que posteriormente serao uti-

lizados na demonstracao do Teorema 8.2

Teorema 8.15 Consideremos o funcional

F(u,Q):/Qf(x,u,Du)dx

sendo 2 um conjunto aberto, suave e limitado e f uma funcdo continua tal

que
Ip|™ — (M) < f(x,u,p) < a(M)|p|"™ +b(M), Yz € Q, |u| < M, p e R".

Sew e WE™(Q)NLE

fl 2 (2) € um minimo local do funcional f, entao u é Holder-

continua em §1.
Demonstracao: Veja Teorema 3.1 em [15].

Teorema 8.16 As constantes de Holder-continuidade encontradas no Teo-
rema 8.15 sao uniformes (independem do minimo local u escolhido). Ou seja,
Sewu e F' estao nas hipoteses do Teorema 8.15 entao existem constantes M > 0

e 0 < v <1 independentes de u tais que
u(z) —u(y)] < M|z —y[".

Demonstracao: Veja Teorema 6.1, Capitulo 2 em [18].
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Teorema 8.17 Seja F' um funcional que satisfaz as hipoteses do Teorema 8.2.
Dado X € (0,1), se u é um minimo local de F tal que |u| <1 e x € Q tal que
u(z) € (=A\,A\) entdo para todo 6 > 0 existem constantes positivas 1o e C'

dependendo apenas de X\, de § e de constantes estruturais tais que

L' By(x) N{u> A}) > Cr"

LM Br(z) N{u < =A}) > Cr"

para todo r > 1o, desde que B,ys(x) € Q.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada no ar-
tigo [25] (Teorema 1.1). Em linhas gerais, a idéia da demonstracao é utilizar os
Teoremas 8.15 e 8.16 para provar que dado 0 > 0 existem constantes positivas,

[1 € Lo, independentes da funcao u, tais que

p(B(, pn) N {u > A}) = po.

Desta forma fica provado que as hipoteses do Teorema 8.8 sao uniformemente
satisfeitas, para todas as funcgoes u que sao minimos locais do funcional F,
desde que B,is(z) € €. Assim, pode-se concluir que as constantes C' e p;

encontradas no Teorema 8.8 independem dos minimos locais.
Demonstracao do Teorema 8.2

Utilizando os Corolarios 5.20 e B.7 temos, como nos problemas ante-
riores, que a familia de fungoes u. admite uma subsequéncia u., que converge
para uma funcao ug constante igual a —1 ou 1. Isso ja exclui a possiblidade de
u. desenvolver camada interna de transicao de maneira andloga aos resultados
anteriores.

Vejamos entao que, neste caso, u. também nao pode convergir para as

fungoes contantes —1 ou 1. Realizando uma mudanca de coordenadas como
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na Observacao 8.7 ou no Corolario 8.9 temos que os elementos da familia de

fungoes u} sao minimos locais dos funcionais H} definidos por

* k a* * *

€k

Agora dado A > 0 e considerando a hipédtese u., (0) = 0, Ve, podemos
concluir que existe kg > 0 tal que as hipéteses do Teorema 8.17 sao satisfeitas
para todo k > kg e consequentemente, existem niumeros positivos rg e C' tais
que

£7(B(0) N {uZ, > A}) > O™

L7(B(0) N {uZ, < —=A}) > Cr"

para todo r > ry.

Agora considerando o Corolario 8.9 temos que

L"(Bye, (0) N {ue, > A}) > Crlei”

LBy, (0) N {ufk —A}) > Crlg”

para todo r > ry.

Em particular, podemos tomar 7, = Z—Z

LBy (0) 0 {ue, > A}) = Crg (83)

L"(Bry (0) 0 {ue, < =A}) = Crg (89)

para todo k > k.

Supondo sem perda de generalidade ug = 1 e tomando
By = {By,(0) N {u. < —\}}
temos de (89) que

/ |te, —uo|dz > |ue, +1|dx > / (1—u., )dz > (1+X)L"(Bg) > (1+X)Crf
Q By, By
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para todo k > ko, contradizendo u., — ug em L'().

O caso ug = —1 é anédlogo, mas considerando (88) ao invés de (89). W
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Apéndice

A Funcoes de Variagao Limitada (Fungoes BV)

Apresentamos aqui as definigoes e alguns resultados bésicos sobre as
Fungoes de Variacao Limitada. Inicialmente apresentamos alguns resultados
em dominios n-dimensionais e depois as generalizagoes que fizemos destes re-

sultados para hiperficies.

A.1 Definicao e propriedades basicas

Definigao A.1 Sejam Q C R™ um aberto e f € L*(2). Definimos a variacao

de f em € por
DAI(R) = sup { [ stavg)ass g € Cl.R" elg)] <1, v € Q} |
Q

Definigao A.2 Sejam Q C R™ um aberto e f € L'(Q). Dizemos que f tem
variagao limitada em € se |Df|(2) < co. Denotamos por BV () o conjunto

das fungoes em LY(S) que tem variacio limitada em 2.

Definicao A.3 Quando f € BV (Q) e {f(z);z € Q} = {a, [} denotamos
f € BV(Q,{a, B}).

Observagao A.4 i) Se f € CY(Q) entao
D51 = [ 19lds
ii) Se f = xg sendo E € R™ um conjunto com fronteira de classe C* entio
IDf|(Q) =H" 1 (OENQ)

sendo H* a medida de Hausdorff k-dimensionall.
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No caso de  ser um conjunto aberto do R? a observagao ii) acima
nos diz que a variagao da funcao caracteristica de um conjunto £ C €2 com
fronteira de classe C? serd dada pelo comprimento da curva que descreve a
intersecao de €2 com a fronteira do conjunto E. Na Figura 10 abaixo o trago
continuo ilustra o trago da curva que descreve tal intersecao em duas situacoes

diferentes.

Figura 10: Conjuntos €2 e F.

Teorema A.5 Sejam Q C R™ um aberto e { f,} uma sequéncia de fungoes em

BV () que convergem em Li, () para uma fungdio f. Entao
[Df[(©2) < liminf | D f,[(42).
Demonstragao: Veja Teorema 1.9 em [16].

Teorema A.6 Seja 2 C R™ um aberto com fronteira suficientemente regular

nas hipdteses do Teorema de Rellich. Entao BV () € relativamente compacto

em L'(Q).
Demonstragao: Veja Teorema 1.19 em [16].

Definicao A.7 Seja E um conjunto de Borel e Q2 um aberto em R™. Definimos

o perimetro de E em ) como
P(E,Q) = |Dxg|(9).

Se P(E,Q) < oo dizemos que E € um conjunto de Caccioppoli.
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Teorema A.8 Todo conjunto de Caccioppoli limitado E pode ser aprorimado

por uma sequéncia {E,} de conjuntos de classe C*, tais que

lim IXE, — Xpldz =0
n—oo Q

ln [Dxs,| = [Dxel

Demonstragao: Veja Teorema 1.24 em [16].

A.2 Funcgoes BV em hiperficies

Apresentamos aqui nossa formulacao da Teoria das Fungoes de Vari-
acao Limitada em hiperficies que é essencial para calcular o I'-limite da familia
de funcionais do Problema 1. Nesta secao, S representa uma hiperficie fechada
de classe C'° em R™ e H" representa a medida de Hausdorff n-dimensional.

Dada u: S — R tal que u € L'(S, H""!) definimos

|Du|(S) := sup /u div(g) dH"*
9eG(8) Js

sendo

G(S):={g€C;(S); |g(x)] < 1eg(x) € T,S, Vo €S}

Definigao A.9 Uma funcio u: S — R tal que u € L' (S, H"™') tem variacdo
limitada em S se

| Dul(S) < oo
e define-se
BV(S):={u:S —=R; ue L'(S,H" ) e |Dul|(S) < c}.
Definigao A.10 Dada v € BV (S) define-se ||u| gy = ||u||r1(s) + [Du|(S).
Exemplo A.11 Seja A C S um aberto na topologia induzida em S e considere

a funcao caracteristica x4 : S — R. Neste caso

geG(S) 9geG(S

|Dx4|(S) = sup /XA div(g) dH" ' = sup /div(g) dH™ 1
s )J A
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Definigao A.12 Define-se o perimetro de um subconjunto A C S em S por
PergA = |Dxal(5).

Observagao A.13 No caso em que A C S e A é uma subvariedade compacta

suave de dimensao n — 1 e classe C? com bordo, tem-se que

[Dxal(S) = H"*(0AN ). (90)
Observacao A.14 Quando u for de classe C* vale a igualdade

| Dul(S) = /5 V| dH.

Teorema A.15 (Semicontinuidade inferior) Sejam S uwma hiperficie de
classe C™ em R" e (u.).~o uma familia de fungoes do espago BV (S) tais

que u. — u em L*(S,H" ') quando ¢ — 0. Entdo
| Du|(S) < limigrlf | Du.|(S)
e—0

Demonstracao: Sejam g € G(S5) e ¢ > 0 uma constante tal que |divg| < ¢

em M. Entao

/ (- ue) div(g)] dH™
S

< / lu — u||divg| dH™ ! < c/ lu — ue| dH"
S S

e assim

lim [ u. div(g) dH" ! = / u div(g) dH" .
e—0t Jg S

Além disso,

/u6 div(g) dH" ™ < |Du.|(S), Vg € G(S).
s

Logo

/u div(g) dH" ' = lim inf/ ue div(g) dH" ' < liminf | Du,|(9),
S s

e—0t e—0t

para toda fungao g € G(.S). Tomando o supremo no lado esquerdo da desigual-

dade acima segue o resultado.
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Teorema A.16 (Compacidade de BV (S) em L'(S,H""1)) Sejam S uma
hiperficie de classe C*° em R™ e {uy}ren uma sequéncia de fungoes do espago
BV (S) tais que

sup ||ug|| By (s) < oo.
keN

Entao existem uma subsequéncia {uy,}jen € uma fungao u € BV (S) tais que

up, — u em L'(S,H"™") quando j — oo.

Demonstragao: Segue de [20] que existe uma sequéncia (hy)ken tal que hy €
C>®(S)NBV(S) e

/ |uk—hk|§%, Wk e N

M

SUDgen | Dhi|(S) < o0.

Como hy, € C*(S), temos que |Dhi|(S) = [ IV hy|d"" ", ou seja, by, € HI(S).
Logo, segue do Teorema 1.12 que 7y possui subsequencia hy; que con-

verge em L'(S,H""!) para uma fungio f € L'(S, H"!). Utilizando o Teorema
A.15 tem-se que f € BV(S) e da desigualdade ||hy, —ug,|| 11 (52m-1) < % segue

que ug; converge em LY(S,H" ') para f. A
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B Resultado de Dal Maso e Modica sobre a
preservacao de minimalidade local no pro-
cesso de ['—limite

Definigao B.1 Seja 2 C R™ um conjunto aberto, definimos por A a familia
dos conjuntos abertos contidos em €2 e Ay a subfamilia de A formada pelos

conjuntos A € A tais que A € €.

Definigao B.2 Seja X(Q2) um espago vetorial e topolégico de fungoes reais
definidas em 2, dizemos que F : X(Q) x A — R € um funcional local em
X(Q) se F(u,A) = F(v,A) para todo conjunto A € A e para todo par de
fungoes u,v € X () que sao iguais em A, a menos de um conjunto de medida

nula.

Definigao B.3 Sejam Ay, Ay € A tais que A1 € As. Dizemos que ¢ : R" — R

€ uma funcao de conexao entre Ay e Ay se
0 € CP(A),0< p <1 ep=1 em uma vizinhanca de A;.

Definigao B.4 Seja o € [1,400] e F um funcional local nao negativo em
L*(2). Dizemos que F' satisfaz a propriedade-J se para todo € > 0 e para todo
A, Ay € A tais que Ay @ Ay, existe M > 0 e um niumero finito de funcoes de

CONETA0 1, Y3, ,...,pr entre Ay e Ag tais que

min F(pu+ (1 —¢)u, AUB) < (14 ¢)[F(u, A") + F(v, B)]

1<i<k
+ elllullZacay + [0l Zam +1]
+ Mllu—v[|aanp
quando A, A", B € Ay, A €@ A € Ay € A’ eu,v € L¥Q). Além disso, se
F € uma classe de funcionais locais nao negativos em L*(Y), dizemos que a

propriedade-J vale uniformemente em F se cada elemento F' € F satisfaz a

propriedade-J com M, k, o1, ..., o dependendo de €, Ay, Ay, mas nao de F.
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Defini¢ao B.5 Seja F' um funcional local em X (). Dizemos que u € X (2)

¢ um minimo local de F em X () se

F(u, A) < 400
F(u, A) < F(u+ ¢, A)

para todo A € Ay e para todo ¢ € X(Q2) tal que spt(p) € A.

Teorema B.6 Sejam F}, e G}, duas sequéncias de funcionais locais em L*(£2),
Go outro funcional local em L*(SY) e suponhamos que:

i) Cada F), € uma medida ndo negativa;

ii) A propriedade-J vale uniformemente no conjunto {F};

iii) A sequéncia Fy T*-converge para um funcional local Fu;

iv) Cada funcional local Gy, e também o funcional local G sao medidas (nao
necessariamente positivas) com valores em R;

v) Dada uma sequéncia de fungoes vy, convergindo para vs, em L*()) e A € A,

temos

lim Gp(vp, A) = Goo(Voo, A).

h— o0
Além disso, suponhamos que uy, € uma sequéncia em L*(Q) tal que:
vi) up, € um minimo local (no sentido da Definigao B.5) de Fj,+ G, em L*(€),
heN;
vii) A sequéncia uy converge para uma fun¢ao u., em LY(Q);
viii) Para todo A € Ay

lim sup Fj, (up, A) < +o0.
h—o0

Entao uy € um minimo local (no sentido da Defini¢ao B.5) do funcional Fu, +
Goo em L*(Q), €

hlim Fr(up, A) = Foo(tigo, A)

para todo A € Ay tal que Foo(uoo, 0A) =0, sendo

F(us, B) = inf{F(u,C);C € A, B C C}.
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Demonstragao: Veja Teorema 5.1 em [9].

Corolario B.7 Considere a familia de funcionais F. definida em (16) e Fy
definido em (31). Se existe uma familia de minimos locais u. dos funcionais
F. (no sentido da Definicao 8.1) tal que u. — uy em LY(Q) entdo ug € um

minimo local do funcional Fy (no sentido da Definigao 8.1).

Demonstragao: Veja pag 215 em [9].
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