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Resumo

Sejam M™ uma variedade suave e fechada e T': M™ — M"™ uma involucao suave definida
em M™. E bem conhecido o fato que o conjunto de pontos fixos F' de T é uma unido disjunta
e finita de subvariedades fechadas de diferentes dimensoes. Escrevamos F = U F' n < m,
onde F denota a uniao disjunta das componentes i-dimensionais de F.

Suponha que F tem a forma F" U F7, 0 < j < n, e que F™ U FY nao borda. Através do
famoso Five Halves Theorem of J. Boardman, concluimos entao que m < g n. Nosso interesse
nesse trabalho é determinar o limite superior de m, para cada n, no caso em que j =3 en > 3.
Resultados dessa natureza foram obtidos por R. E. Stong e P. Pergher para j = 0, S. Kelton
para j = 1 e F. Figueira para j = 2. Veremos que o caso j = 3 tem como limitante superior

m(n — 3) + 6, onde m(n) é o limitante de Stong e Pergher para o caso j = 0.



Abstract

Let M™ a closed and smooth m-dimensional manifold and 7" : M™ — M™ a smooth
involution defined on M™. It is well known that the fixed point set F' of T is a finite and
disjoint union of closed submanifolds, with possibly different dimensions. Write F' = U} F*,
n < m, where F denotes the union of those components of dimension i.

Suppose that F' has the form F" U F7, 0 < j < n, and that F' does not bound. From the
Five Halves Theorem of J. Boardman, one then has m < g n. In this work, our interest is to
obtain improvements of this general bound in the case F' = F™ U I3, where n > 3. Results of
this nature were obtained by R. E. Stong and P. Pergher for j =0, S. Kelton for j = 1 and F.
Figueira for j = 2. We will see that a general bound in this case is m(n — 3) 4+ 6, where m(n) is
a number discovered by Stong and Pergher which works as a best possible bound for the case

F = F"U{pto} (j =0).



Introducao

Iniciaremos esse trabalho com uma breve abordagem historica sobre as ferramentas mateméti-
cas que nos permitiram realizar tal trabalho. Essas ferramentas inserem-se no contexto iniciado
com o famoso trabalho de R. Thom de 1954 sobre a teoria de bordismo, Quelques propriétés
globales des variétés differentiables [23], o qual proporcionou ao mesmo a Medalha Fields em
1958. Em seu trabalho, R. Thom transformou a questao de classificar todas as variedades
fechadas, a menos de bordismo, em uma questao de homotopia, o que lhe permitiu mostrar que
a classe de bordismo de uma variedade fechada e suave é completamente determinada por in-
variantes algébricos denominados nimeros de Stiefel-Whitney ou nimeros caracteristicos. Dez
anos depois (1964), em seu grandioso trabalho Differentiable Periodic Maps [16]|, P. E. Conner
e E. E. Floyd estenderam o trabalho de Thom introduzindo os grupos de bordismo singular
n-dimensionais de um espago topoldgico X, N,,(X), cujos elementos sao as classes de bordismo
de pares (M™, f), onde M™ é uma variedade suave, fechada, n-dimensional e f : M™ — X
¢ uma fungao continua. A extensdo é devida ao fato de que, quando X = {ponto}, N, (X)
reduz-se ao grupo de bordismo nao-orientado de Thom, N,,. Semelhantemente ao que ocorre
com X = {ponto}, Conner e Floyd mostraram que, quando X é um CW-complexo finito em
cada dimensao, entdo a classe de bordismo do par (M", f) é completamente determinada por
numeros caracteristicos, os quais sao oriundos das classes de Stiefel- Whitney do fibrado tangente
de M, e da Zs-cohomologia de X.

Nesse contexto, um detalhe importante é que, quando G é um grupo de Lie compacto e

10
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X = B(G), onde B(G) é o espago classificante para G-fibrados principais, entdao o bordismo
singular de X reduz-se ao bordismo das acoes suaves e livres de G em variedades fechadas, ou
bordismo G-equivariante. Isso deu origem & original estratégia de se estudar acoes de certos
grupos em variedades usando métodos de bordismo. Dessa forma um amplo estudo sobre
involugoes foi levado a cabo por Conner e Floyd em [16], através da seguinte estratégia: quando
X = BO(r) = o espago classificante para fibrados vetoriais r-dimensionais, N, (X) converte-se
no grupo de bordismo de fibrados r-dimensionais sobre variedades n-dimensionais, e desse modo
esses objetos sao completamente determinados por ntimeros caracteristicos. Em particular, esse
estudo teve um enfoque especial para as propriedades referentes ao conjunto de pontos fixos
de involugoes. Especificamente, se M é uma variedade suave, fechada e T : M — M ¢é
uma involuc¢ao suave, entao o conjunto dos pontos fixos de T', que denotaremos por F, é uma
subvariedade fechada de M, a qual pode ser escrita como F = |J F', onde F* denota a uniao
(disjunta) das componentes i-dimensionais de F. O fibrado normal n — F de F em M (
que é a unido disjunta dos fibrados sobre as diversas componentes) é chamado o fized-data da
involugao (M,T). Um dos resultados mais importantes de Conner e Floyd foi mostrar que
o bordismo do fized-data determina completamente o bordismo equivariante do par (M, T).
Em outras palavras, se (M,T) e (N, S) sdo duas involugbes com fized-data n — F e v — V,
respectivamente, entao eles mostraram que (M, T) e (N, S) sao equivariantemente cobordantes
se, e somente se, n — F e v — V sao cobordantes como fibrados.

A conveniéncia desse resultado é que o bordismo de fibrados é completamente determinado
por nimeros caracteristicos, por ser o bordismo singular dos espagos classificantes; enquanto
que o bordismo de involugoes sem restri¢goes nao ¢ determinado por ntimeros caracteristicos (a
nao ser no caso especial em que as involugoes em jogo sejam livres de pontos fixos; esse caso
se reduz ao bordismo singular do espago classificante BO(1), que ¢ determinado por ntimeros
caracteristicos).

Uma ocorréncia observada por Conner e Floyd foi o fato que, se uma involucao suave T

atua sobre uma variedade m-dimensional de tal sorte que o conjunto de pontos fixos F' nao
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borda (isto ¢, alguma F* nao borda), entao m nao pode ser muito grande em relagao a n, onde
n é a dimensao da componente de F' com maior dimensao; isso nao ocorre caso F' borde. O
resultado de Conner e Floyd que trouxe a tona tal fendmeno foi o seguinte: para cada natural
n > 1, existe um natural ¢(n) > n com a seguinte propriedade: se uma involugao (M™,T) fixa
F' de tal sorte que a dimensao da componente de F' com maior dimensao é n, e se m > ¢(n),
entdao (M™,T) borda equivariantemente; o que, em particular, implica que F' borda.

A prova do resultado acima concernente a existéncia de ¢(n) tinha carater apenas existen-
cial; posteriormente, J. Boardman completou tal resultado através de seu famoso 5/2- Teorema
de Boardman (ou Five Halves Theorem de [8], Bulletin of the American Math. Soc. - 1967),
onde mostrou o seguinte: se uma involugao (M™,T') nao borda equivariantemente e se o con-
junto de pontos fixos F' é tal que sua componente maximal tem dimenséo n, entdao m < 5/2n.
Adicionalmente, e através de exemplos explicitos, Boardman mostrou que a estimativa em
questao é a melhor possivel nas condigoes gerais nas quais a mesma foi formulada.

Essa generalidade do resultado de Boardman independe de n e abrange a possibilidade
de F' possuir componentes com todas as dimensoes, de 0 a n; por essa razao tal resultado
possui embutido em si um leque de problemas interessantes, que se revelam mediante a ob-
servacao simultanea de dois resultados posteriores da literatura, nos quais a preocupacao nao
era a obtencao de resultados do tipo Boardman. O primeiro desses é o seguinte resultado de
C. Kosniowski e R. Stong : se (M™,T) fixa FF = F", e se m > 2n, entdao (M™,T) borda
equivariantemente ([3|; Topology, 1978). Isso implica que o fized-data de (M™,T) borda, e
em particular F' borda, de onde se conclui que, caso F' nao borde, entao m < 2n. O exemplo
dado pela involugao twist ((F x F,T),T(z,y) = (y,z)) ilustra essa situagdo e mostra que essa
estimativa é a melhor possivel, o que significa um limitante para m melhor que o de Boardman
no caso especial em que F' possui dimensao constante igual a n.

O segundo resultado é um Teorema de Royster contido em [4], segundo o qual, se (M™,T)
¢ uma involugao fixando a uniao de um ponto com uma variedade F' de dimensao n impar,

entao (M™,T) é equivariantemente cobordante & uma especifica involugao definida em RP" ™,
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onde RP""! denota o espago projetivo real de dimensao n + 1. Em particular, m <n + 1 (na
verdade ¢ igual a n+1), e por causa da involugao sobre RP"! citada, essa estimativa ¢ a melhor
possivel. Evidentemente, isso ¢ também um limitante para m melhor que o de Boardman na
situagao especial em que F' possui, além da componente maximal n-dimensional (com n impar),
componentes 0-dimensionais (quando componentes 0-dimensionais efetivamente ocorrem, entao
a quantidade das mesmas precisa ser impar, o que pode ser reduzido, via bordismo, a um tnico
ponto).

Essa linha de problemas foi descoberta e estabelecida por P. Pergher em seu trabalho [17];
especificamente, surge naturalmente o problema de se estabelecer um limitante para m, em
termos de n, melhor que o de Boardman, quando alguma restricao sobre n é imposta, ou
quando adicionalmente, algumas dimensoes envolvidas em F' (que em principio seriam de 0
a n) sao inicialmente omitidas. Tal problema pode ser formulado da seguinte forma geral:
para cada ndmero natural n, e para cada conjunto de naturais X = {pi,ps,...,p,}, onde

0<p1<py<...<pr<ne0<r,definimos m(n; X) como sendo o seguinte niimero natural:

m(n; X) = max{m tal que existe involu¢ao (M™,T) fixando alguma F que nao borda, cuja
componente maximal é n-dimensional, e tal que F nao possui componentes com

dimensoes diferentes de n e daquelas especificadas na lista X }.

Com tal formulagao, o Teorema 5/2 de Boardman estabelece simplesmente que m(n; X) <
g n para qualquer (n; X). O teorema acima citado de C. Kosniowski e R. Stong diz que: se X
¢ a lista vazia, entao m(n; X) = 2n para todo n; por outro lado, o resultado de Royster diz que
m(n;{0}) = n+ 1 quando n ¢ impar. Tal formulagao relativa a m(n; X) foi introduzida por P.
Pergher e F. Figueira em [19].

E importante frisar que o valor de m(n; X) independe da quantidade de componentes de
F com alguma dimensao especifica p; € X. Isso decorre do seguinte fato (que sera detalhado
no Capitulo 1, Se¢ao 1.7.1, Teorema 1.7.5): suponha que uma involucao (M™,T) fixa F, e

seja ' a uniao disjunta das componentes de F' com dimensao i. Entao existe uma involucao
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(N™ S), equivariantemente cobordante a (M™,T) fixando B = (F — F*) U V', onde V" é
uma subvariedade conexa i-dimensional de N™. Dessa forma, m(n; X) é de fato uma funcao
exclusivamente de n e de X.

Além do resultado acima citado, o Capitulo 1 contém os demais pré-requisitos necesséarios
para o desenvolvimento dos capitulos seguintes. Nesses pré-requisitos estao incluidos alguns
topicos fundamentais da teoria de bordismo equivariante desenvolvida por Conner e Floyd.

Como dito acima, uma vez que m(n; X) = 2n esta estabelecido para a lista vazia X e para
qualquer n, o passo seguinte é a andlise de m(n; X) quando X é unitario, ou seja, quando F
possui duas componentes com dimensoes distintas F™ e FV, j < n. O caso j = 0 e n impar foi
resolvido por Royster, como ja foi citado. Nessa diregao e iniciando efetivamente o ataque a esse
tipo de problema, P. Pergher mostrou que m(2n;{0}) < 3n+3 quando n é impar em [17|. Esse
resultado foi obtido com um refinamento da técnica de Royster. Posteriormente, em 11, R. Stong
e P. Pergher chamaram m(n; {0}) de m(n) apenas, e determinaram seu valor exato para cada n.
A técnica utilizada consistiu inicialmente em mostrar que, se (M™,T) fixa F™ U {ponto}, entao
m < m(n); isso foi obtido usando algumas classes caracteristicas especiais e a teoria de Conner
e Floyd. Em linhas gerais, a classe de bordismo de um fibrado v +— F d& origem a classe de
bordismo equivariante de uma involu¢ao sem pontos fixos, dada pela involucao A que atua como
antipodal nas fibras do fibrado em esferas S(v). Segundo Conner e Floyd, caso v — F' seja
o fized-data de alguma involugao, entao (S(v), A) borda como elemento do grupo de bordismo
de involugoes livres de pontos fixos. Ocorre que tal grupo de bordismo pode ser identificado
ao grupo de bordismo singular de X = BO(1), o qual consiste das classes de bordismo de
fibrados unidimensionais. Essa identificagdo ¢ obtida associando-se (S(v), A) ao fibrado linha
canodnico A — S(v)/A. Por outro lado, as classes de bordismo de fibrados unidimensionais sao
completamente determinadas por nimeros caracteristicos, conforme ja citado anteriormente.
Tomando-se a situagao particular na qual uma involugao possui fized-data do tipo v — F =
n+— F"Up — FJ j < n , isso dard origem a uma colecdo de equacgoes, obtidas por se

igualar cada ntamero caracteristico de A — S(n)/A ao correspondente nimero caracteristico
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de A — S(u)/A. Quando j = 0, u — F9 & sempre o fibrado trivial sobre um ponto e A —
S(w)/A é o fibrado linha canonico sobre RP™! cujos niimeros caracteristicos sao explicitamente
conhecidos. Manipulando as equagoes acima mencionadas, com o auxilio de certas classes
caracteristicas especiais e com o conhecimento explicito dos ntimeros de A — RP™! obtém-se
os limitantes do caso F' = F™ U F°.

Com relacao a m(n; {1}), em sua tese de doutorado Involutions fixring RP? U F™ (vide [10]),
orientada pelo Prof. Stong, e posteriormente nos artigos [11] e [12], Suzanne M. Kelton analisou
limitantes para as dimensoes de variedades com involucao cujo conjunto de pontos fixos é da
forma F" URP’. Essa é uma linha de generalizacao para o caso F' = F™ U {ponto}, uma vez

que o ponto ¢ igual a RPY. Entre os diversos resultados obtidos, S. Kelton mostrou que se

(M™,T) fixa F" URP?, entdo

m(n —1)+1, sen impar
m <

m(n —1)+2, sen par,

e tais resultados sao os melhores possiveis, o que encerra o estudo desse caso.

Ja o caso m(n;{2}) foi estudado por Fabio Gomes Figueira em sua tese de doutorado In-
volugées cujo conjunto de pontos fixos possui duas componentes (vide [6]), sob orientacdo do
Prof. P. Pergher, e posteriormente nos artigos [19], [20] e [22]. O resultado para esse caso é o
seguinte: m(n; {2}) = max{2n, m(n — 2) + 4}, para n qualquer, e esse ¢ o melhor limitante
possivel. A abordagem desse caso segue a mesma idéia do caso m(n; {0}), sendo que a diferenga
crucial reside no fato que, enquanto s6 existe uma possibilidade para classes de bordismo estaveis
sobre o ponto (dada pelos fibrados triviais), existem sete tais possiveis classes nao nulas sobre
variedades bidimensionais. Denotando tais classes por 1, B3s, B3, B4, B5, B¢ € Pr, vimos acima
que o limitante geral para esse caso é m(n — 2) + 4, e este mostra-se efetivo para qualquer n e
qualquer uma das classes (3;. Nesse contexto, surge a questao: tal limitante pode ser melhorado

para especificos n e especificas classes 5;7 Tal questao deu origem & definicao do nimero natural
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©(n, B;) = max {m | existe involugao (M™,T) fixando F do tipo F' = F" U F?

tal que a classe de bordismo estavel do fibrado normal sobre F? é f3;}.

Nos trabalhos [19], [20] e [22], P. Perghere F. G. Figueira mostraram que ¢(n, 5;) pode sim
ser melhorado em alguns casos de n e ; especificos.

Seguindo essa diregao, o principal objetivo do nosso trabalho é mostrar que m(n,{3}) =
max{2n, m(n—3)+6}, para n qualquer. Paralelamente ao caso m(n, {2}), no nosso caso existe
uma lista de possibilidades para as classes de bordismo de fibrados estaveis sobre variedades
tridimensionais. Mostraremos que essa lista possui 15 classes nao nulas, que serao denotadas
por (1, s, ..., B15; além disso, no Capitulo 2 exibiremos um modelo para cada uma das 15
classes. Isso foi obtido usando as classes de Wu, o Teorema deBorel-Hirzebruch e a estrutura
de N, (todos esses topicos estao citados no Capitulo 1- Preliminares). Levando em conta que
cada uma dessas classes pode ocorrer sobre a componente F* e estudando separadamente cada
uma delas, o valor m(n — 3) + 6 pode ser melhorado para especificos n e especificas classes f3;.
O Capitulo 3 é dedicado a este problema. Nesse capitulo, obteremos varias melhorias para o
limitante geral m(n — 3) + 6, para uma certa quantidade de pares (n, 3;); no entanto, ainda ha
alguns pares para os quais nao foi possivel melhorar o limitante m(n — 3) + 6, e ndo se sabe
se de fato pode ser melhorado. No Capitulo 4 exibiremos exemplos mostrando que em alguns
casos os limitantes obtidos sao os melhores possiveis. Ressaltamos que, comparativamente ao
caso F™" U F?, o caso F™ U F?® demandou varios refinamentos das técnicas necessarias, no que

se refere as duas frentes para se atacar o problema:

i) no calculo de limitantes, onde polinomiais nas classes caracteristicas mais apuradas foram

necessarias, inclusive com a utilizacao dos quadrados de Steenrod;

ii) na construcdo de exemplos para se mostrar que os limitantes obtidos eram ou os melhores

possiveis ou proximos dos melhores possiveis, inclusive com o estabelecimento de algumas
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técnicas novas para se construir involugoes; nesse particular, destacamos a assim chamada
"Técnica 2" (a "Técnica 1" é um refinamento de uma técnica introduzida por P. Pergher

e F. Figueira em [22]).



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Nesse capitulo reuniremos alguns fatos bésicos, ferramentas e resultados presentes na litera-
tura, necessérios para o desenvolvimento dos capitulos subsequentes. Incluiremos nesse particu-
lar, topicos bésicos da teoria de bordismo equivariante, conforme desenvolvida por C'onner e
Floyd em [16]. Admitiremos que o leitor tenha nog¢oes de homologia, cohomologia, teoria de
fibrados e classes de Stiefel — W hitney.

Quando mencionarmos variedades e aplicagoes entre variedades, ficara subentendido que as
variedades e as aplicacoes sao de classe C'°. Em todo esse trabalho, cohomologia sera sempre
com coeficientes em Z,.

Seja M"™ uma variedade fechada, suave, n-dimensional e considere uma aplicacao suave
T : M"™ — M"™. Dizemos que essa aplicacdo é uma involugao quando T2 = Id.

Dada uma involugao T : M"™ — M™, o conjunto Fr = {x € M™ | T'(z) = x} é chamado o
conjunto dos pontos fixos da involugao; se Fr = (), dizemos que T' é uma involugao sem pontos

fixos. Quando nao houver margem para confusao, denotaremos tal conjunto apenas por F.

18



Bordismo de variedades 19

1.2 Bordismo de variedades

Dada uma variedade m-dimensional W™ compacta e com bordo, denotaremos por W™ o
bordo de W™, o qual sabemos ser uma variedade (m — 1)-dimensional fechada, isto é, compacta

e sem bordo.

Definicao 1.2.1. Dizemos que uma variedade fechada n-dimensional M™ borda se existe uma
variedade compacta W™ tal que OW™ ! = M™. Dizemos que duas variedades fechadas M™ e

V™ sao cobordantes se a uniao disjunta M™11V™ borda.

Para cada n, a relagao de bordismo dada pela definicao acima é uma relacao de equivaléncia
no conjunto das variedades fechadas n-dimensionais. Denotamos por [M"] a classe de equiva-
léncia a qual M"™ pertence, denominada a classe de bordismo de M™, e por N,, o conjunto de
tais classes.

Com a operagao [M"]+[V"] = [M™UV"] (unido disjunta), N,, tem estrutura de Zy-modulo
(ou seja, um grupo abeliano em que todo elemento possui ordem 2). O elemento neutro é a
classe de bordismo [M™"] = 0 das variedades que bordam.

A soma direta N, = @2 N, possui estrutura de anel graduado comutativo com unidade:
o anel de bordismo nao orientado de Thom. O produto dos elementos homogéneos [M"] e [V™]
¢ dado por [M™] - [V™] = [M™ x V™] (produto cartesiano). A unidade ¢ a classe de bordismo
das variedades O-dimensionais que sao formadas por um ntimero fmpar de pontos.

Os elementos de N, podem ser manipulados através de certos invariantes algébricos, os

numeros de Stiefel- Whitney, mas antes de defini-los faremos algumas consideragoes:

e fixada uma variedade fechada M™, existe uma tunica classe fundamental de homologia
mddulo 2em H,(M"™,7Zs), a qual denotamos por [M"]|,. Portanto para qualquer classe de

cohomologia v € H"(M™,Zs) esta definido o indice de Kronecker v[M"]y € Zs.

e scjam 7 — M" o fibrado tangente a M"™ (eventualmente denotaremos 7 por T'(M™)).

Definimos entdao W(M") = 1 4+ wy + wy + - -+ + w,, a classe de Stiefel-Whitney de M™,
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ou a classe do fibrado 7 — M™. Assim, tomando ry,rs,...7, inteiros nao negativos
J— A 3 3 T1
com 7y + 2ry + ...+ nr, = n, podemos formar o monémio (via produto cup) wy (7)™ -

wo(T)™2 -+ wp (7)™, 0 qual é uma classe de cohomologia em H™(M", Zs).
Definicao 1.2.2. O inteiro mddulo 2,
wi(7)"™ - wa (7)™ - wi (7)™ M2,

ou resumidamente wiyt - wy? - wlr[M"]a, € chamado um nimero de Stiefel-Whitney (ou o

Tn

nimero caracteristico) de M™ associado ao mondmio wi* - wy? - - - w)

Dessa maneira, associada a uma variedade fechada M", existe uma colecao de inteiros
modulo 2 (ou seja, uma familia formada por 0’s e 1’s), obtida ao considerarmos todos os
possiveis monémios wi* - wy? - --wir em H"(M™,Zs). Dizemos que duas variedades fechadas

M™ e V™ possuem os mesmos numeros de Stiefel- Whitney se

Wit M = g [V

para todos os mondémios wi' - wy? - - - w/™ de dimensao n.

A relacao entre os ntimeros acima e os elementos de N, é dada pelos seguintes

Teorema 1.2.1. (Pontrjagin) Se M™ ¢ bordo de uma variedade C™ compacta, entao todos

os numeros de Stiefel-Whitney de M™ sao nulos. [ |

Teorema 1.2.2. (Thom) Se todos os nimeros de Stiefel-Whitney de uma variedade fechada
M™ sao nulos, entdo existe uma variedade W™t compacta, com bordo tal que M™ é o bordo de

Wt (isto é, M™ borda,). |

Exemplo: Considere o espago projetivo real n-dimensional RP". Usando os teoremas
acima, a estrutura multiplicativa do anel de cohomologia H*(RP", Zs) e o fato de que W (RP") =
(1+a)™ onde a é o gerador de H'(RP™, Z,), verifica-se que: RP™ borda se, e somente se, n

é impar.
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Corolario 1.2.1. Duas variedades fechadas M™ e V" sao cobordantes se, e somente se, possuem

0os mesmos numeros de Stiefel-Whitney. [

Em outras palavras, um elemento de N, é completamente caracterizado pelos nimeros de
Stiefel-Whitney de qualquer um de seus representantes.

A estrutura de N, foi completamente determinada por Thom em [23], e ¢ dada pelo seguinte

Teorema 1.2.3. N, ¢ uma dlgebra polinomial graduada sobre Zo com um gerador x, € N, em

cada dimensio n # 29 —1(n > 0). [23] |

Para cada n par, Thom mostrou que uma possibilidade para cada x,, é a classe de bordismo
do espago projetivo RP"™. Posteriormente Dold, em |2, exibiu representantes para os geradores
nas dimensoes impares, a saber: variedades do tipo P(i, k) = SiXTCPk, com ¢ e k apropriados e

~ sendo a identificagao

((.lel,fljg, e ,$i+1), [21,22, ceey Zk]) ~ ((—i[)l, —X2, ..., —$i+1), [21,22, RN 7Zk])7

onde Z denota o conjugado complexo de z. Geometricamente, isso significa que toda variedade
fechada, que nao borda, é bordante a uma uniao disjunta de certos produtos cartesianos envol-

vendo espagos projetivos reais pares e variedades de Dold.

1.3 Bordismo de aplicagoes

Para os fatos abaixo vide [15].
Fixemos um espago topolégico X. Uma variedade singular em X é um par (M", f) consti-

tuido por uma variedade fechada M™ e uma func¢ao continua f : M"™ — X.

Definigao 1.3.1. Dizemos que uma variedade singular (M™, f) borda se existem uma variedade
W compacta com bordo OW™ = M™ e uma funcdo continua F : W™t — X com restricao
F |ymn= f. Dizemos que duas variedades singulares em X, (M7, f1) e (M3, f3), sao cobordantes

se a uniao disjunta (MU MY, fi U fo) borda (onde fi U fo |p,= fiyi=1,2).
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A defini¢cao acima estabelece uma relacao de equivaléncia na colecao das variedades singu-
lares n-dimensionais em X. Denotamos por [M™, f] a classe de bordismo da variedade singular
(M™, f) em X, e por N,,(X) o conjunto de todas tais classes.

Com a operacao [M™, f] + [N", g] = [M™ U N™, f U g] (unido disjunta) podemos introduzir
em N, (X) uma estrutura de grupo abeliano: o grupo de bordismo n-dimensional nao orientado
de X. A variedade singular (M", f) em X tal que M"™ borda e f é constante, ¢ um representante
para o elemento neutro.

O grupo N, (X) = &% (N, (X) possui uma estrutura de N,-modulo graduado com a opera-
¢ao N, X N, (X)—N.(X) sendo dada por [V™]-[M™, f] = [V™ x M™, g], onde g(z,y) = f(x).
Note que, se X = {ponto}, entdo existe um isomorfismo natural de N,-mo6dulos N, (X) = N..

Podemos associar & uma variedade singular (M", f) em X certos ntumeros modulo 2, de

maneira a estender o que foi feito para elementos de N,: para cada classe de cohomologia

h € H™(X,Zs) e cada partigao i1 + iy + - - - + i, = n — m, temos o inteiro médulo 2
Wiy (T) = Wiy (7) - wi, (7) f* (h) [M"]o,

ou resumidamente, w;, - w;, - - - w;, f*(h)[M™];. Tais ntimeros sdo denominados nimeros de
Whitney (ou nimeros caracteristicos) de f associados a classe de cohomologia h, e se reduzem
aos nimeros de Whitney usuais de M™ se colocarmos h =1 € H*(X,Z,).

O teorema abaixo estabelece que os nimeros de Whitney de f determinam a classe de

cobordismo [M", f]a € N,(X) quando se impde certas condigoes sobre X.

Teorema 1.3.1. (Conner-Floyd) Seja X um CW-complexo finito em cada dimensio. Uma
variedade singular f : M™ — X borda se, e somente se, todos os nimeros de Whitney de

(M™, f) se anulam. [16] |

Corolario 1.3.1. Seja X um CW-complexo finito em cada dimensao. Duas variedades singu-

lares sao cobordantes se, e somente se, possuem os mesmos numeros de Whitney. |
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1.4 Bordismo de fibrados vetoriais

Para os fatos abaixo vide [15].
Sejam &F s M™ e n¥ + V™ fibrados vetoriais k-dimensionais, onde os espacos base M" e

V™ sdo variedades fechadas n-dimensionais.

Definicao 1.4.1. Dizemos que um fibrado vetorial £&¢ — M™ borda se existe um fibrado k-

dimensional (¥ s WnTL | sobre uma variedade W™ compacta com bordo, tal que OW ™ = M™

Obs.: Note que se &¥ — M™ borda, entdo M™ borda.

Definicao 1.4.2. Dizemos que ¥ — M™ ¢ cobordante a n* — V" se existe uma variedade

Wt compacta com bordo e um fibrado k-dimensional piF +— W™+ tal que OW" = M LV™,

= 6 e fyn= b

A definicao acima estabelece uma relacao de equivaléncia na colegao dos fibrados vetoriais
k-dimensionais sobre variedades fechadas n-dimensionais. A classe de bordismo de &% — M™ &
denotada por [€F — M™], ou as vezes simplesmente por [€¥]. A colecdo formada por tais classes
torna-se um grupo abeliano através da unido disjunta (no qual todo elemento tem ordem 2) e

torna-se um N,-modulo através da operacao
(V™) e [¢F = M"] = [p*(€") = V™ x M"],

onde p: V™ x M™ +— M™ é a projecao na segunda coordenada e p*(£¥) denota o pullback de &*
através de p. A classe do elemento neutro [£¥ — M™] = 0 pode ser representada pelos fibrados
k-dimensionais triviais sobre as variedades que bordam.

O N,-moédulo em questdao nada mais é que N,(BO(k)), onde BO(k) é o espago total clas-
sificante para fibrados vetoriais k-dimensionais. Com efeito, denotemos por p* = E(O(k))
BO(k) o fibrado universal. A identificacdo nos dois sentidos ¢ feita da seguinte maneira: dado

um fibrado £¥ — M™, escolhemos funcdo classificante f : M™ — BO(k) para &*. Isso determina
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a variedade singular (M", f) em BO(k). Reciprocamente, dada uma variedade singular (M", f)
em BO(k), associamos & mesma o pullback f*(v*) — M™.

A bijecao assim obtida esta bem definida e preserva as operacoes de grupo abeliano e de
N,-moédulo previamente introduzidas. Dessa forma, o N,-moédulo de classes de bordismo de
fibrados k-dimensionais pode ser visto como o N,-mddulo de bordismo singular N, (BO(k)).

Como exemplo de um fibrado que borda, como ja citado, tome N uma variedade que borda
e nR +— N o fibrado trivial n-dimensional.

Fixemos agora [¢¥ — M™"] € N,,(BO(k)), e tomemos seu correspondente [M™", f]. Conforme

visto anteriormente, o que determina [M", f] sdo seus ntimeros de W hitney,
Wiy - Wiy -~ wlrf*(h) [Mn]Qv

onde h € H™(BO(k),Zs) € iy +is + - -+ + i, = n — m. Ocorre que H*(BO(k),Zs) ¢ a élgebra
polinomial Zy[wy,ws, ..., wy], onde w; € H(BO(k),Zy), 1 < i < k, é a i-ésima classe de
Stiefel-Whitney do fibrado universal p* — BO(k). Um mondmio bésico h € H™(BO(k),Z,)
pode ser escrito como h = wj, - wj, - w;, , j1 + j2 + -+ js = m; e pela naturalidade das
classes caracterfsticas, f*(wj, - w;, -+ w;,) = vj, - vj, - -+ vj,, onde v; = w;(EF) ¢ a j-ésima classe

caracteristica de £*. Segue que,

Wi, - Wiy - wi, fHR)[M" g = wgy - wiy - wy, vy vy 0, [MT]g,

T

portanto, os nimeros de Whitney do fibrado vetorial £€¥ — M™ sao dados por

n
wil.wiQ...wi .vjl.ng...vjsl:M ]2’

T
onde iy + iy + -+ +ip + J1 + o+ o0+ o = 1, v = wi(EF) e wy, = wy, (7).
Dessa maneira, um fibrado borda se, e somente se, todos os niimeros acima descritos se

anulam.

Exemplo 1.4.1. Considere o fibrado linha candnico \} — S'. Temos v; = wi(A\}) = «, o
gerador de H'(S',Zy), portanto o nimero de Whitney w1 (A)[S']2 de A} € ndao nulo. Segue que

Al nao borda (embora St borde).
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1.5 Bordismo de acoes de grupos

Para os fatos abaixo vide [15].

Seja G um grupo de Lie compacto. Cada par da forma (M™, ¢) denotara uma acao
¢:G X M" — M" de G em uma variedade fechada M™. Lembramos que esta subentendido
que as variedades e aplicagoes entre variedades, em particular as acgoes, sao diferenciaveis de

classe C'°.

Definigao 1.5.1. Dizemos que uma ag¢io (M™, ¢) borda equivariantemente se existe uma varie-
dade W™ compacta com bordo OW™' = M™ e uma acdo ® : G x W™ — W+ com
restrigao ® |ym= ¢. Dizemos que duas agoes (M™, ¢) e (V™ 1) sdo cobordantes se a uniao

disjunta (M™,¢) U (V"™ ) = (M™U V"™ ¢ L) borda.

A relagao de bordismo assim introduzida é uma relacao de equivaléncia. Nao é dificil
mostrar a reflexividade e a simetria, enquanto a transitividade necessita do Teorema do Colar
Equivariante para garantir a suavidade da agao.

Denotamos por [M", ¢| a classe de bordismo de (M™, ¢), e por Z,(G) a cole¢ao das classes
de bordismo das G-agoes nas variedades fechadas n-dimensionais. Com a operacao de soma
dada pela unido disjunta [M™, ¢| + [V",¢] = [M™ U V"™ ¢ U], Z,(G) é um grupo abeliano,
denominado grupo de G-bordismo irrestrito n-dimensional. O elemento neutro é dado pela classe
de bordismo [M™, ¢] = 0 das G-agoes (M", ¢) que bordam equivariantemente (por exemplo,
tome M"™ uma variedade que borda e ¢ : G x M" — M"™ dada por ¢(g,x) = x).

Podemos obter outros grupos de G-bordismo impondo restrigoes as agoes consideradas.
Nessa linha surge o grupo de G-bordismo principal n-dimensional, denotado por N,,(G), obtido
ao impormos que todas as agoes consideradas na relacao de bordismo sejam livres.

Existe uma estrutura de N,-modulo graduado em Z,(G) = &% ,Z,(G) (analogamente em

N.(G) = &2 N,.(G)) dada pela operagao:

(V- [MT, ¢ = [V x M™, 9]
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onde ¥ : G x (V™ x M™) — V™ x M™ é dada por ¥ (g, (v,m)) = (v, ¢(g, m)). Verifica-se que
(V™ x M™ 4] € I,+m(G) depende somente de [M", ¢] e de [V™], o que determina a estrutura
pretendida.

Dada uma G-agao qualquer (M™, ¢) em uma variedade fechada M™, a topologia diferencial

e a teoria de agoes de grupos de Lie garantem que o conjunto de pontos fixos de ¢,
Fy={x € M";¢(g,x) = x,Vg € G},

¢ uma uniao disjunta e finita de subvariedades fechadas de M™. Por outro lado, dados um grupo
de Lie G compacto e uma uniao F', disjunta e finita, de variedades fechadas, cabe perguntar:
existe um limitante maximo para a dimensao de variedades M™ dotadas de uma G-acao que
possui F' como conjunto de pontos fixos?

Conforme dissemos na Introducao, essa tese considera o estudo da questao acima para o

caso G = Zs e o caso particular F' = F" U F3.

1.6 O grupo de Zs-bordismo principal

A partir de agora iremos considerar a situagao particular em que G = Zs, e nesse caso
estaremos trabalhando com N,(Z;) (o grupo de Zs-bordismo principal), ou seja, o grupo
abeliano formado pelas classes de bordismo [¢, M"|, onde M™ é uma variedade fechada e
¢ : Ly x M™ — M™ é uma acao C°.

Observe que existe uma identificacdo imediata entre as Zs-agoes (¢, M™) e as involugoes
T :M" —s M™ T? = Id, sobre variedades fechadas. Usaremos a notacao [M",T| no lugar de
(6, M™] em Z,,(Z3) (em N, (Zz), no caso do Zs-bordismo principal).

Inicialmente, seja X um espago topologico equipado com involucao 7' continua sem pontos

onde ~ denota

fixos (X, T), e seja % o espago de orbitas. Considere o espaco quociente

X xR X L
— T 8 aplicacao dada por

~Y

a relagdo que identifica (z,7) com (T'(x),—7), e seja p :
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plz,r] = [x]. Entdo pode-se provar que isso da origem a um fibrado vetorial unidimensional

. X xR
cujo espaco total é .

~

Considere agora (M™,T) involugdo sobre uma variedade fechada M" e suponha que T

nao possua pontos fixos. Entao o espaco de oOrbitas % ainda é uma variedade fechada n-
dimensional.
Definicao 1.6.1. Definimos o “fibrado linha associado a T” como sendo o fibrado A — %,

M™ x R

onde o espago total de \ € dado pelo espaco quociente )
(mvlr‘) ~ (T(m>7 —’l“)

Um exemplo ¢é o fibrado linha canonico A — RP", que ¢ o fibrado linha associado a
involugao antipodal (S™, A).

A associagao [M",T] — [A — 2] define um isomorfismo de N,-médulo entre N, (Zs) e
N.(BO(1)). [15] [p.71, 20.4]

Podemos entao reconhecer um elemento [M™, T através dos numeros de Whitney do seu
correspondente [22-, f] € N, (BO(1)). Lembramos que H*(BO(1),Zs) ¢é a algebra polinomial
Zs[c], onde ¢ € H'(BO(1), Zs). Colocando f*(c) = ¢ € H' (2, Z5), tal elemento ¢ denominado
classe caracteristica da involugao (M™,T), e é na realidade a primeira classe de Whitney do

Mn

fibrado linha A + =% associado a (M",T') (&s vezes também chamada classe de Euler da

involugao livre).

Definigao 1.6.2. Dada uma involugio sem pontos fizos (M™,T), definimos os nimeros de

involugao de (M™,T) como sendo os nimeros de Whitney do fibrado linha associado X — %

. . . ~ n - ..

Ou seja, tais nidmeros sio da forma wy, - w;, - - w; *[22]5, onde os w;; sdo classes tangenciais
M7L

de [

Assim temos: [M™,T] = 0 em N, (Z>) se, e somente se, todos seus nameros de involugao

sao nulos. Temos, portanto, o

Teorema 1.6.1. Duas involugoes sem pontos fixos sao cobordantes se, e somente se, possuem

0s mesmos numeros de involucao. [ |
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Serao de grande importancia para nos as involugoes sem pontos fixos dadas pelos fibrados
1mwvolugao, descritas a seguir.

Considere &% 25 V" um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade fechada V",
com grupo O(k) (grupo ortogonal), k& > 1. Existe entfio o fibrado em esferas associado S(&F)
V™ com fibra S*~!, cujo espaco total S(£%) ¢ uma variedade fechada (n + k — 1)-dimensional.
A aplicacao antipodal T' : S¥~1 — S*~! comuta com todos os elementos de O(k), portanto
podemos introduzir em S(£¥) uma involugao T bem definida, sem pontos fixos, a qual restrita
a cada fibra ¢ a antipodal. Referimo-nos ao par (S(&*),T) como o fibrado involu¢do associado
a &*. Considere o fibrado projetivo associado a & dado por RP(&F) s V™, com projecio p,
fibra RP*~! e espaco total RP (&%) = %}C) (note que esse espago total também é uma variedade
de dimensdo n + k — 1); temos entdo a classe caracteristica ¢ € H'(RP (&%), Zy) da involucio

(S(€7),T). A estrutura de H*(RP(&F), Zy) ¢ fornecida pelo

Teorema 1.6.2. (Leray-Hirsch)

Seja E 25 X um fibrado, onde X é um CW-complezo, e seja A wm anel comutativo
com unidade. Suponha que existam elementos homogéneos aq,aq, ..., € H*(E,A) tal que,
para cada x € X, o A-modulo H*(E,, \) seja livre com base {ji(cn),ji(ag), ..., 75 (a,)}, onde
E, =p ' (z) é a fibra sobre x ¢ j, : E, — E € a aplicagdo inclusio. Entio o H*(X, A)-mddulo
H*(E,A) é livre com base {oy, aa,...,a.}. [7] |

Voltando a RP(£F) +2+ V", notamos por construcio que se RP*' ¢ RP(£*) é um fibra
tipica, entao o fibrado linha A — RP(£F) é tal que A |gpr—1+—> RP*~1 ¢ o fibrado linha canonico
usual. Pela naturalidade das classes de Stiefel-Whitney, segue que i*(c) = o € HL{(RP*1,Zy) é
o gerador , onde i : RP*~! — RP(£%) ¢ a inclusdao. Agora, H*(RP*~! Z,) ¢ um Zy-modulo livre
com base 1,a,a?,...,a* 1. Pelo teorema acima segue que H*(RP(F),Zy) é um H*(V™, Zy)-
modulo livre graduado com base 1,¢, ¢, ..., c* 1.

Sejam agora T'(V™) e T(RP(&F)) os espagos totais dos respectivos fibrados tangentes. Baseado
no fato de que RP(&¥) é localmente um produto, temos que T(RP(£¥)) = 7 & 75, onde 71 € o

pullback p*(T'(V™)) e 72 é o fibrado dos vetores tangentes paralelos as fibras. Coloquemos
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W(T(V™)=14+w; +ws+ -+ w, e W(E) =140 +vg+ -+,
as respectivas classes de Stiefel- Whitney. Pela naturalidade, temos que
W(n) =1+4p*(w1) +p*(w2) + -+ 4 p*(wn).

A classe de m, é dada pelo

Teorema 1.6.3. (Borel-Hirzebruch)
W(r) = (L+ )" + (14 o) 'p(vr) + (1 + )" 2p*(v2) + -+ p*(w).

[16] _

Em particular, como 7, é um fibrado (kK — 1)-dimensional, vale a relagao

4+ T (0r) + F T (va) + -+ pt(ug) = 0.

Juntando os fatos acima, e omitindo-se, para simplificar a notagao, o simbolo p* (daqui por

diante estaremos sempre omitindo p*), concluimos que

Corolario 1.6.1. A classe de Stiefel-Whitney do espago total do fibrado projetivo associado a
&+ ¢ dada por

WRPE")) = (1 +wy +wa+ -4+ w,) - (L+ )+ (14 )" oy + (14 ) 2oy + -+ + ).

1.7 Sequéncia exata de Conner e Floyd

Seja (M™,T) uma involu¢do suave sobre uma variedade fechada n-dimensional M"™. O
conjunto de pontos fixos F' = Fr de T é uma uniao disjunta e finita de subvariedades fechadas de

M™, que pode ser escrita como F = |J_; F*, onde cada F" é a unido (eventualmente vazia) das
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componentes i-dimensionais de F. O fibrado normal de F em M" 5~ F = U (0"~ F),
¢ chamado o fized-data da involugao (M™,T). A notagdo F"™ diz respeito as componentes de

M™ restrita as quais T' é a identidade. Dessa forma, n° — F™ & o fibrado 0-dimensional.

Exemplo 1.7.1. Para qualquer variedade fechada M™, o fibrado tangente 7(M™) — M™ pode

ser realizado como um fized-data. De fato, a involugao
twist : M™ x M™— M™ x M™,  twist(z,y) = (y,x),

tem como conjunto de pontos fizos a diagonal A = {(x,z);x € M"}, ou seja, uma copia de
M™. O fibrado normal de A, no produto cartesiano M"™ x M™, € equivalente ao fibrado tangente

T(M™) — M™.

Com isso em mente, e conforme temos visto até agora, desejamos caracterizar quando duas
involugoes sao cobordantes. Como vimos na Segao 1.6, o que caracteriza a classe de bordismo
de uma involugdo sem pontos fixos (M™,T) em N, (Z3) sdo seus numeros de involu¢do. No
entanto, ndo existe, a priori, um tal critério para involugoes (M™,T) com Fr # (). Vere-
mos a seguir que o monomorfismo j* da sequéncia exata de Conner e Floyd de [16] fornece
uma tecnologia algébrica para caracterizar um elemento de Z.(Z,); esta sequéncia estabelece
quando duas involuc¢oes sao cobordantes, e ainda, quando um determinado fibrado pode ser
caracterizado como o fired-data de alguma involucgao.

De acordo com notagbes anteriores, Z,,(Zs) denota o grupo de bordismo irrestrito de vari-
edades n-dimensionais com involugao, e N, (BO(k)) é o grupo de bordismo de fibrados k-
dimensionais sobre variedades n-dimensionais. Portanto, no contexto acima, (M", T') representa
uma classe em Z,,(Z;), enquanto cada n"~" + F' representa uma classe em N;(BO(n — 1)),
0<1<n.

Considere o Zy-mbdulo

e as seguintes aplicagoes:
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J* : I,(Zs) — M,, dada por j*[M", T] =37 [n"" — F'],

onde I, (n" " — F*) ¢ o fized-data da involugao (M™,T); e

d: M, — N,_1(BO(1))

que, a cada
n

= F] =) [~ FleM,

i=0
associa .
A= RP(n)] =Y [Ag—i = RP(" )] € Noma (BO(1)),
1=0

onde \jn-i — RP(n™™") ¢ o fibrado linha associado & involugéo antipodal nas fibras de 7™
Para o caso em que i = n, 0 : N,,(BO(0)) — N,_1(BO(1)) é o homomorfismo nulo.
Além de verificar que tais aplica¢oes estao bem definidas, Conner e Floyd mostraram que

j* e 0 sao homomorfismos e compdem uma sequéncia exata curta.

Teorema 1.7.1. (Sequéncia de Conner e Floyd) Para cada n, a sequéncia de Zo-modulos
0= Zo(Zs) 2 My, 25 Ny 1(Z5) — 0
¢ exata. [16] |

Obs.: Z.(Z) ¢ uma N,-algebra comutativa com unidade, com o produto sendo dado por
[M™,T)-[V™,S] = [M"™ x V™ T x S] (produto cartesiano). A soma direta M, = & M,
também possui a estrutura de uma N, -algebra comutativa com unidade; especificamente, dados

[y — M7 e [gh — M, definimos o produto:
[t = My = M3") = [y < mp ™7 M x MY,

com n¥ x 1, denotando o produto cartesiano (também chamado a soma de Whitney externa)
dos fibrados vetoriais 1} e n}. Com tais estruturas, j* : Z,(Zy) — M, ¢ um homomorfismo de
N.-algebras (vide [15]).

Veremos a seguir algumas consequéncias do Teorema 1.7.1.
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Exemplo 1.7.2. Se (M",T) é uma involugao sem pontos fixos entao [M",T] =0 em I, (Z>),
pois j*[M™,T| = 0. Observe que, se (M™,T) é uma involug¢ao cujo conjunto de pontos fixos é
uma variedade F™ de mesma dimensao, entao F™ ¢ a uniao das componentes conexas de M™

em que T atua como a identidade. Além disso, em M™\ F™, T atua sem pontos fizos. Logo,

[M™,T] = [F",T] + [M"\ F",T] = [F", Id] em T,,(Zs).

Exemplo 1.7.3. Seja (M™,T) uma involugdo com conjunto de pontos fizos F = U F".
Se F nao borda (ou seja, se existe i tal que F' # O ndo borda) entio (M",T) nao borda

equivariantemente, pois j*[M™,T| € necessariamente nao nulo.

Exemplo 1.7.4. Nao existe involugao (M™,T) em uma variedade fechada M™, com n > 1,
fixzando exatamente um ponto. De fato, se existisse tal involugao (M™,T) teriamos j*[M™,T| =
[nR +— {ponto}]. Observe que o fibrado linha, A — RP(nR), € o fibrado linha canodnico
A= RP™ sobre RP™™1. Logo, teriamos 05*[M"™,T] = [\' — RP" '] # 0 (conforme vimos

no Exemplo 1.4.1), o que contraria a exatidiao da sequéncia de Conner e Floyd.

A classe de bordismo de uma involucao é determinada, via o monomorfismo j*, pela classe

de bordismo do seu fized-data:

Corolario 1.7.1. Duas involugoes (M™,T) e (V™,S) sao cobordantes (ou Zs-bordantes) se, e
somente se, seus fived-data n — Fr e n' — Fs forem cobordantes. Em outras palavras, duas
involugoes (M™,T) e (V™,S) sao cobordantes se, e somente se, seus fixed-data possuem os

mesmos numeros caracteristicos. |

Considere um fibrado qualquer n — F = U™ (""" — F"). Se [n — F|] € M, esta no
nicleo de 9, entao [n] = j*[M", T] para alguma involugao (M",T'). Ou seja, se J[n] = 0, entao
n é cobordante a um fibrado que pode ser realizado como o fized-data de uma involucao. Na
verdade, a prova do Teorema 1.7.1 diz que, de fato, o préprio n pode ser realizado como o
fizxed-data de uma involucao. Em particular, vemos que: um fibrado bordante a um fixed-data

também é um fixed-data. Dessa forma obtemos o
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Corolario 1.7.2. Um fibrado n — F = U o(n"" +— F') é um fized-data se, e somente se,
d[n] = 0. Fquivalentemente: n— F = U (n""" — F*) é um fized-data se, e somente se, todos
os mimeros caracteristicos do fibrado linha A — RP(n) = Ul (Ajn—i — RP(n"%)) sdo nulos.

Exemplo 1.7.5. Sejan — F = U_(n"~" = F') um fibrado que borda (ou seja, cadan™ " — F*
borda). Entao O[n] = 0 e, portanto, existe uma involugio (M™,T) cujo fized-data é n — F

(nesse caso (M™,T) borda equivariantemente).
Exemplo 1.7.6. Sejan— F = (n"""— F)YU (n" 7 — F9) um fized-data.
a) Sen" ' F' é um fized-data, entio n"I — FJ também é um fived-data.

b) Se (™" +— F')U (nR — {ponto}) € um fizred-data, entao ("7 + F7)U (nR — {ponto})

também é um fized-data.
Demonstragao:
a) 0=0[n =90n""+— F|+0[n" 7 — FI] =9[n"7 — F].
b) Observe que
" F)4 "7 — FI] = [n"" — F|+[nR — {ponto}]+[n""7 s FI]+[nR — {ponto}].

Logo,

0=20[n =0(n"" — F]+ [nR — {ponto}]) + ("~ — FI] + [nR — {ponto}]) =
("7 = FI] + [nR — {ponto}]) = 0. |

Conforme citado previamente, duas involugoes (M™,T) e (V™,T") sao cobordantes se, e
somente se, seus fized-data n — Fr e f — F}. forem cobordantes. Ou seja, embora (M™,T)
nao possua nimeros caracteristicos, a classe de (M™,T') em Z,,(Z,) é indiretamente determinada

por niimeros caracteristicos, a saber, os ntimeros de n +— Frp.
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Também temos um critério bem definido para avaliar se um determinado fibrado n — F' é
ou nao um fized-data de alguma involugao: 9([n]) = [S(n),T] € Nu-1(Zz), e conforme vimos, a
classe de (S(n),T) em N,_1(Zy) é determinada pelos nimeros de Whitney da correspondente
classe do fibrado linha A — @ =RP(n) em N,_1(BO(1)). Portanto, n é um fized-data se, e
somente se, todos os nameros de Whitney de A — RP(n) forem nulos. Pelo exemplo 1.7.4, o
fibrado trivial sobre o ponto nao pode ser um fized-data.

Como vimos acima, se (M™, T) tem fized-data n — F, entdao todos os niumeros de Whitney
de A — RP(n) sao nulos. Em particular, e de grande importancia para nos, é a seguinte

consequéncia:

Teorema 1.7.2. Seja (M™,T) uma involugio tal que F é da forma F U FP, j < p < n.
Sejam N s FI e y" P s FP 0s respectivos fibrados normais. Entdo os fibrados linhas usuais

A= RP("7) e N+ RP(u™P) possuem os mesmos nimeros de Whitney. |
Outra consequéncia dos fatos acima é o seguinte

Teorema 1.7.3. Seja (M™,T) uma involugao com fized-data n — F e suponha n — F =
(m = F1)U (e — Fy). Sem — Fy é cobordante a um certo fibrado pu — G, entio eziste uma

involugao (W™, T") cobordante a (M™,T), cujo fized-data é (u+— G)U (o — Fh).

Demonstragao: Temos

A([p] + [m2]) = O[] + [m] + [m] + [n2]) = O([m] + [m2]) = 0.

Portanto existe uma involu¢ao (W™ T") com fized-data U ne. Como pu U ne é cobordante a

m Umng, (W™, T') & cobordante a (M",T). |

Ainda nessa direcao temos o

Teorema 1.7.4. Se o fized-data de (M™,T) énw— F = (m — Fi))U (2 — Fy) em — Fy

borda, entdo existe uma involugao (W™, T") cobordante a (M™,T), cujo fized-data € ny — Fy.1
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O fato a seguir é de grande interesse para nés e diz que, podemos supor que toda involugao

possui a parte i-dimensional do seu conjunto de pontos fixos conexa, para cada 0 <1 < n.

Teorema 1.7.5. Considere (M™,T) uma involugao suave sobre uma variedade n-dimensional,
com fized-data n — F = Ulo(n"" + F'). Entio (M™,T) é cobordante a uma involugdo

(W, T"), cujo fized-data s G = Ul o(u"" +— G*) € tal que cada G* é conexa.

O teorema acima decorre das seguintes consideragoes: sejam " +— V"™ e 0" — W™ fibrados

vetoriais r-dimensionais sobre variedades fechadas n-dimensionais. Considere a soma conexa

~J

onde D e Dy denotam discos abertos n-dimensionais em torno de pontos pré-escolhidos p € W"
e q € V" e ~ é a relagdo que identifica os bordos 9(D;) = 9(Dy) = S através de um
difeomorfismo C*°, é conhecido o fato que essa soma é cobordante & uniao disjunta W™ LI V™.
Como & |gp, € 0" |sp, sao fibrados triviais, a construgdo W™4V™ pode ser estendida aos
fibrados, e temos a soma conexa dos fibrados £ e 6", 740" — W™gV™ que é um fibrado r-
dimensional sobre a variedade fechada W™4V". Também é conhecido o fato que o cobordismo
entre W™V™ e W™ U V" se estende aos fibrados, ou seja, £"40" — W"gV"™ é cobordante a
(" — V™) (0" — W™); vide mais detalhes a respeito no Capitulo 2.
Voltemos a justificativa do teorema, como a involugao (M™,T) tem fized-data n — F =
"""+ F"), podemos aplicar o argumento acima iteradamente nas componentes de F*

para trocar F' por uma G' conexa usando o Teorema 1.7.3, e a seguir em cada dimensao

0 <17 < n para obter o teorema acima. [ |

1.8 O Splitting Principle

Como referéncia para os fatos abaixo, vide [7].
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Em geral, um fibrado vetorial r-dimensional sobre uma variedade fechada n-dimensional,
n" +— V", nao necessariamente se decompoe em uma soma de Whitney de fibrados unidimen-
sionais A\; @ Ay @ -+ ® A\, — V" Se isso ocorresse, a classe de Stiefel-Whitney W (n") =

1+ v +vy+ -4 v, se decomporia em fatores lineares

r

Wn') = HW()\z’) =[]+ vi(2)).

i=1

No entanto, em argumentos que se baseiam em classes caracteristicas e nimeros de Stiefel-
Whitney, em geral pode-se supor que a classe de Stiefel-Whitney de qualquer fibrado vetorial
pode ser fatorada em fatores lineares. Isso decorre do seguinte resultado ([7]): dado qualquer
n" +— V", existe uma variedade fechada W e uma fungao f : W — V™ tal que o pullback
f*(n") — W se decompoe como A @ "~ — W, onde A é um fibrado unidimensional; adicional-
mente, a induzida em cohomologia f*: H*(V") — H*(W™) é um monomorfismo. Iterando o
resultado acima com p"~! + W no lugar de " — V™ (e assim sucessivamente), e levando-se

em conta que:

e pullback de soma de Whitney é a soma de Whitney dos pullbacks;

e o pullback (g o f)"(n) € igual a f*(g"(n));

e composta de monomorfismos ¢ monomorfismo;

conclui-se o seguinte

Teorema 1.8.1. (Splitting Principle)
Seja n" — V" fibrado vetorial r-dimensional sobre variedade fechada n-dimensional V™.

Entao existe uma variedade fechada W e uma fungao f: W — V™ tal que:

i) o pullback f*(n") — W se decompéoe em uma soma de Whitney de fibrados unidimensionais

MDD DA = W,

il) f*: H (V" Zy) — H*(W,Zy) é um monomorfismo.
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Como consequéncia temos, pela naturalidade, que

FA+v+v+-Fv) =14 f(v) + ff(v2) +--- + f*(v)

onde v; € H(V"™, Zy) ¢ a i-ésima classe de " e x; € H' (W, Zy) ¢ a primeira (e tinica) classe de
i

Como f* é homomorfismo de anéis, em argumentos utilizando classes caracteristicas e
nameros de Stiefel-Whitney (que envolvem mondmios nas classes caracteristicas), o objeto
1+v +ve+ -+ v, que mora em H*(V™ Zs), pode ser substituido pelo objeto 1 + f*(v;) +
f*(ve) + -+ f*(v,), que mora em f*(H*(V", Zs)), o qual é uma copia isomorfa (como anel)
de H*(V",Zsy) dentro de H*(W,Zs), e 1 + f*(v1) + f*(v2) + -+ + f*(v,) se fatora em termos
lineares conforme acima.

Quando se usa o splitting principle, por abuso de notacao, escreve-se:
"W(n")=14+wvi+vy+ -4 v, se fatora como W(n") = (1+z1)(14+z2) - (1 + )",

sem mencionar a variedade W e os fibrados unidimensionais \; — W (embora, rigorosamente,
L+ f*(v1) + f*(v2) + -+ f*(vr) endo 1 + vy +v2 + -+ + vy, seja igual a [[_, (1 + z;)).

Por exemplo, suponhamos &¥ + V" fibrado k-dimensional sobre uma variedade fechada
n-dimensional V" com W(V") =14+ w; +wy + - +w, e W(EF) =14+ v +vg+ -+ + 0. J&
vimos que W(RP(£F)) = (1 +w; +wa + -+ + wn)(Zfzo(l + ¢)?vg_;). Suponhamos que W (V™)

e W(&¥) se fatorem, através do splitting principle, como:
W) =@ +z)(l+az) - (1+z,) e W(E)=(1+y)(1+yz) - (1+yx).
Temos entao o

Teorema 1.8.2. A forma fatorada de W(RP(£¥)) ¢

WRP(E")) = (L) (L+22) - (Lt za)(L+ e+ ) +etys) - (L+c+u).
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Tal fatoragao é mencionada no artigo [3|, embora nao esteja ali provada; mas em [6] hd uma

prova.

1.9 O limitante m(n) de Stong e Pergher

Na introducao comentamos a respeito do fato que, para cada n € N, Stong e Pergher
construiram, em [18], uma involugdo (M™,T) onde a dimensao de M é um especifico nimero
natural m(n) > n, e o conjunto de pontos fixos é da forma F" U {pto}; além disso esse valor é
o méaximo nessas condigoes. Em outras palavras, se (N",T') possui conjunto de pontos fixos da
forma F" U {pto}, entdo r < m(n). A seguir detalharemos m(n).

Escreva n = 2Pg, onde p > 0 e ¢ > 1, com ¢ impar. Entao

m(n) = 2n+p+1—q, se ¢g>0p
2n 4+ 2P79) se q < p.

Note em particular que:

i) se n é impar, entao n = 2% , ¢ > 1, portanto m(n) =2n+1—¢=n+ 1, que é o resultado

de Royster [4];

ii) se n = 2¢, com ¢ fmpar, entdo m(n) =2n+1+1—-q¢=49+2—q=3¢+2 = %n—i—Z.
Nesse caso, esse valor (maximal) melhora o resultado de Pergher [17], o qual mostra que

um limitante é %n + 3;
iii) se n =27, p > 1, entdo

(n) 52%2, se p=1,
min) =
2n+ 2P =20t 4 Pl = P74 4+ 1) =521 =3P =3 se p> 1.
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Em outras palavras, se n = 2P com p > 1, os exemplos (M™™ T) de Stong e Pergher

atingem o limite gn de Boardman.

A seguir enunciaremos o teorema de Stong e Pergher no formato em que o mesmo aparece
em [18], com m(n) sendo escrito de forma um pouco diferente, a qual ¢ mais adequada em

alguns contextos.

Teorema 1.9.1. Seja (M™,T) uma involugao suave sobre uma variedade fechada, tal que F' =
F™U {pto}, onde F™ é uma subvariedade fechada de dimensao 0 <n < m. Sen = 2P(2q+ 1),

entdo m < m(n) onde

() 2 = 1)(2¢+ 1) + (p+ 1), se p<2q+]1,
mn) =
(2v+1 — 2p=QatD))(2g 4 1) + 207 (0F1)(2g 4+ 2), se p > 2+ 2.

Adicionalmente, para cada n existe uma involucao (Mm(”),T) com Fr sendo da forma F™ U

{pto}. ]

1.10 A férmula de Conner

Seja ¥ — F™ um fibrado vetorial k-dimensional (k > 1) sobre uma variedade n-dimensional

F"™ fechada e conexa. Denote
W) =14v + vy + -+ v

Pelo Teorema de Leray-Hirsch (1.6.2) temos que H*(RP(n*)) ¢ um H*(F™)-modulo livre gradu-

ado gerado por {1,c,c? ..., c* "1} e sujeito a relagao & = v;c* ! + vacf™2 + -+ + . Em

k—

particular, se a,, € H"(F") e a,c*! = 0 entdo necessariamente a,, = 0. Assim como H"(F") e

H™ 1 (RP(n")) sao isomorfos a Zy, vale a igualdade

an[F")2 = anc” HRP(nM)]s.
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Se a, € H*(F") comn < s <n+k — 1, entdao a,c" ™" 175[RP(n*)], = 0, pois a, = 0.
Vejamos agora como calcular a,c"*=1=¢[RP(n*)], no caso em que 0 < s < n. Denota-
mos por ¥; € H(F™) o termo homogéneo de grau i do inverso multiplicativo de W (n*) em
H*(F™, Zs):
SR

Vejamos mais precisamente o que significa 7;. Seja X um espago topologico. A cole¢ao de

todos os elementos da forma
U:1+U1+02+"' GH*(X),

em que v; € H'(X) e o termo de grau zero é 1 € H%(X), é um grupo comutativo com a operagao
dada pelo produto cup (vide [15]). Dado um elemento v = 1+ vy + vy +v3 + - - -, 0 seu inverso
(ou dual) &€ dado por
%_@_1+@1+@2+ﬂg+~- :

1 € H*(X), e pode ser construido indutivamente pelo algoritmo

n
Vg = 1, Uy, = E V; Un—i -
i=1

Pela construcao de ; e usando a relacao ¢ = v~ + voc"2 + -+ + v, iteradamente,

caracterizado pela relagao vv =

verifica-se que, para cada j > 1,

k-1
jtk—1 _ 5 k-1 k—1—t
d =0;¢" + E bjyic ,
t=1

para certos b;y, € H/T'(F™). Em particular,

k—1
n+k—1—s __ — n+k—1—s k—1—t ) __ — k—1
asC = Qs (Un—sc + E bn—s+tc > = QsVUp—sC )

t=1

pois para t > 1, asb,_. s € H"(F™) = 0. Desse modo conclui-se que: para cada 0 < s <n,
as,TFITRP(0M)]2 = agtn—s[F™)s.

A férmula acima é conhecida como a Fdrmula de Conner (vide [13]).
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1.11 A classe de Wu

Para definirmos a classe de Wu, serao necesséarias algumas propriedades das operagoes co-
homologicas S¢, conhecidas como quadrado de Steenrod. Tais operacoes sao certos homomor-
fismos aditivos Sq' : H"(X, Zy) — H""(X,Z,), os quais satisfazem as seguintes propriedades

(vide [9]):

(1) (Naturalidade) Se f : X — Y é uma fung¢ao continua entre espagos topologicos, entao o

diagrama

H(Y, Zy) — > H"(X, Z,)

H™(Y, Zy) —> H™ (X, Z,)

¢ comutativo.
(2) Se a € H"(X,Zs) entao Sq°(a) = a, Sq¢"(a) = a* e Sq'(a) = 0 para cada i > n.

(3) (Formula de Cartan) Se a e b sao elementos homogéneos de H*(X,Zs) e ab denota o
produto cup, entao vale a identidade

Se'(ab) = 3 5 (a)Sg )

j=0

Temos ainda a operacao quadrado total dada por
Sq(a) = a+ Sq*(a) + S¢*(a) + - -+ + Sq"(a), onde a € H" (X, Zs).
Note entao que a férmula de Cartan pode ser expressa como
Sq(ab) = Sq(a)Sq(b).

Em relacao as classes caracteristicas de um fibrado vetorial temos o
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Teorema 1.11.1. (Férmula de Wu) Se n* — X ¢é um fibrado vetorial sobre um espago X

paracompacto, e W(n*) = 14+ wy + - -+ + wy, denota a classe de Stiefel-Whitney de n*, entao:

. : j—i—1+t
qu<wj) = Wi—tWjtt,
t=0 t

para i < J. |
O fato a seguir é verdadeiro (para mais detalhes, vide [9]):

e Se M" é uma variedade conexa, fechada, n-dimensional e 0 < k£ < n, entao existe uma,
e somente uma, classe de cohomologia v, € H*(M",Zy) tal que, para qualquer z €
H"k(M", Zy), vale

v - o = Sq¥(z).

Tal classe é chamada a k-ésima classe de Wu de M™ e
V=1+v+v+-+u,

é chamada a classe de Wu de M™. Observe que pela caracterizacao de V' e pela propriedade
(2) acima temos que vy = 0 se k > n — k. Entdo, efetivamente, V' assume a forma
n

V=1+wv+v2+-+uypz), onde [5] denota o maior inteiro menor, ou igual, que .

A classe de Wu de M™ se relaciona com a classe de Stiefel-Whitney de M™ através do

seguinte

Teorema 1.11.2. (Wu) Se W(M") = 1+w; +wo+- 4w, e V(M") = 14+v1 +va+- -4V 9

denotam, respectivamente, as classes de Stiefel- Whitney e de Wu de M™, entdo

Sq(V(M™)) = W(M").
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Por exemplo,

Sq(l+vi4+va+---) = 14v +0?+ vy + S¢*(v2) + v5 + termos com grau > 3

= 1+ v + v} + vy +v1v3 + v3 + termos com grau > 3;

em particular, v; = wy e vy = v%—i—wz = w%+w2. Em outras palavras, cada v, pode ser explicita

e recursivamente calculada em termos dos w;.

1.12 Funcoes simétricas

Para os fatos abaixo, vide [9].
Sejam tq,t, ..., t, indeterminadas, as quais atribuimos grau 1, e considere o anel polinomial

F = Dolt1,to, ... o).

Defini¢ao 1.12.1. Dizemos que um polindémio p(ti,ta, ..., t,) € F € uma fun¢ao simétrica se

pti,ta, ... tn) = D(te), to2), - - - to(n)) para toda permutagio o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}.

A colegao C formada por todas as fungoes simétricas ¢ um subanel de F. Considere o
polinémio
(I+t)(L+ty)---(1+t,) €C.

Tal polindémio contém termos com grau r, onde 0 < r < n. Podemos entao escrever
(I+t)(I+ty) - (I+ty) =140 +02+ -+ 0y,

onde o; ¢ a soma de todos os monémios de grau i. Cada o; (o qual pertence a C) é chamada a
1-ésima funcao simétrica elementar, e é conhecido o fato que C é também um anel polinomial

nos n geradores independentes 01,09, - , 0y, isto é, C = Zylo1, 09, -+ ,0,]. Note que

01:t1+t2+...+tn,

09 = Ztitj,

1<j
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e, em geral,

o; = Z tj1tj2"'tji'

J1<j2<...<Jji

Em particular,

Op = tltg c tn

Tome agora qualquer natural n > 0, e seja C,, o grupo aditivo formado por todas as fungoes
simétricas de grau m. Considere o conjunto £ = {(i1, 42, .. .,%,)} formado por todas as partigoes
(11,79, ...,1,) de m, com iy < n, Vt, 1 <t < r. Cada (i1,4,...,7,) € L da origem entao a
funcao simétrica oy, - 0, - - - 0;,.. Decorre do fato acima que uma base para o grupo aditivo C,,
¢ portanto {0y, - 04, -+ - 05 (i1,42,...,1,) € L}.

Para nos serao de grande importancia algumas fungoes simétricas especiais, as quais des-
crevemos a seguir. Fixe um natural k (o qual pode ser < n ou > n), e seja w uma parti¢ao
(41,142, ...,1,) de k tal que r < n. Entao cada tal w da origem a uma funcao simétrica de grau
k, denotada por S, descrita por

_ i1 i2 gl
S = Z Z tjo(l)tjU(Q) t]a(r).

j1<i2<...<jr cES,
1<j;<n

Temos entao que S, pode ser expressa em termos das fungoes simétricas elementares
01,09, -+ ,0,. Em especial, se k < n entao S, pode ser expressa em termos de 01,09, - , 0.
Mais ainda, se k < n, é conhecido o fato que a expressao de S, como polinomial em termos de
01,09, -+, 0, nao depende de n com n > k.

Por exemplo, se n > 2, entao Sy(01,02) = 03, S11(01,02) = 02. Se n > 3, entdo
53(0'1, g9, 0'3) = O'i)) -+ 0102 -+ g3, 51’2<O'1, 09, 0'3) — 0102 —+ g3, 51’171(0'1, 09, 0'3) —= 03 (Vide [9])

O splitting principle, detalhado na Secao 1.8, permite estabelecer uma conexao entre fungoes
simétricas e classes caracteristicas. De fato, se n” +— V™ é um fibrado vetorial r-dimensional

sobre uma variedade n-dimensional, e se

Wn=1+v+uva+- -+,
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é sua classe de Stiefel-Whitney, entao o splitting principle nos diz que W (n") pode ser conside-

rada na forma fatorada
Wn)=1+v+ve+--v,=14z)(1+23) - (L +z,).

Em particular, cada v;, 1 < i < r, é a fun¢ao simétrica elementar o;(x1,zs,...,z,) (rigo-
rosamente, f*(v;) = o;(x1, 2, ...,x,.), onde f* é o monomorfismo em cohomologia do splitting
principle; também aqui o grau algébrico é dado pelo grau cohomologico).

Dessa forma, e em sentido contrario, dada qualquer fungao simétrica
p(tlat%”' 7t1”) eCcC ‘/—-7

sabemos que p(ty,ts, ..., t,) ¢ uma polinomial nas fungoes simétricas elementares oy, 09, ..., 0,
digamos, q(01,09,...,0,). Portanto p(ti,ts,...,t.) da origem & polinomial nas classes carac-
teristicas q(oy,09,...,0,).

Por exemplo, se p(ti,ts,...,t.) € um polinébmio simétrico e homogéneo de grau n, entao
p(ty,ta, ... t.) = q(o1,09,...,0,) = q(v1,v9,...,v,) é uma soma de mondmios nos vys cada
qual tendo grau n; em particular, se 7 — V" é o fibrado tangente a V", cada tal monoémio da
origem a um nimero de Stiefel- Whitney de V™. Portanto se V™ e M™ sao variedades fechadas

n-dimensionais cobordantes, faz sentido a identidade
p(ty,tay .o 1) [V = p(th, ta, . .., t)[M"]2,
0 que, rigorosamente, significa dizer que
q(wi (V™) wa(V™), ... w, (V™) = q(wy (M™), we(M™), ..., w,(M™)).

Particularmente, se I = (iy,42,...,%,) € uma particao de n, entao S;[V"]y é uma soma
de numeros de Stiefel-Whitney de V", e portanto um invariante de cobordismo. Exemplo:

SLQ[Mg]g = (w1w2 + W3)[M3]2.
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1.13 Teorema de Lucas

Em computagoes envolvendo nimeros caracteristicos, ¢ de grande importancia técnica de-
. . . . . . a/
terminar a paridade de coeficientes binomiais . Nesse contexto, o Teorema de Lucas, o

qual descreveremos a seguir, ¢ muito tutil.

Definicao 1.13.1. Seja p um niumero natural primo. Dado um niumero natural m, definimos

a nota¢ao p-ddica de m como sendo:
n = NgNg_1 - - NaNing = NEP" + np_1p* 1 + - - 4+ nap? + nypt + no, 0<n; <p-—1).
Obs.: Quando p = 2, temos a notacao diddica (2-adica) de n dada por:
n=npng_1 - noning = mp2" +np 1 287N 22 g2t 4 ng, (0K 1),

que é equivalente a representar n na base 2 (forma binaria). Como cada n; = 0 ou 1, temos

que n é dado por uma soma de poténcias distintas de 2.

Teorema 1.13.1. (Teorema de Lucas) Seja p um nimero primo e tome r e ¢ em notagao

p-ddica:
r=rrg_y o rarire = et e p" e rp? +rpt g, (0 <p—1),

C=Cpcp_1-+Cac1co = " + cp1pF A eop? +ept + o, (0<¢ <p-1).

Entao,
r To 1 T2 Tk
= a (mod p),
C Co C1 Co Cr
‘ r
convencionando-se que =0sec>r. [5]
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Em nossas computagoes envolvendo ntimeros caraceristicos, sera de fundamental importan-
cia o seguinte
Corolario 1.13.1. Tome r e ¢ em notacao diddica:
k k—1 2 1
T =rE2" 112" o+ 127 127 + 1,

c= cka + ck_12k_1 +o 02 4 2t + co, Tici =0 ou l.

Sejam R={i|r;=1} e C ={i|¢; =1}. Entao

”
=1 (mod 2) se, e somente se, C' C R.

Cc

Demonstracgao: Basta aplicar o Teorema de Lucas observando que

0
=1 (mod 2) e =0 (mod 2).



Capitulo 2

Involugoes fixando F"* U F3

2.1 Introducao
O objetivo desse capitulo é mostrar que m(n; {3}) = max{2n, m(n — 3) + 6}, lembrando que
m(n,{3}) = max { m | existe involugao (M™,T') fixando alguma F' que nao borda,

e tal que F' nao possui componentes com dimensoes diferentes de 3 e n},

e m(n — 3) é o limitante de Stong e Pergher, que vimos na Segao 1.9 do Capitulo 1.

Portanto, para a consideragdo de m(n;{3}), s6 podem ocorrer conjuntos de pontos fixos
F da forma FF = F" e F = F"U F3. Como o caso ' = F™ ja é conhecido, para nossos
estudos consideraremos entdo o caso F' = F™ U F?3, com F nao bordante, e podemos supor
que F™ e F? sdo conexos (pelo Teorema 1.7.5). Se o fibrado normal sobre F? borda, ele
pode ser equivariantemente removido (pela sequéncia de Conner e Floyd) e cairemos no caso
F = F", cujo limitante (melhor possivel) é 2n. Entao sera efetivamente suficiente focar o caso
F =FrUF3. O caso n = 4 nao sera considerado pois é um caso particular de F' = F* U !
que foi estudado em [6]. Sendo assim, daqui em diante iremos supor que n > 4.

Estabeleceremos a seguir alguns fatos basicos e notagoes que serao utilizados neste e nos

proximos capitulos.

48
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Denotaremos por &; — RPJ o fibrado linha canoénico sobre RP?, e por R — X o fibrado
trivial sobre um espaco X. Se n — X é um fibrado qualquer, entao In +— X denotara a soma
de Whitney de [ copias do fibrado 7.

Usaremos a seguir, e mais adiante, a bem conhecida involu¢ao (RP™,T'), dada por
Tlzo, x1,. .., Tp) = [=T0, —T1,. .., =T}, Tjt1, .- ., Tn).
Essa involugao tem como fixed-data
(G + Déuiam = RPTGD) U (0= j)g; = RPY).

Voltando ao objetivo desse capitulo, que é mostrar que m(n; {3}) < m(n — 3) + 6, observe
que, no caso particular em que n é par, existe uma involugao (M™,T) fixando F = F™" U F?
nao bordante para m = m(n —3) + 6 =n + 4.

De fato, considere a involucao T : RP™ — RP™ dada por
T([xo, 21, ..., xp]) = [—T0, —T1, X2, . .., Tp).

Tal involugdo tem como fized-data (2&,-2 — RP"2) U ((n — 1)& — RP?).
Considere agora a involucao S : RP™ x RP? x RP? — RP" x RP? x RP? dada por

S(a,y,2) = (T(x),2,9).

Sejam p; : RP"2URP! — (RP"2URP') x RP? e py : RP? — (RP"2URP!) x RP?
as projecoes. Entao o fized-data de S é dado por

P ((26n-2) U (n — 1)&1) @ p5(3&,) (1 (26n—2) ® p3(3&2)) (pi((n —1)&1) @ p3(3&2)

RP" 2 x RP? RP! x RP?
N e’ f
FFn '

(RP"-2URP') x RP?
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Vejamos que o fibrado (pj((n — 1)&) @ p3(3&)) — RP! x RP? ndo borda.
Sejam 0, € H'(RP',Zy) e 6, € H'(RP? Zy) os respectivos geradores; assim denotando

a =pi(61) e = ps(6s) temos

W(pi((n—1)&) ®@ps(3%) = (1+a)" 1 (1+4p)°
= (I+a)(1+8+75%

= 1+ (a+pB)+(af+ 5%+ aB?,

—_— Y =

U1 v2 U3

onde v; ¢ a classe de Whitney de grau ¢ do fibrado em questao. Assim, avaliando a classe

v3 = af3? na classe fundamental de homologia [RP! x RP?|,,
v3[RP' x RP?)y = af*[RP! x RP?), # 0,

temos um nimero caracteristico nao nulo pois 3% é o gerador de H*(RP! x RP? Z,).
O exemplo acima mostra que para provar nosso resultado é suficiente provar que: para
qualquer n > 4, se (M™,T) é uma involucao fixando F' = F™ U F? ndo bordante, entao

m < max{2n, m(n — 3) + 6}. Agora, denote por
(n FY)U (= F?)

o fived-data de (M™,T), e suponha que 1 — F?3 borda como fibrado. Conforme j4 mencionado
atras, pelo Teorema 1.7.4, temos que (M™,T) é equivariantemente cobordante & uma involugao
(N™,S) cujo fizred-data é p+— F™. Temos que F' = F™ U F? nao borda e como F* borda (pois
toda variedade tridimensional é um bordo) entdao F™ nao borda. Assim, p +— F™ nao borda e
portanto (M™,T) nao borda. Pelo Teorema de Kosniowski e Stong de [3], segue que m < 2n.
Em outras palavras, podemos supor a partir daqui, que  — F* nao borda. Nosso resultado

estard entao completamente determinado quando provarmos o seguinte

Teorema 2.1.1. Seja (M™,T) involugao fizando F = F" U F? (ndo necessariamente nao-

bordante), e suponha que o fibrado normal n — F3 nao borda. Entio m < m(n —3) +6.
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Obs.: Observe que o teorema acima prova um pouco mais do que é necesséario para nos, ja que
nao é preciso supor F' = F™ U F? nao bordante (embora o teorema abranja isso também), mas
apenas 1 — I3 nao bordante. Ou seja, o resultado também é valido quando F = F™ U F3
borda, mas 1 — F3 nao borda.

A prova desse teorema segue a mesma linha de raciocinio de Stong e Pergher em [18]: a

técnica consiste em trabalhar com equagoes do tipo
p(C, Wl, ce ,Wm_l)[RP(M)]Q == p(C, Wl, ey Wm—l)[RP(n)]Q

A seguir vamos explanar do que se tratam tais equacoes. Lembremos que denotamos p — F™
e n — F3 os respectivos fibrados normais em M™; note que u ¢ (m — n)-dimensional e 7 é
(m — 3)-dimensional. Pelo Teorema 1.7.2, temos que os nimeros caracteristicos dos fibrados-

linha A — RP(n) e £ — RP(u) sdo iguais. Genericamente, tais nimeros assumem a forma
Wilvvlé T VVirCt[A]??

onde i1 + iy + - +1i.+t=m — 1, ¢ é a classe de Stiefel-Whitney de \ (ou &), W, sao classes
de Stiefel-Whitney de RP(n) (ou RP(u)) e A = RP(n) (ou A = RP(u)), sendo que estas
classes sao fornecidas pelo Teorema de Borel-Hirzebruch. A manipulacao destas é viabilizada
pelo conhecimento da estrutura do anel de cohomologia H*(RP(n),Z,), vista na Secao 1.6.
Em particular, se p(c, Wy, ..., W,,_1) é uma polinomial qualquer homogénea de grau m — 1 nas
classes Wy e ¢, temos que p(e, Wy, ..., Wy, _1)[RP(u)]s = p(c, W1, ..., Wy_1)[RP(n)]2, onde no
lado esquerdo as classes correspondem a RP(u), e no lado direito a RP(n). O que faremos
entao é utilizar certas polinomiais adequadas, e especiais, na equacao acima, de tal sorte que
pe, W1, ..., Wy —1)[RP(1)]2 = 0 por razoes dimensionais, enquanto que p(c, Wy, ..., W,,_1)[RP(n)]a

reproduz um ntimero genérico de Whitney de n — F2. Assim se denotarmos
W(F)=1+w +wy+ws e W(n)=1+uv, +vy+uvs,

entao p(c, Wi,..., Wy —1)[RP(n)]s produz polinomiais avaliadas em [RP(7n)], nas incognitas

C, Wys € Vyrg, OU SEjA, & EXPressao

ple, Wi, ..., Wy_1)[RP(n)]2 =0
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produz equacgoes do tipo
F(c,wy,wy, w3, v1,v9,v3)[RP(n)]y =0,
que apos reducoes ficam do tipo,
G (w1, wy, w3, vy, V2, v3)[F?]y = 0.

Estas sao as equagoes que nos darao as informacoes procuradas. Essa é uma abordagem geral
da técnica utilizada.

Como estamos considerando agora que 7 — F? nao borda, temos muitas possibilidades
para tais fibrados. De fato, se M™ T) tem fized-data (pn +— F")U (n — F3) e 0 — G*
¢ cobordante a n — F3 entdao pelo Teorema 1.7.1 existe involugao (N™,S) com fized-data
(u— F™)U(0 — G3). Em outras palavras, para nossos propositos, n — F? pode ser considerado
a menos de cobordismo estavel ( dois fibrados sao estavelmente cobordantes se, a menos de soma
de fibrados triviais, sdo cobordantes como fibrados). Nossa primeira e importante tarefa seré
mostrar que existem, a menos de cobordismo estavel, 15 tais possibilidades, as quais serao
denotadas por 11,1, ..., M5 (ou seja, 15 classes de cobordismo estével); além disso exibiremos
um modelo para cada uma dessas possibilidades. Essa tarefa sera descrita na Secao 2.2.

As polinomiais acima citadas serao obtidas com o auxilio de certas polinomiais especiais nos
Wy e ¢, denotadas por W/r];, as quais foram introduzidas por Stong e Pergher em [18]. Na
Secao 2.3 descreveremos tais polinomiais.

E por fim na ultima secao deste capitulo, Secao 2.4, provaremos o Teorema 2.1.1.

2.2 Classes de cobordismo estaveis de fibrados vetoriais so-

bre variedades fechadas tridimensionais

Nosso objetivo nessa secao é determinar todas as possiveis classes de cobordismo estavel

de fibrados k-dimensionais sobre variedades fechadas tridimensionais. Ou seja, como vimos no



Classes de cobordismo estaveis de fibrados vetoriais sobre variedades fechadas tridimensionaisb3

capitulo anterior, determinar os grupos N3(BO(k)) para qualquer k > 3. Lembremos que tais
grupos sao compostos por classes de fibrados [* — 3] e estas sao completamente determinadas
pelos ntiimeros de Whitney do fibrado n* — F3.

Mostraremos que

N3(BO(k)) = Zo & Lo & Lo,

e exibiremos um representante para cada classe nao nula de N3(BO(k)).
Considere n* — F™ um fibrado vetorial qualquer; temos entdo o fibrado (k +t)-dimensional

n* @ tR — F". Usando os niimeros de Whitney de tais fibrados temos que, se
n* + F™ ¢ cobordante a p*+— G,
entao

n* @ tR +— F™ & cobordante a u* @ tR+— G

Sendo assim temos uma fun¢ao bem definida

I N (BO(k)) — No(BO(k +1)),
dada por
I'nf — F" = " @ tR — F"].
Pode-se verificar que I'¥ ¢ um homomorfismo de N,-md6dulos.

Lema 2.2.1. O homomorfismo I'" : N,,(BO(n)) — N,,(BO(n+t)) é, na verdade, um isomor-

fismo de N,-mddulos, para qualquer t > 1.

Demonstragao: Pelo axioma da soma para classes caracteristicas temos que, W (n* @ tR) =
W (n*). Logo qualquer ntimero caracteristico de n* @R se reduz a um ntimero caracteristico de
n*. Disso segue que, se n* @ tR borda entao n* borda, o que mostra a injetividade da aplicacao
I't. Por outro lado, um resultado bem conhecido da teoria de fibrados (por exemplo, vide [7])

nos diz que, se X é um C'W-complexo de dimensao n e n* +— X é um fibrado k-dimensional
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sobre X, com k > n, entdo n* é equivalente a um fibrado da forma " @ (k — n)R — X,
onde v" é n-dimensional. Como variedades n-dimensionais sao C'W-complexos n-dimensionais,
concluimos que I't é sobrejetora. |

O Lema acima nos diz que, para determinar N, (BO(k)), k > n, é suficiente determinar
N,.(BO(n)); mais ainda, dado um fibrado n* — F", com k > n, escrevendo-se n* = v" & (k —
n)R — F", temos que a classe de bordismo de n* é completamente determinada pela classe de
bordismo de v" +— F™. Por essa razao, a classe de bordismo [ — F"] é conhecida como classe
de bordismo estdvel, o que indica sua invariancia por soma de fatores triviais.

Conforme mencionamos acima, nosso interesse é obter N3(BO(k)), para qualquer k > 3,
portanto é suficiente analisar N3(BO(3)). Sendo assim, comecemos entao com um fibrado

vetorial tridimensional n® — F? sobre a variedade fechada tridimensional F®. Sejam
W(F)=1+w +wy+ws e W@H)=1+v+vy+ 3

as classes de Stiefel-Whitney de F® e %, respectivamente. A classe [1°] € N3(BO(3)) é determi-

nada por seus numeros caracteristicos, que sao obtidos avaliando-se as classes de cohomologia
3 3,2 2
w3, Wi1wsz, Wy, V3, V1V2, U1, VW1, V2W1, VW7 € V1W2

sobre a classe fundamental de homologia [F*]s.

Observe que

w3[F%y = wiwy [F3)y = wi[F?], = 0, (2.1)

pois toda variedade fechada tridimensional borda.

Seja agora U = 1 + u; a classe de Wu de F3. Sabe-se que
W(F?) = Sq(U),
onde Sq é a operacao de Steenrod. Assim, temos

1+U)1—|—U}2+’IU3:W(F3):SQ(1+U1):1+U1+U%
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de onde se conclui que, wy = u; e wy = ul.

2 2
Logo, wy = uy = wy e temos
_ 2
VW2 = V1Wq .
Além disso, usando a formula de Cartan e a relagao

URT = qu(x),

para todo x € H>*(F?®), temos

viwy = viug = Sq¢*(v]) = Z Sq' (v1)S¢ (v1) = 0.

it+j=1

Finalmente, pela a formula de Wu, a qual recordamos ser

, J k—7+i—1
S¢’ (Uk) = Z Vj—iVk+i,
i=0 i

para j < k, temos

1
vowy = Vouy = Sq (V) = v1vg + vs.

(2.2)

(2.3)

(2.4)

Usando as relagoes de (2.1) a (2.4), podemos reduzir a lista de nimeros caracteristicos que

determinam [n?®] para

vlwf[F?’]g, U%[F?’]Q, VoW1 [Fg]g (& ’03[F3]2.

Assim, cada classe de cobordismo de [%] corresponde a uma lista de valores 0 ou 1 atribuidos

a cada um dos objetos acima, resultando num total de 2* = 16 possibilidades, que iremos

denotar por 71,1, . ..,me (incluindo ai a classe nula).

As possibilidades para as listas nao nulas associadas a n® — F* sdo, portanto:

1) viw? #0,v3 # 0, 00w, =0ecv3=0
2) viw? # 0,03 # 0,vw; =0 e vz # 0

3) viw?=0,v3 # 0,vw; =0 e vz =0
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4) viw? =0,v3 # 0,vw; =0 e vz #0
5) viw? # 0,03 = 0,vw; =0 e vz =0
6) viw? # 0,03 # 0,vw; #0 e vz =0
7) viw? # 0,03 = 0,v0w; =0 e vz #0
8) viw? # 0,07 # 0,vow; # 0 e vz # 0
9) vyw? =0,v3 =0,v0w; =0 e vy #0
10) viw? =0,v = 0,v9w; #0 e v3 # 0
11) viwi = 0,0} # 0,v9w; # 0 € v3 # 0
12) vyw? # 0,03 = 0,vw; #0 e v3 # 0
13) vyw? = 0,0} =0,vw; #0 e v3 =10
14) viw? =0,v3 # 0, vw; #0 e v3 =0
15) viw? # 0,03 = 0,v0w; #0 e v3 =0

Em principio nada nos garante que, de fato, existam fibrados do tipo n* — F*® com ntmeros
caracteristicos realizando todas as 15 possibilidades. Nosso interesse ¢ exibir um exemplo de
fibrado n3 — F3 para cada uma dessas listas.

Considere inicialmente o fibrado &; @ 2R s RP!. Temos assim o fibrado projetivo associado
RP(& @ 2R), cujo espago total ¢ uma variedade fechada de dimensao 3 (vide Secao 1.6);
denotaremos tal variedade por K?3.

Seja v — K3 o fibrado linha usual, e escreva W (v) = 1 + ¢, onde ¢ € H*(K?,Z,). Sabemos

que W (& @2R) = 1+a, onde a € HY(RP!, Zy) ¢é o gerador. Entao, pelo Corolario 1.6.1, temos
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W(K?) =W(RPY) - ((1+c)*+ (1+¢)*wi(& @ 2R) + (14 c)wa (& @ 2R) + w3(&;  2R)) =
=(L+a) ((L+c)’+ (1+c)a) =
=14+ - Q+c++E+a+cfa)=
=1+ (c+a)+?+ (A +a),

ja que o = 0.

Como em H*(K3,7Z,) vale a relagao
& = wi (& @ 2R) + cwy (& @ 2R) + w3 (€ @ 2R) = o,

segue que W(K?) = 1+ (¢ + ) + 2, logo w1(K?) = ¢+ a e wy(K?) = 2 A variedade
tridimensional K3 servira como base para possiveis fibrados que realizam as listas 1 e 2. Sobre
K3 vamos considerar somas de Whitney do fibrado linha v — K? (lembrando da existéncia da

classe estéavel), o que nos daréa exemplos para as listas 1 e 2. De fato:

1) 7 =v @ 2R — K?: nesse caso v; = c e vy = v3 = 0. Como H*(K?,Zy) ¢ um H*(RP', Z,)-
modulo gerado por 1,c¢ e ¢, entdao o elemento nao nulo de H3(K3,7Z,) ¢ c*a. Como
& = 2a entao temos viw? # 0, v # 0, vow; =0 e vz = 0. Portanto v @ 2R — K3 ¢

um exemplo para a lista 1.

2) ny = 3v > K3, Nesse caso W(mp) = (1+¢)? =1+c+c2+ 3, logo vy = c,v9 = * e v3 = 3.

Portanto temos vyw? # 0, v3 # 0, vow; = 0 e vz # 0, realizando a lista 2.

Para as duas proximas listas (3 e 4), considere o fibrado & @R — RP?. Entéao o espago total
do fibrado projetivo associado, RP (&, @ R), é uma variedade tridimensional que iremos denotar
por M3. Novamente, sejam v + M3 o fibrado linha usual, com W (v) = 1+¢, c € HY(M?3,Z,).
Seja agora o € H'(RP?,Zs) o gerador. Sabemos que W (& @ R) = 1+ «; assim, pelo Corolario

1.6.1, temos
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W(M?) =W(RP?)- ((1+c)? + (&S R) +wa (6 & R)) =
=(1+a)’- ((1+c)*+ (1+C) ) =
=(l+a+a?) - 1++a+ca)=
=1+ (ca+ ?) + (ca® + *a) + *a?
uma vez que o = 0.
Pela relagao

A =cwi (& O R) +wy(é B R) = ca,

vigente em H*(M?3,Z,) segue que W (M?3) = 1, ou seja, w; = wy = w3 = 0. Sendo assim M?> &
uma variedade tridimensional que servira como base para possiveis fibrados realizando as listas
3 e 4. Sobre M3 vamos considerar, novamente, somas de Whitney do fibrado linha v + M?3.

Assim temos:

3) i3 =v®2R +— M3 Aquiv; = ce vy =v3 =0. Como H* (M3 Zy) é um H*(RP? Z,)-

modulo gerado por 1, ¢ e ¢?, entao os elementos nao nulos de H*(M?3,Zy) sao c*a e ca?.

Como ¢® = c2a, segue que viw? = 0, v3 # 0, vow; = 0e vz = 0. Portanto temos um

exemplo para a lista 3.

4) ny = 3v +— M3. Nesse caso W(ns) = (1 +¢)> =1+ c+  + 3 portanto v; = ¢, vy =c? e

v3 = ¢3. Entao temos viw? = 0, v3 # 0, vow; =0 e wv3 # 0, que satisfaz a lista 4.

Para os proximos fibrados consideraremos a variedade tridimensional V3 = RP! x RP? que
tem classe W (V3) =1+ 8+ 82, onde 8 € H'(RP? Z,) é o gerador de RP%. Assim w; = f3 e

= (32 (de fato, aqui, por simplicidade, estamos abusando da notaciao pois 8 =1 x 3, 3% =
1 x 8?). Considere os fibrados linha cano6nicos & — RP! e & — RP? e seja a € H'(RP', Z,)
o gerador de RP!. Entao W (&) =14+ae W(&) =1+ 8.

Para realizar as listas 5, 6,7 e 8 vamos considerar diferentes fibrados sobre V3, formados

pela soma dos fibrados citados acima. De fato:
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5) 15 = & @ 2R — V3: nesse caso, v; = a e v9 = v3 = 0. Como « e 3 sdo os geradores de RP!
e RP?) respectivamente, entao /3% # 0. Segue que viw? # 0, v =0, vow; =0 e v3 = 0.

Portanto £ @ 2R + V3 é um modelo para a lista 5.

6) 16 =& D& @R VP Nesse caso, W(E @& OR) = (1+a)(1+8) = 1+ (a+ 8) +ap,
logo v; = a+ B e vy =af. Comoa? =0, 3> =0eaB?+#0, segue que vyw? # 0, v} #

0, vow, # 0 e vy =0. Portanto & @ & @ R +— V3 é um modelo que realiza a lista 6.

T) nr =& @28 — V3. Aqui W(E @28) = (1+a)(1+8)2 =1+ a+ 82+ af? dai temos
v, = a, vy = 8% e v3 = aB? Disto, e do fato de termos a® = 0, 82 = 0 e af? # 0,
concluimos que viw? # 0, v3 = 0, vyw; = 0 e vz # 0. Logo esse ¢ um exemplo para a

lista 7.

8) ng = & D3E — V3. Nesse caso W(ng) = (1+a)(1+8)2 =1+ (a+8) + (aB+5%) + aB?,
portanto vy = a + 3,v2 = a8 + 5% e v3 = a8%. Entao temos vyw? # 0, v} # 0, vow; # 0

e v3 # 0, que satisfaz a lista 8.

O proximo fibrado tem como base a variedade L? = RP! x RP! x RP! cuja classe é
W(L?) = 1, logo w; = wy = 0.

Para construir o fibrado desejado sobre essa variedade vamos fazer uso das projegoes canoni-
cas

p1,p2, p3 : RP! x RPY x RP! — RPL.

Seja & — RP! o fibrado linha canonico e denote por & ; — RP! x RP' x RP!, j =1,2,3,

o pullback de & — RP?! através da j-ésima projecao. Considere sobre a variedade L? o fibrado
§11DPE 2P &3 L3.

Observe que nesse caso temos trés copias do espago projetivo, entao devemos considerar os
geradores separadamente. Desse modo vamos denotar § € H'(RP',Z,) como sendo o gerador.
Escreva oo = pi(), 8 = p3(0) ey = p3(0), onde p; : H'(RP',Zy) — H'(RP'xRP'xRP*,7Z,)

¢ 0 homomorfismo induzido em cohomologia. Entao temos:
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9) ng =E&1 B &2 DE3 > L3 enesse caso, W (&1 ®&EaDE3) =1 +a)(1+8)(1+7) =
L+ (a+B8+7) + (af+ay+By) + (afy). Logovy =a+ B+, u=aB +ay+Bye
v3 = affy. Como a? = % = 4? = 0, segue que viw? =0, v3 =0, vow; =0e vz # 0.

Portanto {1 ® &2 ® &1 3 — L? ¢ um modelo para a lista 9.

Exemplos de fibrados realizando as listas restantes sao obtidos fazendo somas conexas dos
fibrados anteriores.

Para entender esse ponto (citado no capitulo prévio), sejam M™ e V™ variedades suaves.
Recordemos que a soma conexa de M"™ e V" é obtida da seguinte forma: tome p € M"™ e
¢ € V" pontos nas respectivas variedades. Sejam B" C M" e B” C V™" bolas fechadas tais que
p€B"C M"eqc B" C V" Escolha um difeomorfismo ¢ : B" — B™ com ¢(0B") = 0B" .
Considere o seguinte espago quociente

(M™ — B™)u (V*— B")
r~ p(x), v €IB"

)

que também é uma variedade, chamada soma conexa de M™ e V™ e é denotada por M"gV".
Tal variedade é cobordante a uniao disjunta M™ LI V™.

De fato, esse cobordismo é dado da seguinte forma: considere as variedades disjuntas M"™ x [
e V" x I, onde I =[0,1] C R. A seguir, identificamos M™ e V"™ com M™ x {0} e V™ x {0},
respectivamente. Lembrando que B” C M™ e B” C V", vamos tomar B" X [0,e] Cc M™ x T e
B" x [0,e] C V™ x I, para ¢ suficientemente pequeno.

Considere agora M™ x I\ (int(B") x [0,£)) e V" x I\ (int(B"™) x [0,¢)), cujos bordos sio,
respectivamente, (9B" x [0,e]) U (B" x {0,e}) e (0B™ x [0,e]) U (B"™ x {0,e}).

Considere o difeomorfismo

Y: B"x[0,e] — B" x[0,¢]
(1) — (p(x),1)

com

@D ‘B(B"X[O,E]): G(B” X [0,8]) — 8(8"' X [0,8]).
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Seja o espaco quociente

(2 x 1\ (int(B") x 0,2)) ) LI(V" x T\ (int(B") x [0,2)))
() |

Essa é uma variedade cujo bordo é a uniao disjunta de M"gV" e M" LI V™.

Agora considere &¥ — M™ e n* i V™ fibrados vetoriais k-dimensionais. Veremos que existe
um novo fibrado vetorial k-dimensional cuja base é a soma conexa M"§V™".

Sejam E e W os espacos totais dos fibrados ¥ e n*, e E Ly M, W L5 V™ as projecdes.
Seja x € M™ e escolha uma bola fechada x € B" C M" tal que o fibrado &* |p» seja trivial.

Entao existe um difeomorfismo fibrado
f 1 E |p1gny— B" x R

Analogamente, como ¢(z) € V", existe uma bola fechada B" C V" tal que p(z) € B” C V"

e o fibrado n* | 5 ¢ trivial. Entdo temos o difeomorfismo fibrado
g W ‘q*l(B"/)—> Bn/ X Rk

Em particular,

f(@(E |p—1(Bn)>) = Q(B” X Rk>

g(@(Ww |q—1(Bn’))) = 9(B" x RY).
Como J(B™ x R¥) = §"! x RF = 9(B™ x R*), entdao podemos considerar
Id: 9(B™ x R*) — 9(B™ x R*).
Considere agora a restrigao
g toldof:d(E lp=1(8m) — O(W |q—1(3n’))-

Entao podemos unir os espacos totais dos fibrados iniciais fazendo uma colagem através da
aplicacao g~! o Id o f. Dessa maneira construimos o espaco quociente

(E\ 2 |p*1(B"))> L (W\ (W |q*1<B"’)))
v~ (g loldo f)(x) ’
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que é o espaco total do novo fibrado £*4n* cuja base é a soma conexa M™§V".

Semelhantemente ao caso de variedades, também ¢é verdade que a soma conexa de dois
fibrados é cobordante & uniao disjunta dos mesmos. A prova segue os mesmos passos do caso
de variedades: inicia-se com os pullbacks pi(£F) — M™ x I e ¢;(n*) — V™ x I, onde p; e q; sdo
as respectivas (primeiras) projegoes.

Na prova de que M™ U V™ é cobordante & M"gV™, ao se considerar a unido disjunta (M"™ x
I)U (V™ x I) e tomar-se as vizinhancas B™ x [0,¢] e B" x [0,¢], para em seguida fazer as
identificagoes através dos bordos destas vizinhangas, basta tomar-se o cuidado de escolher tais
vizinhacas de modo que sobre as mesmas os fibrados p}(£¥) e ¢} (n*) sejam triviais. Isso permitira

que esses fibrados determinem sobre a variedade
<M” x I\ (int(B") x [0,5))) |_|<vn x I\ (int(B") x [0,5)))
x ~P(z)
um bem definido fibrado k-dimensional de tal modo que restrito ao bordo coincida com (&*

MM U (= V) U (" — M),

Em particular, como ntimeros caracteristicos sao aditivos com respeito a uniao disjunta,
segue que, se os fibrados £ e 7 realizam as listas a e b, entao £fn realiza a lista a + b.
Portanto, apos todas essas consideracoes, podemos obter exemplos de fibrados realizando

as listas restantes.

10) 110 = n2fins = Mmins.
11) nu = n7tne = 1540
12) mo = nafne = 13ins.
13) m3 = miine = natns.
14) s = nsfine = n7lins.

15) 115 = n3fine = Nafins.
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Enfim, provamos o seguinte

Teorema 2.2.1. Para qualquer k > 3, N3(BO(k)) possui exatamente quinze classes nao nulas,

as quats podem ser descritas como:

1) Bi=[m® (k—3)Rw+— K3, comvyw? # 0,v3 # 0,vew; =0 e v3 = 0;
2) Bo=[® (k—3)R— K3, com viw} # 0,v} # 0,v5w; =0 € vz # 0;
3) Bs=[n3® (k—3)R — M?3], com vyw? =0,v} # 0,v0w; =0 e v3=0;
4) By =@ (k—3)R— M3], com viw? = 0,v3 # 0,vow; =0 e v3 # 0;
5) B5 =[5 ® (k—3)R — V3], com viw? # 0,03 = 0,v9w; =0 e v3 = 0;
6) B =6 ® (k—3)R — V3], com viw? # 0,03 # 0,vw; # 0 € v3 = 0;
7) Br=[n:® (k—3)R V3], com viw? # 0,v} = 0,vow; =0 e v3 # 0;
8) Bs = [ns® (k — 3)R — V3], com viw? # 0,v3 # 0, vw; # 0 e v3 # 0;
9) By = [y ® (k—3)R— L3, com vyw? = 0,v3 = 0,vw; =0 e v3 #0;
10) Bip = Ba + B, com viw? = 0,03 = 0, v9w; # 0 € vy # 0;

11) By = Br + Bs, com viw? = 0,v3 # 0, vew; # 0 e vz # 0;

12) B = B4+ Bs, com vyw? # 0,07 = 0, vew; # 0 e vz # 0;

13) Bi3 = B1 + Bs, com viw? = 0,03 = 0, vow; # 0 e v3 = 0;

14) By = Bs + Bs, com viw? = 0,03 # 0, v9w; # 0 e v3 = 0;

15) (15 = P34 fs, com vyw? # 0,v§ = 0,vw; # 0 e v3 = 0.
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2.3 Classes caracteristicas especiais

Considere n* +— F™ um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade fechada n-
dimensional e seja A — RP(n¥) o fibrado linha usual. Denotaremos as classes caracteristicas

por:

W(F™) =1+w; +wy+ -+ wy,
Wk =1+uv+- + v,
W) =1+c

Como vimos em 1.6.2, temos que

W(RP(") =1+Wi+Wot Wy =
:(1+w1+w2+-~+wn)<(1+c)’“+(1+c)’“—1v1+~~+(1+c)vk,1+vk).

Observe que cada W; é uma polinomial homogénea de grau i nos wj, vys € ¢, obtida

coletando-se a parte de grau i em

) ()

Agora, observe também que (1 + ¢) tem inverso multiplicativo em H*(RP(n¥),Z,), e

1
m:1+6+62+'“+6n+k71,

pois ¢! =0, se l >n+k — 1 (lembrando que n + k — 1 ¢ a dimensdao de RP(n%)).

Dessa forma, dado qualquer d € Z, temos que
(1 + C)d =14¢ec+ 5202 4+ 5n+k—1cn+k_17

onde € = 0 ou 1. Segue que, para qualquer d € 7Z,

(1+ o)W (RP(y (iw]> (zk: (1 + c)h=t+d ) _

t
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=(l4eicted®+ 4 eI+ Wi+ Wot -+ Woggon)

é tal que sua parte de grau i consiste em uma polinomial p(c, Wy, W, ..., W, 1) homogénea
de grau ¢ em Wy e c.

Sendo assim, denotando
(14 )"W(RP(*) =1+ Vi + Vot -+ + Vig,
onde V; é a parte homogénea de grau ¢, temos que, se t + ¢y + 12 +--- + i, = n + k — 1 entao,
Vy - Vi a [RP (7))

¢ um namero caracterfstico de A — RP(n*) e portanto um invariante de cobordismo do mesmo.
Nesse contexto, Stong e Pergher introduziram em [18] as classes Wr|, r > 0, sendo que,

1

W] = (1+¢)"W(RP(")) = AT ofr

W(RP(1n")).
Assim, denotando
Wirl=1+Wlrh + Wlrla + -+ + Wrlnik-1,

a parte de grau i, W{r|;, é obtida coletando-se os termos de grau i em

Ur
Wirl = (1+w; +wa + -+ +wy) <(1+c)7‘+(1+0)r1v1+...+(1_|_c)vr_1+vr+lilc_i_
Ur+2 Ur+i Vg,
— Y e —— 4 — 7
(14¢)? (1+c)i (1_|_C)k—r>

e cada tal W(r]; é portanto uma polinomial homogénea de grau ¢ nas classes de W e c.

Em particular, sejam n* — F™ e u! — V™ fibrados vetoriais k e [-dimensionais, respectiva-
mente, sobre variedades fechadas F" e V™, com k+n = [+ m e tal que os respectivos fibrados
linhas A — RP(n*) e £ — RP(u!) sejam cobordantes.

Considere a partigao t+i+is+- - -+i, = k+n—1 = [+m—1; tome ntimeros 0 < ry,79,...,7,.

Para cada r;, considere s; = [+ r; — k, entao k —r; = — s; = d;. Assim, considerando

WERPM)=1+Wi +Wo+ -+ Wopq e
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WRP(U)) =14+ W]+ Wy + -+ W,

W(RP(n*
se W(r;;; coletada em % ¢ a polinomial p(c, Wy, W, ..., Wyi_1), entdao W{s;;,
C Tj J
W(RP (!
coletada em (1(+—)(l,u)) ¢ a mesma polinomial p(c, W{, Wy, ..., W/ . ).
c) 5

Portanto temos,
W ri]sy Wirals, - - Wrds, [RP(0)]2 = W si]i, Wsaliy - - - Wsgli, [RP(1')].

Em nossos célculos algumas Wr];’s especiais terao papel fundamental, especificamente
Wir|e, € Wir|e,+1. A importancia dessas classes deve-se ao fato de que elas satisfazem cer-

tas propriedades que simplificam alguns calculos. Tais propriedades sao:

1) Wir]a, = w,¢” + termos envolvendo ¢* onde x < 7.

2) Wirlars1 = (wry1 + vp41)c" + termos envolvendo ¢® onde x < r.

Justifiquemos a propriedade 1). Sabemos que W|r|s,. é obtida coletando-se a parte de grau
2r em W{r], e que tal parte consiste de monomios que tem a forma V7¢”, onde j+z = 2r e V7
¢ uma classe de cohomologia proveniente de H?(F™, Z,). Observe que a parte de W[r| dada por

(14+¢)" vy +- - -+ (1+¢)v,_1 +v, contribui na formagao de mondémios V7¢” somente com termos

Ur+44
(1+c¢)!
divisiveis por v,;. Dessa forma tal termo contribui na formagao de mondémios V7¢* de maneira

onde x < r. Também, cada termo 1 <i<k-—r,de Wr| tem todos seus mondmios
que v,; sempre divide V7. Logo j > 7, e como j+x = 2r, segue que x < r. Em outras palavras,
mondmios V7 de W{r]y, com x > r s6 podem ser coletados em (1+w; +wg+---+w,)(1+c)".
Agora, em (1 + ¢)", o tinico termo ¢® com z > 7 é ¢"; segue que o tnico mon6émio V7c* em
Wir|a, com x > 1 é w,c".

Em relagao a propriedade 2), note que novamente (1+¢)" 'v;+- - -4 (14¢)v,_1 +v, contribui
Ui
L+ o)
todos seus monomios divisiveis por v,4;, e portanto os monoémios V7¢c* provenientes do mesmo

tem

somente com termos envolvendo ¢* com x < r. Por outro lado, se ¢ > 2, o termo
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sdo tais que v,4; divide V7. Sendo j > r+2, e como j+x = 2r + 1, segue que = < r. Portanto

os monémios V7c* de W{r|a,41 com x > r devem ser obtidos em
Ur41
1 . (1 gl o)
(14w +ws + +w)(( +¢) +1+c>

Como antes, o tnico tal mondémio proveniente de (1 4wy +wy+ -+ +wy,)(1+¢)" é w,41¢". Por

outro lado, termos da forma V/¢® com Vi = wivy41 e I > 1 tém necessariamente < r. Segue

L. N ; . Urt1 1\
que o unico mondmio V7¢* com z > r proveniente de (1 +w; +wy+ -+ - +wy,) . é vy,
1+4+c¢ *

2.4 Prova do Teorema 2.1.1

Conforme vimos no inicio desse capitulo, para mostrar que m(n;{3}) = max{2n, m(n —
3) + 6}, é suficiente provar o Teorema 2.1.1, o qual estabelece que, se (M™,T') é uma involugao
fixando F™ U F? tal que o fibrado normal sobre F? nao borda, entao m < m(n — 3) + 6. Pela
Secao 2.2, sabemos que 1 — F3 pode ser assumido como um dos quinze modelos 14 descritos.
Seja u +— F™ o fibrado normal sobre F'™; a dimensao de n é m — 3, e a dimensao de p é m — n.
Para facilitar a notacao, denotemos m — n = k.

Usando a notagao da Segao 2.2, temos
W(n) =1+v + vy + vs, W(F?) =1+ w; + wy + ws
e, conforme vimos na secao citada, o que determina o modelo n — I é a lista de niimeros

vwi[F3)g, vi[F?]a, vaw[F?]s e vs[F3)s.

promover a reducao do problema, de tal maneira que, apds essa reducao, o inico modelo a ser

considerado sera 7. Essa reducao sera possivel depois de provarmos o seguinte

Lema 2.4.1. Se m > m(n — 3) + 6 entdo temos v} = viw} e v = vowy + vywi.
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Observando todos os modelos possiveis para n — F3, vemos que o tnico que satisfaz v;w? =
v% e v3 = vowy + vlwf ¢ ng — V3. Portanto o lema acima prova o Teorema 2.1.1 para todas as
possibilidades de n — 3, com excecao do modelo citado. Provado tal lema, voltaremos nossa
atencao para esse modelo particular e, como ja mencionamos, essa segunda parte da prova sera
inspirada na abordagem feita por Stong e Pergher em [18|.

Para a prova do lema usaremos o fato ja citado anteriormente, que
p(C, Wla SRR Wm—l)[RP(u)b = p(C> le SRR Wm—l)[RP<n)]2

para qualquer polinomial p nas classes caracteristicas do fibrados linhas usuais sobre RP(n) e
RP(u) nas classes de n, u, RP(n) e RP(u) . A estratégia é mostrar que se, m > m(n — 3) + 6,
entao é possivel escolher polinomiais p especiais de tal sorte que p(c, Wi, ..., W, _1)[RP(u)]s =
0, por razdes dimensionais, enquanto que p(c, Wy,..., W,,_1)[RP(n)]2 reproduz os ntumeros
V3[F3)a, ViV5[F3]y e V3[F3]a, onde V = 1+ V; + Vo + V3 é a classe de Stiefel- Whitney do fibrado
n® T+ 3 sendo 7 — F? o fibrado tangente sobre [*®(essa abordagem é inspirada na prova

do teorema principal de [19]). Ou seja, iremos provar o seguinte

Lema 2.4.2. Se m > m(n — 3) + 6 entao VP[F?]; = 0, ViV,[F?]; = 0 e V3[F?]y = 0, onde
Vi, Vo e V3 sao as classes de Stiefel- Whitney do fibrado n & 7.

Notemos que o Lema 2.4.2 implica no Lema 2.4.1. De fato, temos

Wnmot)=W(n) -W(r)=1+v+vy+wv3) - (1 +w +wy + ws),

portanto Vi = v + wq, Vo = v9 4+ wa + v1wy € Va3 = v3 4+ w3 + vewq + viws.

Como
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entao

0= V13[F3}2 = (v + w1)3[F3]2 = v% + vlwf + vfwl + w%[F?’]z.

Como w? = 0 (pois F? borda) e viw; = 0 (pela equagao 2.3 vista na Segao 2.2) entao temos
VP = vwi.

Também,

0= ‘/1‘/2[]"—‘3]2 = (Ul + w1)<7}2 + W9 + vlwl)[F?’}g =
= (V102 + viws + viwy + wivs + wiws + viwt ) [F,

e como viw; = 0, vjwy = viw? (pela equagao 2.2 da Segao 2.2) e wyws = 0 (F? borda), temos
V1U2 = W1Vg.

Por fim,
0 = V3[F?]y = (v3 + w3 + vow; + viws)[F?]s.

Como w3 = 0 (F? borda) e v3 = vow; + v1v2 (pela equacgao 2.4), temos viwy = vive. Além

disso, wy = w? (por 2.2), portanto
V3 = VW7 + vlw%.

[ |
A escolha das polinomiais utilizadas para provar o Lema 2.4.1 é bastante técnica e tera
como ingrediente fundamental uma polinomial especial usada por Stong e Pergher em [18§],
denominada classe X. Outro ingrediente serd dado por algumas fungoes polinomiais simétricas
especiais, denominadas f,,, associadas a fibrados linha A — B", quando se considera o principio
splitting sobre o fibrado tangente a B™ e sobre \. Tais f, terao conexoes com as fungoes
simétricas S, detalhadas na Segao 1.12 (aqui w denota partigoes). Isso sera estratégico, uma
vez que, se w = (1,1,1) temos S, = V3, se w = (1,2) entdo S, = V1Va + V3 e se w = (3) entdo
So =V + ViV + Vs.
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Formalmente, nossas polinomiais serao do tipo
foXc
Sejam
W(EFE") =140+ 04 ---+0,, Wip)=1+u +us + -

Pelo Corolario 1.6.1, temos

WERP(u) = (1460 + 0+ +0,) {1+ )"+ (1+ ) g + -+

e na se¢ao anterior vimos as classes Wr] dadas por

1
(14 c)k—r
=(1+04+0+ - +0,) {1+ + 1+ ur+- -+ up+ (14¢) upyr +

Wir] = W(RP(p)) =

Recordemos as propriedades ja citadas:

1) Wir]a, = 0,.¢" + termos envolvendo ¢ onde = < r,

2) Wirlars1 = (0r41 + tpq1)c” + termos envolvendo ¢* onde x < r.
A classe X acima mencionada tem a forma
X = W[7’1]2r1 Tt W[Th]thW[Sl]2sl+1 te W[St]Qst—i-l-
Note que a dimensao de X é
dim(X)=2(r1 4+ +rp) +2(s1+ -+ 5) + t.

Além disso, por causa das propriedade de W{r|, temos que

70
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X = (0,,c" + termos envolvendo ¢® onde z < rq)-

(0,,¢™ + termos envolvendo ¢® onde x < 79)-

(0, ™ 4+ termos envolvendo ¢® onde x < rp,)-
(05,41 + us,+1)c* + termos envolvendo ¢® onde x < s7)-

(05341 + usy+1)c® + termos envolvendo ¢ onde x < sg)-

(05,41 + us,+1)c™ + termos envolvendo ¢ onde x < s;).

Disso temos
X = (0p, -0, (O, 41+ sy 1) - (Osy11 + U, 1)) termos com ¢,

onde x <|r|+|s|,sendo |r|=rm+---F+rpe|s|=s1+ -+ s
Escreva n — 3 = 2Pg, com ¢ impar. Em [18|, a classe X ¢é construida com uma escolha
especial dos valores r1,...,74,51,...,S; expressos em termos de p e q. O que se pretende com

tal X é que as seguintes propriedades técnicas sejam satisfeitas:
1) dim(X)=2(ri+---+7ry)+2(51+---+5)+t=m(n—3),
2) [r|+|s|+t=r+-Frntsi+- s +t>n—23

Lembremos, para facilitar, que

(2Pt — g+ p+1, se p<gq,
m(n —3) =
(2PFL — 2P=0)g 4 2P79(q + 1), se p>q+ 1.
A lista dos valores r;/s e s;7s mencionados acima é descrita da seguinte forma:

i) sep<gq,entaor; =2° — 2071 py =20 —2P72 |y, = 2P 2P0y, = 2P PP = 2P ]
es;=2"—1 paratodol < j <g+1—p (observando que, se p = ¢+ 1, 0s sjs nao

ocorrem);
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ii) sep>q+1,entdory =20 — 2071 g =27 —2P72 oy, =20 2P0y g =20 — 2pm0]

€ NESsE Caso 08 Sy nao ocorrem.

Com tais valores, em [18] é demonstrado que as propriedades 1 e 2 sao satisfeitas. Note
que, como cllsl ¢ a poténcia maxima de ¢ que ocorre em X, a propriedade 2 diz que cada
mondmio de X tem um termo proveniente de H*(F", Zs) com dimensao > n—3. As polinomiais
fw que construiremos adiante terao dimensao 6, e serao tais que cada um de seus mondémios
possuird termo ¢*, com x < 3, o que significa que a dimensao minima do termo ¢* de cada tal
mondmio que provém da cohomologia de F™ serda 3. Segue que, se m > m(n — 3) + 6, entao

m — 1> m(n — 3) + 6 e poderemos entao considerar a polinomial

waC(m— 1)—(m(n—3)+6)

a qual tera dimensdo m — 1, podendo portanto ser avaliada em RP(u).
Agora, seja ¢ A um mondmio de f,, onde conforme dito acima dim(c*A) = 6, x < 3
(portanto dim(A) > 3) e A provém de H*(F™,Zs). Pelas consideragoes acima, cada monoémio

de f,X terd um termo proveniente de H*(F™,Zs) com dimensao > n. Segue que,
wac(mfl)f(m(n73)+6) {RP(M)]Q —0

por razoes dimensionais.
Para computar a polinomial f,,Xc(m=D=(m(n=3)+6) gsohre RP(n), analisemos inicialmente

como X se comporta sobre RP(n). Temos
W(RP(n) = (1 4wy + w + ws) <(1 +O)" P+ A+ )" o+ 1+ P+ 1+ C)m_%s)-

A classe X é um produto de W{r's|;, e vimos na Se¢ao 2.3 que W|r] sobre RP(u) produz a
mesma polinomial que W{l] sobre RP(n), onde m —3 —1l=m —n —r, ouseja, l =n+r — 3.

Tal W] sobre RP(n) é W(RP(n))
Ui

WU]:W:

= (1 +wy + wa + ws) ((1 +o)" T (T4 e)" o + (14 0)" Py + (1 + c)”+r_6v3).
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Ou seja,

)3 4 (14 )" oy + (1 + )" Py + (1 + )" Suz+

c n—+r— 3w2+(1+c)n+r 4?}1w2—|— (1+C)n+r 5v2w2+ (1+C)n+r 61)3’u)g+

(
(
(
(

)

)" 3wy + (1 + )" oywy + (14 )" Sugwy + (1 + )" Svgw, +
)
)

c n+r— 3U)3 + (1 + C)n+r—4vlw3 + (1 + C)n+r—5,l}2w3 + (1 +C>n+r—6vgw3_

Como foi descrito acima, as polinomiais f,, que construiremos serao formadas por monémios
c®A, onde dim(A) > 3 e A provém de H*(F3,7Z,), portanto, dim(A) s6 pode ser 3 nesse caso.
Observando W(l], o produto de ¢*A por cada termo da mesma sempre tem um termo que
provém daqueles oriundos de H(F3,Z,) onde i > 4 (o qual é nulo por razdes dimensionais),
com excegao de (14 ¢)"™ 3. Segue que, exceto (1 +¢)" ™3, todos os termos restantes de Wl
nada contribuem em f,Xc?. Portanto podemos considerar W|l] médulo termos de dimensio

positiva provenientes de H*(F3,Z,) em nossas computagoes. Isto é, vamos analisar
W= (14

para os valores de rys e sjs considerados para se obter a classe X, ou seja, r; = 2P — 2P~" ¢
s; = 2P — 1. Lembramos que n — 3 = 2P¢, ou seja, n = 2Pq + 3, com ¢ impar.

Para cada r; e s; considere seus correspondentes /; e [;; temos entao

W[ll] = (1 + C)n+ri—3
Portanto, como r; = 2P — 2P~% ¢ n = 2Pq + 3,

n+ri—=3\ , oo 2PFL_ gpi
=

2r; grtl _ gptl—i

2r;

w[li]%i = c

e pelo Teorema de Lucas (1.13.1), segue que w(l;]a,, = ¢*"* uma vez que
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coo ol gp—i opt+l _9p—i — 9p 4 9p=1 1 ... 4 9p—itl | gp—i o

=1, pois

2p+1 _ 2p+1—i 2p+1 _ 2p+1—z’ = 9P + 2p—1 4+t 2p—i+1.

Agora,

W= (14072,

e assim, como s; = 2P — 1 e n = 2Pq + 3,

Portanto, segue que w[lj]as, 41 = ¢

n+s;—3 coe et
w[lj]25j+1 _ J 028j+1 — 028]'4-1'
255+ 1 ortl
23j+17 Jé que
et
=1, pelo Teorema de Lucas.
2P+l -1

Assim a classe X sobre RP(n) ¢ dada por

X — 62T1+'-~+27‘h+(281+1)+~-+(23t+1) _'_

+( termos contendo elementos de dimenséo positiva provenientes de H*(F?,Zy)) =

_ cm(n—?)) +

+( termos contendo elementos de dimensao positiva provenientes de H*(F3,Zs,)).

Passemos agora a descrever as polinomiais f,, atrds mencionadas. Em linhas gerais, tais

polinomiais provém de certas funcoes simétricas que podem ser associadas a fibrados linha

genéricos v — V" onde V" é uma variedade fechada n-dimensional (e em particular aos fibrados

linhas usuais associados a fibrados projetivos), quando se leva em considera¢do o principio

splitting. Levando em conta tal principio (vide Segao 1.8), sejam

WV =14+w+-+w, =1 +x)(L+22) - (1 4+ ),
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Wi(y)=1+c.

Considere [ um natural e seja w = (i1, 19, .. .,%,) particdo de [ tal que r < n. Temos entao a

fungao simétrica de grau 2/ dada por

fo = Z Z xj’im (c+ Ijau))il‘rz@) (c+ x%@))i? o x;":rm (c+aj,, )"

J1<j2<--<jr cE€S,
1<j;<n

onde S, é o grupo das permutagoes de r elementos (compare com os S, da Segao 1.12). Como
tal funcao é simétrica, ela pode ser expressa em uma polinomial nos wy e c.

Para obter as f,, que nos interessam, particularizemos as mesmas para o caso em que [ = 3
e v+ V™ é o fibrado linha usual associado ao fibrado projetivo RP(¢*), A — RP(¢*), onde
¢*¥ + B"™ & um fibrado k-dimensional sobre uma variedade fechada n-dimensional B". Nesse
caso, temos as parti¢oes w = (1,1,1), w = (1,2) e w = (3), e a dimensao de f, sera 6.

O lema a seguir ir4 relacionar tais f,, com as S, da Secdo 1.12 associadas ao fibrado 7"®¢*

B"™, onde 7" é o fibrado tangente a B".
Lema 2.4.3. Para w = (1,1,1), w = (1,2) e w = (3) vale que
fuX = RP(CF)) = S, (¢F @ )3+ termos com &, x < 3.
Demonstragao: Usando o principio splitting, sejam
W(BY) = (1 +a)d+a) - (L4a), WK = (L+y)(1+m) - (1 +p).
Pelo Teorema 1.8.2
W(RP((F) = (14211 +22) - (L4 2) (L + z1) -+ (L + 2osn),

onde z; =x;,se 1 <i<nezj=c+yj,sen+1<j<n+k.
Primeiro analisemos w = (1,1, 1). Lembremos que nesse caso S, ¢ composto por monémios

que sao produto de trés varidveis distintas de grau 1, todas com poténcia 1. Como, pelo
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principio splitting
W(r" @ () = (L+ o)1+ @) (L4 2) (L) (L +y2) - (L+w),

temos que

S,(t" @ ) = Z Ty T + Z YilYjYm + Z Ty Ym + Z TiT Y-

1<j<m 1<j<m 4,5,m 4,5, m
j<m i<j

Por outro lado, se A — V"™ é qualquer fibrado linha com
W) =14+c, WV =0+z)(1+x3) (1 +z,)
entao f,, é formada por todos os possiveis termos do tipo
zi(c+ x)xi(c+ xj)xm(c + )
com i < j < m. Em particular, f,(RP(¢*)) tem o formato

Z zi(c+ 2z)zi(c+ 2j) Zm(c + 2m).

1<j<m

Esses termos provém de quatro fontes:
i) daparte (14 21)(14+22)---(1+2,) = (1 +21)(1 +23)--- (1 4+ x,), a qual contribui com

Z in(C + CL’Z‘)ZL’]‘ (C + l’j>xm(c + xm>;

<j<m
ii) da parte (1+2p41) - (1 +2p4k) = (L +c+y1)(14+c+y2) - - - (1 +c+yx), que contribui com

> (et (eretys) ety (etety) (ctym) (cretym) = D vilety)y; () ym(c+ym);

<j<m i<j<m
iii) da mistura das variaveis das partes acima sendo um termo da forma (1 + z;),1 <i < n, e

dois termos da forma (1 + z;),n+1 < j <n+ k, a qual contribui com

> milerz)(etyy) ety (etym)(ctetym) = Y wile+z)y;(c+y;)Ym(c+ym);

<j<m i<j<m
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iv) misturando dois termos da forma (14z;), 1 <1 < n, com um termo da forma (1+z;),n+1 <

J <n—+k, o que contribui com

> wiletz)zilc+ ) et ym)ctetym) = D wile+z)ai(c+ 25)ym(c + Ym)-

1<j<m <j<m

Na parte i), em cada termo do somatério o monoémio com maior poténcia de ¢ é ;2,3

Portanto,

zi(c+ x)xi(c+ x) (e + 2m) = 1;72,,¢ + termos com ¢, x < 3.
Analogamente, na parte ii) temos

Yi(c + ¥i)yi (¢ + Y;)Um(C + Ym) = Yiljymc”® + termos com ¥,z < 3.
Na parte #ii) temos

zi(c+ x3)y; (¢ + Yj)Ym(C + Ym) = 2:y;ymc® + termos com ¢*,x < 3.
Por fim, na parte iv) temos

zi(c+ x)x;(C + ) Ym(C + Ym) = Ti;ymc® + termos com ¢, x < 3.

Juntando tais fatos, concluimos o seguinte

foRP(CF) = ((Xicjcm TijTm)c® 4 termos com ¢*, x < 3)+
F((Xicjcm Yi¥iym)c® + termos com ¢, x < 3)+
+((>2 iim TiY;Ym ) + termos com ¢, x < 3)+
+((Zj<2n TiTYm ) + termos com ¢*, z < 3) =
= ((Cicjam Ti0m) + (i Yitithn) + (S sm a8+
+(Zj<2n xixjym)>c3 + termos com ¢*, < 3 =
= S,(7" @ ¢*)c® + termos com ¥, x < 3.

Com isso provamos o resultado para w = (1,1, 1).
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Analisemos agora w = (1,2). Neste caso f,(RP(¢*)) tem o formato

> il )2 e+ 2)

i<j

Tais termos provém :
i) daparte (1 +2)(1+2) - (1 +2,) = (1 +21)(1 +22)--- (1 + x,), a qual contribui com

Z xi(c+ xz)mi(c + z4)%;

i<j
ii) da parte (1+z541) - (14 2p4x) = (L +c+y1)(L+c+y2) - - - (1 4+ ¢+ yx), que contribui com

> uile+ )i (e + )%

i<j
iii) da mistura das variaveis das partes acima sendo um termo da forma (1 + z;),1 <i < n, e

dois termos da forma (1 + z;),n+ 1 < j <n+k, a qual contribui com

> wile+ @)yt (e +y)%

1]
iv) misturando dois termos da forma (14z;), 1 <14 < n, com um termo da forma (1+z;),n+1 <

J <n—+k, o que contribui com

fo(c + 2:)%y;(c + y;).

1]
Como no caso anterior, na parte i) temos
202 2y _ .23 x :
wi(c+ x;)xi(c” + x;) = wwjc’ + termos com ¢, x < 3;
na parte i1) temos
202 .2\ _, 23 z :
yi(c +yi)yi(c” +y5) = yyje” + termos com c”,x < 3;

na parte i7)

zi(c+ x)y: (¢ +y7) = zy;c® + termos com ¢,z < 3;
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por fim, na parte iv) temos
202 2 _ .23 @
z; (c¢® 4+ x7)y;(c + yj) = xiy;c’ + termos com ¥, x < 3.

Nesse caso, S, é composto por mondémios constituidos por duas variaveis, sendo que uma
delas tem grau 1 e a outra tem grau 2. Ou seja,
(T @ ¢F) = lex +Zylyj+2xzy]+2x Yj.
1<j i<j

Logo,

fo(RP(CF)) = ((qu T )03 + termos com ¢*, x < 3)+
((ZKj yiyj)cg + termos com ¢”, x < 3)+
‘1‘((2” x3y;)c® + termos com ¢*, x < 3)+
+((32; Tay3)c® 4 termos com ¢, x < 3) =
(Diej wiz3) + (Zi<jy¢yj)+(2i,jx§yj)+

+(22, iyj)>c + termos com ¢*, ¥ < 3 =

Il
/N

= S,(m" @ ¢*)c® + termos com ¢*, x < 3.
Finalmente analisemos o caso w = (3). Aqui temos S, composto por monémios constituido

de uma tnica variavel com grau 3. Ou seja,

Su(r" & ¢h) Z:c +Zyz

Por outro lado,

doixiletm)’ + 3 (cty)Pletety)’ =
lef’(cﬂiz) + 30y e )P =

(( Z yj))c + termos com %, v < 3 =
S,

fo(RP(CY)) =

(T D Ck)c + termos com ¢*, x < 3,

encerrando a demonstragao. [ |
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Agora estamos em condigoes de provar o Lema 2.4.2, que era o nosso principal objetivo. Ou
seja, vamos provar que, se m > m(n — 3) + 6 entao VP[F?]; = 0, ViV5[F3|y = 0 e V3[F3]y =
onde Vi, V5 e Vy sdo as classes de Stiefel- Whitney do fibrado n & 7+ F3.

Conforme explicado anteriormente, consideremos a polinomial f,X¢¥, onde y = (m — 1) —
(m(n — 3) + 6), avaliada em RP(u) e RP(n). Para que essa polinomial se anule sobre RP(u)
(por razbes dimensionais) vimos que o argumento é exibir f,, com dimensao 6 e tal que cada
um de seus monomios seja da forma ¢ A, com A proveniente de H*(F",Zs) e dim(A) > 3. Pelo
Lema 2.4.3, temos que f,(RP(u)) = S, (7" @ u)c*+ termos com ¢”, z < 3, onde 7" é o fibrado
tangente a F" e w = (1,1,1), w = (1,2) ou w = (3). Como S, (7" & p) se expressa nas classes

caracteristicas de 7" @ p (as quais provém da cohomologia de F™), temos que para tais w,
JoX ' [RP(p)]2 =0,

por razoes dimensionais.

Por outro lado, se temos 72 o fibrado tangente a I3, e considerando que
W(r*) = (14 21)(1 + 22) (1 +23) = 14 (21 + 29 + 23) + (2120 + 2103 + 2273) + (117273),

Wn) =0+y)A+y)(L4+ys) =1+ (g1 +v2 +y3) + (1Y + 11y3 + v2y3) + (1192y3),
Wt en)=WErHhwmn) =1+Vi+Va+ Vs + Vi + Vs + Vg

entao temos
Vi=x+xo+ 23+ 31 + Y2 + s,
T1Y1 + T1Y2 + T1Y3 + Toy1 + T2y + Toy3+

Vo= 4asyr + z3yo + T3ys + 1102 + 2103 + Tow3+
+Y1Y2 + Y1Ys + Y2ys,
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T1X2T3 + Y1Y2Y3 + T1Y1Y2 + T191Y3 + T1Y2Ys3+

v +x2y1Y2 + T2 Y3 + T2Y2ys + T3Y1Y2 + T3Y1Ys3+
3 p—

+23Y2Yy3 + T1T2Y1 + T1X2Y2 + T1T2Y3 + T1T3Y1+

\ +x123Y2 + T123Y3 + T3y + T2X3Y2 + TaX3Ys3.

Agora, se w = (1,1,1),

T1T2T3 + Y1Y2yY3 + T1Y1Y2 + T1Y1Y3 + T1Y2Ys+
+Tay1Y2 + TaY1Ys + TaYoys + +T3y1Y2 + T3y1yz+
SulT ®n) = +a3y2ys + 217251 + 71722 + T172Y3 + T125Y+
TX1T3Y2 + T1T3Y3 + T2X3Y1 + TaT3Y2 + T2T3Y3 =

| =V5(7° @n).

Se w = (1,2),

125 + 1123 4 2205 + y1ys + Y193 + Yayi+
+21y} + T1Y5 + T1Y3 + Toyt + 2oy + Tys+

2 2 2 2 2 2
Sw<73 ®n) +x3yi + T3y5 + x3y5 + x{Y1 + Y2 + T{Y3+

+23y1 + 23ys + 23ys + 23ys + 23ys + 23Ys+
tatey + 23wy + wivs + yiye + Yiys + ysys =
(ViVa + V3) (3 @ ).

| =

E se w = (3),
So(T*®n) =a} +a5+ a5+ yi +vs +vs = (VP + ViVa+ V3)(7° @ ).
Usando o Lema 2.4.3 e o calculo anterior da classe X para RP(n), segue que
foXAFRP(), = (Su(r ®n)c® + (termos com ¢*,z < 3))-

-(cm(”*g) + termos contendo elementos com dimensao positiva

provenientes de H*(F3,Zs) )c/[RP(n)]a.

81
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Agora, cada termo de dimensao positiva proveniente de H*(F?3, Z,) multiplicado por S,,(7@®

4 zero, uma vez que S, (7 @ n) € 2). Logo
n) dé zero, que Sy (T @ 1) € H(F?,Zy). Logo,
fuX[RP(n)]s = (Sw(’T @ n)™ I3 4 termos com cm) [RP(n)]a,

onde z < m(n—3)+3+y.
Observe que cada termo envolvendo ¢*, com x < m(n — 3) + 3 + y, tem necessariamente um

termo proveniente de H*(F?3,Z,) com dimensao > 3, que é zero. Portanto,

fuX![RP()]y = Su(r @ n)em 33 [RP(n)], =
Vac™ R P(n)]s, se w=(1,1,1),
= Su(r@n)™ RPN = ¢ (ViVa + V3)e™ 4 [RP(n)]2, se w = (1,2),
(Vi + ViVa + V)™ RP(n)]2, se w = (3).

Lembrando finalmente que H*(RP(n),Zy) é um H*(F3,Z,)-modulo livre gerado por

concluimos que

Su(T @ )™ TITEVRP()]y = S, (1 @ ) [Fy,

ou seja,
V3[F?3],, se w=(1,1,1),
JoXRP()]2 = § (ViVa + V3)[F¥],, se w=(1,2),
(VE+ViVo + V3)[F3]y, se w = (3).
Isso encerra a prova do Lema 2.4.2. |

A tarefa acima encerrada reduz nosso trabalho, conforme ja explicado, a provar o seguinte

fato: se (M™,T) é uma involu¢ao com fized-data

(= F")U (76 @ (m — 6)R — RP! x RP?),
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onde g = & @ & @ R sendo que & é o fibrado linha canoénico sobre RP! e & é o fibrado
linha cano6nico sobre RP? entao m < m(n — 3) + 6. Para facilitar nossa tarefa, estabelecere-
mos algumas notagoes que serao validas até o final do capitulo. Manteremos a notacao ja

previamente estabelecida
W(Fn):1+‘91+"'+9m W(N):1+U1+-~-+uk, k=m—n.

Daqui em diante, portanto, (M™,T) serd uma involu¢ao com fized-data da forma acima. De-

notemos por a € H'(RP',Z,) e f € H'(RP? Zs) os respectivos geradores, e o fibrado
776€B(m—6>Ri—>RP1 XRP?=¢6 @6 @R — RP x RP?,
sera denotado simplesmente por 1 — RP! x RP2. Sabemos que
Wn)=0+a)1+8) =1+ (a+B)+ ap.

A letra ¢ seré designada para denotar simultaneamente as primeiras classes de Whitney dos
fibrados linhas usuais sobre RP(n) e RP(u), dependendo do contexto. Nossa estratégia consis-
tird em mostrar que, caso m > m(n — 3) + 6, entdo é possivel escolher polinomiais especiais

p(c,ws, ..., w,) com dimensdao m — 1 de tal sorte que

p(c,wy, ..., w,)[RP(n)]y # 0

(o que é viavel, uma vez que os ntmeros caraceristicos do fibrado linha sobre RP(n) sdo ex-
plicitamente conhecidos) e

p(c,wy, ..., wy)[RP(u)]e =0

(por razoes dimensionais), o que nos dard a contradigdo. Tais polinomiais ndo serdo tnicas
para todos os valores de n, sendo diferentes nos casos n par e n impar. Particularmente, para n

impar, a construcao de tais polinomiais dependeré crucialmente da classe X de Stong e Pergher.

Lema 2.4.4. Em H*(RP(n),Zs) temos que ¢ ' = ¢™ 23 = ¢"3af = " af?, que é o
gerador de H™ Y(RP(n), Zs).
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Demonstracao: Pelo Teorema de Leray- Hirsch (1.6.2), sabemos que H*(RP(n),Zy) ¢ um
H*(RP! x RP2, Zs)-modulo livre gerado por 1,¢,¢2, ..., c™ 4. Segue que ¢™ *a3? é o gerador

na dimensao top, ou seja, de H™ (RP(n),Z,). Agora, em H*(RP(n),Zs) vale a relacao

" ="y () + " Pwe(n) + -+ Wi—s(n)

e como wy(n) = a+ B, we(n) = af e w;(n) = 0 para i > 2, temos

Cm73 — Cm74<a_|_6> + Cm75046.

2

Dai, multiplicando a equacao acima por ¢?, ca, ¢f3, % e af3, respectivamente, temos:

= a4+ f) + " Pap, (1)
cm2a = ™ 3af, (i)
28 = cmBaf 4 3B 4 T tafl, 0

3B = cmlaf? (iv)
c"Baf = " tafl (v)

\

Substituindo (iv) em (#ii) temos
("B = " ap;
agora, substituindo (iii) e (i) em (i), temos
"l =" Pap

e por (v) temos

Cm—l — Cm_40452.

Portanto,

cm—l — cm—2ﬁ — cm—BQB — Cm_4CY52.
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Nosso primeiro passo sera mostrar o resultado para n par, que é o caso mais simples. Se n

¢ par, entdao n — 3 é impar, e portanto m(n —3) +6 =n — 2+ 6 = n + 4. Temos que

WRP(u) = (146, + -+ 0.){(1+ )%+ (1 + ) uy + -+ ug.)

W(RP() = (1484 {1+ + 1+ Ha+8)+ (1 + )" "af}.

A polinomial adequada nesse caso sera oriunda de W[0] associada a p, o que obriga a considerar
W] associada a 7, onde | =n — 3.

Se m > n + 2, e por consequéncia m — 1 > n + 2, entao podemos considerar a polino-
mial W[0]72c¢m~1=(+2) associada a i, a qual tem dimensdo m — 1 e ¢ idéntica a polinomial

W2 em=1=(+2) associada a 7. Temos que

1 Uy U
W[O] = (1+C)kW(RP('U>> = (1+91+"'+9n){1+m+"'+m}
Win—3] (1jc>kW(RP(n)) — (14 84+ {1+ "+ (1+ )" Ha+B) + (1 +¢)""af).

Assim, sobre RP(u) temos que
W =6+u, = WO = (61 +u)"*?

que ¢ zero pois (0 + u1)"*? provéem de H"2(F™, Zy).

Por outro lado, sobre RP(n) temos que

n—3
Win =3, = ct(a+p)+p
1
= c+aq,
n—3
pois, como n é par, pelo Teorema de Lucas temos =1 (mod 2).
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Assim,
Win — 3]71‘+26m—1—(n+2) = (c+ a)n+2cm—1—(n+2)
n+2
n+2 ) A
— Z czan+2—zcm—1—(n+2)
i=0 i
— n+ 2 Cn+2 + n+ 2 Cn+1Oé Cm—l—(n—‘,—Q)
n+2 n+1
pelo fato de que o = 0 para i > 2.
. n+ 2 n—+ 2 )
Além disso, como =1 (mod 2) e = 0 (mod 2) (pois n + 2 é par e
n+2 n+1
n + 1 impar), segue que
W[l]nJrZCmflf(nJrZ) _ Cn+20m717(n+2) _ Cmfl’

1

o qual, pelo Lema 2.4.4, é o gerador de H™ 1(RP(n),Z,). Isso encerra a prova para o caso n
par.

Iniciaremos agora a abordagem do caso em que n é impar, portanto a partir de agora n — 3
é par. Escreva n — 3 = 2Pq, onde ¢ é impar e p > 0. A escolha das polinomiais nesse caso nao
é tao simples como no caso anterior, de fato aqui necessitamos da classe X. Conforme vimos,

tal classe sobre RP(u) assume o aspecto geral

X = W[lerlw[rzbm T W[Th]thW[Sl]Qsl-i—lW[SZ]252-{—1 T W[St]Qst—i—ly

—1

e a mesma ¢ usada com valores especiais 75 € sy (mais precisamente, r; = 2P — 2P~ e 5; =
27 — 1) levando em conta as propriedades especiais descritas para W{rly, e Wr]e,41. Ao
utilizar tal tipo de classe para produzir polinomiais sobre RP(1), devemos levar em conta que
as mesmas polinomiais deverao ser consideradas sobre RP(7), e portanto devem ser utilizados

os pedagos W[l|a. € Wl]a,11 sobre RP(n), onde | = n+r — 3, no lugar de W{r|a, e Wir]e.1,

respectivamente.
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Suponha entdo m > m(n — 3) + 6, ou seja, m — 1 > m(n — 3) + 6, e considere inicialmente

p > 1. Vamos usar a classe W|[0]3 sobre RP (). Lembrando que
W[O]g =uic+ ug + 91u1 + 92,

entao

W0]3 = (wic® +uj + Oui + 03) (urc + uz + Orus + 02)

é tal que todos seus termos possuem classes que provém de H*(F™, Zs) com dimensao no minimo
3.

Por outro lado, como vimos anteriormente, a classe X acima descrita possui dimensao
m(n — 3) e ¢ tal que os seus termos contém elementos provindos de H*(F™,Zs) com dimensao
> n — 3. Entao

UA(UER

é tal que todos seus termos contém elementos provindos de H*(F™, Zs) com dimensao > n, ou
seja,

WI0J3X = 0.

Agora note que, dim(W[0]3X) = m(n — 3) + 6; como (m — 1) — (m(n — 3) + 6) > 0, podemos
considerar a polinomial

174 [0] gXCm—l—(m(n—3)+6)

a qual tem dimensdo m — 1 e obviamente também ¢é nula. Se provarmos que sobre RP(n) a
polinomial acima produz ntmero caracteristico nao nulo, nossa tarefa estard completa para

p > 1. Note que, sobre RP(n), W/[0], deve ser substituida por W[n — 3]s, entao
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Win -3, = 4 cla+ ) + af+

n—3
+ B+ (af+ %)+ 5

1
n—3 ,
=  +cla+p).
2
n—4
Observe que = 1 (mod 2), pois n — 4 é impar e 1 comparece na expansao diadica
1
n—3 )

de n — 4 (Teorema de Lucas 1.13.1) e = 0 (mod 2) pois n — 3 é par e portanto 1

1

nao comparece na expansao diddica de n — 3.
Além disso, como n — 3 = 2Pq, com ¢ impar e estamos no caso p > 1, vemos que 2 nao

comparece na expansao diadica de n — 3. Logo
Win — 3]s = c(a+ B)

e portanto

Win =33 = (c(a+5))°
= (cla+ B))*(c(a + B))
= 2B (c(a + B))
= Aap?.
Lembremos que a classe X é composta por pedagos do tipo W]y, e W([l|a,11, vindos de

W = oy WRP) = (L8 (L) (L) e ) (140)™ ).

Como estamos interessados na polinomial W[n — 3]3X ¢m~1=(m(=3)+6) ' nodemos considerar

a classe W[l] acima como sendo

Wil=1+ce)"t3
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pois todos os outros termos de W{l] quando multiplicados por Wn — 3]3 = c*a/3? se anulam

por razoes dimensionais (pois « € H'(RP') e f € H'(RP?)).

Entdo vamos analisar W|l] para os valores de rys e sj considerados para a obtengdo da
classe X. Ou seja, para p < g temos ; = 2P —2' e sj=2P—1, parap > g+ 1 temos r; = 2P 9t
e 08 Sj/g NA0 OCOoITem.

Lembramos que n — 3 = 2P¢, com ¢ impar e p > 1. Para cada r; e s; considere seus

correspondentes /; e [; ; temos entao

WL = (1+ )3,

Parar; = 2P — 21, 0<i<p—1, temos

n+r—3
W[li]%i _ ? C2m _ 02”-
27’1'
De fato, como ¢ é impar entao g + 1 é par e sua particao diaddica pode ser escrita como

g+1=20 420 4 ... 420 1 <ty<t; <...<t. Logo

n—3+r, =2Pq+20 —-20=2(q+1)— 2
=2P(200 421 ... ) — 2
— ... Qpfto _ 9Ot
— ... 4 pttotl  optto—l .. 4 9

2Ti — 2P+1 . 2i+1 — 2p 4 2p—1 T 2i+1,

n+r —3
ou seja, 2r; pertence a expansao diaddica de n + r; — 3. Portanto ’ =1.
27"1'
Para s; = 2P — 1, temos
n+s; —3 ' .
W[lj]28j+1 = ! it = C2S]+17

28j+1
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pois
n—3+sj :2pq—|—2p—1:2p(q+1)—1
—op(2h 120 4. ) 1
:-.._’_2p+t0_1
— ... Qpttotl 4 ogptto=l 4 4 90
e

2s;+1=2P"1 — 241 =224 ... 42 4 1 =20 ... 4 21 4 20

portanto 2s; + 1 esta contido na expansao diddica de n + s; — 3.

Assim, no caso em que p < ¢, a classe X tem a seguinte forma

X = (Wllo)asos1) ™7 - Wllp—1]2r, , - - Wllo]2r,

p+1__ _ p+1_9p p+1_
_(62 1)q+1 p'02 2”_02 2+

+ termos contendo elementos com dimensao positiva
provenientes de H*(F®,Z,).

Observe que o termo de maior grau tem dimensao t onde

t o= (2 -1

~~

g+ 1=p)+ (2P —27) 4o (277 - 2)
)(q+1—p)+p2rtt — (2041 - 2)
Ng+1—p)+(p—1)(2P —1+1)+2

)

— 2p+1 _ q + P +1
=m(n — 3)
Logo,
X =c'+ termos contendo elementos com dimensao positiva

provenientes de H*(F?, Zs).

No caso em que p > ¢ + 1, a classe X assume a forma
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X =Wlhla, - Wllgtilor,a

op+1__9p 62p+1_2p—q

=c + termos contendo elementos com dimensao positiva

provenientes de H*(F3,Z,).

Observe que nesse caso o termo de maior grau tem dimensao t, onde

t = (2p+1 -2 )+ + (2p+1 — 2P79)
= (q+ 1)2rt! — (2vF1 — 2v—9)
= g2r+l 4 op—a
—2(27q) + 271
=m(n — 3).
Logo,

X =c'+ termos contendo elementos com dimensao positiva
provenientes de H*(F?, Zs).

Portanto, para p > 1, temos

Win — 33X 140 — 3qp%ctm1-(H46) —
_ 2 Bme(t46) g2 m—d

que ¢ o gerador de H™ 1(RP(7n)) (pelo Lema 2.4.4) e portanto essa polinomial é nao nula, como
queriamos demonstrar.

Suponha agora que p = 1. Sobre RP (i) temos

1
(I+c)Ft

WRP() = (1+ 01+ +0,){(1+¢) +ug + —2— 4o f—E Y

Wi = (1+0) (1+ )T

Entao

W[l]g = UsC + uz + 91UQ + 920 + 92U1 + 93,



Prova do Teorema 2.1.1 92

logo
W1]3 = (ugc + uz + Oyus + o + Oyuy + 03)°

é tal que todos seus termos possuem elementos que provém de H*(F™,Zs) com dimensao no
minimo 4.
Por outro lado, a classe X possui dimensao m(n — 3) e é tal que os seus termos contém

elementos provindos de H*(F™,Zs) com dimensao > n — 3. Entao
W5X

¢ tal que todos seus termos contém elementos provindos de H*(F™,Zs) com dimensao > n, ou
seja,

WI15X = 0.
Agora podemos considerar a polinomial

W[l]chm—l—(m(n—fi)-‘rG)

a qual tem dimensao m — 1 e obviamente também é nula.
Para completar a prova do Teorema 2.1.1 basta provarmos que sobre RP(n) a polinomial
acima produz nimero caracteristico nao nulo.

O correspondente a W1] sobre RP(u) é Wn — 2] sobre RP(n), que é dado por

Win—-2] = WW(RP(U)) = (1+8+8){(1+)" 2+ (1+)" *(a+B)+ (1+c)" *ap}.
Logo,
Win —2]3 = ne2 &+ ned Ala+p)+ ned caf+
3 2 1
+ n22)c26+ n;?’ c(af + B2) + af*+
+ "2 ) cf? + af?
1
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n—3
Analisemos entao os binémios envolvidos na classe W[n — 2]s: =0poisn—3é
1
n—4 . n—2 n—2 )
par e = 1 pois n — 4 é impar. Agora, = = 1 pois
1 2 3
n—2 =n—3+1=2¢+1
:2(1+2to+2t1+...)+1
=24 20 41
:~"—|—2t0+1+21+20, com0<t0<t1<---
e
3=2'4+20 2=2"
~ . . n - .
logo 3 e 2 pertencem a expansao diddica de n — 2. Também =1 pois

n—3=2q=2+20"...

e portanto 2 pertence a expansao de n — 3.
Assim temos

Win — 23 = + c*a + c(af + °)

e portanto

Win —2]5 = ¢°.

Vejamos quem é a classe X para p = 1; analisemos as componentes Wll|a, e W{l]asy1.

Lembremos que

1

T

W(RP(n)) = (148482 (L+¢)" "+ (140 (atB)+ (1+¢)" " Sa).

Assim parar =2 —2° =2 — 1 = 1 temos
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n—2 n—3
W[l]zr = W[Z]Q = ) C2+ . C(Oé+ﬁ>+0[ﬁ+
n—2
+ ) B+ (aB + 52) + B
= e A +cp
2
= A +cp

por justificativas analogas as anteriores.

Agora para s =2 —1 =2! — 1 =1, temos

Wlllaoss = Wiils — &+ ot )+ | ") caps

n—2 n—3 n—4
+ ( )0254—( )c(a5+62)+( )a52
2 1 0
= &+ Aa+claf + (%)

pelas mesmas justificativas anteriores.

Entao

X = (Wlaer) T PW Iy,

= (A + Fa+claf + 52))q+1_p(02 +¢B)
(Z j (& + ) (c(af + 62))i) (> +cB)
((03 + 2a)? + <(C3 + 0204)‘1_1) <c(oz6 + ﬁQ))) (? +cB),
uma vez que (c(af + %)) =0se j > 2.

Mas,

94
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(A + a)t = ] ()T (Ea)
i=0 t

= 3+ 317320

— c3q + 03q73+2a

— CSq—3

pelo fato de ¢ ser impar e o € H (RP', Zy).

Logo,
X — ((c3q+c3(q_1)+204+c3(q_1)+1(aﬁ+52)>(02 +cf)
= 32 4 St (a + B) + 3152 + 3T ap
Escreva
t=m(n—3)=3¢+2 (para p=1).
Entao
X — Ct—f-Ct_l(Oé—’—/B) +Ct_2/82 +Ct_30éﬁ2.
Assim,

Win — 23X em 1700 = (5 (Ct + N a+B) + 7282 + ct‘3a52)cm—1—(t+6)
="+ o+ B) + 3R+ T af?
— cm_?’aﬁ + Cm_SBQ + Cm_40462

— Cm—362
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pelo Lema 2.4.4. Por esse mesmo lema concluimos que essa polinomial é nao nula. Com isso

terminamos a demonstragao do Teorema 2.4.4.



Capitulo 3

Limitantes Especificos

3.1 Introducao

No capitulo anterior foi mostrado que, se (M™, T) fixa F*UF? com o fibrado normal n —
sendo nao bordante, entdao m < m(n — 3) + 6.

A técnica utilizada para a prova desse resultado seguiu a filosofia do caso m(n,{0}), onde
o fized-data é da forma (p+— F™)U (nR — {ponto}). A diferenga crucial esteve no fato que,
enquanto s6 existe uma possibilidade para classes de bordismos estéveis sobre o ponto (e esta é
dada pelo fibrado trivial), o mesmo néo ocorre quando se considera todas as possiveis classes de
bordismos estéveis sobre variedades tridimensionais. Na verdade existem quinze tais possiveis
classes nao nulas, como foi mostrado. Dessa forma, a utilizacao da técnica mencionada para o
caso F™ U I3, abrangeu todas as quinze classes, 31, 32, ..., S5, sobre a componente £.

Em outras palavras, o limitante m(n — 3) + 6 mostra-se efetivo para qualquer n e qualquer
uma das classes [3; acima mencionadas. Nesse contexto, surge naturalmente a questao sobre se
o referido limitante pode ser ou nao melhorado para especificos n e especificas classes ;. Mais

precisamente, tal questao déa origem & definicao do ntimero natural
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Sp(nv 61)

tal que a classe de bordismo estavel do fibrado normal sobre F? & f3;}.

= max {m | existe involugao (M™,

Pelo capitulo anterior, ¢(n, ;) < m(n — 3) + 6, Vi.

calculado para uma ampla gama de pares (n

¢(n, f;) nao seja precisamente calculado, obteremos melhorias para o limitante ¢(n

m(n — 3) + 6.

Esse problema foi abordado por P. Pergher e F. Figueira, em [20] e [22], no caso F" U F?.

Especificamente, temos para n par:

T) fixando F do tipo F' = F" U F3

Neste capitulo o namero ¢(n, 5;) é

, ;). Também, em alguns casos, embora o valor

B: n par melhorias obtidas
By Vn par o(n, B) =m(n—3)+4=n+2
By Vn par o(n, Bo) <m(n—3)+5=n+3
B3 |[n=2(mod4) | o(n,Bs) =m(n—3)+4=n+2
Bs | n=0(mod4) | p(n,Bs) =mn—3)+4=n+2
Bs || n=0 (mod 4) | p(n,Bs) =m(n—3)+4=n+2
n=2(mod4) | on,Bs) <mn—3)+5=n+3
B Vn par o(n,Bs) <m(n—3)+4=n+2
Br || n=0(mod4) | o(n,B;)<mn—3)+5=n+3
n=2(mod4) | ¢n,p;)=m(n—3)+4=n+2
Ps Vn par o(n,Ps) =m(n—3)+6=n+4
By Vn par o(n,Bo) =m(n—3)+4=n+2
Bio Vn par o(n, Bro) <m(n—3)+4=n+2
Bii | n=0(mod 4) | pln, Bn) <mn—23)+4=n+2
n=2(mod4) | ¢n, 1) <mn-3)+5=n+3




Introducao

Bz || n =2 (mod 4) | o(n,fr2) <m(n—3)+4=mn-+2
Brs Vn par o(n, Bi3) <m(n—3)+5=n+3
B | n=0(mod 4) | pln, Biy) <m(n—3)+5=n+3

n=2(mod4) | p(n,Br) <mn—3)+4=n+2
P15 || n=0 (mod 4) | p(n,P15) <mn—3)+4=n+2

Agora, considerando n impar, temos a seguinte tabela:

B n fmpar melhorias obtidas
Bi| n=3(mod4) | ¢n,pB)<mn-—3)+4
n=1(mod8) | ¢, B)<mn—3)+5
By Vn impar o(n,B2) <m(n—3)+5
By Vn fmpar o(n, Bs) = m(n — 3) + 3
B4 Vn fmpar o(n,Bs) =m(n—3)+3
Bs Vn impar o(n,Bs) =m(n—3)+3
Bs | n=3(modd) |p(n ) <mn—3)+4
n=1(mod8) |n fs) <mn—3)+5
By Vn impar o(n,Br) =m(n—3)+3
Bs Vn {fmpar o(n,Bs) <m(n—3)+5
n#22+3 p>2|¢n ) =m(n—3)+5
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B | =1 (mod4) | g(n, fs) <min—3)+5

n=3 (mod 4) | o(n,By) < mn—3)+4
Bro | n=1(mod 4) | o(n,fro) <m(n—3)+5

n=3 (mod4) | ¢(n, o) <m(n—23)+4
B11 Yn impar o(n, f11) <m(n—3)+3
B2 Vn fmpar o(n, f12) <m(n—3)+3
Bis | n=3 (mod 4) | p(n, Biz) <m(n—3)+5
Bia Vn impar | ¢o(n, Bia) <m(n —3)+3
B1s Yn impar o(n, f15) <m(n—3)+3
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No capitulo seguinte exibiremos exemplos garantindo que as melhorias obtidas para ¢(n, ;)

sao as melhores possiveis para:

1) Vn par e 3; € {B1,Bs, Bo}-

2) n=0 (mod 4) e B; € {4, P5}

3) n=2 (mod 4) e 5; € {3, B7}.

4) Vn tmpar e 3; € {Bs, B4, B5, B}

5) Vn impar, exceto n =2P + 3, p > 1 e [s.

Também exibiremos alguns exemplos mostrando que certos resultados sao "quase" os mel-

hores possiveis (esses exemplos tém dimensao "quase" ideal, a menos de um). Especificamente,

tais exemplos sao obtidos para os casos:

1) n=3 (mod 4) e p.

2) Vn par e [3s.

3) n=0 (mod 4) e 5; € {f7, P12}
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4) n=2 (mod 4) e f; € {B5,615}.

Adotaremos em todos os resultados descritos nesse capitulo as mesmas notagoes usadas no

capitulo anterior. Isto &, (M™,T) ¢ uma involugao cujo fized-data ¢ (p+— F™)U (n — F3), com

W(F3)21+UJ1+IU2+UJ3, W(T}):1+U1+U2+U3

e 1 — F3 nao bordante.
Lembremos que os fibrados projetivos RP(u) e RP(n), com seus respectivos fibrados linha
usuais A — RP(u) e v — RP(n) sdo cobordantes como elementos do grupo de bordismo

N_1(BO(1)). Escreva
WA—=RP(u)=14+c e W(w—RP@n)=1+d

Usaremos novamente as classes W[0] e W1] sobre RP() e suas respectivas correspondentes,
Win — 3] e W[n — 2] sobre RP(n). Estas classes estao descritas no capitulo anterior (paginas

85, 91 ¢ 92).

3.2 Sobre ¢(n, ) para n par

Nessa secao iremos considerar sempre n par. Como vimos anteriormente, o limitante nesse
caso € ¢(n, ) < m(n—3)+6 =n+ 4. Mostraremos que para alguns ’s e n’s especificos esse
valor pode ser melhorado.

Provemos o seguinte

n+2

Lema 3.2.1. Se k > 2, entao (
2

(vyw} +v3) +vs + vi’) = 0.

Demonstragao: Considere a classe W[0]; associada a p, a qual é dada por

W[O]l = 01 =+ uq.
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Assim W0]72 = 0, pois seus termos tém dimensdo n+2 e sdo provenientes da cohomologia
de F™.

Como k>2=n+k—1>n+1, entao podemos formar a classe
W02 [RP ()]s

que da um numero caracteristico nulo para .
Portanto o mesmo nimero caracteristico correspondente para v também é zero, e tal ntimero
é dado por
Wn = 3]i2d" P [RP(n)],.

Como n é par, temos

Win — 372 = (d 4wy +vy)" 2

Assim, comon > 3 = n+ 2 > 5 e como qualquer classe de dimensao > 3 vinda da

cohomologia de F? é nula, temos que

n+2 nt2 n-+ 2 . .
(d + wq —+ ’Ul> = Z ‘ dn+2*] (wl + ’Ul)]
=0 J
n—+2
1
n -+ 2 n -+ 2
+ d"(w1 + U1>2 + d"‘l(wl + 1}1)3 =
2 3
n—+2
= d"? + d™(wy + v1)?,
2

pois n — 2 é par.

Portanto,
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n+2
Win — 3]7+2dk—3 = (d o+ '01> d+3 =

= Z ‘ dn+2ij(wl + Ul)jdki‘g =
=0 J
n+2
2

Recordemos agora o fato decorrente da férmula de Conner da Secao 1.10 : se v* — W™ é
um fibrado vetorial k-dimensional sobre uma variedade fechada n-dimensional com W (v*) =

l4+v+--+uvg, esewe H (W) comt <net+l=n+k—1, entao
w c [RP(VM))y = w Ty [W"a,
onde W(vk) =1+0; + U3+ -+ ¢ a classe dual de W (v"), caracterizada por

WRW (R = 1.

Com isso em mente, temos que

A (g B FE CER
= (m+ ”;2 Tiwn + 00)?) [, =
= (w5 + 0+ ”;2 (vrw? + ) ) [F¥]z = 0,
O (ue encerra a prova. [ |

O Lema acima tem como consequéncia as seguintes proposicoes:

Proposigao 3.2.1. i) Sen =0 (mod 4) e B € igual a By, Ba, Bs, Bs, Bo, B10, B11 ou Pis entao
p(n,B) <n+2.
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ii) Sen =2 (mod 4) e B €igual a B, B3, e, B, Bo, Bro, Bz ou Bia entdo Sﬁ(naﬁ) <n+2.

Demonstragao: De fato, suponha que ¢(n, ) > n + 2. Entao existe uma involugao (M™,T)

com (n+— F3) € B tal que m > n + 2; ou seja, m —n = k > 2. Pelo Lema acima

n+2
vz + V3 + (vyw] +v}) = 0.
2
Se n = 0 (mod 4), entdo 2 nao aparece na particao diddica de n, mas estd na partigdo

diadica de n + 2. Logo, pelo Teorema de Lucas, temos que

n+2
2

=1 (mod 2),

e portanto

V3 = vlw%.

Porém para [ igual a 31, 84, 85, Be, B9, P10, B11 ou (15 essa igualdade nao é valida. Isso prova
o item (i).
Agora, n = 2 (mod 4) significa que 2 esté na particao diadica de n e entdo 2 nao esta na

particao diddica de n + 2. Logo, pelo Teorema de Lucas, temos

n+2
2

=0 (mod 2),
e portanto
V3 = ’U?.

Como para 3 igual a f1, 33, Bs, B7, Bo, P10, B2 ou By € vélido que vz # v?, concluimos que

o(n, ) < n+ 2 para tais 's. [ |

Obs.: Observe que para f31, (g, B9, S10 temos que ¢(n, ) < n+ 2 para qualquer que seja n par.

Proposicao 3.2.2. Seja n par. Se
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i) Sen=0 (mod 4) e B € igual a By, f7, f13 ou B4 entao p(n,B) < n+ 3.

ii) Sen =2 (mod 4) e 8 é igual a PBs, Bs, f11 ou Pz entdo p(n,5) < n+ 3.

Demonstragao: Usaremos as mesmas notacoes do Lema anterior.

Para provar tal resultado iremos usar a classe
W07 W 1], W [1]scF 2.
Temos que
W[O]l = 91 + Uj.

Assim,

W72 = (61 4 w1)" 2.

Também temos

W[l]Q — 92 +91U1 +91€+U2 (§
W[l]g = 93 + 92’&1 + 920 + 91U2 “+ ugsC + us.

Logo W[0]72W[1],W(l]s = 0, pois todos seus mondémios tém um termo proveniente da
cohomologia de F™ com dimensao no minimo n + 1.

Como k>3 =n+k—1>n+2; podemos entao considerar a polinomial
W02 W [1],W[1])scF™* sobre RP(u),

que tem dimensao m — 1 e produz ntmero caracteristico nulo quando avaliada sobre [RP(u)].
Disso, temos que o mesmo nimero caracteristico correspondente para n também ¢é zero; e

tal namero é

Win =377 2Wn — 2],Wn — 2]3d"*[RP(n)]s.
Temos que

W[n—3]1: d+ V1 + wi.
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Como n é par, usando o Teorema de Lucas temos que

Win—3]; =d+ v + ws.

Assim,
Win =317 = (d+ v +w)"? =
n—2 n—2 )
= A" (v +wn ) =
7=0 J
=d" 2+ B d" 3 (v 4+ wy) + N A" (v + wi)*+
1 2
n—
+ dn_5(?]1 + w1)3 =
3
n—2
— 2 4 d"*(vy +wi)?  (pois n — 2 é par).
2
Agora,
n—2 n—3 n—4
Win—2, = d? + dvy + o+
2 1 0
n—2 n—3 n—2
+ dwy + viwy + Wa =
1 0 0
n—2 )
= d” + dvy + vy + viwy + wo
2

105
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n—2 n—3 n—4 n—>5
W[’I’L — 2]3 = d3 + d2U1 + d’Ug + U3—|—
3 2 1 0
n—2 ) n— n—4
+ d“wy + dviwy + VoW
2 1 0
n—2 n—3 n—2
+ dws + v1wg + Wy =
1 0 0
n—3 n—2
= dQUl + d2w1 + dvlwl + V3 + VoW + VW2 + Ws3.
2 2

A partir daqui vamos analisar separadamente os casos em questao:

i) n =0 (mod 4). Nesse caso podemos escrever n = 4z, e entao

n — 2 = 4x — 2 (2 aparece na parti¢ao diddica de n — 2) = =1ce

n — 3 = 4z — 3 (2 néo aparece na partigao diadica de n — 3) = =0.
Logo,

Win =377 2Win — 2J,Wn — 2]3d* 4 [RP(n)]y =

= (dn—z +d (v + w%)) <d2 + dvy + (vy + viwy + w2)>
<d2w1 + dvywy + (vs + vowy + Viwy + w3)>dk*4[RP(n)]Q =
— (d”+2w1 + dnug)dk—4[RP(n)12 -

= d"" 2wy + d" s [RP ()]s =

= Dowy + v3[F3]y =

= (v +v2)wy + 5[]y =

= vow; + v3[F3]y (pois viw; = 0).
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Portanto,

VW1 = V3.

Como os fibrados pertencentes as classes s, 87, f13 € f14 nao satisfazem vow; = v3, entao

para tais fibrados tem-se que ¢(n, 3) < n + 3.

ii) n =2 (mod 4). Nesse caso escrevemos n = 4z + 2, ¢ entao

n — 2 = 4x (2 ndo aparece na partigao diadica de n — 2) = =0 e

n—3=4x — 1 (2 aparece na parti¢ao diadica de n — 3) = =1.
Assim,

Win = 3]} 7*Win — 2], W[n — 2]3d**[RP(n)], =
=d"2 (dm + (vg + vwy + wz)) (d2v1 + dviwi+
(vg + vowy + viwy + w3)>dk74[RP(77)]2 =
= (d”“vf + d"(vivs + Ulw2)>dk_4[RP(77)]2 =
= d"R=302 + AP vy + viws)[RP(n)]s =
= 010} + V109 + viwy[F3)y =
= vi)’ + v1v2 + U1w2[F3}2.
Portanto,
vf + V19 + vywe = 0.
Como os fibrados pertencentes as classes (s, Og, 811 € 513 nao satisfazem a igualdade acima,

entao para tais fibrados temos ¢(n, 5) < n + 3. [ |

3.3 Sobre ¢(n,5) para n impar

As notagoes aqui utilizadas serao as mesmas da se¢ao anterior.
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Nessa segao iremos considerar sempre n impar. O que sabemos até agora é que ¢(n, ) <
m(n — 3) + 6, V[, Vn. Para melhorar esse resultado precisaremos de alguns lemas e suas conse-

quéncias. Iniciemos com o seguinte
Lema 3.3.1. Se m > m(n — 3) + 3, entdo v} = viwi.

Demonstragao: Considere a classe X associada a RP(u) vista no Capitulo 2. Tal classe tem
dimens@o m(n — 3) e é tal que todos os seus termos contém elementos provindos de H*(F™)
com dimensao maior que n — 3. Considere também a classe W[0]; associada a pu, a qual é dada
por

W[O]l = 91 =+ us.

Entao W[0]3X = (0; + u;)?>X tem dimensao m(n —3) + 3 e é tal que todos seus termos contém

elementos provindos de H*(F™) com dimensao maior do que n, portanto
WI0EX = 0.
Como m > m(n —3)+3 = m —1>m(n— 3) + 3, podemos considerar entao a polinomial
W0 X emt=mr=3+3) sobre RP (1),

que tem dimensao m — 1 e produz namero caracteristico nulo quando avaliada sobre [RP(u)]s.

Avaliemos a polinomial correspondente
Win — 32y dm—1-m=3+3) sobre RP(7),
onde Y ¢ a classe correspondente a classe X avaliada sobre RP(n). Temos

n—3
W[n—3]1: d+vl+w1:v1+w1,

pois n — 3 é par. Portanto

Win — 33 = (vi +w1)® = v} + vjw?,
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pois v?w; = w? = 0.

Assim, como os termos de Wn — 3]} provem de H?(F*?), segue por razoes dimensionais que,
qualquer termo de Y contendo elementos provindos de H*(F?) com dimensao maior que zero
nao contribui com a polinomial acima, uma vez que cada tal termo multiplicado por (v; 4 wy)?
d& automaticamente zero. Portanto a classe Y sobre RP(n) deve ser analisada modulo o ideal
gerado por H'(F3) @ H?(F3) & H?(F?3) (que sera denotado por (H'(F3) & H?(F?)® H3(F?))).
Em outras palavras, s6 nos interessa os termos da classe Y do tipo d’.

Agora, a classe X sobre RP(u) envolve classes do tipo W(r|y, para r = 2P — 2! § =
0,1,...,p—1 e Wlr|y11 parar =2? — 1, onde n — 3 = 2Pq, q impar, p > 1. Para cada tal r,
consideramos W{l] sobre RP(n), onde [ = n + r — 3. Temos que

Wi = (1+ wy +ws + ws) ((1 )™ (L d) Ty (L d)" O, (14 d)nﬂ"*%g) _

Entao

Wl = (1+d)""3( modulo (H'(F?) @ H?(F?) @ H3(F?))).

Parar =2 -2/ i=0,1,...,p—1en=2Pq+ 3, ¢ impar, p > 1, temos que

n+r—3
Wllar = Wl|gp+1_gin1 = d*"( moédulo (HY(F3) @ H*(F3) ® H3(F?))).
2r
Agora,
n+r—3 2Pq + 2P — 2
o B opt+1 _ 9itl

Como ¢ é impar,

2pq — 217(1+281 +...+281)
= 9P 4 9Pt 4 L. 4 2P+Sl)
= 2P + ( poténcias do tipo 2%, z > p).

Assim, para algum y > p + 1, temos que
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2Pq + 2P — 2° = 2P + ( poténcias do tipo 2%, x > p) + 2P — 2 =
= 271 4 ( poténcias do tipo 2%, x > p) — 2! =
= (2 + poteéncias do tipo 2%, x > y) — 2 =
=204+ 2 ... 4 2v71 4 ( poténcias do tipo 2%, z > y).
Por outro lado,
2p+1 . 2i+1 — 2i+1 N 2p.
Pelo Teorema de Lucas
n+r—3
=1 (mod 2),
2r
e assim
W l]ar = d*( modulo (H*(F3) @ H*(F3) @ H?(F?))),
para tais valores de r.
Para r = 2P — 1, temos que
g+ o0 —1\
Willarsr = Willgpr 1= | 0 1 a1 modulo (H'(F3) & H2(F?) @ H3(F?))).
ortl 1

Temos que, para algum y > p + 1,

2Pq 427 —1 = (2P 4+ poténcias do tipo 2%, x > p) + 2P — 1 =
= (2Y + poténcias do tipo 27, z > y) — 1 =
=1+4+2+2%+..-+ 291+ ( poténcias do tipo 2%, z > y).

Por outro lado,

Pt 1 =1424+224+...42P

O Teorema de Lucas garante que o coeficiente binomial acima é = 1 (mod 2), assim

Wlllarr = d* ™ ( modulo (HY(F3) @ H?(F3) ® H*(F3))).
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A conclusao é que, sobre RP(n), vale que
Y = d™"3( modulo (H'(F?) @ H*(F?) @ H?(F?))).
Disso segue que
Win = 3y dm=1=mn=5t)[RP(n)]y = (v1 +wy)3d™*[RP(n)]s =

= (v} + v1wi) [Pl = 0

encerrando a prova. [ |
Corolario 3.3.1. Se n é impar en € {fs, B4, Bs, b7, P11, P12, B1a, P15}, entdo m < m(n—3)+3.

Demonstracao: Basta observar que para as classes (s, B4, 05, B7, Bi1, 812, f14a ou (15, temos

V3 # vywi. [
Lema 3.3.2. Sem > m(n—3)+4 en =3 (mod 4), entio vz = viwi.

Demonstracao: Analogamente ao Lema 3.3.1, temos que a classe X associada a RP(u) tem
dimensao m(n — 3) e é tal que todos os seus termos contém elementos provindos de H*(F™)
com dimensao maior que n — 3. Também do Lema citado, sabemos que W[0]; associada a u é
dada por

W0}y = 601 + u;.

Além disso, W(1]3 sobre p ¢ dada por
W(l]3 = 05 4 Oauy + ¢ + O1us + usc + us.

Entao

W[O]1W[l]3X = (81 + ul)(93 + ‘92U1 + ‘920 + 91U2 + uoC + U3)X

tem dimensao m(n—3)+4 e ¢ tal que todos seus termos contém elementos provindos de H*(F™)

com dimensao maior do que n, portanto

W0, W1];X = 0.
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Como m >m(n—3)+4=m—12>m(n—3)+4, e assim podemos considerar a polinomial
W[0],W[1]s X 1= mm=3+4) gohre RP(p),

que tem dimensao m — 1 e produz namero caracteristico nulo quando avaliada sobre [RP(u)]s.

Analisemos entao a polinomial correspondente
Win — 3)iW[n — 2]sYdm=1=m=3+4) gobre RP(n).

Temos

W[n — 3]1 = U1 +’LU1,

vejamos entao quem é Win — 2|s:

n—2 n—3 n—4
W[TL—2]3 = d3+ d2U1 + dU2+Ug+
3 2 1
n—2 ) n—3
+ d“wy + dviwy + vowy+
2 1
n—2
+ dwy + viws + w3 =
1
n—2 n—3
= d3—|— dQUl +dU2+U3+
3 2
n—2 )
+ d“wy + vowy + dwy + vViwe + w3,
2

poisn — 3 é par e n — 2 e n — 4 sao impares.

Observe que, sendo n = 3 (mod 4) podemos escrever n = 4z + 3. Disso temos:

(i) n—2=4x+1 =1+ 2%, z > 1, portanto 2 ndo aparece na parti¢io diadica de n — 2.

Logo, pelo Teorema de Lucas,

Il
Il
e
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(ii) n — 3 =4z = 2%z, x > 1, e também 2 ndo aparece na particao diadica de n — 3. Entao,

Portanto,

Win — 2]3 = d(vy + ws) + v3 + vowy + V3w + ws.

Assim, como os termos de Wn — 3];W[n — 2|3 provém de H?(F?), segue por razoes dimen-
sionais que, qualquer termo de Y contendo elementos provenientes de H*(F®) com dimensao
maior que zero nao contribui com a polinomial acima. Portanto, como no Lema anterior (3.3.1),
a classe Y sobre RP(n) deve ser analisada modulo o ideal gerado por H'(F?)@H?*(F?)®H3(F?).
Em outras palavras, s6 nos interessa os termos da classe Y do tipo d’.

Concluimos entao que, sobre RP(n), vale
Y = d"" ¥ ( modulo (H'(F?) @ H?(F?) @ H3(F?))).

Com essas consideragoes em mente temos que

Win — 3),Wn — 23Y d™ 1= 0r=3+9[RP(p)], =

= ((v1 + w1)(d(vs + ws) + vz + V2w + Viws + w@)dm*S{RP(n)]z =

= (d(vva + V1Ws) + V103 + V1vew; + V2wy + viws + d(vawy + wiws) + V3w + vVaw?+
oy + s )" [RP ()], =

= (d(vlvg + viwy + vowq + w1w2)>dm_5[RP(n)]2 =

= d"™*(v1vg + viwy + vawr ) [RP()] =

= (Ul’UQ + viwg + vgwl)[F3]2.

Lembrando que v1vy + vow; = v3 (vide Segao 2.2), temos portanto,

V3 = vlwf.



Sobre p(n, 3) para n impar 114

Corolario 3.3.2. Sen =3 (mod 4), entao paran € {B1, Bs, Po, B1o} temos m < m(n—3)+4.
Demonstragao: Basta observar que para as classes 1, 3s, 39 ou 319, temos vs # viw?. [ |
Lema 3.3.3. Sem >m(n—3)+5 en =3 (mod 4), entio v} = 0.

Demonstracao: Como m > m(n —3)+5 = m — 1> m(n — 3) + 5, podemos considerar a

polinomial

W0, W[0]2X ¢ t=(m(=3145) sobre RP(u),

que tem dimensao m — 1.
Ja sabemos que

W[O]l = 91 + us.

Agora
W[0]2 = 92 + ‘91’21,1 + ujc + Usg,

entao

W0)5 = 05 + 07u] + uic® + u3.

Assim, por justificativas analogas as dos lemas anteriores, temos que
WI0],W[0]2X = 0.
Portanto, a polinomial
W[0],W0]2X ¢m 1= m=3+5) gohre RP(u)

produz nimero caracteristico nulo quando avaliada sobre [RP(f)]s.

Analisando a polinomial correspondente
Win — 3)iW[n — 32y dm=1=0mn=3+5) gobre RP(n),

sabemos que

W[n—3]1 = U1 +w;
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2

n—3
Win—3)3 = d* + d*v? + v3 + viw? + ws.

Recordando que
Y = d™"¥( modulo (HY(F?) @ H*(F?) @ H*(F?))),

e entao temos

Wn — 3)iWn — 33V dm—1-m=3)[R P(n)], =

= ((vl + wq)(d*v] + 03 + viw? + w%))dm_G[RP(n)]g =

= (d%f + 0103 + viw? + viwi + d*viwy + viw; + viw? + w1w§> d™SRP(n)], =
= (@} + d2dwy ) RP ()], =

= d" (v} + viw)[RP(n)]2 =

= (0] + viwy)[F7]s.

Como viw; = 0 (pela Segao 2.2),

[ |
Corolario 3.3.3. Sen =3 (mod 4), entao para (B igual a By ou Bs temos (n, B) < m(n—3)+5.
Demonstragao: Basta observar que as classes 35 e S tem v # 0. |

Lema 3.3.4. Sem > m(n —3)+5 en =3 (mod 4), entdo vow; = 0.
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Demonstragao: Iremos considerar aqui a polinomial
W[1])aW[1]s X 1= m0m=345) gobhre RP(p),

que tem dimensao m — 1.
Temos

Wl =0y + 01uy + 01c+us €
Wll3 = 05 + Ouy + Oa¢ + O1us + uge + us.
Assim, pela mesma justificativa dos lemas anteriores, temos que
WI1,W[1]3X = 0.
Portanto a polinomial
W[1])aW[1]3 X 1= mm=3+5 gobhre RP(p),

produz nimero caracteristico nulo quando avaliada sobre [RP(f)]s.

Analisemos entao a polinomial correspondente
Win — 2,W[n — 2]sYdm=1=m=3+5) sobre RP(n).
Observe que

n—2
Win — 2], = d? 4+ dwy + vy + viwy +we e

n—2 3 n—3 ) n—2 o 9
Win—2]3 = d’+ d“v+ d*wi 4 dvy+dwy+v3+v9w, +v1 Wotws.
3 2 2

Escrevendo n = 4x + 3 e usando o Teorema de Lucas, temos que

Il
Il
Il
e

Portanto,

W[H—Q]g :dw1+v2+vlw1+w2 [§]
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Win — 2]3 = d(vy + ws) + v3 + vowy + V3w + ws.

Portanto novamente
Y = d™" 3 ( modulo (HY(F?) @ H*(F?) @ H3(F?))).

Juntando os fatos acima, temos

Win — 2];Wn — 2]3Y dm 1= (m=3)+5) R P(n)], =

= (dwy + vo + viw; + wa)(d(vy + wa) + v3 + Vowy + Viwy + w3)d"RP(n)]y =
= (d?(w1v9 + wiwe)d™ C[RP(n)], =  ( por razoes dimensionais)
= dm74<w11)2 + wlwg)[RP(n)]g =

= (1U1'U2 + UJ11U2)[F3]2.

Como wywy = 0 ( pois F? borda),

W1V = 0.

Corolario 3.3.4. Se n =3 (mod 4) entao para 513 temos ¢(n, ) < m(n —3) + 5.

Demonstracgao: Basta observar que a classe 13 nao satisfaz w,vy = 0.

Resumindo, observe que:
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1) Até agora conseguimos melhorar o limitante m(n — 3) + 6 para todas as possiveis classes

de fibrados n +— F3 quando n = 3 (mod 4). Porém, para n = 1 (mod 4), ainda nao

houveram melhorias no que se refere as classes 1, 52, 36, 85, 59, 10 € 13-

2) Até aqui foi possivel considerar Y = d™"~3)( modulo (H'(F?) @ H2(F?) @ H3(F?))), pois

todas as polinomiais usadas foram do tipo AYd™~'1=(m(=3)+)  — 3 4 ou 5, onde A

possui todos seus monémios com termos pertencentes a H*(F?), com grau > 3. Porém,

as proximas polinomiais utilizarao classes A onde nem todos os monoémios terao termos
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pertencentes a H*(F?) com grau > 3. Portanto, a partir de agora a classe Y sera utilizada

de forma diferente.

Primeiramente, vamos considerar a partir de agora n = 1 (mod 4), pois é o caso em que
ainda nao houveram melhorias.
Lembremos que n — 3 = 2Pq, com ¢ impar e p > 1. Como estamos considerando n =

1 (mod 4), podemos escrever n = 5 + 4z’. Entao
n—3=2P¢q=5+4x' —3=2"¢g= 2(1+22") = 2%q.

Portanto p=1e ¢ =1+ 22'.

Agora, sabemos que a classe X sobre RP(u) envolve classes do tipo Wr|,, para r = 2P —2°,
i=0,1,...,p—1e W|r|g41 para r = 2P — 1. Para cada tal r, temos W|l] sobre RP(7), onde
[ =n+r—3. Como estamos no caso particular em que p = 1, temos que r = 1. Portanto,
para formar a classe Y, vamos considerar W{l]s, = W([l]a € Wll]ar41 = W]l]5.

Temos que
W] = (1 4wy + wy + ws) ((1 +d)" T3 (L d)" T o+ (14 d) TPy 4+ (14 d)”*“t‘vg) —

= (1 + w; + wy + ws) ((1 +d)" P+ (1 +d)" P+ (1 +d)" v+ (14 d)"‘%g).

Entao,
n—2 ) n—3 n—2
W[l]g = d” + d’l)l + vo + dw1 + V1w + We
2 1 1
e
n—2 n—3 n—4
W[l]g = d3 + d2’U1 + CZ’UQ + vs
3 2 1
n—2 ) n—3
+ d“w; + dvywy + wive+
2 1
n—2
+ dwy + viws + ws.
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Usando o Teorema de Lucas e o fato que n =1 (mod 4) temos

n—2 n—2 n—2 B n—3 n—4

1 2 3 2 1

Portanto,

W[Z]Q = d2 + dw1 + viwy + V2 + We e
Wli]s = &’ + dQ(Ul + wy) + d(vg + wa) + viws + vowy + vs.

Como

analisemos entao W[l]4.

Para simplificar a notagao, escrevemos

Wll]s = d* +92(U1 + w1) + d(vy + we) + viws + vow; + U3 -
A B

Assim,

3
Wi =A+Byr =S| " |ap -

i=0 1

—pegqipe | D) aepr e [ 1) g
9 3

Para analisar tal classe precisamos primeiro analisar os binémios. Sendo assim, vamos

dividir em dois casos. Lembrando que ¢ é impar, vamos considerar:

i) g=4r+1=n=8x+5 e

ii) g=42+3=n=8zr+1.
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Dessa forma temos,

Wi Al 4+ ATTLIB, se ¢g=4x+1 ()
| AT pATIB AR f AT s g=dx+3  (I])

Vejamos o caso (I):

(A4 B)1 = d% 4 @31 . (dQ(vl + wy) + d(vg + ws) + viws + vowy + v3> =
= Ei3q + d3q_1(1)1 + U)l) + dgq_Q(Ug + wg) + d3q_3(vlw2 + vowy + Ug) .

~~

H

Agora o caso (II):

(A+B)? =H+ A92B? + A173B3 =
= H + = Dd*(v? + w?) + *=3d8(v; + wy)? =
= d3 + P vy + wy) + PTH0] + vy + Wi+ wo)+
+d3173 (v3 + vowy + Viwy + WY 4+ wivy + wivi + v3)
= d3 + d> 1 (v) + wy) + B2 (02 + vy) + A3 (v + 7).
Lembrando que Y = W{l]1 - W[l],, temos:

e n=8r+5 (¢g=4x+1)
Y = <d3q —+ d3q_1(1}1 + wl) + d3q_2(1}2 + U)Q) + d3q_3(’l)1UJ2 + vowy + U3)> .
-(d2 + dwy + viwy + vy + w2) =

d31T2 4 Bty + d3w? + d3 1 ojws.

Escrevendo 3¢ + 2 = m(n — 3) = t, temos

Y =d +d o + dt_zw% + d" 30 ws.

e n=8r+1, (¢=4x+3)

120



Sobre p(n, 3) para n impar 121

Y = <d3q + BTN vy + wy) + BP0+ vg) + d33 (v + Uf’))
~(d2 + dw; + (vywy + vy + wg)) =
d31t2 4+ 3Ty + B + 333

Colocando 3q + 2 = t, temos
Y =d' +d o +d70] + d

Enfim, com esse "novo formato" para a classe Y em maos, voltemos a analise de ¢(n, 3).

Lema 3.3.5. Sejan =1 (mod 4). Se m > m(n — 3)+ 5, entao
o v3+ v} +vwl =0, paran=8r+1 e
e v3 =0, para n = 8x + 5.
Demonstragao: Considerando a polinomial
W1, W[1]3 X t=m0=3045) gobre RP(p),

que tem dimensao m — 1.

Ja sabemos de céalculos anteriores que
W[l]g = 92 +91’LL1 +910+U2 e

Wl = 05 + Oauy + Oz¢ + Orug + usc + us.

Também, de consideragoes anteriores, temos que a classe X associada a RP(u) tem dimensao
m(n — 3) e é tal que todos os seus termos contém elementos provindos de H*(F™) com di-
mensao maior que n — 3. Entao W[1sW/[1]3X tem dimensdo m(n — 3) + 5 e ¢ tal que todos
seus termos contém elementos provindos de H*(F™) com dimensdo maior do que n, portanto
WI1,W[1]3X = 0. Como m > m(n —3)+ 5= m—12> m(n — 3) + 5, podemos considerar a
polinomial

W[1]aW[1]s X 1= m0m=3945) gobre RP(p),
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que tem dimensao m — 1 e produz nimero caracteristico nulo quando avaliada sobre [RP(u)]s.

Analisemos a polinomial correspondente
Win — 2];Wn — 2]sYd™ 1= (m=3045) sohre RP().

Observe que,

n—2
Win — 2]y = & + dwy + vy + vywy +we e

3 n—3 ) n—2 o 9
Win—2]3 = d’+ d“v+ d*wi+dvy+dws+v3+vowy +v1wo+ws3.
3 2 2

Escrevendo n = 4x + 1 e usando o Teorema de Lucas, temos que

n—2 n—2 n—3
= = =1 (mod 2).
2 3 2
Portanto,
Win — 2]y = d* 4+ dw, + vy +viw; +wy e
W[TL — 2]3 = d3 + d2(1)1 —I— ’lUl) + d(?}g —f- U}Q) —I— V3 —f- VoW1 —f- V1W2 —f- ws.
Assim,

e paran = 8z + 1, temos Y = d' + d'"'v; + d'7?v? + d'3v3. Logo,

Win = 2],Wn — 2]y dm= == R P(n)]y =

= <d2 + dwy + vy + viwy + wg) . <d3 + d*(vy + wy) + d(vy + W) + v3 + Vowy + viwe+
—l—w3> : (dt +dt Loy + 202 dt—%i”) d" S RP(n)]s =

_ (d5 + dhoy + B + d%m) (dt N dt*?’vi”)dm*t*G[RP(n)]g -

= (d™' + d"Pwi)[RP ()2 =

= (T3 + 01 (wi))[F°]2 =
= (

v3 + v} + vjw?)[F?s.
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Portanto,

3 2
v3 +v] +viwy = 0.

e paran = 8z + 5, temos Y = d' + d* vy + d"2w? + d3vw,. Assim,

Win — 2],Wn — 2]3Y dm 1= mn=3)3)[RP(n)], =

= (dQ + dw; + vg + viwy + w2> : (d3 + d?(v1 4+ wy) + d(v2 + wa) + v3 + vowy + Viwa+
+w3> : <dt + d" oy + d 2wl + dt’?’vlwz)dm*t*G[RP(n)]g =

- (d5 + dioy + dBw? + d2u1w2) (dt + oy + A ? dt—?’vlwz)dm‘t‘G[RP(n)b =
= (@™ + "0 [RP(n)]; =

= (U3 + 01(v])) [F°]2 =

= (v3 + 0 +07)[F°]y

= v3[F3],.

U3:0.

[ |
Corolario 3.3.5. Sen =1 (mod 4) entao para n € {5, Ps, By, B0} temos m < m(n — 3) + 5.

Demonstragao: Basta observar que essas classes possuem vz # 0 (n = 8z + 5) e v3 # v +

viw? (n =8z +1). |
Lema 3.3.6. Sem > m(n—3)+5 en=1 (mod 8), entio vz + viw? = 0.
Demonstracao: Tome a polinomial

W[0],W[2], X 1= mm=3+5) sobre RP(p),

que tem dimensao m — 1.
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Ja sabemos de célculos anteriores que

W[O]l == 91 —+ us.
Vejamos quem é W2]4. Como
W[Q]:M:(1+01+---+9n){(1+c)2+(1+c)u1+u2+ s cee Uk }
(L+ )2 (1+c) (1+ )2
entao

W[2]4 = 94 + Ggul + 62u2 + 62C2 —+ 920’&1 —+ (91U3 “+ uszc + uy.

Assim, pela mesma justificativa dos lemas anteriores, temos que
W0, W[2];X = 0.
Portanto a polinomial
W0, W[2], X 1= mm=3+5) gobre RP(p),

produz numero caracteristico nulo quando avaliada sobre [RP(u)]s.

Analisando a polinomial correspondente
Win — 3)W[n — 1],Ydm=1=m=3+3) gsobre RP(n),

temos que

W[n — 3]1 = v + ws.

Como
Win = 1] = (1+w; + wp + ws) (14 )"+ (1+d)" 2y + (L+ )" v+ (1+ )"y ),

entao
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n—1 n—2 n—3
W[TL — 1]4 = d4 + d3vl + d2U2 + d’U3+
4 3 2
n—2 n—1
+ d*viw; + vaw; + d*wy + dvjwa+
2 2
n—1 5
+vwe + Vw3 + d w1.
3

Escrevendo n = 8z + 1 e usando o Teorema de Lucas, temos que

Il
Il
o

Il
Il
—

Logo,
W[n — 1]4 = d3U1 + d2(’02 + ’Ulwl) + d(Ug + ’UﬂUg).

Entao, como Y = d! + d"" v, + d'?v? + d'3v?, temos

Win — 3,Wn — 1],Y d" ==+ R P(n)], =

= <v1 + w1> . <d31)1 + d?(vy + vywy) + d(vs + vlw2)>-

(a4 d o+ d 4 S ) S RP()]; =

= (dm*3(vf + viwy) + d™ v, + Vw3 + vowy + U?)) [RP(n)]2 =
= (El(vf + vjwy) + (v1ve + viW? + vowy + Ui’)) [F3]y =

= (v1vg + vow; + viwi)[F3)s.

Portanto,

2
Vs + Nwy = O,

pois v1V9 + Vw1 = V3.

Corolario 3.3.6. Se n =1 (mod 8) entao para n € {1, Bs} temos m < m(n —3)+5.

125



Sobre p(n, 3) para n impar 126

Demonstragao: Basta observar que essas classes possuem vz # vyw?. [ |
Lema 3.3.7. Sem > m(n—3)+5 en =5 (mod 8), entio viw} = 0.

Demonstracgao: Consideremos a polinomial
Sqt(W[1]) X i=mn=3+5 sobhre RP(p),

que tem dimensao m — 1; nas computacoes a seguir, usaremos as formulas de Wu e Cartan.
Como

W]y = 04 + Osuy + 3¢ + Oouy + Orus + 01cuy + uac® + uy,

entao aplicando a operagao quadrado de Stenrood Sq' temos que Sq'(W[1],)X = 0. Portanto
a polinomial

Sqt(W(1]) X i-mn=3+5 sobhre RP(p),

produz nimero caracteristico nulo quando avaliada sobre [RP(u)]s.

Analisemos a polinomial correspondente,
Sqt(Wn — 2],)Ydm 1=m=3145) sohre RP(n).

Como n =1 (mod 4) temos que,

n—2 4 3 2
Win—2]y = d* + d’wy + d*(vywy + we) + dvgw;.
4
n—2
Além disso, como n = 8x + 5, usando o Teorema de Lucas temos que =0.
4
Logo,
W[TZ - 2]4 = d3w1 + d2(U1w1 + wg) + dvgwl.

Portanto,

Sql(W[n — 2]4) = Sql(d3w1 -+ d2(v1w1 + U)Q) + dvgwl) =

= d'w; + d*w} + d*(viw] + vowy).
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Como Y = d! + d"tv; + d"?w? + d'3v,ws, temos entdo

S¢'(Wn = 2],)Ydm 1= me=9+9[RP ()], =

= <d4w1 + dPw? + d*(vyw? + ’Ugwl)) dt + dT oy + dRwd + dt_gvlwg) - d™SRP(n)]e =
= (dm*2w1 + d™ 3 (viwy + w?) + d™H (vpwy + wi”)) [RP(n)] =

= <@2w1 + 71 (vwy + wi) + (vewy + w%)) [F3]y =

= vyw?[F3],.
Portanto, vywi = 0. |
Corolario 3.3.7. Se n =5 (mod 8) entao para n € {1, Bs} temos m < m(n—3)+5.

Demonstragao: Basta observar que essas classes possuem viw? # 0. |



Capitulo 4

Exemplos

4.1 Técnicas para construir exemplos

Nesse capitulo descreveremos algumas técnicas para construir involugoes, com o objetivo de
obter exemplos maximais ou quase maximais para os limitantes obtidos no capitulo anterior.
A primeira técnica a ser descrita serd baseada no seguinte lema provado por P. Pergher e F.
Figueira em [22] (recordemos que, em [18|, P. Pergher e R. Stong construiram uma variedade

V™) com involugdo 7T, cujo conjunto de pontos fixos é da forma F™ U {ponto}):

Lema 4.1.1. Escrevan = 2Pq, onde p > 1, q € impar e p < q. Entdo para cada 0 <1 < m(n),
existe uma involugio S : V™™ s V™™ comutando com T, ( assim o ponto fivo isolado P
de T, também € fizxado por S) tal que a dimensao do subespago vetorial do espago tangente de
V™) em P no qual a representacio de S atua como —1 ¢é m(n) —r (em outras palavras, a
dimensao da componente do conjunto de pontos fixos de S contendo P € r; dizemos nesse caso

~ ( —
que a representacio de S no espago tangente a V™™ em P tem a forma R, @ R” ") ).

Baseado nesse Lema, ainda em [22], temos o Teorema 3.3 (pg. 601), no qual foi feita a

seguinte construgao: considere a variedade fechada de dimensao m(n —2) + 2, dada pelo espago
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de 6rbitas
Vm(n—2) x §2
@ )

onde O ¢é a involugao O(z,y) = (S(x), —y). Sobre essa variedade tome a involugao

B([z,y]) = [Th-2(2), y],

cujo conjunto de pontos fixos é

Fr=2U{pto} x §* F"?x S5?

URP?
S C) ’

que tem a forma F™ U F?2. O fibrado normal de RP? em

V=) 5 g2
—
é (m(n —2) —r)é & R — RP? onde (m(n —2) — r)&; — RP? é a soma de Whitney de
m(n — 2) — r copias do fibrado linha canonico & — RP2.
A mesma construgao pode ser levada a cabo, se substituirmos a involugao livre (S?, antipoda)

por uma involugao livre arbitraria (B, L), 0 < j < n, onde B’ ¢ uma variedade fechada j-

dimensional.
No caso,
Vm(n72) x §2
©
seré substituida por
Vm(n_]) X B]
@ )

onde © ¢ a involucdo (S, L).
Da mesma forma, sobre tal variedade temos a involucao B([z,y]) = [T),—;(x),y], cujo con-
junto de pontos fixos, nesse caso, sera

FrI U {pto} x B F"I x B g B
C I L’

o qual tem a forma F™ U F7.
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BJ B’
Semelhantemente, o fibrado normal sobre a componente A é(mn—7)—r)A@rR— T

onde A é o fibrado linha associado & involucao livre L (vide Capitulo 1, Secao 1.6).

Por facilidade de notacao, nos referiremos a tal técnica, quando usada, por Técnica 1.

A seguir descreveremos uma nova técnica, a qual sera referida por Técnica 2; para obtengao
da mesma, o ponto crucial sera a Segao 33, pg.114 de [15].

Considere 71 e p fibrados vetoriais sobre uma variedade n-dimensional V', onde dim(n) = k
e dim(p)=r. Para simplificar a notagdo, denotaremos os espagos totais dos fibrados envolvidos
pelos mesmos simbolos usados para denotar os fibrados. Considere a soma de Whitney n@ p —
V. Temos que n®u, n e p sao variedades com dimensoes n+k+7r, n+k e n+r, respectivamente.
Através das inclusoes v — (v,0) e w +— (0,w), podemos considerar 1 e 1 como subvariedades
de n @ p.

Seja p:n @ p — V aprojecao; as restricoes de p & n e p servem como projecoes de tais
fibrados, portanto usaremos a mesma letra p para denotar todas tais projecoes.

Da Teoria de Fibrados temos o seguinte fato: o fibrado normal de n em 1 & u é o espago
total do pullback p*(p) — n. Isso se estende naturalmente se considerarmos os correspondentes
fibrados em esferas S(n) e S(n @ p), que tem dimensoes n+k —1 e n+ k +r — 1. Lembremos
que (v,w) € S(n @ p) quando ||v?|| + |lw|® = 1, e S(n) é naturalmente uma subvariedade de
S(n @ u) através da inclusdao v — (v,0). Novamente, o fibrado normal de S(n) em S(n @ p) é
o espago total do pullback p*(p) — S(n).

Seja g : S(n) — RP(n) a aplicagdo quociente, que é um recobrimento a duas folhas.

Temos entao o diagrama,

onde po g =p e p denota a projegao correspondente ao fibrado projetivo.
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Denote i = p* (). Temos que

P () =g o p"(p) = ¢"(1)-
Segue que
p*(p) = {(v,w) € S(n) x | w esta na fibra sobre ¢(v) = [v, —v]}.

Ao passarmos ao quociente,

S(n @ p)
antipodal

=RP( @ p),
considerando o fibrado normal p*(u) de S(n) em S(n @ p) realizado como uma vizinhanca
tubular de S(n) em S(n®pu), e usando o mesmo argumento utilizado para determinar os fibrados

tangentes dos espacos projetivos a partir dos fibrados tangentes das esferas correspondentes,

VEemos que:

i) S(n) é transformado em RP(n) C RP(n ® p);

ii) o fibrado normal de RP(n) em RP(n @ u) terd como espago total p'n) _ (,u)) onde

~Y ~Y

~ identifica (v,w) com(—v, —w) (vendo, como acima mencioando, p*(x) como uma vizi-

nhanca tubular).

Recordemos agora um fato descrito em [15] (Secao 33, pg.114). Seja X um espago equipado
com involucao 7" : X — X sem pontos fixos. Seja & — )T—( o fibrado linha associado a involugao
T (vide Segao 1.6, Defini¢ao 1.6.1) e ¢ : X — % a aplicacao quociente.

Suponha n % um fibrado k-dimensional arbitrario. Considere o pullback ¢*(n) — X.

Temos que
¢ (n) ={(z,v) € X xn|q(z) =p(v)}.
Dado (z,v) € ¢*(n), temos que p(v) = p(—v) pois v € —v estdo na mesma fibra de 7.
Também q(x) = {z,T(x)} = q(T(z)). Segue que q(T(z)) = q(x) = p(v) = p(—v), e portanto o
par (T'(z), —v) € ¢"(n).
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Portanto
(,0) =2 (T(x), —v)

q(n)
S
novo fibrado k-dimensional sobre 2= com proje¢ao {(z,v), (T'(z), —v)} — {z,T(z)}.

¢ uma involu¢ao bem definida em ¢*(7), sem pontos fixos. Entao é o espaco total de um

* X
q"(1) —> — é equivalente como fibrado a

Fato (Lema 33.1, pg. 114, de [15]): O fibrado S T

n®E.

Como consequéncia, colocando-se X = S(n), T : X — X a antipodal nas fibras, e
n — % = i — RP(n), e juntando o fato acima com a discussao prévia sobre o fibrado normal
de RP(n) em RP(n @ p), concluimos que tal fibrado normal é equivalente & i ® £ — RP(n),
onde £ ¢ o fibrado linha usual sobre RP (7).

Os fatos acima nos levam & uma nova técnica para construir involucoes com fized-data

calculavel (Técnica 2): em RP(n @ p) considere a involugao
U
[(’U, UJ)] — [(_Ua w)]
Temos que
Fiz (U) = {[(0,w)],w € S(u) } U {[(v,0)),v € S(n) } = RP(m) URP(1),
Conforme visto, os fibrados normais sao
& @ RP(n) e, @n— RP(u),

onde, por facilidade, omitimos a notacao de pullback.

4.2 Exemplos

4.2.1 n impar

Proposicao 4.2.1. ¢(n, 53) = ¢(n, fs) = m(n — 3) + 3.
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Demonstragao: Usando o Lema 4.1.1, considere 0 < r < m(n — 3). Tome uma involugao
S - Vm(n—3) — Vm(n—3)

comutando com T}, 3 tal que sua representacao no espago tangente a Vm(n=3) no ponto fixo
isolado de T;,_3 tem a forma R’ @& ]RT(n_S)_T.
Considere a variedade fechada de dimensao m(n — 3) + 3, dada pelo espago de drbitas
V(=) 68
e

onde O ¢ a involugao O(z,y) = (S(x), —y). Sobre essa variedade tome a involugao

B([z,y]) = [Tn-s(x),y],

cujo conjunto de pontos fixos é

Fr=3 0 {pto} x §*  F"3 x §?

URP?
C) C) ’

que tem a forma F™ U F3. Conforme atras visto, o fibrado normal de RP? em

Vm(n—S) % S3
)

é (m(n—3) —7)& R — RP?.
Como n > 5, entdo m(n — 3) > 5; assim podemos considerar r = m(n —3) — 1 e r =
m(n — 3) — 3. Como
W((m(n —3) =)&) = (1+ )"0,

onde o € H'(RP3,Z,), entao para
e r=m(n—3)— 1, temos
W((m(n—=3) =r)&)=W(E) =1+a=1+u.

Como W(RP?) = 1, entao para tal fibrado a lista (vjw?, v}, vewy,v3) € (0,1,0,0), que

representa o fibrado (3.
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e r =m(n—3)— 3, entdo
W((m(n—3) —r)&) = (1+a)3 =l4+a+a?+a=1+v +vy+vs.

Portanto w; = ws = w3 = 0 entao para tal fibrado a lista (viw?, v3, vowy,vs3) € (0,1,0, 1),

que representa o fibrado 4. Levando em conta o Corolario 3.3.1, concluimos o resultado.

[ |
Proposicao 4.2.2. ¢(n, f5) = m(n — 3) + 3.

Demonstragao: Usaremos a Técnica 1 considerando a involugao (S x RP?, L) onde L(x,y) =

(—x,y). Entao a variedade

RP! x RP? = W
L
Vm(nf?)) Sl x RP?
tem dimensdo 3. Assim considerando M™—3)+3 — - G() . ) com a involucao

B([z,y]) = [T,,_3(x), y], temos que o conjunto de pontos fixos ¢ da forma F" U F3.
Colocando-se a € H'(RP! x RP?), 8 € H'(RP! x RP?) os geradores provindos de RP! e

RP?, respectivamente, temos que

W(RP' x RP?) = (L +a)*(1+ )’
=148+
=1+ w; + ws.
Note que o elemento niao nulo de H?*(RP! x RP?) é af3%,
O fibrado normal sobre RP! x RP? ¢ da forma (m(n — 3) — r)A ® rR, onde A é o pullback

pela primeira projecao do fibrado &; — RP?; se considerarmos 7 = m(n — 3) — 1, temos
W(mn—=3)—rA)=10+a)"" 7" =14+a=1+u.

Assim, a lista (viw?, v3, vowy, v3) é nesse caso (1,0,0,0), que representa a classe 5. Novamente

levando em conta o Corolério 3.3.1, concluimos o resultado. [ |
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Proposigao 4.2.3. ¢(n, 57) = m(n — 3) + 3.

Demonstracao: Somando as listas correspondentes, notamos que 3+ 84+ 85 = 7. Portanto,
se tomarmos a uniao disjunta dos trés exemplos dados pelas Proposigoes 4.2.1 e 4.2.2, obteremos
um exemplo com dimensdao m(n — 3) + 3 realizando 7. Juntando-se com o corolario 3.3.1,

chegamos ao resultado. |

Proposicao 4.2.4. Pelos Coroldrios 3.3.2, 3.3.6 ¢ 3.3.7 temos para (:
i) sen=3 (mod 4) = p(n, 1) <m(n—3)+4;
ii) sen=1 (mod 4) = ¢(n, 1) < m(n —3)+5.

l

Os limitantes acima sao "quase " mazimais, no sentido de que existe um exemplo de (M™,T
) b

firando p— F"Unw— F3, paran € 31, onde m = m(n — 3) + 3.

Demonstragao: Usando novamente a Técnica 1, considere a variedade BY = S(2&; — RP?),
J

com a involugdo L sendo a antipodal nas fibras (vide Segao 1.6 , pg. 28). Entao T =
ym(n=3) « Bi
R e—

dimensao m(n — 3) + 3 onde atua a involugao B, da Técnica 1, que fixa F™ U F3.

RP(2¢, + RP?) que tem dimensdo 3. Assim M™—3)+3 ¢ a variedade de

Agora tomando o € H'(RP?,Zs) o gerador, pelo Teorema de Borel - Hirzebruch temos que

W(RP(2& — RP?)) = (14 a)*((1+¢)* +a?)
=(1+a+a?)(1++a?).

2 = 2. Logo,

Mas, da relagao ¢? = cu; + us = ¢ 0 + a? temos que c
W(RP(2¢ — RP?)) =14 a + o’

Como o fibrado normal sobre RP(2&, + RP?) ¢ da forma (m(n—3)—r)A\@rR, considerando

r=m(n—3) — 1 temos

W(mn—=3)—r)A) =147 =14c=1+u,.
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Temos que ¢ = ca? é o elemento nao nulo de H3(RP(2&,), Zs). Segue que a lista (vjw?, v3, vawy, v3)

¢ (1,1,0,0), que representa a classe ;. [ |

Proposicao 4.2.5. Pelos Coroldrios 3.3.3 e 3.3.5, temos que o(n, fs) < m(n — 3) + 5 para
todo n impar. Tal limitante € "quase” dtimo, no sentido de que existe um exemplo (M™ T

firando p— F™ Unw— F3, paran € B, onde m = m(n — 3) + 3.

Demonstragao: Usamos a Técnica 1, colocando B/ = S(&; @ 2R — RP!) com a involugao L
BJ
sendo a antipodal nas fibras. Entao T = RP(& @ 2R — RP) e temos

W(RP(& @ 2R — RPY)) = (1+¢)* + (1 +¢)’«
=1+ (c+a)++ (Ca+?)
=14 w; + wy + ws.
Agora, como o fibrado normal sobre RP(&; & 2R +— RP?') é da forma (m(n—3) —r) ®rR,

considerado 7 = m(n — 3) — 3 temos
W(mn—-3)—rN) =0+c)P’=1+c+c+c=1+v +vy+vs.

Fazendo computagoes na cohomologia H*(RP(£,P2R), Zs), concluimos que a lista (viw?, v3, vowy, v3)

¢ (1,1,0,1), que representa a classe (s. [ |
Proposicao 4.2.6. ¢(n, fs) = m(n —3) + 5, paran — 3 # 2P, onde p > 2.

Demonstragao: Seja n—3 = 2P¢, onde ¢ é impar e p < ¢q. Fazendo uma pequena variante para
o Lema 4.1.1, seja 0 < r < m(n — 3); tome uma involugdo S : M™"=3) — M™"=3) comutando
com T,_5 tal que sua representacao no espaco tangente a M™"=3) no ponto fixo isolado de T},_5
tem a forma R’, @ R™"97" " Considere

M™n=3) 1

e
onde © ¢é a involugao O(z,y) = (S(z), —y). Semelhantemente ao Lema 4.1.1, sobre essa vari-

edade tome a involugao

B([z,y]) = [Th-s(), y],
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cujo conjunto de pontos fixos é

Fr3 U {pto} x St F"3x S!

URP!
§) e)

que tem a forma F"2U F!. O fibrado normal de RP! em

Mm(n—S) x St
)

& (mn—3)—r)& ®rR — RPL Comon >5e m(n—3) > 5, entdo podemos considerar

r=m(n—3)—1. Assim
W(E®rR)=1+a, a€ H'(RP' Zy)o gerador.

Considere agora a variedade

Mm(nf:s) x St

RP? x RP?
@ X X

com involugao
J([z,y,2]) = [B(2), z,4].

Entao o conjunto de pontos fixos é

Fn—3 Sl Fn—S Sl
(Tx U ]RP1> x RP? = (TX x RPQ) U(RP! x RP?)

Mm(n—S) g1
que é da forma F"UF® com F® nao bordante. O fibrado normal de RP* xRP? em TX X
RP? x RP? & dado por ((m(n—3)—r)§ @rR)® 7% — RP' x RP?, onde 72 — RP? é o fibrado

tangente sobre RP?. Temos

W(RP' x RP?) = (1+8)° =1+ 8+ 8> =1+ w; + w,,

onde 8 € H'(RP? Z,) ¢ o gerador unidimensional. Também, como estamos considerando

r=m(n—3) — 1, entao
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W(((m(n=3)—n&erR)er?) =(1+a)(l+p)°
=1+ (a+B)+ (af + %) + af?
=1+v +wvy+v3
Fazendo computagoes na cohomologia H*(RP'xRP? Zs,), concluimos que a lista (viw?, v3, vawy, v3)
é (1,1,1,1), que representa a classe [s.
Agora observe que, se n = 1 (mod 4) entao temos n — 3 = 2Pq, com ¢ impar e p < g. No
entanto, para n = 3 (mod 4) isso s6 é valido quando n — 3 # 2P, com p > 2. Juntando com os

Corolarios 3.3.3 e 3.3.5 concluimos o resultado. [ |

4.2.2 n par

Nessa secao consideramos n par.
Proposicao 4.2.7. ¢(n, ) =n+ 2.

Demonstragao: Usando a Técnica 2, sejam V = RP? = & @ (n — 2)R e n = 2R. Entao
temos a variedade M™% = RP(& @ (n —2)R @ 2R — RP?) com involugao T'([v, w]) = [—v, w].

Como vimos na descri¢ao da Técnica 2, o fized-data da involugao (M™*2 T) é dado por
<2R DA RP(E @ (n — 2)R)> U ((g2 S (n—2R) N — RP(QR)).
Note que a variedade F? é RP(2R — RP?) = RP!xRP?, que tem como classe caracteristica
W(RP(2R — RP?*)) =1+a+a?=1+w;, +w,,

onde o € H'(RP?) é o gerador. Agora, a classe do fibrado normal sobre F? ¢ (aqui, usamos a

formula para computar W(n ® ), que pode ser vista, por exemplo, em [16]):
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W((&® (n—2R) 8 X) =1+ +(1+)"2a

n—1 n—1 n—1

=1+ c+ &+ >+
1 2 3
n—2 n—2
+ao + co + ca
1 2
=1+ (c+a)
:1+U17

pois ¢ = 0 (pela relagao obtida do Teorema de Borel- Hirzebruch) e pelo fato de n ser par

temos
n—1 n—2

1 1

i
—
@
i
e}

Com isso temos (viw?, v3, vowy,v3) = (1,1,0,0), que representa a classe 3;. Juntando isso

com a Proposicao 3.2.1, obtemos o resultado. |

Proposicao 4.2.8. Pela Proposicio 3.2.2, temos p(n,52) < n + 3. Tal estimativa é quase
dtima, no sentido de que existe um exemplo de involugao (M™,T) cujo fized-data € p

FrUnw F3, paran € By, onde m =n + 2.

Demonstragao: Usando a Técnica 2, coloque V = RP? 1 = 3& @ (n — 4)R e n = 2R. Entao
a variedade M"™? = RP((3&% @ (n — 4)R) @ 2R — RP?) com involucdo T'([v,w]) = [—v,w],

tem como fized-data
<2]R N s RP(36, @ (n — 4)R)> U ((352 @ (n— HR) @ X RP(ZR)).

A base F? = RP(2R — RP?) = RP! x RP? do fibrado (3 @ (n — 4)R) ® N — RP(2R),

tem como classe caracteristica

W(RP(2R — RP?)) =1+a+a’
=1 + w1 + Wa,
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como no exemplo anterior.

Nesse caso, a classe caracteristica do fibrado normal sobre 3 é

W(B&LD(n—4R)QN) =0+e)" 1+ (1+c¢)" 2a+ (1+c)"3a?
n—1 n—2 n—3
=1+ c+a+ co + o + ca?
1 1 1
=1+ (c+a)+a®+ca?

=1+ v + vy +v3,

pois novamente temos ¢ = 0, e por ser n par temos

n—1 n—3 n—2

1 1 1

Il
Il
—_
@
Il
e}

Portanto a lista (viw?, v}, vowy,v3) € (1,1,0,1), que representa a classe [s. [ |

Proposicao 4.2.9. Para n = 0 (mod 4) temos p(n,Bs) = n+2; e se n = 2 (mod 4) entao
@(na 53) =n+2.

Demonstragao: Usando a Técnica 2, coloque agora V = RP? = (n—1)Ren =& @R,
Entao a variedade M"™ = RP((n—1)R® (& ®R) — RP?) com involugao T'([v, w]) = [—v, w],

tem como fized-data
(@R @A RP((n-DR)) U (- 1)R@ X — RP(& B R)).

A componente tridimensional F* = RP(& @ R — RP?) tem como classe caracteristica

W(RP(&®R — RP?)) = (1+ a)3((1 +o?+(1+ c)a)
=1+a+a®)(1+c+a+ca)
—1,

2

onde a € H'(RP?) é o gerador. Aqui, usamos o fato que ¢ = ca, dado pelo Teorema de Borel

- Hirzebruch.
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Agora, a classe do fibrado normal sobre F? ¢é

W(n-1)R@N) =(1+c¢)"!
n—1 n—1 n—1

=1+ c+ A+ 3.
1 2 3

Analisemos separadamente os casos:

e n=0 (mod 4).

Nesse caso, usando o Teorema de Lucas, temos

Il
Il
Il
—_

Logo,
W({(n-—1DR®N) =1l+c+c?+c
=1+v+ vy + vs3.
Portanto temos (viw?, v3, vowy, v3) = (0,1,0,1), que representa a classe (4.

e n=2 (mod 4).

Aqui,

Il
—
™
Il
Il
ja=)

Logo,
W(n—1DR®N)=14+c=1+u.
Portanto (viw?, v}, vawy, v3) = (0,1,0,0) representa a classe 33. Juntando com a Proposigao

3.2.1, obtemos o resultado.

Proposicao 4.2.10. Paran =0 (mod 4) temos que p(n, f3) < n—+4 (que € o limitante geral).
Tal estimativa € quase dtima, no sentido de que existe um exemplo de (M™,T) onde n — F3

€ tal quen € B3 em =n+ 2.



Exemplos 142

Demonstracao: Sejam p; : RP! x RP! — RP! e p, : RP! x RP! — RP! as projecoes,
e coloque (; = pi(&) — RP' x RPY, ¢ = pi(&) — RP! x RPY. Usando a Técnica 2,
sejam V = RP' X RP', u =G d(n—3)Ren = ( @& (. Entio a variedade M2 =
RP((G® G (n—3)R)® (G ® &) — RP' x RPY) com involugao T'([v,w]) = [—v,w], tem

como fized-data

((ee) @A RP(GOGo (M -3)R) U (GO G o (n—3)R) 8 N = RP(G®G)).
Denote por a € H'(RP!,Z,) o gerador, e coloque a = pi(a) e 3 = pi(a). Entao a classe

caracteristica da base F? = RP((; & (, — RP! x RP!) ¢

W (G @G RPYXRPY) =1+ (a+8)
:1+w1

Agora, a classe caracteristica do fibrado normal sobre F?3 é

W((Ge@on-3R)aXN) =0+ +(1+c)"*(a+p)+(1+c)" P ab

n—1 n—1 n—1
=1+ ¢+ &+ A+
1 2 3
n—2 — ,
+(a+5) + cla+p) + ca+B)+
1 2
n—3
+af + caf
1
—l4+(cta+B)+ |  |E+as+
2
n—1 5 n—2 )
+ c+ (o + B) + cap.
3 2
Como n =0 (mod 4), temos
n—1 n—1 n—2
= = =1

2 3 2
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Entao

W(Geeen—-3R)QN) =1+ (c+a+p8)+(+ab)+ (+A(a+ )+ capb)
- 1+01+U2+U3.

Portanto (viw?, v3, vowy,v3) = (0,1,0,0), que representa a classe [3s. [ |
Proposicao 4.2.11. Paran =2 (mod 4) temos que p(n, fy) < n—+4 (que € o limitante geral).
Essa estimativa é quase dtima, no sentido de que existe um exemplo de (M™,T) onde n s F*®
€ tal quen € By em =n+2.

Demonstragao: Usando a Técnica 2, coloque V = RP? = 26&B(n—3)Ren = &@R. Entao
a variedade M2 = RP((25%® (n—3)R) @ (& ®R) — RP?) com involugao T([v, w]) = [—v, w],

tem como fized-data
(CoR) @A~ RPEL® (1-3R)) U (268 (n—3)R) @ X = RP(G O R)).

A base [ = RP(& @R — RP?) do fibrado (26 @ (n — 3)R) @ X +— RP(& @ R) tem como

classe caracteristica

W(RP(& @ R — RP?)) 1+a)((1+0)?+ (1+c)a)

= (
=(1+a+a®)(1+ A+ a+ca)
=1
pois ¢ = ca.

A classe do fibrado normal sobre F? é

W(2e®(n-3R)@N) =(1+c)" "+ (1+)" e

n—1 n—1 n—1
=1+ c+ + A+
1 2 3

n—3
+a2+ ca’?
1
n—1 n—1
=14+c+ 2 +a?+ca® + 3
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Como n =2 (mod 4), temos

n—1 n—1
= =0.
2 3
Logo
W2 @ (n—3)R)®@XN) =1+c+a?+ca?
=1+v+ v+ v3.
Portanto (viw?, v, vawy, v3) = (0,1,0, 1), que representa a classe (4. [ |

Proposicao 4.2.12. Pelas Proposi¢oes 3.2.1 e 3.2.2 temos que o(n,fs) < n+ 2 se n =
0 (mod 4), e p(n,B5) < n+3 sen =2 (mod4). No caso n = 0 (mod 4) esse limitante é
mazximal, e no caso n = 2 (mod 4) é quase mazximal, no sentido de que existe um exemplo de

involugao (M™,T) cujo fized-data é v+ F"Un— F3 onden € B em =n+ 2.

Demonstragao: Mais uma vez, usando a Técnica 2, tomando V = RP?, = (n—1)Ren = 2R,
entao a variedade M"2 = ]RP((n —1)R®2R ]RPQ) com involugao T'([v, w]) = [—v, w], tem

como fized-data
<2R ® X\ RP((n — 1)R)> U ((n RN RP(QR)).

A base F? = RP(2R — RP?) = RP! x RP? do fibrado (n — 1)R ® X tem como classe

caracteristica

W(RP' x RP?) = (1+a)*(1+c)?
=1l+a+a?
=1+ w; + wo,

onde o € H'(RP? Z5) ¢ o gerador.

A classe do fibrado normal sobre F3 é
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n—1
=1+ c
1
=1+c¢
=1 + V1,
pois n é par.
Assim a lista (vyw?, v3, vowy, v3) € igual & (1,0,0,0), que representa a classe Ss. [ |

Proposicao 4.2.13. Pelas Proposi¢oes 3.2.1 e 3.2.2 temos que o(n,f7;) < n+ 3 sen =
0 (mod 4) e p(n,B7) < n+2sen =2 (mod 4). No caso n = 2 (mod 4) esse limitante é
mazimal, e no caso n =0 (mod 4) é quase mazimal, no sentido de que existe um exemplo de

involugao (M™,T) cujo fized-data é v+ F"Un— F3 onden € B em =n+ 2.

Demonstragao: Tome V = RP? = 2% @ (n — 3)R e n = 2R. Entéao a variedade M"? =
RP((2§2 ®mn—-3)R)D2R— RP2> com involucao T'([v,w]) = [—v, w] tem como fized-data

<2R N RP(26, @ (n — 3)R)> U ((252 @ (n—3)R) @ N s RP(2R)).

A base F3 = RP(2R — RP?) = RP! x RP? do fibrado (2& @ (n — 3)R) ® ) tem como

classe caracteristica

W(F?) =1+a+a?
=1+ w + wo,
como nos exemplos anteriores.

A classe do fibrado normal sobre F3 é
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W(26 e (n-3R) & N) =1+ +(1+0) a2
n—1 n—3
:1—|— C+a2+ CO(Z
1 1
=1+c+a®+ca?
=14 v + v + vs,

pois n € par.

Logo, a lista (viw?, v3, vowy, v3) & igual a (1,0,0,1), que representa a classe [3;. [ |
Proposicao 4.2.14. ¢(n, Gs) = n + 4.

Demonstragao: Sabemos que ¢(n,3s) < n + 4 é o nosso limitante geral. Tome agora o
exemplo descrito nas paginas 49 e 50 para mostrar que m(n, {3}) = m(n — 3) + 6. Observando
a computacao da classe caracteristica do fibrado normal sobre a componente £ desse exemplo,

concluimos que tal fibrado nesse caso realiza a lista (1,1,1,1), que representa [s. [ |
Proposicao 4.2.15. ¢(n,By) =n + 2.

Demonstracao: Sejam p; : RP! x RP! — RP! e py : RP! x RP! — RP! as projecoes, e
coloque (; = pi (&) — RPI x RPY, ¢ = p3(&1) — RP! x RPY. Novamente usando a Técnica
2, tome V = RP!' xRP!, p = (&G ® (n—3)R en = 2R. Entdo temos a variedade
M7 = RP((Q @G @ (n—3)R) ®2R — RP' x RP1> com involugio T'([v, w]) = [~v,w], e
fized-data da involugao (M™% T) é

<2R RN RP(G®G® (n— 3)R)) U ((q1 GO Mn—3R) DN — RP(2R)).
Note que F? = RP(2R — RP! x RP!) = RP! x RP! x RP!, entao
W(F?) = 1.

Agora, se denotarmos por a € H'(RP',Z,) o gerador, e colocarmos o = pi(a) e = pj(a), a

classe do fibrado normal sobre F? é
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W({(G@Geem-3)R)aN) =
=L+ 4 (L+ )"+ B) + (L+)"af
N e PR L PORY: NV b P
1 1 1
=1+ (c+a+p)+ab+cal
=14 v + vy + v3,
pois n & par e ¢? = 0.
Portanto temos (viw?, v3, vowy,v3) = (0,0,0, 1), que representa a classe S9. Juntando com

a Proposicao 3.2.1, concluimos o resultado. [ |
Proposicao 4.2.16. Pelo resultado do limitante geral temos:

i) o(n,B12) <n+4. No caso em quen =0 (mod 4), esse limitante € quase dtimo, uma vez
que existe um exemplo de involugio (M™,T) cujo fized-data é p — F" Un — F3 onde

ne Py em=n+3.
it) p(n,B15) < n—+4. Sen =2 (mod 4), essa estimativa € quase dtima, no sentido de que
existe um exemplo (M™,T) cujo fized-data é jp — F"Un — F3 onden € Bi5 em = n+3.
Demonstragao: Pela Técnica 2, tomando V =RP!, =& @ (n — 1)R e n =& @ 2R, temos
a variedade M™3 = RP((& ®(n—1)R)® (& @ 2R) — RPI). Sobre essa variedade temos a
involugao T'([v, w]) = [—v,w| com fized-data
((g1 ®2R) @ A — RP(& @ (n — 1)R)> U <(§1 @ (n—1)R)® N > RP(&; @ ZR)).

A base F? = RP(& @ 2R — RPY) do fibrado (&, @ (n — 1)R) ® X, tem como classe

caracteristica

W(RP(& @ 2R — RPY)) = (14¢)*+ (1+c)%a
=1+ (c+a)+c?
== 1+w1 +w27
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pois ¢ = Pa.

A classe do fibrado normal sobre F? é

W(Ednm—DR)@N) =(1+e)"+(1+¢)" '

n n—1
=1+ A+ a+ca+ ca
2 2

pois n é par. Assim,

i) se n =0 (mod 4),

Logo,

W({(&Eem-1)R)@N) =1+a+ca+cCa
=1+ v + v9 + vs.

Portanto (viw?, v, vowy,v3) & igual a (1,0, 1,1), que representa a classe So.

ii) se n =2 (mod 4),

Logo,

W Eam—-—1DR)®@N) =1+a+(+ca)
=1+ v + vs.

Portanto (viw?, v3, vawy, v3) = (1,0,1,0), que representa a classe Bi5.

148
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