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Resumo

SuponhaM uma subvariedade suave de CN e L = ∪z∈CnLz a estrutura de Cauchy-Riemann

associado ao espaço complexo N -dimensional. Para cada ponto p ∈M podemos considerar

o espaço vetorial Ap = CTpM ∩ Lp. Caso a reunião dessas fibras deem origem a uma

estrutura localmente integrável diremos queM é uma subvariedade CR com estrutura A =

∪p∈MAp. Da construção feita, segue imediatamente que se h é uma aplicação holomorfa

definida em uma vizinhança U ⊃M então A(h|M) = 0.

Ora, se considerarmos agora uma distribuição u ∈ D′(M) tal que Au = 0 surge uma

pergunta natural: existe uma aplicação h holomorfa definida em um aberto U tal que

h|M = u? A pergunta, posta como está, poderá ser repetida de maneira enxuta como:

a distribuição CR u tem extensão holomorfa? De forma geral a resposta é negativa e os

exemplos são variados.

Considere uma aplicação q : C
m × C

m −→ C
d quádrica e a variedade M = {(w, t) ∈

C
m × C

d,ℑt = q(w,w)}. Ora, Boggess demonstrou em [Bog01] que toda distribuição CR

em M , que também é uma função Lp com p ≥ 1, admite uma extensão holomorfa no

interior da envoltória convexa deM . Neste trabalho, investigaremos a mesma questão, mas

consideraremos distribuições CR em M que estejam em hp com p > 0. Como hp(M) =

Lp(M) se p > 1 podemos entender que nosso texto é uma extensão do resultado apresentado

por Boggess. O ingrediente fundamental para essa generalização é uma versão do Teorema

de Aproximação de Baouendi-Treves.



Abstract

Suppose that M is a smooth submanifold of CN and that L = ∪z∈CnLz is the Cauchy-

Riemann structure associated to the N -dimensional complex space. For each p ∈ M we

can consider the vector space Ap = CTpM ∩ Lp. If the reunion of those fibers originates

a locally integrable structure, then we are going to say that M is a CR submanifold with

CR structure A = ∪p∈MAp. It immediately follows that if h is a holomorphic application

defined in a certain neighborhood U ⊃M , then A(h|M) = 0.

If we consider a distribution u ∈ D′(M) such that Au = 0, then one can asks: is there a

holomorphic application h defined in certain open set U such that h|M = u? The question,

as it is, can be paraphrased as: is there any analytic extension of the CR distribution u?

The answer is negative and there are several examples one can create.

Consider a quadric application q : C
m × C

m −→ C
d and the manifold given by M =

{(w, t) ∈ C
m × C

d,ℑt = q(w,w)}. Boggess has proved in [Bog01] that all Lp CR distribu-

tions in M (with p ≥ 1) admit a holomorphic extension to the interior of the convex hull

of M . In this work, we are going to address the same question, but we are going to deal

with CR distributions that are in hp with p > 0. Since hp(M) = Lp(M) if p > 1, then

our result can be understood as an extension of the original Boggess theorem. The main

ingredient of your work is a version of the Baouendi-Treves Approximation Theorem.
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Introdução

O Teorema de Aproximação, provado em 1981 por Baouendi e Treves, é uma das princi-

pais ferramentas dispońıveis na teoria das estruturas localmente integráveis. Esse resultado

estabelece que qualquer distribuição h que seja solução das seções de uma estrutura local-

mente integrável L pode expressar-se — localmente — como limite de uma sequência de

soluções suaves da forma Pk ◦Z. A demonstração desse resultado pode ser encontrada em

[BCH08, cap. II].

De forma geral, é imposśıvel esperar que a convergência dada pelo Teorema de Aproxima-

ção seja melhor que local. Mais precisamente: não se pode oferecer quaisquer mecanismos

de controle sobre o aberto em que se dá a convergência Pk ◦ Z −→ h. Em [Bog01, teo.

2] Boggess nos apresenta uma variação do Teorema de Aproximação de Baouendi e Tre-

ves (formulada para uma classe especial de variedades e distribuições) que lida com essa

questão.

Considere q : Cm×C
m −→ C

d quádrica e defina a variedade M = {(w, t) ∈ C
m×C

d,ℑt =
q(w,w)}. Ora, fixados um ponto z ∈ C

m+d e um inteiro j ∈ {1, 2, . . . ,m+ d} denotaremos

por ∂j(z) o vetor tangente a C
m+d no ponto z dado por:

∂j(z) : C∞
z (Cm+d) −→ C

[f ] 7−→ (∂f/zj) (z).

Denotaremos por A(z) o espaço vetorial span
{
∂1(z), . . . , ∂m+d(z)

}
e escreveremos A =
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∪z∈Cm+dA(z). Essa estrutura localmente integrável nada mais é do que aquela que carac-

teriza todas as distribuições holomorfas. Em outras palavras: se U é um aberto em C
m+d

então h ∈ H(U) se, e somente se, Ah = 0.

Já para cada ponto z ∈M , considere o espaço vetorial L(z) dado por L(z) = CTzM∩A(z).

A estrutura localmente integrável L = ∪z∈ML(z) é chamada de estrutura CR da variedade

M . O conjunto de todas as distribuições h ∈ D′(M) que são anuladas por essa estrutura

será denotado por CR(M) e tais aplicações serão chamadas de distribuições CR.

Da construção de L fica evidente que se U ⊃ M é um aberto de C
m+d e F ∈ H(U),

então F |M ∈ CR(M). A pergunta rećıproca já é mais interessante: dada uma distribuição

f ∈ CR(M) existe uma aplicação holomorfa F definida em algum conjunto aberto tal

que seu traço bF coincida com f? Esse tipo de pergunta recebe o nome de questão da

extensibilidade de distribuições CR em M .

De posse de todos esses ingredientes podemos enunciar uma consequência de [Bog01, teo.

2], que apresenta uma variação do Teorema de Aproximação de Baouendi e Treves:

Teorema 1. Suponha M uma variedade quádrica e considere que f seja uma distribuição

em CR(M) ∩ Lp(M) para 1 ≤ p < ∞. Nestas condições existe uma sequência de funções

inteiras Fk tais que para qualquer compacto K ⊂M vale que Fk −→ f em Lp(K) à medida

que k −→ ∞. Se p = ∞ então Fk converge para f em quase toda parte.

Boggess demonstrou, nesse mesmo artigo, que no caso de variedades quádricas é posśıvel

estender distribuições CR até o interior da envoltória convexa de M se a distribuição

também estiver nos espaços Lp(M) com p ≥ 1. O teorema 1 é, sem dúvida nenhuma,

a principal ferramenta na demonstração que Boggess apresentou. Deste ponto em diante

lidaremos com a mesma questão de extensibilidade em variedades quádricas, mas em um

contexto um pouco diferente: suporemos que as distribuições CR em questão estejam nos

espaços de Hardy Localizados hp(M) com p > 0. Para trabalhar com essa questão teremos

que, assim como Boggess, apresentar uma versão do Teorema de Aproximação.

Este texto foi dividido em três caṕıtulos. O primeiro e o segundo são independentes e podem

ser lidos separadamente. Já o terceiro trata da extensão de distribuições CR propriamente

dita e faz referências tanto ao caṕıtulo 1 como ao caṕıtulo 2. Os pré-requisitos à leitura

deste texto foram incorporados à medida que se tornaram necessários.

No caṕıtulo 1, estaremos interessados em um ingrediente fundamental do nosso teorema: o

conceito de traço de funções holomorfas. Este conceito é especialmente distinto do pullback
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de uma distribuição pela inclusão. Para a existência do traço, não precisamos supor que

M faça parte do domı́nio de holomorfia de f . Já no segundo conceito seria preciso, pelo

menos, que M fosse uma subvariedade do domı́nio de f . Nesse caṕıtulo serão discutidos

itens como fronteira C1 de conjuntos, Fórmula de Green-Gauss, crescimento temperado de

aplicações, continuidade do traço, cunhas e aresta.

Já no caṕıtulo 2, demonstraremos a principal ferramenta do nosso trabalho: uma versão

especial do Teorema de Aproximação de Baouendi-Treves. Em oposição ao caráter local

do teorema de aproximação provado em 1981, nossa versão permite que distribuições CR

sejam aproximadas em compactos arbitrários por polinômios inteiros. Em contrapartida,

não trabalharemos com variedades e estruturas localmente integráveis arbitrárias, e sim

com variedades quádricas e suas estruturas CR. Nesse caṕıtulo, discutiremos itens como

aplicação quádrica, variedade quádrica, distribuição CR e núcleo de aproximação.

Finalmente, no caṕıtulo 3, iniciaremos caracterizando os espaços hp para p > 0 e os relaci-

onando com os espaços Lp. Em seguida, trataremos de uma famı́lia de bolas generalizadas

associadas a um conjunto de campos em M . Depois de apresentarmos todos esses ingredi-

entes, revisitaremos nosso Teorema de Extensão e exibiremos uma demonstração para os

espaços hp e, através da estimativa associada as bolas anisotrópicas, construiremos uma

aplicação holomorfa no interior da envoltória convexa de uma variedade quádrica. Utili-

zando o conceito de traço discutido no caṕıtulo 1, observaremos que essa aplicação se trata

de uma extensão da distribuição CR originalmente dada.
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CAṔITULO 1

Valores de Fronteira de Funções Holomorfas

Resumo

Neste caṕıtulo introduziremos a noção precisa de traço (ou valor de fronteira) de uma

função holomorfa. Suponha que I = (0, 1) ⊂ R e digamos que você tenha uma função

f ∈ H(I × I) ∩ C0(I × I). Nesta situação trivial definiremos o traço de f (denotado por

bf) como a aplicação bf(x) = f(x + i0). Em outras palavras: o traço de f nada mais é

que a restrição da aplicação ao eixo real.

Uma situação mais delicada ocorre na perda da continuidade até a fronteira, isto é, quando

f ∈ H(I × I) apenas. Nesta novo ambiente gostaŕıamos de encontrar um análogo para

bf que generalizasse a situação anterior. A ideia agora é definir um conceito fraco de

bf . Mais precisamente: seja φ ∈ D(I) e considere, para y ∈ I, a distribuição f(· + iy).

Suponha que o limite limy−→0 〈f(·+ iy), φ〉 exista. Nestas condições escreveremos que

〈bf, φ〉 = limy−→0 〈f(·+ iy), φ〉. É fácil de ver que se f ∈ C0(I × I), então bf ∈ D′(I) e

ainda bf = f(·+ i0).

O objetivo deste caṕıtulo é encontrar condições necessárias para a existência de bf ∈ D′(I)

em uma situação de trabalho não tão primitiva quanto à apresentada nesta introdução.

Logo em seguida vamos explorar algumas propriedades da aplicação b.

4



1.1. Caso Complexo

1.1 Caso Complexo

Nesta seção enunciaremos e demonstraremos um teorema clássico que encontra condições

para a existência de bf . Por motivos de clareza serão apresentada duas demonstrações. A

primeira delas fornece uma fórmula despojada de limite para bf — o que facilita a análise

de certas propriedades da aplicação b. Já a outra demonstração contém o germe da ideia

que é utilizada no caso geral.

Vamos começar os preparativos da demonstração enunciando a conhecida Fórmula de

Gauss-Green.

Definição 2. Se Y ⊂ X são conjuntos abertos em R
n, então Y é dito ter fronteira C1 em

X se para todo ponto x0 ∈ X na fronteira de Y podemos encontrar uma aplicação ∆ (C1

por partes) definida em uma vizinhança X0 de x0 tal que:

∆(x0) = 0, d∆(x0) 6= 0, Y ∩X0 = {x ∈ X0 : ∆(x) = 0}.

Sejam Y ⊂ X conjuntos abertos em R
n tal que Y tem fronteira C1 em X. Se f =

(f1, . . . , fn) é um campo vetorial com componentes em D0(X) tal que o div f — definido

no sentido das distribuições — está em L1(Y ) então vale a Fórmula de Green-Gauss:

∫

Y

div f dx = −
∫

∂Y

〈f, n〉 dS, (1.1.1)

onde n é o normal unitário que aponta para dentro de ∂Y e dS é o elemento de superf́ıcie

em ∂Y .

Suponha agora Y ⊂ X conjuntos abertos em C tal que Y tem fronteira C1 em X. Observe

que se s é o parâmetro de comprimento de arco de ∂Y , então (dx/ds, dy/ds) é vetor

tangente unitário e (−dy/ds, dx/ds) é o vetor normal unitário que aponta para dentro. Se

φ ∈ D1(X), então podemos considerar o campo f = (φ, iφ) e aplicar a equação 1.1.1 para

obter:

2

∫∫

Y

∂φ

∂z
dx dy = −i

∫

∂Y

φ dω, (1.1.2)

onde dω = dx+ idy.

Já estamos em condições para enunciar e apresentar a primeira demonstração do teorema.

Teorema 3 (Existência do Traço). Seja I um intervalo aberto em R e considere a vizi-
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1.1. Caso Complexo

nhança:

Z = {z ∈ C : ℜz ∈ I e 0 < ℑz < γ}.

Se f ∈ H(Z) é uma aplicação tal que para algum N ∈ N vale

|f(z)| ≤ C(ℑz)−N , ∀z ∈ Z (1.1.3)

então bf ∈ D′N+1(I) existe e é definida por 〈bf, φ〉 = limy−→0 〈f(·+ iy), φ〉.

γ Z

I

f(·+ iy)y

y −→ 0

Figura 1.1: Existência de bf

Antes de iniciarmos a demonstração é importante mencionar que a estimativa 1.1.3 equivale

a dizer que a função f tem crescimento temperado.

Demonstração. Para φ ∈ DN+1(I) defina a seguinte aplicação auxiliar:

Γ(x, y) =
N∑

j=0

φ(j)(x) (iy)j

j!
.

Observe que Γ(x, 0) = φ(x) e que ainda valem as seguintes relações:

∂Γ

∂x
=

N∑

j=0

φ(j+1)(x) (iy)j

j!

i
∂Γ

∂y
= −

N∑

j=1

φ(j)(x) (iy)j−1

(j − 1)!
= −

N−1∑

j=0

φ(j+1)(x) (iy)j

j!

Somando as duas equações acima, obtemos:

2
∂Γ

∂z
=
∂Γ

∂x
+ i

∂Γ

∂y
=
φ(N+1)(x) (iy)N

N !
.
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1.1. Caso Complexo

Agora fixe Y com 0 < Y < γ. Para cada y suficientemente pequeno, isto é, 0 < y < γ − Y

nós obtemos da equação 1.1.2 aplicada à função Γ(z)f(z + iy) o seguinte:

∫
Γ(x, 0) f(x+ iy) dx−

∫
Γ(x, Y ) f(x+ iy + iY ) dx = 2i

∫

0<ℑz<Y

f(z + iy)
∂Γ

∂z
dλ(z),

onde λ é a medida de Lebesgue de C e ∂Γ
∂z

está calculado no ponto z.

Como 0 < ℑz < Y podemos escrever z = x+ itY , com 0 < t < 1. Utilizando essa mudança

de variáveis temos que:

2
∂Γ

∂z
(z) = 2

∂Γ

∂z
(x+ itY ) =

φ(N+1)(x) (iY t)N

N !
= 2

∂Γ

∂z
(x, Y ) tN .

Utilizando esta parametrização e lembrando que Γ(x, 0) = φ(x), obtemos:

∫
φ(x) f(x+ iy)dx =

∫
Γ(x, Y ) f(x+ iy+ iY )dx+2iY

∫∫

0<t<1

f(x+ itY + iy)
∂Γ

∂z
tN dx dt.

Observe que como z = x+ itY segue que ∂Γ
∂z

agora está calculado no ponto (x, Y ).

Portanto, o lado esquerdo da igualdade acima é justamente 〈f(·+ iy), φ〉. Com isto, se

provarmos que o lado direito da igualdade converge quando y −→ 0 o teorema estará

provado. Inicialmente vamos verificar que os integrandos convergem. Como iy + iY ∈ Z

para todo 0 ≤ y < γ − Y é fácil ver que Γ(x, Y ) f(x + iy + iY ) −→ Γ(x, Y ) f(x + iY ) e

que f(x + itY + iy) ∂Γ
∂z
tN −→ f(x + itY ) ∂Γ

∂z
tN . Utilizando a hipótese, podemos aplicar o

teorema da Convergência Dominada e concluir que:

lim
y−→0

∫
φ(x) f(x+ iy) dx =

∫
Γ(x, Y ) f(x+ iY ) dx+ 2iY

∫∫

0<t<1

f(x+ itY )
∂Γ

∂z
tN dx dt.

Como corolário da demonstração verificamos que 〈bf, φ〉 =
∫

Γ(x, Y ) f(x + iY ) dx +

2iY
∫∫

0<t<1
f(x+itY ) ∂Γ

∂z
tNdx dt. A grande vantagem desta técnica é fornecer uma definição

para o cálculo de bf que seja desprovida de limite. Com isto, vamos demonstrar o seguinte

corolário de grande interesse.

Corolário 4 (Continuidade do Traço). Seja I um intervalo aberto em R e considere a

vizinhança:

Z = {z ∈ C : ℜz ∈ I e 0 < ℑz < γ}.
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1.1. Caso Complexo

Se {fj} ∈ H(Z) é uma sequência de aplicações tais que para algum N ∈ N vale:

|fj(z)| ≤ C(ℑz)−N , ∀z ∈ Z

então {bfj} ∈ D′N+1(I) existem no sentido do teorema 3. Se além disso a sequência {fj}
converge uniformemente para a aplicação nula em compactos de Z, então bfj −→ 0.

Demonstração. Como toda a sequência {fj} possui uma cota temperada uniforme segue

que para verificarmos que limj−→∞ 〈bfj, φ〉 = 0 temos que calcular:

lim
j−→∞

(∫
Γ(x, Y ) fj(x+ iY ) dx+ 2iY

∫∫

0<t<1

fj(x+ itY )
∂Γ

∂z
tN dx dt

)
.

Para isto é suficiente aplicar o teorema da Convergência Dominada utilizando a informação

da hipótese.

Note que se a sequência do corolário 4 convergir (uniformemente em compactos de Z) para

uma aplicação f ∈ H(Z) que satisfaz |f(z)| ≤ C(ℑz)−N (para as mesmas escolhas de C

e N de {fj}), então podemos aplicar o resultado para a sequência {fj − f} e obter que

bfj −→ bf .

Vamos agora apresentar uma nova demonstração do teorema 3.

Demonstração. Vamos proceder por indução sobre N .

Inicialmente devemos demonstrar o resultado para N = 1. Da hipótese temos que |f(z)| ≤
C(ℑz)−1 para todo z ∈ Z. Fixe um ponto z0 ∈ Z e considere a primitiva:

F : Z −→ C

z 7−→
∫ z
z0
f(ξ) dξ.

Portanto, é fácil de ver que:

|F (z)| ≤
∫ z

z0

|f(ξ)| dξ ≤
∫ z

z0

C(ℑξ)−1 dξ = −C logℑz + C1.

É evidente que F ∈ H(Z) é uma aplicação tal que F ′ = f em Z. Note que F é um pouco

mais regular que f . Em outras palavras, enquanto a função original pode não estar definida

na fronteira y = 0 sua primitiva é integrável, pois log t é integrável em uma vizinhança
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1.1. Caso Complexo

próxima de t = 0. Para tirarmos vantagem deste fenômeno considere agora a primitiva

para F :

G : Z −→ C

z 7−→
∫ z
z0
F (ξ) dξ.

Como F é integrável até a fronteira segue que G é cont́ınua até a fronteira y = 0, mais

precisamente G ∈ H(Z) ∩ C0(Z ∪ I × {0}).

Como a aplicação de derivação é cont́ınua nas distribuições segue que:

lim
y−→0

f(·+ iy) = lim
y−→0

G(2)(·+ iy) =

(
lim
y−→0

G(·+ iy)

)(2)

= G(·)(2) = (bG)(2).

Desta forma, fica provado que bf existe e é tal que bf = (bG)(2).

Suponha que o resultado vale para N − 1 e vamos provar para N . Da hipótese temos que

|f(z)| ≤ C(ℑz)−N para todo z ∈ Z. Fixe um ponto z0 ∈ Z e considere a primitiva:

F : Z −→ C

z 7−→
∫ z
z0
f(ξ) dξ.

Portanto, é fácil de ver que:

|F (z)| ≤
∫ z

z0

|f(ξ)| dξ ≤
∫ z

z0

C(ℑz)−N dξ = C1(ℑz)−(N−1).

Consequentemente o teorema é válido para F (por hipótese de indução) e, portanto, existe

o traço bF . Utilizando a continuidade da derivada temos

lim
y−→0

f(·+ iy) = lim
y−→0

F ′(·+ iy) =

(
lim
y−→0

F (·+ iy)

)′

= (bF )
′

.

Observando a demonstração anterior constatamos o seguinte fato: seja G uma (N + 1)-

primitiva de f . Temos que G é cont́ınua até a fronteira e portanto existe seu traço bG.

Como limites e derivadas comutam segue que bf existe e é dado por bf = (bG)(N+1).

A próxima etapa é redemonstrar o corolário 4 utilizando a construção feita na demonstração

anterior. É interessante observar que neste caso não temos uma fórmula simples para bf ,

com isto precisaremos de um argumento um pouco mais elaborado.
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1.2. Traço em uma Aresta M

Demonstração. Considere a primeira primitiva:

Fj : Z −→ C

z 7−→
∫ z
z0
fj(ξ) dξ.

Vamos mostrar que {Fj} converge a zero uniformemente em compactos de Z. Para isso

considere r > 0 tal que |z − z0| < r e ε > 0. Escolha j0 tal que |fj| < ε para todo j > j0.

Nestas condições temos que:

∣∣∣∣
∫ z

z0

f(ξ) dξ

∣∣∣∣ ≤
∫ z

z0

|f(ξ)| dξ ≤
∫ z

z0

ε dξ ≤ rε,

para todo j > j0.

Para cada fj considere sua (N + 1)-primitiva Gj obtida através de sucessivas integrações

sobre o caminho [z0, z]. Iterando o argumento anterior obtemos que {Gj} converge a zero

uniformemente em compactos de Z. Como cada uma das aplicações Gj são cont́ınuas até

y = 0 é trivial notar que bGj = Gj(·+ i0).

A próxima etapa é mostrar que bGj −→ 0 uniformemente em compactos de I. Considere

|x − x0| < r e ε > 0. Tome λ > 0 de tal forma que se |y| < λ então x + iy ∈ Z. Como

|x−x0| < r e |y| < λ então existe um j0 tal que se j > j0 então |Gj(x+ iy)| < ε. Tomando

o limite quando y −→ 0 temos que |Gj(x)| < ε. Com isto fica provado que bGj −→ 0.

Utilizando o fato que limites e derivadas comutam segue que:

lim
j−→∞

bfj = lim
j−→∞

(bGj)
(N+1) =

(
lim
j−→∞

bGj

)(N+1)

= 0.

Nesta próxima seção vamos verificar o comportamento do traço de funções holomorfas

quando se tem várias variáveis complexas.

1.2 Traço em uma Aresta M

Seja M uma subvariedade genérica de C
N de codimensão d e dimensão CR n e p0 ∈

M . Escolha ρ = (ρ1, . . . , ρd) uma função definidora de M próxima a p0 e tome O uma
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1.2. Traço em uma Aresta M

vizinhança de p0 na qual ρ esteja definida. Isto equivale a dizer que:

M ∩ O = {z ∈ O : ρ(z, z) = 0}.

Vamos agora reapresentar uma definição praticamente conhecida por todos. Um subcon-

junto Γ ⊂ R
d será dito um cone com vértice na origem se para todo z ∈ Γ e para qualquer

t ∈ R
+ valer que tz ∈ Γ. É fácil de observar que o vértice pertence à fronteira topológica

de Γ.

Se Γ é um cone aberto convexo com vértice na origem de R
d nós definiremos:

W(O, ρ,Γ) = {z ∈ O : ρ(z, z) ∈ Γ}.

Inicialmente, note que o conjunto definido anteriormente é um subconjunto aberto de

C
n+d — pois é imagem inversa de um aberto por uma aplicação suave — e cuja fronteira

topológica contém M ∩ O — pois 0 é o vértice do cone Γ.

Note que a definição acima depende — a priori — da escolha da função definidora. Nós

veremos logo abaixo que isto não será um problema. Deste ponto em diante chamaremos

tal conjunto de cunha de aresta M na direção Γ e centrado em p0.

O conjunto W deve ser geometricamente entendido da seguinte forma: para cada ponto p

de M ∩ O considere uma cópia Γp = Γ × {p} do cone original Γ. Logo depois identifique

cada ponto p com o vértice (0, p) de Γp. Em outras palavras: estamos colando cones Γ em

cada ponto de M ∩ O.

M ∩ O M

Γ

W

Figura 1.2: Cunha W de aresta M

Note que quando M é uma hipersuperf́ıcie (isto é, d = 1) temos que W é simplesmente

uma vizinhança de um lado apenas de p0 — mais precisamente: W = O ∩ {ρ(z, z) > 0}
ou W = O ∩ {ρ(z, z) < 0}.
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1.2. Traço em uma Aresta M

A próxima etapa é verificar que a construção de W é independente de ρ em um sentido

bem espećıfico — o que permitirá mudanças livres na escolha da função definidora.

Proposição 5. Sejam ρ e ρ′ duas funções definidoras de M próximas do ponto p0. Nestas

condições existe uma matrix real d × d invert́ıvel B tal que para todo O e Γ no contexto

acima vale a seguinte propriedade. Para qualquer cone aberto convexo Γ1 ⊂ R
d com BΓ1∩

Sd−1 relativamente compacto em Γ∩Sd−1 implica que existe um O1, uma vizinhança aberta

de p0 em C
n+d, tal que:

W(O1, ρ
′,Γ1) ⊂ W(O, ρ,Γ).

Demonstração. Sabemos que existe uma matriz suave A definida em uma vizinhança

de p0 tal que ρ′ = Aρ. Defina B = A(p0, p0)
−1. É claro que se ρ′(z, z) ∈ Γ1 então

A(z, z) ρ(z, z) ∈ Γ1. Consequentemente A(p0, p0)
−1A(z, z) ρ(z, z) ∈ A(p0, p0)

−1 Γ1. Escre-

vendo A(p0, p0)
−1A(z, z) como (I +O(z, z)) obtemos:

(I +O(z, z)) ρ(z, z) ∈ A(p0, p0)
−1 Γ1,

onde I é a matriz identidade d×d e O(z, z) é uma matriz tal que ‖O(z, z)‖ −→ 0 a medida

que z −→ p0. Ora, a hipótese de que BΓ1 ∩ Sd−1 é relativamente compacto em Γ ∩ Sd−1

implica que ρ(z, z) pertence a Γ para valores suficientemente pequenos de z−p0. Isto prova

nossa proposição para uma certa vizinhança O1.

Seja M ⊂ C
n uma subvariedade genérica da forma

M = {z = (u, w) ∈ C
n × C

d : ℑw = φ(u, u,ℜw)}

e p0 ∈ M . Como anteriormente, denote por ρ = (ρ1, . . . , ρd) uma função definidora para

M próximo a p0. Suponha também, sem perda de generalidade, que φ(p0) = 0, dφ(p0) = 0

e p0 = 0.

Vamos considerar uma cunha W ′ = W(O, ρ,Γ′) com aresta M . Dizemos que uma função

holomorfa f é de crescimento temperado se existe uma constante C > e um inteiro k ≥ 0

tal que:

|f(z)| ≤ C

|ρ(z, z)|k , ∀ z ∈ W ′.

Observe que como ρ(z, z) representa um ponto dentro do cone Γ′ segue que |ρ(z, z)| é
comparável com | dist(z,M)|. Com isto observamos que a formulação anterior é equivalente
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1.2. Traço em uma Aresta M

a dizer que existe uma constante C > 0 (possivelmente diferente da do caso acima) e um

inteiro k ≥ 0 tal que:

|f(z)| ≤ C

| dist(z,M)|k , ∀ z ∈ W ′.

Vamos considerar uma cunha de aresta M com um formato um pouco mais especial. Su-

ponha Γ um cone aberto convexo qualquer. Como nossa variedade M é o gráfico de uma

função φ considere:

W = {(u, w) : w = s+ iφ(u, u, s) + iv, |z| < ε, |s| < ε, |v| < ε, v ∈ Γ}.

Note que se v = 0 estamos em M e à medida que v varia vamos parametrizando o cone Γ.

Ora, pela proposição 5 existe um ε > 0 e um cone aberto convexo Γ ⊂ R
d tal que W ⊂ W ′.

Em outras palavras: independentemente da cunha originalmente dada é posśıvel construir

essa cunha W de coordenadas canônicas que está contido em W ′.

Nosso próximo objetivo é trabalhar com uma formulação de crescimento temperado mais

útil para nossos cálculos. Para isto vamos assumir que 0 6∈ Γ e que f(u, w) é holomorfa em

W . Suponha que exista uma constante C > 0 tal que f satisfaça a seguinte estimativa

|f(u, s+ iφ(u, u, s) + iv)| ≤ C

|v|k ,

para todos u, s, v suficientemente pequenos com v ∈ Γ. Note que como p(v) = (u, s +

iφ(u, u, s) + iv) ∈ W e | dist (p(v),M) | ≈ |v| temos que f tem crescimento temperado.

Antes de enunciarmos o principal resultado desta seção vamos estabelecer uma notação

simplificadora. Se Γ1 ⊂ Γ2 são cones abertos tais que Γ1 ∩ Sd−1 é relativamente compacto

em Γ2 ∩ Sd−1 então escreveremos Γ1 4 Γ2. Analogamente, se O1 ⊂ O2 e Γ1 4 Γ2 então

escreveremos W1 4 W2 onde W1 = W1(O1, ρ,Γ1) e W2 = W2(O2, ρ,Γ2).

Denote por Ek(W) o espaço de Banach das funções de crescimento temperado em W
munido da norma

‖f‖k = sup
(z,w)∈W,v∈Γ

|v|k|f(u, w)|,

onde w = s+ iφ(u, u, s) + iv.

Teorema 6 (Existência do Traço). Seja f(u, w) uma função holomorfa de crescimento

temperado em W. Nestas condições existe uma distribuição chamada bf definida em uma
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vizinhança de p0 em M pela identidade

〈bf, ψ〉 = lim
Γ∋v−→0

∫∫∫

R2n+d

f(u, s+ iφ(u, u, s) + iv)ψ(x, y, s) dx dy ds,

onde u = x + iy e ψ é uma função teste em R
2n+d com suporte suficientemente pequeno.

Além disso, se bf é uma aplicação cont́ınua então para qualquer cunha W̃ com W̃ 4 W
a restrição de f a W̃ se estende continuamente até uma vizinhança de p0 em M . Ainda

mais, se valer que bf = 0 então f = 0.

Neste trabalho iremos demonstrar uma versão não tão geral do teorema acima, mas que

será suficiente para nossa aplicação. Na proposição a seguir estaremos preocupados com o

a existência do traço (bf)v em uma direção fixada v ∈ Γ.

Proposição 7. Seja f(u, w) uma função holomorfa de crescimento temperado em W. Con-

sidere v ∈ Γ e ψ uma função teste em R
2n+d com suporte suficientemente pequeno. Nestas

condições existe o limite

〈(bf)v, ψ〉 = lim
σ−→0

∫∫∫

R2n+d

f(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv)ψ(x, y, s) dx dy ds,

onde u = x+ iy.

Uma observação interessante: depois de demonstrarmos a proposição anterior, podeŕıamos

demostrar que dados p, q ∈ Γ valeria que

(bf)p = (bf)q

e com isto mostraŕıamos que o traço independe da escolha da direção e certamente valeria o

teorema 6. Entretanto, vamos nos concentrar apenas em demonstrar a existência de (bf)v.

Antes de iniciarmos a demonstração da proposição vamos trabalhar em um lema técnico

que contém as ideias centrais da prova do teorema.

Lema 8. Seja f : (0, r) −→ R uma função suave e seja k > 0 um inteiro não negativo. Se

para todo j existe uma constante Cj > 0 tal que

∣∣∣∣
djf

dxj
(x)

∣∣∣∣ ≤
Cj
xk
, 0 < x < r

então f admite uma extensão suave em [0, r).
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1.2. Traço em uma Aresta M

Demonstração. Para simplificarmos nosso trabalho, assuma que k = 1. Considere t > 0

suficientemente pequeno e escreva a Série de Taylor com Resto Integral para f ′ com os

parâmetros a = 1, a+ h = t e n = 1. Em outras palavras:

f ′(t) = f ′(1) + f ′′(1) (t− 1) +
(t− 1)2

2

∫ 1

0

(1− s) f ′′′(1 + st− s) ds.

Como t > 0 podemos estimar o integrando anterior e obter:

|(1− s) f ′′′(1 + st− s)| ≤ C3|1− s|
|1 + st− s| ≤ |1− s| C3

|1− s| ≤ C3.

Consequentemente temos que f ′ é uma aplicação limitada pois

|f ′(t)| ≤ |f ′(1)|+ |f ′′(1) (t− 1)|+ (t− 1)2

2

∫ 1

0

C3 ds ≤ C.

Considere agora t > 0 suficientemente pequeno e escreva a Série de Taylor com Resto

Integral para f com os parâmetros a = 1, a+ h = t e n = 0. Mais precisamente:

f(t) = f(1) + (t− 1)

∫ 1

0

f ′(1 + st− s) ds.

Como f ′ é limitada e ainda f ′(1+ st− s) −→ f ′(1− s) a medida que t −→ 0 podemos usar

o teorema da Convergência Dominada e obter:

lim
t−→0

f(t) = f(1)−
∫ 1

0

f ′(1− s) ds.

Com isto mostramos que f admite uma extensão cont́ınua na origem. Ora, se no lugar de

f aplicarmos o procedimento anterior para f ′ teŕıamos uma extensão cont́ınua para f ′ (e

assim sucessivamente).

Caso k > 1 teŕıamos que utilizar uma Série de Taylor com n suficientemente grande. O

restante da demonstração ficaria inalterado.

Vamos agora demonstrar nossa proposição. A ideia central é utilizar a hipótese de cresci-

mento temperado para verificar que podemos utilizar o lema anterior.
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Demonstração. Considere v ∈ Γ e ψ uma função teste em R
2n+d com suporte suficiente-

mente pequeno. Nestas condições defina a função:

F (σ) =

∫∫∫

R2n+d

f(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv)ψ(x, y, s) dx dy ds,

onde u = x+ iy. Queremos mostrar que existe limσ−→0 F (σ).

Inicialmente, vamos diferenciar sob o sinal da integral e obter:

F ′(σ) =
d∑

l=1

∫∫∫

R2n+d

fwl
(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv) (ivl)ψ(x, y, s) dx dy ds,

onde fwl
é l-ésima derivada com respeito à componente w de f(u, w).

Derivando f(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv) com respeito a sm obtemos:

∂

∂sm
(f(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv)) =

d∑

l=1

fwl
(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv) (δml + iφl,sm(u, u, s)),

onde δml é o Delta de Kronecker.

Como dφl(0) = 0 podemos reescrever δml + iφl,sm(u, u, s) como funções suaves alm(u, u, s)

tais que alm(0) = δml. Com esta simplificação temos:

fwl
(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv) =

d∑

m=1

alm(u, u, s)
∂

∂sm
(f(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv)) .

Substituindo a equação anterior na fórmula de F ′(σ), obtemos que F ′(σ) =

d∑

l,m=1

∫∫∫

R2n+d

alm(u, u, s)
∂

∂sm
(f(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv)) ivl ψ(x, y, s) dx dy ds.

Integrando por partes temos que F ′(σ) =

−
d∑

l,m=1

∫∫∫

R2n+d

∂

∂sm
(alm(u, u, s) ivl ψ(x, y, s))f(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv) dx dy ds.

Ora, da hipótese de crescimento temperado temos que |f(u, s+ iφ(u, u, s) + iσv)| ≤ C/σk.
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Como alm(u, u, s) ivl ψ(x, y, s) não depende de σ obtemos a estimativa desejada para a

primeira derivada de F :

|F ′(σ)| ≤ C

σk
.

Naturalmente, para majorar as próximas derivadas, basta repetir os cálculos anteriores

com a ordem desejada.

Da demonstração, conclúımos que tomado v ∈ Γ e constrúıda a aplicação F (σ) = Fv(σ)

como anteriormente temos que:

〈bf, ψ〉 = lim
σ−→0

F (σ).

Agora vamos nos dedicar ao estudo da continuidade do operador b neste contexto mais

geral. Neste caso, a técnica que utilizamos para verificar a existência do traço será suficiente

para investigarmos sua continuidade.

Uma inspeção da demonstração nos mostra que:

| 〈bf, ψ〉 | =
∣∣∣ lim
σ−→0

F (σ)
∣∣∣ ≤ Cl‖f‖l,

onde l ≥ k.

Inicialmente, suponha uma sequência {fn} ∈ Cω(W) tal que exista uma constante C > e

um inteiro k ≥ 0 tal que:

|fn(z)| ≤
C

| dist(z,M)|k , ∀ z ∈ W .

Suponha que {fn} convirja a zero em compactos deW . Inicialmente tome uma função ψ em

M com suporte suficientemente pequenoK0. Observe que o estudo do valor de fronteira bfn

depende apenas do comportamento de fn para valores de (u, w) suficientemente próximos

de K0. Nestas condições dado ε > 0 existe um n0 tal que se |s| < C, |u| < C, |v| < C então

|fn| < ε. Desta forma:

lim
n−→∞

sup
|s|,|u|,|v|<C

|v|k|fn(u, w)| ≤ Ckε

Consequentemente, ‖f‖k −→ 0 e, portanto, bfn −→ 0.
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1.2. Traço em uma Aresta M

Notas para o Caṕıtulo 1

Quando definimos a distribuição bf na segunda seção nós fixamos um sistema de coor-

denadas em M . A priori é preciso demonstrar que bf independe dessa escolha. Apesar

de não ter havido esta preocupação neste texto a estratégia é a seguinte: construa uma

sequência fn de aplicações em Ek(W) que são cont́ınuas até depois da aresta M tal que

‖f − fn‖2k −→ 0. Como bfn = fn|M independe da escolha de coordenadas (pois fn são

aplicações cont́ınuas até M), então segue o mesmo para bf . Para detalhes das demonstra-

ções ausentes nesta seção consulte o caṕıtulo VII de [BER99]. Já para maiores informações

sobre a primeira seção consulte o caṕıtulo III de [Hör83].
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CAṔITULO 2

Teorema de Aproximação CR

Resumo

O Teorema de Aproximação, provado em 1981 por Baouendi e Treves, é uma das princi-

pais ferramentas dispońıveis na teoria das estruturas localmente integráveis. Esse resultado

estabelece que qualquer distribuição h que seja solução das seções de uma estrutura local-

mente integrável L em uma variedade diferenciável M pode expressar-se localmente como

limite de uma sequência de soluções suaves da forma Pk◦Z. A demonstração desse resultado

pode ser encontrada em [BCH08, cap. II].

De forma geral é imposśıvel esperar que a convergência dada pelo Teorema de Aproximação

seja melhor que local. Mais precisamente: não se pode oferecer quaisquer mecanismos de

controle sobre o aberto onde se dá a convergência Pk ◦ Z −→ h com as hipóteses pouco

restritivas requeridas pelo teorema. O principal problema envolvido nessa questão é a

natureza euclidiana local de uma variedade M e a impossibilidade associada a ela de se

obter uma carta de parametrização global.

Neste caṕıtulo iremos apresentar uma versão do Teorema de Aproximação que apresenta

hipóteses mais restritivas — tanto em M como em L — e, em contrapartida, obteremos

uma convergência em qualquer compacto dado.
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2.1. Sistema de Coordenadas

2.1 Sistema de Coordenadas

Considere q : Cm×C
m −→ C

d quádrica , isto é, q é bilinear e q(u, v) = q(v, u). Observando

que q = (q1, . . . , qd) é claro que cada aplicação qi : C
m×C

m −→ C é uma aplicação quádrica.

Se w = (w1, . . . , wm) ∈ C
m então:

ql(w,w) =
∑

i,j

wiwj a
l
ij com alij = alji.

Defina a seguinte variedade:

M = {(w, t) ∈ C
m × C

d,ℑt = q(w,w)}.

Como q é quádrica note que q(w,w) = q(w,w), isto é, q(w,w) ∈ R
d. Observe que M

nada mais é senão o conjunto M = {w1, . . . , wm, x1 + i q1(w,w), . . . , xd + i qd(w,w)}. Em

particularM é gráfico sobre Cm×R
d ≈ R

2m×R
d e consequentemente temos que dimM =

2m+ d.

Deste ponto em diante nos referiremos a M como variedade quádrica. Note que, em alguns

contextos, pode-se também entender por variedade quádrica o conjunto M = {(w, t) ∈
C
m ×C

d,ℜt = q(w,w)}. A vantagem dessa classe de superf́ıcies se tornará clara a medida

que formos caminhando em nossos cálculos: a presença de uma parametrização global que

satisfaz uma certa estimativa polinomial.

R
d

R
d

M

C
m

x0

x1

Figura 2.1: Esboço de uma variedade quádrica
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2.1. Sistema de Coordenadas

Suponha w = u+ i v. Em termos de coordenadas em R
2m × R

d consideraremos:

(u1, . . . , um, v1, . . . , vm, x1, . . . , xd).

Seja q̃(u, v) = q(u+ i v, u− i v) e considere a aplicação:

Z : R
2m × R

d −→ C
m × C

d

(u, v, x) 7−→ (u+ i v, x+ i q̃(u, v)) .

Ora, Z é uma parametrização global para M . Suas coordenadas complexas, doravante

denotadas por Z1, . . . , Zm, Zm+1, . . . , Zm+d, são

Caso A 1 ≤ s ≤ m:

Zs = us + i vs,

Caso B 1 +m ≤ s ≤ d:

Zs = xs−m + i q̃s−m(u, v).

Para um ponto (u′, v′, x′) arbitrário a matrix jacobiana de Z com respeito às variáveis (u, x)

(doravante indicada por Zu,x ou Zφ) tem determinante identicamente 1. De fato,

Zu,x =




∂Zj
∂ui

∂Zj
∂xk

∂Zj
∂ui

∂Zj
∂xk




Lembre-se: a matriz anterior temm+d linhas. As primeirasm correspondem a (u, v, x) 7−→
(u+ i v). Já o restante das linhas corresponde a (u, v, x) 7−→ x+i q̃(u, v). Com isto obtemos

a seguinte matriz triangular inferior, cujo determinante é facilmente calculado:
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2.1. Sistema de Coordenadas

Zu,x =




1 . . . 0 0 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 . . . 1 0 . . . 0

∂q̃1(u′,v′)
∂u1

. . . ∂q̃1(u′,v′)
∂um

1 . . . 0
...

. . .
...

...
. . .

...
∂q̃d(u

′,v′)
∂u1

. . . ∂q̃d(u
′,v′)

∂um
0 . . . 1




Nosso próximo objetivo é introduzir certos campos e analisar sua interação com nossa

aplicação Z. Considere Mk, k = 1, . . . ,m+ d, dados por

Caso A 1 ≤ k ≤ m:

Mk =
∂

∂uk
− i

d∑

l=1

∂q̃l
∂uk

∂

∂xl
,

Caso B m+ 1 ≤ k ≤ m+ d:

Mk =
∂

∂xk−m
.

A próxima etapa é investigar a relação entre os campos Mk e as coordenadas da carta

global da variedade M . Com efeito,

Afirmação 9. Se 1 ≤ k, s ≤ m+ d então MkZs = δks.

Demonstração. A estratégia consiste em analisar todos os posśıveis casos. Inicialmente,

suponha que 1 ≤ k ≤ m. Desta forma obtemos dois casos: o primeiro é 1 ≤ s ≤ m.

Consequentemente:

Mk(us + i vs) =
∂us
∂uk

= δks.

Já o segundo caso é m+ 1 ≤ s ≤ m+ d. Com o qual temos:

Mk (xs−m + i q̃s−m) = i
∂q̃s−m
∂uk

− i
d∑

l=1

∂q̃l
∂uk

∂xs−m
∂xl

= i
∂q̃s−m
∂uk

− i
∂q̃s−m
∂uk

= 0 = δks.

Para concluirmos suponha que m + 1 ≤ k ≤ m + d. Novamente obtemos dois casos: o

primeiro é 1 ≤ s ≤ m. Facilmente verificamos que:

MkZs =
∂ (us + i vs)

∂xk−m
= 0 = δks.
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2.1. Sistema de Coordenadas

Já no segundo caso, com m+ 1 ≤ s ≤ m+ d, obtemos:

MkZs =
∂

∂xk−m
(xs−m + i q̃s−m) = δk−m,s−m = δks.

Com o objetivo de simplificarmos a notação, defina, para 1 ≤ k ≤ m + d, Φk = ℑZk.
Lembrando da definição das coordenadas de Z é imediato observar que para 1 ≤ j ≤ m

ocorre que

Caso A 1 ≤ k ≤ m
∂Φk

∂vj
= δkj;

Caso B m+ 1 ≤ k ≤ m+ d:
∂Φk

∂vj
=
∂q̃k−m
∂vj

.

A partir deste ponto considere, para 1 ≤ j ≤ m, os campos:

Lj =
∂

∂vj
− i

m+d∑

k=1

∂Φk

∂vj
Mk.

Continuando com nosso estudo iremos procurar entender a relação entre os campos Lj e

as coordenadas da carta global da variedade M . Com efeito,

Afirmação 10. Para 1 ≤ j ≤ m e 1 ≤ l ≤ m+ d vale que LjZl = 0.

Demonstração. De fato,

LjZl =
∂Zl
∂vj

− i
m+1∑

k=1

∂Φk

∂vj
δkl =

∂Zl
∂vj

− i
∂Φl

∂vj
.

Como ℜZl não depende de v e lembrando que Φl = ℑZl então segue que

∂Zl
∂vj

− i
∂Φl

∂vj
=
∂iℑZl
∂vj

− i
∂Φl

∂vj
= i

∂Φl

∂vj
− i

∂Φl

∂vj
= 0.
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2.1. Sistema de Coordenadas

A expressão dos campos Lj foi bem útil para computarmos o valor de LjZl, mas para con-

tinuarmos nosso trabalho será preciso encontrar uma formulação equivalente. O próximo

objetivo é encontrar uma expressão que simplifique a representação dos campos Lj. Para

isso comecemos observando que:

m+d∑

k=1

∂Φk

∂vj
Mk =

m∑

k=1

δkjMk +
m+d∑

k=m+1

∂q̃k−m
∂vj

Mk =Mj +
m+d∑

k=m+1

∂q̃k−m
∂vj

Mk.

Como Mk =
∂

∂xk−m
se m+ 1 ≤ k ≤ m+ d então temos que:

m+d∑

k=1

∂Φk

∂vj
Mk =Mj +

m+d∑

k=m+1

∂q̃k−m
∂vj

∂

∂xk−m
.

Consequentemente temos:

Lj =
∂

∂vj
− i

(
Mj +

m+d∑

k=m+1

∂q̃k−m
∂vj

∂

∂xk−m

)
.

Como 1 ≤ j ≤ m temos que Mj =
∂
∂uj

− i
∑d

l=1
∂q̃l
∂uj

∂
∂xl

e por ora podemos obter:

Lj =
∂

∂vj
− i

(
∂

∂uj
− i

d∑

l=1

∂q̃l
∂uj

∂

∂xl
+

m+d∑

k=m+1

∂q̃k−m
∂vj

∂

∂xk−m

)
.

Distribuindo temos:

Lj =
∂

∂vj
− i

∂

∂uj
−

d∑

l=1

∂q̃l
∂uj

∂

∂xl
− i

m+d∑

k=m+1

∂q̃k−m
∂vj

∂

∂xk−m
.

Aplicando uma translação em um dos somatórios obtemos a igualdade:

m+d∑

k=m+1

∂q̃k−m
∂vj

∂

∂xk−m
=

d∑

k=1

∂q̃k
∂vj

∂

∂xk
=

d∑

l=1

∂q̃l
∂vj

∂

∂xl
.

Desta forma podemos escrever:

Lj =
∂

∂vj
− i

∂

∂uj
−

d∑

l=1

∂q̃l
∂uj

∂

∂xl
− i

d∑

l=1

∂q̃l
∂vj

∂

∂xl
.
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2.1. Sistema de Coordenadas

Conclúımos que:

Lj =
∂

∂vj
− i

∂

∂uj
− i

d∑

l=1

(
−i ∂q̃l

∂uj
+
∂q̃l
∂vj

)
∂

∂xl
.

Lembrando as equações de Cauchy-Riemann:

(−2i) ∂j = −i ∂

∂uj
+

∂

∂vj
.

Podemos finalmente concluir que, a menos de uma constante,

Lj = ∂j − i
d∑

l=1

(
∂j q̃l

) ∂

∂xl
.

Neste ponto é importante discutirmos algumas propriedades dos campos Lj. Inicialmente

é fácil de verificar que eles constituem geradores linearmente independentes para uma

estrutura localmente integrável L. Além disso, observamos que Lj são campos tangentes

a M que também são combinações lineares dos campos de Cauchy-Riemann em C
m × C

d.

Em particular temos que se h ∈ H(Cm × C
d) então L(h|M) = 0. Depois dessa pequena

discussão podemos enunciar a

Definição 11. O conjunto {Z1, . . . , Zm, Zm+1, . . . , Zm+d} é dito ser um conjunto completo de

integrais primeiras. Os campos {L1, . . . , Lm} são chamados de geradores da estrutura CR

deM . Além disso, uma aplicação (ou mais geralmente, uma distribuição) u ∈ D′(R2m×R
d)

é dita CR se Lju = 0 para todo 1 ≤ j ≤ m. O conjunto de todas as distribuições CR será

denotado por CR(M).

Os campos Lj e Mk possuem uma importante propriedade quando olhados em conjunto.

Ora, como esses campos comutam dois a dois e geram CTM , segue das propriedades destes

campos (juntamente com o fato de que dZ1, . . . , dZm+d, dv1, . . . , dvm geram CT ∗M) que

os campos Lj e Mk constituem uma base (em um sentido espećıfico) para o diferencial de

uma aplicação suave – em outras palavras: se g ∈ C∞(M) então:

dg =
m∑

j=1

Ljg dvj +
m+d∑

k=1

Mkg dZk (2.1.1)
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2.2. Operador de Aproximação Modificado

2.2 Operador de Aproximação Modificado

Dado m ∈ N e para cada z = (z1, . . . , zn) ∈ C
n, defina o número complexo (z)m por

zm1 + . . .+ zmn . Naturalmente essa notação deve ser entendida como uma extensão natural

da definição usual de (z)m caso z ∈ C.

Sejam p, q ∈ N e defina a função

E : R
p × R

q −→ R

(η, ζ) 7−→ 1
ω
e(ζ)

2−(η)4 ,

onde ω é escolhida de tal forma que

∫∫

Rp+q

E(i t, i s) dt ds = 1.

Façamos uma pausa para uma discussão técnica.

Lema 12. Seja f : Cn −→ C uma função inteira tal que se z ∈ R
n então f(z) = 1. Nestas

condições vale que f ≡ 1.

Demonstração. Sem perda de generalidade suponha n = 2. Primeiramente fixe z2 ∈ C.

Como z −→ f(z, z2) é inteira e constante igual a 1 em um conjunto com ponto de acumu-

lação em C então é claro que z 7−→ f(z, z2) ≡ 1 para todo z ∈ C. Agora fixe z1 ∈ C. É

claro que z −→ f(z1, z) é inteira (e lembrando que R tem um ponto de acumulação em C)

então é claro que z 7−→ f(z1, z) ≡ 1 para todo z ∈ C. Portanto segue o resultado.

Depois desta pequena digressão sobre funções de várias variáveis complexas vamos enunciar

e demonstrar uma propriedade muito interessante do nosso núcleo.

Lema 13. Para toda matriz B com p× q elementos complexos vale:

ω =

∫∫

Rp+q

e−(s+B t)2−(t)4 dt ds.

Demonstração. Considere a função:

I(B) =
1

w

∫∫

Rp+q

e−(s+B t)2−(t)4 dt ds.
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2.2. Operador de Aproximação Modificado

Derivando sob o sinal da integral, conclúımos que I é uma função inteira na variável

complexa B. Afirmamos que quando B tem entradas reais I(B) ≡ 1. De fato, aplicando a

mudança de variável ŝ = s+B t e t̂ = t e observando que seu determinante jacobiano é 1,

pois

J =

[
Id B

0 Id

]
,

conclúımos que:

I(B) =
1

w

∫∫

Rp+q

e−(ŝ)2−(t̂)4 dt̂ dŝ =

∫∫

Rp+q

E(i t, i s) dt ds = 1.

Pelo lema anterior segue o resultado.

Lembrando que u ∈ R
m e x ∈ R

d escolha uma aplicação f ∈ D(Rm+d) satisfazendo as

condições:

1. f(u, x) = 0 para |(u, x)| > 2;

2. f(u, x) = 1 para |(u, x)| ≤ 1.

Para p > 0 defina a função fp : R
m+d −→ R dada por fp(u, x) = f(p u, p x). Naturalmente

fp depende da escolha da própria f , do parâmetro p e também é uma função teste.

Conforme discutido na seção anterior, existem duas classes de componentes de nosso con-

junto de integrais primeiras. Vamos considerar Z = (Z1, Z2) onde Z1 = (Z1, . . . , Zm) e

Z2 = (Zm+1, . . . , Zm+d). Lembre-se que não existe possibilidade de confusão entre Z2 e

(Z)2 ou entre Z1 e (Z)1: os primeiros śımbolos são aplicações com d e m componentes

respectivamente, já os segundos śımbolos são números complexos.

Introduziremos uma notação que será muito utilizada deste ponto em diante. Para τ > 0

denote por eτ (u, v, x, u
′, v′, x′) a expressão:

exp
{
−τ
(
Z1(u, v, x)− Z1(u′, v′, x′)

)4}
exp

{
−τ 1/2

(
Z2(u, v, x)− Z2(u′, v′, x′)

)2}
.

Considerando que Z1(u, v, x) = u + i v e Z2(u, v, x) = x + i q̃(u, v) podemos calcular eτ

quando v = v′ com facilidade. De fato,

eτ (u, v, x, u
′, v, x′) = exp

{
−τ (u− u′)

4 − τ 1/2 (x− x′ + i (q̃(u, v)− q̃(u′, v)))
2
}
.
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2.2. Operador de Aproximação Modificado

A partir deste momento considere h ∈ CR(M) ∩ C∞(M) e, para p > 0 a ser escolhido

oportunamente, defina ρ(u, v, x) = fp(u, x)h(u, v, x).

Construa o operador de aproximação modificado Gτh(u, v, x) da seguinte forma:

Gτh(u, v, x) =
τ d/4+m/4

ω

∫∫

Rm+d

eτ (u, v, x, u
′, v, x′) ρ(u′, v, x′) du′ dx′.

Antes de prosseguirmos é importante salientar alguns pontos. Primeiro, a integral acima

está bem definida pois todas as funções são suaves e ρ tem suporte compacto. Desta forma,

temos que Gτh é uma função suave das variáveis (u, v, x) que, infelizmente, não tem razão

para ser uma função anaĺıtica. Além disso, no caso trivial em que q̃ ≡ 0 é fácil de ver que

Gτh é simplesmente a convolução de h com uma Gaussiana. Isso nos inspira a verificar

se Gτh se comporta como uma aproximação da identidade. De forma geral esses pontos

justificam o nome de “operador de aproximação modificado” para Gτh.

Depois dessas pequenas observações podemos continuar usando o lema 13 e obter:

ρ(u, v, x) =
1

ω

∫∫

Rm+d

exp
{
− (x′ + iDuq̃(u, v)u

′)
2 − (u′)4

}
ρ(u, v, x) du′ dx′. (2.2.1)

Aplicando a mudança de variável x′ −→ x+τ−1/4 x′ e u′ −→ u+τ−1/4 u′ (cujo determinante

jacobiano é τ−d/4−m/4) no operador de aproximação modificado segue que Gτh(u, v, x) pode

ser escrito como:

1

ω

∫∫

Rm+d

exp
{
−(u′)4 − τ 1/2

(
−τ−1/4 x′ + i

(
q̃(u, v)− q̃

(
u+ τ−1/4u′, v

)))2}

· ρ(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′) du′ dx′.

Que pode ser reescrito como Gτh(u, v, x) =

1

ω

∫∫

Rm+d

exp
{
−(u′)4 − τ 1/2

(
Z2(u, v, x)− Z2(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′)

)2}

· ρ(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′) du′ dx′.
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2.3 Convergência do Operador Modificado

Vamos calcular (Gτh− ρ) (u, v, x) utilizando a identidade 2.2.1, separar em duas partes de

maneira conveniente e em seguida estimar cada uma das partes. Inicialmente observe que

(Gτh− ρ) (u, v, x) =

1

ω

∫∫

Rm+d

exp
{
−(u′)4 − τ 1/2

(
Z2(u, v, x)− Z2(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′)

)2}

· ρ(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′)− exp
{
− (x′ + iDuq̃(u, v)u

′)
2 − (u′)4

}

· ρ(u, v, x) du′ dx′.

Em seguida podemos acrescentar e subtrair o termo:

1

ω

∫∫

Rm+d

exp
{
− (x′ + iDuq̃(u, v)u

′)
2 − (u′)

4
}
ρ(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′) du′ dx′.

Finalmente obtendo que (Gτh− ρ) (u, v, x) = Iτ + Jτ , onde

Iτ (u, v, x) =
1

ω

∫∫

Rm+d

exp
{
− (x′ + iDuq̃(u, v)u

′)
2 − (u′)

4
}

·
[
ρ(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′)− ρ(u, v, x)

]
du′ dx′, e

Jτ (u, v, x) =
1

ω

∫∫

Rm+d

[
exp

{
−(u′)4 − τ 1/2

(
Z2(u, v, x)− Z2(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′)

)2}

− exp
{
− (x′ + iDuq̃(u, v)u

′)
2 − (u′)

4
}]

· ρ(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′) du′ dx′.

Considere R > 0 a ser escolhido oportunamente. A próxima etapa será estimar Iτ . Como

∇x,uρ(u, v, x) é limitado em R
m × {|v| ≤ R} × R

d então podemos utilizar a Desigualdade

do Valor Médio e a Desigualdade Triangular e obter:

∣∣ρ(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′)− ρ(u, v, x)
∣∣ ≤ ‖∇uρ‖∞ τ−1/4 + ‖∇xρ‖∞ τ−1/4.

Deste ponto em diante suponha que |u| ≤ R. Nestas condições nosso espaço de trabalho se
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reduz a {|u| < R}×{|v| ≤ R}×R
d. Como

∫∫
Rm+d

∣∣exp
{
− (x′ + iDuq̃(u, v)u

′)2 − (u′)4
}∣∣ dx′ du′

se torna
∫∫

Rm+d exp {−(x′)2 + (Duq̃(u, v)u
′)2 − (u′)4} dx′ du′ ≤ L(R) obtemos a estimativa

final

|Iτ (u, v, x)| ≤
1

|ω| L ‖∇uρ‖∞ τ−1/4 +
1

|ω| ‖∇uρ‖∞ τ−1/2 −→ 0

uniformemente em {|u| ≤ R} × {|v| ≤ R} × R
d.

Vamos agora a um pequeno argumento técnico auxiliar para estimarmos Jτ . Defina

ζ1 =
{
−(u′)4 − τ 1/2

(
Z2(u, v, x)− Z2(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′)

)2}

assim como

ζ2 =
{
−(u′)4 − (x′ + iDuq̃(u, v)u

′)
2
}
.

Afirmação 14. exp {ζ1} −→ exp {ζ2} uniformemente em {|u| ≤ R} × {|v| ≤ R} × R
d.

Demonstração. De fato, −τ 1/2
(
Z2(u, v, x)− Z2(u+ τ−1/4 u′, v, x+ τ−1/4 x′)

)2
pode ser es-

crito como −τ 1/2
(
−τ−1/4 x′ + i

(
q̃(u, v)− q̃(u+ τ−1/4 u′, v)

))2
. Ajustando as potências de

τ , obtemos:

−
(
−x′ + i

[
q̃(u, v)− q̃(u+ τ−1/4 u′, v)

]

τ−1/4

)2

.

Como Duq̃(u, v) é linear em u então o coeficiente de Leibnitz converge uniformemente para

sua derivada. Com isto a última expressão converge uniformemente para:

− (−x′ − iDuq̃(u, v)u
′)
2
= − (x′ + iDuq̃(u, v)u

′)
2
.

Verifiquemos por um instante que ℜζ1 e ℜζ2 são limitadas em {|u| ≤ R}×{|v| ≤ R}×R
d.

Ora, ℜζ2 = −(u′)4 − (x′)2 + (Duq̃(u, v)u
′)2 que é claramente limitado. Já ℜζ1 = −(u′)4 −

τ 1/2
(
−τ−1/4 x′

)2
+ τ 1/2

(
q̃(u, v)− q̃(u+ τ−1/4 u′, v)

)2
. Que pode ser formulado e estimado

como

−(u′)4 − (x′)2 +

(
q̃(u, v)− q̃(u+ τ−1/4 u′, v)

τ 1/4

)2

≤ −(u′)4 − (x′)2 + (supDuq̃(u, v))
2 .

Como eζ é Lipschitiziano em ℜζ ≤ C então |eζ1 − eζ2| ≤ K |ζ1 − ζ2|. Como ζ1 −→ ζ2

uniformemente então segue o resultado.
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Agora estamos em condições de estimar Jτ . Inicialmente fixe um K ∈ R
+ e observe que:

|exp {ζ1} − exp {ζ2}| ≤ exp {ℜζ1}+ exp {ℜζ2} ≤ C exp
{
−(u′)4 − (x′)2

}
.

Escreva Ω(K) para indicar o subconjunto de R
m+d definido pela intersecção de |u′| < K

com |x′| < K. Com isto,

Jτ (u, v, x) ≤ C

∫∫

Ω(K)

∣∣eζ1 − eζ2
∣∣ du′ dx′ + C

∫∫

Rm+d\Ω(K)

exp
{
−(u′)4 − (x′)2

}
du′ dx′.

Note que escolhendoK suficientemente grande a segunda parcela da soma anterior diminui,

já para τ suficientemente grande, a primeira parcela fica pequena. Com isto mostramos que

Gτh(u, v, x) −→ ρ(u, v, x) uniformemente em {|u| ≤ R} × {|v| ≤ R} × R
d. É interessante

observar que até o presente momento não foi preciso utilizar a hipótese de que a aplicação h

é CR para mostrar que Gτh(u, v, x) −→ ρ(u, v, x). Na próxima etapa esse fato sera crucial.

2.4 Operador de Aproximação e Operador Resto

A partir deste momento considere h ∈ CR(M) ∩ C∞(M) e, para p > 0 a ser escolhido

oportunamente, relembre que ρ(u, v, x) = fp(u, x)h(u, v, x).

Construa o operador de aproximação Eτh(u, v, x) da seguinte forma

Eτh(u, v, x) =
τ d/4+m/4

ω

∫∫

Rm+d

eτ (u, v, x, u
′, 0, x′) ρ(u′, 0, x′). du′ dx′

Antes de prosseguirmos é importante ressaltar algumas informações. Assim como no caso

anterior, a integral acima está bem definida pois todas as funções são suaves e ρ tem suporte

compacto. A diferença crucial consiste no fato de que desta vez temos que Eτh é uma função

inteira das variáveis (u, v, x) — fato que pode ser facilmente verificado derivando sob o sinal

da integral. Por estas razões este operador será chamado de “operador de aproximação”.

A relação entre os operadores Eτh e Gτh é central neste trabalho e será estudada nesta

seção. Para começar esta análise construa também o operador resto:

Rτh(u, v, x) = Gτh(u, v, x)− Eτh(u, v, x).
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O próximo objetivo é mostrar que Rτh −→ 0 uniformemente em compactos a medida que

τ −→ ∞.

Para (u, v, x) fixado considere a (m+ d)-forma:

Γ(u′, v′, x′) =
τm/4+d/4

ω
eτ (u, v, x, u

′, v′, x′) ρ(u′, v′, x′) dZ(x′, t′),

onde dZ(x′, t′) = dZ1 ∧ . . . ∧ dZm+d. Desta forma podemos escrever:

Gτh(u, v, x) =

∫

Rm+d×{v}

Γ e Eτh(u, v, x) =

∫

Rm+d×{0}

Γ.

Denotando o segmento ligando v a origem por [0, v], podemos lançar mão do Teorema de

Stokes e obter:

Rτh(u, v, x) = Gτh(u, v, x)− Eτh(u, v, x) =

∫

Rm+d×[0,v]

dΓ.

Para calcularmos dΓ vamos utilizar a fórmula 2.1.1 para ρ e observar que dΓ = dρ ∧
dZ. Como os termos da expansão que não se anulam são justamente aqueles que não

contém dZj, obtemos que dΓ =
∑m

j=1 Ljρ dvj ∧ dZ. Pela regra de Leibnitz temos dΓ =∑m
j=1 Ljh dvj ∧ dZ +

∑m
j=1 Ljfp dvj ∧ dZ. Ora, como h é uma função CR a primeira soma

é identicamente nula. Consequentemente:

Rτh(u, v, x) =
τm/4+d/4

ω

m∑

j=1

∫∫

Rm+d×[0,v]

eτ (u, v, x, u
′, v′, x′)h(u′, v′, x′)Ljfp(u

′, x′)dvj∧dZ.

Deste ponto em diante considere T > 0 a ser escolhido futuramente e assuma que |x| ≤ R,

|u| ≤ R e |v| ≤ T . Queremos estimar o fator exponencial presente na integral anterior. Se

conseguirmos mostrar que eτ (u, v, x, u
′, v′, x′) −→ 0, mostraremos que Rτh(u, v, x) −→ 0.

Lembrando que Z1(u, v, x) = u+ i v, Z2(u, v, x) = x+ i q̃(u, v) e representando as variáveis

(u, v, x, u′, v′, x′) por · temos:

eτ (·) = exp
{
−τ
(
Z1(u, v, x)− Z1(u′, v′, x′)

)4 − τ 1/2
(
Z2(u, v, x)− Z2(u′, v′, x′)

)2}

= exp
{
−τ (u− u′ + i (v − v′))

4 − τ 1/2 (x− x′ + i (q̃(u, v)− q̃(u′, v′)))
2
}

= e1τ (u, v, x, u
′, v′, x′) e2τ (u, v, x, u

′, v′, x′).
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Em outras palavras: a função exponencial que queremos estimar foi divida em duas partes

de natureza distintas, a saber:

e1τ (u, v, x, u
′, v′, x′) = exp

{
−τ (u− u′ + i (v − v′))

4
}

e

e2τ (u, v, x, u
′, v′, x′) = exp

{
−τ 1/2 (x− x′ + i (q̃(u, v)− q̃(u′, v′)))

2
}
.

Para estimar e1τ (·) e e2τ (·) começaremos com algumas observações iniciais. Note que Ljfp(u
′, x′)

se anula quando fp for constante. Sabidamente essa situação ocorre nos seguintes casos:

Caso A
1√
2 p

≥ |u′| e 1√
2 p

≥ |x′| que implicam |(u′, x′)| ≤ 1

p
;

ou

Caso B
2

p
< |u′| ou 2

p
< |x′| que implicam |(u′, x′)| > 2

p
.

Naturalmente é suficiente estimar eτ (·) quando Ljfp for distinto de zero. De acordo com a

análise anterior podemos supor, sem perda de generalidade, que:

Caso A |u′| > 1√
2 p

ou |x′| > 1√
2 p

;

e

Caso B |u′| ≤ 2

p
e |x′| ≤ 2

p
.

Além disso observe que v′ ∈ [0, v] e portanto |v′| ≤ |v| ≤ T . Dado que v − v′ ∈ [0, v] então

também podemos observar que |v − v′| ≤ |v| ≤ T .

De posse de todas essas estimativas sobre nossas variáveis podemos começar a estimar e1τ .

Ora, |e1τ (u, v, x, u′, v′, x′)| =
∣∣exp

{
−τ (u− u′ + i (v − v′))4

}∣∣ = exp
{
−τ ℜ (u− u′ + i (v − v′))4

}
.

É claro que −ℜ (u− u′ + i (v − v′))4 = −∑m
j=1 ℜ

(
uj − u′j + i (vj − v′j)

)4
. Expandido a

potência e desprezando os termos com parte imaginária obtemos:

m∑

j=1

−(uj − u′j)
4 + 6 (uj − u′j)

2 (vj − v′j)
2 − (vj − v′j)

4.

Antes de continuarmos com a estimativa do termo acima vamos enunciar e demonstrar

uma desigualdade muito útil.
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Afirmação 15. Suponha que x1, . . . , xm, y1, . . . , ym ∈ R são as coordenadas de vetores x, y ∈
R
m. Nestas condições vale que:

m∑

j=1

x2j y
2
j ≤ |x|2 |y|2.

Demonstração. É claro que:

m∑

j=1

x2j y
2
j ≤

m∑

j=1

x2j y
2
j +

m∑

j=1

((
m∑

i=1,i 6=j

x2i

)
y2j

)
=

m∑

j=1

(
x2j y

2
j +

(
m∑

i=1,i 6=j

x2i

)
y2j

)

=
m∑

j=1

((
x2j +

m∑

i=1,i 6=j

x2i

)
y2j

)
=

m∑

j=1

((
m∑

i=1

x2i

)
y2j

)
=

m∑

i=1

x2i

m∑

j=1

y2j = |x|2 |y|2

Depois desta pequena estimativa sobre somatórios, podemos aplicá-la sobre nossos vetores

(uj − u′j) e (vj − v′j) para obter:

−(u−u′)4−(v−v′)4+6
m∑

j=1

(uj−u′j)2 (vj−v′j)2 ≤ −(u−u′)4−(v−v′)4+C |u−u′|2 |v−v′|2.

Portanto:

|e1τ (u, v, x, u′, v′, x′)| ≤ exp
{
τ
(
−(u− u′)4 − (v − v′)4 + C |u− u′|2 |v − v′|2

)}
.

Vamos estimar os 4 termos presentes acima na ordem em que aparecem:

• (u− u′)4 ≥ (|u′| − |u|)4 ≥ (−R)4 = R4;

• (v − v′)4 ≥ (|v′| − |v|)4 ≥ T 4;

• C |u− u′|2 ≤ C (|u|+ |u′|)2 ≤ C
(
R + 2

p

)2
;

• |v − v′|2 ≤ (|v|+ |v′|)2 ≤ (2T )2 = 4T 2.
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O que finalmente nos permite concluir que:

|e1τ (u, v, x, u′, v′, x′)| ≤ exp

{
τ

(
−R4 − T 4 + C

(
R +

2

p

)2

T 2

)}
.

Agora vamos analisar e2τ . Ora, procedendo como anteriormente vamos expandir a potência

do parâmetro da exponencial e desprezar a parte imaginária. Com isso obtemos:

|e2τ (u, v, x, u′, v′, x′)| =
∣∣∣exp

{
−τ 1/2 (x− x′ + i (q̃(u, v)− q̃(u′, v′)))

2
}∣∣∣

= exp
{
−τ 1/2 ℜ (x− x′ + i (q̃(u, v)− q̃(u′, v′)))

2
}

= exp
{
τ 1/2

(
−(x− x′)2 + (q̃(u, v)− q̃(u′, v′))

2
)}

.

Antes de estimarmos os 2 termos presentes acima vamos introduzir um śımbolo que suaviza

a notação dos cálculos a seguir. Considere:

‖q̃‖u = sup
η∈[u,u′]
|v|≤T

|u′|≤2/p
|u|≤R

|Duq̃(η, v)| .

Em outras palavras: para cada |u′| ≤ 2/p e |u| ≤ R fixe η ∈ [u, u′] e escolha |v| ≤ T .

Em seguida considere a norma da aplicação linear Duq̃(η, v). Nestas condições o número

real positivo ‖q̃‖u estabelece a maior norma posśıvel dentre todas as posśıveis escolhas. É

importante notar que ‖q̃‖u é uma função de q̃, R, T e p. Analogamente:

‖q̃‖v = sup
η∈[v,v′]
|u|≤R
|v′|≤T
|v|≤T

|Dv q̃(u, η)| .

Agora estamos em condições de estimar os 2 termos presentes na exponencial.

• |x− x′|2 ≥ (|x| − |x′|)2 ≥
(−2

p

)2

=
4

p2
;
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• como |u− u′| ≤ |u|+ |u′| ≤ R + 2
p
então

|q̃(u, v)− q̃(u′, v′)| ≤ |q̃(u, v)− q̃(u′, v)|+ |q̃(u′, v)− q̃(u′, v′)|
≤ ‖q̃‖u |u− u′|+ ‖q̃‖v |v − v′|

≤ ‖q̃‖u
(
R +

2

p

)
+ ‖q̃‖v T.

O que finalmente nos permite concluir que |e2τ (u, v, x, u′, v′, x′)| pode ser majorado por:

exp

{
τ 1/2

(
− 4

p2
+ ‖q̃‖2u

(
R +

2

p

)2

+ 2 ‖q̃‖u ‖q̃‖v
(
R +

2

p

)
T + ‖q̃‖2v T 2

)}
.

Com isso conclúımos nossa estimativa para eτ (·) = e1τ (·) e2τ (·). Para demonstrar que eτ −→
0 uniformemente em {|u| ≤ R} × {|v| ≤ T} × {|x| ≤ R} vamos lançar mão do seguinte

resultado.

Lema 16. Para j = 1, . . . ,m escolha pj > 0 (distintos dois a dois) e cj ∈ R. Defina

j0 ∈ {1, . . . ,m} como sendo o ı́ndice tal que max{pj} = pj0. Considere a sequência:

xτ =
m∏

j=1

exp {τ pj cj} .

Se ocorrer que cj0 < 0 então:

lim
τ−→∞

xτ = 0.

Demonstração. Considere a sequência auxiliar:

hτ =
m∑

j=1
j 6=j0

τ pj−pj0 cj.

Como max{pj} = pj0 e as escolhas de pj são distintas umas das outras segue que pj0 > pj

para todo j 6= j0. Com isto obtemos que a sequência hτ −→ 0 à medida que τ −→ ∞.

Defina outra sequência por yτ = hτ + cj0 . É fácil de verificar que:

yτ =
m∑

j=1
j 6=j0

τ pj−pj0 cj + cj0 =
m∑

j=1

τ pj−pj0 cj.
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Naturalmente segue:

xτ =
m∏

j=1

exp {τ pj cj} = exp

{
m∑

j=1

τ pj cj

}
= exp

{
τ pj0

(
m∑

j=1

τ pj−pj0 cj

)}
= exp {τ pj0 yτ} .

Dado que cj0 < 0 escolha τ0 suficientemente grande para que yτ < 0 sempre que τ > τ0.

Chegou o momento de definirmos valores para R, T e p. Depois desta discussão fica claro

que para mostrarmos que eτ −→ 0 basta determinar que:

−R4 − T 4 + C

(
R +

2

p

)2

T 2 < 0.

Considere uma bola fechada B de raio r > 0 nas variáveis (u, v, x). Escolha p = 1/(2r),

R = 2r e considere o polinômio:

Σ : R −→ R

η 7−→ −R4 − η4 + C
(
R + 2

p

)2
η2.

Naturalmente Σ(η) −→ −∞ à medida que η −→ ∞. Seja η0 tal que Σ(η) < 0 se η > η0.

Defina T = max{η0, 2R}. Com estas escolhas de R, T e p temos que eτ −→ 0, B ⊂ {|u| ≤
R} × {|v| ≤ R} × {|x| < T} e ainda garantimos que fp|B ≡ 1 — o que implica que ρ ≡ h

em B.

É interessante observarmos um resumo do que foi feito até agora:

1. Fixe uma bola B de raio r e tome uma aplicação h ∈ CR(M)∩C∞(M). Constrúımos

uma nova função chamada Gτh tal que Gτh −→ h uniformemente em B;

2. Também constrúımos uma nova aplicação inteira chamada Eτh;

3. Definimos o resto entre esses operadores como sendo Rτh = Gτh−Eτh e mostramos

que Rτh −→ 0 uniformemente em B.

Com isto fica estabelecido o fato de que Eτh −→ h uniformemente em B. Em outras

palavras: toda aplicação CR suave em M é limite de uma sequência de funções inteiras.
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2.5 Convergência em C∞

Suponha queD = Dα seja um operador diferencial de primeira ordem atuando nas variáveis

(u, v, x). Nosso próximo objetivo é mostrar que a convergência uniforme anterior também

ocorre com DEτh −→ Dh. Em seguida a estratégia será generalizar esse argumento para

garantir que a convergência Eτh −→ h ocorra na topologia de C∞.

Deste ponto em diante considerarmos uma nova coordenada chamada φ que agrega simul-

taneamente u e x. Em outras palavras: φ = (u, x). Neste caso a variável φ ∈ R
m+d e se f

é uma aplicação que depende das variáveis (u, v, x) então poderemos escrever, indistinta-

mente, f(φ, v) assim como f(u, v, x).

Lema 17. Para h ∈ C1, k = 1, . . . ,m+ d vale a seguinte igualdade:

[Mk, Gτ ]h(u, v, x) =
τ

d
4
+m

4

ω

∫∫

Rm+d

eτ (u, v, x, u
′, v, x′)Mkfp(u

′, x′)h(u′, v, x′), du′ dx′

onde MkGτh−GτMkh = [Mk, Gτ ]h.

Demonstração. Observando a simetria presente nas variáveis (u, x) e (u′, x′) na expressão

Zj(u, v, x)− Zj(u
′, v, x′) obteremos:

ζjk = Mk(u, v, x,Du, Dx)(Zj(u, v, x)− Zj(u
′, v, x′))

= −Mk(u
′, v, x′, Du′ , Dx′)(Zj(u, v, x)− Zj(u

′, v, x′)).

A notação Mk(u, v, x,Du, Dx) indica que Mk está atuando nas variáveis (u, v, x) e diferen-

ciando com respeito as variáveis (u, x).

Defina G(φ, φ′, t) = Z(φ, t) − Z(φ′, t) e suponha que F (ζ) seja uma função holomorfa e

escreva W = F ◦ G. Lembrando do fato de que φ = (u, x) e utilizando aplicações µki

propriamente escolhidas temos que:

Mk =
m+d∑

i=1

µki
∂

∂φi
.

Utilizando o sistema de coordenadas (φ, φ) em C
m+d e lançando mão da Regra da Cadeia
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obtemos:
∂F ◦G
∂φi

=
m+d∑

l=1

∂F

∂φi

∂Gi

∂φl
+

m+d∑

l=1

∂F

∂φi

∂Gi

∂φl

Como F é uma aplicação holomorfa, a segunda soma na equação anterior é identicamente

nula. Consequentemente:

Mk(u, v, x,Dx, Du)W (u, x, u′, x′, v) =Mk(φ, v,Dφ)W (φ, φ′, v) =
m+d∑

i=1

µki
∂

∂φi
F ◦G(φ, φ′, t)

=
m+d∑

i=1

µki

(
m+d∑

l=1

∂F

∂φi

∂Gi

∂φl

)
=

m+d∑

i=1

(
∂F

∂φi

m+d∑

l=1

µki
∂Gi

∂φl

)
= −

m+d∑

i=1

∂F

∂φi
Mk(φ

′, v,Dφ′)(Gi(φ, φ
′, v)).

Com isto obtemos que Mk(u, v, x,Dx, Du)W (u, x, u′, x′, v) = −Mk(φ
′, v,Dφ′)W (φ, φ′, v).

Considere ζ = (α, β) e aplique a estratégia anterior no caso em que F (ζ) = e−τ(α)
2−τ(β)4 .

Diferenciando sob o sinal da integral obtemos que MkGτh(u, v, x) é equivalente a:

−τ
d
4
+m

4

ω

∫∫

Rm+d

Mk(u
′, v, x′, Du′ , Dx′){eτ (u, v, x, u′, v, x′)}h(u′, v, x′)fp(u′, x′) du′ dx′

Aplicando a fórmula da integração por partes para Mk — que é válida desde que uma das

aplicações tenha suporte compacto — obtemos:

MkGτh(φ, v) =
τ

d
4
+m

4

ω

∫∫

Rm+d

eτ (φ, φ
′, v){Mkh fp +Mkfp h} du′ dx′

O que prova o lema módulo a demonstração desta integração por partes. Para completar

a demonstração vamos verificar que esta integração funciona de maneira geral, isto é:

∫∫

Rm+d

Mkp q = −
∫∫

Rm+d

pMkq.

Considere a (m+d)-forma exata Γk = d
(
p q dZ1 ∧ . . . ∧ d̂Zk ∧ . . . ∧ dZm+d

)
, onde o chapéu

indica que o elemento foi removido. Naturalmente esta forma pode ser reescrita como

Γk = d (p q) ∧ dZ1 ∧ . . . ∧ d̂Zk ∧ . . . ∧ dZm+d.

Ora, o pullback do Γk até a fatia {v}×R
m+d é exata, portanto

∫∫
{v}×Rm+dΓk = 0. Utilizando
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o fato de que {dvj, dZk} forma uma base para todas as 1-formas, obtemos:

Γk

∣∣∣
{v}×Rm+d

= (−1)k+1 (pMkq + qMkp) dZ
∣∣∣
{v}×Rm+d

.

Como o pullback de dZ a v é dado por detZφ(φ
′, v) dφ′ = dφ′ segue o resultado.

Vamos agora provar uma fórmula análoga para os comutadores de Lj. Primeiramente note

que podemos escrever Lj utilizando a variável φ — após escolher funções λjk de forma

apropriada — como:

Lj =
∂

∂vj
+

m+d∑

k=1

λjk
∂

∂φk
.

Lembrando que detZφ = 1 podemos escrever a relação trivial:

∂ detZφ
∂vj

+
m+d∑

k=1

∂ (λkj detZφ)

∂φk
= 0. (2.5.1)

Embora de fácil demonstração no nosso contexto, a fórmula anterior estabelece que os

campos detZφ Lj são livres de divergência, isto é, div (detZφ Lh) = 0. Essa relação também

representa que detZφ é solução do campo tLj.

Suponha g̃(ζ, v) suave e holomorfa com respeito a variável ζ. Defina g(φ, v) = g̃(Z(φ, v), v).

Pela Regra da Cadeia (e lembrando que LjZk = 0) obtemos:

Ljg(φ, v) =
∂g̃

∂v
(Z(φ, v), v) .

Tomando vantagem deste fato podemos escrever

Gτh(φ, v) =
τ

m
4
+ d

4

ω
G̃τh(Z

1(φ, v), Z2(φ, v), v), onde

G̃τh(α, β, v) =

∫

Rm+d

exp
{
−τ

(
α− Z1(φ′, v)

)2 − τ 1/2
(
β − Z2(φ′, v)

)4}
ρ(u′, v, x′) dφ′.

Portanto, podemos concluir que:

LjGτh(φ, v) =
τ

m
4
+ d

4

ω

∂G̃τh

∂vj
(Z(φ, v), v) .
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Para que a notação não atrapalhe nossos cálculos, escreva:

Ψτ (α, β, φ
′, v) = exp

{
τ
(
α− Z1(φ′, v)

)2 − τ 1/2
(
β − Z2(φ′, v)

)4}
.

Inicialmente observe que como LjZk = 0 podemos utilizar a regra da cadeia e obter que

LjΨτ = 0. Comentado este fato, podemos aplicar o campo Lj à função (Ψτ fp h), reorga-

nizar os termos e obter:

∂

∂vj
(Ψτ fp h) = Lj (Ψτ fp h)−

m+d∑

k=1

λjk
∂

∂φk
(Ψτ fp h) .

Note que o segundo termo do lado direito pode ser escrito, durante uma integração por

partes, como: ∫∫

Rm+d

Ψτ fp h

m+d∑

k=1

∂λjk
∂φk

du dx.

De acordo com a equação 2.5.1 a integral acima é identicamente nula. Lembrando que Ψτ

é solução de Lj, então Lj (Ψτ fp h) = Ψτ Lj ( fp h) = Ψτ fp Ljh + Ψτ hLjfp. Isso mostra

que:
∂

∂vj
G̃τh(α, β, v) = G̃τh(α, β, v) +

∫∫

Rm+d

Ψτ (α, β, φ
′, v) hLjfp du

′ dx′.

Com isso conclúımos o:

Lema 18. Para h ∈ C1(M) e j = 1, . . . ,m+ d a seguinte identidade vale

[Lj, Gτ ]h =
τ

m
4
+ d

4

ω

∫∫

Rm+d

eτ (u, v, x, u
′, v, x′)Ljfp(u

′, x′)h(u′, v, x′) du′ dx′.

Considere B = B(0, r) ⊂M uma bola de centro na origem e de raio r e seja h ∈ C∞(M)∩
CR(M). Lembre-se que já provamos que Gτh −→ h uniformemente em B. Como os

campos Lj e Mk comutam e h é uma aplicação CR, temos que LjMkh = MkLjh = 0.

PortantoMkh também é uma aplicação em C∞(M)∩CR(M) e, portanto, GτMkh −→Mkh

uniformemente em B. Ora, a expressão [Mk, Gτ ]h é praticamente idêntica a Gτh— a única

diferença diz respeito a troca de fp por Mkfp. Como originalmente Gτh −→ ρ = fp h em

um conjunto maior que B temos que [Mk, Gτ ]h −→ (Mkfp)h neste mesmo conjunto. Como

p foi escolhido de forma que fp|B ≡ 1 segue que [Mk, Gτ ]h −→ 0 em B. Aplicando

τ −→ ∞ na equação MkGτh = GτMkh + [Mk, Gτ ]h, obtemos MkGτh −→ Mkh em B.

Uma conclusão análoga se aplica a LjGτh. Como qualquer derivada de primeira ordem
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D = Dα é uma combinação de Lj,Mk segue que DGτh −→ Dh uniformemente em B.

Naturalmente este argumento pode ser iterado obtendo-se finalmente que Gτh −→ h na

topologia de C∞(B).

Antes de enunciarmos o que acabamos de provar, é importante relembrar que usamos as

variáveis (u, v, x) tanto como coordenadas em M como em C
m × R

d indistintamente.

Teorema 19 (Teorema de Aproximação CR — Caso Suave). Seja M ⊂ C
m × C

d uma

variedade quádrica. Considere um compacto K ⊂ M e h ∈ C∞(M) ∩ CR(M). Nestas

condições existe uma sequência de aplicações inteiras, indexadas em τ > 0, doravante

denominadas Eτh, tal que limτ−→∞ Eτh = h na topologia de C∞(K).

{Eτh}

τ −→ ∞

Ch

KK

M
ZC

m × R
d

Figura 2.2: Funcionamento do Teorema de Aproximação CR

2.6 Convergência nas Distribuições

Antes de prosseguirmos nosso estudo, façamos uma pequena digressão sobre os Espaços de

Sobolev, que serão empregados na solução de alguns dos problemas futuros.

Existem muitos critérios para se discutir regularidade de uma distribuição: alguns mais

fracos, como o conceito de continuidade; outros mais sofisticados, como as funções de

classe Ck, C∞ e anaĺıticas. No século XX, constatou-se que o melhor espaço funcional para

julgar regularidade das distribuições eram os espaços de Sobolev, que são aprimoramentos

modernos das classes de diferenciabilidade.

Definição 20. Dados 1 ≤ p ≤ ∞ e s ∈ R denotemos por Lp,s(Rm+d) o conjunto

{f ∈ S ′(Rm+d) : ‖f‖p,s <∞},
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onde

‖f‖p,s =
∥∥∥F−1

((
1 + |ξ|2

) s
2 (Ff)(ξ)

)∥∥∥
p
.

É posśıvel verificar que a aplicação f 7−→ ‖f‖p,s torna Lp,s(RN) um espaço vetorial nor-

mado.

O caso especial s = 2 é eventualmente denotado por Hs(Rm+d). Se ainda s ∈ Z+ e

1 < p <∞ obtém-se que

Lp,s(Rm) = {f ∈ Lp(Rm) : Dαf ∈ Lp(RN), |α| ≤ s},

que pode ser equivalentemente normado com

‖f‖p,s =
∑

|α|≤s

‖Dαf‖p.

Assim como ocorre com os espaços de Lebesgue, é interessante formular uma definição local

para os Espaços de Sobolev. Este é o assunto da:

Definição 21. Dados 1 ≤ p ≤ ∞, s ∈ R e Ω um aberto de R
m+d denotemos por Lp,s

loc
(Ω) o

conjunto:

{f ∈ D′(Ω) : ψf ∈ Lp,s(RN), ∀ψ ∈ D(Ω)}.

O espaço Lp,s
loc
(Ω) é considerado equipado com a topologia dada pelas seminormas f 7−→

‖ψf‖p,s.

Depois desta pequena pausa, estamos em condições de prosseguir o nosso estudo sobre o

Teorema de Aproximação CR.

A próxima etapa da demonstração consiste em verificar sua conclusão no caso mais geral,

isto é, considerar h ∈ D′(M) tal que h seja CR. Para isto, podemos nos inspirar na técnica

empregada na seção anterior e verificar que ela pode ser estendida neste caso, ou seja,

devemos demonstrar que:

1. Gτh está bem definido para h ∈ D′(M) ∩ CR(M);

2. Eτh está bem definido para h ∈ D′(M) ∩ CR(M);

3. Gτh −→ h em D′(B) à medida que τ −→ ∞ para h ∈ D′(M) ∩ CR(M);
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4. Rτh = Gτh−Eτh −→ 0 em D′(B) à medida que τ −→ ∞ para h ∈ D′(M)∩CR(M).

Para lidarmos com os dois primeiros problemas, primeiramente observemos a expressão do

operador Gτh quando h é uma aplicação suave:

Gτh(u, v, x) =
τ d/4+m/4

ω

∫∫

Rm+d

eτ (u, v, x, u
′, v, x′) ρ(u′, v, x′) du′ dx′.

Ora, como fp(u
′, x′) eτ (u, v, x, u

′, v, x′) é uma função-teste então Gτh pode ser reinterpre-

tado através da atuação das variáveis (u′, x′) por dualidade

τ d/4+m/4

ω

〈
h(u′, v, x′), fp(u

′, x′) eτ (u, v, x, u
′, v, x′)

〉
.

A dificuldade presente na interpretação por dualidade de Gτh, no caso em que h é uma

distribuição, vem do fato de que a distribuição h sofreu uma espécie de processo de restrição

na segunda variável. Para contornarmos esse problema, considere o

Lema 22. Fixado v0 ∈ R
m considere uma fatia da variedade M dada por

Mv0 = {(w, t) ∈ C
m × C

d,ℑt = q(w,w) e ℑw = v0}.

Neste caso existe uma aplicação i∗ : CR(M) −→ D′(Mv0) satisfazendo as seguintes condi-

ções:

1. Se h ∈ C∞(M) ∩ CR(M) então i∗h = h|Mv0;

2. Se h é uma distribuição, então WFi∗h ⊂ WFh;

3. Se Γ é um cone em M tal que Γ ∩ NMv0 = ∅ então i∗ : CR(M) ∩ {h ∈ D′(M) :

WFh ⊂ Γ} −→ D′(Mv0) é cont́ınua.

Em outras palavras: o resultado acima garante-nos que a partir do momento que uma

distribuição h em M é CR então existe uma outra distribuição, chamada provisoriamente

de i∗h, que representa a restrição de h a Mv0 . Além disso, a restrição é uma aplicação

cont́ınua. Em breve abandonaremos a notação i∗h e utilizaremos as notações convencionais

para restrição.

Demonstração. Sabemos que WFh ⊂ charCR, onde charCRrepresenta o conjunto caracte-

ŕıstico do campo CR associado a M . Vamos verificar que charCRnão intercepta o normal
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R
d

R
d

Mv0

R
m

x0

x1

Figura 2.3: Esboço de uma fatia de variedade quádrica

a Mv0 . Ora, podemos observar que NMv0 = {(u, v, x; 0, η, 0) ∈ R
2m+d × R

2m+d : η 6= 0}.
Já o conjunto caracteŕıstico dos campos CR é gerado por:

Lj = ∂j − i

d∑

l=1

(
∂j q̃l

) ∂

∂xl
.

Suponha que algum Lj intercepte o normal. Como, a menos de uma constante, ∂j =

−i ∂
∂uj

+ ∂
∂vj

teŕıamos

η − i ξ − i
d∑

l=1

∂j q̃lϑ = 0,

o que implicaria que η = 0. Contradição. O restante segue imediatamente aplicando

[Hör83, teo. 8.3.1].

Ora, como {|u| < R}×{|v| < R}×{|x| < T} é relativamente compacto, então para algum

s ∈ R segue que h ∈ C0
(
{|v| ≤ R}, L2,s

loc
(B)
)
, onde B é a bola, em R

m+d, de raio R e

centro na origem.

Finalmente, interpretando os operadores por dualidade, como já foi discutido anterior-

mente, segue que os dois primeiros obstáculos já foram ultrapassados.

Vamos alterar a ordem natural dos itens a resolver e iniciar verificando o último deles.

Neste caso é conveniente expressar Rτh através de uma interpretação da fórmula para h

45



2.6. Convergência nas Distribuições

suave. Verificaremos que

Rτh(φ, v) =

∫

[0,v]

m∑

j=1

rj(u, v, x, v
′, τ) dv′j,

onde

rj(u, v, x, v
′, τ) =

τ
m
4
+ d

4

ω

∫∫

Rm+d

eτ (u, v, x, u
′, v′, x′)h(u′, v′, x′)Ljfp(u

′, x′) du′ dx′

e [0, v] indica o segmento que conecta v a origem.

Para a verificação desta afirmação, escreva: para ζ = (α, β) e τ fixados, g(v′) = G̃τh(ζ, v
′) =

=

∫∫

Rm+d

exp
{
−τ

(
α− Z1(u′, v′, x′)

)4 − τ 1/2
(
β − Z2(u′, v′, x′)

)2}
ρ(u′, v′, x′) du′ dx′.

Desta forma,

g(v)− g(0) =

∫

[0,v]

m∑

j=1

∂g

∂v′j
(v′) dv′j.

Para calcular as derivadas presentes no integrando, escreva:

Ψ(α, β, φ′, v) = exp
{
−τ

(
α− Z1(u′, v, x′)

)4 − τ 1/2
(
β − Z2(u′, v, x′)

)2}
.

Podemos aplicar o campo Lj à função (Ψτ fp h), reorganizar os termos, e obter:

∂

∂vj
(Ψτ fp h) = Lj (Ψτ fp h)−

m+d∑

k=1

λjk
∂

∂φk
(Ψτ fp h) .

Note que o segundo termo do lado direito pode ser escrito, durante uma integração por

partes, como: ∫∫

Rm+d

Ψτ fp h
m+d∑

k=1

∂λjk
∂φk

du dx.

De acordo com a equação 2.5.1 a integral acima é identicamente nula. Ora, devemos notar

que esse tipo de argumento já foi utilizado na demonstração do caso suave.

Lembrando que h é solução de Lj, então Lj (Ψτ fp h) = hLj (Ψτ fp) = hΨτ Ljfp. Isso
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mostra que
∂g

∂v′j
= r̃j(ζ, v

′, τ), onde

r̃j(ζ, v
′, τ) =

∫∫

Rm+d

exp
{
−τ

(
α− Z1(u′, v′, x′)

)4 − τ 1/2
(
β − Z2(u′, v′, x′)

)2}

· h(u′, v′, x′)Ljfp(u′, x′) du′ dx′.

A vantagem desta formulação é que ela continua válida para distribuições h ∈ D′(M). Ora,

escolhendo ζ = (Z1, Z2) conclúımos que Rτh — agora entendida por dualidade — coincide

com a expressão Gτh − Eτh — também entendida por dualidade. Como Rτh é sempre

uma função suave de (φ, v), até mesmo quando h ∈ D′(M), podemos então enunciar e

demonstrar a:

Proposição 23. Seja h ∈ D′(M) uma distribuição CR e B uma bola fechada em M . Nestas

condições temos que Rτh(φ, v) −→ 0 em C∞(B).

Demonstração. Seja ∆φ o laplaciano atuando nas variáveis (u, x) = φ em R
m+d. Para

k ∈ Z
+, escreva

Ljfp(u
′, x′)h(u′, v′, x′) = χ(u′, x′) (1−∆φ′)

k (1−∆φ′)
−k (Ljfp(u

′, x′)h(u′, v′, x′)) ,

onde χ é uma função corte escolhida de tal sorte que χLjfp = Ljfp.

Se denotarmos Γj(u
′, x′, v′) = (1−∆φ′)

−k (Ljfp(u
′, x′)h(u′, v′, x′)) então temos que Γj ∈

C0(Rm+d) para alguma escolha apropriada de k. De fato, o operador (1−∆φ′)
−k definido

em S(Rm+d) e dado por

(1−∆φ′)
−kf(x) =

1

(2π)m+d

∫
ei φ·ξ(1 + |ξ|2)−kf̂(ξ) dξ

mapeia L2,s(Rm+d) continuamente em L2,s+2k(Rm+d). Utilizando o Teorema de Imersão de

Sobolev segue que para s+2k > (m+d)/2 vale que L2,s+2k(Rm+d) ⊂ L∞(Rm+d)∩C0(Rm+d).

Neste caso podemos integrar por partes e obter:

rj =
τ

m
4
+ d

4

ω

∫∫

Rm+d

Γj(u
′, v′, x′) (1−∆φ′)

k (χ(φ′) eτ (u, v, x, u
′, v′, x′)) du′ dx′.
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Já demonstramos anteriormente que a exponencial em rj pode ser majorada por um pro-

duto do tipo exp
{
τ 1/2C1

}
exp {−τ C1}, com C1 e C2 constantes reais positivas. Ora,

para τ suficientemente grande, também verificamos que a exponencial anterior pode ser

reestimada para exp {−τ C3}, com C3 > 0.

Desta forma, rj(φ, v, v
′, τ) é cont́ınuo com respeito a v′ e converge a 0 uniformemente para

|φ| soma ≤ R, |v′| ≤ |v| ≤ T à medida que τ −→ ∞. Como as derivadas de (1 −∆φ′)
−k

produzem potências de τ , que são igualmente dominadas por e−cτ , então Rτh(φ, v) −→ 0

uniformemente. Derivando sob o sinal da integração finalmente segue o resultado.

Quanto ao problema (3) desta seção a estratégia será a seguinte: para provar esta conver-

gência no espaço de distribuições é suficiente verificar que a mesma se dá para as funções

generalizadas que, para algum inteiro k, satisfaçam:

h ∈ C0
(
{|v| ≤ T}, L2,k

loc
(BR)

)
.

Para demonstrar a convergência para as demais distribuições é suficiente tomar um inteiro

k cuja topologia seja mais restritiva que a topologia que queremos verificar.

Iniciando com k = 0 e assumindo h ∈ C0 ({|v| ≤ T}, L2
loc
(BR′)) , com R′ > R, gostaŕıamos

de provar que

∫∫
|Gτh(φ, v)− h(φ, v)|2 du dx −→ 0 uniformemente em |v| ≤ T,

o que, para esta classe de distribuições, implica em (3).

Redefinindo h por zero fora de uma bola, assuma que φ 7−→ h(φ, v) ∈ L2(Rm+d) para cada

v fixado, com |v| ≤ T . Relembrando que a exponencial que define Gτu é da ordem de

exp
{
−τ (u− u′)4 − τ 1/2 (x− x′)2

}
, escreva:

Fτ (φ) = τ
m
4
+ d

4 exp
{
−τ u4 − τ 1/2 x2

}

para concluir que, para v fixado satisfazendo |v| ≤ T ,

|Gτh(φ, v)| ≤ C(Fτ ∗ |h|)(φ, v),

onde a convolução é realizada na variável φ.
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Como ‖Fτ‖L1 = C (uniformemente em τ) segue, da Desigualdade de Young para Convolu-

ções, que:

sup
|v|≤T

‖Gτh(·, v)‖L2(Rm+d) ≤ C sup
|v|≤T

‖h(·, v)‖L2(Rm+d). (2.6.1)

Para que possamos tirar vantagem da estimativa anterior, demonstraremos o

Lema 24. Seja (X, ‖·‖X) um espaço vetorial normado e Y ⊂ X um subespaço denso.

Suponha uma famı́lia de aplicações lineares {fλ : X −→ X;λ ∈ R+} tal que

(i) ‖fλ(x)‖X ≤ C‖x‖X , para todo x em X;

(ii) limλ−→∞ fλ(y) −→ y, uniformemente em y, para todo y em Y .

Nestas condições vale que limλ−→∞ fλ(x) −→ x, uniformemente em x, para todo x em X.

Demonstração. Seja x ∈ X, yn −→ x uma sequência em Y e ε > 0. Nestas condições,

existem:

1. n0 tal que, se n ≥ n0 então ‖x− yn‖X < min{ ε
3C
, ε
3
};

2. λ0 tal que, se λ ≥ λ0 então ‖fλ(yn)− yn‖X < ε
3
.

Para n ≥ n0 e λ ≥ λ0 segue que

‖fλ(x)− x‖X = ‖fλ(x)− x+ fλ(yn)− fλ(yn)‖X
≤ ‖fλ(x− yn)‖X + ‖fλ(yn)− x‖X
≤ C‖x− yn‖X + ‖fλ(yn)− yn‖X + ‖−x+ yn‖X
≤ ε

3
+
ε

3
+
ε

3
≤ ε,

o que conclui a demonstração.

Na seção anterior, estabelecemos que se h ∈ D(M) então Gτh −→ h uniformemente em

{|u| < R} × {|v| < T} × {|x| < R}

o que implica convergência no espaço C0 ({|v| ≤ T}, L2({|u| < R} × {|x| < R})).
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Com isso, o operador Gτ converge para operador identidade em um conjunto denso de

C0
(
{|v| ≤ T}, L2({|u| < R} × {|x| < R})

)
.

Como a famı́lia de operadores {Gτ} satisfaz 2.6.1 conclui-se, pelo lema anterior, que

Gτh −→ h em todo o espaço C0
(
{|v| ≤ T}, L2({|u| < R} × {|x| < R})

)
.

Prossigamos para o próximo inteiro k. Assuma que

h ∈ C0
(
{|v| ≤ T}, L2,1({|u| < R′} × {|x| < R′})

)

para R′ > R. Utilizando um função corte propriamente escolhida, assuma que h ∈
C0
(
{|v| ≤ R}, L2,1(Rm+d)

)
e que h permanece inalterada para |x| < R e |u| < R. Desta

forma, para |v| ≤ T fixado, nós observamos que tanto h — como suas derivadas com

respeito a φk e vj — estão em L2 para 1 ≤ k ≤ m+ d e 1 ≤ j ≤ m.

Como estamos trabalhando em conjuntos compactos, os coeficientes de Lj e Mk são li-

mitados e possuem derivadas limitadas. Em particular, Ljh e Mkh estão em L2(Rm+d)

uniformemente para |v| ≤ T . Para obter o resultado desejado para k = 1 é necessário

provar a estimativa análoga à 2.6.1, isto é,

sup
|v|≤T

‖Gτh(·, v)‖L2,1(Rm+d) ≤ C sup
|v|≤T

‖h(·, v)‖L2,1(Rm). (2.6.2)

Ora, sabemos que qualquer derivada de primeira ordem, com respeito a φ, é uma combina-

ção linear dos Mk’s. Desta forma, é suficiente verificar que para |v| ≤ T e 1 ≤ k ≤ m+ d

sup
|v|≤T

‖MkGτh(·, v)‖L2(Rm+d) ≤ C sup
|v|≤T

‖h(·, v)‖L2,1(Rm+d). (2.6.3)

Para demonstrarmos essa desigualdade observe que como MkGτ = [Mk, Gτ ] + GτMk nos

resta estimar ‖GτMkh‖L2 e ‖[Mk, Gτ ]h‖L2 . Utilizando 2.6.1, obtemos que,

‖GτMkh‖L2 ≤ C‖Mkh‖L2 ≤ C ′‖h‖L2,1 .

Como já sabemos que as aplicações Gτ e [Mk, Gτ ] são muito similares, então vale uma
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2.6. Convergência nas Distribuições

estimativa análoga à 2.6.1 utilizando [Mk, Gτ ]. Desta forma

‖[Mk, Gτ ]h‖L2 ≤ C‖h‖L2,1 ,

o que verifica 2.6.2 e consequentemente demonstra a estimativa 2.6.3.

Esta construção ainda nos fornece um algoŕıtimo para os casos k = 2, 3, . . . e consequente-

mente validamos a famı́lia de desigualdades

sup
|v|≤T

‖Gτh(·, v)‖L2,k(Rm+d) ≤ Ck sup
|v|≤T

‖h(·, v)‖L2,k(Rm+d), k = 1, 2, 3, . . . (2.6.4)

Nos resta verificar o caso em que k′ é um inteiro negativo, isto é, k′ = −k para algum

k ∈ N. Inicialmente, vamos introduzir uma pequena modificação do operadorGτ : considere

G′
τ = fpGτ . É claro que G′

τ = Gτ em B, já que fp|B ≡ 1. Consequentemente qualquer

conclusão válida para o operador G′
τ também será verdadeira para Gτ se φ ∈ B.

A vantagem de considerarmos este novo operador é que ele se torna simétrico na variável

φ com respeito à medida dZ ≡ 1, isto é, se p, q ∈ D(Rm+d) então, para v fixado,

∫∫

Rm+d

G′
τp(φ) q(φ) detZφ(φ, v) du dx =

∫∫

Rm+d

G′
τq(φ) p(φ) detZφ(φ, v) du dx.

Utilizando a notação de produto interno podemos escrever

‖G′
τh(·, v)‖L2,k′ (Rm+d) ≤ C sup

q∈D(Rm+d)
‖q‖

L2,k≤1

| 〈G′
τh(·, v), q〉 |

= C sup
q∈D(Rm+d)
‖q‖

L2,k≤1

| 〈h(·, v), G′
τq〉 |

≤ C sup
q∈D(Rm+d)
‖q‖

L2,k≤1

‖h(·, v)‖L2,k′ ‖G′
τq‖L2,k

≤ C ‖h(·, v)‖L2,k′ .

Observe que, nesta sequência de estimativas, utilizamos a majoração já verificada para

k ∈ N. Com isto, fica provada a equicontinuidade de G′
τ nos espaços

C0
(
{|v| ≤ T}, L2,k({|u| < R′} × {|x| < R′})

)
, k ∈ Z
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2.6. Convergência nas Distribuições

Juntamente com a convergência Gτh −→ h, que ocorre para h ∈ D({|u| ≤ R′} × {|v| ≤
T} × {|x| ≤ R′}) — que é denso em C0

(
{|v| ≤ T}, L2,k({|u| < R′} × {|x| < R′})

)
, fica

demonstrado que Gτh −→ h em C0
(
{|v| ≤ T}, L2,k(B)

)
para qualquer h ∈ C0({|v| ≤

T}, L2,k(M)). Com isso demonstramos o

Teorema 25 (Teorema de Aproximação CR — Caso das Distribuições). Seja M ⊂ C
m×C

d

uma variedade quádrica. Considere um compacto K ⊂M e h ∈ CR(M). Nestas condições

existe uma sequência de aplicações inteiras, indexadas em τ > 0, doravante denominadas

Eτh, tal que limτ−→∞ Eτh = h na topologia de D′(K).

Também é posśıvel demonstrar uma versão mais aprimorada do teorema anterior — que

versa sobre a convergência nos espaços Cj. Para isso, é suficiente demonstrar a equiconti-

nuidade de Gτ em

Cj
(
{|v| ≤ T}, Ck

b (R
m+d)

)
,

onde Ck
b (R

m+d) é o espaço das funções definidas em R
m+d que admitem derivadas limitadas

de ordem ≤ k. O caso j, k = 0 é facilmente demonstrado observando que

|Gτh(φ, v)| ≤ C(Fτ ∗ |h|)(φ, v) ≤ C ′‖h‖C0({|v|≤T},C0
b
(Rm+d)).

De maneira análoga ao que já foi feito anteriormente, é posśıvel — através da inserção

dos comutadores — reduzir o caso j, k ≤ 1 à análise da equicontinuidade com respeito

a C0({|v| ≤ T}, C0
b (R

m+d)). Iterando este argumento, conclúımos a demonstração do

teorema final deste caṕıtulo.

Teorema 26 (Teorema de Aproximação CR). Seja M ⊂ C
m × C

d uma variedade quá-

drica. Considere um compacto K ⊂ M e h ∈ CR(M). Nestas condições existe uma

sequência de aplicações inteiras, indexadas em τ > 0, doravante denominadas Eτh, tal que

limτ−→∞ Eτh = h na topologia de D′(K). Além disso, se j = 0, 1, 2, . . . ,∞ e h ∈ Cj(M)

então a convergência limτ−→∞ Eτh = h ocorre na topologia de Cj(K).

O Teorema de Aproximação CR pode ser verificado para vários espaços funcionais. A

estratégia, nesses casos, é utilizar o resultado provado na seção anterior: Rτh = Gτh −
Eτh −→ 0 em C∞ para qualquer distribuição h ∈ CR(M).

Mediante este resultado, o problema da convergência de Eτh −→ h em qualquer espaço

funcional com topologia mais fina que a de C∞ fica reduzido a convergência de Gτh −→ h
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2.6. Convergência nas Distribuições

ao mesmo espaço. Como já foi discutido, o operador Gτ é muito próximo — entendendo v

como um parâmetro — a uma convolução na variável φ com uma Gaussiana. Deste modo,

é esperado que a convergência Gτh −→ h ocorra em muitos espaços funcionais.

A abordagem das demonstrações da convergência Gτh −→ h poderá ser sempre a mesma.

Se quisermos verificar que o teorema é verdadeiro para um certo espaço de distribuições

X(M), temos que, primeiramente, tentar provar a equicontinuidade da famı́lia {Gτ} em X

e, em seguida, mostrar que a convergência ocorre em um subespaço denso de Y ⊂ X. Em

geral, o subconjunto denso será o das funções-testes para o qual já sabemos que Gτh −→ h.

Em geral, esta abordagem funciona se:

1. X é um espaço normal de distribuições, isto é, D é denso em X;

2. existe uma aplicação J : C∞ −→ X cont́ınua e injetora.

Este prinćıpio foi aplicado nesse último momento com X = C0
(
{|v| ≤ T}, L2,k

)
.
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2.6. Convergência nas Distribuições

Notas para o Caṕıtulo 2

Em [Bog01, teo. 2] Boggess nos apresenta uma outra variação do Teorema de Aproximação

de Baouendi e Treves. Para efeitos de comparação com nosso teorema vamos enunciar sua

versão abaixo.

Teorema 27. Suponha M = {(w = u + iv, z);ℜz = q(u, v)}, onde q : Cm −→ R
d é uma

aplicação suave com a seguinte estimativa polinomial

|(Dq)(u, v)| ≤ C|w|N para todo w ∈ C
m,

onde D é qualquer derivada de primeira ordem e C e N são inteiros positivos uniformes.

Suponha que f seja uma distribuição em CR(M) ∩ Lp(M) para 1 ≤ p < ∞. Nestas

condições existe uma sequência de funções inteiras Fk tais que para qualquer compacto

K ⊂M vale que Fk −→ f em Lp(K) à medida que k −→ ∞. Se p = ∞ então Fk converge

qtp para f .

Nosso teorema apresenta algumas distinções com relação ao teorema de Boggess. Inicial-

mente nossa versão apresenta formulações espećıficas para os espaços D′(M) e Ck(M), k =

0, . . . ,∞, enquanto o resultado anterior lida apenas com distribuições que estejam em

Lp(M).

No nosso trabalho optamos por substituir a aplicação q com caimento polinomial |(Dq)(u, v)| ≤
C|w|N para todo w ∈ C

m, por uma outra aplicação q quádrica. Essa simplificação foi feita

para que pudéssemos efetuar os cálculos em um ambiente mais simples. Note que essa

substituição pode ser facilmente desfeita já que não se mostrou crucial durante a demons-

tração.

Além disso, para aqueles familiarizados com o artigo de Boggess, fica evidente que a téc-

nica de demonstração utilizada na nossa versão é razoavelmente distinta da apresentada

por ele. Mais precisamente: com os elementos que desenvolvemos ao longo de nossa de-

monstração, podemos generalizar nosso resultado para outros espaços. Isso será feito no

próximo caṕıtulo para distribuições nos espaços de Hardy localizados hp(M), com p < 1.

Outra diferença fundamental na demonstração consiste no processo de restrição de uma

distribuição h. No nosso caso optamos por uma aproximação tradicional através do cálculo

do Wave Front Set. Já na demonstração apresentada por Boggess se menciona apenas uma

justificativa incompleta.
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CAṔITULO 3

Teorema de Extensão CR

Resumo

Já é sabido da impossibilidade de se estender distribuições CR em uma variedade suave M

qualquer. Boggess demonstrou em [Bog01] que no caso de variedades quádricas é posśıvel

estender distribuições CR até a envoltória convexa deM , desde que a distribuição também

esteja nos espaços Lp(M) com p ≥ 1.

Neste caṕıtulo, lidaremos com a mesma questão de extensibilidade em variedades quá-

dricas, mas em um contexto um pouco diferente: suporemos que as distribuições CR em

questão estejam nos espaços de Hardy Localizados hp(M) com p > 0. Iniciaremos com uma

pequena revisão desses espaços e logo em seguida revisitaremos nossa versão do Teorema

de Aproximação para verificarmos sua validade também em hp(M) com p > 0.

Na sequência, vamos utilizar as aplicações aproximantes para construir uma função holo-

morfa F na envoltória convexa de M . Logo depois, vamos utilizar os conceitos do caṕıtulo

1 para trazer sentido ao śımbolo F |M e finalmente verificar que F |M é na verdade a

distribuição CR original.
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3.1. Caracterização Maximal de Hp

3.1 Caracterização Maximal de Hp

É fato conhecido que os espaços Lp, quando p < 1, tem dual trivial e portanto não ofe-

recem nada de interessante no que se refere ao estudo de distribuições. Mesmo quando

p = 1 o espaço L1 não é tão bem comportado quanto seus análogos Lp para p > 1 (um

exemplo desse tipo de fenômeno é a continuidade da Função Maximal de Hardy-Littlewood

ou então continuidade de certos operadores com núcleos tipo segunda-geração de Calderon-

Zygmund). Para lidar com essa questão, Stein e Weiss introduziram uma nova famı́lia de

espaços, chamados de Hp(RN), que são idênticos aos espaços Lp quando p > 1, mas que

ainda assim constituem um espaço adequado de distribuições (potencialmente não local-

mente integráveis) quando p < 1. Nosso objetivo nesta seção é apresentar resumidamente

os principais ingredientes para o entendimento desses espaços e de suas versões localizadas.

Seja Φ ∈ S(RN) com
∫
Φ(z) dz 6= 0 e defina:

Φt : R
N −→ R

x 7−→ 1

tn
Φ
( x
tn

)
.

A partir disso, construa, para cada aplicação f ∈ S ′(RN), a função maximal radial de f ,

dada por:

MΦf(x) = sup
t>0

| (Φt ⋆ f) (x)|.

Considere agora as seminormas cont́ınuas em S dadas por ρα,β(φ) =
∥∥xαDβφ

∥∥
L∞

e o

conjunto:

F = {ψ ∈ S : ρα,β(ψ) ≤ 1, para todo |α|, |β| ≤ N}.

Assim definimos a grande função maximal de f ∈ S ′ associada à famı́lia F por:

MFf(x) = sup
ψ∈F

Mψf(x).

Definição 28. Diremos que uma distribuição temperada u é limitada se u ⋆ φ ∈ L∞ para

toda φ ∈ S. O conjunto de todas essas distribuições será denotado por S ′
L(R

N).

Se u ∈ S ′
L(R

N) e f ∈ L1 podemos definir u ⋆ f ∈ S ′ como 〈u ⋆ f, η〉 =
〈
u ⋆ η̆, f̆

〉
, onde

ğ(y) = g(−y). É posśıvel verificar que u ⋆ f ∈ S ′
L(R

N) e que ainda vale que (u ⋆ f1) ⋆ f2 =

u ⋆ (f1 ⋆ f2). A grande importância das distribuições limitadas é que suas regularizações
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(através da convolução com o Núcleo de Poisson) ut = Pt ⋆ u são limitadas e suaves. Além

disso, se u ∈ S ′
L(R

N), então podemos entender u como uma aplicação harmônica em R
N+1
+

através da fórmula u(x, t) = (f ⋆ Pt)(x). A partir disso, definimos as aplicações auxiliares:

u⋆ : R
N −→ R

x 7−→ sup
|x−y|<t

|u(y, t)| e

u⊥ : R
N −→ R

x 7−→ sup
t>0

|u(x, t)|.

Teorema 29. Sejam 0 < p ≤ ∞ e f ∈ S ′(RN). São equivalentes:

1. Existe uma Φ ∈ S com
∫
Φ(z) dz 6= 0 tal que ‖MΦf‖Lp <∞;

2. Existe uma famı́lia F ⊂ S tal que ‖MFf‖Lp <∞;

3. f ∈ S ′
L(R

N) e ainda ‖u⋆‖Lp <∞;

4. f ∈ S ′
L(R

N) e ainda
∥∥u⊥

∥∥
Lp <∞;

5. Para toda Φ ∈ S com
∫
Φ(z) dz 6= 0 vale que ‖MΦf‖Lp <∞.

Definição 30. Se f ∈ S ′(RN) satisfaz quaisquer uma das propriedades anteriores, diremos

que f ∈ Hp(RN). O espaço Hp(RN) é chamado de p-ésimo espaço de Hardy.

Façamos alguns pequenos comentários sobre a topologia associada a esse espaço. Considere

‖f‖Hp = ‖MΦf‖Lp . Ora, para p > 1 o espaço Hp torna-se idêntico a Lp. Para p = 1 a

aplicação f 7−→ ‖MΦf‖L1 é uma norma, poisMΦ é uma aplicação sublinear. Já para p < 1

a aplicação ‖·‖Hp não é mais uma norma, porém d(f, g) = ‖f − g‖pHp é uma métrica. Com

essas definições topológicas vale que convergência em Hp implica em convergência fraca

(no sentido das distribuições).

Definição 31. Uma função mensurável a definida em R
N é dita ser um Hp-átomo (0 < p ≤

1) se existe uma bola B tal que:

1. supp(a) ⊂ B;

2. ‖a‖L∞ ≤
(

1

|B|

)1/p

;
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3.
∫
xα a(x) dx = 0 para todo |α| ≤ N

(
1

p
− 1

)

É posśıvel demonstrar que o conjunto dos Hp-átomos em R
N é um subconjunto limitado de

Hp(RN). Além disso, para qualquer elemento (λj) ∈ lp e para qualquer sequência arbitrária

{aj} de p-átomos é posśıvel verificar que a sequência Sn =
∑n

j=1 λj aj é de Cauchy em Hp.

A rećıproca dessa afirmação é o conteúdo do teorema abaixo.

Teorema 32 (Decomposição Atômica Suave). Sejam 0 < p ≤ 1 e f ∈ Hp(RN). Nestas

condições existem uma sequência de p-átomos suaves e um elemento (λj) ∈ lp tal que:

1. f =
∑∞

j=1 λjaj na topologia de Hp;

2.
∑∞

j=1 |λj|p ≈ ‖f‖pHp.

Os espaços Hp(RN) ainda não são os espaços que lidaremos neste texto. Apesar de

parecerem substitutos adequados aos espaços das funções p-integráveis, eles sofrem de

um problema central: não podem ser localizados. Em outras palavras: não temos que

h f ∈ Hp(RN) sempre que h ∈ Hp(RN) e ψ ∈ D(RN). Para lidarmos com essa questão,

vamos apresentar uma nova famı́lia de espaços, chamados agora de hp(RN).

Dados f ∈ S ′(RN) e Φ ∈ S com
∫
Φ(z) dz 6= 0 defina as funções:

mΦf : R
N −→ R

x 7−→ sup
0<t≤1

|Φt ⋆ f(x)| e

m⋆
Φf : R

N −→ R

x 7−→ sup
0<t≤1
|y−x|<t

|Φt ⋆ f(x)|.

Se nos for dado o conjunto:

F = {ψ ∈ S : ρα,β(ψ) ≤ 1, para todo |α|, |β| ≤ N},

então considere ainda mFf(x) = supψ∈F mψf(x). A relação entre essas aplicações é dada

abaixo.

Teorema 33. Sejam 0 < p ≤ ∞ e f ∈ S ′(RN). São equivalentes:
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1. Existe uma Φ ∈ S com
∫
Φ(z) dz 6= 0 tal que mΦf ∈ Lp;

2. Existe uma famı́lia F ⊂ S tal que ‖mFf‖Lp <∞;

3. Existe uma Φ ∈ S com
∫
Φ(z) dz 6= 0 tal que m⋆

Φf ∈ Lp.

Definição 34. Se f ∈ S ′(RN) satisfaz quaisquer uma das propriedades anteriores, diremos

que f ∈ hp(RN). O espaço hp(RN) é chamado de p-ésimo espaço localizado de Hardy.

Façamos alguns comentários sobre a topologia associada a essa famı́lia de espaços. Consi-

dere ‖f‖hp = ‖mΦf‖Lp . Ora, para p > 1 o espaço hp se torna idêntico a Lp = Hp. Para

p = 1 a aplicação f 7−→ ‖mΦf‖L1 é uma norma, pois analogamente ao caso anterior, mΦ

é uma aplicação sublinear. Já para p < 1 a aplicação ‖·‖hp não é mais uma norma, porém

d(f, g) = ‖f − g‖php é uma métrica. Com essas definições topológicas vale que Hp ⊂ hp e

que ainda convergência em hp implica em convergência fraca (no sentido das distribuições).

A relação entre os espaços Hp(RN) e hp(RN) é dada pelo:

Lema 35. Para toda u ∈ hp(RN) existem f ∈ Hp(RN) e g ∈ C∞(RN) ∩ hp(RN) tais que

u = f + g, ‖f‖Hp ≤ C ‖u‖hp e ‖g‖hp ≤ C ‖u‖hp. Em outras palavras: Hp = hp mod C∞.

Definição 36. Uma função q-integrável a definida em R
N é dita ser um hp-q-átomo (0 <

p ≤ 1) se existe um cubo Q tal que:

1. supp(a) ⊂ Q;

2.

(
1

|Q|

)1/q

‖a‖Lq ≤
(

1

|Q|

)1/p

;

3. Se |Q| < 1, então
∫
xα a(x) dx = 0 para todo |α| ≤ N

(
1

p
− 1

)
.

Se |Q| < 1, então a é chamado de átomo pequeno. Caso contrário é chamado de átomo

grande.

É posśıvel demonstrar que o conjunto dos hp-q-átomos em R
N é um subconjunto limitado de

hp(RN). Além disso, para qualquer elemento (λj) ∈ lp e para qualquer sequência arbitrária

{aj} de hp-q-átomos é posśıvel verificar que a sequência Sn =
∑n

j=1 λj aj é de Cauchy em

hp. A rećıproca dessa afirmação é o conteúdo do teorema abaixo.
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Teorema 37 (Decomposição Atômica Suave). Sejam 0 < p ≤ 1 e f ∈ hp(RN). Nestas

condições existem uma sequência de hp-∞-átomos suaves e um elemento (λj) ∈ lp tal que:

1. f =
∑∞

j=1 λjaj na topologia de hp;

2.
∑∞

j=1 |λj|p ≈ ‖f‖php.

Também é posśıvel verificar que S é um subconjunto denso de hp e que dada f ∈ hp(RN)

e ψ ∈ D(RN) vale que f ψ ∈ hp(RN). Em outras palavras: hp é um conjunto normal de

distribuições que podem ser definidas em variedades suaves. No caso particular de um

subconjunto Ω de R
N escreveremos:

hp(Ω) = Hp
loc(Ω) = {u ∈ D′(Ω) : ψ u ∈ hp(RN) para toda ψ ∈ D(Ω)}.

3.2 Famı́lia Geral de Bolas

Seja Ω ⊂ R
N aberto e δ0 > 0 fixados. Suponha que para cada x ∈ Ω e 0 < δ ≤ δ0 seja

dado um conjunto B(x, δ) ⊂ Ω (não necessariamente uma bola euclidiana) satisfazendo as

seguintes propriedades:

1. B(x, δ) é aberto;

2. 0 < δ ≤ δ0 implica que B(x, δ) = ∪s<δB(x, s);

3. ∩s>0B(x, s) = {x};

4. Para cada compacto K ⊂ Ω existe uma constante C > 0 tal que se x1, x2 ∈ K,

δ1 ≤ δ2 ≤ 1/C δ0 e se ainda B(x1, δ1) ∩ B(x2, δ2) 6= ∅, então B(x1, δ1) ⊂ B(x2, δ2);

5. Para cada compacto K ⊂ Ω existe uma constante C > 0 tal que se x ∈ K e se

δ < 1/2 δ0, então |B(x, 2 δ)| ≤ C |B(x, δ)|.

Nestas condições, diremos que {B(x, δ)} é uma famı́lia geral de bolas e chamaremos B(x, δ)

de bola geral centrada em x de raio δ.

Uma função ρ : Ω × Ω −→ [0,∞] é chamada de quase-distância em Ω se as seguintes

condições forem verificadas:
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1. ρ(x, y) = 0, se e somente se, x = y;

2. O conjunto {y : ρ(x, y) < δ} é aberto para todo x ∈ Ω e δ > 0;

3. Para todo compacto K ⊂ Ω existe uma constante C > 0 tal que se x, y, z ∈ K, então

ρ(x, y) ≤ C (ρ(x, z) + ρ(y, z)).

Primeiramente, observe que ρ pode não ser simétrica. O máximo que podemos esperar de

uma quase-distância é que para todo compacto K ⊂ Ω exista uma constante C > 0 tal que

se x, y ∈ K, então ρ(x, y) ≤ C ρ(y, x).

É posśıvel verificar que existe uma relação biuńıvoca entre uma famı́lia geral de bolas em

Ω e uma quase-distância em Ω. Para ilustrarmos essa relação comecemos supondo que

{B(x, δ)} seja uma famı́lia geral de bolas. Defina ρ : Ω× Ω −→ [0,∞] como segue:

ρ(x, y) =

{
inf{δ > 0 : y ∈ B(x, δ)} se y ∈ B(x, δ0)

∞ se y 6∈ B(x, δ0)

Reciprocamente, se for dada uma quase-distância ρ : Ω × Ω −→ [0,∞], defina a famı́lia

B(x, δ) = {y ∈ Ω : ρ(x, y) < δ}.

Nosso próximo passo é introduzir uma quase-distância (e consequentemente uma famı́lia

geral de bolas) a partir de uma estrutura em Ω. Para começar suponha L1, . . . , Lq cam-

pos vetoriais reais (ou então considere suas componentes reais e imaginárias) e d1, . . . , dq

números naturais não nulos satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Para todo ponto x ∈ Ω vale que {Li(x)} é um gerador para o espaço tangente;

2. [Li, Lj] =
∑

dl≤dj+dk
C l
jk Ll.

Para δ > 0, defina C(δ) = C(δ, L1, . . . , Lq, d1, . . . , dq) como a classe de todas as funções

absolutamente cont́ınuas φ : [0, 1] −→ Ω que satisfazem quase toda parte a equação dife-

rencial:

φ′(t) =

q∑

j=1

aj(t)Lj(φ)(t),

onde os coeficientes aj(t) são tais que |aj(t)| < δdj . Finalmente, defina:

ρ(x, y) = inf{δ > 0 : ∃φ ∈ C(δ) satisfazendo φ(0) = x e φ(1) = y}.
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Dentro deste contexto é posśıvel verificar a:

Proposição 38. A aplicação ρ anteriormente dada é uma métrica em Ω. Se m = max{dj}
e K ⊂ Ω é um compacto, então existem constantes C1, C2 > 0 tais que para todo x, y ∈ K

vale:

C1 |x− y| ≤ ρ(x, y) ≤ C2 |x− y|1/m.

Ora, a famı́lia de bolas associadas a esta métrica (e por consequência relacionados a

L1, . . . , Lq) refletem a natureza anisotrópica dos campos e dos seus comutadores. Uma

bola geral B(x, δ) é essencialmente um elipsoide de tamanho δn nas direções dos comuta-

dores de ordem n de L1, . . . , Lq. Como veremos adiante, essas bolas desempenham papel

especial no estudo de valores de fronteira de funções holomorfas.

Depois dessa pequena digressão, vamos voltar ao nosso contexto. Considere {B(x, δ)} a

famı́lia de bolas anisotrópicas associadas ao complexo CR da nossa variedade quádrica M .

É posśıvel demonstrar que uma aplicação F suficientemente regular pode ser majorada por

suas médias em bolas anisotrópicas. Mais precisamente temos o:

Lema 39. Seja Γ′ um cone estritamente menor que ch{q(w,w)}. Nessas condições existem
constantes C1, C2 > 0 tais que para todo (w0, z0) ∈ M + Γ′ existe uma vizinhança V de

(w0, z0) de modo que se F é plurisubharmônica em chM , não negativa e cont́ınua até a

fronteira, então:

sup
V

|F | ≤ C1

|B(m0, C2

√
δ)|

∫

B

|F | dσ,

onde σ é a medida de Lebesgue em M e δ é a distância euclidiana de (w0, z0) ao ponto

m0 = (w0, x0 + i q(w0, w0)).

O lema anterior é um resultado fundamental ao provar teoremas de extensão. Como sua

demonstração é demasiadamente técnica, preferimos omitir sua prova neste texto. Para

maiores informações consulte [BN95, lema 5.5].

3.3 Revisitando o Teorema de Aproximação CR

Nesta seção vamos introduzir uma nova versão do Teorema de Aproximação CR para uma

classe especial de espaços.
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Teorema 40 (Teorema de Aproximação CR em hp). Seja M ⊂ C
m × C

d uma variedade

quádrica. Considere um compacto K ⊂ M e h ∈ CR(M). Nestas condições existe uma

sequência de aplicações inteiras, indexadas em τ > 0, doravante denominadas Eτh, tal que

limτ−→∞ Eτh = h na topologia de D′(K). Além disso, se 0 < p ≤ 1 e h ∈ Hp
loc
(M), então

a convergência limτ−→∞ Eτh = h ocorre na topologia de Hp
loc
(K).

Demonstração. A demonstração desse teorema será dada através de uma série sucessiva

de simplificações. Inicialmente, observe que como o espaço das funções testes está conti-

nuamente incluso em Hp
loc o teorema fica demonstrado, de acordo com a observação final

do caṕıtulo anterior, assim que verificarmos que:

1. Gτh −→ h em hp para toda h ∈ D;

2. a famı́lia de operadores {Gτ} é equicont́ınua em hp.

Para a realização destas duas tarefas, lançaremos mão da decomposição atômica suave

desses espaços. Deste ponto em diante, assuma que a aplicação Φ ∈ S geradora da função

maximal truncada mΦ está suportada na bola unitária. Para a próxima simplificação

suponha que ‖Gτa‖php ≤ C para todo átomo suave a de hp. Nestas condições, verifiquemos

que as duas observações anteriores ficam demonstradas. De fato, se w ∈ hp, então w =∑
k λk ak com ak átomos suaves e

∑
k |λk|p ≈ ‖w‖hp . Como p ≤ 1 e lembrando que

‖Gτw‖php =
∫
(mΦGτw)

p dz, então:

∫ (
mΦGτ

∑

k

λk ak

)p

dz ≤
∫ (∑

k

|λk|mΦGτak

)p

dz ≤
∑

k

|λk|p ‖Gτak‖hp ≤ C ‖w‖hp .

Com a equicontinuidade da famı́lia Gτ , seguido do fato de que as funções testes são densas

em hp, temos a demonstração das duas afirmações anteriores. Nos resta então verificar que

‖Gτa‖php ≤ C para todo átomo suave a de hp.

Seja τ0 suficientemente grande e Fτ (φ) = C τ
m
4
+ d

4 exp
{
−τ u4 − τ 1/2 x2

}
(para alguma

constante C > 0 apropriada). Considere o operador maximal associado com Gτh:

G∗h(φ, v) = sup
τ≥τ0

|Gτh(φ, v)|.
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Se h ∈ L1, então, aplicando uma estimativa pontual no integrando de Gτh, obtemos:

|Gτh(φ, v)| ≤ sup
τ≥τ0

Fτ ⋆ |f Tvh|,

onde Tvh é traço de h com respeito à segunda variável no ńıvel v e f é uma função corte

propriamente escolhida. Consequentemente:

G∗
τh(φ, v) ≤ sup

τ≥τ0

Fτ ⋆ |f Tvh|.

Antes de prosseguirmos, vamos estabelecer alguns śımbolos de modo que nossa notação não

seja amb́ıgua. Deste ponto em diante escreveremos ⋆ para uma convolução nas variáveis

(φ, v) assim como denotaremos por ⋄ uma convolução na variável t e utilizaremos � para

uma convolução na variável φ. Desta forma, considere F (φ) = exp {−u4 − x2} e escreva

Fσ(φ) = σ−m−d F (φ/σ), onde σ = τ−1/4. Fixado τ > 0 podemos entender Fσ como a

função Fτ na desigualdade anterior e concluir que:

(Φε ⋆ Gτa)(φ, v) ≤ C |Φε ⋆ (Fσ� a)(φ, v)| = C |(Φε ⋆ a)�Fσ(φ, v)|.

Considere Q = Q1 × Q2 um cubo contendo o suporte de a de modo que Q1 ⊂ C
m+d e

Q2 ⊂ C
d. Supondo que a é um átomo, temos que seu supremo pode ser controlado por

uma potência fracionária (negativa) da medida de Lebesgue de Q. Com isso, temos que:

mΦ(Gτa)(φ, v) ≤ C |Q|−1/p χQ2
(v),

onde χA indica a função caracteŕıstica de um conjunto mensurável A. Ora, considere

um cubo Q∗
1 concêntrico com Q1 de forma que seu lado seja o dobro da aresta do cubo

original. Analogamente considere um cubo Q∗∗
1 concêntrico com Q1 de forma que seu lado

seja quatro vezes maior que a aresta do cubo original Q1. Nessas condições a estimativa

anterior implica que: ∫∫

Q∗∗

1
×Rd

|mΦ(Gτa)(φ, v)|p dφ dv ≤ C.

Consequentemente para verificarmos que ‖Gτa‖php ≤ C para todo átomo suave a de hp nos
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resta demonstrar que:

∫∫

(Rm+d\Q∗∗

1
)×Rd

sup
0<ε≤1

|Φε ⋆ (Fσ� a)(φ, v)|p dφ dv ≤ C. (3.3.1)

Assumindo que Φ(φ, v) = Φ1(φ)Φ2(v), onde Φ1 e Φ2 estão suportadas em R
m+d e R

d

respectivamente, somos levados a considerar apenas a convolução na variável φ e entender

v como um parâmetro. Ora, como Φ1 está suportada na bola unitária segue que Φ
1
ε � a = aε

está suportada em Q∗
1 para todo 0 < ε ≤ 1. Escreva CL = sup |φ|L F (φ) e considere φ0 o

centro do cubo Q1. Como |φ− φ0| é comparável com |φ− y| para todo y ∈ Q∗
1 e para todo

φ 6∈ Q∗∗
1 nós temos que se φ 6∈ Q∗∗

1 , então:

|(Φ1
ε � a�Fσ)(φ, v)| ≤ χQ2

(v)

∣∣∣∣
∫

Rm+d

aε(y, v)Fσ(φ− y) dy

∣∣∣∣

≤ C CL χQ2
(v) |Q|−1/p σ−m−d

[ |φ− φ0|
σ

]−L
.

Como |Q∗
1| = (2 r)m+d ≤ (2 |φ − φ0|)m+d e σL−m−d ≤ 1 se tomarmos L suficientemente

grande, nós obteremos que para um certo inteiro T vale que:

|(Φ1
ε � a�Fσ)(φ, v)| ≤ C χQ2

(v) |Q|−1/p |φ− φ0|−T .

Aplicando uma convolução com Φ2
ε temos, para φ 6∈ Q∗∗

1 e v ∈ R
d,

|Φε ⋆ (Fσ� a)(φ, v)| ≤ C |Q|−1/p |φ− φ0|−T (Φ2
ε ⋄ χQ2

)(v)

≤ C |Q|−1/p |φ− φ0|−T χQ∗

2
(v).

Assuma por um instante que o átomo esteja suportado em um cubo grande. Nesse caso,

podemos tomar o supremo em 0 < ε ≤ 1, elevar ambos os lados à potência p e integrar em

R
m+d \Q∗∗

1 )× R
d para obter a inequação 3.3.1.

Já para átomos pequenos a estratégia será a seguinte: escreva F (φ) como uma série con-

vergente em S(Rm+d) da forma que F =
∑

k F
(k) com F (0) suportada na bola unitária e

cada F (k) suportada em alguma bola de raio unitário. Lembre-se que, como a é um átomo

pequeno, existe uma certa famı́lia de integrais (que pareiam a com polinômios) que são

identicamente nulas. Nosso objetivo, por ora, é demonstrar a inequação 3.3.1 com F (k) no
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lugar de F . Lembrando que a é um átomo pequeno, temos:

(aε�F (k)
σ )(φ, v) = χQ∗

2
(v)

∫
a(y, v)G(k)

σ,ε(φ− y) dy

=

∫
a(y, v) [G(k)

σ,ε(φ− y)− qφ,ε(y)] dy,

onde G
(k)
σ,ε = Φ1

ε �F
(k)
σ e qφ,ε é o polinômio de Taylor de ordem T da função y 7−→ G

(k)
σ,ε(φ−y)

próxima do ponto φ0. Neste caso T é escolhido como a parte inteira de (2m+2 d) (1/p−1).

A estimativa para o resto da Série de Taylor mostra que o lado direito da equação anterior

pode ser majorado por C |Q|−1/p σ−T−1−m−d rT+1. Assuma inicialmente que k = 0. Desta

forma segue que F (0) está suportada na bola unitária. Como |φ − φ0| é comparável com

|φ − y| para todo y ∈ Q∗
1 e φ 6∈ Q∗∗

1 e, além disso, temos que |φ − y| ≤ σ no suporte de

F
(0)
σ (φ− y) segue que, para todo 0 < ε ≤ 1 e 0 < σ ≤ 1,

|(aε�F (0)
σ )(φ, v)|p ≤ C0 χQ2

(v)

(
r

|φ− φ0|

)(T+m+d+1)p

para todo φ 6∈ Q∗∗
1 .

Que depois de uma integração, torna-se:

∫∫

(Rm+d\Q∗∗

1
)×Rd

sup
0<ε≤1

|Φε ⋆ (F (0)
σ � a)(φ, v)|p dφ dv ≤ C0.

Por outro lado, já sabemos que:

∫∫

Q∗∗

1
×Rd

sup
0<ε≤1

|Φε ⋆ (F (0)
σ � a)(φ, v)|p dφ dv ≤ C0.

Combinando as duas inequações anteriores, obtemos:

∫∫

Rm+d×Rd

sup
0<ε≤1

|Φε ⋆ (F (0)
σ � a)(φ, v)|p dφ dv ≤ C0.

Para outros valores de k considere uma translação apropriada F̃ (k) de F (k) de tal forma

que F̃ (k) esteja suportada na bola unitária. Associando a cada átomo pequeno a um

outro átomo transladado ã, podemos escrever aε�F
(k)
σ = ãε� F̃ (k). Procedendo como

66



3.4. Teorema de Extensão CR

anteriormente, podemos obter:

∫∫

Rm+d×Rd

sup
0<ε≤1

|Φε ⋆ (F (0)
σ � a)(φ, v)|p dφ dv ≤ Ck. (3.3.2)

Observe que existe uma seminorma cont́ınua ρ em S — dada pelas integrais anteriores —

envolvendo apenas as derivadas de ordem ≤ T + 1 de forma que Ck ≤ ρ(F (k)). Como∑
k F

(k) converge absolutamente em S observamos que
∑

k Ck < ∞. Portanto, a famı́lia

de desigualdades 3.3.2 implica 3.3.1 por subaditividade.

3.4 Teorema de Extensão CR

Digamos que h seja uma distribuição CR emM que esteja em algum hp(M) com p > 0. Pelo

teorema 40 existe uma sequência de aplicações inteiras Fj, cujos traços bFj convergem para

h na topologia de hp para cada compacto fixado. O conteúdo do próximo lema discute uma

propriedade muito interessante da sequência {Fj}j∈N: mesmo sem explicitamente conhecer

as funções, é posśıvel demonstrar que elas dão origem a uma aplicação holomorfa F que

está definida no interior de chM .

Lema 41. Fixe p > 0 e considere M ⊂ C
m+d uma variedade quádrica e K um compacto

arbitrário em M . Sejam Γ′ um cone estritamente menor que ch{q(w,w)} e {Fj}j∈N uma

sequência de aplicações inteiras. Suponha que a sequência dada pela restrição de cada Fj

a M (isto é, {bFj}j∈N) seja uma sequência de Cauchy quando olhadas em hp(K). Nestas

condições, existe uma aplicação holomorfa F definida em M + Γ′ tal que:

1. Para todo (w0, z0) ∈M+Γ′ existe uma vizinhança V de (w0, z0) de modo que Fj −→ F

uniformemente;

2. F admite valor de fronteira bF em D′(M);

3. bFj −→ bF na topologia das distribuições.

Demonstração. Seja Φ ∈ S com
∫
Φ(z) dz 6= 0 e tome (w0, z0) ∈ M + Γ′. Para cada par

de ı́ndices (j, k) temos que Fj e Fk são aplicações inteiras. Nestas condições, segue que

Gj,k = |mΦ(Fj − Fk)|p é uma função plurisubharmônica em chM , não negativa e cont́ınua
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até a fronteira. De acordo com o lema 39 existem constantes C1,C2 e uma vizinhança V

de (w0, z0) tal que:

sup
V

|Gj,k| ≤
C1

|B(m0, C2

√
δ)|

∫

B

|Gj,k| dσ,

onde B é a bola anisotrópica em M e δ é a distância euclidiana de (w0, z0) ao ponto

m0 = (w0, x0 + i q(w0, w0)). Considere em M um compacto tal que B(m0, C2

√
δ) ⊂ K.

Como, por hipótese, {bFj}j∈N é uma sequência de Cauchy quando olhadas em hp(K), então

dado ε > 0 segue que existe N0 tal que:

j, k > N0 ⇒
C1

|B(m0, C2

√
δ)|

∫

B

|Gj,k| dσ < ε.

Se z ∈ V , então |(Fj−Fk)(z)|p ≤ Gj,k(z) ≤ supV |Gj,k| ≤ ε. Portanto a sequência {Fj}j∈N é

uniformemente de Cauchy em V . Para o restante da conclusão do lema basta observar que

todas as aplicações Fj tem uma estimativa temperada uniforme e aplicar a continuidade

do operador b.

Nossa demonstração do lema 41 depende fortemente do lema 39, que é extremamente

técnico. Por isso, seria interessante contar com outra demonstração mais elementar do

mesmo fato. Como exemplo de uma abordagem posśıvel utilizaremos discos anaĺıticos em

um caso especial.

Definição 42. Suponha M uma subvariedade de C
N e A : D1 −→ C

N uma aplicação

cont́ınua. Se A for holomorfa no interior do disco, então diremos que A é um disco anaĺıtico.

Nestas condições, o conjunto ∂A = {z ∈ CN : z ∈ A(S1)} será chamado de fronteira de A

e o ponto A(0) = P ∈ C
n será dito o centro de A. Se, além disso, ∂A ⊂M , então diremos

que A está anexado a M .

Durante esta digressão consideraremos q̃(u, v) = u2 + v2 e m = d = 1. Nessas condições

teremos que:

M = {(w, t) ∈ C× C,ℑt = q(w,w)}.

Fixe x0 > 0 e tome um ponto P0 = (u0 + i v0, x0 + i y0) no interior da envoltória convexa

de M . Considere um biholomorfismo (cont́ınuo até a fronteira) η : D1 −→ u0 + i v0 +

|x0|D1 satisfazendo η(0) = u0 + i v0 e η(e
i θ) = |x0|1/2 ei θ. Com isso defina o disco anaĺıtico

AP0
(ρ, θ) =

(
η(ρ ei θ), x0 + i y0

)
.
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A

D1

∂A

M

0

P

Figura 3.1: Esboço de um disco anaĺıtico anexado a M

Suponha que V = B(P0, r) ⊂ int chM . Ora, para p ∈ V vale que:

|Gj,k|(p) ≤
1

2 π

∫ 2π

0

|Gj,k|
(
Ap
(
ei θ
))

dθ.

Integrando em p, obtemos:

∫

V

|Gj,k|(p) dp ≤
1

2 π

∫

V

∫ 2π

0

|Gj,k|
(
Ap
(
ei θ
))

dθ dp.

Fixado θ, calculemos a integral
∫
V

|Gj,k|
(
Ap
(
ei θ
))

dp. Ora, para cada p ∈ V associe a

fronteira ∂Ap. Desta forma, existem a, b ∈ R tais que:

S =
⋃

p∈V

∂Ap =
⋃̇

a<x0<b
{(|x0|1/2 ei θ, x0 + i y0)} ⊂M.

Consequentemente:

∫

V

|Gj,k|
(
Ap
(
ei θ
))

dp =

∫

a<x0<b

|Gj,k|
(
η(ρ ei θ), x0 + i y0

)
dp.

Para cada y0 a aplicação:

Ψ : (a, b) −→ S

x0 7−→
(
η(ρ ei θ), x0 + i y0

)

constitui uma mudança de variáveis e, portanto:

∫

V

|Gj,k|
(
Ap
(
ei θ
))

dp ≈
∫

X

|Gj,k| dσ,
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onde σ representa o elemento de área em M .

Como X é limitado, podemos ficar ε > 0 e tomar j, k suficientemente grandes para tornar∫
X

|Gj,k| dσ < ε.

Terminada essa pequena digressão, podemos finalmente enunciar o Teorema de Extensão

CR. Em resumo: o lema 41 estabelece que lim bFj = bF e o teorema 40 certifica que

bFj = h (nas topologias adequadas). Com isso, fica demonstrado o:

Teorema 43 (Teorema de Extensão CR). Fixe p > 0 e considere M ⊂ C
m+d uma variedade

quádrica. Sejam Γ′ um cone estritamente menor que ch{q(w,w)} e f ∈ CR(M) ∩ hp(M).

Nessas condições existe uma aplicação holomorfa F definida em intM+Γ′ tal que bF = f .
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Notas para o Caṕıtulo 3

Assumimos implicitamente que p ≤ 1 durante a demonstração dos teoremas desse caṕıtulo.

Se p > 1, note que os enunciados se resumem a seus análogos com os espaços Lp, visto

que hp e Lp coincidem quando p > 1. A validade dessas versões segue imediatamente dos

resultados provados por Boggess.

Para a apresentação original dos espaços de Hardy localizados, consulte [Gol79]. Já para

as demonstrações ausentes na primeira seção deste caṕıtulo, consulte [NSW85].
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