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Resumo

Suponha M uma subvariedade suave de CV e £ = U,ccn L, a estrutura de Cauchy-Riemann
associado ao espago complexo N-dimensional. Para cada ponto p € M podemos considerar
o espaco vetorial A, = CT,M N L,. Caso a reuniao dessas fibras deem origem a uma
estrutura localmente integravel diremos que M é uma subvariedade CR com estrutura A =
UpemAp. Da construcao feita, segue imediatamente que se h é uma aplicacao holomorfa
definida em uma vizinhanca U D M entao A(h|M) = 0.

Ora, se considerarmos agora uma distribuicao u € D'(M) tal que Au = 0 surge uma
pergunta natural: existe uma aplicagao h holomorfa definida em um aberto U tal que
h|M = u? A pergunta, posta como estd, poderd ser repetida de maneira enxuta como:
a distribuicao CR wu tem extensao holomorfa? De forma geral a resposta é negativa e os

exemplos sao variados.

Considere uma aplicagao ¢ : C™ x C™ — C¢ quddrica e a variedade M = {(w,t) €
C™ x C4, St = q(w,w)}. Ora, Boggess demonstrou em [Bog01] que toda distribuigao CR
em M, que também é uma funcao L” com p > 1, admite uma extensao holomorfa no
interior da envoltéria convexa de M. Neste trabalho, investigaremos a mesma questao, mas
consideraremos distribui¢goes CR em M que estejam em h? com p > 0. Como h?(M) =
LP(M) se p > 1 podemos entender que nosso texto ¢ uma extensao do resultado apresentado
por Boggess. O ingrediente fundamental para essa generalizacao é uma versao do Teorema

de Aproximagao de Baouendi-Treves.



Abstract

Suppose that M is a smooth submanifold of CV and that £ = U,ccn L, is the Cauchy-
Riemann structure associated to the N-dimensional complex space. For each p € M we
can consider the vector space A, = CT,M N L,. If the reunion of those fibers originates
a locally integrable structure, then we are going to say that M is a CR submanifold with
CR structure A = UpeprA,. It immediately follows that if A is a holomorphic application
defined in a certain neighborhood U O M, then A(h|M) = 0.

If we consider a distribution u € D'(M) such that Au = 0, then one can asks: is there a
holomorphic application h defined in certain open set U such that h|M = u? The question,
as it is, can be paraphrased as: is there any analytic extension of the CR distribution u?

The answer is negative and there are several examples one can create.

Consider a quadric application ¢ : C™ x C™ — C¢% and the manifold given by M =
{(w,t) € C™ x C? St = q(w,w)}. Boggess has proved in [Bog01] that all LP CR distribu-
tions in M (with p > 1) admit a holomorphic extension to the interior of the convex hull
of M. In this work, we are going to address the same question, but we are going to deal
with CR distributions that are in A? with p > 0. Since h*(M) = LP(M) if p > 1, then
our result can be understood as an extension of the original Boggess theorem. The main

ingredient of your work is a version of the Baouendi-Treves Approximation Theorem.
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Introducao

O Teorema de Aproximacao, provado em 1981 por Baouendi e Treves, é uma das princi-
pais ferramentas disponiveis na teoria das estruturas localmente integraveis. Esse resultado
estabelece que qualquer distribuicao h que seja solucao das segoes de uma estrutura local-
mente integravel £ pode expressar-se — localmente — como limite de uma sequéncia de

solugoes suaves da forma P, o Z. A demonstracao desse resultado pode ser encontrada em
[BCHOS, cap. II].

De forma geral, é impossivel esperar que a convergéncia dada pelo Teorema de Aproxima-
¢ao seja melhor que local. Mais precisamente: nao se pode oferecer quaisquer mecanismos
de controle sobre o aberto em que se da a convergéncia P, o Z — h. Em [Bog01, teo.
2] Boggess nos apresenta uma variagao do Teorema de Aproximagao de Baouendi e Tre-
ves (formulada para uma classe especial de variedades e distribuigdes) que lida com essa

questao.

Considere ¢ : C™ x C™ — C? quadrica e defina a variedade M = {(w,t) € C™ x C%, 3t =
q(w,w)}. Ora, fixados um ponto z € C™¢ e um inteiro j € {1,2,...,m + d} denotaremos

por 5](2) o vetor tangente a C™*¢ no ponto z dado por:

Ji(z): OX(C™) — C
[f1— (0f/%) (2).

Denotaremos por A(z) o espaco vetorial span {0(2),...,0m4a(z)} e escreveremos A =

1



U,ecm+aA(2). Essa estrutura localmente integravel nada mais é do que aquela que carac-
teriza todas as distribuicoes holomorfas. Em outras palavras: se U é um aberto em C™*¢
entdo h € H(U) se, e somente se, Ah = 0.

J& para cada ponto z € M, considere o espago vetorial £(z) dado por £(z) = CT,MNA(z).
A estrutura localmente integravel £ = U,¢p L(2) é chamada de estrutura CR da variedade
M. O conjunto de todas as distribui¢oes h € D'(M) que sao anuladas por essa estrutura

serd denotado por CR(M) e tais aplicagdes serao chamadas de distribuicoes CR.

Da construgao de £ fica evidente que se U D M é um aberto de C™* e F € H(U),
entao F|M € CR(M). A pergunta reciproca ja é mais interessante: dada uma distribuicao
f € CR(M) existe uma aplicacao holomorfa F' definida em algum conjunto aberto tal
que seu traco bF' coincida com f? FEsse tipo de pergunta recebe o nome de questio da
extensibilidade de distribuicoes CR em M.

De posse de todos esses ingredientes podemos enunciar uma consequéncia de [Bog01, teo.

2], que apresenta uma varia¢ao do Teorema de Aproximacao de Baouendi e Treves:

Teorema 1. Suponha M uma variedade quddrica e considere que f seja uma distribuicao
em CR(M) N LP(M) para 1 < p < oco. Nestas condigoes existe uma sequéncia de fungoes
inteiras Fy tais que para qualquer compacto K C M wvale que Fy, — f em LP(K) a medida

que k — 00. Se p = o0 entao Fy converge para f em quase toda parte.

Boggess demonstrou, nesse mesmo artigo, que no caso de variedades quadricas é possivel
estender distribuicoes CR até o interior da envoltoria convexa de M se a distribuicao
também estiver nos espagos LP(M) com p > 1. O teorema 1 é, sem duvida nenhuma,
a principal ferramenta na demonstracao que Boggess apresentou. Deste ponto em diante
lidaremos com a mesma questao de extensibilidade em variedades quadricas, mas em um
contexto um pouco diferente: suporemos que as distribuigoes CR em questao estejam nos
espagos de Hardy Localizados h?(M) com p > 0. Para trabalhar com essa questao teremos

que, assim como Boggess, apresentar uma versao do Teorema de Aproximagao.

Este texto foi dividido em trés capitulos. O primeiro e o segundo sao independentes e podem
ser lidos separadamente. Ja o terceiro trata da extensao de distribuicoes CR propriamente
dita e faz referéncias tanto ao capitulo 1 como ao capitulo 2. Os pré-requisitos a leitura

deste texto foram incorporados a medida que se tornaram necessarios.

No capitulo 1, estaremos interessados em um ingrediente fundamental do nosso teorema: o

conceito de trago de fungoes holomorfas. Este conceito é especialmente distinto do pullback



de uma distribuicao pela inclusao. Para a existéncia do trago, nao precisamos supor que
M faga parte do dominio de holomorfia de f. Ja no segundo conceito seria preciso, pelo
menos, que M fosse uma subvariedade do dominio de f. Nesse capitulo serao discutidos
itens como fronteira C'! de conjuntos, Férmula de Green-Gauss, crescimento temperado de

aplicagoes, continuidade do trago, cunhas e aresta.

Ja no capitulo 2, demonstraremos a principal ferramenta do nosso trabalho: uma versao
especial do Teorema de Aproximacao de Baouendi-Treves. Em oposicao ao carater local
do teorema de aproximagcao provado em 1981, nossa versao permite que distribuicoes CR
sejam aproximadas em compactos arbitrarios por polindmios inteiros. Em contrapartida,
nao trabalharemos com variedades e estruturas localmente integraveis arbitrarias, e sim
com variedades quéadricas e suas estruturas CR. Nesse capitulo, discutiremos itens como

aplicacao quadrica, variedade quédrica, distribuicao CR e nticleo de aproximacao.

Finalmente, no capitulo 3, iniciaremos caracterizando os espagos h? para p > 0 e os relaci-
onando com os espacos LP. Em seguida, trataremos de uma familia de bolas generalizadas
associadas a um conjunto de campos em M. Depois de apresentarmos todos esses ingredi-
entes, revisitaremos nosso Teorema de Extensao e exibiremos uma demonstracao para os
espagos hP e, através da estimativa associada as bolas anisotrépicas, construiremos uma
aplicacao holomorfa no interior da envoltoria convexa de uma variedade quadrica. Utili-
zando o conceito de traco discutido no capitulo 1, observaremos que essa aplicacao se trata

de uma extensao da distribuicao CR originalmente dada.



CAPITULO 1

Valores de Fronteira de Funcoes Holomorfas

RESUMO

Neste capitulo introduziremos a nogao precisa de trago (ou valor de fronteira) de uma
fungao holomorfa. Suponha que I = (0,1) C R e digamos que vocé tenha uma funcao
f € H(I x I)NCOI x I). Nesta situagao trivial definiremos o trago de f (denotado por
bf) como a aplicacao bf(z) = f(x +i0). Em outras palavras: o trago de f nada mais é

que a restricao da aplicagao ao eixo real.

Uma situacao mais delicada ocorre na perda da continuidade até a fronteira, isto é, quando
f € H(I x I) apenas. Nesta novo ambiente gostariamos de encontrar um andlogo para
bf que generalizasse a situacao anterior. A ideia agora é definir um conceito fraco de
bf. Mais precisamente: seja ¢ € D(I) e considere, para y € I, a distribui¢ao f(- + iy).
Suponha que o limite lim, o (f(- +1iy), ¢) exista. Nestas condi¢oes escreveremos que
(bf, ¢) = lim, o (f(- +1y), ¢). B facil de ver que se f € C(T x T), entdo bf € D'(I) e
ainda bf = f(- +10).

O objetivo deste capitulo é encontrar condigoes necessarias para a existéncia de bf € D'(I)

em uma situacao de trabalho nao tao primitiva quanto a apresentada nesta introducao.

Logo em seguida vamos explorar algumas propriedades da aplicagao b.



1.1. Caso Complexo

1.1 Caso Complexo

Nesta secao enunciaremos e demonstraremos um teorema classico que encontra condig¢oes
para a existéncia de bf. Por motivos de clareza serao apresentada duas demonstragoes. A
primeira delas fornece uma férmula despojada de limite para bf — o que facilita a andlise
de certas propriedades da aplicacao b. J& a outra demonstragao contém o germe da ideia

que ¢ utilizada no caso geral.

Vamos comegar os preparativos da demonstracao enunciando a conhecida Férmula de

Gauss-Green.

Definicao 2. Se Y C X sao conjuntos abertos em R”, entdao Y ¢é dito ter fronteira C* em
X se para todo ponto 2y € X na fronteira de Y podemos encontrar uma aplicacao A (C*

por partes) definida em uma vizinhanga X, de z tal que:

A(zg) =0, dA(zg) #0, YNXy={zreXy:A(z) =0}.

Sejam Y C X conjuntos abertos em R” tal que Y tem fronteira C! em X. Se f =
(fi,..., fn) ¢ um campo vetorial com componentes em D°(X) tal que o div f — definido

no sentido das distribuigoes — estd em L'(Y) entao vale a Férmula de Green-Gauss:

/Y div f dz = —/W (f, n) dS, (1.1.1)

onde n é o normal unitario que aponta para dentro de Y e dS é o elemento de superficie
em JY.

Suponha agora Y C X conjuntos abertos em C tal que Y tem fronteira C' em X. Observe
que se s é o parametro de comprimento de arco de dY, entao (dx/ds,dy/ds) é vetor
tangente unitario e (—dy/ds,dx/ds) é o vetor normal unitario que aponta para dentro. Se

¢ € DY(X), entao podemos considerar o campo f = (¢,i¢) e aplicar a equacao 1.1.1 para

2// 8_(15 dedy = —i ¢ dw, (1.1.2)
y 0% Y

obter:

onde dw = dx + idy.

J& estamos em condigoes para enunciar e apresentar a primeira demonstracao do teorema.

Teorema 3 (Existéncia do Traco). Seja I um intervalo aberto em R e considere a vizi-



1.1. Caso Complexo

nhanca:
Z={2€C:Rzelel<Tz<q}

Se f € H(Z) é uma aplicagao tal que para algum N € N wvale
[f() <CQ2)™N, Vze 2 (1.1.3)

entio bf € D'V emiste e ¢ definida por (bf, ¢) = lim, o (f(- + iy), ¢).

\4

Figura 1.1: FEzxisténcia de bf

Antes de iniciarmos a demonstracao é importante mencionar que a estimativa 1.1.3 equivale

a dizer que a funcao f tem crescimento temperado.

Demonstragdo. Para ¢ € DVT1(I) defina a seguinte aplicagao auxiliar:

J=0

Observe que I'(z,0) = ¢(x) e que ainda valem as seguintes relagoes:

0 o~ U (x) (i)

ox = J!
I =09 Gy R U () (i)
oy ; G-t ; !

Somando as duas equagoes acima, obtemos:

00 A0 o) (i)™
0z Or Oy N! '

6



1.1. Caso Complexo

Agora fixe Y com 0 < Y < . Para cada y suficientemente pequeno, isto é, 0 <y <~y —Y

nés obtemos da equagao 1.1.2 aplicada a fungao I'(2) f(z + iy) o seguinte:

/F(a:,O)f(x—l—iy) dz — /F(m,Y)f(x+z’y+iY) dz = 2@'/ fz+1y) g—gd)\(z),

0<Sz<Y

onde A é a medida de Lebesgue de C e g—g estd calculado no ponto z.

Como 0 < ¥z < Y podemos escrever z = x+1itY, com 0 < ¢t < 1. Utilizando essa mudanca
de variaveis temos que:
or or NI () GYH)N  _or

z,Y)tV.

Utilizando esta parametrizagao e lembrando que I'(z,0) = ¢(x), obtemos:

/gf)(x)f(x—l—iy)dx = /F(x,Y)f(a:+iy+iY)dx+2iY//0 t lf(x—i—itY—i—iy) g—gtNdxdt.

Observe que como z = x + itY segue que g—g agora estd calculado no ponto (z,Y).

Portanto, o lado esquerdo da igualdade acima é justamente (f(- +iy), ¢). Com isto, se
provarmos que o lado direito da igualdade converge quando y — 0 o teorema estara
provado. Inicialmente vamos verificar que os integrandos convergem. Como iy + 1Y € Z
para todo 0 <y < v —Y ¢ ficil ver que I'(z,Y) f(x + iy + 1Y) — I'(2,Y) f(x +iY) e
que f(z +itY +iy) StV — f(z +itY) 9L V. Utilizando a hip6tese, podemos aplicar o

teorema da Convergéncia Dominada e concluir que:

ylino o(x) fz+iy) de = /F(x, Y) f(x +4Y) de + 22’Y//0<t<1 flz +itY) g—g t dz dt.

O

Como coroldrio da demonstracao verificamos que (bf, ¢) = [ I'(x,Y) f(z + V) dz +
2tY [[ oeper ] (@FitY) g—g tVdx dt. A grande vantagem desta técnica é fornecer uma definicao
para o calculo de b f que seja desprovida de limite. Com isto, vamos demonstrar o seguinte

corolario de grande interesse.

Coroldrio 4 (Continuidade do Trago). Seja I um intervalo aberto em R e considere a
vizinhanca:
Z={2z€C:Rzeleld<Qz<n}.

7



1.1. Caso Complexo

Se {f;} € H(Z) é uma sequéncia de aplicagies tais que para algum N € N vale:
fi(2)] <C(S2)7N, V2 e Z

entio {bf;} € DN existem no sentido do teorema 3. Se além disso a sequéncia {f;}

converge uniformemente para a aplicacao nula em compactos de Z, entao bf; — 0.

Demonstragao. Como toda a sequéncia {f;} possui uma cota temperada uniforme segue

que para verificarmos que lim; ., (bf;, ¢) = 0 temos que calcular:

lim </F(:c, Y) f(a + i) de + mf// fi(o+itv) 2L g dt) |
0<t<1 0z

j—00

Para isto é suficiente aplicar o teorema da Convergéncia Dominada utilizando a informacgao
da hipotese. O

Note que se a sequéncia do corolario 4 convergir (uniformemente em compactos de Z) para
uma aplicagao f € H(Z) que satisfaz |f(2)| < C(Sz)™V (para as mesmas escolhas de C
e N de {f;}), entdo podemos aplicar o resultado para a sequéncia {f; — f} e obter que
bf; — bf.

Vamos agora apresentar uma nova demonstragao do teorema 3.

Demonstracao. Vamos proceder por inducao sobre V.
Inicialmente devemos demonstrar o resultado para N = 1. Da hipdtese temos que | f(2)] <

C(S2)~! para todo 2z € Z. Fixe um ponto 2y € Z e considere a primitiva:

F. Z— C
s 7 (e e

Portanto, é facil de ver que:

< [ 191 < [ @97 dg = ~Clogdz+ i
20 Z0

E evidente que F € H(Z) é uma aplicacao tal que F’ = f em Z. Note que F' é um pouco

mais regular que f. Em outras palavras, enquanto a fun¢ao original pode nao estar definida

na fronteira y = 0 sua primitiva é integravel, pois logt é integravel em uma vizinhanca
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proxima de t = 0. Para tirarmos vantagem deste fenomeno considere agora a primitiva

para F':
G: Z— C

z—> fzz F(¢&) d¢.
Como F' ¢ integravel até a fronteira segue que GG é continua até a fronteira y = 0, mais

precisamente G € H(Z)NCY(Z U I x {0}).

Como a aplicagao de derivacao é continua nas distribuicoes segue que:
2)
lim f(-+dy) = lim GP(- 4 iy) = (lim G(- +iy)> =G()® = ba)?.
y—0 y—0 y—0

Desta forma, fica provado que bf existe e é tal que bf = (bG)®.

Suponha que o resultado vale para N — 1 e vamos provar para N. Da hipdtese temos que

|f(2)] < CO(S2)~" para todo z € Z. Fixe um ponto 2y € Z e considere a primitiva:

F. Z— C
s [7 RO de.

Portanto, é facil de ver que:

[F() < / |f(O)]d€ < / C(S2) N de = Oy (Sz)~ VD),
20 20
Consequentemente o teorema é valido para F' (por hipétese de indugao) e, portanto, existe

o traco bF'. Utilizando a continuidade da derivada temos

/

. . BT / . . _ . . . _ /
ylinof(' +iy) = ylglOF (- +1y) (;E}o F(-+ zy)) (bF) .
[

Observando a demonstracao anterior constatamos o seguinte fato: seja G uma (N + 1)-
primitiva de f. Temos que G é continua até a fronteira e portanto existe seu trago bG.

Como limites e derivadas comutam segue que b f existe e é dado por bf = (bG)(NH).

A préxima etapa é redemonstrar o corolario 4 utilizando a construcao feita na demonstracao
anterior. E interessante observar que neste caso nao temos uma férmula simples para b f,

com isto precisaremos de um argumento um pouco mais elaborado.
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Demonstracao. Considere a primeira primitiva:

Fj . Z— C
e [2 fi(8) de.
Vamos mostrar que {F;} converge a zero uniformemente em compactos de Z. Para isso

considere r > 0 tal que |z — 29| < r e ¢ > 0. Escolha jj tal que |f;| < e para todo j > jo.

Nestas condigoes temos que:

d{' |d§</Z£d§§r&?,

20
para todo j > Jjo.

Para cada f; considere sua (NN + 1)-primitiva G; obtida através de sucessivas integragoes
sobre o caminho [z, z|. Iterando o argumento anterior obtemos que {G;} converge a zero
uniformemente em compactos de Z. Como cada uma das aplicacoes G; sao continuas até
y = 0 é trivial notar que bG; = G;(- +i0).

A préxima etapa ¢ mostrar que bG; — 0 uniformemente em compactos de /. Considere
|z —xo| <7 ee>0. Tome A > 0 de tal forma que se |y| < A entdo z + iy € Z. Como
|z —x0| <7 eyl <A entdo existe um jj tal que se j > jy entdo |G,;(z +iy)| < e. Tomando
o limite quando y — 0 temos que |G;(x)| < . Com isto fica provado que bG; — 0.

Utilizando o fato que limites e derivadas comutam segue que:
(N+1)
lim bf; = lim_ (bG;) VY ( lim bG, ) = 0.
Jj—ro0 Jj—00
]

Nesta préxima secao vamos verificar o comportamento do trago de funcgoes holomorfas

quando se tem varias variaveis complexas.

1.2 Traco em uma Aresta M

Seja M uma subvariedade genérica de CV de codimensao d e dimensao CR n e py €

M. Escolha p = (p1,...,ps) uma funcao definidora de M préxima a py e tome O uma

10
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vizinhanga de py na qual p esteja definida. Isto equivale a dizer que:

MNO={2€0:p(z7z) =0}

Vamos agora reapresentar uma definicao praticamente conhecida por todos. Um subcon-
junto I' C R? serd dito um cone com vértice na origem se para todo z € I' e para qualquer

t € R™ valer que tz € I. E f4cil de observar que o vértice pertence a fronteira topologica
de T.

Se I' é um cone aberto convexo com vértice na origem de R? nés definiremos:
WO, p,I')={2€ O:p(z,%Z) € I'}.

Inicialmente, note que o conjunto definido anteriormente ¢ um subconjunto aberto de
Cr*te — pois é imagem inversa de um aberto por uma aplicacao suave — e cuja fronteira

topoldgica contém M N O — pois 0 é o vértice do cone I

Note que a definicao acima depende — a priori — da escolha da funcao definidora. Nos
veremos logo abaixo que isto nao serd um problema. Deste ponto em diante chamaremos

tal conjunto de cunha de aresta M na direcao I' e centrado em py.

O conjunto W deve ser geometricamente entendido da seguinte forma: para cada ponto p
de M N O considere uma copia I') = I" x {p} do cone original I'. Logo depois identifique
cada ponto p com o vértice (0,p) de I',. Em outras palavras: estamos colando cones I' em
cada ponto de M N O.

)4%

ST

Figura 1.2: Cunha W de aresta M

Note que quando M é uma hipersuperficie (isto é, d = 1) temos que VW é simplesmente
uma vizinhanga de um lado apenas de py — mais precisamente: W = O N {p(z,Z) > 0}
ou W =0n{p(z,z) < 0}.

11
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A préxima etapa é verificar que a construcao de W é independente de p em um sentido

bem especifico — o que permitird mudancas livres na escolha da funcao definidora.

Proposicao 5. Sejam p e p' duas funcoes definidoras de M préximas do ponto py. Nestas
condicoes existe uma matrix real d x d invertivel B tal que para todo O e I" no contexto
acima vale a sequinte propriedade. Para qualquer cone aberto convexo I'y C R com BI'; N
S relativamente compacto em T'NSY™! implica que existe um Oy, uma vizinhanca aberta
de py em C"*4, tal que:

W(Oq,p, 1) c W(O,p,T).

Demonstracao. Sabemos que existe uma matriz suave A definida em uma vizinhanca
de pg tal que p) = Ap. Defina B = A(po,po) " E claro que se p'(z,Z) € Ty entao
A(z,%) p(z,%z) € T'y. Consequentemente A(pg, po) " A(2,%) p(2,%Z) € A(po,po) ' T'1. Escre-
vendo A(pg,po) ' A(z,%) como (I + O(z,%)) obtemos:

(I +0(2,%)) p(2,%) € A(po, 7o) " T,

onde [ é a matriz identidade d x d e O(z,%) é uma matriz tal que [|O(z,Z)|| — 0 a medida
que z —> po. Ora, a hipétese de que BT’y N S9! é relativamente compacto em I' N S9!
implica que p(z,Z) pertence a I' para valores suficientemente pequenos de z —py. Isto prova

nossa proposicao para uma certa vizinhanca O;. ]
Seja M C C™ uma subvariedade genérica da forma
M = {z = (u,w) € C" x C*: Sw = ¢(u, T, Rw)}

e pp € M. Como anteriormente, denote por p = (p1, ..., pq) uma fungao definidora para
M préximo a pg. Suponha também, sem perda de generalidade, que ¢(py) = 0, dp(py) = 0
e po=0.

Vamos considerar uma cunha W = W(O, p,I') com aresta M. Dizemos que uma fungao
holomorfa f é de crescimento temperado se existe uma constante C' > e um inteiro £ > 0

tal que:

c ,
|f(2)|§W7VZ€W-

Observe que como p(z,%) representa um ponto dentro do cone I' segue que |[p(z,%)| é

comparavel com | dist(z, M)|. Com isto observamos que a formulagao anterior é equivalente

12



1.2. Tragco em uma Aresta M

a dizer que existe uma constante C' > 0 (possivelmente diferente da do caso acima) e um
inteiro £ > 0 tal que:
C
| < ————— VzeW.
F2)l = | dist(z, M)|+’
Vamos considerar uma cunha de aresta M com um formato um pouco mais especial. Su-
ponha I' um cone aberto convexo qualquer. Como nossa variedade M é o grafico de uma

funcao ¢ considere:
W= {(u,w):w=s+ip(u,u,s)+iv,|z| <el|s| <e,|v] <evel}

Note que se v = 0 estamos em M e a medida que v varia vamos parametrizando o cone I'.

Ora, pela proposicao 5 existe um € > 0 e um cone aberto convexo I' C R? tal que W C W'
Em outras palavras: independentemente da cunha originalmente dada é possivel construir

essa cunha W de coordenadas canonicas que esta contido em W'

Nosso proximo objetivo é trabalhar com uma formulagao de crescimento temperado mais
util para nossos calculos. Para isto vamos assumir que 0 € I' e que f(u,w) é holomorfa em

W. Suponha que exista uma constante C' > 0 tal que f satisfaca a seguinte estimativa

. _ , C
‘f(ua s+ Z¢(u7 u, 5) + ZU)’ < U_‘k’
para todos u, s,v suficientemente pequenos com v € I'. Note que como p(v) = (u,s +

io(u,w,s) +iv) € We |dist (p(v), M) | = |v| temos que f tem crescimento temperado.

Antes de enunciarmos o principal resultado desta secao vamos estabelecer uma notacao
simplificadora. Se I'y C I'y sdao cones abertos tais que I'; N S9! é relativamente compacto
em I'y N S9! entdo escreveremos I'y < I's. Analogamente, se O C Oy e I'1 < T'y entdo

escreveremos Wy < Wy onde Wy = Wi (01, p,T'1) e Wo = Wa(Oq, p, Ts).

Denote por Ei(W) o espaco de Banach das fungoes de crescimento temperado em W

munido da norma

Il = sup  Jol"|f(u,w)],
(z,w)eW,wel’

onde w = s + id(u,u, s) + iv.

Teorema 6 (Existéncia do Trago). Seja f(u,w) uma func¢ao holomorfa de crescimento

temperado em W. Nestas condi¢oes existe uma distribuicao chamada bf definida em uma

13



1.2. Tragco em uma Aresta M

vizinhanca de po em M pela identidade

(bf, )= lim ///R%H (u, s +ip(u,w,s) + ) Y(x,y, s) de dyds,

I'sv—0

onde u = x + iy e € uma funcao teste em R?" ¢ com suporte suficientemente pequeno.
Além disso, se bf € uma aplicagao continua entao para qualquer cunha W com W < W
a restricao de f a W se estende continuamente até uma vizinhanca de po em M. Ainda

mais, se valer que bf =0 entao f = 0.

Neste trabalho iremos demonstrar uma versao nao tao geral do teorema acima, mas que
serd suficiente para nossa aplicacao. Na proposicao a seguir estaremos preocupados com o

a existéncia do traco (bf), em uma diregao fixada v € I

Proposigao 7. Seja f(u,w) uma funcao holomorfa de crescimento temperado em WW. Con-
sidere v € I’ e 1 uma funcdo teste em R*"* 4 com suporte suficientemente pequeno. Nestas

condicoes existe o limite

o—0

(bf)y, ) = lim ///R2n+d u, s +ip(u, @, s) +iov) (z,y, s) dedy ds,

onde u = x + 1y.

Uma observacgao interessante: depois de demonstrarmos a proposicao anterior, poderiamos

demostrar que dados p,q € I' valeria que

(bf)p = (bf)q

e com isto mostrariamos que o trago independe da escolha da direcao e certamente valeria o

teorema 6. Entretanto, vamos nos concentrar apenas em demonstrar a existéncia de (bf),.

Antes de iniciarmos a demonstracao da proposicao vamos trabalhar em um lema técnico

que contém as ideias centrais da prova do teorema.

Lema 8. Seja f: (0,7) — R uma func¢do suave e seja k > 0 um inteiro nao negativo. Se

para todo j existe uma constante C; > 0 tal que

&f
dad

(x)‘gx—g,0<x<r

entdo f admite uma extensdo suave em [0,71).

14



1.2. Tragco em uma Aresta M

Demonstracao. Para simplificarmos nosso trabalho, assuma que £ = 1. Considere t > 0
suficientemente pequeno e escreva a Série de Taylor com Resto Integral para f’ com os

parametros a = 1, a+ h =t e n = 1. Em outras palavras:

(t—1)°
2

() = F()+ /(1) (¢ - 1) + /0 (1= ) f"(1+ st — s) ds.

Como t > 0 podemos estimar o integrando anterior e obter:

C3’1—S| 03
1-— "1 t— < ——— < |1 - < (.
(A=) " st =) < = S sl < G

Consequentemente temos que f’ é uma aplicagao limitada pois

(t—1)?

SO < 1S WI+ LW =D+

1
/ Cg dSSO
0

Considere agora t > 0 suficientemente pequeno e escreva a Série de Taylor com Resto

Integral para f com os parametros a =1, a +h =t e n = 0. Mais precisamente:
1
ﬂﬂ=ﬂD+u—n/)fu+g—g@.
0

Como f’ é limitada e ainda f'(1+ st —s) — f'(1 —s) a medida que ¢ — 0 podemos usar

o teorema da Convergéncia Dominada e obter:

hmﬂﬂzﬂU—A F(1—5)ds.

t—0

Com isto mostramos que f admite uma extensao continua na origem. Ora, se no lugar de
. . . ’ , ~ . /
[ aplicarmos o procedimento anterior para f’ terfamos uma extensao continua para f’ (e

assim sucessivamente).

Caso k > 1 terfamos que utilizar uma Série de Taylor com n suficientemente grande. O

restante da demonstracao ficaria inalterado. ]

Vamos agora demonstrar nossa proposicao. A ideia central é utilizar a hipétese de cresci-

mento temperado para verificar que podemos utilizar o lema anterior.

15
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Demonstragao. Considere v € T' e 1) uma funcao teste em R?***? com suporte suficiente-

mente pequeno. Nestas condi¢oes defina a funcgao:

= /// flu,s +ip(u,w,s) +iov)Y(z,y, s) dedyds,
R2n+d

onde u =  + iy. Queremos mostrar que existe lim,_,o F'(0).

Inicialmente, vamos diferenciar sob o sinal da integral e obter:

d
= lz:; ///R2n+d fuy (uy s +i0(u, @, s) + iov) (iv) Y(x,y, s) de dy ds,

onde f,, é l-ésima derivada com respeito a componente w de f(u,w).

Derivando f(u, s + i¢(u, @, s) + iov) com respeito a s, obtemos:

% (f(u, s +id(u, T, s) + iov)) = ; fun (U, 5+ i0(w, T, ) + i00) (O + 101, (0,7, 5)),

onde 9,,; é o Delta de Kronecker.

Como d¢;(0) = 0 podemos reescrever d,,; + i@y s, (u, U, s) como funcoes suaves a;, (u, 0, s)

tais que a;,(0) = d,;. Com esta simplificagao temos:

d
fu, (uy s +ip(u, 1, s) + iov) Z Ay (u, @ 8i (f(u,s +ip(u,@,s) +iov)) .
m=1

Substituindo a equacao anterior na férmula de F”(¢), obtemos que F' (o) =

Z /// aym (U, T, S) a% (f(u,s +ip(u,@,s) +iov)) iy (z,y, s) dedy ds.
R2n+d m

Il,m=1

Integrando por partes temos que F'(0) =
‘ )
_ Z /// —(am (u, @, s) i (2, y, 5)) f(u, s + ip(u, @, s) + iov) de dyds.
l.om=1 R2n+d 65m

Ora, da hipdtese de crescimento temperado temos que | f(u, s +i¢(u, U, s) +iov)| < C/o*.
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Como aj,(u, @, s)iv, ¢ (x,y,s) ndo depende de o obtemos a estimativa desejada para a

primeira derivada de F':

C

ok’

[F'(0)] <

Naturalmente, para majorar as proximas derivadas, basta repetir os calculos anteriores

com a ordem desejada. O

Da demonstragao, concluimos que tomado v € I' e construida a aplicagdo F(o) = F,(0)

como anteriormente temos que:
bf = lim F'(o).
(bf, ) Ulmo (0)

Agora vamos nos dedicar ao estudo da continuidade do operador b neste contexto mais
geral. Neste caso, a técnica que utilizamos para verificar a existéncia do traco sera suficiente

para investigarmos sua continuidade.

Uma inspecao da demonstragao nos mostra que:

[ (bf, ¥) | =

lim F(0)| < il

onde [ > k.

Inicialmente, suponha uma sequéncia { f,,} € C¥(WV) tal que exista uma constante C' > e

um inteiro £ > 0 tal que:

C

< —_ .
< | dist(z, M|k’ VZzeW

|fn(2)

Suponha que { f,,} convirja a zero em compactos de V. Inicialmente tome uma fungao ¢ em
M com suporte suficientemente pequeno K. Observe que o estudo do valor de fronteira b f,,
depende apenas do comportamento de f, para valores de (u,w) suficientemente préximos
de Ky. Nestas condigoes dado € > 0 existe um nq tal que se |s| < C, |u| < C, |v] < C entédo

|fn| < &. Desta forma:

lim  sup[off|f(u,w)| < CFe

T s)ful lvl<C

Consequentemente, || f||,, — 0 e, portanto, bf, — 0.
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NOTAS PARA O CAPITULO 1

Quando definimos a distribuicao bf na segunda secao nés fixamos um sistema de coor-
denadas em M. A priori é preciso demonstrar que bf independe dessa escolha. Apesar
de nao ter havido esta preocupacao neste texto a estratégia é a seguinte: construa uma
sequéncia f, de aplicagdes em Ej (W) que sao continuas até depois da aresta M tal que
| f — fallyy — 0. Como bf, = f,|M independe da escolha de coordenadas (pois f, sao
aplicagoes continuas até M), entao segue o mesmo para bf. Para detalhes das demonstra-
¢oes ausentes nesta se¢ao consulte o capitulo VII de [BER99]. J4 para maiores informacoes

sobre a primeira segao consulte o capitulo 11T de [H6r83).
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CAPITULO 2

Teorema de Aproximacao CR

RESUMO

O Teorema de Aproximacao, provado em 1981 por Baouendi e Treves, é uma das princi-
pais ferramentas disponiveis na teoria das estruturas localmente integraveis. Esse resultado
estabelece que qualquer distribuigao h que seja solucao das segoes de uma estrutura local-
mente integravel £ em uma variedade diferenciavel M pode expressar-se localmente como
limite de uma sequéncia de solugoes suaves da forma PyoZ. A demonstracao desse resultado

pode ser encontrada em [BCHOS8, cap. II].

De forma geral é impossivel esperar que a convergéencia dada pelo Teorema de Aproximacao
seja melhor que local. Mais precisamente: nao se pode oferecer quaisquer mecanismos de
controle sobre o aberto onde se da a convergéncia P, o Z — h com as hipdteses pouco
restritivas requeridas pelo teorema. O principal problema envolvido nessa questao ¢é a
natureza euclidiana local de uma variedade M e a impossibilidade associada a ela de se

obter uma carta de parametrizagao global.

Neste capitulo iremos apresentar uma versao do Teorema de Aproximacao que apresenta
hipéteses mais restritivas — tanto em M como em L — e, em contrapartida, obteremos

uma convergéncia em qualquer compacto dado.
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2.1. Sistema de Coordenadas
2.1 Sistema de Coordenadas

Considere g : C™ x C™ — C? quddrica , isto é, ¢ é bilinear e q(u, v) = ¢(v,u). Observando
que ¢ = (q1,- .-, qq) é claro que cada aplicagao ¢; : C"™xC™ — C é uma aplicagao quadrica.
Se w = (wy, ..., wy,) € C™ entao:

T) = e al [—
q(w,w) = g w; Wy a;; com a;; = a;.
i?j

Defina a seguinte variedade:

M = {(w,t) € C™ x C*, 3t = q(w,W)}.

Como ¢ é quddrica note que q(w,w) = q(w,w), isto é, q(w,w) € RL Observe que M
nada mais é senao o conjunto M = {wy, ..., Wy, x1 +iq(w,),..., 24+ iqe(w,w)}. Em
particular M é gréfico sobre C™ x R% ~ R?™ x R¢ e consequentemente temos que dim M =
2m +d.

Deste ponto em diante nos referiremos a M como variedade quddrica. Note que, em alguns
contextos, pode-se também entender por variedade quédrica o conjunto M = {(w,t) €
C™ x C4 Rt = q(w,w)}. A vantagem dessa classe de superficies se tornard clara a medida
que formos caminhando em nossos calculos: a presenca de uma parametrizacao global que

satisfaz uma certa estimativa polinomial.

Rd A

Cm

Figura 2.1: Fsboco de uma variedade quddrica
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2.1. Sistema de Coordenadas

d

Suponha w = u + iv. Em termos de coordenadas em R?™ x R? consideraremos:

(Uly e ooy Uy V1 e ey Uy T4y v oy L)
Seja q(u,v) = q(u+iv,u —iv) e considere a aplicacao:
Z: R¥M™xRI— Cm™xC?

(U,’U,ill’) — (U—FZU,SC—FZ&(U,U))

Ora, Z é uma parametrizacao global para M. Suas coordenadas complexas, doravante

denotadas por Z1, ..., Zpm, Zmits - s Lmid, SA0

Caso A 1 <s<m:

Ly = Us + 1 0s,

Caso B 1+m <s<d:
Zs=Tsm +1qs—m(u,v).

Para um ponto (v, v, ') arbitrdrio a matrix jacobiana de Z com respeito as variaveis (u, =)

(doravante indicada por Z, , ou Z4) tem determinante identicamente 1. De fato,

0z; 07

Ou; 8_$k
Zu,x -

Ou; 6_171@

Lembre-se: a matriz anterior tem m-+d linhas. As primeiras m correspondem a (u, v, z) —
(u+iv). J4orestante das linhas corresponde a (u, v, x) — x—+iq(u,v). Com isto obtemos

a seguinte matriz triangular inferior, cujo determinante é facilmente calculado:
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1 0 0 0]
0 1 0 . 0
Zu,m:
01 (u' ') 01 (u' ')
i) W) g
a (/ /) a~(u/,7j/)
Q) duW) g

Nosso proximo objetivo é introduzir certos campos e analisar sua interagao com nossa

aplicacao Z. Considere My, k=1,...,m + d, dados por

Caso A 1 <k<m:
o
My = 5 - Za_wa_:m

CasoB m+1<k<m+d: 5

My, = .
g axk—m

A proxima etapa é investigar a relacao entre os campos M; e as coordenadas da carta

global da variedade M. Com efeito,
Afirmagao 9. Se 1 < k,s <m+d entdo MpZ; = Os.

Demonstracdo. A estratégia consiste em analisar todos os possiveis casos. Inicialmente,
suponha que 1 < k < m. Desta forma obtemos dois casos: o primeiro é 1 < s < m.

Consequentemente:

Ous
8uk n

My (us +ivg) =

ks

J& o segundo caso é m+ 1 < s < m+d. Com o qual temos:

8&8—771 Z an 8Is m 8@;—771 353—m

M s—m .A/sfm =1 = —
k(x g ) ! 0uk ﬁuk 81:1 ! 8uk ! 8uk

:O:(Sks

Para concluirmos suponha que m +1 < £k < m + d. Novamente obtemos dois casos: o

primeiro é 1 < s < m. Facilmente verificamos que:

0 (us +ivy)

Mz =
g 8l‘k—m

=0 = Ops.
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2.1. Sistema de Coordenadas

Ja no segundo caso, com m + 1 < s < m + d, obtemos:

Mst (xs—m +1 as—m) = 5k—m,s—m = 5ks~

amk—m

]

Com o objetivo de simplificarmos a notacao, defina, para 1 < k < m + d, &, = I7;.
Lembrando da definicao das coordenadas de Z é imediato observar que para 1 < 7 < m

ocorre que

Caso A 1 <k<m

0,
el
87)]' ki
CasoB m+1<k<m+d:
@ o aa/kfm
(%j N 8Uj ’

A partir deste ponto considere, para 1 < j < m, os campos:

Continuando com nosso estudo iremos procurar entender a relagao entre os campos L; e

as coordenadas da carta global da variedade M. Com efeito,

Afirmacao 10. Para 1 <j<m el <!l <m+d vale que L;Z; = 0.

Demonstracao. De fato,

07, T2 ov, 07z, 0%
L7, =— — — 0y = — — 1 —.
il 81)]- ! kz:; avj M 02;]- ! an

Como RZ; nao depende de v e lembrando que ®; = 3Z; entao segue que

0Z _ 0% _0iSZ 0% _ 0B 0%
811]- 6vj N (%j 8Uj N 6vj 811]- e
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2.1. Sistema de Coordenadas

A expressao dos campos L; foi bem 1til para computarmos o valor de L;Z;, mas para con-
tinuarmos nosso trabalho serd preciso encontrar uma formulacao equivalente. O préximo
objetivo ¢ encontrar uma expressao que simplifique a representacao dos campos L;. Para

isso comecemos observando que:

m~+d (9(13 m—+d aq m+d aa
M= 6y M, S = M, Ll VS
za%kzmwz go, Mi= Mt ), =5 M
k=1 k=1 k=m+1 k=m+1
Como M), = ==%—sem+ 1 <k <m + d entdao temos que:
m+d m-+d
0Py, OGk—m
— M, = M; +
kz ov; k;ﬂ 0v; 8xk m
Consequentemente temos:
0 = Odm
Li=——1| M+ .
T Oy ( Z 0v; &%’k m
k=m+1
Como 1 < j < m temos que M; = —1 Zz N g% 35, € bor ora podemos obter:

o (o Koz o T oG, o0
Lj—a—%‘l(a—%‘lzza—ﬂ 2 Tou am )

k=m+1

~ m-+d ~
K X

Vi O
k=m+1 a] akm

S Glen 0§~ 0k 0§ 00 0.
dv;  OTg—m v; Oxy, dv; Oz
k=m+1 k=1 =1

Desta forma podemos escrever:



2.1. Sistema de Coordenadas

Concluimos que:

Podemos finalmente concluir que, a menos de uma constante,

d
o 9
L;=9;—i) (1) pre

=1

Neste ponto ¢ importante discutirmos algumas propriedades dos campos L;. Inicialmente
é facil de verificar que eles constituem geradores linearmente independentes para uma
estrutura localmente integravel £. Além disso, observamos que L; sao campos tangentes
a M que também sdo combinacoes lineares dos campos de Cauchy-Riemann em C™ x C¢.
Em particular temos que se h € H(C™ x C¢) entdao L(h|M) = 0. Depois dessa pequena

discussao podemos enunciar a

Definigao 11. O conjunto {71, ..., Zm, Zims1, - - - Zm+a} € dito ser um conjunto completo de
integrais primeiras. Os campos {Li, ..., L, } sao chamados de geradores da estrutura CR
de M. Além disso, uma aplicacdo (ou mais geralmente, uma distribuicao) u € D'(R?*™ x R9)
¢ dita CR se Lju = 0 para todo 1 < j < m. O conjunto de todas as distribuicoes CR sera
denotado por CR(M).

Os campos L; e M}, possuem uma importante propriedade quando olhados em conjunto.
Ora, como esses campos comutam dois a dois e geram CT M, segue das propriedades destes
campos (juntamente com o fato de que dZy,...,dZ,, q,dvy,...,dv, geram CT*M) que
os campos L; e M, constituem uma base (em um sentido especifico) para o diferencial de

uma aplica¢ao suave — em outras palavras: se g € C°°(M) entao:

m m+d
dg = Z Ligdv; + Z Mg dZ, (2.1.1)
j=1 k=1
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2.2.  Operador de Aproximacao Modificado
2.2 Operador de Aproximacao Modificado

Dado m € N e para cada z = (z1,...,2,) € C", defina o nimero complexo (z)" por
27"+ ...+ 2. Naturalmente essa notacao deve ser entendida como uma extensao natural

da defini¢ao usual de (2)™ caso z € C.

Sejam p,q € N e defina a funcao

E: RPxR!I— R
(/]77 C) — l 6(4)2_(77)4,

onde w ¢é escolhida de tal forma que

// E(it,is)dtds = 1.
Rp+aq

Facamos uma pausa para uma discussao técnica.

Lema 12. Seja f : C* — C uma fun¢ao inteira tal que se z € R™ entao f(z) = 1. Nestas

condigoes vale que f = 1.

Demonstracao. Sem perda de generalidade suponha n = 2. Primeiramente fixe z5 € C.
Como z —» f(z, z9) é inteira e constante igual a 1 em um conjunto com ponto de acumu-
lagao em C entao é claro que z — f(z,22) = 1 para todo z € C. Agora fixe z; € C. E
claro que z —» f(z1, z) é inteira (e lembrando que R tem um ponto de acumulagao em C)

entdao é claro que z — f(z1,2) = 1 para todo z € C. Portanto segue o resultado. ]

Depois desta pequena digressao sobre funcoes de varias variaveis complexas vamos enunciar

e demonstrar uma propriedade muito interessante do nosso ntcleo.

Lema 13. Para toda matriz B com p X q elementos complexos vale:

W= // e~ (+BO’ =0 4 4.
Rp+a

Demonstracao. Considere a funcao:

I(B) = 1 / / e TBOP =0 44 s,
w Rpr+aq
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2.2.  Operador de Aproximacao Modificado

Derivando sob o sinal da integral, concluimos que I é uma funcao inteira na variavel
complexa B. Afirmamos que quando B tem entradas reais I(B) = 1. De fato, aplicando a
mudanca de varidvel §= s+ Bt e t = ¢ e observando que seu determinante jacobiano é 1,

pois

)

Id | B
0 | Id

concluimos que:

1 S 7) ™y~ . .
I(B) = —// e 0" qFds = // E(it,is)dtds = 1.
w RP+a Rp+a

Pelo lema anterior segue o resultado. ]

Lembrando que u € R™ e x € R? escolha uma aplicacao f € D(R™"?) satisfazendo as
condicoes:

1. f(u,z) =0 para |(u,x)| > 2;

2. f(u,z) =1 para |(u,z)| < 1.
Para p > 0 defina a funcio f, : R™*? — R dada por f,(u,z) = f(pu,px). Naturalmente
fp depende da escolha da prépria f, do parametro p e também é uma funcao teste.

Conforme discutido na secao anterior, existem duas classes de componentes de nosso con-
junto de integrais primeiras. Vamos considerar Z = (Z',Z?) onde Z' = (Z1,...,Zy) €
7% = (Zmst, -+ Zmiq). Lembre-se que nao existe possibilidade de confusido entre Z2 e
(Z)* ou entre Z' e (Z)': os primeiros simbolos sao aplicagoes com d e m componentes

respectivamente, ja os segundos simbolos sao nimeros complexos.

Introduziremos uma notacao que sera muito utilizada deste ponto em diante. Para 7 > 0

denote por e, (u,v,z,u’, v’ 2') a expressao:
exp {—7’ (Zl(u,v,x) — 7' x’))4} exp {—7'1/2 (ZQ(u, v,x) — 2 (u' 0, :v’))Q} .

Considerando que Z'(u,v,7) = u+iv e Z*(u,v,z) = x + iq(u,v) podemos calcular e,

quando v = v’ com facilidade. De fato,
er(u,v,z,u' v, 2') = exp {—7’ (w—u) =72 (@ — 2 +i (q(u,v) — q~(u’,v)))2} :
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2.2.  Operador de Aproximacao Modificado

A partir deste momento considere h € CR(M) N C*(M) e, para p > 0 a ser escolhido

oportunamente, defina p(u,v,x) = f,(u, x) h(u, v, z).
Construa o operador de aproximagao modificado G.h(u,v,z) da seguinte forma:

7_d/4—i-m/4

G h(u,v,x) = — //R y er(u, v,z v, ") p(u v, ") du' da.

Antes de prosseguirmos é importante salientar alguns pontos. Primeiro, a integral acima
estd bem definida pois todas as fungoes sao suaves e p tem suporte compacto. Desta forma,
temos que G,.h é uma fungao suave das variaveis (u, v, z) que, infelizmente, nao tem razao
para ser uma funcao analitica. Além disso, no caso trivial em que ¢ = 0 é facil de ver que
G h é simplesmente a convolucao de h com uma Gaussiana. Isso nos inspira a verificar
se G;h se comporta como uma aproximacao da identidade. De forma geral esses pontos

justificam o nome de “operador de aprozimacdo modificado” para G, h.

Depois dessas pequenas observagoes podemos continuar usando o lema 13 e obter:

1

plu,v,2) = " //me exp {— (' + i Dyglu, v)u') — (u’)4} plu,v,2)du’ dz’.  (2.2.1)

1/4

Aplicando a mudanca de varidvel 2’ — z+7" 42" e v/ — u+7"Y* 4/ (cujo determinante

—d/4—m/4>

jacobiano é 7 no operador de aproximagao modificado segue que G, h(u, v, x) pode

ser escrito como:

l//mmd exp {_(u’)4 — 2 (= i (qlu,v) = G (w7 “)))2}

W

cp(u+ 7V v 4 V) dud o

Que pode ser reescrito como Gh(u, v, x) =

1

—// exp {—(u’)4 — /2 (Z%(u,v,x) — Z*(u + VA o+ YA x’))2}
w Rm+d

—1/4

plu+ 7V o+ VA ) dud de
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2.3 Convergéncia do Operador Modificado

Vamos calcular (G.h — p) (u, v, x) utilizando a identidade 2.2.1, separar em duas partes de

maneira conveniente e em seguida estimar cada uma das partes. Inicialmente observe que

(Grh = p) (u,v,2) =

1
—// exp {—(u’)4 — /2 (Z%(u,v,x) — Z*(u + VA o 4 YA x’))2}
w Rm+d

(w7 v, ) — exp { = (@ + i D)) - (W)

- plu,v, ) du’ d2’.

Em seguida podemos acrescentar e subtrair o termo:

1 ~
= // exp {— (' + i Dyq(u, v)u')* — (u’)4} plu+ 7Y% v o+ 7742y du’ Ao
Rm«i»d

w

Finalmente obtendo que (G,h — p) (u,v,z) = I, + J,, onde

I,(u,0,2) = - / / oo {- @ Do) - )]

W

- [plu+ TV v+ V) — plu, v, z)] du'da’, e

1
Jr(u, v, 2) = o //R y [exp {—(u’)4 — 72 (2% (u,v,3) — ZP(u+ 7 o e+ 7 a:/))z}

— exp {_ (" + i Dugl(u, U)u/)g B <UI)4}]

cp(u+ 7Y v YA ) du da

Considere R > 0 a ser escolhido oportunamente. A proxima etapa sera estimar I.. Como
Vaewp(u,v,x) é limitado em R™ x {|v| < R} x R? entdo podemos utilizar a Desigualdade

do Valor Médio e a Desigualdade Triangular e obter:

Iplut 74 v, 7 ) = plu,0,)] < [Vaplloo ™4 [Vapllg T

Deste ponto em diante suponha que |u| < R. Nestas condi¢oes nosso espago de trabalho se
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2.3. Convergéncia do Operador Modificado

reduz a {|u| < R} x{[v| < R}xR%. Como [[g,.,a |exp {— (2’ + i Dyq(u, v)u')* — (u)*}| da’ du/
se torna [[ goia exp {—(2')* + (Duq(u, v)u')* — (u)*} da’ du’ < L(R) obtemos a estimativa

final 1 1
(0,0 < s LI Vapll ™ 2 IV apllo 72 0

uniformemente em {|u| < R} x {|v| < R} x R%.

Vamos agora a um pequeno argumento técnico auxiliar para estimarmos J,. Defina
¢ = {—(u')4 _ 12 (ZQ(u,v,x) . Z2(u SV u, v, T+ ~—1/4 x’))2}

assim como

G = {~()" = (&' +iDuglu, o))}
Afirmagao 14. exp {(;} — exp {G} uniformemente em {|u] < R} x {|v| < R} x R?,
Demonstracdo. De fato, —71/? (Z2(u, v, 1) — Z%(u+ 7 Y4 v, VA x’))2 pode ser es-

crito como —72 (=742 + i (q(u,v) — qu+ 774, v)))Q. Ajustando as poténcias de

T, obtemos:

~ _ 2
< ;o fa ) = qlu gy e u',v>]>
— | —x +1 .
—1/4
Como D,q(u,v) é linear em u ent@o o coeficiente de Leibnitz converge uniformemente para

sua derivada. Com isto a ultima expressao converge uniformemente para:

— (=2’ —iDyg(u,v)u)* = — (2’ + i Duglu, v)u')>.

Verifiquemos por um instante que R¢; e R¢, sao limitadas em {|u] < R} x {|v| < R} x R<.
Ora, RG, = —(u)* — ()% + (Dyg(u, v)u')? que é claramente limitado. J& R¢; = —(u/)* —
T2 (=714 x’)2 + 72 (qlu,v) — qlu+ 774, v))Q. Que pode ser formulado e estimado

co1mo

(?j(u, v) — qu+ 774

—(u)t = (") + /4 71})) < —(u)* = (¢')* 4 (sup Dug(u, U))2 :

Como ¢ é Lipschitiziano em R¢ < C entao et — 2| < K|( — &|. Como ¢ — (&

uniformemente entao segue o resultado. ]
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Agora estamos em condicoes de estimar J,. Inicialmente fixe um K € R* e observe que:

lexp {¢1} — exp { G} < exp {RG} + exp {R} < C exp {—(u')" — ()} .

Escreva Q(K) para indicar o subconjunto de R™*? definido pela interseccio de |u'| < K

com |z’'| < K. Com isto,

Jr(u,v,2) < C// e — | du/ da’ + C// exp {—(u)* = (2)*} du/do’.
Q(K) RmFd\Q(K)

Note que escolhendo K suficientemente grande a segunda parcela da soma anterior diminui,
ja para 7 suficientemente grande, a primeira parcela fica pequena. Com isto mostramos que
G h(u,v, ) — p(u,v, z) uniformemente em {|u| < R} x {|v] < R} x R%. E interessante
observar que até o presente momento nao foi preciso utilizar a hipétese de que a aplicagao h

é CR para mostrar que G,h(u,v,x) — p(u,v,z). Na préxima etapa esse fato sera crucial.

2.4 Operador de Aproximacao e Operador Resto

A partir deste momento considere h € CR(M) N C*(M) e, para p > 0 a ser escolhido

oportunamente, relembre que p(u,v,x) = f,(u,x) h(u, v, x).
Construa o operador de aproximagao E,h(u,v,z) da seguinte forma

7_d/4-§—m/4

E h(u,v,x) = — //R y er(u,v,z,u',0,2") p(u', 0, 2"). du' da’

Antes de prosseguirmos é importante ressaltar algumas informagoes. Assim como no caso
anterior, a integral acima esta bem definida pois todas as fungoes sao suaves e p tem suporte
compacto. A diferenca crucial consiste no fato de que desta vez temos que F.h é uma funcao
inteira das varidveis (u, v, ) — fato que pode ser facilmente verificado derivando sob o sinal

da integral. Por estas razoes este operador sera chamado de “operador de aproximacao”.

A relagao entre os operadores E.h e G,h é central neste trabalho e sera estudada nesta

secao. Para comecar esta andlise construa também o operador resto:
R.h(u,v,z) = G h(u,v,x) — E;h(u,v, x).
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O préximo objetivo é mostrar que R, h — 0 uniformemente em compactos a medida que

T —> 00.
Para (u,v, ) fixado considere a (m + d)-forma:

Sm/A+d/4
L', v, 2") = ——— e (u,v,z,u 0", 2") p(u, 0" ") dZ (2, 1),
w

onde dZ (', t") =dZy A ... NdZ,, 4. Desta forma podemos escrever:
+

G.h(u,v, ) :/ r e E h(u,v,x) :/ I

R7n+d><{v} R'm+d><{0}

Denotando o segmento ligando v a origem por [0, v], podemos langar mao do Teorema de
Stokes e obter:

R h(u,v,z) = G h(u,v,x) — E.h(u,v,x) = / dr.

Rm-+d x[0,v]

Para calcularmos dI' vamos utilizar a féormula 2.1.1 para p e observar que dI' = dp A
dZ. Como os termos da expansao que nao se anulam sao justamente aqueles que nao
contém dZ;, obtemos que dI' = z;”:l Lipdv; NdZ. Pela regra de Leibnitz temos dI" =
>y LihdvyndZ + 375 Lif,dv; AdZ. Ora, como h é uma fungao CR a primeira soma

¢é identicamente nula. Consequentemente:

Sm/A+d/a

R h(u,v,1) = ———— Z//Rm+dx[o ]er(u,v,x,u’,v’,x’) h(u', o', 2") L; f,(u, 2")dv; Ad Z.
1 ,U

w X
J:

Deste ponto em diante considere 7' > 0 a ser escolhido futuramente e assuma que |z| < R,
lu| < R e |v] <T. Queremos estimar o fator exponencial presente na integral anterior. Se
conseguirmos mostrar que e, (u, v, z, v, v, x") — 0, mostraremos que R h(u,v,x) — 0.
Lembrando que Z'(u,v,x) = u+iv, Z?(u,v,x) = x +1iq(u,v) e representando as varidveis

(u,v,z,u', 0", ") por - temos:

e(r) = exp {—7’ (Zl(u,v,m) — Zl(u',v',x'))4 — 712 (ZQ(u,v,x) — ZQ(u',v',x'))2}

= exp {7 (w—u'+i (v =) =72 (o =0+ (@) - G0, V))

= el(u,v,x,u v, ') e2(u,v,z, 0,V 7).
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Em outras palavras: a funcao exponencial que queremos estimar foi divida em duas partes

de natureza distintas, a saber:
1 P / . "4
e, (u,v,x,u’ v ') :exp{—T (u—u +1i(v—"2") } e

ez(ua U, I7 uly Ul7 m,) - eXp {_TI/Q (CC - 'ZLJ —I— Z (a(u7 U) - a(u,’ U,)))2} °

. 1 2 ~ . PR . / /
Para estimar e’ (-) e e7(-) comegaremos com algumas observacoes iniciais. Note que L, f,,(v/, z”)

se anula quando f, for constante. Sabidamente essa situac¢ao ocorre nos seguintes casos:

1
Caso A —— > |u/] e

V2p

> |2'| que implicam |(u/, 2")] <

Y

|

1
V2p
ou

2 2
Caso B - < |u/| ou = < |2/| que implicam |(u/,2")| > —.
p p p

Naturalmente ¢ suficiente estimar e, (-) quando L, f, for distinto de zero. De acordo com a

analise anterior podemos supor, sem perda de generalidade, que:

1
Caso A |u/| > —— ou |2/| >

1
V2p V2p'

e

\)

2
Caso B |u'| < =e 2| < -.
p

]

Além disso observe que v’ € [0,v] e portanto [v'| < |v| < T. Dado que v —v" € [0,v] entao

também podemos observar que |[v — o'| < |v| < T.

De posse de todas essas estimativas sobre nossas varidveis podemos comegar a estimar e’.
Ora, [el(u, v, z,u/ v/, 2')| = |exp {—7 (u— v +i (v — 'U’))4H =exp{—TRu—u+i(v- v’))4}.

E claro que —R (u—u/ +i(v—0v')" = — Yo R (u; — ) +i(v; — v;))4. Expandido a

poténcia e desprezando os termos com parte imaginaria obtemos:

~
~
o
|
—
&
|
<
<
~
IS

D = (uy =)+ 6 (uy — u))? (v — 0

Jj=1

Antes de continuarmos com a estimativa do termo acima vamos enunciar e demonstrar

uma desigualdade muito 1til.
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Afirmacgao 15. Suponha que x1,..., Ty, Y1,...,Ynm € R sao as coordenadas de vetores x,y €

R™. Nestas condicoes vale que:
m
> a?y? < x|yl
j=1

Demonstracao. E claro que:

S ey aies (3 ) i) -3 (g (3 o))

j=1 =1 j=1 i=1,i%j j=1 i=1,i%j

= (<$§+ > xf) yf) => ((Z x) yf) => 27>y =2 |y
j=1 i=1,i#j j=1 i=1 i=1 j=1

Depois desta pequena estimativa sobre somatorios, podemos aplica-la sobre nossos vetores

(uj —u}) e (vj — v}) para obter:
—(u—u )= (v—0)*+6 Z(uj—u;)Q (v;—v5)? < —(u—u) = (v=0)'+Clu—u']* fv—v'|.
j=1

Portanto:

el (u, v, z,u' v, 2")| < exp {T (—(u — ) = (v =)+ Clu—d v — v’\z)} .

!
Vamos estimar os 4 termos presentes acima na ordem em que aparecem:
o (w—u)' 2 (|~ |u)' = (-R)' = R
4 / 4 4
o« (=)' 2 (W]~ o) 2 T
2
o Clu—ul <O (jul+ )’ <O (R+2)

o [v— V2 < (jo] + v'])? < (2T)2 = 472,
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O que finalmente nos permite concluir que:

9\ 2
el (u, v, 2,0/, 0", 2)| < exp {7’ (—R4 ~-T'+C (R - —) T2> } :
p

Agora vamos analisar e2. Ora, procedendo como anteriormente vamos expandir a poténcia

do parametro da exponencial e desprezar a parte imaginaria. Com isso obtemos:

le2(u,v,z,u v, 2))| = ‘exp {—7'1/2 (x — 2"+ (qu,v) — q(u, U’)))z}‘
= exp{ PR (o' i (@) — G0 0))

— exp {7 (~(z— &' + (@lu,v) - G, )*) }

Antes de estimarmos os 2 termos presentes acima vamos introduzir um simbolo que suaviza

a notacao dos calculos a seguir. Considere:

1gll, = sup [Dug(n,v)|.

neEfu,u’]

[v|<T

lu'|<2/p

lul<R
Em outras palavras: para cada |v/| < 2/p e |u] < R fixe n € [u,u] e escolha |v| < T.
Em seguida considere a norma da aplicagao linear D,q(n,v). Nestas condigoes o nimero
real positivo ||¢]|, estabelece a maior norma possivel dentre todas as possiveis escolhas. E

importante notar que |||, é uma funcao de ¢, R, T e p. Analogamente:

gll, = sup [Dyq(u,n)|.
nefv,v']
[ul<R
o/ |[<T
o] <T

Agora estamos em condicoes de estimar os 2 termos presentes na exponencial.

—2\? 4
o =P > (o] - [¢])? > (—) _ 4
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2.4. Operador de Aproximacao e Operador Resto

e como |u—u'| < |u| + || SR—I—% entao

|q(u,v) = q(u, )] < fg(u,v) = (o', v)| + gl v) = qu’,v"))]
< lgll, lu =T+ lgll, lv — o]
<

lqll,, (R+ %) + g1, T

O que finalmente nos permite concluir que |e2(u,v,z,u’,v’, 2')| pode ser majorado por:

4 N 2 2 - " 2 ~
exp{ 72 (= 4l (R+=) +20dllal, (R+2) T+ (a27?) ¢
p p p

Com isso concluimos nossa estimativa para e, (-) = e (-) €2(-). Para demonstrar que e, —

0 uniformemente em {|u| < R} x {|v] < T} x {|z] < R} vamos lancar mao do seguinte

resultado.

Lema 16. Para j = 1,...,m escolha p; > 0 (distintos dois a dois) e ¢; € R. Defina

Jo € {1,...,m} como sendo o indice tal que max{p,;} = pj,. Considere a sequéncia:
m
T, = H exp{m% ¢;}.
j=1

Se ocorrer que cj, < 0 entdao:

lim x,=0.
T—>00

Demonstracao. Considere a sequéncia auxiliar:

m
hT: E 7Pi~Pio Cj.

7=1
J#Jo

Como max{p;} = p;, e as escolhas de p; sdo distintas umas das outras segue que p;, > p;
para todo j # jo. Com isto obtemos que a sequéncia h, — 0 a medida que 7 — oc.

Defina outra sequéncia por y, = h, 4 ¢;,. E facil de verificar que:
m m
— Pj—Dj . A Pj—Dj .
yT—E T JOC]+C]O—E TR0 ¢y
j:l j:l
J#jo
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Naturalmente segue:
m m m

T, = H exp{m" ¢;} = exp {Z 7P c]} = exp {ijo (Z 7Pi~Pio cj> } =exp{rP0y,}.
j=1 =1 =1

Dado que ¢;, < 0 escolha 7 suficientemente grande para que y, < 0 sempre que 7 > 79. [

Chegou o momento de definirmos valores para R, T" e p. Depois desta discussao fica claro

que para mostrarmos que e, —» 0 basta determinar que:
2\ 2
~R'-T'+C <R+—) T* < 0.
p

Considere uma bola fechada B de raio r > 0 nas varidveis (u,v,z). Escolha p = 1/(2r),

R = 2r e considere o polinomio:

>: R— R
2
n—> —R4—774+C'<R+%> n?.

Naturalmente ¥(n) — —oo a medida que n — 0o. Seja g tal que X(n) < 0 se n > 1.
Defina 7' = max{ny, 2R}. Com estas escolhas de R, T' e p temos que e, — 0, B C {|u| <
R} x {|v| < R} x {|z| < T'} e ainda garantimos que f,|B =1 — o que implica que p = h

em B.

E interessante observarmos um resumo do que foi feito até agora:

1. Fixe uma bola B de raio r e tome uma aplicacao h € CR(M)NC>°(M). Construimos

uma nova funcao chamada G,h tal que G.h —> h uniformemente em B;
2. Também construimos uma nova aplicacao inteira chamada E,h;

3. Definimos o resto entre esses operadores como sendo R h = G h — E.h e mostramos

que R;h — 0 uniformemente em B.

Com isto fica estabelecido o fato de que E h — h uniformemente em B. Em outras

palavras: toda aplicacao CR suave em M ¢é limite de uma sequéncia de funcoes inteiras.
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2.5. Convergéncia em C™
2.5 Convergéncia em ('™

Suponha que D = Da seja um operador diferencial de primeira ordem atuando nas variaveis
(u,v,x). Nosso préximo objetivo é mostrar que a convergéncia uniforme anterior também
ocorre com DE h — Dh. Em seguida a estratégia sera generalizar esse argumento para

garantir que a convergencia E,h — h ocorra na topologia de C'**.

Deste ponto em diante considerarmos uma nova coordenada chamada ¢ que agrega simul-
taneamente u e . Em outras palavras: ¢ = (u, ). Neste caso a variavel ¢ € R™* e se f
é uma aplicacao que depende das varidveis (u,v, ) entdo poderemos escrever, indistinta-

mente, f(¢,v) assim como f(u,v,x).

Lema 17. Para h € C',k =1,...,m + d vale a sequinte iqualdade:

Q_;'_ﬂ
[Mk, GT]h(u, v, x) = T4w - // , 6~,—('LL, U, T, u/a U, iL‘/) Mkfp<u/7 xl> h<u/7 v, l’/), du’ da’
Rm+

onde MkGTh - GTMkh == [Mk, GT]h

Demonstragao. Observando a simetria presente nas variaveis (u,x) e (u/,2") na expressao

Zj(u,v,z) — Z;(v', v, 2") obteremos:

CGr = Mi(u,v,2,Dy, D)(Z;(u,v,2) — Z;(u', v, 2"))
= —Mi(u,v,2", Dy, D) (Zj(u,v,2) — Z;j(u', v, 2")).

A notagao My(u,v,x, D, D,) indica que M}, esta atuando nas varidveis (u, v, x) e diferen-
ciando com respeito as variaveis (u, ).
Defina G(¢, ¢',t) = Z(p,t) — Z(¢',t) e suponha que F({) seja uma fun¢do holomorfa e

escreva W = F o . Lembrando do fato de que ¢ = (u,z) e utilizando aplicagoes u¥

propriamente escolhidas temos que:

m-+4d
0

Utilizando o sistema de coordenadas (¢, ¢) em C™* e lancando méao da Regra da Cadeia
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2.5. Convergéncia em C™

obtemos:
OF o G midaFaG mida_FaGi
P; O0¢; O ¢; O,

=1

Como F' é uma aplicagao holomorfa, a segunda soma na equagao anterior é identicamente

nula. Consequentemente:

m—+d

Mk(“’?UWIJ Dm,Du>W(U,I,U/7.T/,U) - Mk(¢7U7D¢)W(¢7 ¢/7U) = Z :U’f 0 Fo G(¢7 ¢/7t)
=1

99

= o OF 0G,; mtd [ op mid mtd g /

=1
Com isto obtemos que My (u, v, x, Dy, D)W (u, z, v, 2',v) = —M(¢', v, Dy )W (¢, ¢, v).

Considere ¢ = («, 5) e aplique a estratégia anterior no caso em que F({) = e~ T(@*=T(B)"

Diferenciando sob o sinal da integral obtemos que MG h(u,v,x) é equivalente a:

d

4

// Myt 0,2/, D, Do) {er (0,2, 0,2/ ) Yl 0,20) f (o ) du da

Aplicando a formula da integracao por partes para My — que é valida desde que uma das

aplicagoes tenha suporte compacto — obtemos:

dy
Tat

MG h(¢,v) / / e ¢, 0){Myph f, + Myf, h} du’ da’

O que prova o lema modulo a demonstracao desta integracao por partes. Para completar

a demonstracao vamos verificar que esta integracao funciona de maneira geral, isto é:

// Mkqu—// p Myq.
Rm+d Rm+d

Considere a (m+d)-forma exata I'y = d (pq dZ; N ... A (TZ\k A A dZm+d>, onde o chapéu
indica que o elemento foi removido. Naturalmente esta forma pode ser reescrita como
Te=d(pg) NdZy A ... ANAZ AN ... ANdZy4a

Ora, o pullback do 'y até a fatia {v} x R™*4 é exata, portanto ff{u}me+d I';, = 0. Utilizando
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2.5. Convergéncia em C™

o fato de que {dv;,dZ;} forma uma base para todas as 1-formas, obtemos:

| = (=) (p Mypq + g Myp) dZ

{v}xRm+d {v}me"’d.
Como o pullback de dZ a v é dado por det Z,(¢', v) d¢’ = d¢’ segue o resultado. ]
Vamos agora provar uma férmula andloga para os comutadores de L;. Primeiramente note

que podemos escrever L; utilizando a varidvel ¢ — apds escolher funcoes Aj, de forma

apropriada — como:

9 m+d o
L, = —
J 8]+kz:;)\]ka¢

Lembrando que det Z, = 1 podemos escrever a relacao trivial:

ddet Z, o= 9 (A, det Z,)
_|_ - 4 @7
dv; — Oy,

— 0. (2.5.1)

Embora de facil demonstragao no nosso contexto, a férmula anterior estabelece que os
campos det Zy L; sao livres de divergéncia, isto é, div (det Z, L) = 0. Essa relagao também

representa que det Z, é solugao do campo ‘L;.

Suponha g((, v) suave e holomorfa com respeito a variavel . Defina g(¢,v) = g(Z(¢,v),v).
Pela Regra da Cadeia (e lembrando que L;Z; = 0) obtemos:

7)
Lig(6,v) = 52 (Z(9.v).v).
Tomando vantagem deste fato podemos escrever

my

e

Gh(¢,v) = —— G, h(Z(6,v), Z%(6,v),v), onde

W

(N}’Th(a,ﬁ,v) = /

Rm+d

exp {7 (0= 2'(¢, )" =7/ (8= 226/ 0)) "} plv,0/) Ao,
Portanto, podemos concluir que:
it G h

w ov;

LjGTh(¢7U) = (Z( ’U)7U) .
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2.5. Convergéncia em C™

Para que a notacao nao atrapalhe nossos calculos, escreva:

V. (o, 8,¢',v) = exp {T (a — Zl(¢’,v))2 — /2 (6 — ZQ(¢I,U))4} )

Inicialmente observe que como L;Z;, = 0 podemos utilizar a regra da cadeia e obter que
L;¥, = 0. Comentado este fato, podemos aplicar o campo L; a fungao (U, f, h), reorga-
nizar os termos e obter:

) m+d P
%(\I[Tfph> - Lj (\I/Tfph) - Z )‘jk%(q]'rfph)'
J k=1

Note que o segundo termo do lado direito pode ser escrito, durante uma integracao por

partes, como:

m+d a/\
U_f h Ik qude.
/], et 2 5o,

De acordo com a equagao 2.5.1 a integral acima é identicamente nula. Lembrando que W,
é solucao de L, entao L; (W, f,h) = V. L;(f,h) =V, f, Lih + V¥, hL;f, Isso mostra
que:

iéTh(oz, B,v) = éTh(oz, B,v) + // U, (o, 8,¢",v) h L;f,du da’.

ov; Rmtd

Com isso concluimos o:
Lema 18. Para h € C*(M) e j=1,...,m +d a sequinte identidade vale

my

Al

T

[L;,Glh = // er(u,v,z,u,0,2") L fp(u/, 2") h(u', v, 2") du' da'.
Rm+d

w

Considere B = B(0,7) C M uma bola de centro na origem e de raio r e seja h € C*°(M)N
CR(M). Lembre-se que ja provamos que G,h — h uniformemente em B. Como os
campos L; e Mj comutam e h é uma aplicagao CR, temos que L;Mph = M;Ljh = 0.
Portanto Mjh também é uma aplicacdo em C*°(M)NCR(M) e, portanto, G, Mph — Myh
uniformemente em B. Ora, a expressao [My, G,|h é praticamente idéntica a G.h — a tinica
diferenca diz respeito a troca de f, por Mjf,. Como originalmente G h — p = f, h em
um conjunto maior que B temos que [My, G;]h — (M f,)h neste mesmo conjunto. Como
p foi escolhido de forma que f,|B = 1 segue que [M,G.]h — 0 em B. Aplicando
T — o0 na equagao MyG.h = G Myh + [My, G.] h, obtemos MyG.h — Mih em B.

Uma conclusao anédloga se aplica a L;G-h. Como qualquer derivada de primeira ordem

41



2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

D = D, ¢é uma combinacao de L;, M} segue que DG h — Dh uniformemente em B.

Naturalmente este argumento pode ser iterado obtendo-se finalmente que G,h — h na
topologia de C*°(B).

Antes de enunciarmos o que acabamos de provar, é importante relembrar que usamos as

variaveis (u, v, ) tanto como coordenadas em M como em C™ x R? indistintamente.

Teorema 19 (Teorema de Aproximagio CR — Caso Suave). Seja M C C™ x C? uma
variedade quddrica. Considere um compacto K C M e h € C*(M) N CR(M). Nestas
condicoes existe uma sequéncia de aplicacoes inteiras, inderadas em T > 0, doravante

denominadas E;h, tal que lim, ., E.h = h na topologia de C*(K).

Cm x Rd 7 h C
— _—
T —> X
[E.h}

Figura 2.2: Funcionamento do Teorema de Aproximacao CR

2.6 Convergéncia nas Distribuicoes

Antes de prosseguirmos nosso estudo, facamos uma pequena digressao sobre os Espacos de

Sobolev, que serao empregados na solugao de alguns dos problemas futuros.

Existem muitos critérios para se discutir regularidade de uma distribuicao: alguns mais
fracos, como o conceito de continuidade; outros mais sofisticados, como as funcoes de
classe C*, O e analiticas. No século XX, constatou-se que o melhor espaco funcional para
julgar regularidade das distribuicoes eram os espacos de Sobolev, que sao aprimoramentos

modernos das classes de diferenciabilidade.

Definigao 20. Dados 1 < p < co e s € R denotemos por LP*(R™) o conjunto
{f e S®R™) :|[f]l,, < oo},
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2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

onde

I/

o= |7 (@ P @)

E possivel verificar que a aplicacio f — | f]l,, torna LP*(RN) um espago vetorial nor-

mado.
O caso especial s = 2 é eventualmente denotado por H*(R™*?). Se ainda s € Z, e
1 < p < o0 obtém-se que

LPS(R™) = {f € LP(R™) : D*f € LP(RM), |a| < s},

que pode ser equivalentemente normado com

£, = > IDfI,.

laf<s

Assim como ocorre com os espacos de Lebesgue, é interessante formular uma definicao local

para os Espacos de Sobolev. Este é o assunto da:

Definigao 21. Dados 1 < p < oo, s € R e  um aberto de R™" denotemos por L7’*(Q2) o

loc

conjunto:

{feD(Q):¢f € LP*(RY), Vi € D(Q)}.

O espago LY”°(Q) é considerado equipado com a topologia dada pelas seminormas f —
[0S,

Depois desta pequena pausa, estamos em condicoes de prosseguir o nosso estudo sobre o

Teorema de Aproximagao CR.

A proxima etapa da demonstracao consiste em verificar sua conclusao no caso mais geral,
isto é, considerar h € D'(M) tal que h seja CR. Para isto, podemos nos inspirar na técnica
empregada na segao anterior e verificar que ela pode ser estendida neste caso, ou seja,

devemos demonstrar que:

1. G,h estd bem definido para h € D'(M) N CR(M);
2. E.h estda bem definido para h € D'(M) N CR(M);
3. G;h — h em D'(B) a medida que 7 — oo para h € D'(M) N CR(M);
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4. R.h=G.h—E;h — 0 em D'(B) a medida que 7 — oo para h € D'(M)NCR(M).

Para lidarmos com os dois primeiros problemas, primeiramente observemos a expressao do
operador GG-h quando h é uma aplicacao suave:

7_d/4+m/4

G h(u,v, ) = —— // er(u, v,z v, 2") p(u v, ') du' da
Rm+d

w

Ora, como f,(u',2") e,(u,v,z,u’,v,2") é uma fungao-teste entdao G h pode ser reinterpre-

tado através da atuagao das varidveis (u/, 2’) por dualidade

,7_d/4+m/4

<h(u',v,x’), [ 2 eT(u,v,x,u’,v,x')>.

w

A dificuldade presente na interpretacao por dualidade de G, h, no caso em que h é uma
distribuicao, vem do fato de que a distribuicao h sofreu uma espécie de processo de restrigao

na segunda variavel. Para contornarmos esse problema, considere o

Lema 22. Fizado vy € R™ considere uma fatia da variedade M dada por
M,, = {(w,t) € C™ x C*, St = q(w,W) e Jw = vy}.
Neste caso existe uma aplica¢ao i* : CRIM ) — D'(M,,) satisfazendo as sequintes condi-
coes:
1. Se h € C*°(M)NCR(M) entio i*h = h|M,,;
2. Se h € uma distribuicao, entao WFi*h C WFh;

3. Se T é um cone em M tal que ' N NM,, = 0 entao i* : CRIM)N{h € D' (M) :
WFh C I'} — D'(M,,) € continua.

Em outras palavras: o resultado acima garante-nos que a partir do momento que uma
distribuicao h em M é CR entao existe uma outra distribuicao, chamada provisoriamente
de i*h, que representa a restricao de h a M,,. Além disso, a restricao ¢ uma aplicacao
continua. Em breve abandonaremos a notacgao ¢*h e utilizaremos as notagoes convencionais

para restricao.

Demonstracao. Sabemos que WFA C char CR, onde char CRrepresenta o conjunto caracte-

ristico do campo CR associado a M. Vamos verificar que char CR nao intercepta o normal
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Figura 2.3: Esboco de uma fatia de variedade quddrica

a M,,. Ora, podemos observar que NM,, = {(u,v,z;0,n,0) € R¥F4 x R¥™+d . p =£ 0},

J& o conjunto caracteristico dos campos CR é gerado por:

0

(9;@)

HM&
Il

Suponha que algum L; intercepte o normal. Como, a menos de uma constante, 0; =

_; 90 4 9 1
) Bu; + Bo; teriamos

a0 =0,

B

n—i&—1

=1

o que implicaria que n = 0. Contradicao. O restante segue imediatamente aplicando

[Hor83, teo. 8.3.1]. O

Ora, como {|u| < R} x {|v] < R} x {|z| < T} é relativamente compacto, entao para algum
s € R segue que h € C° ({|v| < R}, L2 (B)), onde B ¢é a bola, em R™*? de raio R e

loc

centro na origem.

Finalmente, interpretando os operadores por dualidade, como ja foi discutido anterior-

mente, segue que os dois primeiros obstaculos ja foram ultrapassados.

Vamos alterar a ordem natural dos itens a resolver e iniciar verificando o dltimo deles.

Neste caso é conveniente expressar R, h através de uma interpretacao da férmula para h
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suave. Verificaremos que

R, h(¢ / Zr]uvxv ) dvf,
[0,0]

Jj=1

onde

er(u,v,z,u 0" ) (a0 2) Ly f(uf ') du’ da
Rm+d

ri(u,v,2,0,7) =

e [0,v] indica o segmento que conecta v a origem.

Para a verificagao desta afirmagao, escreva: para ( = («, ) e 7 fixados, g(v') = éTh(C, V') =

— // exp {—7‘ (o — Zl(u’,v',x’))4 — /2 CE ZQ(u',v’,x’))Q} p(u' v, &) du da’.
R+

Desta forma,
g<v>—9<o>=/ S 9 ) aof
0a] = 9Y !

Para calcular as derivadas presentes no integrando, escreva:
U(a, 8,¢',v) = exp {—T (a — Zl(u’,v,x’))4 — 712 (ﬁ — Z2(u’,v,x'))2} )

Podemos aplicar o campo L; a fungdo (V. f, h), reorganizar os termos, e obter:

a m—+d

0
a_,l}](qufph) :Lj (\I]Tfph’)_; A]k%(\prph)

Note que o segundo termo do lado direito pode ser escrito, durante uma integragao por

m-+d
O\, L
v_f h E J
// Rm-+d Ir 5¢k

De acordo com a equagao 2.5.1 a integral acima ¢ identicamente nula. Ora, devemos notar

partes, como:

que esse tipo de argumento ja foi utilizado na demonstracao do caso suave.

Lembrando que h é solucao de L;, entdao L; (V. f,h) = hL; (¥, f,) = h¥,L,f,. Isso
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mostra que
99
/
ov;

=7;(¢, v, 1), onde
e = [ en{or (0= 2t a) =7 (3= 20 0))
ch(u' v 2" L f(u, &) du' da'.

A vantagem desta formulagao é que ela continua valida para distribui¢oes h € D'(M). Ora,
escolhendo ¢ = (Z', Z?%) concluimos que R,h — agora entendida por dualidade — coincide
com a expressao G,.h — E h — também entendida por dualidade. Como R,h é sempre
uma fungao suave de (¢,v), até mesmo quando h € D'(M), podemos entdo enunciar e

demonstrar a:

Proposigao 23. Seja h € D' (M) uma distribuicio CR e B uma bola fechada em M. Nestas
condigoes temos que R h(¢p,v) — 0 em C*®(B).

Demonstragio. Seja A, o laplaciano atuando nas varidveis (u,r) = ¢ em R™  Para

k € Z*, escreva
Lif,(u,2") h(u', 0", 2") = x(u/, ") (1 — A¢/)k (1— A¢/)_k (L fp(u', 2"y h(u' 0", 2"))

onde x é uma funcao corte escolhida de tal sorte que x L;f, = L; f,.

Se denotarmos T';(u/,2/,v") = (1 — Ay) ™" (L;f,(u/, ') h(u/, 0/, 2')) entdo temos que T €
CO(R™*4) para alguma escolha apropriada de k. De fato, o operador (1 — Ay)~* definido
em S(R™) e dado por

1
(2m)m+d

(1= 80) (@) = g [0 +1€P)HF0) g

mapeia L?*(R™9) continuamente em L**72k(R™*4). Utilizando o Teorema de Imersao de
Sobolev segue que para s+2k > (m+d)/2 vale que L*5T2k(R™+d) c L= (R™T)NCO(R™H9).

Neste caso podemos integrar por partes e obter:

d
T%+Z

r; = //Rm+d Ui, 0, 7)) (1= Ay)* (x(¢) er (u, v, 2,0, 0", ")) du’ dz'.

W

47



2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

Ja demonstramos anteriormente que a exponencial em 7; pode ser majorada por um pro-
duto do tipo exp {7'1/2 C’l} exp{—7C1}, com C; e Cy constantes reais positivas. Ora,
para 7 suficientemente grande, também verificamos que a exponencial anterior pode ser

reestimada para exp {—7 C3}, com C5 > 0.

Desta forma, r;(¢,v,v’, 7) é continuo com respeito a v’ e converge a 0 uniformemente para
|¢| soma < R, [v/| < |v] £ T amedida que 7 — oo. Como as derivadas de (1 — Ag)~*
produzem poténcias de 7, que sdo igualmente dominadas por e, entao R, h(¢,v) — 0

uniformemente. Derivando sob o sinal da integracao finalmente segue o resultado. ]

Quanto ao problema (3) desta secao a estratégia serd a seguinte: para provar esta conver-
gencia no espaco de distribuicoes é suficiente verificar que a mesma se da para as funcoes

generalizadas que, para algum inteiro k, satisfacam:

he P ({]v| <TY, LQ’k(BR)> .

loc

Para demonstrar a convergéncia para as demais distribuigoes é suficiente tomar um inteiro

k cuja topologia seja mais restritiva que a topologia que queremos verificar.

Iniciando com k = 0 e assumindo h € C° ({|v| < T}, L} (Br')), com R’ > R, gostariamos

loc

de provar que
/ |G h(¢,v) — h(p,v)|* dudz — 0 uniformemente em |v] < T,

o0 que, para esta classe de distribuigoes, implica em (3).

Redefinindo h por zero fora de uma bola, assuma que ¢ — h(¢,v) € L?(R™) para cada
v fixado, com |v| < T. Relembrando que a exponencial que define G,u é da ordem de

exp {—7 (u—u')" — 72 (x — 2")?}, escreva:
F.(¢) = i exp {—ru* - /2 2}
para concluir que, para v fixado satisfazendo |v| < T,
|G-h(, v)| < C(Fr * |h|)(o, v),

onde a convolucao é realizada na variavel ¢.
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2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

Como || F;||;. = C (uniformemente em 7) segue, da Desigualdade de Young para Convolu-
¢oes, que:
st G (e, ) ey < € sup [, 0) 3o (26.1)
[v|<T [v|<T

Para que possamos tirar vantagem da estimativa anterior, demonstraremos o

Lema 24. Seja (X, ||-||y) um espago vetorial normado e Y C X um subespaco denso.

Suponha uma familia de aplicagoes lineares {fr: X — X; A € Ry} tal que

(1) [|/x(2)|lx < Cllz|ly, para todo x em X;

(i) limy_o0 fr(y) — y, uniformemente em y, para todo y em Y.
Nestas condi¢oes vale que limy_,o, fr(z) —> x, uniformemente em x, para todo x em X.

Demonstracao. Seja x € X, y, — = uma sequencia em Y e ¢ > 0. Nestas condigoes,

existem:

1. ng tal que, se n > ng entao ||z — Y, ||y < min{sz, 5};

2. A tal que, se A > Ag entao || fa(yn) — ynllx < 5

Paran > ng e A > g segue que

[ix(z) —zllxy = [fa(@) =2+ falyn) — Falyn)llx
< ||f>\(:E - yn)HX + Hf)\(yn) - x”X
< Cllz=yallx + 13Wn) = vnllx + l=2 + ynllx
< L5 €
-3 3 3
< g
o que conclui a demonstracao. ]

Na segao anterior, estabelecemos que se h € D(M) entdao G h — h uniformemente em
{lul < R} x {Jo[ < T} x {|z[ < R}
o que implica convergéncia no espago C° ({|v| < T}, L*({|u| < R} x {|z| < R})).
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2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

Com isso, o operador GG converge para operador identidade em um conjunto denso de

C" ({l] < T} L*({|ul < R} x {|z| < R})).

Como a familia de operadores {G, } satisfaz 2.6.1 conclui-se, pelo lema anterior, que

G-h — h em todo o espaco C° ({|v| < T}, L*({Ju| < R} x {|z| < R})).

Prossigamos para o proximo inteiro k. Assuma que
heC ({l] <T}, L*({|ul < R’} x {|z] < R'}))

para R’ > R. Utilizando um funcao corte propriamente escolhida, assuma que h €
C° ({|v] < R}, L**(R™*9)) e que h permanece inalterada para |z] < R e |u| < R. Desta
forma, para |v| < T fixado, nds observamos que tanto h — como suas derivadas com

respeito a ¢y e v; — estdao em L para 1l <k <m+del <j<m.

Como estamos trabalhando em conjuntos compactos, os coeficientes de L; e M; sao li-
mitados e possuem derivadas limitadas. Em particular, L;h e Mih estdao em L*(R™)
uniformemente para |v| < T. Para obter o resultado desejado para k = 1 é necessario

provar a estimativa andloga a 2.6.1, isto é,

sup G 0) o meay < C SUp [ 0)] o g (2.6.2)

lv|<T lo|<T

Ora, sabemos que qualquer derivada de primeira ordem, com respeito a ¢, é uma combina-

¢ao linear dos Mj’s. Desta forma, é suficiente verificar que para [v]| <T el <k <m+d

sup ||MkGTh('7v)||L2(Rm+d) < C sup ||h('7v)HL271(Rm+d)' (2.6.3)
lv|<T lv|<T

Para demonstrarmos essa desigualdade observe que como MG, = [My, G, + G, M nos
resta estimar |G, Myh| 2 e ||[My, G;|h|| ;2. Utilizando 2.6.1, obtemos que,

|G Mihll 2 < ClMihl| 2 < C'[l] s

Como ja sabemos que as aplicagoes G, e [My, G| sdo muito similares, entao vale uma
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2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

estimativa andloga a 2.6.1 utilizando [My, G,]. Desta forma
I[Mp, G-]hl 2 < CllAll L2,

o que verifica 2.6.2 e consequentemente demonstra a estimativa 2.6.3.

Esta construcao ainda nos fornece um algoritimo para os casos k = 2,3, ... e consequente-

mente validamos a familia de desigualdades

sup [|G-h(-, v)|| ok gmeay < Cr sup [[h(, 0)[| ok gme+ays k=1,2,3,... (2.6.4)
lv|<T lo|<T
Nos resta verificar o caso em que k' é um inteiro negativo, isto é, ¥ = —k para algum

k € N. Inicialmente, vamos introduzir uma pequena modificagao do operador GG,: considere
G, = f,G-. E claro que G. = G, em B, ja que f,|B = 1. Consequentemente qualquer

conclusao vélida para o operador G, também sera verdadeira para G, se ¢ € B.

A vantagem de considerarmos este novo operador é que ele se torna simétrico na variavel

¢ com respeito a medida dZ = 1, isto é, se p, ¢ € D(R™*?) entdo, para v fixado,

/ / . GLp(¢) q(¢) det Zy(¢,v) duds = / / . G q(0) p(¢) det Zy(¢, v) du dz.

Utilizando a notacao de produto interno podemos escrever

HGfrh('a U>||L2,k’(Rm+d) < C sup | <G;h('7v)v q) |
qu(R"”Ld)
llall 2,6 <1

= C sup ‘ <h(~,1}), G;—Q) ‘
qeD(R™ )
llgll;2,x<1

< C sup R 0) || e 1Goal] o
geD(R™F4)
llgll ;2,6 <1

< Clh(, o) g2

Observe que, nesta sequéncia de estimativas, utilizamos a majoracao ja verificada para

k € N. Com isto, fica provada a equicontinuidade de G’ nos espagos

CO ({|v| < T} L ({|u| < R’} x {|z| < R'})), keZ
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2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

Juntamente com a convergéncia G.h — h, que ocorre para h € D({|u] < R'} x {|v] <
T} x {|z| < R'}) — que é denso em C° ({|v| < T}, L**({Ju| < R’} x {|z| < R'})), fica
demonstrado que G-h — h em C° ({|v| < T}, L**(B)) para qualquer h € C°({|v] <

T}, L**(M)). Com isso demonstramos o

Teorema 25 (Teorema de Aproximacio CR — Caso das Distribuicoes). Seja M C C™ x C?
uma variedade quddrica. Considere um compacto K C M e h € CR(M). Nestas condigoes
existe uma sequéncia de aplicacoes inteiras, indexadas em T > 0, doravante denominadas
E.h, tal que lim, o, E.h = h na topologia de D'(K).

Também é possivel demonstrar uma versao mais aprimorada do teorema anterior — que
versa sobre a convergéncia nos espacos C7. Para isso, é suficiente demonstrar a equiconti-

nuidade de G, em

7 ({|o] < T}, CE®R™)),

onde CF(R™*4) é o espaco das fungdes definidas em R™ que admitem derivadas limitadas

de ordem < k. O caso j, k = 0 é facilmente demonstrado observando que
|G7—h(¢), U)| S O(FT * |h|)(¢,1}) S C,||h||C'0({\U\ST},CE(Rm+d)>‘

De maneira analoga ao que ja foi feito anteriormente, é possivel — através da insercao
dos comutadores — reduzir o caso j,k < 1 a analise da equicontinuidade com respeito
a CO'({|v| < T}, CYR™F)). Tterando este argumento, concluimos a demonstragao do

teorema final deste capitulo.

Teorema 26 (Teorema de Aproximagao CR). Seja M C C™ x C? wma variedade qud-
drica. Considere um compacto K C M e h € CR(M). Nestas condigoes existe uma
sequéncia de aplicagoes inteiras, indexadas em T > 0, doravante denominadas E.h, tal que
lim, o E.h = h na topologia de D'(K). Além disso, se j = 0,1,2,...,00 e h € C/(M)

entao a convergéncia lim,__,., E.h = h ocorre na topologia de Cj(K).

O Teorema de Aproximacao CR pode ser verificado para varios espacos funcionais. A
estratégia, nesses casos, é utilizar o resultado provado na se¢ao anterior: R.h = G.h —
E.h — 0 em C* para qualquer distribui¢ao h € CR(M).

Mediante este resultado, o problema da convergéncia de E.h — h em qualquer espaco

funcional com topologia mais fina que a de C'* fica reduzido a convergéncia de G.h — h
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2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

ao mesmo espaco. Como ja foi discutido, o operador GG, é muito préximo — entendendo v
como um parametro — a uma convolugao na variavel ¢ com uma Gaussiana. Deste modo,

é esperado que a convergéncia G,h — h ocorra em muitos espagos funcionais.

A abordagem das demonstracoes da convergéncia G.h — h podera ser sempre a mesma.
Se quisermos verificar que o teorema é verdadeiro para um certo espaco de distribuicoes
X (M), temos que, primeiramente, tentar provar a equicontinuidade da familia {G,} em X
e, em seguida, mostrar que a convergéncia ocorre em um subespaco denso de Y C X. Em

geral, o subconjunto denso serd o das fungoes-testes para o qual ja sabemos que G.h — h.

Em geral, esta abordagem funciona se:

1. X é um espaco normal de distribuicoes, isto é, D é denso em X;

2. existe uma aplicacao J : C°° — X continua e injetora.

Este principio foi aplicado nesse tltimo momento com X = C° ({|v| < T}, L**).

53



2.6. Convergéncia nas Distribuicoes

NOTAS PARA O CAPITULO 2

Em [Bog01, teo. 2] Boggess nos apresenta uma outra varia¢ao do Teorema de Aproximagao
de Baouendi e Treves. Para efeitos de comparacao com nosso teorema vamos enunciar sua

versao abaixo.

Teorema 27. Suponha M = {(w = u +iv, 2); Rz = q(u,v)}, onde ¢ : C™ — R ¢ uma

aplicagcao suave com a sequinte estimativa polinomial
|(Dq) (u,v)| < Clw|™ para todo w € C™,

onde D € qualquer derivada de primeira ordem e C' e N sao inteiros positivos uniformes.
Suponha que f seja uma distribuicao em CR(M) N LP(M) para 1 < p < oo. Nestas
condi¢coes existe uma sequéncia de funcoes inteiras Fj tais que para qualquer compacto

K C M wale que Fy, — f em LP(K) a medida que k — co. Se p = oo entao F, converge
qtp para f.

Nosso teorema apresenta algumas distingoes com relacao ao teorema de Boggess. Inicial-
mente nossa versao apresenta formulacoes especificas para os espagos D'(M) e C*(M), k =

0,...,00, enquanto o resultado anterior lida apenas com distribuicoes que estejam em
LP(M).

No nosso trabalho optamos por substituir a aplicagao ¢ com caimento polinomial |(Dgq)(u, v)| <
Clw|N para todo w € C™, por uma outra aplicagao q quadrica. Essa simplificagao foi feita
para que pudéssemos efetuar os calculos em um ambiente mais simples. Note que essa
substituicao pode ser facilmente desfeita ja que nao se mostrou crucial durante a demons-

tracao.

Além disso, para aqueles familiarizados com o artigo de Boggess, fica evidente que a téc-
nica de demonstracao utilizada na nossa versao ¢ razoavelmente distinta da apresentada
por ele. Mais precisamente: com os elementos que desenvolvemos ao longo de nossa de-
monstracao, podemos generalizar nosso resultado para outros espacos. Isso sera feito no

préximo capitulo para distribuigoes nos espagos de Hardy localizados h? (M), com p < 1.

Outra diferenca fundamental na demonstracao consiste no processo de restricao de uma
distribuicao hA. No nosso caso optamos por uma aproximacao tradicional através do calculo
do Wave Front Set. Ja na demonstragao apresentada por Boggess se menciona apenas uma

justificativa incompleta.
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CAPITULO 3

Teorema de Extensiao CR

RESuUMO

Ja é sabido da impossibilidade de se estender distribuicoes CR em uma variedade suave M
qualquer. Boggess demonstrou em [Bog01] que no caso de variedades quédricas é possivel
estender distribuigoes CR até a envoltoéria convexa de M, desde que a distribuicao também

esteja nos espagos LP(M) com p > 1.

Neste capitulo, lidaremos com a mesma questao de extensibilidade em variedades qua-
dricas, mas em um contexto um pouco diferente: suporemos que as distribuicoes CR em
questao estejam nos espagos de Hardy Localizados h?(M) com p > 0. Iniciaremos com uma
pequena revisao desses espacos e logo em seguida revisitaremos nossa versao do Teorema

de Aproximacao para verificarmos sua validade também em h?(M) com p > 0.

Na sequéncia, vamos utilizar as aplicacoes aproximantes para construir uma fungao holo-
morfa F' na envoltéria convexa de M. Logo depois, vamos utilizar os conceitos do capitulo
1 para trazer sentido ao simbolo F|M e finalmente verificar que F|M é na verdade a

distribuigao CR original.
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3.1. Caracterizacao Mazximal de HP

3.1 Caracterizacao Maximal de H”

E fato conhecido que os espacos LP, quando p < 1, tem dual trivial e portanto nao ofe-
recem nada de interessante no que se refere ao estudo de distribuicoes. Mesmo quando
p =1 0 espago L' ndo ¢ tao bem comportado quanto seus andlogos LP para p > 1 (um
exemplo desse tipo de fenomeno é a continuidade da Funcao Maximal de Hardy-Littlewood
ou entao continuidade de certos operadores com nicleos tipo segunda-geracao de Calderon-
Zygmund). Para lidar com essa questao, Stein e Weiss introduziram uma nova familia de
espacos, chamados de HP(RY), que sao idénticos aos espacos LP quando p > 1, mas que
ainda assim constituem um espago adequado de distribui¢oes (potencialmente nao local-
mente integraveis) quando p < 1. Nosso objetivo nesta se¢ao é apresentar resumidamente

os principais ingredientes para o entendimento desses espacos e de suas versoes localizadas.

Seja ® € S(RY) com [ ®(z) dz # 0 e defina:

o,: RV— R
1

T — —<I><£>.

tr tn

A partir disso, construa, para cada aplicagao f € S'(RY), a funcdo mazimal radial de f,

dada por:
Mo f(z) = sup | (P + f) (z)|.
t>0
Considere agora as seminormas continuas em S dadas por p,g(¢) = H:L‘a Dﬂng [ €0
conjunto:

F={¢Y eS8 :pap) <1, paratodo |af,|f| < N}.

Assim definimos a grande fun¢ao mazximal de f € S" associada a familia F por:

Mz f(z) = sup My f(x).

YeF

Definigao 28. Diremos que uma distribuicao temperada u é limitada se u* ¢ € L™ para

toda ¢ € S. O conjunto de todas essas distribuicoes serd denotado por Sy (RY).

Se u € S;(RY) e f € L' podemos definir ux f € 8" como (ux f, n) = <u*77, f>, onde
9(y) = g(—vy). E possivel verificar que u * f € S; (RY) e que ainda vale que (ux f1) * fo =

u* (f1 * f2). A grande importancia das distribuigoes limitadas é que suas regularizacoes
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3.1. Caracterizacao Mazximal de HP

(através da convolugao com o Nucleo de Poisson) u; = P, xu sao limitadas e suaves. Além
disso, se u € S} (RY), entao podemos entender u como uma aplicagao harmonica em Rf +

através da formula u(x,t) = (f * P,)(x). A partir disso, definimos as aplica¢oes auxiliares:

w: RN — R

r—  sup |u(y,t)]
lz—y|<t

e

ut: RYN — R

x+— sup|u(x,t)|.
>0

Teorema 29. Sejam 0 <p < oo e f € S'(RY). Sao equivalentes:
1. Eziste uma ® € S com [ ®(z)dz # 0 tal que [|[Maf|;, < oo;
2. Eziste uma familia F C S tal que |Mzgf]|,, < oo;
3. f € SL(RY) e ainda ||u*]|,, < oo;
4. f€SL(RY) e ainda HuLHLp < 005
5. Para toda ® € S com [ ®(z) dz # 0 vale que ||Mof]|,, < cc.
Definigao 30. Se f € S'(RY) satisfaz quaisquer uma das propriedades anteriores, diremos

que f € HP(RY). O espago HP(RY) é chamado de p-ésimo espago de Hardy.

Facamos alguns pequenos comentdrios sobre a topologia associada a esse espaco. Considere
I fllz» = [Mof|l;». Ora, para p > 1 o espago H? torna-se idéntico a LP. Parap = 1 a
aplicacao f — || Mg f]|;1 é uma norma, pois Mg é uma aplicacao sublinear. Ja para p < 1
a aplicagao |||, ndo é mais uma norma, porém d(f,g) = ||f — g%, ¢ uma métrica. Com
essas definicoes topolédgicas vale que convergéncia em HP implica em convergéncia fraca

(no sentido das distribuicoes).

Defini¢ao 31. Uma fungao mensuravel a definida em RY ¢ dita ser um HP-dtomo (0 < p <

1) se existe uma bola B tal que:

1. supp(a) C B;

1 1/10
2. Jlall o < (—) ;
== \1B

o7



3.1. Caracterizacao Mazximal de HP

1
3. [a*a(z) dx = 0 para todo |a] < N (— — 1)
p

E possivel demonstrar que o conjunto dos HP-atomos em R” é um subconjunto limitado de
HP(RY). Além disso, para qualquer elemento ();) € I? e para qualquer sequéncia arbitrdria
{a;} de p-dtomos é possivel verificar que a sequéncia S, = Z;;l Ajaj é de Cauchy em HP.

A reciproca dessa afirmagcao é o contetido do teorema abaixo.

Teorema 32 (Decomposigao Atomica Suave). Sejam 0 < p < 1 e f € HP(RY). Nestas

condigoes existem uma sequéncia de p-dtomos suaves e um elemento (\;) € P tal que:

1. f =322, \ja; na topologia de HP;

2.3 50 PP~ Il

Os espagos HP(RY) ainda ndo sao os espacos que lidaremos neste texto. Apesar de
parecerem substitutos adequados aos espacos das funcoes p-integraveis, eles sofrem de
um problema central: nao podem ser localizados. Em outras palavras: nao temos que
h f € HP(RY) sempre que h € HP(RY) e ¢ € D(RY). Para lidarmos com essa questao,

vamos apresentar uma nova familia de espacos, chamados agora de h?(RY).

Dados f € S (RY) e ® € S com [ ®(z) dz # 0 defina as fungoes:

mef: RY — R

r+— sup | Py * f(z)] ©
0<t<1

mhyf: RV — R

r+—  sup [P f(x)].
0<t<1
ly—z|<t

Se nos for dado o conjunto:
F={Y €S :pap®) <1, paratodo |af,|f| < N},

entao considere ainda mzf(x) = sup,czmy f(x). A relagao entre essas aplicagoes ¢ dada

abaixo.

Teorema 33. Sejam 0 <p < oo e f € S'(RY). Sio equivalentes:
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1. Eziste uma ® € S com [ ®(z)dz # 0 tal que mof € LP;
2. Erxiste uma familia F C S tal que |[mzf||,, < oo;
3. Eziste uma ® € S com [ ®(z) dz # 0 tal que m}f € LP.

Definigao 34. Se f € S'(RY) satisfaz quaisquer uma das propriedades anteriores, diremos

que f € h?(RY). O espaco h?(RY) é chamado de p-ésimo espaco localizado de Hardy.

Facamos alguns comentarios sobre a topologia associada a essa familia de espagos. Consi-
dere = ||me . Ora, para p > 1 o espaco hP se torna idéntico a L = HP. Para
hP Lp )
p = 1 a aplicagao f — ||mef||;: é uma norma, pois analogamente ao caso anterior, mg
é uma aplicacao sublinear. Ja para p < 1 a aplicacao [|-||,, ndo é mais uma norma, porém
d = ||f —g||%, é uma métrica. Com essas definicoes topolégicas vale que HP? C hP e
) hP

que ainda convergéncia em h? implica em convergéncia fraca (no sentido das distribuigoes).
A relagao entre os espagos HP(RY) e h?(RY) ¢ dada pelo:

Lema 35. Para toda uw € hP(RY) existem f € HP(RY) e g € C(RY) N h?(RY) tais que
u=f+g fllge <Cllull, ellgll, < Cllull,,. Em outras palavras: HP = h? mod C*°.

Defini¢ao 36. Uma fungao ¢-integravel a definida em RY ¢ dita ser um hP-g-dtomo (0 <

p < 1) se existe um cubo @ tal que:

1. supp(a) C @;

1 1/‘1 1 1/17
2 (@) HaHLq§<@) ,

1
3. Se |Q| < 1, entdao [ 2*a(x) dz = 0 para todo |a] < N (— - 1).
P

Se |Q] < 1, entdao a é chamado de dtomo pequeno. Caso contrario é chamado de dtomo

grande.

E possivel demonstrar que o conjunto dos hP-g-dtomos em R” ¢ um subconjunto limitado de
hP(RY). Além disso, para qualquer elemento ()\;) € I e para qualquer sequéncia arbitraria
{a;} de hP-g-atomos é possivel verificar que a sequéncia S, = Z?Zl Ajaj ¢ de Cauchy em

hP. A reciproca dessa afirmacao é o conteudo do teorema abaixo.
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Teorema 37 (Decomposicdo Atémica Suave). Sejam 0 < p < 1 e f € hP(RY). Nestas

condigoes existem uma sequéncia de hP-co-dtomos suaves e um elemento (X\;) € P tal que:

1. f =327, Aja; na topologia de h?;

2. 2252 NP =L
Também ¢ possivel verificar que S é um subconjunto denso de h? e que dada f € h?(RY)
e ¢ € D(RY) vale que f1 € h?(RY). Em outras palavras: h* é um conjunto normal de

distribuicoes que podem ser definidas em variedades suaves. No caso particular de um

subconjunto 2 de RV escreveremos:

WP(Q) = HY

loc

(Q) ={uecD(Q):puc h”(RY) para toda 1) € D(Q)}.

3.2 Familia Geral de Bolas

Seja 0 C RY aberto e §; > 0 fixados. Suponha que para cada v € Qe 0 < § < Jy seja
dado um conjunto B(x,d) C 2 (ndo necessariamente uma bola euclidiana) satisfazendo as

seguintes propriedades:

1. B(z,d) é aberto;
2. 0 <6 <y implica que B(z,0) = UssB(x, s);
3. NssoB(z,s) = {z};

4. Para cada compacto K C ) existe uma constante C' > 0 tal que se 1,20 € K,
d1 < 63 < 1/C 0 e se ainda B(xq,01) N B(xz,02) # 0, entdo B(xq,01) C B(x,d2);

5. Para cada compacto K C () existe uma constante C' > 0 tal que se x € K e se

d < 1/26y, entdo |B(z,20)| < C'|B(x,0)|.

Nestas condigoes, diremos que {B(z, )} é uma familia geral de bolas e chamaremos B(z, d)

de bola geral centrada em x de raio 9.

Uma funcao p : © x Q@ — [0,00] é chamada de quase-distancia em () se as seguintes

condigoes forem verificadas:
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1. p(z,y) =0, se e somente se, T = y;
2. O conjunto {y : p(z,y) < 0} é aberto para todo z € Qe § > 0;

3. Para todo compacto K C (2 existe uma constante C' > 0 tal que se x,y, 2 € K, entao
plz,y) < C (p(z, z) + ply, 2))-

Primeiramente, observe que p pode nao ser simétrica. O maximo que podemos esperar de
uma quase-distancia é que para todo compacto K C 2 exista uma constante C' > 0 tal que

se z,y € K, entao p(z,y) < Cp(y, x).

E possivel verificar que existe uma relagao biunivoca entre uma familia geral de bolas em
) e uma quase-distancia em €. Para ilustrarmos essa relacao comecemos supondo que

{B(z,9)} seja uma familia geral de bolas. Defina p : Q2 x Q@ — [0, co] como segue:

(2.y) = inf{o6 >0:y € B(x,§)} sey € B(x,d)
P o0 se y & B(x,dp)

Reciprocamente, se for dada uma quase-distancia p :  x Q@ — [0, 00|, defina a familia

B(z,6) ={y € Q: p(z,y) < 0}

Nosso préximo passo é introduzir uma quase-distancia (e consequentemente uma familia
geral de bolas) a partir de uma estrutura em 2. Para comecar suponha Ly, ..., L, cam-
pos vetoriais reais (ou entdo considere suas componentes reais e imagindrias) e dy, ..., d,

nimeros naturais nao nulos satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Para todo ponto x € Q vale que {L;(x)} é um gerador para o espago tangente;

Para 0 > 0, defina C(0) = C(0,Ly,..., Ly, dy,...,d,) como a classe de todas as fungoes
absolutamente continuas ¢ : [0,1] — € que satisfazem quase toda parte a equagao dife-

rencial:
q

(1) = a;(t) Li(9)(t),

j=1

onde os coeficientes a;(t) sdo tais que |a;(t)| < 6%. Finalmente, defina:
plx,y) =inf{d > 0: 3¢ € C(J) satisfazendo ¢(0) =z e ¢(1) = y}.
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Dentro deste contexto é possivel verificar a:

Proposicao 38. A aplicacao p anteriormente dada é uma métrica em §). Se m = max{d;}
e K C ) é um compacto, entao existem constantes Cy,Cy > 0 tais que para todo x,y € K
vale:

Crle =yl < plw,y) < Cy |z —y[V™.

Ora, a familia de bolas associadas a esta métrica (e por consequéncia relacionados a
Ly,...,L,) refletem a natureza anisotrépica dos campos e dos seus comutadores. Uma
bola geral B(z,d) é essencialmente um elipsoide de tamanho 6™ nas dire¢oes dos comuta-
dores de ordem n de Lq,...,L,. Como veremos adiante, essas bolas desempenham papel

especial no estudo de valores de fronteira de funcoes holomorfas.

Depois dessa pequena digressao, vamos voltar ao nosso contexto. Considere {B(x,d)} a
familia de bolas anisotropicas associadas ao complexo CR da nossa variedade quadrica M.
E possivel demonstrar que uma aplicacao F' suficientemente regular pode ser majorada por

suas médias em bolas anisotropicas. Mais precisamente temos o:

Lema 39. Seja IV um cone estritamente menor que ch{q(w,w)}. Nessas condi¢oes existem
constantes C1,Cy > 0 tais que para todo (wo, z9) € M + 1" existe uma vizinhang¢a V' de
(wo, 20) de modo que se F' é plurisubharmonica em ch M, ndo negativa e continua até a

fronteira, entdo:

Ch
sup|F| < / | do
v B(mo,Cov0)| /s

onde o é a medida de Lebesque em M e § é a distancia euclidiana de (wy, z9) ao ponto

mo = (wo, 2o + i q(wo, Wy)).
O lema anterior é um resultado fundamental ao provar teoremas de extensao. Como sua

demonstracao é demasiadamente técnica, preferimos omitir sua prova neste texto. Para

maiores informagoes consulte [BN95, lema 5.5].

3.3 Revisitando o Teorema de Aproximacao CR

Nesta se¢ao vamos introduzir uma nova versao do Teorema de Aproximagao CR para uma

classe especial de espagos.
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Teorema 40 (Teorema de Aproximacao CR em hP). Seja M C C™ x C¢ uma variedade
quddrica. Considere um compacto K C M e h € CR(M). Nestas condigoes existe uma
sequéencia de aplicagoes inteiras, indexadas em T > 0, doravante denominadas E.h, tal que
lim, o E:h = h na topologia de D'(K). Além disso, se 0 <p <1 ehe H] (M), entio

a convergéncia lim, o, E-h = h ocorre na topologia de Hj (K).

Demonstracao. A demonstracao desse teorema sera dada através de uma série sucessiva
de simplificacoes. Inicialmente, observe que como o espaco das fungoes testes esta conti-
nuamente incluso em Hj . o teorema fica demonstrado, de acordo com a observagao final

do capitulo anterior, assim que verificarmos que:

1. G.h — h em h? para toda h € D,

2. a familia de operadores {G,} é equicontinua em h?.

Para a realizacao destas duas tarefas, lancaremos mao da decomposicao atomica suave
desses espacos. Deste ponto em diante, assuma que a aplicacao ® € S geradora da fungao
maximal truncada me estd suportada na bola unitaria. Para a proxima simplificagao
suponha que ||G,al7, < C para todo dtomo suave a de h?. Nestas condigoes, verifiquemos
que as duas observagoes anteriores ficam demonstradas. De fato, se w € hP, entao w =
Y p Akap com ay atomos suaves e y . |Ag? = ||w|[,,. Como p < 1 e lembrando que

|G w7, = [ (meGrw)” dz, entao:

p p
/(WGTZ M ak> dz < /(Z |Ak|m¢GTak> dz <Y NP I1Grarlly < Cllw]),,-
k k

k

Com a equicontinuidade da familia G, seguido do fato de que as fungoes testes sao densas
em hP, temos a demonstragao das duas afirmacoes anteriores. Nos resta entao verificar que

|Grall}, < C para todo dtomo suave a de hP.

my 1

Seja 7y suficientemente grande e F.(¢) = C79+4 exp{—7u' — 71222} (para alguma

constante C' > 0 apropriada). Considere o operador maximal associado com G h:

G*h(p,v) = sup |G h(p,v)|.

T>T0
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Se h € L', entao, aplicando uma estimativa pontual no integrando de G,h, obtemos:

|G-h(¢,v)| < sup Fr x |fTuhl,
T>To
onde T,h é traco de h com respeito a segunda variavel no nivel v e f é uma funcao corte

propriamente escolhida. Consequentemente:

Gih(6,v) < sup Fy + | T,h|.

T>T0

Antes de prosseguirmos, vamos estabelecer alguns simbolos de modo que nossa notacao nao
seja ambigua. Deste ponto em diante escreveremos * para uma convolugao nas variaveis
(¢,v) assim como denotaremos por ¢ uma convolugao na variavel ¢ e utilizaremos [J para
uma convolugao na variavel ¢. Desta forma, considere F/(¢) = exp {—u* — 2%} e escreva
F,(¢) = o™ 4 F(¢/0), onde ¢ = 774 Fixado 7 > 0 podemos entender F, como a

funcao F, na desigualdade anterior e concluir que:

(P, x Gra)(p,v) < C|P. x (F,0a)(¢,v)] = C|(P. * a) O F,(p,v)].

Considere Q = Q1 x Q, um cubo contendo o suporte de a de modo que Q; C C™* ¢
Q, C C¢ Supondo que a é um atomo, temos que seu supremo pode ser controlado por

uma poténcia fraciondria (negativa) da medida de Lebesgue de (). Com isso, temos que:

ma(Gra)(é,v) < C1QI™7 xq,(v),

onde x4 indica a fungdo caracteristica de um conjunto mensuravel A. Ora, considere
um cubo ()7 concéntrico com (); de forma que seu lado seja o dobro da aresta do cubo
original. Analogamente considere um cubo @Q7* concéntrico com ) de forma que seu lado
seja quatro vezes maior que a aresta do cubo original ;. Nessas condigoes a estimativa

anterior implica que:

// Ime(Gra)(g,v)P dpdv < C.
Q1* xR

Consequentemente para verificarmos que ||G-al[7, < C para todo dtomo suave a de h* nos
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resta demonstrar que:

// sup |®. x (F,0a)(¢,v)|P dpdv < C. (3.3.1)
(Rm+d\Q**)xRd 0<e<1

Assumindo que ®(p,v) = ®1(¢)P2(v), onde ®; e Py estdo suportadas em R™T4 e R?
respectivamente, somos levados a considerar apenas a convolugao na variavel ¢ e entender
v como um parametro. Ora, como ®; estd suportada na bola unitdria segue que ®! O a = a°
estd suportada em Qf para todo 0 < ¢ < 1. Escreva Cf, = sup |¢| F(¢) e considere ¢y o

centro do cubo (). Como |¢ — ¢o| é comparédvel com |¢ — y| para todo y € QF e para todo
¢ &€ Q1 nés temos que se ¢ ¢ QFF, entao:

(2:0a0F,)(¢,0)] < xa.(v)

[ cwone-nay

< CCpxg,) Qo {—'qb — qboq )

o

Como |Q%] = (2r)™ < (2]¢ — ¢o])™ e o™~ 4 < 1 se tomarmos L suficientemente

grande, nés obteremos que para um certo inteiro 1" vale que:

(220a0F,)(6,v)] < Cxau(v) Q7|6 — ¢o| .

Aplicando uma convolugio com ®? temos, para ¢ € Q;* e v € R,

@ x (F,0a)(6,v)] < ClQI™7|p— ol " (92 © xq,)(v)
< CQI™P|p— o T X Qs (v)

Assuma por um instante que o atomo esteja suportado em um cubo grande. Nesse caso,
podemos tomar o supremo em 0 < € < 1, elevar ambos os lados a poténcia p e integrar em
R™+\ Q1) x R? para obter a inequagao 3.3.1.

Ja para dtomos pequenos a estratégia serd a seguinte: escreva F(¢) como uma série con-
vergente em S(R™*9) da forma que F = Y, F®) com F© suportada na bola unitéria e
cada F*) suportada em alguma bola de raio unitério. Lembre-se que, como a é um &tomo
pequeno, existe uma certa familia de integrais (que pareiam a com polindomios) que sao

identicamente nulas. Nosso objetivo, por ora, é demonstrar a inequacao 3.3.1 com F®*) no
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lugar de F'. Lembrando que a é um atomo pequeno, temos:

(@ OF®)(6.0) = xa) / a(y,v) G¥)(6 — y) dy

= /a(y, V) [GEU — y) — 4o (y)] dy,

onde nga) = ol [ % e ¢y, € 0 polinomio de Taylor de ordem 7" da fun¢ao y — Ggfg(gb—y)
préxima do ponto ¢g. Neste caso T é escolhido como a parte inteira de (2m+2d) (1/p—1).

A estimativa para o resto da Série de Taylor mostra que o lado direito da equacao anterior

|71/p g=T=1=m=d pT+1 " Assuma inicialmente que k = 0. Desta

pode ser majorado por C'|Q
forma segue que F(©) estd suportada na bola unitria. Como |¢ — ¢g| é comparavel com
| — y| para todo y € QF e ¢ € Q7 e, além disso, temos que |¢ — y| < o no suporte de

Féo)(qb — ) segue que, paratodo 0 <e <lel <o <1,

(a* DFEO) (6, 0)” < Coxeu(v) <_

|6 — o

(T+m~+d+1)p
) para todo ¢ & Q™.

Que depois de uma integracao, torna-se:

// sup |®. x (F0a)(¢, )P dpdv < Cy.
(

Rm+I\Qp*) xRY 0<e<1

Por outro lado, ja sabemos que:

// sup [P, x (FO0Oa) (¢, )P dpdv < Cy.
QR

xRd 0<e<l1

Combinando as duas inequacoes anteriores, obtemos:

// sup |®. % (F0a) (¢, )P dodv < Cy.

Rm+dxRd 0<e<1
Para outros valores de k£ considere uma translacao apropriada F® de F® de tal forma

que F®) esteja suportada na bola unitdaria. Associando a cada dtomo pequeno a um

outro atomo transladado a, podemos escrever a® DFék) = @O F®. Procedendo como
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anteriormente, podemos obter:

// sup |®. x (F0a)(¢, )P dpdv < Cy. (3.3.2)
Rm+dxRd 0<e<1

Observe que existe uma seminorma continua p em § — dada pelas integrais anteriores —
envolvendo apenas as derivadas de ordem < 7 + 1 de forma que Cy < p(F®). Como
> F® converge absolutamente em S observamos que Y, Cj < oo. Portanto, a familia
de desigualdades 3.3.2 implica 3.3.1 por subaditividade. O

3.4 Teorema de Extensao CR

Digamos que h seja uma distribuigao CR em M que esteja em algum h? (M) com p > 0. Pelo
teorema 40 existe uma sequencia de aplicacoes inteiras F;, cujos tragos bF); convergem para
h na topologia de h? para cada compacto fixado. O contetido do proximo lema discute uma
propriedade muito interessante da sequéncia {F}};en: mesmo sem explicitamente conhecer
as funcoes, é possivel demonstrar que elas dao origem a uma aplicacao holomorfa F' que

estd definida no interior de ch M.

Lema 41. Fize p > 0 e considere M C C™ uma variedade quddrica e K um compacto
arbitrdrio em M. Sejam I' um cone estritamente menor que ch{q(w, W)} e {F;}jen uma
sequéncia de aplicagoes inteiras. Suponha que a sequéncia dada pela restricao de cada F)
a M (isto é, {bF}},en) seja uma sequéncia de Cauchy quando olhadas em hP(K). Nestas

condigoes, existe uma aplicacao holomorfa F definida em M + 1" tal que:

1. Para todo (wo, 20) € M+I" existe uma vizinhanga V' de (wo, 29) de modo que F; — F

uniformemente;
2. F admite valor de fronteira bF em D'(M);

3. bF; — bF na topologia das distribuicoes.
Demonstragio. Seja ® € S com [ ®(z) dz # 0 e tome (wy, z9) € M +I". Para cada par

de indices (j,k) temos que F; e F}, sao aplicagoes inteiras. Nestas condigoes, segue que

Gjr = |me(Fj — Fy)P é uma funcgao plurisubharmonica em ch M, ndo negativa e continua
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até a fronteira. De acordo com o lema 39 existem constantes C7,C5 e uma vizinhanca V'

de (wp, 29) tal que:

Ch
sup |G| < / Gl do,
v | Jk| | B(mo. 2\/(—5)| B| Jk|

onde B é a bola anisotrépica em M e § é a distancia euclidiana de (wy, zy9) ao ponto

mo = (wo, o + 7 q(wg, Wp)). Considere em M um compacto tal que B(myg, Co \/3) C K.
Como, por hipétese, {bF}};en é uma sequéncia de Cauchy quando olhadas em h?(K), entao

dado € > 0 segue que existe Ny tal que:

. Ch
J. k> Ny = /G~7
" B(mo, G2 V) ,

Se z € V, entao |(F; — Fy)(2)|P < Gji(z) < supy |G,x| < €. Portanto a sequéncia {F}}jen é

uniformemente de Cauchy em V. Para o restante da conclusao do lema basta observar que

do < e.

todas as aplicacoes F; tem uma estimativa temperada uniforme e aplicar a continuidade

do operador h O

Nossa demonstracao do lema 41 depende fortemente do lema 39, que é extremamente
técnico. Por isso, seria interessante contar com outra demonstragao mais elementar do
mesmo fato. Como exemplo de uma abordagem possivel utilizaremos discos analiticos em

um caso especial.

Defini¢do 42. Suponha M uma subvariedade de CY ¢ A : DI — CY uma aplicacéo
continua. Se A for holomorfa no interior do disco, entao diremos que A é um disco analitico.
Nestas condigoes, o conjunto A = {z € CV : z € A(S')} serd chamado de fronteira de A
e o ponto A(0) = P € C" seré dito o centro de A. Se, além disso, A C M, entao diremos

que A esta anexado a M.

Durante esta digressao consideraremos q(u,v) = u®> + v?> e m = d = 1. Nessas condicoes

teremos que:
M ={(w,t) e Cx C,3t = q(w,w)}.

Fixe 25 > 0 e tome um ponto Py = (ug + i v, o + i yo) no interior da envoltéria convexa
de M. Considere um biholomorfismo (continuo até a fronteira) n : DI — ug + i vy +
|2o| DY satisfazendo n(0) = ug +1ivg e n(e’?) = |2o|/? €. Com isso defina o disco analitico
Apy(p,0) = (n(pe'®),xo +iyo).
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Figura 3.1: Esboco de um disco analitico anexado a M

Suponha que V' = B(Fy,r) C intch M. Ora, para p € V vale que:

1 2w )
Garlo) < 5= [ 163 (4, () @0

Integrando em p, obtemos:
1 2m .
/ Gikl(p) dp < —— / / Gl (4, (') d6 dp.
VvV 27'(- \% 0

Fixado 6, calculemos a integral fv |Gkl (Ap (eie)) dp. Ora, para cada p € V associe a

fronteira JA,. Desta forma, existem a,b € R tais que:

S - U aAp - Ua<x0<b{(|x0|1/2 6i07x0 + Zy())} C M

peV

Consequentemente:

/ Gl (A (') dp :/ |Gkl (n(pe?), o +iyo) dp.
%4 a<zo<b
Para cada y, a aplicacao:

v: (a,b) — S
T — (n(p€i0)7$0+iy0)

constitui uma mudanca de variaveis e, portanto:
/ Gl (4, () dp ~ / Gyl do,
v X
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onde o representa o elemento de area em M.

Como X ¢ limitado, podemos ficar € > 0 e tomar 7, k suficientemente grandes para tornar
fX |Gj7k‘d0'<€. ]

Terminada essa pequena digressao, podemos finalmente enunciar o Teorema de Extensao
CR. Em resumo: o lema 41 estabelece que limbF; = bF e o teorema 40 certifica que

bF; = h (nas topologias adequadas). Com isso, fica demonstrado o:

Teorema 43 (Teorema de Extensao CR). Fize p > 0 e considere M C C™* uma variedade
quddrica. Sejam I'" um cone estritamente menor que ch{q(w,w)} e f € CR(M) N h?(M).
Nessas condigoes existe uma aplicacao holomorfa F definida em int M +1" tal que bF = f.
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NOTAS PARA O CAPITULO 3

Assumimos implicitamente que p < 1 durante a demonstracao dos teoremas desse capitulo.
Se p > 1, note que os enunciados se resumem a seus analogos com os espagos LP, visto
que h? e LP coincidem quando p > 1. A validade dessas versoes segue imediatamente dos

resultados provados por Boggess.

Para a apresentacao original dos espagos de Hardy localizados, consulte [Gol79]. Ja para

as demonstragoes ausentes na primeira se¢ao deste capitulo, consulte [NSW85].
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