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Resumo

Nos consideramos o problema de Cauchy para sistemas quase-lineares

{&u%—a(u)@u =0
u(0,2) = up(z),

com u = (ug,...,uy) e a(u) = (ajk(u))szl matriz real N x N, com entradas C'*, tal que
a(0) tem todos os autovalores reais e distintos, ou seja o sistema ¢ hiperbolico em u = 0.
Demonstramos que certos espacos de Besov sao preservados pelo fluxo da solucao, perto
da solucao nula.

Palavras-chave: Anélise Matematica. Problema de Cauchy. Espagos de Holder.



Abstract

We consider the Cauchy problem for the quasi-linear systems

{&u%—a(u)@u =0
u(0,2) = up(z),

with u = (ug,...,uy) and a(u) = (ajk<u))j‘\,[k:1 real matrix N x N, with entries C*°, such
that the eigenvalues of a(0) are real and distinct, that is, the system is hyperbolic at
u = 0. We show that certain Besov spaces are preserved by flow of the solution, near the
null solution.

Keywords: Mathematical Analysis. Cauchy Problem. Holder spaces.
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Introducao

Lars Hormander inicia o capitulo TV de [4] com uma discussao a respeito de solu-
coes classicas do problema de Cauchy para sistemas quase-lineares de primeira ordem.
Considera o problema de Cauchy

O+ a(u)d,u = 0
{ w(0,7) = wu(z), (0.0.1)
com u = (uy,...,uy) e a(u) = (ajk(u))szl matriz real N x N, com entradas C*°, tal que

a(0) tem todos os autovalores reais e distintos. Sob certas condigdes impostas ao dado
inicial o problema (0.0.1) é bem posto em C*, k > 1. Mais precisamente, na sec¢ao 4.2 de
[4] demonstra-se o seguinte teorema:

Teorema 0.0.1 Se uy € C*(R), k > 1, tem todas as derivadas de ordem < k limitadas e
as de ordem < 1 sdo suficientemente pequenas, entio o problema de Cauchy (0.0.1) tem
uma Unica solucdo u € C*, definida para todo 0 <t < T, desde que

T'sup Jug| < c,

onde ¢ é uma constante dependendo apenas de a. Mais ainda, existem constantes Cq, . .., Cl,
(dependendo sé da norma C' do dado inicial) para as quais valem as estimativas

[uller < Cil[uollc- (0.0.2)

Observamos que tal resultado nao pode ser substancialmente melhorado, para tal
vejamos 0 que se passa com a equagao de Burgers; ou seja quando N = 1 e a(u) = u.
Neste caso, via método das caracteristicas, verifica-se: Para uy € C*, a solucao é dada
por u(t,xz) = up(y); « = y+ tuy(y). Como z, = 1 + tuj(y) se uy e uj sao limitadas,
entdo a equagdo x = y + tuy(y) determina implicitamente y em termos de (¢, z) quando

0<t<T com .

= = sup{-uj}.

Notemos ainda que se —ug(y) atinge o méaximo positivo em y, entdo u, = x, uy(y)
converge para o infinito quando ¢t — T, assim a faixa em ¢ que a solucao permanece C1 é
0<t<T.

O principal objetivo aqui é apresentar algumas extensoes do Teorema 0.0.1. Em
particular, nos concentramos no caso em que o dado inicial pertence ao espagco de Holder
C?, com p > 1. Extensoes do referido teorema tem sido exaustivamente estudados no
ambito dos espacos de Sobolev, veja [2] e [6].

O texto esta dividido em quatro capitulos. No primeiro deles, apresentamos algumas
definicoes e resultados que servem de suporte para os capitulos seguintes. Tal capitulo nao
é essencial, optamos por inseri-lo apenas para facilitar a leitura dos capitulos seguintes.
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No Capitulo 2, demonstramos que a hipdtese de pequenez na primeira derivada do
dado inicial, imposta por Hormander, nao é necessaria para que o problema de Cauchy
(0.0.1) seja localmente bem posto em C*, k > 1. Mais precisamente demonstramos o:

Teorema 0.0.2 Se uy € C*, k > 1, tem todas as derivadas limitadas e ||uo||so € suficien-
temente pequeno, entao o problema de Cauchy (0.0.1) admite solucao k vezes diferencidvel,
e mais, existem T > 0 e constantes Cy, Co, C1,C1,. .., Ch, Cr para as quais a solu¢io u
satisfaz

0bu(t, )lloe < Cilluf [l exp(tCy), ¥t € (0,77,

Em seguida, ainda sem a hipotese de pequenez na derivada do dado inicial, verificamos
que o problema é localmente bem posto no espaco de Hélder C?, com p > 1. Isto é,
demonstramos o:

Teorema 0.0.3 Seja p > 1 um nimero real ndo-inteiro. Se ug € C? e ||ug||w € suficien-
temente pequeno, entao o problema (0.0.1) admite solugdo u € CP([0,T] xR) (para algum
T >0) e mais,

[ullco < C'l[uoll s -

Nos resultados acima, principalmente quando a regularidade do dado inicial aumenta,
nao conseguimos relacionar o valor de 7" com a pequenez do dado inicial. No final do
Capitulo 2, mantendo a hipotese de pequenez da derivada, apresentamos um resultado
que generaliza o Teorema 0.0.1 para o caso C*, p > 1, e mantem a relagao entre 7' o a
pequenez do dado inicial. A saber:

Teorema 0.0.4 Seja ug € C?, p > 1 nao-inteiro. Se ug tem todas as derivadas de ordem
< [p] limitadas e as de ordem < 1 sao suficientemente pequenas, entao o problema de
Cauchy (0.0.1) tem uma tnica solu¢dao u € CP, definida para todo 0 <t < T, desde que

T'sup |ug| < c,

onde ¢ € uma constante dependendo apenas de a. Mais ainda, existe constante C' para a
qual vale
[uller < Cllugllce- (0.0.3)

No Capitulo 3, em um primeiro momento, demonstramos, utilizando a teoria de
Littlewood-Paley, uma generalizacao do Teorema 0.0.1 que é de fato mais fraca que a
j& apresentada no Capitulo 2, no entanto, tal demonstracao serve de inspiragao para,
numa segunda etapa, trabalhar com o problema numa classe mais ampla de funcoes, o
que nos possibilita demonstrar uma extensao do Teorema 0.0.1 para os espacos de Besov
B, com p > 2 nao-inteiro. Mais precisamente com tal técnica demonstramos o:

Teorema 0.0.5 Seja uy € ng, p > 2 nao-inteiro e 1 < r < oco. Se ug tem as deriwadas
de ordem < [p| limitadas e de ordem < 1 suficientemente pequenas, entio o problema de
Cauchy (0.0.1) tem uma tnica solu¢io u € CPY([0,T] x R) desde que

Tsup |uj) < c,

onde ¢ € uma constante dependendo apenas de a. Mais ainda, para cadat € [0,T],u(t,-) €
B e satisfaz

0,

|u(t, ), < Clluollpe,, Vtel0,T],

co,r —

com C' constante independente de t.
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No ultimo capitulo, Capitulo 4, comentamos a técnica usada em [6] para demonstrar
que o problema de Cauchy é localmente bem posto em H? para todo sistema quase-linear
hiperbolico simetrizavel. Destaco aqui, que os resultados de [6] sdo para dimensao espacial
arbitraria e este ¢ um dos motivos de comentarmos tais resultados.



Capitulo 1

Preliminares

Como mencionado na introducao, este é um capitulo informativo, nele apresentamos
algumas definicoes e alguns resultados. Vamos ser bem sucintos uma vez que tal capitulo
é, basicamente, um apanhado de informacoes que tem por objetivo fornecer uma consulta
rapida, afim de sanar eventuais dividas, sobre fatos ou definicoes que serao utilizadas
nos capitulos seguintes. Para maiores informacoes acerca dos conteidos e resultados
apresentados neste capitulo ver [2|, para as se¢oes 1.1 e 1.2, e para as segoes 1.3 e 1.4 ver
[1], [4], [5] e [7]- Observo que nem todas as definigbes ou os resultados que sao utilizados
nos capitulos seguintes estao aqui colecionados, por exemplo, as definicbes de campo
vetorial e fluxo sdo assumidas. Alguns fatos bésicos de célculo sao usados sem qualquer
mencao. Estamos especialmente interessados em apresentar aqui a definicao dos espacos
de Besov e a Decomposicao de Bony.

1.1 Espacos de Besov

Algumas desigualdades bem conhecidas e que tem papel importante no estudo dos
espacos de Besov sao o contetido do:

Teorema 1.1.1 (Desigualdades de Bernstein) Sejam C uma coroa e B uma bola.
FEziste uma constante C' tal que para qualquer par de nimeros reais (p,q) satisfazendo,
g>p>1, A>0euec LP temos:

i) S(2) CAB = sup 0% pagge) < C*PANFGTD | o gy
|ae|=k
i) S(4) C AC = C" N |u| o pay < sup [|0%u]

laf=Fk

o) < CFFN|ull oy

Para que possamos apresentar a definicao dos espacos de Besov, precisamos considerar

algumas funcoes especias, tais funcoes sao apresentadas na:
Proposicao 1.1.1 Sejam C = C(O,%, g) e B = B(0, %) Existem fungées radiais x €
C(B,[0,1]) e o € CX(C,0,1]) satisfazendo:

VEERY, x(©+) e =1;

J=0

vV EERN{0}, D (276 =1

JEZ
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/

i =J'122= S(p27))NS(e(27) =0
j=1=8(x)NS(e27)) =0.
Além disto, se C = B(0, %) +C, entao

j—j1>5=2"Cn2C =0,

VEER", <X+ ¢ (27 <1

7>0

1
3
1 2
n z J
Y EERN{0}, 5 <3
JEZ
Para ¢ e x satisfazendo as condicoes da proposicao acima associa-se os seguintes

multiplicadores de Fourier:

A'u—O, vV j<—1;

= (xa);
Aju=(p27)a), VY j=0;
Siu=(x(277)a), V jeZ (1.1.1)

No caso de u € LP, 1 < p < 00, os operadores acima podem ser escritos utilizando
convolucgao, a saber

A qu=2""y(271) *u,
Aju=2"p(2) xu, ¥j>0,
Siu = 2"y (29 ) xu, Vj> 1.

Observemos ainda que os operadores A; comutam com as derivadas, isto é,
A% =0%Aju; YaeN", Yued,

notemos, além disto, que A; e S; mapeiam L em LP e existe constante C' ( independente
de j € Z ), tal que

1Aullre < Cllullre e

1Sjullr < Cllul -

Verifica-se também, para toda u € S’, que

Siju = Z Aju

3'<j—1

e que
u = lim Sju no espago S'(R").

]*)OO

Logo tem sentido escrever

u=>Y Aju. (1.1.2)

=
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Defini¢ao 1.1.1 (Decomposigao de Littlewood-Paley) O lado direito de (1.1.2) é
chamado decomposicao nao-homogénea de Littlewood-Paley da u.

Podemos agora apresentar a definicao dos espagos de Besov nao-homogéneos.

Defini¢ao 1.1.2 Sejam (p,r) € [1,00)* e s um nimero real. Para u € §’, consideremos

By, = 12V 1A ul ) jezllir @)

O espago de Besov B, € o conjunto de todas as distribuigoes temperadas u tais que
| BS < Q.

Observamos aqui que os espagos B, . nao dependem da escolha do par (x, ®).
Algumas propriedades muito tteis dos operadores A, sao dadas na:

Proposigao 1.1.2 Para quaisquer u e v € S'(R?), valem as segquintes propriedades:
AAu=0 se|qg—p| > 2;
Ay (Sp—1uApw) =0 se |¢g —p| > 5.

Agora apresentaremos uma caracterizacao dos espacos de Holder via decomposicao de
Littlewood-Paley. Primeiramente lembremos a:

Definigao 1.1.3 (Espagos de Hélder) Seja p € (0,1). Denotamos por C*(RY) o con-
junto das funcoes u : R — R continuas e limitadas satisfazendo, para alguma constante
C,

lu(z) —u(y)] < Clz —yl", VzeyecRL

Mais geralmente, se p > 0, e nao é um niumero inteiro, denotamos por C’p(Rd) o conjunto
das fungdes u, [p] vezes' diferencidveis tais que 0°u € CP~IPI(RY), para todo |a| = [p]. O
conjunto CP(RY) munido com a norma

o |0%u(zx) — "u(y)|
luller = Y 10%ulloc + D sup |x :

—ylp o]
] <[p] lof=[p) *

¢ o espago de Hélder CP(R?).

Temos a seguinte caracterizacao, via decomposicao de Littlewood-Paley, para os espa-
cos de Holder.

Teorema 1.1.2 Se p é um numero real positivo nao-inteiro, entdo os espagos B2, . e C?
sao iguais e, para alguma constante C', vale

CHullps, o« < lluller < Cllullps, .

00,00 —

A préxima proposicao contém uma lista de importantes propriedades dos espacos de
Besov.

Proposicao 1.1.3 Sejam s e R el < p,r < 0.

[r] é o maior inteiro menor ou igual a r
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(i) Propriedade topoldgica: B, . € um espago de Banach continuamente mergulhado em
S'.

(ii) O espago das fungoes suaves com suporte compacto € denso em B}, se, e somente
se, p er sao finitos.

(iii) Se 1 <p er < oo, entdo B, . € separdvel.
(iv) Alguns mergulhos:
(a) B;,r — B;i,f sempre que S < sousS=ser <7T;

od(1 1
(b) B;r(Rd) — Bmd(p ">(Rd) sempre que p < p;

. R P A . - - S
(v) Propriedade de Fatou: se (uy),cy € uma sequéncia limitada em B, que converge
para u em S, entio u € By, e

[ullps, < liminf|ju,|p;, .

Destacamos ainda o seguinte resultado envolvendo o comutador de operadores.

Lema 1.1.1 Eziste constante C' tal que para toda f em LP, g func¢do lipschitz e p € [1, 0]
vale:

ITAg g1 fllr < C274V gllo| 1] o

1.2 Decomposicao de Bony

A decomposicao de Bony é uma ferramenta importante e muito util para estudar o
produto de funcoes e de distribui¢oes. Para duas distribuicoes temperadas u e v temos a
seguinte decomposicao:

uY = Z AqulAyv.

q,9' €L

A proxima definicdo introduz a Decomposicao de Bony que é uma boa abordagem ao
produto de distribuicoes.

Definicao 1.2.1 Sejam u e v duas distribuicoes temperadas. Consideremos

T,v= Z Sq—1uA v

qEZ

R(u,v) = Z AgulAgv.

lg—q’|<1
q,9'€Z

Pelo menos informalmente podemos escrever

w = T,v + Tyu+ R(u,v)  (Decomposi¢io de Bony). (1.2.1)

O termo T,v é designado paraproduto de u e v, e R(u,v) é o resto de u e v. Ambos
os operadores sao bilineares e algumas informacoes a respeito deles sao dadas nos:
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Teorema 1.2.1 Para qualquer s € R existe uma constante C tal que, para quaisquer
(p,r) € [1,+00]?, temos

[Tl

By, < Cllullz<|lv]

p,r T

Bs,, V(u,v) € LT X B .

Teorema 1.2.2 Se (sq,$2) € R? sdo tais que s1 + sy > 0. Entdo, existe uma constante
C tal que para quaisquer (py,pa,71,72) € [1,00]* satisfazendo

1.1 1 1 1 1
-—=—+—<1 e —-=—+—<1,
P pP1 P2 r T )
temos
1R, o)l gorees < Cllullgsy, Nolligz, o ¥ (w,0) € By, x B,

Combinados, os dois teoremas acima implicam o:

Corolario 1.2.1 Para qualquer real positivo s, o espago L N B}, é uma dlgebra. Mais
precisamente, existe uma constante C' tal que

[uolis;, < C(llull =[]

p,r T

By, Il lolle=), ¥ u,v e L¥NB;,.

1.3 Alguns Resultados de Analise Matematica.

Apresentamos aqui alguns resultados que serao citados nos capitulos seguintes. Ini-
ciamos com um resultado muito Util quando precisamos explicitar derivadas de ordem
superior para composta de funcoes.

Teorema 1.3.1 Sejam U C R™ e V C R" abertos, f : U — R™ uma aplicagao © vezes
diferencidvel no ponto x € U, com f(U) C V, e g : V — RP uma aplicagio i vezes
diferencidvel no ponto y = f(x). Para cada particio i = iy + ...+ iy (de i como soma
de nimeros naturais) existe um n(iy,...,ix) € Q tal que a i-ésima derivada da aplicac¢ao
go f:U — RP tem a expressao

i

(g0 ) =" nlir....in)g® o f - (fO,... ),

k=1

O préoximo resultado relaciona convergéncia de sequéncia de fungoes com a convergén-
cia da sequéncia das derivadas.

Teorema 1.3.2 (Derivagao Termo a Termo) Seja U C R? um aberto conero. Se a
sequéncia de aplicacoes diferencidveis fr : U — R™ converge num ponto ¢ € U e a
sequéncia das derivadas f} : U — L(R%R™) converge de modo localmente uniforme para
uma aplicagdo g : U — L(RYRY), entio (fy)r converge de modo localmente uniforme
para uma aplicacao f: U — R", a qual é diferencidvel, com f' = g.

Também relacionado a convergéncia de sequéncia de fungoes temos os:

Teorema 1.3.3 (Teorema de Arzeld) Sejam (X,d) um espago métrico compacto e F
uma familia equicontinua de fungoes p : X — R. Se F € uniformemente limitada, entao
toda sequéncia (pp)nen de elementos de F tem uma subsequéncia (@n, )n.en uniforme-
mente convergente em X.
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Teorema 1.3.4 Seja (¢,)nen uma sequéncia equicontinua e uniformemente limitada de
funcoes reais e continuas num espaco méltrico compacto X. Suponhamos que toda a
subsequéncia uniformemente convergente desta sequéncia tem o mesmo limite @, entao
(¢n)nen € uniformemente convergente para ¢.

O proximo resultado apresenta uma desigualdade de interpolacao que é um caso par-
ticular da desigualdade de Gagliardo-Nirenberg.

Teorema 1.3.5 Se v € C*(R) tem todas as derivadas limitadas, entio

7 k=g
o™ 1% [[v]]o

i(k=3)
2

[P0 < 2
para todo 0 < j < k.

Um resultado mais comum em livros que trata de equagoes diferencias mas que também
colocamos aqui é:

Lema 1.3.1 (Lema de Gronwall) Se u e v sao fungoes continuas nao negativas em
la,b] e tais que para algum r > 0 salisfazem

u(t) <r +/ v(s)u(s)ds, VYt e [a,b],

entao .
u(t) < Texp(/ v(s)ds), Vte€ |a,b].
Colocamos ainda aqui o:

Teorema 1.3.6 (Desigualdade de Young) Suponhal <p,q,r <ocoequep '+q ' =
rl+1. Sefellegeld, entao fxge L el f*gllr <|fllzellgllre-

1.4 Hiperbolicidade para Sistemas Lineares de Equa-
coes Diferenciais do Plano

Definicao 1.4.1 Um sistema de primeira ordem é um operador da forma
L=S(tz)0 + A(t,z)0, + B(t, x),
onde S, A e B sao matrizes C*°, N x N.

Definigao 1.4.2 (Hiperbolicidade) O sistema L é hiperbilico se todos os autovalores,
Xi, de STYA sdo reais. Estes autovalores sao chamados de velocidades caracteristicas do
operador L. Se todos os autovalores sao reais e distintos o sistema € dito estritamente
hiperbolico.

Definicao 1.4.3 Para um sistema hiperbolico L, o campo 0, + O, \; € chamado campo
i-caracteristico e suas curvas integrais sao chamadas i-caracteristicas de L.



Capitulo 1. Preliminares 16

Defini¢ao 1.4.4 Um dominio fechado D C [0,00) X R com base
w=Dn{t=0}

é um dominio de determinacao de w para um operador L se para todo ponto m = (to, zo) €
D, e todo i, a curva i-caracteristica para trds (isto é t < to) que sai de m, permanece em
D até encontrar w.

Teorema 1.4.1 Seja D um dominio de determinagao compacto com base w no eixo x para
um sistema de primeira ordem estritamente hiperbolico L. Seja Dy = {x : (t,x) € D}.
Entao existe constante C tal que, para qualquer U € C(D), vale

t
max ||U(s, )| =(p.) < C (||U<0,-)||Loo<w> +/O H(LU>(S,-)|ILoo<Ds>d8) :

0<s<t

O teorema acima implica, em particular, a unicidade de solucao para o problema de
Cauchy em D.



Capitulo 2

O problema de Cauchy quase-linear é
bem posto em C”

Vamos estudar o problema de Cauchy para o sistema
Oru + a(u)0yu = 0, (2.0.1)

onde u = (uy,...,uy) e a(u) = (ajk(u))szl é uma matriz real N x N com entradas C*,
tal que a(0) tem todos os autovalores reais e distintos, ou seja, o sistema é estritamente
hiperbolico. Deste modo para u em uma vizinhanga do zero a matriz a(u) tem autovalores
reais e distintos denotados por

A(u) < ... < Ay(u) (2.0.2)

e os correspondentes autovetores ri(u), ..., ry(u) formam uma base unitaria dependendo
suavemente de u.

Dado ug € C?(R) com |up||« suficientemente pequeno, p > 1, vamos mostrar que
existe tnica u € C*([0,T] x RY) solugao do problema

{atu+a(u)8xu =0

w(0,2) = up() (2.0.3)

além disto, mostraremos que u satisfaz a estimativa ||ul|ce < C|luo||ce-

Antes de passarmos a demonstracao dos resultados, apresentamos trés etapas baseadas
em ideias utilizadas em [4] para demonstrar o Teorema 0.0.1.

Etapa 1. Processo Iterativo. Vamos supor que o dado inicial uy é C*°, tem todas
as derivadas limitadas e ||uy||« ¢ suficientemente pequeno. Seja (u,),>_1 a sequéncia
definida da seguinte forma

u_1(t,z) = up(t,z) = up(x) (2.0.4)
e para v > 1 definimos u, como sendo a solucao do problema

{@uy—ka(ul,_l)@mul, =0

u,(0,2) = up(x). (2.0.5)

Assumindo que ||u,_1||» € suficientemente pequeno escrevemos

w,(t, ) = Z wyi(t, )7 (uy—1 (, 7)) (2.0.6)
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N
Oy (t, ) = wyit,x) =Y wyni(t, 2)ri(uy_1 (£, 7). (2.0.7)
i=1
A necessidade de supor ||u,_1||» suficientemente pequeno é para garantir a existéncia da
base de autovetores {ri(u,_1),...,7n(uy—1)}. Como ||u_1]lec = ||to]lee = |||l € claro
que se ||up||oo € pequeno escrever (2.0.6) e (2.0.7) tem sentido para v = 0, 1. Mais adiante,
mostraremos, via inducao em v, que se a norma L*° do dado inicial é pequena, entao
restringindo ¢ a um determinado intervalo [0, 7], a norma L>([0,7] x R) de todo o termo
da sequéncia (u,),>_1 permanece pequena, de fato comparavel a || tyl|. Assim é aceitavel
assumirmos que |[u,_1||o ¢ suficientemente pequeno e escrever (2.0.6) e (2.0.7).
Usando a decomposigao de wu, dada em (2.0.6) e que a(u,—1)rj(u,—1) =
Aj(uy—1)7j(u,—1) obtemos,

a ul/ 1 a z Uy = E a um ul/ 1 701 Uy— 1 + g uma Uy— 1 rz(uzz 1))

N N
Oy = Opttyiri(ty—1) + Y 0y (ri(u,—)).
=1 =1

Como Oy, + a(u,_1)0u, = 0, segue somando as igualdades acima que

Z (atul/i + Ai(qul)aﬁﬂuVi) ri(ulffl) + Z Uy [a(uufl)ax(ri(uufl)) + at(ri(uufl))] =0,
isto &,
Z (Orui + Ai(Uy—1)O0ptn;) 7 (Up—1)
= - Z Ui [G(Uu—l)az(ﬁ(uy—ﬂ) + 3t(7‘i(ul,_1))] . (2.0.8)

Olhemos agora para o termo entre colchetes no lado direito da igualdade acima. Temos

a1 (73 1)) + O (1)) | = @t 1) (1)t 1) + 1)t 1,

como u,,_1 satisfaz a equacdo em (2.0.5), segue que dyu,_1 = —a(u,_9)0,u,_1, assim

()0, (ri(1-1)) + D4(riC-1)) | = o) (i) 0rut, )
= ri(up—1) (a(ty—2)0puy—1)

segue, agora, utilizando (2.0.7) que

[a(uy—ﬁﬁz(n(u,,_l)) + 3t(7“¢(u,,_1))} _

> Wy faluy—1) [Fiup—1)ri(u,—2)] = ri(u,-1) [a(u,—2)ri(u,-2)]}
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substituindo isto em (2.0.8) obtemos

N

Z (Ot + Ai(Uy—1)Optly) 7 (Uy—1) =

i=1

- Z Upit(u—1yu {a(ty—1) [ri(un—1)ri(uy—2)] = ri(uy—1) [a(y—2)ri(u,—2)]} -

il=1

No lado esquerdo da igualdade acima, aparece, explicitamente, as coordenadas do vetor
escrito na base {ry(u,—_1),...,rn(u,—1)}. Para tirarmos vantagem disto, vamos escrever
também nesta base o lado direito da referida igualdade, mais precisamente, para cada
i,j €{1,..., N} escrevemos

N
—{auy—1) [ri(w-1)ri(uy—2)] = 7w, 1) [a(u,—2)ri(up-2)I} = D Paj(u -1, w,2)rs (1),
j=1
assim temos
N N
Z (Optty; + Ni(Uy—1)Optty;) 7i(Uy—1) = Z UiW(—1)11Pir; (U1, Up—2)75(Up—1),
i=1 il j=1
de onde segue que
N
Oty + Nj(uy—1)0yuy; = Z Uy W— 1)1 Pty (U —1, Up—2).
il=1
Considerando o operador de ordem um
LY = 0w + Aj(uy—1) 0,0, (2.0.9)
podemos reescrever a tltima igualdade como
N
LY, = Z Uy W -1y 1Pt (Uy—1, Uy —2). (2.0.10)

il=1

Etapa 2. Processo iterativo para derivada de ordem um. Queremos agora
obter uma igualdade similar a (2.0.10) a qual envolva as funcées coordenadas w,; de
O,u,,. Para isto, iniciamos derivando em relacdo a x a primeira igualdade em (2.0.5),
fazendo isto obtemos

atﬁxuu + a(uu—l)azaxuu = - (a/(uu—l)axuu—l) amuuu

isto &, utilizando a notac¢ao introduzida em (2.0.7),

atw,,l + a(u,,_l)ﬁxwyl = — (a’(ul,_l)w(,,,l)l) Wy1- (2011)

Usando a decomposi¢do de w,; em termos dos autovetores, dada em (2.0.7), e que
a(uy—1)rj(uy—1) = Aj(uy—1)r;(u,—1), obtemos as seguintes igualdades
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N
a757le/1 + a(uu—l)axwul - at (Z wl/liﬁ(“l/—l)) ul/ 1 (Z wl/llrl Uy—1 >

i=1
N
= Z ywy1i7i(Uy—1) + Wy13775 (1) [_a(uufZ)w(ufl)l]
i=1
N
+ Z w130 (Uy—1)7i(Uy—1) + wyra(ty,_1) [Tg(uufl)w(u—l)l]
i=1

N
= [Ovwi1i + Ni(Uy—1)0pwy1i] Ti(Uy—1)

+ Z Wy1; W -1y {a(ty—1) [ (1)1 (uy—2)] — ri(uy—1) [a(uy—2)ri(Uy—2)]}
i=1

isto &,
N
Orwy1 + a(uy—1)0zwy1 = Z [Orwy1i + Ni(ty—1)O0pwy1i] T3 (up—1)

=1

+ > ww—nyu {alu_1) [ ()i (u,_s)] = ri(w_1) [au_2)r(u,_)]} . (2.0.12)
Q=1

Temos também, usando as decomposi¢oes de w(,—1); € w,1, que

N

(@' (1) w—n1) wor = > wyriwi—1y [0 (-1 )i (uy—2)] 7i(1,-1). (2.0.13)
il=1

De (2.0.11), (2.0.12) e (2.0.13) segue que

N
Z atwulz+)\ uu 1)wulz) Tz Uy — 1 Zwylzw(u 1)1l {CL(U,V 1)[ (ulj—l)rl(uV—Q):I
=1

—ri(ty1) [a(uu—2)rl(uu—2)] + [a (uy—1)ri(wy—2)] i, 1)} -

Decompondo agora cada vetor

—{a(uy—1) [ri(u—1)ri(u,—2)] — ri(uy—1) [a(w,—2)ri(uy—2)] + [@' (wy—1)ri(uy—2)] Ti(uy—1) }

em termos da base {ry(u,_1),...,7n(u,—1)} obtemos o analogo a (2.0.10) desejado, mais
precisamente,
j wl/l] Z wllllw (v—1)1 zl](uu 1, Upy— 2) (2014)
3,0=1

onde LY~ ¢ dado em (2.0.9).
Etapa 3. Desigualdades para as Normas. Vamos agora estabelecer mais algumas
notagoes. Olhando para (2.0.6) e (2.0.7) é natural considerar
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Mg (t) = sup |uyi(t, )]
e para k > 1
My (t) = sup |w,k (L, x)).

2,T

Observacdo 2.0.1 E vdlido aqui fazermos alguns comentdrios a respeito de My . Abaizo,
para um vetor u € R, [u]ﬁ denotard a matriz das coordenadas de u na base candnica
B ={ei,...,ent e uly a matriz das coordenadas de u na base 3, = {ri(v),...,rn(v)},
constituida pelos autovetores de a(v). Temos

[u]y = P(v) [ul,, (2.0.15)

onde P(v) € matriz mudanca de base a qual tem como vetores coluna r1(v),...,ry(v).
Se |uls e |ulg, denotam, respectivamente, o supremo das coordenadas de u na base ( e
na base 3,, entdo |ulg e |ulg, sio normas em RY. Escrevendo |P(v)|| para a norma da
matriz P(v) (supremo do mddulo das entradas de P(v)) seque de (2.0.15) que

ulg < N{[P ()] fu

5’1} :

Como P(v) € invertivel, temos também

[ulg, = (P(v)) ™" [uls,

de onde seque que
[ulg, < N{[(P(0) ™" || [uls.

Se restringirmos v a uma vizinhanca suficientemente pequena da origem, entdo existem
constantes Cy e C, independentes de v, de modo que

Colulg, < |ulg < Cilulg,.

Assim se garantirmos, para algum T > 0, que ||ty | oo 1)xp) PETManece suficientemente
pequeno (independente de v), entao existem constantes Cy e Cy de modo que

Co sup {Jul} < fu,| < C1 sup {luil},

i=1,....N i=1,...,

logo
CoMg (t) < luw(t, )l < CLM(2), (2.0.16)

e, claro que, para as mesmas constantes vale

CoMy (t) < ||0ku(t, )| < CLMY(t). (2.0.17)

2.1 O Caso C}~.

Nesta se¢ao apresentamos alguns resultados supondo que o dado inicial estd em C}°,
isto é, que o dado inicial estd em C'*° e tem todas as derivadas limitadas. Iniciamos pelo
seguinte lema.
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Lema 2.1.1 Sejam uy : R — RY pertencente a C° e (u,),>_1 a sequéncia definida em
(2.0.4) e (2.0.5). Se ||up|le € suficientemente pequeno, entio existem constantes T > 0,
Co e C1, independentes de v, para as quais valem:

My (t) < Mg (0)exp (/Ot COMfl(s)> <2MJ(0) Vv >0, Vtelo,T] (2.1.1)

My (t) < M{(0)exp </0t Cle_l(s)> <2M?(0) Yv >0, Vtelo,T]. (2.1.2)

Demonstracio. E imediato da definicdo de uy que as desigualdades em (2.1.1) e (2.1.2)
valem para v = 0. Como estamos assumindo ||uy||,, suficientemente pequeno, fica claro
que (2.0.6) e (2.0.7) fazem sentido para v = 1, sendo assim, tanto (2.0.10) como (2.0.14)
sao validas. Integrando o lado esquerdo de (2.0.10) ao longo de uma curva integral,
y(t) = (t,72(t)), do campo LY, obtemos

[ Bt = [ (g 029
= (£, 72(t)) — u1;(0,72(0)). (2.1.3)

Ja para o lado direito de (2.0.10) temos

/o (Z Uuw()llq)m(uo,u—l)) (v(s))ds

i,l=1

< Z/O |u1i(s, 72(8))wor(s, v2(8)) | | Pirj (w0, u—1)v(s)| ds,

il=1
estimando |®;;;(ug, u_1)v(s)| por uma constante C, de modo que para tal constante valha

sup  sup  |®y;(v,0)] < C, (2.1.4)
00,7 v, 5eRN
vl |8<2M§ (0)

podemos escrever

/0 (Z uuwou@izj(uo,ul)) (7(3))d3

i1=1

<G /0 MO (s) M (s)ds, (2.1.5)

pois, |ui(s,v2(s))| < Ma(s) e |won(s,12(s))] < M} (s). De (2.1.3) e (2.1.5) segue que
uy;(t, v2(t)) < My (0) + Co/o M7} (s)My(s)ds. (2.1.6)

Analogamente, olhando para -(2.0.10), obtemos

—W@Mmsw@+%AM%wwm.

De (2.1.6) e da desigualdade acima seque que
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oy (1. 52(0)] < M)+ Co [ M) 5.

Como o lado direito da desigualdade acima é independente de j e da curva integral v,
obtemos tomando o supremo em v e j que

M) < M0+ G [ MO () My (s)ds,

do Lema de Gronwall, segue que

M, (t) < My (0) exp (/Ot COM{)(s)ds) : (2.1.7)

Agora, usando (2.0.14) ao invés de (2.0.10), vamos obter, procedendo de modo intei-
ramente andlogo ao usado para partir de (2.0.10) e obter (2.1.7), que

M (t) < M{(0)exp (/Ot Ole(s)ds> : (2.1.8)

E pertinente observar que a diferenca entre Cy e C; vem de que, para obter (2.1.7) usamos
(2.1.4) e para obter (2.1.8) usamos o analogo a (2.1.4)

sup  sup | Dy;(v,9)] < C. (2.1.9)
i,l,j v,f)G]RN
ol 151<208 (0)

O final da demonstracao consiste agora, basicamente, em escolher 7. De fato, se
fixarmos T' > 0 de modo que

exp(T max{Cy, C; }2M?(0)) < 2,

entao as desigualdades em (2.1.1) e (2.1.2) seguem para v = 1 de (2.1.7) e (2.1.8), pois,
M (t) = MP(0) Vt € R. Agora se supormos as desigualdades em (2.1.1) e (2.1.2) validas
para todo 0 < vy < v et € [0,7], teremos, em especial, que as notagdes em (2.0.6) e
(2.0.7) fazem sentido para v+ 1, logo sao validas (2.0.10) e (2.0.14), para v+ 1. Assim, os
calculos acima rodam com v e v + 1 no lugar de 0 e 1. Efetuando tais calculos, obtemos

M) < argoyess ([ t Cod(5)ds

t
MyTH(t) < MY (0) exp (/ Cle(s)ds> :
0
Como para v temos M} (s) < 2MP(s) Vs € [0,T] (hipotese de indugao), segue da escolha

de T que
Mg*H(t) < 2M5(0)

MyTHt) < 2M7(0).
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Observacao 2.1.1 Da demonstracao do Lema 2.1.1 € claro que se uy e Uy sao tais que
o, < Juoll,, e |lupll., < llupll,,, entdo se o Lema 2.1.1 vale para uy em um intervalo
[0,T] e constantes Cy e Cy ele, o lema, também wvalerd no mesmo intervalo e com as
mesmas constantes para Uy. Isto €, o intervalo [0,T] e as constantes Cy e Cy dependem
essencialmente da norma do dado inicial e da norma de sua derivada.

O proximo resultado relaciona a norma das derivadas dos termos da sequéncia (u, ), >_1,
definida em (2.0.4) e (2.0.5), com a norma das derivadas em relagao a variavel z.

Proposigao 2.1.1 Seja (u,),>—1 a sequéncia definida em (2.0.4) e (2.0.5). Se a sequén-
cia (||uy||co)v>—1 € limitada e existem constantes C1,...,Cy positivas, independentes de
v, de modo que

18 loe < Cillg oo ¥ 20,

entdo existem constantes Cy, ..., Cy positivas, independentes de v, para as quais valem
107 llse < Cal[u5°" 1
para todo multi-indice o tal que 1 < |a| < k.

Demonstracao. Este resultado segue utilizando o Teorema 1.3.5 e o fato de que cada u,
¢ solucdo de (2.0.5).

Proposigao 2.1.2 Se (u,),>_1 e ug satisfazem as condigoes do Lema 2.1.1, entdo para
cada k € N existem Ty, e constantes positivas C), e C), de modo que vale

MY (t) < CuME(0)exp(tC) Yvr >0 e tel0,Th. (2.1.10)
Logo, pela Proposicao 2.1.1, existem constantes 50, e ,ék de modo que

197w lloo < Clug™ I
para todo multi-indice o tal que 1 < |a| < k.

Demonstra¢do. O Lema 2.1.1 garante que a estimativa em (2.1.10) vale para k = 0, 1.
Suponhamos agora que a desigualdade em (2.1.10) vale para todo 0 < ky < k — 1, com
k > 2. Precisamos mostrar que (2.1.10) vale para k. Pela defini¢ao da sequéncia (u,),>_1
temos para v > 1

Oy, + a(u,—1)0,u, = 0.

Diferenciando tal igualdade k-vezes em relagao a x, obtemos, via férmula de Leibniz para
derivada do produto, que

0,0%u,, + a(uy_1)0,0%u, = —k(a'(ul,_l)ﬁwu,,_l)aiul, —oF (a(uy—1))Ou,

k-1 L
o m k+1—m
— (m> az (a(uV—1)>ax Uy,
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no caso k = 2 a tltima parcela do lado direito (o somatorio) ndo aparece, estaremos
portanto convencionando que E;ZQQ -+) = 0. Utilizando agora o Teorema 1.3.1 temos

0,0%u,, + a(uy_1)0,0%u, = —k(a’(u,,,l)axuy,l)aﬁu,,

WE

n(ig, ... ,il)a(l) (uy—1) (8;1%,,1, . ,Gilu,,,lﬂ Oz,

k S . . . . 3
<m) [; n(ju, ... ,]r)a(T) (Up—1) (8;111”_1, e 789];“”—1)] al;-i-l may,

Notando que para [ = 1 a tinica particao para k = iy é com i, = k e que neste caso temos
n(iy) = 1, podemos escrevemos

I~
=l
—

k

m=2

OO, + a(uy—1)0,08u, = —k(a' (uy—1)0ptty—1) O, — (@' (wy—1)O0u,_1)Opu,

k

[Z n(iy,...,1 a® (uy—1) <8;1uy_1, . ,G;luy_lﬂ Oz Uy,
1=2

k—1 m
( ) [Zn J1y- - ,]T ( )<UV—1)(8£1UV_1, ... 78:{;7“1/—1)] a§+1—muy'

Agora, utilizando a decomposicao de afuy_l e Glgju,, em termos dos autovetores dada em
(2.0.7), obtemos da igualdade acima que

=2

Z atkaz+/\ uu l)a wl/kz)'rz(ul/ 1)

=1
N

- Z Wy [&t (ri(up—1)) + a(uy—1)0; (ri(uy—1)) + k(a/(uy—l)a;tuu—l)Ti<ul/—1):|
- Zwu 1) kz UV )73 (U — 2))aa:uy
— [Xk: n(iy, . .. ,il)a(l)(u,,,l) (8;111,,,1, . ,6?;1101,,1)] Oy Uy,

k—1 m
K ) ; T ; . o
(m) [; n(jrs o r)al” () (ailuu—ly . ,(%Tu,,_l)] oHimy,,,

finalmente, escrevendo

[\

m

N

> wi—ri (@ (up—1)ri(uy—2) ) Oy, = Zwy Wi (@ (1) 73 (wy—2) ) 7y (1)

i=1 i,l=1

e substituindo tal termo na igualdade anterior obtemos
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N
Z atwukz+)\ ul/ 1)a wV]{?Z)TZ(uV 1)
=1

- Z Wyki [@ (ri(up-1)) + alty—1)0y (ri(uy,—1)) + k(a’(uufl)axuyfl)m(uH)}

i=1
- Z W1yt (@ (1) 7 (wy—2) ) 7y (Uy—1)
i,l=1
k
— [ n(ig, ... ,il)a(l) (uy—1) <8;1u1,_1, . ,(9;’u,,_1)} Oz,
1=2
k— m
k _ o . . o
— mZ_Q (m) [; n(Jy,. .. ,jT)CL( )(ul,,l) (8;1%,1, .. ,8;7%1)] o ri=may,. (2.1.11)

Agora, a fim de tirar vantagem do fato que o lado esquerdo da igualdade acima esta
escrito no base {ri(u,_1),...,ry(u,_1)}, escrevemos também nesta base os termos do

lado direito de (2.1.11). Temos

|90 (ri()) + @y 1)0 (1)) + k(@ (1) Dyt )i 1) |

logo, -
—ﬁ;wm 904 -1)) + (1) 13t 1) (1)t )|
- iw (i 615 (1) <uy_1>)
il (Z Wi (-1 ) (1),
analogamente,

N
= wi—nritwpn (@ (wy—1)ri(up—a) ) ri(u,_1)

i,l=1

N
- Z (Z W — l)kzwlfll¢zl](uz/ 2, Uy— 1)) T (qul)

7=1 \il=1
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e por fim escrevemos

[Zk:n (i1, ...,i z>(uy_1)<a;1uy_1, . ,a;luy_lﬂaxuy

=

k—1 m
k ' ' | | )
— (m) [Z n(ji,. .. ,]r)a(T)(uy—l) (8;1%_1, e ,8;7%_1)] 3I;+1 ,

m T=1

I
WE

¢ (uy—1,u, )i (1)
1

<.
I

De (2.1.11) e das decomposi¢oes apresentadas acima, para os termos do lado direito de
(2.1.11), segue que

N N
Z (8tw1/kz + )\ (uu 1)8 wl/kz Tz Uy — 1 Z (Z ka1¢zg Uy—1 ) (uz/ 1)
=1 j=1 =1
+ Z (Zw (v—1 kzwull¢zlj<uu 2, Uy— l)) Ty (ul/ 1)
=1 \¢l=1
N
+ Z ¢j(uy—17 uu)rj<uu—l)a
j=1
logo
N N
Orwyrj + Aj(uy_1)0pwyp; = Z WykiGij (Up—1) + Z W) kiWy11 Pit (Uy—2, Up—1)
i=1 il=1
+ ij (uu—la uu)a
isto é, com a notacao para L;-’_l dada em (2.0.9),
N
LJV Wykj; = Z wuk’ngu Uy — 1) Z w(lffl)kiwullgbilj (U’V—Qa uu—l) + ij (Uy—la uy)- (2112)
=1 i,l=1

As ¢;;(u,—1) sao as fungdes coordenadas do vetor

— [& (ri(up—1)) + alty—1)0y (ri(u,—1)) + k(a,(uu—1>axuu—1)Tz'(uy—l)]

na base {ri(u,_1),...,rn(u,—1)}, como a norma L*> das u, e de suas derivadas u,, sdo
uniformemente limitadas, segue da Observagao 2.0.1 que

sup || (u, 1), < C (2.1.13)

7JV

para alguma constante C. Com o mesmos argumento concluimos, eventualmente para

outra constante C, que
sup | @it (uwy—2, w1, < C. (2.1.14)

i7l7j7y
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Da Observacao 2.0.1, temos ainda que para estimarmos o sup ||¢;(u,—1,u,)|| . € suficiente

2,V
estimarmos
k
H[z)mh”, 0O ) (B, Oy ) | B0
1=2
k—1 m
( ) [Z i1 3)a ) (B, a)] || L (2.115)
m=2 =1 e’}
Restringindo t ao intervalo [0, min{7Ty, T}, ..., Tx_1}], segue da hipotese de indugio que

]\Pﬁ”(uy_1)<a?uy_h...,8Quy_1)}a o]l < Ol o 0 |l e (2.1.16)

n{a@ﬂ(uy_l)(agwhhd,.”,ezkuy_l)]ak+kﬂnuywm <
. k+1—m
Cllug" - Nfug” lloolug™ oo (2.1.17)
Aplicando a desigualdade de interpolagdo, dado no Teorema 1.3.5, para uj, temos

U= 1)(k 7)

gl < 2

17

usando esta desigualdade, para cada Huol)Hoo, obtemos

7 7 k
5™ oo - US| so 10 oo < CJlul” (1% (U2, (2.1.18)
L1 Lk—i
o 7 o Y
Comb—z:k_1 ea—l—i—zk_l
j=1

Jj=1

i; = k temos

k—i. Li—1
] J
k—1+k§:k—1

J=1

l
a+kb:1+§:

_1+Z —’lj‘i‘k’lj—l)
:1+h

isto &,
a=1+k(1-0),

assim podemos escrever

a8 ah 12, = (a2 5 | o,

e como do Teorema 1.3.5 segue que

s, < 255 el 15
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obtemos
(1-b)
k k k _
a2 2, < Cllud 1% (e luol &) upll

k _ _
< Ollud? || |uo[| &) [ uf o

k
< Clluf?|oo-
De (2.1.18) segue agora que
1§ oo - - U5 [ ool[0 o0 < Clul?]| oo (2.1.19)
Analogamente temos
[ oo - S ool ™ oo < Clluf? oo (2.1.20)

Juntando (2.1.16) e (2.1.19) segue que
o (1) (B2t 1) | Bt oo < Cllull
e com (2.1.17) e (2.1.20) obtemos

o ) (000 ) [ 0550 oo < Ot

Estas tltimas duas desigualdades permitem estimar (2.1.15) por C||u{”||s e deste modo
segue que
k
sup || (w1, w) ||, < Cllu” |- (2.1.21)

]7”

Utilizando (2.1.13), (2.1.14) e (2.1.21), obtemos de (2.1.12), integrando ao longo das
curvas integrais do campo L;f_l (seguindo as etapas apresentadas na demonstragao do
Lema 2.1.1), que

t t
MY(t) < MY(0) + C / M(s)ds + C / M (s) M (s)ds + Clu® .
0 0

Como Hu(()k)HOO & comparavel a MY (0) e M?(s) < Cyexp(sCy) segue que

Mo <0 (a0 + [ doas + [ 3 ep(sCuds ).

0

utilizando o Lema de Gronwall obtemos
t
My (t) < (OM,Z(O) + C/ M,g_l(s)exp(scl)ds) exp(tC). (2.1.22)
0
Vamos, agora, concluir a demonstracao utilizando iteradamente (2.1.22). Para v = 0
a proposi¢ao é automaticamente vélida e mais, MY (s) = M?(0) para qualquer s, segue
assim de (2.1.22) que

M}(t) < (CM,%(O) + C/Ot M(0) exp(sé’l)ds) exp(tC)

_ (CM,g(o) + éﬂMg(O) (exp(eCy) - 1)> exp(tC).

1
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~ - A
Para A > <exp(t01) - 1) e A= & podemos escrever
1

ML(t) < CME0) (1 + 21) exp(tC).

Mais geral, se B > exp(tC), entdo

MY (t) < CME(0) (VZ(CBAV + (CBA)”—UI) exp(tC).

=0

De fato, ja vimos que a desigualdade vale para v = 1, suponhamos agora que a desigual-
dade vale para v, segue de (2.1.22) que

MyHH(t) < {OM;“(O) +C

C MY (0) (Vi(om)j + ((JBA)HA) B

J=0

fl} exp(tC)

= {CM,:“(O) + CM(0)

CBA (VZ:(OBA)j + (CBA)HA)

Jj=0

} exp(tC)

v

= CMH0) (Z(CBA)J' + (CBA)”A> exp(tC).

J=0

Se CBA < 1, entio existe constante C independente de v para qual vale
Y (CBAY + (CBA)’A<C VveN.

Jj=0

Como (exp(tC’l) - 1) = 0, para T} suficientemente pequeno, podemos tomar A e B
satisfazendo C'BA < 1, assim concluimos que

MY (t) < CuME(0)exp(tCr) Vv >0 e te [0,y
]

Observacao 2.1.2 Vale aqui uma observacao andloga a Observacao 2.1.1. Sejam ug e
iy tais que |[uoll . < |0l e |ugll, < |l Se a Proposicao 2.1.2 vale para Gy no
intervalo [0,Ty] com constantes Cy e é’k entao ela também wvale, no mesmo intervalo e
com as mesmas constantes, para .

O proximo resultado elimina, no caso Cy°, a hipdtese adicional do Teorema 0.0.1 na
primeira derivada do dado inicial.

Proposicao 2.1.3 Para toda uy € C5° com ||up||e suficientemente pequeno o problema
de Cauchy (2.0.3) admite inica solucdo continuamente diferencidvel e mais, dado k € N
podemos encontrar T > 0 e constantes Cy, Cy, Cy, Ch, ..., Cy, Cr para as quais a solugao,
u, satisfaz

0ku(t, )l < Cillug||oc exp(tCr) ¢ € [0,7). (2.1.23)

Logo (Proposicao 2.1.1) existem constantes 6’07 ...,Cx de modo que
9% uloe < Cayll g™ I

para todo multi-indice o tal que 1 < |a| < k.
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Demonstra¢do. A demonstracdo é obtida com o auxilio da sequéncia (u,),>_; definida
m (2.0.4) e (2.0.5), e esta dividida nas etapas:

E1 Mostrar, para algum 7' > 0, que a sequéncia (u,),>_; ¢ de Cauchy em C°([0, 7] x R).
Deste modo, u, converge uniformemente em [0,7] x R para alguma aplicagao u;

E2 Concluir, para todo 1 < [ < k, que a sequéncia das derivadas (ul(,l)),,z_l converge

uniformemente para ) em cada compacto K C [0,7] x R. Disto segue que u é
solucao de (2.0.3) e, via Proposicao 2.1.2, satisfaz (2.1.23);

E3 Demonstrar a unicidade.
E1. Consideremos para v > 1
Vy =Uy —Uy—1 € V, =uU,y1 — Uy
Temos v,(0,-) = V,(0,-), Vv > 1 e das equagdes
Ouyi1 + a(u,)Opuy 1 =0 e Oy, + alu,—1)0u, =0,
segue, tomando a diferenca, que
oV, + a(u,)0,V, = (a(u,,,l) — a(u,,))@xu,,.

N

Escrevendo V,, = Z V,iri(u,) e trabalhando com a igualdade acima, segue que
i=1

N

Z (0:Voi + Aa(w,)0: Vi) riuy) = = Y~ Vi [0u(ra(w,)) + a(w,) 8, (i (w, )]

+ [a_(ul/71> - a(uu)] axuua

escrevendo agora

- [at(rl(ul/» + a’(ul/) Tl ul/ Z¢zy Uy Tg Uu

e
[a(u,—1) — a(u,)] Opu, = Zgbz uy )i (uy,),
segue que
N
Z (O Vi + Ni(uy)0: Vi) ri(uy) Z Viii (uy)rj(w,) + Z¢’ u,)ri(uy,),
i=1 1,7=1
logo
N
Vs + Xj(u) 0 Vi = Z Viitij(uy) | + ¢j(uy). (2.1.24)
i=1
Estimando

sup [ (uy (t, ))llee < CMY (1),

i,j=1
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sup [ (s (t, ) oo < Cllon(t, )l My (2)

e supondo que |v,(t, )| < m(t), obtemos, de (2.1.24), procedendo como na demonstragao
do Lema 2.1.1, isto &, integrando ao longo das curvas integrais dos campos 0; + A(u,)0,,
que para

My, (t) = sup{|V.:(t, z)|}

vale

My, (t) < /t (CMy,(s) + Cm(s)) My (s)ds Vte[0,T).

Via Lema de Gronwall, obtemos agora que

My, (t) S/OtCm(s)Mf(s)dsexp </0tOMf(s)ds> Vi€ [0,T).

Restringindo 7' de modo que, via Proposigao 2.1.2, possamos limitar M7 (¢) para todo
t € [0,T], segue que

My, (t) < C/tm(s)ds t €[0,7T]. (2.1.25)

Para v = 1, tomando m > 0 de modo que |vi(t,z)| < m para todo (t,z) € [0,T] x R,
obtemos de (2.1.25) que

My, (t) < Cmt Vtel0,T].
Como ||V,(t,)||ec € comparavel & My, (t), segue que
IVi(t,)||ee < mCiCt Vit e[0,T].
Considerando agora m(t) = mC,Ct temos |va(t, x)| < m(t), assim, aplicando novamente

(2.1.25), obtemos
C,Ct?

My, <m vt e [0,7],
logo
C,C)*t?
IVa(t, )lloe < m% Vi e[0,T].
(C1O)*¢? . . .
Agora sabemos que |v3(t, x)| < m—— vVt € [0,T], isto permite utilizar novamente
(2.1.25). Indutivamente obtemos que
C,C)"tY
V,(t, - mgm% Vit e[0,T],
v
deste modo temos O OV
fur ol < EETE

(CT)

v!

Como a série E

é convergente, segue que a sequéncia (u,),>_1 ¢ uma sequéncia

de Cauchy em C°([0, 7] x R), logo u,, converge uniformemente em [0, 7] x R para alguma
aplicacao u.
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E2. Sera feita via inducao. Suponhamos, para todo 0 <[ < 7 < k, que
u,(,l) — u®

uniformemente em cada compacto K C [0,7] x R. Restringindo 7', se necessario, segue,
da Proposicao 2.1.2, que existe constante C' de modo que

Huz(/TJrl)HLOO([O,T]XR) <C Vv,

deste modo, a sequéncia (uff))l,z_l ¢ equicontinua, sendo assim, pelo Teorema de Ar-

zela , dado compacto K C [0,7] x R, existe subsequéncia de (u(f))l,z,l que converge

uniformemente em K para uma aplicacdo v. Do Teorema 1.3.2, segue que v = ul™) e
como toda subsequéncia de (u,(f))l,z_l uniformemente convergente em K converge para
u(™ (novamente Teorema 1.3.2), do Teorema 1.3.4 segue que

u” — u™  uniformemente em K.

E3. A unicidade segue de uma modificacao do argumento da etapa E1. Seja u
uma soluc¢ao continuamente diferenciavel do problema de Cauchy (2.0.3), definindo V,, =
u,+1 — u das equagoes

Ouyy1 + a(u,)Opuyyr =0 e Jyu+ a(u)dyu =0,

segue que
oV, + a(u,)0,V, = (a(u) — a(uy))ﬁxu.
N

Escrevendo V,, = Z V,iri(u,) obtemos da igualdade acima que
i=1

@VW + A (UV a ‘/I/] Zvuz¢z] uy + ¢j (uu)

onde ¢;;(u,) e ¢;(u,) satisfazem

N

= [0u(rs(w)) + alw,) D (ri(w,))] = Y diy(w)r;(w,)

j=1

la(u) — a(u,)] Opu, = qul uy )i (wy,).

Se, agora, ao invés de trabalharmos na faixa [0,7] x R, como feito na etapa E1, conside-
rarmos A e Ay satisfazendo

A < M(uy(t,z)) YveVY (t,z)e€[0,T] xR

Av > An(u(t,2)) VeeV (tz)el0,T]xR
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e trabalharmos no compacto Dy, delimitado pelas retas t = 0, t = T, X(t) =L+ Mt e
Y (t) = —L + Ant, vamos obter o andlogo a (2.1.25), a saber

My, (t) < C/tm(s)ds t € 10,17, (2.1.26)

onde, agora,
My, ()= sup {Vialt, )]},

w:(t,a;)E’DL
Utilizando (2.1.26) do mesmo modo que usamos (2.1.25) obtemos

crrv

V!

wy—1 = ul[Lee(py) < m

)

de onde segue que u, converge uniformemente para u em Dj, como L é qualquer, u,
converge para u em [0, 7] x R.

Observacao 2.1.3 E interessante notar que se g,y € C° sdo tais que ||Tip]los <
[ toloo, [[(T0)[loc < [[(10)'[|cc € @ Proposi¢io 2.1.3 vale para ugy entdo ela vale para i
com o mesmo intervalo [0,T] e com as mesmas constantes Cy, Co, Cy,CY, ..., Cy, Ck.

2.2 O Caso C*

Nesta secao vamos enfraquecer as hipoteses da Proposicao 2.1.3, mais precisamente
apresentamos a:
Demonstracao do Teorema 0.0.2. A demonstracao esta dividida nas seguintes etapas:

E1 consiste basicamente em criar, a partir do dado inicial, uma familia F = {ug,, :
A, n € N} de novos dados iniciais, para os quais, a Proposi¢ao 2.1.3 garante existéncia
e unicidade de solugoes, uy ,, bem como algumas propriedades de tais solugoes;

E2 mostrar, para A fixo, que a sequéncia em n é de Cauchy, portanto, converge para
alguma funcao wuy;

E3 demonstrar, pensando k = 1, que u, é solu¢do do problema de Cauchy (2.2.6). Fa-
zemos isto fixando A e olhando para a sequéncia das derivadas (O,uyn)nen. Esta
etapa esta subdividida em:

E3’ obter relacdes envolvendo alguns campos vetoriais, Ly, j, € observar algumas
propriedades dos fluxos de tais campos, que servirdo de base para E3”;

E3” deduzir a desigualdade (2.2.18);
E3" utilizando (2.2.18) mostrar que uy é solu¢ao do problema de Cauchy (2.2.6);

E4 verificar que /\lim uy satisfaz as condicoes do teorema para o caso k = 1;
—00

E5 aplicar inducao em k e concluir o teorema, seguindo, com os devidos ajustes, os passos
da etapa E3.
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E1l. Seja (¢,),>1 uma sequéncia de fungdes C'™ satisfazendo as seguintes condigoes:

1
Yp >0, S, C B(0O,—) e / Y, = 1. Consideremos ¢ € C° tal que |11 =
n RN

I, 0<p<1 e S(p) C B(0,2). Para )(z) = @(%) temos py(z) =1 Vz € B(0,\)
e S(pr) C B(0,2)). Definindo up\ = uppn € Ugrn = U * Ugx = Uy * Uppy, Segue que
o € C ¢ Sunan) € B0, 2) + B(0,2).

Da Desigualdade de Young (Teorema 1.3.6), obtemos

[0, nlloc < 1ol

1(u000) lloo < NIl ]| (w0,0)" loc
< Jlugpalloe + [0 [loo

1
< Mluglloe + 16"l oo o loc-

1
Como || ufllee + <1¢[|oollt0ll o A2 |t |loo, supondo ||ug||ls suficientemente pequeno,

segue, da Proposicao 2.1.3 e da Observagao 2.1.3, que existem \g > 0 e T > 0, tais que,
para todo A > \g, o problema de Cauchy

8tu/\,n+a(u)\,n)azu)\,n =0 (221)
u)\,n<07 .Z') = uOJ\,n(’ZE)
tem tnica solugao uy, € C*([0, 7] x R), satisfazendo
9% ur(t, e < Clall(t00) % exp(Cat) (2.2.2)
para todo 0 < |a| < k, t € [0,T] e certas constantes Cy, Cy, C1,Ch, ..., Cy, Cy indepen-

dentes de X e n.
E2. Vamos agora, fixar A e olhar para a sequéncia (uy,),>1- A fim de mostrar que
tal sequéncia é de Cauchy, olhemos para a diferenca

Vand = Un gl — Unn,
COMO Uy nis € Uy, satisfazem (2.2.1) (para os respectivos dados inicias) temos
ém/;,n,l + G(U)\’n+l)ax‘/>\,n,l = — (a(u)\mH) — a(u,\,n)) 81711,)\7”. (2.2.3)
N

Colocando V) ,,; = E VanriTi(Uantr), segue, escrevendo V;,;; no lugar de V) .1, que
i=1

(Z anzrz u)\n+l ) —|—CL u)\n+l (Z anzrz u/\n+l ) =

N
Z (O Vi + Ni(unng1)0:Viri) Ti(Unntr)

i=1

+ Z Vn ! zat Tz U\ n—i—l)) + Vn,l,ia(u)\,n—i-l)ax (Ti(u)\,n—i-l)) .
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Escrevendo i?” = 0y + A\j(ur n11)0y, obtemos da tltima igualdade e de (2.2.3) que

Z <Ln+l n“) 7i(Unnt1) = —(a(umﬂ) - a(uA,n)>8qu7n

=1
N

- Z Vi [at (ri(uams1)) + alurnir)Op (Ti(u’\’”“))]

i=1

1
= — [(/ a' (uyy, + TV/\,n,l)dT) Vx,n,z] Opinp
0

N

- Z Vo [at (ri(unnt1)) + aur )0z (Ti(“/\ﬂJrl))]

i=1

N 1
= Z Vi {— [ ((/ a (unn + 7Vant) dT) Ti(UA,nH)) Oplir
i=1 0

+0 (ri(unnt1)) + a(urn41)0 (ri(urn+i)) ] }

N
= Viriij (Unmsts unn)r (Urntr),

1,j=1

onde, para cada %, ¢;j(uxnti,ur,) 580 as coordenadas do vetor entre chaves na base
{ri(urnst), -, rn(Urnsr) - Assim temos

N
LW, = Z Vi 1,i9ij (Uantt, Unn)- (2.2.4)

Se y(t) = (t,72(t)) ¢ uma curva integral do campo E;”“l, entao

/0 (LY )1 (s)ds = / (Vois (7)) (s)ds
— Vs (1(1)) = Vit (1(0)). (2.2.5)

por outro lado, tomando .
Mn-i—l(t) = sup |Vn,l7i(t’ :E)|,
i,T

segue, integrando-se o lado direito de (2.2.4), que

t
/(L;’H_lvn,l] dS < Z/ |anz ¢zg(uAn+lau>\n)( (S))|d8
0

< C/ Mn+l(s)d3
0

onde na tultima desigualdade usamos além da definicao de ]\Zln+l, (2.2.2) e a Observagao
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2.0.1. De (2.2.5) e da desigualdade anterior, obtemos

Vi (4(8)) < Vas (1(0)) + C / Ny (s)ds
< Ny (0) + C / VL ()ds.

Trabalhando com —(2.2.4) obtemos de modo analogo ao feito acima que

_Vn,l,j(’y(t)) < Mn+l(0) + C/Ot Mn+l(8)d37

logo vale
t
Vs (7)) < Mya(0) + C / Nlyoa(s)ds.
0

Como na desigualdade acima o lado direito é independente de j e da curva integral v,
tomando o supremo sobre as curvas integrais e sobre j obtemos

t
Mn+l(t> S Mn+l(0) -+ C/ Mn+l(8)d5.
0
Da Desigualdade de Gronwall, segue agora que

t
Fo(t) < W (0) exp ( / Cdf)
0
< C||u0,)\,n+l - uO,)\,nHoov

logo vale
|urntt — Unnlloo < Clloan+i — Uoxn|loo-

Como ug iy ug \ uniformemente segue da desigualdade acima que (uy,),>1 ¢ uma
sequéncia de Cauchy (com a norma uniforme em [0,7] x R), sendo assim, existe u, tal
que Uy n n—)_o)o UN-

E3. Nosso objetivo é demonstrar que uy ¢ solucao do problema

Oyuy + G(U)\)aIU)\ =0
2.2.6
{ ux(0,2) = ug(x). ( )
E3'. Derivando em relagdo a = a primeira igualdade de (2.2.1), obtemos
010zpuppn + a(ty )00, unn = — (@' (Uxn)Optinn) Optinn. (2.2.7)

Escrevendo

N
Dplipm = E W niTi(Unn),
=1
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segue de (2.2.7) que

N N
Z (6tw)\,n,i + /\i(u)\,n)aacwz\,n,i) r; (u)\,n) - - (a,<u>\,n>a:vu)\,n) Z w)\,n,iri<u>\,n>
=1 i=1
N
- Z W n,i [8t (Ti(u)\,n)) + a(u)\,n)ax (Ti (u/\,n))]
1=1
N
= =) Wi [0 (Wrn)ri(urm)] i ()
il=1

N
=) i (=7 (W) (@(urn)Oating) + altinn) (7] (s n)Otinn)]
i=1

= > wnmitonna{ = (@ (nn)ri(usn) rilunn)

il=1

=13 (uan) (@(tunn)ri(urn)) + aluxg) (7i(urn)ri(uan))] }

= ) Wit (tan)ri (Uan),

=1

onde, para cada %,l, ¢;;(ur,) sdo as coordenadas do vetor entre chaves na base

{ri(uxn),...,rn(urn)}. Para o operador Ly, jv = 0w + \j(un,)0,v, segue agora que
N
LA,TL,ij,TL,j = Z w)\,n,zw/\,n,l¢zl](u)\,n) (228)
Q=1

Seja @y ,, ; 0 fluxo do campo L, ,, ;. Temos

Or®amj(t, (5,2)) = Lnnj(Pan(t; (5,2))) e Pynj(0,(s,2)) = (s, 2).

Observando que @y, ;(—s,(s,2)) € {0} x Re @), ;(s" —s,(s,2)) € {s'} x R, obtemos,
integrando (2.2.8) de 0 a s ao longo da curva @), ;(- — s, (s, 7)), que

w)\,n,j(sa l‘) = Wxn,j (q))\,n,j( - S, (37 x)))
s N
+ / Z w,\,miw,\,n,l(@,\’n,j(s’—s,(t, x))) bilj (ux,n)(<1)>\7n,j(s/—s,(t, x))) ds'. (2.2.9)
0 ii=1

Notemos ainda, que existem constantes positivas A e A; para as quais valem:

[Pani(ts (5:9)) = Pan;(t, (5,2))] < exp(AL)[(s,z) = (s, (2.2.10)

|(5,9) = ®anj(s — 7, (1, 2))| < Au|(7,2) = (s, 9)]- (2.2.11)

E3”. Para os calculos que seguem, vamos simplificar as notacoes removendo os indices
A e n, assim, por exemplo, escreveremos w; no lugar de wy ,, ; e r;(u) representara r;(uy ).
Olhemos agora para dois pontos (t,z), (1,y) € [0,7] x R arbitrarios porém fixos.
Como veremos, podemos supor sem perda de generalidade que ¢ > 7. Nosso objetivo
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agora ¢ obter uma estimativa, para max {\wj(r y) —w;(t, z)|}, que possa ser usada para

.....

mostrarmos que a sequéncia (0, uA,n)nZl é equicontinua. O primeiro passo que damos para
obter tal estimativa, é escolher um ponto apropriado e aplicar a desigualdade triangular,
isto é,

i (7, y) —w;(t,z)| < |wj<r,y)—wj(q> (—t.(t, a:)))\—i—\w]( (=t x)))—wj@,x)\. (2.2.12)

Olhemos primeiro para |wj<<I>j(T—t,(t, :v))) —wj(t, z)|. Obtemos, integrando de 7 a t ambos

os lados de (2.2.8) ao longo da curva ®,(- —t, (t,z)) que

wj(t,$)—wj<@ T—t,(t, x Z/T wlwl (s—t,(t x)))gbll]( )( (s—t,(t,x)))ds,

i,l=1

assim segue de (2.2.2) que

-----

-----

max {Juy(,(r—(t,2)) — wi(t, o)} < C max {JuslH o) = (ny)l.  (2213)

Para estimar |w;(7,y) — wj<(1>j(7'—t,(t,x))>], vamos olhar para trés casos distintos. Se
» : R2 — R denota a projecao na segunda variavel, entdo 7T2<<I>N(T—t,(t,x))> < <

7T2<®1(T—t,(t, :c))) e uma das seguintes situagoes ocorre:

)));
IT. y > m(Pi(7 —t, (¢, 2)));

I. y < m(Pn(T —t, (8,
III. m(Pn (T —t, (t, 7)) <y < mo(P1(T — ¢, (¢, 2))).
Para o caso I. consideremos, para todo 0 < s < 7,
A i{] C [®n(s—7,(1,y)), P1(s — 7, &1(r—t,(t,2)))] : I é conexo e
1] < exp(A(T = $))[(T,y) = Pu(T — 1, (t,x))|}
M;j(s) = sup { ‘max { sup  {|w;(s,a) —wj(s,b)|}}}.

IeAs L I=450 (s,a),(s,b)el

Sejam I € Ay, (s,a) e (s,b) pontos em I. Segue aplicando (2.2.9) aos pontos (s,a) e (s,b)
e tomando a diferenca que
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lw;(s,a) — w»(s b)| < |wj<<I> ~(—s (s,a))) — wj<<1>j(—s,(s,b))>|
(s a)))gbzlj( )(Qj(s’—s,(s,a)»
—wzwl< ( s,(s,b)))gbll]( )( (8" =s.(s, b)))‘ds'

<m( (5.0)) - ( (s))|
+ Z / |w;w (I>j ))> — wiwl@)j(s’—s?(s,b))) || it (u)(q)j(s’—s,(s,a))) |ds’

1,l=1
+ Z/o |wiwl<@j(s’—s,(s,b))>||¢ilj(u)<®j(s'—s,(s,a))) - qﬁilj(u)(@j(s'—s,(s,b)))]ds'
i=1
Usando as desigualdades de (2.2.2) obtemos

(5, @) = w;(5,b)] < uy(®,(=s,(5,0)) — w,(@,(~5.(5.b))

s

+ | C max {|wi(®j(s’—s,(s7a))> —wi<®j(s'—s,(s,b)))|}ds’

0 i=1,...,

+ /0 ¢ max { il (' —s.(5,0) — @5(5'—s(5,b) ds'. (2.2.14)

.....

Notemos agora que (2.2.10) e o fato de que (s,a), (s,b) € I garantem as estimativas

|(I) ( (‘9 a)) (I)j(s/_sv(sv b))| < exp (A(S - 5/))|(57 a) - (87 b)|
< exp (A(s — s')) exp (A(T = 8))|(7', y) — Ci(1 —t,(t,2))],

assim temos
|D; ( s,(s, a)) — Qj(s'—s,(s, b))| < exp (A(T - s')) |(1,y) — ©1(T — ¢, (t,x))|, (2.2.15)

isto é, o segmento de reta [®;(s'—s,(s, @), P;(s'—s,(s,9)] € Ay, logo, vale que
 max {|w< (s’—s,(s,a))) — wi(@j(s’—s,(s,b))>|} < Mi(s). (2.2.16)

Observemos ainda que de (2.2.15) segue, via (2.2.11), que

|P5(5'—s.(5,0)) — Di(s'—s.(s, )| < Cl(7,) — (¢, 2)|.
Utilizando esta tltima desigualdade e (2.2.16), obtemos de (2.2.14) que

|wj(s,a) —w;(s,b)] < Mi(0) + € max_|lwi]l|(t, ) — (T,y)l+/OSCMI(8')d8’-

.....

Como a desigualdade acima é valida independente de j, do intervalo I e dos pontos (s, a)
e (s,b) € I, segue para qualquer s € [0, 7] que

77777
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de onde obtemos, utilizando o Lema de Gronwall, que

My(s) < (M(0) + € _max_[willl(t, 2) = (7.9)]) exp(sC).

=1,..N
Para o caso II. definindo

Arts i{] C [®165—7,(T,1y)), PN (3—7', CIDN(T—t,(t, a:)))] : I é conexo e

1] < exp(A(r = ))|(7, ) — On(r — ¢, (t,2))|}

V(o) = s { e { s {huy(o.0) w1}

TeAp, LI=5N Lga) (sb)el

obtemos, de modo anélogo ao caso I., que

1,....N

Mu(s) < (Mx(0) + € max [luillo|(t,2) = (7. 9)] ) exp(sC).

-----

No caso III. definindo
Aq11s i{[ C [Pn (S—T, @N(T—t,(t,a:))),@l (S—T, <I>1(7'—t,(t,a:)))] : I é conexo e

(] < exp(A(T = 8))[Pa (T — 1, (t,2)) — PN (T — 1, (t,x))l}

Vi) = s { s { s {0~ w0}

IeAms s,a),(s,b)el

obtemos
Min(s) < (M (0) + € max_[luwill<|(t,2) = (7,4)]) exp(sC).

=1,..N

Desta desigualdade, de (2.2.12), (2.2.13) e das estimativas obtidas para Mi(s), Mm(s) e
Mii(s), obtemos

max {|w;(7,y) —w;(t, z)}
j=1,...,.N

< max{My(r), M (7). Min(r)} + € max {Jjusl}(t,2) = (7,9)

<c (max{MIm), Mia(0), Miax(O)} + mas, {3 8,2) — (7. y>r)

1,....N

-----

e como para todo I € Ay U Arpy U Aqrre temos |1 < 24 exp(AT)|(t, x) — (7,y)|, segue que

max {fu(r,) — wy(t,2)]} < c(sup{ mas, { s (ly(0,0) - w0.01}}}

J=Lseees IeA ),(0,b)el

,,,,,

+ max {Jlugllo}(t2) = (7 y>|>, (22.17)
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onde A é o conjunto de todos os I C {0} xR tal que, I é conexoe |I| < 24 exp(AT)|(t, x)—

(7—7 y) ’ -
Os célculos feitos acima sao independentes dos pontos (¢, x) e (7,y), assim definindo

Aa) (ry) = {I CR: [ éintervalo e |I| < 2A; exp(AT)|(t,xz) — (7, y)\}

M((t,x), (T, y)) =  sup { _max { sup {|w,(0,a) — wj((),b)|}}},

IeA(t,x),(T,y) ]_1?"'7N a,bEI

podemos escrever, para alguma constante B,

max {Juy(r.y) = wi(t )} < B(M (o), () + max (s}t 2) = (m9)])

j=1,...,.N

para quaisquer (t,z) e (7,y) em [0,T] x R. Para ressaltar a dependéncia em A\, n, vamos
reescrever as ultimas informagoes. Definindo

M,\vn((t,x), (T, y)) =  sup { max { sup {|wxn,;(0,a) — wyn;(0, b)|}}}

I€A Gy, (ryy LI=LoN Laper
temos, para alguma constante B, que
max {[wxn;(7,y) — Wan;(t, )]}
j=1,..,N
S B (M)\,n<(t7 I), (7-7 y)) + ]:HllaXN{Hw)\,nJHOOH(ta ZC) - (T7 y)‘) (2218)

para todo (¢,z) e (1,y) em [0,7] x R.

E3". Iniciamos demonstrando, com auxilio de (2.2.18), que a familia
F = {0,up, : n € N} é equicontinua. De fato, dado € > 0 como Fy = {0,ux,(0,:) : n €
N} é equicontinua, existe dp > 0 tal que se |a — b| < dp, entao

€

Se 0 > 0 é tal que |(t,z) — (7,y)| < J implica

2A; exp(AT)|(t,x) — (1,9)| < do

€
Bj:rrll?i(N{Hw)\,n,j OO}’(tVZ') - (7-7 y)’ < 5’

entao de (2.2.18) segue que

77777

sempre que |(t,x) — (7,y)| < §, portanto, F é equicontinua.

Como o S(ug,) C B(0,1) + B(0,2)\) segue que existe compacto, K, independente
de n, tal que S(uy,) C K, assim restringindo o dominio de 0,u,, ao conjunto K obte-
mos, via Teorema de Arzeld, que existe subsequéncia (O,uxp, )n, tal que Oyuy ,, converge
uniformemente.
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Sabemos que wuy,, satisfaz (2.2.1), assim O,u,, também converge uniformemente,

deste modo, ((u,\ml)’ ) n, COnverge uniformemente. Pelo teorema derivagdo termo a termo,

segue agora que (ux,,) “—s (uy) uniformemente em K. Utilizando o Teorema 1.3.4

. ) N—0 / .
concluimos que (uy,) — (uy)" uniformemente, logo
n—oo n—oo
Opiyy — Oyuyn € Oy, — Oy

uniformemente em K de onde segue que uy ¢ solugdo de (2.2.6).

E4. Olhemos para as sequéncias ((uxn)y) ., definidas como em (2.0.4) e (2.0.5),
isto é, fixado A e n associamos o dado inicial uo,;,n a sequéncia (<“/\7")V)y>—1‘ Queremos
mostrar, com o auxilio destas sequéncias, que dado K C [0, 7] x R compacto existe \g > 0

tal que
up(t,z) =uy,(t,z) V(t,x) e K e VA= ). (2.2.19)

Para isto é suficiente que exista Ao > 0 tal que
Unn(t,x) =upn(t,z) V(t,z) e K e VA= . (2.2.20)

Consideremos A\, e Ay para os quais valem

M < M) Yoe B (o,c”*ouuouoo)

Av > Ay(v) Yve B <O7CN'OHUO||OO> :

Dado K C [0,T] x R, tome a > 0 tal que K C D,, onde D, C [0,T] x R & o conjunto
delimitado pelas retas t = 0, t = T, X(t) = a + Mt e Y(t) = —a + Ayt. Para todo
A> Ao =a-+ 1 temos

UpPx ‘[7(a+1),a+1] = UoPxg }[—(a+1),a+1],

logo
Ug A n ‘[—a,a] = Up,ng,n |[—a,a] VA > )\07

deste modo
<uA7n>0 ’Da = (u)\o,TL)O ’Da V)\ Z )\0

Do Teorema 1.4.1 obtemos

(u/\,n)l |Da = (Uxo,nh |Da VA> A,

agora, com uma nova aplicacdo do referido teorema, segue que (uxn)2|p, = (Uron)2 D,
VA > )\, mais geralmente, segue, via inducao, que

(uz\,n)u ’Da = (u/\o,n)r/ ’Da V> >\0,
assim

urn(t,x) = lim (up,),(t,x) = Hm (upgn)u(t, ) = urgn(t,z) V(t,x) € K e VA > A,
V=00 V—00
logo vale (2.2.20) e portanto (2.2.19). Segue, de (2.2.19), que v : [0,7] x R — RY dada
por
u(t,z) = lim uy(t,x), (2.2.21)

A—00
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fica bem definida e é solugao do problema

{5tu+a(u)8zu =0
u(0,2) = up(x).

Isto conclui a demonstragao do teorema para o caso k = 1.
E5. A demonstracao para o caso geral serd feita por indugdo em k. Nossa hipotese
de indugao é (para a sequéncia (uy ) -, tomada no inicio da demonstragao)

n>1
() noco ()
Unn —7 Uy

uniformemente sobre cada compacto K C [0, 7] xR, para todo 0 <! < k—1. Precisamos

mostrar que
Un > Uy

uniformemente sobre cada compacto. Uma vez feito isto, seguird, de (2.2.19), que a u
definida em (2.2.21) satisfaz o teorema.

Como T foi tomado de modo que as solucoes uy ,, de (2.2.1) sdo k+1 vezes diferenciaveis
em [0,7] x R, temos o direito de diferenciarmos a primeira igualdade de (2.2.1) k-vezes
em relacao a . Lembrando da regra de Leibniz, vemos que tal operagao conduz a

m

k
8t8§u>\,n + a(u,\,n)axaiuA,n = — Z (k > o (a(uA,n))af’Ll_mU,\,n.

m=1

Destacaremos, no lado direito da igualdade acima, os termos onde figuram derivadas de
ordem k. Para isto, primeiramente, reescrevemos a igualdade do seguinte modo

0,05 Uy + aup ) 0,0%uy ,, = —k(a’(u%n)axu,\yn) Oy, — OF (a(u,\,n))axu,\,n

k—1 /{Z
S ( )5?(61(“&0)3];“”1%,7“
m=2 m

utilizando agora o Teorema 1.3.1 temos

0,0%uy 4 a(upn)0,0%uy ,, = —k(a’(u,\yn)ﬁxu%n)ﬁﬁuk,n

k
— [Z n(iy, ..., i)a" (uxn) (8;1%,”, . ,8;lu,\7n>} Oy
=1

k—1 ]{,’
- ( )awa(ux,n))af“—m,n.
m=2 m

Para [ = 1 a unica parti¢do para k = i; é iy = k e neste caso temos n(i;) = 1, assim

podemos escrever

008Uy + auy ) 0p 0% Uy, = —k(a’(u,\yn)ﬁxu)\m)a’;uk,n — (a’(u,\m)@’;uk,n)aﬂﬁu%n

k
— [Z n(iy, ..., i)a" (uyn) (8;1%\7", . ,Gi,’uxnﬂ Oy p

=2

i (:1) 07 (a(urn)) 0 un . (2.2.22)

m=2
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Agora, analogamente ao caso k = 1, escrevemos

aﬁuz\,n = Z w)\,n,k,iri(uk,n)a

assim, como

N
k
atag;u)\,n = E W n,k, sz Uy, n
1=1

Z 0tw)\nkz rz Ux n) + w)\nkzat(rl(u)\ n))]

=1

=z

k E
a(u)\m)a:cazu)\,n — u)\n T < w)\nkzr Uxn )

M-

(0w 1) a(urn)ri(tnn) + Wankia(txg) 0 (1i(urn))]

=1

(0w ki) Ai(Urn) i (Unn) + W nkia(rn) O (ri(urn))]

M-

=1

obtemos de (2.2.22) que

N

Z (Ovwr ki + Ai(Ur ) 0w i) Ti(Unn)

i=1

k—1 k
— ( )8?(a(uA,n))8§+1mu,\,n. (2.2.23)

Escrevendo

—< L (ri(uan)) + aluan) 0y (ri(urn)) + k(@ (wrn)Ostinn) ri(urn) + (a'(u)\vn)ri(u,\,n))8xu,\7n>

N
E u)\n T] u)\n)
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— { [Zk: n(iy, ... ,z’l)a(l) (U)\,n) (8;1UA,n7 . 7a;luA,n>} Ozt n

=2

k—1 N
+ 2 (:7/) o (a(u/\,n))alaf-i-l—mu,\,n} = ; R (ux )7 (unm),
segue de (2.2.23) que
N
Fanatiani = (Z Wnnkifis %,n)) + Rj(usn), (2.2.24)
=1

onde L), ; é o mesmo operador que aparece no caso k = 1.

Antes de prosseguirmos a demonstracao, vamos simplificar um pouco as notagoes.
Como estamos pensando A e k fixos (ver hipotese de indugdo) e os calculos que seguem
devem valer para todo n, mas estaremos trabalhando com cada n individualmente, vamos
manter em mente e até mesmo, as vezes, escrever tais indices, mas em geral eliminaremos
estes indices escrevendo, por exemplo, ®; no lugar de @, ,; (fluxo associado ao campo
L)\,n,j)-

Integrando (2.2.24) de 0 a s ao longo da curva ®,(- — s, (s,x)) obtemos

wj(s, ) = w; ((IDj(—s, (s, :E))) + Z /OS wi((I)j(s’ — s, (s, x)))qb”(u) (q)j(s' — s, (s, a:)))ds'

+ /Os R;(u)(®,(s' — s, (s,2)))ds’. (2.2.25)

A igualdade em (2.2.25) faz, aqui no caso geral, o papel de (2.2.9) no caso k = 1. Analo-
gamente ao feito para o caso k = 1, vamos agora fixar dois pontos (¢, z), (1,y) € [0,T] xR,
como veremos, podemos supor sem perda de generalidade que ¢t > 7. O objetivo agora é
obter uma estimativa para '_rIllaXN{hUj (1,y) —w;(t,z)|} de modo que com tal estimativa

goor

possamos mostrar que (8§uA7n)n>1 é equicontinua. Iniciamos a busca por esta estimativa
escrevendo B

|wj(T> y) — W (tv x)| < |wj (77 y) - wj@)j( _t’(t7 33))) | + |wj<q)j(7—_tv(ta JJ))) — Wy (ta $)| (2'2'26)

Para a parcela |wj<<I>j(7'—t,(t, x))) —w,(t, z)|, obtemos integrando (2.2.24) de 7 a ¢ ao longo

da curva @;(- — ¢, (s, z)) que
\wj(q)J(T—tv(tafc))) —w;(t,z)| < Zf:/:

t
o

(@t 2)) = wi(t,2)| < C max {lwlloc}t = 7|+ max {|[R:(usn)llc} 1t = 7|

=1,... =1,..,

< € max {[lwillec}|(t;2) — (7, 9)] + max {[|Ri(u)lleo} (2, 2) — (7,9)].

wl-<<I>j(3—t,(t, SC))) ®ij(u) (CIJj(s—t,(t, x))) ‘ ds

R;(u) (@j(s—t,(u x))) ‘ ds,

segue assim, utilizando (2.2.2), que
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Como o lado direito da desigualdade anterior nao depende de j, podemos escrever

+ max {[|R;(u )Hoo}\(t,flf)—(ﬂy)\- (2.2.27)

1111

Seguindo os passos do caso k = 1, para estimarmos max {|wj(7', y) — wj((I)j(T— t(t, x))) |},
J=4
vamos olhar separadamente as tréz possiveis situacoes:

Ly <m(on(r —t, (L, 2)));
II. y > my(pu(7 —t,(t,2)));
III. 72(¢N(7— —t, (t, :L“))) <y< 71—2(¢1(7_ —t, (twr)))

Para o caso L. utilizando os mesmos conjuntos A, (definidos quando trabalhamos o caso
k = 1) definimos

V(o) = sup { max { s (o nls,0) = w5001}

IeArs (=50 (s,a),(s,b)el

Consideremos agora I € Aj, e (s,a),(s,b) pontos em I. Aplicando (2.2.25) aos pontos
(s,a) e (s,b) e trabalhando com a diferenca, obtemos

|%@®—w@W<W@kﬁ@%—w@&ﬁ@®|
—1—2/ wy(P (s a)))gzﬁ”( )(q)j(s'—s,(s,a))) —wi(Qj(s'—s,(s,b)))qﬁij (u)<®j(s’—3,(s,b))>‘d3’

)
0

R; (u)(q)j(s’—s,(s,a))) — R; (u)(q)j(s’—s,(s,b))) ‘ ds’
wj<®j(—s,(s,a))> — wj<<I>j(—s,(s,b))) ‘
wi@)j(s’—s,(s,a))) — wi<¢>j(5’—s,(s,b))) |Pi (M(@(S'—s,(s,a))) ‘ ds’'

R; (u)(q)j(s’—s,(s,a)) — R; (u)(i)j(s’—s,(s,b))) ‘ ds’

+C max {|wi<¢j(s'—s,(s,a))) — wi@)j(s'—s,(s,b))) |} ds'

+C _max {{|willoo} |@5(s'—5,(5, ) — P;(s'—s,(s, ) |ds’

-----

+

E

oV

"

—

=
&
=
=

|OO} |(I>j(s —s,(s, a)) — (IDj(s’—s,(s, b)) |ds’,
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isto é,

) (5,) = w;(5,6)] < uy(®,(s,5,0)) —w,(@;(~5.(5,8)

s

+C i Jnax {\wi@)j(s'—s,(s,a))) — wi(q)j(s'—s,(s,b))) \} ds’

+0 [ max (oo} 18,555, ) — (s (s,H)|ds

.....

[ s (R ot ) - e—sielat. G220

Sabemos (visto no caso k = 1) que [®;(s'—s,(s, @), ®;(s'—s,(s,b)] € A1y, logo
max {\wi@j(s’—s,(s,a))) — wi<¢j(s’—s,(s,b))) |} < My(s')

e como, temos também |®;(s'—s,(s, @) — D;(s'—s,(s,B)| < C|(7,y) — (¢, )| segue de (2.2.28)
que

lw;(s,a) —w;(s,b)| < My(0) + /Os CMy(s")ds'

777777777

de onde obtemos (analogamente ao caso k = 1)

My(s) < My(0) exp(sC)

..........

(o) = sop { o { s (g0~ wonnas(s. 0} |

777777 (s,a),(s,b)el
(Aps definido no caso k = 1), obtemos, de modo analogo ao caso I., que

MH(S) < My (0) exp(sC)

..........

No caso III. trabalhando com

V) = s { max { sup oy (s.0) = w501}

IGAIIIS ]71 7777 N a,bEI

segue que

MIII(S) S MIII(O) eXp(sC)

..........
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Utilizando (2.2.26), (2.2.27) e as estimativas para My(s), My(s) e My(s) de modo
inteiramente analogo ao feito com (2.2.12), (2.2.13) e as estimativas para Mi(s), Mmu(s)
e Mmi(s), obtemos que existe constante B para qual vale

max {|wnki(T,y) — Wrnk,;(t, )|} < B M)\,n,k(<t7x)a (T, ?/))

j=1,..N

peeeyd¥Vo e

(s s+ o {1 <uA,n>)’|roo})r<t,w>—<ny>|], (2220

com

Muns((ta) () = s { max {supllunnss0.0) — wnnn, 001}

IeA(tm),(T?y) J=1...,N a,bel

Ay (ry) = {] C R : I éintervalo e |I| < 2A; exp(AT)|(t,x) — (7, y)|}

Mostremos agora, com auxilio de (2.2.29), que a familia 7 = {0%uy, : n € N} ¢é
equicontinua. De fato, dado ¢ > 0 como Fop = {0%uy,(0,-) : n € N} é equicontinua,
existe 09 > 0 tal que se |a — b| < dp, entao

€
mas {10350, ) — w0, 0D} < o
j=1 2B’

Se 0 > 0 é tal que |(t,z) — (7,y)| < J implica

2A; exp(AT)|(t,x) — (1,9)| < do

B( e {[[wsglloc -+ max {(R <A,n>>’uoo})|<t,x>—<f,y>r<§,

entao
2 maX {"LU)\nk’](T y) ’LU)“n’k’j(t,iL’)’} < €

77777

sempre que |(t,z) — (7,y)| < 0, portanto, Fj é equicontinua.

Como Fj, = {0%uy,, : n € N} é equicontinua e S(uy,) C Ky, K, compacto, segue do
Teorema de Arzela que existe subsequéncia (0%uy ,,)n, tal que OFuy ,,, converge uniforme-
mente para uma aplicagao ¢ (quando n; — o0). Precisamos mostrar que g = d%uy, isto
serd uma consequéncia do teorema da derivacao termo a termo se mostrarmos que uf\kll
¢ uniformemente convergente. Para isto, é suficiente demonstrar que 0%uy,, converge
uniformemente (quando n; — 00) para todo o « tal que 0 < a < k.

Pela hipotese de inducgao, ja temos que 0“uy ,, converge uniformemente para todo «
tal que 0 < a < k—1 e acima acabamos de ver que 0“u, ,, converge uniformemente, para
a = (0, k), portanto, nosso trabalho é verificar que 0“u, ,,, converge uniformemente para
todo « tal que |a] =k e a # (0,k).

Para a« = (1,k — 1), obtemos, derivando em relagdo a = (k — 1)-vezes a primeira
igualdade de (2.2.1), que

O Dur g = —0F " (a(tin ) Drtinm ).
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O lado esquerdo desta igualdade é justamente 0%uy ,, (para o tomado acima, a = (1, k —
1)), ja, o lado direito pode ser escrito como uma soma de termos, sendo que, em um
deles, figura uma derivada de ordem k, a saber, 9%uy,,, e nos outros termos aparecem
apenas derivadas de ordem menor ou igual a £ — 1, deste modo, o lado direito converge
uniformemente e assim 0%uy ,, ¢ uniformemente convergente.

Agora que temos a convergéncia uniforme para o = (0,k) e « = (1,k), podemos,
utilizando a mesma ideia, concluir a convergéncia uniforme para o = (2, k — 2). De fato,
derivando a primeira igualdade de (2.2.1) (k—2)-vezes em relagdo = e uma vez em relagao
a t obtemos

al;_QaguA,m = _05_2815 (a(u/\ml)axu)\,nz)v
isto é,
0%urp, = —9r 29, (a(uA,m)ﬁxu,\vm),

com «a = (2,k—2). Como o lado direito da igualdade acima ¢ uniformemente convergente,
segue a convergéncia uniforme para o = (2,k — 2). Aplicando esta ideia tantas vezes
quanto forem necessarias, concluiremos que 0“uy,, ¢ uniformemente convergente para
todo « tal que 0 < |a| < k.

2.3 0O Caso C".

Aqui estenderemos o resultado da secdo anterior para classes de Holder. Algumas
informacoes sobre os espacos de Holder seguem juntando o Teorema 1.1.2 e a Proposicao
1.1.3. Antes de enunciar o proximo resultado fazemos as seguintes observacoes:

Observagido 2.3.1 Se f € C? e (V) € uma sequéncia funcoes suaves e limitada em L',
entao cada termo da sequéncia (f * y,), pertence ao espago CP e

1 * nllce < ClIfll e

para qualquer C > sup{||1 |1}
n

Observacao 2.3.2 Seja p > 0 nao-inteiro. Do Teorema 1.1.2 e do Coroldrio 1.2.1 seque
que

1f9llce < Collfllce llgllen VFig € CF.
Seja ¢ € CF satisfazendo pli_11) =1, 0< 9 <1 e S(p) C B(0,2). Se gx(x) =
go(%), entao existe constante C > 0 tal que para todo X > 1 wvale

[ferllee SClfllee YV feEC

O proximo teorema estende o Teorema 0.0.2 para o caso C”, com p nao-inteiro.

Teorema 2.3.1 Seja p > 1 um nimero real nao-inteiro. Se uy € C? e |||l € suficien-
temente pequeno, entao o problema

{ Ou+ a(u)d,u = 0

w(0,z) = up(x)
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admite solucio u € CPY([0,T] x R) e mais, u(t,-) € C*(R) e existe constante C, indepen-
dente de t, de modo que

u(t, Moo < Clluolles Vit € 0,7

Demonstracio. Como uy € C?(R) implica que uy € CIP/(R), ja sabemos, Teorema 0.0.2,
que o problema tem uma solucio u € CI([0,7] x R). Para finalizar a demonstracao,
lembremos que a solucao u foi obtida tomando “limites sucessivos’, isto é, para cada
A € N, criamos uma sequéncia uy ,, tal que

Uyn — Uy quando n — oo

eu= )\hm uy. Se mostrarmos que existe C' independente de £, A e n de modo que
—00

[uxn(t, e < Clluolle, (2.3.1)
entdo segue, do item (v) da Proposicdo 1.1.3 (nota: C* = BY, ), que uy(t,) € C” e
[ux(, Mo < Clluolle, VAeNetel0,T],
aplicando novamente a Proposicao 1.1.3 concluimos que
[u(t, Mleo < Clluolle, V€ 0,T7,

dai o teorema. Nosso objetivo &, portanto, demonstrar (2.3.1). Sabemos, pelo Teorema
0.0.2, que existe C' de modo que

10hu(t, Yoo < Clluf [l VEE€[0,T], Y0 <1< [p].
Com isto, para obter (2.3.1), basta verificar para k = [p] que

k 9k
ap {12020

|Q; — y|P—[P]

}s O luoll

0<|z—y|<1
ou ainda, usando as notacoes utilizadas na demonstracao do Teorema 0.0.2, mostrar que

|w>\7n,/€7j (t’ :L‘) — Wxn,k,j (t, y)|
|ZL’ — y|P_[p]

sup  max { } <Clluolls Vte[0,T], (2.3.2)

0<|z—y|<1I=1sN

onde, no caso k = 1 para a desigualdade acima ter sentido, com a notagao do Teorema
0.0.2, estamos considerando wy n1,; = Wi p ;-

Para k > 1, segue de (2.2.29) (nota: se k = 1 basta usar (2.2.18) no lugar de (2.2.29)
e proceder de modo analogo) que

[Wx ki (L T) — Wan k(L Y)] 1
max { / ] < Bm]\/f,\,n,k((ta$)7 (t,y))

j=1,..,N |[p — y|p—[p]
|(t, ) — (t,y)]

—l—B(JmaX {lwrnslloc} + max {||( (u,\n))/Hoo}) P (2.3.3)
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Temos

sup {B(]max {lwrmislloc} + max {1I(R <w,n>)'”w})w}

0<]z—yl|<1 b |z — y|p— [P

< (s, Tonaslo o, {108,001}

20ty

< C ol (2.3.4)

Como para quaisquer x e y tais que 0 < [z — y| < 1, temos, para todo I € Ay ) 1.y),

{ |Wank;(0,a) — wWxnk;(0,0)] }

|aj — y|P*[P]

sup
a,bel

< sup { |Wxnk;(0,a) — wWxnk;(0,0)] la— b|p,[p] }

abel la — b|p—[/)} |x — y|p—[p]

, — (0. b t.x) — (t.y)|P~IP
< sup {|w)\,n,k,](07a) w)x,n,k,](()? >| (2141 exp(AT))pK 7.17) ( 7y)| }

abel |a — b|p—[p} |x — y|p—[p]

< C(2A1 exp(AT))p luoanllco s

segue que
1
sup {—[ ]M,\,n,k((t,x), (t,y))} < C(2A1 exp(AT))p (2.3.5)
0<|z—yl<1 ’x - y’p r

De (2.3.3), (2.3.4) e (2.3.5) obtemos

{ - {!wA,n,k,j(t,:c)—wA,n,k,j(t,y)l

Sup j=1,....,N ‘g; — y‘ﬂ*[ﬁ}

0<|z—y|<1

}} < Clluganllo, VE€[0,T].

A desigualdade em (2.3.2) segue agora das observacoes 2.3.1 e 2.3.2.

A préxima proposicao é uma versao um pouco mais geral do Teorema 2.3.1.

Proposicao 2.3.1 Seja p > 1 um ndmero real ndo-inteiro. Se uy € CP e ||upl/eo
suficientemente pequeno, entdo o problema

{ Oru + a(u)0u 0
u(0,2) = up(x)

=N

admite solugdo u € CIP1([0,T] x R) e mais OFu € CP~IP1([0,T] x R), e

10z

quCpf[p] < ¢ HUOHCP .

Demonstracio. E “basicamente” a mesma do Teorema 2.3.1. Do mesmo modo que obtemos
(2.3.2) verifica-se que

0<|(t,2)— (ryy)| <1 =1 (t,z) — (1,y)|~ P
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A demonstracao segue agora do item (v) da Proposicdo 1.1.3 (utilizado do mesmo modo
que no Teorema 2.3.1), pois

QIjuAm — 8’;1@ quando n — oo

ky — Tipn Ak
e Oyu = lim O;uy.
A—00

Agora segue a:

Demonstragao do Teorema 0.0.3. A demonstracgao segue da Proposi¢ao 2.3.1 e do
fato de u satistazer a equacao
Oru + a(u)0,u = 0.

Este ultimo teorema apresenta duas vantagens claras quando comparado ao Teorema
0.0.1: nao exige que a norma da derivada do dado inicial seja suficientemente pequena e
vale para os espacos C”, p > 1 real nao-inteiro. No entanto, ele tem a desvantagem de
nao relacionar a norma da derivada do dado inicial com 7. Podemos obter isto, mesmo
no caso C”, se também exigirmos a pequenez na norma da derivada do dado inicial. Mais
precisamente temos:

Demonstracao do Teorema 0.0.4. Basta notar que a perda no controle do inter-
valo [0, 7], ocorre quando, na etapa E1 da demonstragdo do Teorema 0.0.2, usamos a
Proposigdo 2.1.3 para obter (2.2.2). No entanto, ji que agora também exigimos a pe-
quenez na norma da derivada do dado inicial, podemos usar o Teorema 0.0.1 para obter
(2.2.2) e ai, a relagao entre T e a norma da derivada do dado inicial é dada pelo proprio
Teorema 0.0.1. Como isto nao altera em nada todas as outras contas a partir de (2.2.2)
até o Teorema 0.0.3 concluimos a demonstragao.



Capitulo 3

O problema de Cauchy (0.0.1) é bem
posto em B@O,T

Como observado antes, Teorema 1.1.2, o espaco C? pode ser visto como um espaco de
Besov, neste capitulo, de certo modo, estenderemos o Teorema 0.0.4 para outros espacos
de Besov.

O lema abaixo é uma versao para os espagos de Besov de um resultado aproximagao
bem conhecido para funcoes C*.

Lema 3.0.1 Se uma sequéncia de aplicacoes suaves 1, : RN — RY ¢ tal que 1, > 0,
1

|tnll;r =1 € S(¥,) C B (0,5) Vn, entao para todauw € B) , 1< p<ooel <pr<

o0, a sequéncia (Y * u), estd contida em By . e

[thn * ullgg, < [lullps, -

Demonstracao. Segue usando propriedades da convolugdao e a Desigualdade de Young
(Teorema 1.3.6), que

1Ag (o * u)llp = [|90n * Aqull,
< [[4nll ]| Agully
= [|Aqullp,

assim para 1 < r < oo temos

1 % ullpy, = D @PNA(Wn *u)ll,)

q>—1

< D @A,

q>—1
= [lull
e para r = 00,

[|4n * UHB;;,OO = sup {27[|Ag(vn * u)llp}

q>-1
< sup {qu“Aqqu}
q>—1

= [lullgg..-
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3.1 Uma Versao Paradiferencial do Teorema 0.0.4

A proposicao que segue é de fato um pouco mais fraca que o Teorema 0.0.4, mas, sua
demonstragao é feita usando o Calculo Paradiferencial. Isto traz consigo vantagens pois
possibilita mais adiante (nos da a ideia) generalizar o resultado para outros espagos de
Besov.

Proposigao 3.1.1 Seja uy € C? = BS, , p > 2 nao-inteiro. Se ug tem as derivadas

de ordem < [p| limitadas e de ordem < 1 suficientemente pequenas, entio o problema de
Cauchy (0.0.1) tem uma inica solugio u € CP1([0,T] x R) desde que

Tsup | < c,

onde ¢ € uma constante dependendo apenas de a. Mais ainda, para cadat € [0,T],u(t,-) €
BY, . e satisfaz

lu(t, s . < Cllaollpe,. Ve €[0.7], (3.1.1)

00,00 —

com C' constante independente de t.

Demonstra¢ao. Pelo Lema 3.0.1 e o item (v) da Proposicao 1.1.3, podemos tomar (ug,)

neN
sequéncia de fungoes suaves convergindo em C” para ug e satisfazendo ainda:
[tonlce < [luollce
e
|luonllcr < ||wollex VE=1,...,[p] (3.1.2)

Do Teorema 0.0.1 segue que existe sequéncia (u,)nen, onde cada u, é solugdo do problema
de Cauchy

u,(0,2) = up(7), (3.1.3)

{atun—i—a(un)@xun = 0

estd definida em [0,7] x R (T independente de n) e satisfaz, para certas constantes
Co,Cy, ..., Cly independentes de n,
Huank([QT]XR) S CkHuO”Ck Vn = 1,2,... . (314)

Para demonstrar (3.1.1), vamos fixar um n e trabalhar com a solucao u,, de (3.1.3). Como
n estara fixado, nos proximos calculos, vamos remover o indice n. Derivando a equacao
de (3.1.3) em relagdo a x segue que

010,u + a(u)0Pu = — (a'(u)du) Oy,

denotando w = 0, u a igualdade acima nos dé&

dw + a(u)d,w = (a' (u)w) w. (3.1.5)
Escrevendo agora w em termos da base de autovetores {ry(u),...,rn(u)} associada aos
autovalores A\ (u), ..., Ay (u), isto é,

N
w = Z w;ri(u),
i=1
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segue de (3.1.5) que
Z [0 + Ni(w)Op)wy] ri(u) = — Z wiwy [a (w)ri(uw)] ry(u)
- sz {ri(w)0yu + a(u)[ri(u)dul }
=— Z wiwy [a (w)ri(uw)] ry(u)
= > wi{=ri(w)[alu)w] + a(u)[ri(u)ul}
isto &,
>0+ A wi riw) = = > wand [a(w)ri(w) n(w)
=1 i,l=1
= ri(w)[a(w)ri(w)] + a(w)[r}(wr(w)] |
Escrevendo agora
—{ (o' (w)ri(w)] ro(u) — ri(w)la(u)ri(u)] + a(u) [TQ(U)TI(U)]} = Z it (w)r;(u),
segue que
(0, + \i( Z it (w)wsw;. (3.1.6)

Vamos agora aplicar o operador A, em ambos os lados da igualdade (3.1.6). Para isto,

iniciamos escrevendo

Aj(u)Opw; = T () Oxw; + To,w;Aj(u) + R(N;(u), Oyw;),

(3.1.7)

isto &, escrevendo a Decomposicao de Bony, (1.2.1), para o produto \;(u)0,w;. Temos,

utilizando a definicao dos operadores e as propriedades dadas na Proposicao 1.1.2,

A (TA (w) 19) w] (ZS/ 1)\ @mwj)
( > SpohwA 8w])

lg—q'|<4
= Ry(\j(u), 0wy) + > Sy_ihi(u)AgAydyw;
lg—q'|<2
= Ry(Aj(u), Oxwy) + Ry(Aj(w), Orwy) + Sp-a i (u)Agwy,
isto é,

Aq(TAj(U)asz) Rl( j(u),0 wy)+R2( j(u), 0pw;) + Sg1 A (w) Agdywy,

(3.1.8)
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onde
R;(Aj(u)aaij): Z [Ag, Sg-1Aj(u)]Ag Orw;

lg—q'|<4

RI(Aj(w), 0swy) = > (Spoai(u) — Sgo1hi () Ay Agdaw;.

lg—q'|<2

De (3.1.6), (3.1.7) e (3.1.8) segue que

(0 + Sy M (W) D) Aqwj = = Ay (To,u, 0 (1) — Ag (R(N;(u), 0rwy))
— Ry(Nj(w), Opwy) — Ra(Nj(w), Ovwy) + > Ay (¢aj(w)wpwy) . (3.1.9)

i,l=1

Agora vamos estimar de modo apropriado os termos do lado direito de (3.1.9). Olhemos
primeiramente para A, (¢;;(u)w;w;). Usando a Decomposicao de Bony segue que

Ay (dij(w)wiwr) = Ag (Tpswpwswr) + Dg (T dirj(w)w;) + AgR (¢ (w)wi, wy) . (3.1.10)

Temos (¢ (u)w;, w;) € L x CP~1 assim o Teorema 1.2.1 garante que Top; (uyw; Wi € cr-1
temos ainda pelo referido teorema que

1A (Touywsr) lloo < 27707V O ity (wwillsollwillco-r.

Sabemos por (3.1.4) que |[¢;(w)w; || ¢ uniformemente limitado, isto é, existe constante
C > 0 tal que
| dit; (W) willso < C Vi, j,leVn=1,2,...,

logo vale
||Aq (Tdmj(u)wiwl) ||oo < 2—q(p—1)c '_SiupN{HwiHCp*l} (3111>

i=1,...,

para quaisquer indices n,i,l e j (lembrando u = u,,).
Para o termo A, (T}, ¢uj(u)w;) podemos proceder de modo anélogo. Primeiramente, no-
temos que o Teorema 1.2.1 garante que

1A (T, dit; (Ww;) [|oo < 271 DC oo | Gy (w)wi || o
< 271"V g (w)ws| o1, (3.1.12)

em seguida, usando o Corolério 1.2.1, escrevemos

[@a; (wwillgo-r < C (s () lloc[[will o + lwilloo | i ()l o)

notando que os termos ||, (u)||oo € ||pij(u)]|co-1 sdo uniformemente limitados (pois vale
(3.1.4)) e que ||wi]|s < ||wi|lce-1 obtemos que

16a; (wpwillesr < € sup w3 (3.1.13)

i=1,...,
De (3.1.12) e (3.1.13) segue que

1A (T iy (w)wi) [l < 27477 VC SUPN{sz'lICH}- (3.1.14)

/L:]‘ 7777
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Temos uma desigualdade deste mesmo tipo para o termo A R (¢u;(w)w;, w;), pois
(wi, Girj(u)w;) € Bl oo x C*~Y (L>® mergulha em BY, ), dai, segue, do Teorema 1.2.2,
que

18R (day (u)wi, wy) oo < 2747V | (w)wioo il o1,

logo, para alguma constante C' > 0 independente de 7,1, 7 e n, vale

18R @y w) oo <2770 0C sup {Juiflor). (3.1.15)

i=1,...,

De (3.1.10), (3.1.11), (3.1.14) e (3.1.15) segue que
12 (G (wywiwn) ||oo < 279°7DC sup {Jlwifleer} (3.1.16)

i=1,...,

Como (0ywj, A\j(u)) € L®xCP1 e ||Aj(u)|co-1 € limitado, independentemente de n, segue
do Teorema 1.2.1, que
1A (To,,25 (1)) lloe < 277070000105 0o | A (w) | o2
< 279°=DC sup {||willcer }- (3.1.17)
=1,...,N

i=1,...,
Analogamente, usando o Teorema 1.2.2, segue que

AR (\j(u), 0pw;) || < 2777 DC '—S1upN{HwiHCp_1}. (3.1.18)

i=1,...,

Vamos trabalhar agora com o termo Rj(\;(u),dyw;). Pelo Lema 1.1.1, existe constante
C > 0 de modo que

1[Ag: Sg-1A;(1)] O Agw;lse < 27TV (Sgr-1A;(w)) [loo | Ag Oz | o,
como [|Ay0,w;llee < 27C||Ayw;]|ee (Teorema 1.1.1) e [[Ayw;]lee < 277V |lw;| o1,
segue que
1A s Sqr—12 ()] Qe Agrwylloe < 27927 CNIV (S (1)) [loo | Agrs oo
< 27927277 CTVONV (Sy—1 Ay (W) lloollewj oot
Utilizando (3.1.4) para limitar |V (Sy—1Aj(u)) ||« € o fato de que |g — ¢'| < 4 segue que
||R§ (Aj(w), Opw;) [loo < 2"1(”’1)6" supN{HwiHcp_1}. (3.1.19)

i=1,...,
Para R?(\;(u), 0yw;) primeiramente escrevemos
Ry(Nj(u), 0pwy) = [Sq-aAj(u) = Sy-1Ai(uw)] AgAg—10,w;
+ [SgAi (1) = Sg-1Ai ()] BgAgi10pw;
= =82 (WA A1 0pws + Ag 1 A (W) AgAg 1wy,
como
182 (1) AgAg102wjlloc < [[Ag-2A;(u) [0l AgAg-10w; o0
< 2790 () [l oo |90
<2700 sup {||willco}
i=1,..,N

=1
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oo,

e analogamente

1812 (1) AgAg1 Qw0 < 27977V C sup {jwilleo—},

-----

segue que
IR (), 2up)loe <2770 0C sup {Juwifor. (3.1.20)

Agora que temos as referidas estimativas apropriadas para os termos do lado direito
de (3.1.9), consideremos y(t) = (t,72(t)), curva integral do campo 0; + S,—1Aj(u)0,. De
(3.1.9) obtemos, integrando ao longo de v, que

Ay, 72(1)) — Agu;(0,75(0)) = / A (Toyu My () (1(5)) ds

—/0 Ag (R(A;(u), 0zw;)) (v(5)) + Ry(Aj(w), 0xwy) (7(s)) ds

- [ R0 S A () () .

0 i,l=1

agora (olhando para -(3.1.9)), segue que
120512201 < 1850, 2500) + [ 18 (T ) (216 s

180 (RO 0, 800) (60 1S 0), B () s

[ 1RO, 20) 61+ 3 18 o) ()

il=1

De (3.1.16), (3.1.17), (3.1.18), (3.1.19) e (3.1.20) segue agora que

t
|[Aqw;(t, 72 (1))] < [Aquw;(0,72(0))] +2_q(p_1)0/ ,SHPN{sz( eer}ds. (3.1.21)
0 @

.....

Escrevendo u, = wy = Zjvzl wo;rj(u(0, ) segue que w; (0, z) = wo;j(x), logo Ayw;(0,x) =
A, w;(z) deste modo

[ Aqw;(0,72(0)] = |Aqwo; (12(0)] < sup {||A woilo}

dai, segue de (3.1.21) que

t
Ayt 2] € sup_[|Awol +27070C / sup{[lei(s,-)llcor }ds.

i=1,..., o =1,.,N

Como nos célculos feitos para obtermos a desigualdade acima j e v sao quaisquer, segue
que

t
sup (I8t < s Aol +2700C [ sup (s, Yoo Y.
i=1,..., i=1,..., 0 i=1,...,
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multiplicando ambos os lados da desigualdade por 2¢¢—1) obtemos

t
20070 sup {Agwilt, )]} <27 sup HAqwmlloo*C/ sup {[|wi(s )|l }ds,
=1,...,.N i LN 0 @

i=1,..., i=1,.. i=1,...,

de onde segue, tomando o supremo em g > —1, que

sup {sup{Qq(p_l)HAqwi(t, )||oo}} < 24(p=1) sup {sup {2‘1(p_1)||Aqw0i||oo}}
g=>—1

i=1,..,N Lg>—-1 i=1,..,N

t
+C'/ sup {[lwi(s, )[|co-1 }ds,
0 i=

[ARR)

agora, do Teorema 1.1.2, segue

t
sup {[lwi(t,)[|eo-1} < C sup {[|woillco-1} +C'/ sup {Jlwi(s,)[|co-1}ds. (3.1.22)
_ 0 iz

i=1,..., i=1,...,

=1,...

Observemos agora a relagdo que existe entre as coordenadas de w = J,u na base
By = {ri(u),...,ry(u)} e na base canonica /5. Se [w]g, e [w]p indicam respectivamente os
vetores coordenadas de w nas bases [, e 3, entao temos a seguinte relagao

[wlg = P(u)[w]g,, (3.1.23)

onde P(u) tem em suas colunas os vetores 7 (u), ..., ry(u), isto é,

P(u) = ( ri(u) ... ry(u) > = (pij(u))j.?;:l.

Temos também

[ws, = [P(w)] " [w]s. (3.1.24)
Escrevendo .
[w]g = :

segue de (3.1.23) que
N
j=1

Como u é uniformemente limitado em CI!, segue, em especial, que as aplicacoes pij(u)
sao uniformemente limitadas em C?~!, assim, do Corolario 1.2.1, segue que

[@jllco— < C sup {[lwillco-1},

1=1,...,

ou ainda que

sup {[|willco—} < C sup {Jlwill o1} (3.1.25)
i=1,..,N i=1,..,N
e de (3.1.24) segue
sup {[lwillco1} < C sup {|Jwi] o1} (3.1.26)

i=1,..,N i=1,...,
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Como
|wllge-r = sup {[|w;l|co-1},

i=1,...,

segue, de (3.1.25) e (3.1.26), que ||w(t, -)[|co-1 € compardvel a sup {[lw;(,-)[co-1}, assim

i=1,...,

obtemos de (3.1.22) que

t
|W%NW1SCMMWI+C/HM&NWMB
0

Do Lema de Gronwall segue que
[w(t,-)l[co—1 < Cllwo|[co-r exp(tC),
logo
Jo(t, Ylow s < Cllwlloss ¥t € 0,71,
mais precisamente, lembrando da dependéncia em n de u, isto é, que u = u,, e escrevendo
w, no lugar de w temos

||wn(t, ')”Cp—l < C’HwOHcp—1 Vit e [O,T] eVn= 1, 2, ce (3.1.27)

A desigualdade acima garante que (Jyun(t,-)), oy € limitada em C*~'(R). Como
|tn]loo < C|luglloo segue que a sequéncia (uy(t,)), oy ¢ limitada em C?. A proposigao,

segue agora, da Proposicao 1.1.3.

3.2 0O Caso B,

Adaptando as ideias utilizadas na demonstracao da Proposicao 3.1.1 apresentaremos
uma nova versao da referida proposigao na qual o dado inicial ug pertence a BY_,.

Proposigao 3.2.1 Seja ug € Bf, ., com p > 2 nao-inteiro e 1 < r < o0o. Se ug tem as

derivadas de ordem < 1 suficientemente pequenas, entdao o problema de Cauchy (0.0.1)
tem uma tinica solugio u € CI([0,T] x R) desde que

T'sup Jug| < c,

onde ¢ € uma constante dependendo apenas de a. Mais ainda, para cadat € [0,T],u(t,-) €
B?_ e salisfaz

oo,

ut, ps., < Cllugllpe,, Vte[0,T],

com C' constante independente de t.

Demonstra¢ao. Pelo Lema 3.0.1 e o item (v) da Proposi¢ao 1.1.3, podemos considerar
(Uon),,cn Sequéncia de fungoes suaves convergindo em BY_ . para ug e satisfazendo ainda:

lonlcn < [luollex VE=1,....[p] (3.2.1)

[aonlse., < l[uollse,.,-

co,r —
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Do Teorema 0.0.1 segue que existe sequéncia (u,)nen, onde cada u, é solu¢ao do problema
de Cauchy (3.1.3), esta definida em [0, 7] xR (7" independente de n) e satisfaz (3.1.4). Com
a mesma notagao da Proposigao 3.1.1, escrevendo u,, = u obtemos (3.1.9). Analogamente,
ao que foi feito na demonstracao da Proposicao 3.1.1, vamos agora estimar, de modo
apropriado, os termos do lado direito de (3.1.9). Da Decomposi¢ao de Bony temos

Aq (¢ilj(u)wiwl> - Aq (T¢i1j (u)wiwl) + Aq (Twl ¢z‘lj (u)wz) + AqR (¢z‘lj (U)U)i, U)l) . (3.2.2)
Como (i (u)w;, wy) € L= x B I'segue, do Teorema 1.2.1, que g (wyw; Wi € ng; e
1T (wywswil | o1 < Cll @ (w)wi|so||wi| po-1.
logo, podemos escrever
HAQ (T¢ilj(u)wiwl) HOO = 2—q(p—1)2q(p—1)||Aq (T¢ilj(u)wiwl) ||<>0
2q(p—1)||Aq (T¢ilj(u)wiwl) ||<>0
||T¢uj(u)wz‘wl||B§;$
2q(p—1)||Aq (T¢ilj(u)wiwl) HOO
||T¢ilj(u)wileBg;,1«

— 9—a(p—1)

HT@U (w)w; Wi || B,

< 9=

| pir; (U)wiHoonlHBﬁ.’gi'

Usando o fato que ||¢yj(u)w;|| < C (C independente de n,i,l e j) e definindo

L 207N AG (T 1) lloe
I ||T¢uj (w)w; Wi ‘|Bﬁ571

Y

segue que
18 (T wiwr) oo < 2747V C0, sup il g}

20y

Aqui ressaltamos que a desigualdade acima tem uma dependéncia em t, isto é, em uma
notagao mais precisa temos

18 (T ) (8, Yoo < 27907 C,(8) sup {Jfws(t, )l or 1 (3.2.3)

i=1,...,
E importante destacar que (c,(t)), € " e
leg@llir =1 Vit e[0,T].

Para o termo A, (T, ¢u;(u)w;), do Corolario 1.2.1, segue que

15 ()il peer < € (s )lollenllpges + il s (w) et )

como os termos || ()|l € ||duj(u )||Bp 1 sao uniformemente limitados e ||w;||s < ||w;|ce-1,
temos

[aj(willgsy <€ sup {lhwillng:,

i=1,...,

Agora podemos escrever
2107V Ay (T bty (w)ws) || go-t
| Ty i (u)w ||ng$

24(r=D|IA T Giri (W)w;) || oo
|| q( z¢lj( ) ) || sup {||wiHBp—1}’
i@l oDy 1l

1A (T fay (w)w;) [|oo = 2747 ([ it (w)wil | go-1

< 2*Q(P*1)C
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isto &,
1A (T das(w)ws) (¢, ) |loo < 2797V Cey(t) slupN{Ilwz( Mgt (3.2.4)

onde 1
200~V Ay (T, ity (w)w;) || oo
[T, Pit (w)wi| o1 7

Cq:

logo (cq(t))q € 1" e [(cq(t))qllr = 1.
Para o termo A, R(¢y;(u)w;, w;), usando o Teorema 1.2.2, concluimos de modo analogo
ao feito acima que

1A R (it (uw)ws, wi) (E,-)l|oe < 27707 Ccy(t) SlupN{sz( g1 (3.2.5)

com (cq(t)), € 1" e satisfazendo ||(cy(2))4]lir = 1.
De (3.2.2), (3.2.3), (3.2.4) e (3.2.5) segue que

1A (i (w)wiwn) (2, -)lloo < 27977V, 1) Sup {Ilwz( sz 1d (3.2.6)

com (c,(t)), € 1" e satisfazendo ||(c,(t)),|lir =1 Vt € [0,T].
De modo analogo, ao feito para estimar A, (T(% wwwi) € Ng (T, pirj(u)w;), obtemos

boas estimativas para os termos Ay (T, u,A;j(u )) A, (R(Aj(u), 0,wj)), isto é, utilizando
o Teorema 1.2.1 obtemos

184 (Tonu, As(0)) (8.l < 279070Ce, (1) sup {2} (3.2.7)

para alguma (c,(t)), € I" e satisfazendo [|(c,(t)),|/ir = 1 Vt € [0, 7] e utilizando o Teorema
1.2.2 obtemos

12RO (1), Do)t )l|oo < 2777V C,y(2) sup {lwit e b (3.2.8)

.....

onde, novamente, (¢,(t)), € I" e satisfaz ||(c,(¢)),llir =1 Vt € [0,T7.
Vamos trabalhar agora com o termo Rj(\;(u), ;w;). Pelo Lema 1.1.1 existe constante
C de modo que

1Ag, Sg—1 ()] D Agwjlloe < 27TV (Sgr-1A; (1)) [loo |02 Ag 1w oo,
usando que [|Ay 9w o0 < 29 C||Ayw;lls (Teorema 1.1.1), obtemos

1A, Sy—12(w)] s Agwgllse < 27927CV (Sy-1(w)) ool A -
Como ¢ —¢'| <4 e ||V (Sy-1Aj(u)) || € uniformemente limitado em n, segue que

HAg, Sy—12 ()] 0:Agwjllee < ClAGw; o
— (29 (p=1)d (p— 1)||A Wi
H 27 VA w; o

;e s

— (279~

[wj[ ge-1,
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logo, existe (c,(t)), € " satisfazendo ||(cy(t)),|lir =1Vt € [0,T] €
1Rg (A (w), Dpw;s) (¢, ) [|oo < 2747 Cly(8) sup {wit ez 3 (3.2.9)
Para R?(\;(u), 0,w;) primeiramente escrevemos
200 (), Byw;) = [Sy-2hi(0) — Sy 105 (1)] A1,
+ [SgAj(u) — Sg-1Aj(u)] AgAgi10,w;
= —Aq,Q)\j (u)Aqu,lawwj + Aq,l)\j(u)AquHazwj,
como
1822 (1) oo < 272D N () | o
< 272D\ () [ i
< 2-(@=2)-D
e, pelo Teorema 1.1.1 e a continuidade dos operadores A,
180841050 < 207 VCIAGA -1 w500
< 20700 Agw | oo,
podemos escrever
[Ag—2A (1) AgAg—10w; o0 < [[Ag—2A;j (1) [|oo]| AgAg—102w;| oo
< CllAqwjll
—1
_ ol o 2V AWl ;] s
[[wj [ ge-1 o
Analogamente temos
20—V A 1w, || oo
80y ()8 Arpn o < 27000 Z By
[wj || g1 ’
deste modo,
1RZ (A (w), Bowy) (1, -)l|oo < 279070y (1) sup {lwit g2} (3.2.10)

com (cy(t)), € 1" e satisfazendo ||(c,(t)),llr = 1 ¥Vt € [0,T]. Isso conclui as estimativas,

desejadas, para os termos do lado direito de (3.1.9).

Consideremos y(t) = (t,72(t)) curva integral do campo 0; + S;—1A;(¢)0,. De (3.1.9)

obtemos, integrando ao longo de v, que

A (£, 32 (8)) — Aqu; (0,5(0)) = / Ay (T, Ny () (1(5)) ds

—/0 Ag (R(A;(u), 0zw;)) (v(5)) + Bg(Aj(w), 0wy) (7(s)) ds

- [ ROy.00) S A () () ds.

0 i,l=1
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agora (olhando para -(3.1.9)) segue que
|Aqw;(t,72(8)] < [Aquw;(0,72(0))] +/O |8 (Tow, i (w)) (v(s)) |ds
/ 1A ( ), 05w;)) (7(5)) | + | Rg(X;(u), Oxwy) (4(s)) |ds

/m? ), D) (1(3)) |+ 3 |8 (6 ) (3(9)) s

il=1

De (3.2.6), (3.2.7), (3.2.8), (3.2.9) e (3.2.10) obtemos

.....

| Aqw;(t, 72(1))] < |Aqwj(0,72(0))\+2q(”1)0/0 Cq(S)l SupN{sz( ez tds (3.2.11)

com (¢y(s)), € 1" e satisfazendo ||(cy(s))qllir =1 Vs € [0, T7].
Escrevendo uy = wg = Z;VZI wo;7;(1(0,-)), temos w;(0,x) = wo;(x), logo Ayw;(0,z) =
A,w;(z), deste modo

|Aqw;(0,72(0))] = |Aqwo;(72(0))];

assim, segue de (3.2.11) que

t
[Aqw;(t,72(8)] < [Agwo; (72(0))] + 2_‘1(”_”0/0 ¢o(s) sup {lwils,)llpg 1 .

-----

Como a desigualdade acima é valida para qualquer curva integral + temos

.....

t
185t Yoo < 1Aqw0 ] + 2W”0/%@swgwx>mwws
0 7
agora, multiplicando ambos os lados desta ultima desigualdade por 291 obtemos

t
20D, e < 20V gl +C [ nls) sup {lus(s, b

77777

logo, tomando a norma [",

[[w;(t, M pgo1 < lwosllpg 2 + (3.2.12)

(0 [ xfo) s flustss e s

qlr
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Utilizando que ||(¢,(s))q]lir = 1 segue, via Desigualdade de Minkowski para Integrais, que

(¢ [ o) sup lusts. s

qllr

_ [Z <C/Oth(s)i sup fllwis gy 1}d3)1

g>—1 B

< / > (Ocq<s> | supN{sz«s,ouBg.;g)T] "

>—1 i=1,...,

= [ '€ s sl @»(Z( <>>7”)Tds

q>—1

S =

e / sup { (s, )l s s,

i=1,....,IN
isto é,
t

<C [ sup {Jlwils, ) g1 }ds.

0 i=1,..,N

(0 [ exte) s (s Mg 1)

3oy

qlr

De (3.2.12) segue agora que

t
i (M ezt < lwosll pe; 1+C/ sup {[wi(s, )|l g1 }ds
0

i=1,...,

i=1,...,

t
< sup {wnlpg}+C [ sup (s, )y b
0 177 I

tomando o supremo em j temos

t
sup {[Jw;(t, g1y < sup {|woillge; 1}+0/ sup {fwils, lipg 2 bs

i=1,..., i=1,...,

e como [[w(s,-)||ge-1 € comparével a0 sup {||wi(s, )| g1}, segue que

i=1,...,

t
it g2 < Cllwnllagey +C [ oo, e
Do Lema de Gronwall, segue que
Jeo(t, ) s < Cllwollge-1 exp(tC),
mais precisamente (lembrando que, de fato, u = u,, logo, w = w,), temos
[wn(t, )l pg-r < Cllwollgezr VE€[0,T],n €N,
isto é,
10t Yot < Cllwoll s Vi€ [0,T],n € N.
Da definicao de B”_ e do Teorema 1.1.1 segue agora que
[un(t, )llps,, < Clluollpe,, ¥Vt e€[0,T],neN,

de onde, via item (v) da Proposi¢ao 1.1.3, segue a demonstragao.
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Podemos agora apresentar a:

Demonstragao do Teorema 0.0.5. Segue diretamente das proposicoes 3.1.1 e 3.2.1.



Capitulo 4

Observacoes Finais

No livro Para-Diferential Calculus and Applications to the Cauchy Problem For Non-
linear Systems, no capitulo 7 de [6], para sistemas N x N quase-linear de primeira ordem
da forma

d
Ot Y Aj(w)dhyu = [+ Flu) (4.0.1)

Ult=0 = h7

Guy Métivier assumiu as seguintes hipoteses:

(H1) F e as matrizes A; sdo aplicagoes C™ de u € RY e F(0) = 0;

(H2) Existe uma matriz S(u,§), N x N, homogénea da grau 0 em £, com entradas C*
em (u,&) quando £ # 0 e tal que:

i) S(u,€) é auto-adjunta e definida positiva;
ii) Para todo (u,&), S(u,&)A(u, ) é auto-adjunta;

d
(H3) s > 5 + 1 (d dimensao do espago);

e demonstrou:

Teorema 4.0.1 Sob (H1)-(H3), se f € C°([0,T]; H*(R%)) e h € H*(RY), entao existe
T" > 0 de modo que o problema de Cauchy (4.0.1) tem uma, e sé uma solu¢éo, u €
Co([0, T"); H*(RY)).

Este resultado tem suas origens no trabalho de K. Friedrichs, ver |6] para referéncias.
A demonstragao deste teorema, usa entre outras coisas a teoria de operadores pseudo-
diferenciais, operadores para-diferenciais, calculo simbélico e um método de suavizagao.
Tal demonstracao é bem interessante e esta dividida em vérias etapas. Aqui nos restrin-
gimos a comentar o primeiro passo dado na direcao de demonstrar o Teorema 4.0.1, que
é, “atacar” o problema Cauchy linear no caso L?, isto é, olhar para o seguinte problema
de Cauchy

- d
{ Lu = f em [0,T]xR (10.2)
u\t:O = h7
onde
d
Lu =0+ Y Aj(t,)05u (4.0.3)

J=1
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e as A; sdo matrizes N x N com coeficientes em W1>°([0, 7] x R?), onde W1>°(]0, 7] x R%)
denota o espaco das funcoes de Lipschitz e limitadas. Mais geralmente, seguindo as
notagoes de [6], neste capitulo adotaremos a:

i) Para m € N denotamos por W™>®(R%) o espago das fungoes u € L>®°(RY) tais que
todas as suas derivadas 0“u de ordem |a| < m pertencem a L>(R?).

ii) Para r > 0 nao-inteiro, W"*(R%) é o espago de Holder C"(RY), isto &, W= (R?) =
C"(R?).

Ainda, de acordo com as notagoes utilizadas em [6], o simbolo da equacao em (4.0.2)

A(t,z,€) = Zngj(t, ). (4.0.4)

Assume-se que A de (4.0.4) satisfaz a:
(H4)(simetrizabilidade microlocal) Existe uma matriz S(¢,z,¢), N x N, homogénea
de grau 0 em ¢ com coeficientes C® em £ # 0 e WH™® em (¢,7) € [0,T] x R? tal que:

e S(t,z,£) é uma matriz auto-adjunta, definida positiva;

e existe ¢ > 0 tal que para todo (¢,z,€) vale S(t,z,£) > cld;
e para todo (t,x,&), S(t,z,§)A(t, x,€) é auto-adjunta.
Tem-se:

Teorema 4.0.2 Se (Hj) vale, entao para f € L'([0,T]; L*(R%)) e h € L*(R%) o pro-
blema de Cauchy (4.0.2) tem wnica solu¢io v € C°([0,T]; L*(R?)). Além disto, existem
constantes C' e K tal que para toda f e h a solucdo u satisfaz:

t
u(®)||z2 < CeXtu(0)] 2 + o/ K =9) || Lu(s)| r2ds. (4.0.5)
0

Em [6], a demonstragao deste resultado estd dividida nas seguintes etapas:

Etapa 1. Exibir constantes C' e K de modo que a estimativa em (4.0.5) seja satisfeita
para toda u € H'([0,T] x RY). Para esta etapa, a principal ideia é comparar o
operador L com o operador paradiferencial 0; + Ty;

Etapa 2. Se v € L*([0,T] x R%) é uma solugao do problema de Cauchy (4.0.2), com
f e LY[0,T); L*(R?%)) e h € L*(R?), entao u € C°([0, T]; L?) e satisfaz a estimativa
de energia (4.0.5);

Etapa 3. Exibe u € L*([0, 7] x R?) que ¢ solugao do problema de Cauchy.

Primeiramente comentaremos a Etapa 1. Para fazer isto consideraremos alguns con-
ceitos e notagoes.

Definicao 4.0.1 (Simbolos com suavidade espacial limitada)

i) Dadom € R, I'y* denota o espago das fungoes a(x, ) localmente L, C> com respeito
a varidvel & e tal que, para todo o € N?, existe constante C, de modo que

ale, )] < Call+ €)™ ¥ (x,9). (4.0.6)
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ii) Mais geralmente, para r > 0, I'"" denota o espago dos simbolos a € Ty tal que, para
todo a € N% ¢ £ € RY, a funcdo v — 0?&(:16,5) pertence a W™ e existe constante
Cs de modo que

10ga(, &) lwre < Ca(1+ [E)™ 1 v € € RY (4.0.7)

Os espagos I')" sao equipados com uma topologia natural, dada pelas semi-normas que sao
definidas pelas melhores constantes em (4.0.7) ou (4.0.6). Para a € I'7* usamos a notagao

M;"(a;n) = sup {sup{||(1 + €)™ OFa(-, €)llwne}}. (4.0.8)

laj<n geRrd
No caso homogéneo, considera-se:

Definicao 4.0.2 Param € Rer > 0, f;” denota o conjunto das fun¢oes a(x,§) definidas
em R? x R?\ {0}, homogéneas de grau m, C*> com respeito a & # 0 e, satisfazendo ainda,
para todo o € N* e £ # 0, 9¢a(-, &) € WHe(R?) e

ISEFP 10 a(, )llwreemay < 00 (4.0.9)
=1

Uma fung¢ao auxiliar, importante na teoria de operador paradiferencial associado a um
simbolo com suavidade limitada, é:

Definicao 4.0.3 Uma funcio corte admissivel é uma funcao (z,&) € C°(R? x RY) tal
que:

i) existem €1 e €3 tais que 0 < e < e <1 e

w(nvé) =1 para |T]| §€1(1+‘€|)
{ v(n, &) = 0  para|n| > e(1+[€]); (4.0.10)

ii) para todo (o, ) € N¢ x N egiste C, 5 tal que

1020¢1(1,€)| < Cap(1+ €))7 W(n,€) € RY x RY (4.0.11)

Exemplo 4.0.1 Consideremos x € Cg°(R?) satisfazendo 0 < x < 1,

X(€) =1 para €[ <11 e x(€ =0 para ¢ >19. (4.0.12)

Seja )
Un (€)= D Xi-n()er(€) (4.0.13)

onde -
Xe(€) = x(277¢)  para k € Z, (4.0.14)
Yo=Xo € Yr=Xk—Xe—1 para k> 1. (4.0.15)

Para N >3, ¥y € uma funcao corte admissivel.
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Seja ¢ uma funcio corte admissivel, denotaremos por G¥(-,&) a transformada de
Fourier inversa de ¢ (-, ). Para a € I'j* definimos

7.6 = [ 67w~y aly. Oy (40.16)
isto é,
o (2,€) = GY(-,€) x a(-, €)(x). (4.0.17)
Os simbolos usuais sao dados por:

Definigao 4.0.4 Param € R, ST € o espago das fungoes p € C>*(R? x RY) tal que para
todo (o, ) € N x N? egiste C,, 5 de modo que

1020¢p(2,€)| < Cap(1+ €)™ W(z,¢) € RY x R™. (4.0.18)

ST € o subespaco dos simbolos p tal que para todo (o, ) € N¢ x N¢ eziste C, 5 de
modo que

1050 p(w, )] < Cap(1+ )™ V(x,€) € R x RY. (4.0.19)
Uma importante subclasse de ST ¢ dada na:

Defini¢ao 4.0.5 Um simbolo p(z,§) € STy satisfaz a condigdo espectral se existe € < 1
tal que
Fup(n,€) = 0 para todo |n| = e(|¢] +1). (4.0.20)

O espago de tais simbolos é denotado por Xf'.

Observemos que se p(x, ) satisfaz
[0ep(x,€)] < Co(L +[e)" 1 ¥(z,6) e RTx RY,

e também a condi¢ao espectral (4.0.20), entao p(z, §) satisfaz a condigao em (4.0.18), isto
¢, p € ST De fato, se p satisfaz a condicao espectral, entdao S(F,p(n,§)) C B(0, €(|£[+1)),
segue assim, das desigualdades de Bernstein (Teorema 1.1.1), que

1020¢p(-+ €)lloe < Cale(l€] + DI, €)lloc
< Cap(L+ [gymHerlel,

Notemos que as fungoes corte admissiveis sio tomadas de modo que 0¥ (z, £) satisfaga
a condicao espectral (4.0.20), para toda a € I']". Assim associa-se a fun¢io de suavidade
limitada a € ['J" uma fungao o¥ € C*°. Mais ainda temos:

Proposicao 4.0.2 Seja ¥ uma funcao corte admissivel. Para todo m € R er >0, o
operador a — o¥ € limitado de T'™ em X™, aqui X7 denota a subclasse dos simbolos

r o2

a € I'" que satisfaz a condi¢ao espectral (4.0.20).

A proxima definicao introduz o conceito de operador paradiferencial associado a um
simbolo de suavidade limitada.

Definicao 4.0.6 Seja ¢ uma funcao corte admissivel. Para a € I']' o operador paradife-
rencial TY € definido por

TYu(z) = ! y / eC oY (x, £)u(€)dE. (4.0.21)

(2n)!
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Observemos que uma fun¢do a(x) € L™ pode ser vista como um simbolo em TY,
independente de . Com ¢ dada por (4.0.13) ( com N = 3), somos conduzidos a

T,u = S_saSou + Z Sr_sal,u, (4.0.22)

k=1

onde escrevemos T, no lugar de T, S, = xx(D,), isto é Spu = F (xpFu), e Ay, =
S — Sk_1. Que é essencialmente o paraproduto apresentado na Definicao 1.2.1.

No capitulo 7 de [6], a funcao corte admissivel ¢ esta fixada, por isso, usa-se T, no
lugar de T¥. Quando a e u sao simbolos e fungoes em [0,7] x R? denota-se, ainda, por
T,u o operador paradiferencial espacial definido para todo t € [0, 7] por

(Tau)(t> ) = Ta(t,-)u<t7 )
Assim

d
Tiav =Y Ta,0v. (4.0.23)

j=1

Analogo as Definigoes 4.0.1 e 4.0.2 considera-se:

Definigao 4.0.7 T'7([0,T] x RY) denota o espago dos simbolos a(t, x, &) tal que aplicagao
t — a(t,-) é limitada de [0, T] em T7(RY). Analogamente T7([0,T] x RY) denota o espago

dos simbolos a(t, r,§), homogéneos de grau m em & # 0, tal que a aplicagdo t — af(t,-) ¢
limitada de [0,T] em T (RY).

Observagao 4.0.1 Sob as hipdteses dos coeficientes da A de (4.0.2), e (H4) teremos que
A(t,z,€) € TI([0,T] x RY) NT{([0,T] x RY), S € I'Y([0,T] x RY), e ainda que 8,5 €
I9([0, 7] x RY).

Conhecer a dependéncia que as constantes C' e K de (4.0.5) tem com os as matrizes A; e

S, € importante na demonstragao do Teorema 4.0.1, para podermos escreve-las fixaremos
algumas notagoes. Para r >0, P € T([0,7] x R?) e Q € I'%([0, T] x R?), temos

My(Pin) = sup{  sup  {(1+ €)™ 0L (L, -, ) lwree o) }} (4.0.24)

la|<n (t,£)€[0,T]xR4

M (Q;n) = sup{  sup  {[|08Q(t, - &) lwre@n}} (4.0.25)

la[<n (t£)€[0,T]x 541

Consideremos ainda,

d
Mo(A) = Z A5 1| oo (0,71 x R (4.0.26)
j=1
e
d
My(A) =" sup [|4;(t, ) [lwroo ). (4.0.27)
=1 te[0,T]

Proposic¢ao 4.0.3 FExistem constantes C e K tal que para toda u € L*([0,T]; H'(R?))
com Oyu € LY([0,T); L*(R?)) temos

t
Hummgc&ﬂmmm+c/k“HWmmwgw. (4.0.28)
0
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Além disto, existem funcoes C e K de modo que as constantes C e K sao da forma

C = C(My(S™2:n), Mo(S2;n)) (4.0.29)

K = IC(MO(S;n),MO(S_%;TL),MO(S%;n),MO(ﬁtS%;n),

Lo (4.0.30)
NL(S™5m), M (SF5m), Mo(A), Ma(4))
com n = [g} + 2.
Lema 4.0.1 Eziste constante v tal que para toda v € C°([0, T]; L*(R?)) wvale:
NA(t, 2, 0p)u(t) — Tiau(t)||ze < yMy(A)||u(t)| 2,V € [0,T]. (4.0.31)

Este lema permite demonstrar a Proposicao 4.0.3 a partir de uma estimativa similar

para a equacao paradiferencial
Ou + Tiau = f, (4.0.32)

tal estimativa é dada na:

Proposigao 4.0.4 Eristem constantes C' e K, como em (4.0.29) e (4.0.30), tais que para
toda v € L*([0,T]; HY(R?)) com du € L*([0,T); L*(RY)) vale

t
w2 < Ce™Hu(0)| 2 + C’/ K (Bpu + Tpau) (V)| 2dt’. (4.0.33)
0

Demonstra¢ao da Proposigao 4.0.3. O Lema 4.0.1 e a estimativa (4.0.33) fornecem uma,
estimativa similar a (4.0.28) com o termo adicional

t
My (A) / KOO (11| ot (4.0.34)
0
no lado direito, isto é,
t
|lu(t)]|zz < C’eKtHu(O)HLz—i-C/ KO Lu(t) || p2dt!
0

t
+yMi(A) / B () || p2dt.
0

Considerando
w(t) = CHu(o)]+C | KO L)
#30(4) [ ROl
temos p
Dut) = Ku(®) + ClLu®ll + 1A u(o)

< Kuw(t) + C||Lu(t)||zz + yMi(A)w(t),

desta forma vale y
—w(t) — (K +yMi(A)) w(t) < Cf Lu(t)| 2
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Multiplicando ambos os lados da desigualdade acima por e “K+7M1(4) ghtemos

d

% (w(t)e_t(K+'YM1(A))) < CHLu(t)||L2€—t(K+vM1(A))7

integrando vemos que
!/ t !/ /
w(t) < Ce™ ||u(0)]| L2 + C/ B N Lu(t) || padt’
0

com K' = K +~yM;(A). Como |[u(t)||zz < w(t) temos
! t ’ ’
()] 2y < Ce™ [Ju(0) L2 ra) + C/ O Lu(t)]| 2 eyt
0

que é a desigualdade (4.0.28).
n

Aqui por intermédio do Lema 4.0.1 e da equacao paradiferencial 9,4+7;4 = f, obtemos a
estimativa a priori (4.0.28). Esta estimativa é o que sustenta, no sentido de ser o principal
passo, a maioria das demonstragbes apresentadas no capitulo 7 de [6], em especial, a
demonstracao do Teorema 4.0.1. Temos assim que o Lema 4.0.1 ¢ um ponto chave para
obtengdo do Teorema 4.0.1. E também importante no capitulo 7 de [6] uma versdo em
H?® para o Lema 4.0.1. Para enuncia-la consideremos:

(H5) As matrizes A; de (4.0.4) satisfazem 0,A; € L>([0, T]; H*~'(®"),

Lema 4.0.2 Se (H3) e (H5) valem, entdo existe constante v tal que para toda u €
C°([0,T]; H®) wvale

[A(, z, 0 Ju(t) = Tiau(t)|

e < YMps(A)||u(t)]

e (4.0.35)

onde

Mpys(A) = sup Vo A;(t, )|l ge-1zay. (4.0.36)
j t€[0,T]

Apresentamos agora, uma versao C” do Lema 4.0.1. Consideremos
(H6) As matrizes A; de (4.0.4) satisfazem A; € L*°([0,T]; C*(R?)).

Fixemos ainda a notacao

Mo(A) =3 sup A5t cogasy. (4.0.37)

j t€[0,T]

Temos o:

Lema 4.0.3 Sejap > 0ep ¢ Z. Eziste constante v tal que para todau € C°([0,T]; CP(R?))
vale
|A(t, x, Oy )u(t) — Tiau(t)||ce < vMeo(A)||u(t)||ce Yt € [0,T]. (4.0.38)
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Demonstragao. Por defini¢ao iA(t, x, &) = Z A;(t,x)(i€;) e como

Ta,0,0(0) = G [ €50, (2. 0 u(€)d
= | oo O
1 &z ~
= g | ol (e
= Tiaeu(r), (4.0.39)
temos ;
A(t,2,05)0 = Tiauw =Y (Aj = Ta,) 0y, u. (4.0.40)
7j=1

Assim, lembrando que (A;—T4,)0,,u = Ty,,A;+R(A;, 0;,u), e que andlogos aos teoremas
1.2.1 e 1.2.2 valem, segue que

d
IA(t, =, 0 )u(t) — Tiau(t)lloe < 1> (A — Ta,) 0 tllce

j=1

d
Z A TA )azJUHCp

U

= |ITo,uA; + R(A;j, 0p,u)|cv

J=1

< Mo (A)u(t)]lor (1.0.41)

Este lema nos instiga buscar uma versao C” para o Teorema 4.0.1, ou em um primeiro
momento para o Teorema 4.0.2. Tal versao generalizaria, para dimensao espacial qualquer,
resultados dos Capitulo 2 e 3, além, de eventualmente, podermos trocar a hipotese do
problema ser estritamente hiperbolico pela hipotese mais fraca hiperbodlico simetrizavel.

Vemos assim que o Lema 4.0.3 abre a possibilidade de buscarmos algum tipo de esti-
mativa a priori, olhando para a equacao paradiferencial ao invés de olhar para equacao.
Esperamos em um futuro préoximo perseguir esta ideia.
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