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Resumo

Neste trabalho, estabelecemos a existéncia e multiplicidade de solugoes para uma classe
de equacoes de Schrodinger quase lineares com nao linearidades subcritica ou supercritica.
A fim de utilizarmos métodos variacionais, aplicamos uma mudanca de varidvel para
reduzirmos as equacgoes quase lineares a equacoes semilineares, cujos funcionais associados
estao bem definidos em um espago de Banach reflexivo, e em alguns casos, eles estao bem
definidos em espacos de Sobolev classicos. Nosso principal foco é tratar nao linearidades
supercriticas, e nossa principal dificuldade é a perda das imersces de Sobolev tanto
continuas quanto compactas. Para contornar isso, no primeiro problema, inspirados por
[4], impomos condigdes de integrabilidade que relacionam as nao linearidades, as quais
podem mudar de sinal e necessitamos também, nesse caso, de provar a existéncia do
primeiro autovalor para o operador Lu = —Au — A(u?)u, usando para isso os métodos
de bifurcacao e sub e supersolucao. No outro problema, nos baseamos num argumento de
truncamento, introduzido por del Pino e Felmer em [27], assim o problema fica reduzido
a um problema subcritico. E seguimos com a prova dos resultados usando métodos
variacionais combinados com a iteracao de Moser. Estabelecemos também a existéncia
de solugao para um problema ressonante, cuja prova faremos usando uma variacao do

Teorema de Operadores Mondtonos, encontrado em [29].

Palavras Chaves: Problema ressonante, métodos variacionais, iteracao de Moser,

truncamento, expoente supercritico.






Lista de Simbolos

Neste trabalho, faremos uso das seguintes notacoes

Q) denota um subconjunto de RY limitado com fronteira suave;

(, ) denota o produto de dualidade;

e Bp(x) denota a bola aberta centrada em x e com raio R;

N
P se N >p
ep-={ N—p denota o expoente critico de Sobolev;

o0, se 1l < N<p

e (Ce). denota a condigao de Cerami no nivel ¢;

o H*(RY) denota o espaco de Sobolev W12(R") com norma || - ||;

e F denota o espago de Sobolev munido com norma || - || g;

e Ey denota o espago de Sobolev munido com norma || - || g, ;

e W denota o espaco de Banach reflexivo munido com norma || - ||w;
o L*(RY) denota o espaco de Lebesgue L*(RY) com norma || - [|;

e X* denota o espaco dual do espago X;

e u, — u denota a convergéncia forte (em norma), quando n — oo;

e u, — u denota a convergeéncia fraca, quando n — oo;

1/2
o |ul| = [IRN(|VU|2 + u2)dx} denota a norma do espaco H'(R");

1/2
o |ullz = [IRNUV“P + V(x)u2)d:v} denota a norma do espago E;

2
1 s
o |lully = ]|Vu||2+én(f)g {1 + (/ h(z) | f(Ew)|™" dx) } denota a norma do espago
- Q
Wi
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Capitulo

1

Introducao

Nos tultimos anos varios pesquisadores tém se dedicado as questoes relacionadas com

a existéncia de solucoes para equacoes elipticas quase lineares da forma
2 2 2y, _ N
—e“Au+ V(x)u — ke A(u”)u = p(u) em R™, (1.1)

emque N >1,¢> 0,V :RY = R ¢ uma funcao chamada potencial, k ¢ uma constante
real e p: R — R é uma funcao continua.
As solugdes de (1.1) estao relacionadas com a existéncia de ondas estaciondrias para

equagoes de Schrodinger quase lineares da forma
i€z = —2 Az + W(x)z — n(]2[))z — kA [g(\z|2)] g (12]%)z, (1.2)

onde W (z), x € RY, é um potencial dado, € > 0, k é uma constante real e 7, g sao fungoes
reais.

Equagoes quase lineares da forma (1.2) aparecem naturalmente como modelo para
vérios fenomenos fisicos relacionados a varios tipos de g. Por exemplo, o caso g(s) = s
foi usado na obtencao da equacao da membrana de superfluido em Fisica dos Plasmas
em [40]. No caso em que g(s) = (1 + s)"/%, a equacio (1.2) modela a canalizagio de laser
ultra-curto de alta poténcia na matéria, veja [18] e [19]. A equagdo (1.2) aparece também
em Teoria da Matéria condensada, veja [47].

O caso semilinear, correspondente a £k = 0 tem sido largamente estudado nos
ultimos anos. Logo, existem muitos resultados sobre existéncia de solugoes com expoente
subcritico, critico e supercritico (veja, por exemplo, [7, 14, 17, 27, 28, 54, 58] e suas

referéncias).
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Considerando g(s) = s e k > 0, nosso especial interesse esta na existéncia das ondas
estacionarias, isto é, solugoes da forma ¢ (t,z) = exp (—iEt)u(x), onde E € Rewu >0 é
uma funcdo real. Sabemos que v satisfaz (1.2) se, e somente se, u(x) satisfaz a equagao
eliptica da forma (1.1), com V (z) := W (z) — E sendo um novo potencial.

A fim de obter solugao para a equagao (1.1) com k > 0, dois métodos variacionais tém

sido amplamente utilizados, principalmente na situagao subcritica e critica. Isto é, para
4N

N -2’
com N > 3, comporta-se como um expoente critico para a equagao (1.1) [46, Remark

3.13).

o caso p(s) = |s|"'s, quando 4 < r 4+ 1 < 2(2*), lembrando que r + 1 = 2(2*) =

Para o caso subcritico 7 + 1 < 2(2*), a existéncia de uma solucdo positiva de energia
minima foi provada em [52] e estendida em [45], usando argumentos de minimizagao
com vinculos, onde obteve-se uma solugao de (1.1) com um multiplicador de Lagrange A
desconhecido na frente do termo nao linear.

O segundo e mais geral método, que foi iniciado em [46], usa uma inovadora mudanga
de variavel que permite reescrever o problema quase linear em um problema semilinear
e também uma estrutura de espago de Orlicz foi usada para provar a existéncia de uma
solucdo positiva via Teorema do Passo da Montanha. Em [21], os autores também fizeram
uso da mudancga de varidvel para reduzir a equagao (1.1) a uma semilinear, e utilizando
espago de Sobolev H!(RY). Eles provaram a existéncia de solugoes a partir dos resultados
classicos obtidos em [17] quando N =1 ou N > 3, e em [16] quando N = 2.

Seguindo a mesma técnica de mudanga de varidvel, em [30, 31, 32, 33, 36, 44, 49,
56, 57, 61, 62], desenvolveram outros trabalhos relacionados a existéncia, multiplicidade e
comportamento de concentracao de solugoes para equacoes de Schrodinger quase lineares.

Vale ressalatar que esta mudanca de varidveis nao é necessaria em R, uma vez que o
funcional associado a equacao estd bem definido, para maiores detalhes veja [6] e [12].

Agora, voltando a atengdo para o caso supercritico do problema (1.1) com k > 0,
vimos que existem poucos trabalhos nesta diregdo. Destacamos o trabalho [50], onde o
autor obteve a existéncia de solugoes positivas, assumindo, entre outras condicoes, que
p é uma fungao nao negativa, N > 2 e a fun¢ao potencial V' é radial e se anula em um
subdominio de RY.

Para o caso k < 0, os autores em [11] introduziram outra mudanga de variavel que

permitiu mostrar a existéncia de solugoes nao triviais para uma classe de equacgoes do tipo
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(1.1).

Ao longo de todo nosso trabalho consideramos € = k = 1 e sempre que citarmos
“mudanga de varidvel”, estaremos nos referindo a mudanca que foi introduzida em [46].
E ainda, usamos € como um dominio limitado em R, com excecdo feita ao Capitulo 5.

No Capitulo 2, estudamos o seguinte problema de autovalor:

—Au— AWy = Iu em )
u = 0  sobre 0f) (1.3)

u > 0 em §).

O seguinte teorema contém o principal resultado do Capitulo.

Teorema 1.1. Eziste um numero A, com \y < A < 400, tal que para todo \;y < A < A
o problema (1.3) admite uma solugdo ndo negativa, onde Ay é o primeiro autovalor do

laplaciano.

Para provar o resultado acima nds inicialmente aplicamos uma mudancga de varidvel
para reformular o problema, obtendo uma equacao semilinear cujo funcional associado
estd bem definido no espaco de Sobolev usual. Nesse processo o novo operador torna-
se nao homogéneo. Em seguida, fazendo uso da teoria da bifurcagao para garantir que
A1 < A e concluimos a prova usando um resultado de sub e supersolucao.

Como consequéncia do Teorema acima nds garantimos a existéncia do “primeiro

autovalor” para nosso operador nao homogéneo, a saber:

Proposigao 1.1. Existe 0 # vy € Hy () tal que

- Vul?
A=A\Q) = f9|—u|2 (1.4)
oueHH(Q) [ ] f(u)]
€ atingido em vy, com [ definida por
l _ 1
() = oot sobre [0, +00)
(1.5)

ft)=—f(=t), sobre (—o0,0].

A prova desse resultado se da fazendo uso do Teorema acima, bem como de

propriedades da funcao f que aparecerao também neste capitulo.
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Agora, conhecendo o “primeiro autovalor’nés estudaremos o problema ressonante, o
qual foi inspirado pelo artigo [15]. Consideremos o seguinte problema ressonante para o

operador nao homogéneo:

—Au— Ay = u—g(z,u), em ()
u = 0 sobre 0f2.

(1.6)

Sob as seguintes hipdteses:
(G1) g:Q xR — R éuma funcio Caratheodéry g(z,0) # 0;

(G2) lg(w, )] < o(x) + p(z)[s|", para quase todo z € Qe s € R, onde 0 < r <
. 2(27)
2(2%) — 2 L¥(Q)* e 0 < pe L>®(Q) N LHQ = )
( ) , O'E( ( )) eUspe ( )ﬂ ( )7C0m:u 2(2*)—7’—2’

(Gs) inf 258 S5

seR* S

Nos obtemos o seguinte resultado:

Teorema 1.2. Sob as hipdteses (G1), (G2) e (G3) o problema (1.6) tem ao menos uma

solucao nao trivial.

Vale ressaltar que o problema ressonante para o caso do operador de Laplace vem
sendo estudado de forma extensiva desde o trabalho pioneiro de Landesman e Lazer [41].
Também gostariamos de mencionar, entre outros, os trabalhos [13, 22, 25, 34, 37, 38] e
suas referéncias.

Na prova da existéncia de solugao fraca para o problema (1.6) usamos um resultado
interessante [29, Theorem 5.3.23|, evidentemente, apés termos aplicado a mudanca de
variavel que torna o referido problema bem posto no espago de Sobolev.

No terceiro capitulo, desejamos estudar o problema:

—Au— Aw)u= I+ k@) |ul' " u—h@)|u e em Q
u=>0 sobre 02,

(1.7)

com 3 < g <r < oo, h, k fungdes nao negativas satisfazendo as seguintes hipoteses:
(H1) suppk C supp h;

(Hy) h,k € LY(Q) sao fungdes nao negativas e supp k, supp h tem medidas positivas.
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Teorema 1.3. Sejam 3 < ¢ < r < oo. Suponha que (Hy) e (Hs) valem e que

/92 k() [%} P (1.8)

Entdo, existe um nimero \* com —oo < \* < \(Q) tal que para todo \ € (A*,X(ﬁ))

o problema (1.7) admite uma solucdo fraca ndao negativa, em que \(SY) estd definido em

(1.4) e Q= {z € Q: h(z) =0}

Observemos que A(Q) > N(2) e A(€) = oo, quando © tem medida nula ou é vazio.
No Capitulo 4 tratamos o mesmo problema (1.7), com a hipdstese (H;) e alterando a
hipétese (H,), exigindo que:

(HS) h,k € L*(Q) sao fungdes ndo negativas e supp k, supp h tem medidas positivas.
k(x)

E mudando a condicao de integrabilidade do quociente m,
x

obtivemos o seguinte

resultado:

Teorema 1.4. Seja 3 < q < r. Suponha que (Hy) e (H}) valem e que

/Qz [h($) =

Entdo existe um nimero \* com —oo < \* < \(§2) tal que

< +00.

1. Se \* < XA < X(Q) entdo o problema (1.7) admite uma solucio nio negativa.

2. Se \* < XA < X)) o problema (1.7) admite duas solugées ndo negativas, 0 < wy <

Ux-

Observando o problema acima, percebemos que tecnicamente, existem duas grandes
dificuldades para se demonstrar a existéncia de solugao. Uma delas é a presenca do termo
A(u*)u, a outra, é o fato dos expoentes q e r poderem ser supercriticos, e com isso, o
funcional associado ao problema nao esta bem definido no espago de Sobolev usual.

Vale ressaltar que em [4], os autores estudaram a existéncia de solugao para o problema
acima para o operador Laplaciano, e assim como eles, ndés também contornamos o
problema da supercriticalidade, criando um espaco de Banach reflexivo e uma norma
adequada e impondo a condigao (1.8) ou (x) de modo a relacionar a nao linearidade e

garantir a boa defini¢ao do problema. Mas no nosso caso, ficamos ainda com o problema no
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termo A(u?)u e para superar essa limitagao, novamente utilizamos a mudanga de varidvel.
Apesar disso facilitar em certo sentido os calculos, ela traz outra dificuldade, a perda da
homogeneidade. Depois disso, usamos minimizagao, juntamente com o método de sub e
supersolucao. Finalmente, mostramos que a partir da solucao nao negativa do problema
modificado conseguimos um solugao nao negativa para o problema (1.7), comprovando o
Teorema 1.3 e o item 1. do Teorema 1.4.

Para conseguirmos a segunda solugao no Teorema 1.4 inicialmente provamos que a
solugao do item 1. é regular com essa nova condicao de integrabilidade, além disso ela é
um minimo local. Em seguida, mostramos que o funcional modificado satisfaz a condigao
de Palais Smale sobre convexos e com isso fazendo uso de resultados conhecidos garantimos
a segunda solucao para o problema.

O Capitulo 5 tratara da existéncia de solucao no espaco todo, para a seguinte classe

de problema:

~Au—A(wHu+V(z)u=pu) emRY, N>3 (1.9)
onde V' é uma fungao continua que satisfaz as seguintes hipoteses:
(Vo) existe 8> 0 tal que V(z) > B > 0, para todo z € R";
(V1) V(z)=V(z+vy), Ve e RN, yeZV;
(V3) Existem Wy > 0 e W € LN2(RN) tais que V(z) = V(z) — W(z) > W, com
W(x) > 0, com a desigualdade estrita em um conjunto de medida positiva.

A funcéo p € C(R,R) pode ser escrita p(s) = fo(s) +€g(s), em que € é um parametro real

positivo, fo e g sao fungoes localmente Holder continuas satisfazendo:

(F1) fo(0) =g(0) =0 e g(s) > 0 para todo s # 0;

(Fy) lim fols) =0e lim 9(s) =0;

|s| =0t S |s]|=»0t S

(F3) Existe g € (4,2(2%)) tal que |fo(s)| < C'|s|”", para todo s € R;

(Fy) lim F0€l8> = o0, onde Fy(s) =[5 fo(t)dt;

|s]| 500 S
(F5) Existe uma sequéncia de nimeros reais positivos, (M,,) convergindo para +oo tal
que

o(s) _ g(M,)
-1 — ppa-i

para todo s € [0, M,,], n € N.

V)
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(F5) Para o > 0 dado por (Vp) existem [ > 2 e o € (0, (2 — 1)a) tal que
1sfo(s) — lFy(s) > —os* e 3sg(s) — IG(s) > 0, para todo s # 0,

onde G(s) = [ g(t)dt.

Para garantir a existéncia de solugao positiva consideramos p : R — R satisfazendo
(Fy) — (Fs) sobre [0,400) e definida como zero sobre (—oo,0]. Obtendo o seguinte

resultado:

Teorema 1.5. Suponhamos que V' e p satisfacam (Vy), (V1) e (F1) — (Fg) respectivamente.

Entao existe ¢g > 0 tal que (1.9) tem uma solugdo positiva para todo 0 < € < €.
Tratamos também o problema anterior sob as hipdteses (F)) — (Fs) juntamente com

(F%) Para Wy > 0 dada por (V3) existem | > 2 e o € (0, (5 — 1)Wp) tal que
1 , 1
§sf0(s) — [Fy(s) > —os® and 589(8) —IG(s) > 0 para todo s # 0,

onde G(s) = [ g(t)dt;
p(s)

(F7) A fungo s — == é crescente sobre (0, +00).
s

Provamos ainda o seguinte resultado:

Teorema 1.6. Suponhamos que V satisfaca (Vo) — (Vo) e em adigdo as hipdteses
(F1) — (F5) p também verifique (Ff) e (Fy). Entao existe g > 0 tal que o problema

(1.9) tem uma solugdo positiva para todo 0 < € < €.

Antes de continuar, um exemplo de funcao que satisfaz as condigoes acima é dada por
f(t) =t + et com p > 2(2*) > q.

Notemos que, nesse problema temos a falta de compacidade tanto por estarmos
tratando de problemas supercriticos quanto por envolver dominio ilimitado.

Vale ressaltar que quando V' é periddica, encontramos uma extensa bibliografia para
a classe de equagoes com o laplaciano como [23, 53, 64]. E se tratando de problemas
com perturbagdes do potencial periddico, além do pioneiro trabalho de Montecchiari [51],
citamos [5, 7], entre outros.

A ideia para provarmos os resultados deste capitulo é motivada pelos argumentos

usados em [5, 8, 10, 42]. Primeiro, usamos a mudanga de varidvel e reduzimos nosso
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problema a encontrar solugao para uma equacao semilinear, lembrando que com isso
perdemos a homogenidade do problema. Depois disso, provamos que o problema periédico
envolvendo expoente subcritico possui uma solugao positiva. Para isso consideramos o
funcional associado ao problema modificado e usamos uma versao do Teorema do Passo
da Montanha, sem condigao de compacidade (veja [57]), a fim de garantir a existéncia de
uma sequéncia de Cerami limitada associada ao nivel minimax. Em seguida, utilizamos
esta sequéncia e um resultado técnico, devido a Lions (veja [23]), para obtermos um ponto
critico nao trivial do funcional associado ao problema periédico modificado. Finalmente,
construimos uma sequéncia de fungoes corte e modificamos a nao linearidade, de modo a
satisfazer o crescimento subcritico, obtendo assim uma familia de funcionais de classe C*.
Utilizando um argumento de iteracao de Moser, fornecemos uma estimativa envolvendo
a norma L para a solucao relacionada ao problema subcritico. Ja o problema nao
periddico é tratado de maneira semelhante ao peridodico, mudando apenas os argumentos
que garantem a nao trivialidade da solucao para o problema subcritico modificado.

Uma observacao interessante no que diz respeito ao problema subcritico, é que em
certo sentido, melhoramos o resultado encontrado em [57], veja a hipétese (gs) do referido
artigo e nossa hipétese (Fg).

Reservamos o tltimo capitulo para apresentarmos alguns resultados que utilizamos ao

longo de texto.



Capitulo

2

Solucao para problemas quase lineares

ressonantes

Neste capitulo estudaremos o seguinte problema

—Au— AWy = Iu em €,
u = 0 sobre 0f), (2.1)

u > 0 em (2,

em que 2 é um dominio suave e limitado de RY.

O seguinte teorema contém nosso principal resultado.

Teorema 2.1. Eziste um numero A, com \y < A < 400, tal que para todo \y < A < A
o problema (2.1) admite uma solu¢ao nao negativa, onde Ay é o primeiro autovalor do

Laplaciano.

Note que o problema acima nao estd bem posto em H}(Q2), devido ao termo A(u?)u.
Para contornar isso, apresentaremos neste capitulo uma mudanca de variavel introduzida
em [46] (veja também [21]) bem como algumas de suas propriedades. Feito essa mudanca,
obteremos uma equacao semilinear cujo funcional associado estd bem definido no espaco
de Sobolev H}(£2). Em seguida, faremos uso da teoria da bifurcagao para garantir que
A1 < A e concluiremos a prova usando um resultado de sub e supersolugao.

Como consequeéncia do resultado acima, obtemos:

Proposigao 2.1. Existe 0 # vy € Hy(2) tal que

A=) = 0£uery(@) [o, |f (u)”

20
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€ atingido, com f definida por

F(t) = \/ﬁ, sobre [0, +00)
(2.2)

f(t) =—f(=t), sobre (—o0,0].

Observacao 2.1. O numero A\ é o “primeiro autovalor”do operador ndo homogéneo

Lu = —Au — A(u?)u. Observemos também que () > X)) e () = oo, quando

Q tem medida nula ou é vazio.

A prova desse resultado foi feita usando o Teorema acima, bem como das propriedades
da funcao mudanca de variavel, visto que, nao conseguimos aplicar o método padrao
quando no estudo de autovalor, ja que o operador é nao homogéneo.

Neste capitulo, estudaremos também um problema ressonante, o qual foi inspirado

por [15]. Mais precisamente, desejamos estudar o seguinte problema:

—Au—A(wu = Iu— g(z,u), em €,
u = 0 sobre 012,

onde € é um dominio suave e limitado de RY. Sob as seguintes hipdteses:
(G1) g:Q xR — R éuma funcio de Carathéodory e g(x,0) # 0;

(Gy) lg(z,8)] < a(z) + p(x)]s]", com 0 < r <2 =1, o€ (L*Q),0<pe

2 —r
Le(Q) N L) e p= Crem—

seR* S

Com tais hipdteses conseguimos o seguinte resultado.

Teorema 2.2. Sob as hipdteses (G1), (Gs) e (G3), o problema (2.8) tem pelo menos uma

solucao fraca nao trivial.

Novamente faremos a mesma mudanga de varidvel usada no problema (2.1), desse
modo, garantiremos que o funcional associado ao problema modificado estara bem definido
em H}(Q) e faremos a prova do teorema acima usando um resultado interessante, veja o

Teorema 6.11.
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2.1 Prova dos resultados

Observemos que, formalmente (2.1) é a equacao de Euler-Lagrange associada ao funcional

energia natural :
1 A
J,\(u):—/(l+2u2)|Vu|2——/ .
2 Ja 2 Ja

Notemos que o funcional .Jy, nao estd bem-definido no espaco de Sobolev usual. Para
superar isso, utilizamos o método desenvolvido por Liu, Wang, Wang, em [46] (veja
também [21]) considerando a mudanga de varidvel v = f~1(u), onde f é definida como na

Proposicao 2.1. Depois desta mudanca de variaveis, a partir de Jy obtemos o funcional

1 A
L) = ) = [19oF =5 [ 1P,
Q Q
Veja que os pontos criticos nao triviais de I, sao solugoes fracas de

—Av = Af(v)f'(v) em (2
v = 0 sobre 0.

(2.4)

O proximo lema traz uma coletanea de propriedades da fungao mudanca de variavel,

a saber:

Lema 2.1. A funcdo f goza das sequintes propriedades:
(1) f € uma fungao C™, unicamente definida e invertivel;
(2) |f'(t)] <1 para todo t € R;

(3) |f(t)] < |t| para todo t € R;

(4) @ — 1 quando t — 0;
(5) &\/? — 21 quando t — co;
(6) @ <tf'(t) < f(t) para todo t > 0;

(7) 1f(t)] < 21 |t|% para todo t € R;

(8) f2(t) € estritamente conveza;
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(9) Existe constante C positiva tal que

0> cltl, se [t|<1
o, ose >

ristem constantes positivas C,Cy tais que |[t| < Cp|f(t)| + Co |f(T)|”, para todo
(10) E ¢y, C 1] < Culf)] + Co | F (1) d
tER;
1
11 t)f'(t) < —, para todo t € R.
( )|f()f()|_\/§ p
(12) Para cada X > 1 temos f*(\t) < N\2f2(t), para todo t € R.
(13) Para cada X < 1 temos f*(\t) > N2 f2(t), para todo t € R.

Demonstragao: As provas de (1)-(11) podem ser encontradas em [32, Lema 2.1]
(veja também [21] e [46]) e (12) esta provada em [36, Lemma 2.1]. A prova de (13) é

andloga a (12), observando que neste caso At < t. De fato, segue de (6) do Lema 2.1 que

= 2, para todo t > 0.

(@)t _2f@f ot 1)
<25

IHOIN O (t)
Assim, .
f2a) _ [FPs) 2 ot ]
an()\t) —/M 72(5) dsg//\tgdS—anE—ln(X)Q.
Portanto,
2 1
P = )
ou seja,

N F2(t) < fA(M).

Como consequéncia do lema acima temos

Corolario 2.1.

i) A fungao

w ¢ decrescente para todo t > 0.
£re

ii) A fungao .

¢ crescente para todo t > 0.

i) A fungdo f2(t) — f(t)f'(t)t € crescente para todo t > 0.
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Demonstragdo: A prova dos itens i) e ii) podem ser encontrada em [33, Corolario
2.3]. Para provarmos o item iii) basta observarmos que segue do item (6) do Lema 2.1

que para todo t > 0 temos
(f2) = F@OL O = FOL @) = (0t + 20 () (f(1)*
> 2(f' (1) (f(1)*t = 0.

]
A proxima proposicao relaciona a solucao do problema modificado com a solucao do

problema original.
Proposicao 2.2.

(i) Se v € Hy(Q) € um ponto critico de Iy, entao u = f(v) € uma solugao fraca para o

problema (2.1).
(ii) Qualquer ponto critico do funcional Iy € de classe C**(12).

(iii) Além disso, se v € C*(Q)NH(Q) é um ponto critico de Iy, entdo a funciou = f(v)

¢ uma solugao classica de (2.1).

Demonstragao: Prova de (i): Como v € H}(R), segue do Lema 2.1 que |u| =

If(v)] < |Jv] e Vu = f'(v)|Vv] < |Vu|, ou seja, v € HLQ). Como (f1(t)) =

1 2t
V14 2t2

Fm — VI 2PUT0) = VI 2 seque que (£ (1) =

que

o que implica

Vo = (f1(u)Vu = V1 +2u2Vu.

Observemos que para cada ¢ € C5°(€) temos ¢ := (f'(v))"' = (f~1) (u)y € C(N)
com

2u
Vp=——Vu+ V1+2u2V1.
¢ V14 2u? " WY

Ja que v é ponto critico de I, ou seja solugao fraca de

1
—Av = 1+—2f?(v) Af(v)],

entao

/QVUng: /Qf'(v)[/\f(v)]gb, para toda ¢ € HJ(Q).
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Fazendo as substituicoes adequadas, encontramos

/Q[z\vu|2u¢+ (14 22)VuVe] /[)\u]z/;.

Q

Portanto u € H} () é solugao fraca de (2.1).

Prova de (ii): Seja v € H3(€) um ponto critico de I,. Entao
—Av =w em (2,

no sentido fraco, onde w(z) = Af(v(z))f'(v(x)). Assim, pelas propriedades (2) e (3) do
Lema 2.1, temos que |w| < CA|v| < C(|v| + |v|%) < Cy + 0y |U|% com 4 < r < 2(2%).
: 2(2%)
Seja po =

r—2

eliptica (veja [35]) temos que w € W*P(Q). Usando um argumento de “bootstrap” padrao

> 1, como v € L? (Q) segue que w € LP (). Pela teoria de regularidade

podemos concluir que v € W??(Q), para todo p > 2, (para mais detalhes, veja [39,
Exemplo 11.6]). Assim, v € CHY(Q) e isto implica que w é localmente Hélder continua.
Consequentemente, v € C2%(Q) para algum « € (0, 1).

Provemos o item (iii): Sabemos que

e derivando obtemos,

Assim,

Av = (142 [ul)2Au+2(1 + 2 |ul?) ™ 2u |Vul*.
Portanto, segue que

1

142 [u/)) 2Au + 21 + 2 [ul)) V2u|Vu) = ———————w,
( |ul”) ( |ul”) [Vl (12 [a)

isto é,

(14 2|u]*)Au+ 2u |Vu|* = —w.
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Porém,

2 |ul® Au + 2u |Vu| = A(u?)u

logo
—Au — A(u?)u = w.

2.2 Prova do Teorema 2.1

A fim de buscar solugao para o problema (2.4) tentamos seguir os argumentos usados em
[3]. Para demonstrarmos o teorema precisamos enunciar e demonstrar alguns resultados

técnicos apresentados a seguir.

Definicao 2.1. Definamos A por
A =sup{\ > A; : (24) tem uma solugao nao negativa} .

Lema 2.2. Temos A > \;.

Demonstragdo: Usaremos teoria da bifurcagdo para mostrarmos que (2.4) admite
solugoes positivas para A > A\; préximo a \;. Para isso, definimos F : C’g’ B (Q) xR —
C% B(Q) por F(u,\) = —Au — \f(u)f'(u). Temos que F(0,)\) = 0 para todo \. Assim,
usando (4) do Lema 2.1 e sabendo que f/(0) = 1, temos F,(0, \;)v = —Av — A\jv.

Logo

N(Fu(0, A1) = (1),

codimR(F,(0,\)) =1

f)\,u(ov )‘1>¢1 - _le ¢ R(fu<07 )‘1>)

Portanto, (0, A;) é um ponto de bifurcagao para F (veja [24]).
Fazendo a decomposicao

CaP(Q) = (¢1) BV,

onde V = (1) obtemos, pelo Teorema 6.9, uma vizinhanca U de (0, A;) em Co’(Q) x R,
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e fungoes continuas ¢ : (—a,a) = R, ¢ : (—a,a) — V com ¢(0) = A1, ¥(0) =0e
FHOINU = {(ag) + ap(a),d(a)) : a € (—a,a)} U{(0,N): (0,\) € U}.

Seja u = agy + ayp(a). Note que em particular, 1(a) — 0 em CY#(Q) quando a — 0, e
assim u, > 0 em () para « suficientemente pequeno. Vamos mostrar que ¢(«) > Ay para
todo « suficientemente pequeno.

Suponhamos, por contradigdo, que exista uma sequéncia «,, — 07 com ¢(a,) < A;.

Seja u, a solugao positiva do problema (2.4) associada a A = ¢(«,). Assim,

A / nhs = / 6an) f () /(1) 1.

Mas, lembrando que u,, > 0 segue pelas propriedades (2) e (3) do Lema 2.1, que

/Q blen) f () (w)dr < A / £ () (1)
<

A / Un¢1,
Q

o que dd uma contradi¢do. Portanto ¢(a) > A;. ]
Lema 2.3. Seja A € (A1, A). O problema (2.4) admite uma supersolugao.

Demonstragdo: Seja A € (A, A) fixado. Segue da definicdo de A que existe um
Ao € (A, A) tal que o problema (2.4) admite uma solugdo nao negativa u,. Temos que
u; é uma supersolucio para (2.4). De fato, para qualquer fungao ¢ € H(9), ¢ > 0 em

), segue que
/Q Vu, V- A /Q fu) Fu)d > Ao /ﬂ Fu) )b — A /Q Flus) (s )
— (- / Fus) f (us)é > 0,
pois
flug) f'(uy) > 0.

]
Pelo lema anterior, existe uma supersolugao positiva uy do problema (2.4). Sem

perda de generalidade, existe Ry tal que uy(z) > 0 in Bg,(0). Escolhamos R < Ry, tal
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que uy(z) > C, > 0, para toda Bg(0).
Defina

x
v(x) = e*u(=), a> 2,
€
onde u é uma solucao regular e positiva de

—Au=1 em Bg(0) CQCRV,
u=0 sobre 0BRr(0).

Entao v satisfaz
—Av=¢*? em Bgp(0)CcQCR"

v=0 sobre 0B:r(0)

e, pelo Principio do Méximo, v > 0.

Lema 2.4. A funcado
v em B.g(0)

0 em R™\ B.(0)

¢ uma subsolugao para o problema (2.4). E pela construgao

u_ < Uy .

Demonstragdo: Seja 1p € C§°(R2), com ¢ > 0. Precisamos analisar dois casos:

1) supp ¥ N Br(0) = (). Neste caso, temos que (I'(u_),v) = 0, logo u_ é solucao, e

portanto, subsolucao do problema.
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2) supp ¥ N B.r(0) # 0. Neste caso temos pelas propriedades (6) e (9) do Lema 2.1 que

U= e = [ wvea | e

B.r(0)

_ /B RO / P ) f )

BGR(O)

— a2 _ /

. /B R /B IRCLOT

— a—2 - )\ / o
‘ /BER(O) w /BeR(O)ﬂ{’UZl} f (U)f@)w

A !
/B IR ACHCT

\C
< eH/ w——(/ w+/ vw)
B.r(0) 2 \JB.r0)n{v>1} Br(0)n{v<1}
S 6a72+NA o & (/ w)
2 \JBrO)n{v>1}
< N A ACp <0,

para € > 0 pequeno o suficiente e A, C,C; constantes independentes de €. Notemos que
C; de fato independe de €, pois podemos tomar ¢ > 0 em D C B.g(0) N {v > 1}.
Observemos que pelo Teorema das Imersoes e pelo Teorema de Agmon, Douglas e

Nirenberg (Teorema 6.13) temos
e < llu-llwzr@) < Ce™ < Co < Jlut|l -

Para ver outra prova dessa comparacao, veja a Observacao 6.1. [

2.2.1 Prova do Teorema 2.1

Para cada A € (A1, A) temos pelo Lema 2.3, que o problema (2.4) admite uma supersolugao
uy. Além disso, pelo Lema 2.4 existe uma subsolugao, u_ de (2.4) satifazendo u_ < wuy
em €2. Logo, pelo Teorema 6.8 existe u solu¢ao nao negativa do problema (2.4) verificando

u_ < u < uy e, pela Proposi¢ao 2.2 concluimos o Teorema neste caso.

Observacao 2.2. No caso A = )\, temos que a primeira autofuncao do Laplaciano
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funciona como supersolugdo. De fato, pelas propriedades (2) e (3) do Lema 2.1 temos

/Q ViV — A /Q Fef (606 = M / b — M / F(o0)F (61)

- ()
_ A1/Q[ 2 (on))ono 2 .

Pelo Lema 2.4 existe uma subsolugdo u_ de (2.4) tal que u_ < ¢; em €2, logo existe u

solugao positiva do problema também neste caso.

2.2.2  Prova da Proposicao 2.1

Consideremos Ay < A. Pelo Teorema 2.1 existe u solucao fraca nao negativa do problema

(2.4) e ela satisfaz

/ VuVuv = )\0/ f(u)f'(u)v, paratodo v € Hy(Q).
0 Q

L1 =2 [ s

Pela propriedade (6) do Lema 2.1 temos que
[ vt < [ £

A< )X <A.

Fazendo ©v = v obtemos

implicando que

Por outro lado, pela propriedade (3) do Lema 2.1 nés obtemos
A > A

Considerando o problema (2.4) com A = )\, temos que Jo Vol < A [o, [*(vo), onde vy &

Jo [Voo”
fQ f2 UO

a solugao do problema em questao. Logo, < X e assim, o infimo é atingido.
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2.3 O problema ressonante

2.3.1 Reformulacao do problema

Inicialmente observemos que o funcional associado ao problema (2.3) é dado por :

J<u>=%/Q(qu?)wuf—g/gyuf—/ﬂa(x,u).

Pela dificuldade em trabalhar com o termo [, u? |Vu|?, utilizamos a mudanca de varigvel

v= f"Yu) em que f ¢ definida como na Proposigao 2.1. Assim, a partir de .J obtemos,

1 A
10) = () =5 [19e =5 [ 1) = [ G so).
Q Q Q
e observemos que os pontos criticos nao triviais para I sao solugoes fracas de

—Av = Af(v)f'(v) = g(=, f() [ (v), em )
v = 0 sobre 02,

(2.5)

o que equivale a encontrar v € HJ(€2), com v # 0 tal que

/QVvVu — X/Q f)f (v)u+ /Qg(a:, f@)f' (v)u =0, para todo u € Hy(Q). (2.6)

Como ja foi dito, faremos a prova da existéncia da solucao fraca de (2.5) usando o
interessante Teorema 6.11. Para isso, defina os operadores, J, H, F : H}(Q)) — Hy*'(Q),

dados por:
(J(v),u) = Jo VoVu

(H),u) = [of(0)f (v)u

(F(v),u) = Jqg(z, f(v)f )y,

para todo u,v € H}(2) e fagamos

Tv=J—\H+ F.



32

O lema abaixo contém um resultado bem técnico que sera util durante a prova do

teorema.

Lema 2.5. Seja v, — v em H}(Q). Entdo H(v,) — H(v) e F(v,) = F(v) em H;*(Q),

quando n — 0.

Demonstragao: Para todo v € H}(£2), observemos que

(H(vn) — H(v),u) = /Q[f(vn)f’(vn) — () f' (0)]u.

Visto que v, — v em H{(f2), segue pelo Teorema de Imersao, passando & subsequéncia
se necessario, que v, — v em LP(2), 2 < p < 2* e, assim, v,(x) — v(x) qtp e existe

h € LP(Q) tal que |v,| < h qtp em Q. Segue da propriedade (1) do Lema 2.1 que

f(on(@)) f (vn(x)) = f(0(2))f'(v(z)) qtp em €,

e usando a propriedade (11) do Lema 2.1 podemos aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada e concluir que

/Q F (0a(2))  (0a()) / F(o(@) £ (v(z)).

Por outro lado,

(F(va) — F(v),u) = / 9z, (o) f' () — gl F@)F ()]

Q

pelo que vimos acima e pelo fato de g ser Carathéodory, temos

9@, fa)) f'(vn) = g(z, f(v)) f(v).

Segue de (G2) que

l9(z, f(va))f'(vn)| < 0(2) + p(2) [f(va)[" < 0() + p(a) Joal"

visto que p € L™ temos que o(x) + ph” € L&) (Q). Logo, pelo Teorema da Convergéncia
Dominada, g(., f(v.))f'(vn) — g(., f(0))f'(v) em (LE)(Q))*. Como € é um dominio

limitado, segue que
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90 Fwn))f'(vn) = g( f(0)) f'(v) em LY(Q).

2.3.2 Prova do Teorema 2.2

Dividiremos a prova em quatro etapas.

1) T é limitado, isto é, leva conjuntos limitados de Hj(f2) em conjuntos limitados de
HH Q).

Para isso, iremos mostrar que J, H, F' sao operadores limitados. Seja v € H}(Q) tal que

||| < M, para algum M > 0. Pela desigualdade de Holder, temos
1 1
2\ ? 2\ ?
/VUVU S(/]Vv\) (/|Vu\) :
Q Q Q

Logo sup [(J(v),u)| < M.
Usando novamente a desigualdade de Holder e a desigualdade de Poincaré, obtemos

[[of=1
, 1
< [Wreu < 2 [ <.

/Q ) (w)u

Assim,

sup [(H(v),u)| < CM.

[[ull=1
Finalmente observemos que, pela desigualdade de Holder, (G3) e (3) do Lema 2.1,

temos

o gt FDF @l < fylote @)l < fyous fyplf)]
SNV (fo lal )T+ (o el E (fy loul )

< (fQ‘U
Y 1 , * 1* * T sy 1 * 1
< (o lo1® @7 (Jo lul )=+ (f [T (o 1o%) = (o [l )=

Logo, pelo teorema das Imersoes |,

1 1
o1\ BV ; AN
gc(/w >) T o (/\p\) Jull,
Q [9]

/Q o(z, f(0)f ()
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consequentemente,

“ =y 3
sup |(F( |<C’(/|c72 > +MT</|p|S) < 00.
flull=1 Q

2) T é continuo, isto é, se v, — v em H}(Q) entdo Tv, — Tv em Hy'(Q). Pelo Lema

2.5 temos que H e F' sdao continuos. Vejamos a continuidade de J. Sejam v,,v € H}(Q),

tal que ||v, — v|| — 0, pela desigualdade de Hélder temos

190) = S0, = sup [((0) = J0)0)] < sup ([ 70, -7 ) ol

l|lul|=1 flull=1
Logo
|J(v,) — J(v)]], = 0, quando n — oo.

g9(z,s)

> )e

3) T é coercivo, isto é, (T'v,v) — oo quando [|v]| = co. De (G3) temos

glz, f(v) _ gz, f(v)['(v)v

assim = , como f(v)f'(v)v > 0, para todo v, temos

fw) fw)f'(w)v

g(z, FW) /(o) — XF(0) ' (w)0 > 0.
Assim,
(T, v) = /Q Vol + /Q (a(. () f'(0)o — 7 (v / Vol

Portanto, T" é coercivo.

4) Definamos o operador ¢ : H}(Q) x HL(Q) — Hy'(Q) por
(@0, w),u) = (J(v),u) + ((F = XH)(w),u).

Temos que ¢(v,v) = T'(v), para todo v € H} (). Seja t,, uma sequéncia tal que ¢, — 0 e
u,v,w € H}(Q). Entao

o(v+ tyu,w) = J(v + tyu) + (F — XH)(w).

Como J é um operador continuo, entao ¢(v + t,u, w) — ¢(v,w). Observemos que para
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todo v,w € H () temos

<¢(Uv 'U) - (b(U), U)u v = U)> = <J(U) - J(U)),U - w> :
Agora, pela desigualdade de Holder, obtemos

(J(v) = J(w),v —w) = [, VoV (v —w)— [, VwV(v—w)

= [y IVo]? = [, VoV + [, Vu? — [, VuVo
o V0l + Jo [Vl = (fy IVl V)3
~(Jo [z (Jo IV0I*)2
loll® + [lwll* = 2 [[oll [lwll = (Jlo]] = flw]})* > 0.

Y

Assim,

(p(v,v) — d(w,v),v —w) > 0.

Seja v, — v em H} (), quando n — oo e

lim (p(v,, v,) — &(v,v,), v, —v) = 0.

n—oo

Logo, |[vn| — |lv|| quando n — oo. Segue da continuidade de (F — MH) que
d(w,v,) = ¢(w,v), quando n — oo, para um arbitrdrio w € Hy(2). Seja agora
w e HYQ), v, = vem H(Q) e p(w,v,) = 2z quando n — oo . Temos (¢(w,vy,),v,) =
(p(w,vy),v) + (d(w,vy),v, —v). Mas, por suposigao (p(w,v,),v) = (z,v) e devemos

mostrar que (¢(w,vy,), v, —v) — 0 quando n — oco. Agora, por defini¢ao, temos

(J(w), v, — v) + ((F — XH)vn, vy — v)
= (J(w)+ (F = AH)v,v, —v) + ((F = XH)v,, — (F — AH)v,v, — v).

Observemos que <J(w) + (F — AH)v,v, — v> — 0, quando n — oo, visto que v, — v

quando n — oo e

K(F—XH)UR — (F — XH)v, v, —v>|

IN

|(F = XH)v, — (F = XH)v||_ [|v, — v
C||(F = XH)v, — F = XH)v||_,

IN
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pois sendo v, fracamente convergente, logo ela é limitada em H} (). Pelo Lema 2.5 temos
|[{(F = XH)v, — (F — XH)v, v, — v)||, — 0 quando n — oc.
Assim,
(p(w,v,), v, —v) = 0, quando n — o0

e entao,

(p(w,vy,),v,) = (z,v), quando n — 0.

Segue do Teorema 6.11 que a equagdo Tv = 0 tem uma solugao em Hj(2). Observemos
que tal solugao fraca é nao trivial, pois T/(0) # 0, gracas a hipdtese (G1). Para concluir a

prova do teorema precisamos verificar a seguinte proposigao:

Proposigao 2.3. Se v € H}(Q)) € um ponto critico de I, entio u= f(v) € H}(Q) é uma

solu¢do fraca para o problema (2.3).

Demonstracao: Basta repetir os argumentos usados na Proposicao 2.2. [



Capitulo

3

Existencia de solucao para equacoes quase

lineares envolvendo expoente supercritico

Neste capitulo, inspirados pelo artigo [4], desejamos estudar o problema:

—Au— AW u = M+ k(@) |u|" " u—h(x) |u " u,  emQ

(3.1)
u =0, sobre 0f2,

onde Q@ C RN, com N > 3, é um conjunto aberto e limitado com fronteira suave,

3<qg<r<oo, e h,k fungoes nao negativas satisfazendo as seguintes hipoteses:
(Hy) suppk C supp h.

(Hy) h,k € LY(Q) sao fungdes nao negativas e supp k, supp i tem medidas positivas.
Observacao 3.1. Note que, neste caso, a nao linearidade pode mudar de sinal.

Observando o problema acima, percebemos que tecnicamente, existem duas grandes
dificuldades para se demonstrar a existéncia de solugao. Uma delas é a presenca do termo
A(u?)u, a qual serd superada empregando a mesma mudanca de varidvel do capitulo
anterior. A outra, é o fato dos expoentes ¢ e r poderem ser supercriticos, e com isso,

o funcional associado ao problema nao estd bem definido no espago de Sobolev usual.
k(x)
h(z)

e construimos um espaco e uma norma adequada. Tal espaco, como pode ser visto no

Para contornar isso impomos uma condicao de integrabilidade sobre o quociente

Apéndice, é um espaco de Banach reflexivo.
Superada essas dificuldades tratamos o problema usando minimizacao, juntamente

com o método de sub e supersolucao. Finalmente, mostramos que a partir da solugao nao

37
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negativa do problema modificado (apds a mudanga de varidvel) conseguimos uma solugao
nao negativa para o problema (3.1).

Ao longo deste capitulo usamos algumas notacoes: €1 = supph; 2 = suppk,
Q={zecQ:hx)=0}eX=X\Q).

O principal resultado do capitulo é o seguinte teorema.

Teorema 3.1. Sejam 3 < g < r < oo. Suponha que (Hy) — (Hy) valem e que

/92 k() [#} o (3.2)

Entdo, existe um nimero \* com —oo < \* < X tal que, para todo \ € (A*,X(ﬁ)) 0
problema (3.1) admite uma solugao fraca nao negativa, onde X\ estd definido na Proposicio

2.1.

3.1 Reformulacao do problema

Observemos inicialmente que o funcional energia associado ao problema (3.1), é dado por

J(u):%/Q(HQu IVul® — /\ — k() |uyq+l+L/Qh(x)\u|T“.

q+1 r+1

Todavia, devido a presenca do termo fQ u? |Vu]2 utilizamos argumentos similares aos
desenvolvidos em [46] considerando a mudanga de varidvel v = f~'(u) em que f estd
definida como na Proposicao 2.1. Vale ressaltar que apesar disso facilitar em certo sentido
os calculos, ela trard um outro problema, a perda da homogeneidade.

Depois desta mudanga de varidvel, a partir de J obtemos o funcional:

B =60 =5 [ V=5 [ 1#@F-— [ M@l [ h@ e

r+1

que esta bem definido no espago

w={uem@: [ nwlror <o,
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o qual € um espaco de Banach reflexivo quando munido da norma

nwwzwwfqg§&+(4mmv@mM)M}

( veja as Proposigoes 6.1 € 6.2). Note que os pontos criticos nao triviais de I sao solugoes

fracas de

1
—Av= —————=g(\,x,v), em €,

(Pf)\) . 1—|—2f2(1})
v= 0 sobre 0,

onde g(\, z,v) = Af(v) + k(z) | f(0)|*" f(v) = h(x) [f(0)]" f(v).

O sequinte resultado serd utilizado em vdrios momentos neste e no proximo capitulo.

Lema 3.1. A seguinte desigualdade € vdlida para todo w € R, comr >s >0, k>0e
h >0,

ks k17
MW—MWSQiTzaw}]. (33)

T—3S8

Demonstracao: Observemos que

klul* = hlul

B ks h = - h =3 f
ps |\ Kk “ k “
YT ) < () )
= k “ k “

r

T—5

< Cr,shj,

r—s

visto que, a funcao f(t) =t°*—t" é limitada superiormente por uma constante que depende
somente der e s. [

O proximo lema é crucial para nosso trabalho.

Lema 3.2. Suponha que (3.2) ocorra, entao
/ k(z)|f()|" < oo,  para todo ue W.
Q

Mais especificamente,

Aw) = = [N = =5 [ h@) e
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€ finito para uw € W. Logo I estd bem definido em W.

Demonstracao: Usando a desiqualdade de Holder temos

Jo () @)1 = Jo, Ue(a)) 7 () 5 () 5 1 0]
(f% [ q<fbgi§>g+i} :q> - (fQQ [(h(x))% |f(v)|q+1] ;ﬂ> 2
= (fgz k(x) [%} W) T <f92 W) |f(v)|r+1)gﬁ '

Pelo Lema 6.3 e por (3.2) temos que A(u) € finito para uw € W. Consequentemente I
estda bem definido W. [

Proposicao 3.1. O funcional I\ é Gateaux diferencidvel em W e

_ o q 1 r—1 ’
0,6) = [ Vovor [ 1)@= [ K@) [Fol 107 ot | b i@ fe)7 w6,
Demonstragao: Observemos que para v, ¢ € W fizados temos pelo Teorema do Valor
Médio
/ v+ t(b — (v /
f(€
onde

min {v,v + t¢} < & < max{v,v + to}.

Note que para |t| < 1, |&| < |v| + |¢|, usando (2), (10) e (11) do Lema 2.1 e o fato de f

ser crescente, obtemos

£ (€)' (§)ol

£ (O]l
Crf () (O] f (o )|+Cz|f( ) (©112(0)]

O AL O] + 2 f 21 12(6)
01|f<f>||f<¢>|+07|f2< )
(ol + 16D] 1£(Jo] + 18D)] +

< Cylf(jo] +[8]))* + Ca | £2(0)]

INIA

IN

IN

\/—|f()|

onde o lado direito pertence a L*(Q). Como f(&)f' ()¢ — f(v)f'(v)g, logo pelo Teorema
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da Convergéncia Dominada de Lebesgue, concluimos que

Ry

Observemos que para v, ¢ € E firados temos pelo Teorema do Valor Médio

- [ IO e 0,

qg+1

onde

min {v,v + t¢} < & < max{v,v + to}.

Note que para |t| <1, |[&| < |v|+|¢| usando (2), (10) e (11) do Lema 2.1 e o fato de f

ser crescente, obtemos

71 ol = [ (]9l
< 01 [FUONf (D) + Co Ifq( )F(EI(2)]
< Elfq(é))llf( )|+\/—|fq‘1(€))||f2(¢)|
<

&
Col (ol + [@DIf (o] + |oD] + 7 [fH (ol + 1D 1f2(8)]
Cs | f(lo] + |oD|".

IN

Pelo Lema 3.2 temos que [, k(x)|f(Jv] + 1)) |7 < oo, isto é, k(x)|f(jv] + |o))|*T e
LYQ). Como f € C=®, e fIYEf ()¢ — fiT(v)f (v)d, logo pelo Teorema da

Convergéncia Dominada de Lebesque, concluimos que

i Qk<x>f“<“”¢> ) - [ M) we

t

De modo andlogo provamos que

/S;h(l')fr—i_ (U+t¢) _fH_ (U) — /(;h(il?)fr<v)f/(v>¢

t

lim
t—=0r + 1

]
Como pode ser wisto em [}], nao € possivel encontar uma solug¢do cldssica para o
problema, pois nao consequimos aplicar o Teorema de Brezis-Kato (veja [59]), sendo assim

sequimos os arqumentos encontrados em [36, Proposi¢ao 2.4] para garantir o seguinte
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resultado.

Proposicao 3.2. Se v € W ¢é ponto critico do funcional I, entdo u = f(v) € solucao

fraca do problema (3.1).
Demonstragao: Como v € W, seque do Lema 2.1 que |u] = [f(v)] < |v|, e
|Vu| = |f'(v)Vv| < |Vul, ou seja, u e W.

Como (f~(t))" = m = /14+2f2(f1(t)) = V1 + 2% seque que (f~1(t))" =
2t

V1422

e assim,

Vv = (f1(u)Vu = V1 + 2u2Vu.

Observemos que para cada v € C(Q) temos ¢ := (f'(v)) M = (f7H (u)y € C(NQ)
com

2up
Vo= —>Vu+ V1+2u2Vi.
¢ V14 2u? " WY

Jd que v € ponto critico de Iy, ou seja, solucao fraca de

1 =1 £ — i D £l
_AU:H—HQ(U) (M () + k(@) [f ()" fv) = h@) [f () f0)]

logo

/Q Vove = / SO (@) + k(@) |F0)7 [£)] - ha) [f @) @),

para toda ¢ € W. Fazendo as substituicoes adequadas, encontramos
/[2 IVul® wh + (1 + 2u*) VoV = /[)\u + k() [u|" = h(z) [u] " u).
Q Q

Portanto u € W € solugdo fraca de (3.1). n

3.2  Busca pela soluc¢ao

Com base no que discutimos anteriormente, estamos interessados em buscar solucao fraca
para o problema (Pyy). Para tanto precisaremos de alguns resultados técnicos que serao

apresentados a sequir.

Lema 3.3. Supondo wdlido (3.2) temos que o funcional Iy é coercivo e limitado

inferiormente em W para todo A < A(2).
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Demonstragado: Inicialmente observemos que por (3.8) temos

q+1 1 r+1
T HE ) = e o hia) L)

g+1
Ak
SC’//{;{—} < () < 4o0.
0, LI

Agora podemos estimar I,

1 A 1 .
L(v) = §fQ|VU|2—§fQ|f(U)|2 fg ()" + ?fgh(xﬂf(v)“l
1 A\ .
> §||Vv||§——fglfv2 —fQ OINClasEe!
1 "
> S IVelz—3 2 o lof? T fQ T-an

(3.4)

Para concluir nosso lema observemos que existe uma constante Cy tal que ||v], < Cy
sempre que I\(v) < C4.

De fato, suponhamos, por absurdo, que exista uma sequéncia {u,} C W com I(u,) <

C1 mas ||uy||, — oco. Fazendo v, = , seque de (3.4) e propriedade (12) do Lema

[[tnlly
2.1 que
1 2 2 A 2 r+1
],\(HUanUn) e~ ||Un||2 vanHQ - _fQ |f ||Un||2vn)| - C+ fQ |f ||Un||2vn)|
MlunH .
> HunHzHV ally = =52 fo [ f(va)]” —Cto— fg 2) 1 f (lnl va) 7
MlunH
> HUHHQHV alls — 5 2 [ f )P = C
MlunH
> HunHzHV vally = =52 fo loal” —
Assim,

1 2 > Ml 9
C > < unlls Vol — =52 [ vl
2 2/,

e dividindo tudo por ||u,||, observando que ||v, > = 1 obtemos

>\

W= 2 <o(l
5 IVl = 5 < o)

e portanto, v, — vy em Hy (), quando n — oo, com |[vgll, = 1.
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Seque também de (3.4) e da propriedade (9) do Lema 2.1 que

C2 Lulivez - 2L e, - Ot gt Ja )l )
> L 9 - A”“"”? Jolan)f = ¢+ AL o0
. Auunnz o o) _O+O||(n|| 2 )

N _% o C !un” g [ () [ V2.

Dividindo tudo por |[u,||5, observando que ||v,||5 =1, e fazendo n — oo, temos

[ il

h n(r+1)/2<0
bnlle = [ o2 <

logo
/ h(z) v, [T = 0.
Q

Além disso, seque do lema de Fatou que :

0 g/h(x) | gliminf/h(x)

Se h>0 gqtp em Q, jd temos a contradi¢ao desejada pois ||vo|l, = 1. Por outro lado, se

+1
=0.

vo € HE(Q) e supondo vy # 0 em Q. Segue que

> 1 2 2 A ||un||§ 2
C> §||un”2||vvn||2_ 5 |f(vn)|
Q

dividindo tudo por |u,||> temos

V0l — A / Pl < of1),
e assim,
vang—A/ | f(vo)]> < liminf || Vu,||2 — lim / |f(v)]?,
Q n—oo n—oo Q

ou seja,

Vo2 < A / o) < 2@) / o)

O que contradiz a definicdo de .
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Agora estamos em condi¢do de concluir o lema. Suponhamos por contradicao que
|lv]lyy = 00 mas I (v) < C, logo por (3.4) temos wma contradi¢do, visto que

_2_
1

o]l < Vo], +1+ (/Q hz) |f(v)|’"+1) =

Portanto sempre que ||v||;, — oo temos Ix(v) — oo. n

O proximo lema estabelece um resultado de semicontinuidade para Iy.

Lema 3.4. Suponha que (3.2) € satisfeito. Se {u,} € uma sequéncia em W com I, (uy)
limitado, entao erxiste uma subsequéncia (também denotada por u,) tal que u,, — uy em
W, comuye W e

I(up) < liminf I (uy,).

n—oo

Em particular, I atinge um infimo sobre W.

Demonstracdo: Seque de (3.4) que |[Vunlly, < C, [oh|f(u)|™ < C. Dai, existe
uma subsequéncia (u,), que converge fraco para ug em W. Logo, u, — ug em H}(Q) e
forte em LP(Q), com 1 < p < 2*, além disso u,(x) — up(z) qtp em Q.

Assim, temos que

1 , 1 , 1 , 1 ,
mk(ﬂf) | f (un)] H—H—lh(ﬂ?) | f ()| — q+—1k($) |f (o) H—mh(fl‘?) | f (uo) "

quando n — oo. Da desigualdade (3.3) temos

) )"~ ko) < cr ]

Observemos que 2 = AU B, com

1 1
A= {ee 0 K@) - @) ) 20
€
1 1
B= {x eN: mk(m) | f (un) ] — mh(m) | flun) | < O} :
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Assim, pela condi¢ao (3.2) temos pelo Teorema da Convergéncia Dominada que

[ | @) - )| -

qg+1 r+1

[ |l = ) ™|

+1 r+1

quando n — oo. Agora, temos pelo Lema de Fatou que

[ |- @ 1 4w ™| <
immint [ | (@) £+ b))

Portanto, seque do que acabamos de discutir e da semicontinuidade da norma que

hm mf I (uy)

—%gg{t/wn|—1/u B = [ ke )
fQ |f u, r+1}

z;@w%|—§EUuw 7 Ja B L o)™ = o bl 1 o)

= ]A(UO)~

Vimos no lema anterior que I, € coercivo e limitado inferiormente em W, e pelo que
vimos acima, seque do Teorema 6.2 que I atinge um infimo em W. [

Agora estamos preparados para estabelecer nosso primeiro resultado de existéncia.

Lema 3.5. Suponha que (3.2) ocorra, entdo existe €g > 0 tal que (Pry) admite solugao

nio negativa v € W\ {0} para todo A com X — ey < A < A(€).

Demonstragao: Seja (v,) C W\ {0} uma sequéncia minimizante para I, isto é,

a = lim I(v,).
n—oo

Observando que I)(|v,]) = Ix(v,), podemos considerar (v,) nao negativa. Devemos
mostrar que (vy,) € limitada em W. Como I(v,) € uma sequéncia numérica convergente,
existe C > 0 tal que Ix(v,) < C, como Iy € coercivo, temos que ||v, ||y, < C, assim existe
veW,v>0 tal que v, = v em W. Seque do fato de I ser fracamente semicontinua

inferiormente, que I\(v) < liminfI)(v,) e assim, o = I\(v). Consequentemente v é
n—oo
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minimo de I, em W, e de modo particular ponto critico de Iy, ou seja,

(I\(v),u) =0,

para todo v € W. Resta mostrar que infy, I, < 0, no intervalo desejado, pois deste modo
a solucdo encontrada € nao nula. Consideremos X < X. Seque da Proposicio 2.1 que

existe vg € Hy () tal que
Vuol?
Jol Vol Y (3.5)
fQ |f(UO)|

Pela regularidade de vy, e (Hy) temos que vg € W, pois seque da propriedade (3) do Lema
2.1 temos que [, h(z)|f(vo)] < Jo, ) Jv) T < Sup lvo| T ||h|l, < oo. Segue que dado

vo € Hg(Q) satisfazendo (3.5), entdo todo ug = tvg comt € R,0 <t < 1 satisfaz

fQ |Vu0|2 _
Jo 1f (uo) =N 30

De fato, € suficiente verificar que

t? fQ|V7J0’2 < fQ|VU0|2
JolF@uo)l* ™ fo 1 f(wo)f?

0 que equivale a mostrar que

e [ 15l < [ 1w

fato este que € verdade pela propriedade (13) do Lema 2.1.

Agora, estamos em condigoes de estimar o funcional. Observemos que de (3.6) temos

I)\(tvo) =
t? A q+1 1 r+1
3 170 = 0O — g AT oy 0 T 5
A .
5 fQ |VU0’2 - 5 fQ |f<tU0 ‘ - fQ |f tv ‘q—H + fQ ’f tU +1 <
tq+1 q+1 t?"+1 7’+1
— Jo E(2) vol +1fg ) v

Logo, I)(tvy) < 0T quando t — 0, visto que ¢+ 1 < r + 1. Por continuidade temos que

existe €g > 0 tal que a desiqualdade estrita continua vdlida para X > X — ey. Portanto
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infg ), <0 quandoAZX—eo. m

3.3 Prova do Teorema 3.1

Seja

N =inf{\: (Pr\) admite uma solu¢do nao negativa} .

Pelo Lema 8.5 temos \* < X. Agora mostremos que o problema (Pfy) tem solugdo para
cada \* < A < X(ﬁ) Seque da definicio de \* que, para cada N > \* existe u com
A< < X\ e uma solugao nao negativa w > 0 de (Py,). Observe que u € uma subsolugdo

para (Pry). De fato, como u € solugcdo para (Py,) entio para todo ¢ € C3°(2)

0 = (L(w), )
— [ vuve -y / F(w)f (u)d— / k() | )] S (w) + / B | F W) fwe
> ] VuVe — A f FW) ' (w)é - f k() | F(w)]? F(w)é + ] W) | F )] (w)o
Q Q Q Q
— (I(u). 6).

Agora, para cada \ < X(ﬁ), considere o sequinte problema de minimizacao:
ij\r}[fb\ onde M={ueW: :u<u}.

Gragas aos Lemas 3.4 e 3.3, o problema atinge um infimo, digamos em w € M, isto €,
weW ew > u. Além disso, seque da continuidade de Iy e do fato de w ser o infimo
que (I3 (w), ) > 0, para todo 0 < ¢ € C§°(Q), ou seja, w € uma supersolugao para (Pry).
Pela estrutura de Iy, (Lemas 3.4 e 3.3) seque pelo Teorema 6.8 que existe vy € W solugdo

nao negativa de (Pyy) satisfazendo u < vy < w.



Capitulo

4

Multiplicidade de solucao para equacao de

Schrodinger quase linear

Inspirados pelo artigo [4] desejamos estudar o problema:

—Au— AW =M+ k(@) |ul " u—h@) |Ju e em Q
u=>0 sobre 052,

(4.1)

com 3 < q<r<oo, h,k funcoes nao negativas satisfazendo as sequintes hipoteses:
(Hy) suppk C supph;
(H) h,k € L*(Q) sdo fungdes nao negativas e suppk, supph; tem medidas positivas.

Ao longo deste capitulo usamos as sequintes notacoes : 2y = supph, Qs = suppk;,
Q={zeQ:h(x)=0} e X =XQ). O principal resultado deste capitulo estd compilado

abaizo.

Teorema 4.1. Seja 3 < q < r. Suponha que (Hy) — (H}) valem e que

[[=] <om
o | h(z) "

Entdo existe um nimero \* com —oo < \* < \ tal que

1. Se \* < X < X(Q) entdo o problema (4.1) admite uma solucio ndo negativa.

2. Se \* < X\ < X o problema (4.1) admite duas solugdes nao negativas, 0 < wy < vy.

Observemos que A(€2) > M) e A(Q) = oo, quando Q tem medida nula ou é vazio.

49
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4.1  Reformulacao do problema e preliminares

Procedemos como de costume procurando pontos criticos para o funcional energia

assoctado ao problema, a saber :

I =5 [ 2y vl =5 [ ol = = [ k@) ™ + = [ re

Pela dificuldade em trabalhar com o termo [, u® |Vu|2, novamente utilizamos o método
desenvolvido em [{6] considerando a mudanga de varidvel v = f~'(u) em que f estd
definida como na Proposicao 2.1. Apesar disso facilitar em certo sentido os cdlculos,
ela trouxe um outro problema, a perda da homogeneidade. Apds a mudanca de varidvel,

obtemos a partir de J, um novo funcional:

L) = JIW) = 5o [T = 5 lF O = = o k@) )"

e o hl) |f<v>V“,

que estd bem definido no espaco:

w={ue H@): [ ho i <o)

o qual € um espacgo de Banach reflexivo quando munido da norma

el = 157l +?§£% {1 + </Q h(z) |f(€u)|r+1)’"“}

( veja as Proposi¢oes 6.1 e 6.2 ). Note que os pontos criticos ndao triviais de Iy sdo

solugoes fracas de

1
—Av = ———g(\, z,0), em €,

(ﬁf)\) : 1—|—2f2(1))
v=1>0 sobre 09,

onde g(\,,v) = Af(v) + k(z) | f )" f(v) — h(z) [f ()" f(v).

O proximo lema € crucial para o nosso trabalho.



ol

Lema 4.1. Suponha que (x) ocorra, entdo :

/ k(z) |[f(0)|*™ < oo,  para todo ue W.
Q

Mais especificamente,

A(r) = —— <x>|f<v>\q+1—# / h(z) | f )

q+1 r+1
€ finito para uw € W. Logo I estd bem definido em W.

Demonstragao: Usando a desigualdade (3.3), a propriedade (3) do Lema 2.1, e as

desigualdades de Holder e Poincaré obtemos,

fg () |f |qul 20+ 1) Jo h(@) | f)[

< Coll;

2~ CHVUHQ

Logo A(v) € finito para v € W e consequentemente I estd bem definido W'. [

A prozima proposicao traz algumas propriedades do funcional I.
Proposicao 4.1. O funcional I satisfaz as sequintes propriedades:
(1) I € continua em W.

(2) I é Gateauz-diferencidvel em W e

/was—A/f(v / V)T f () f (v)¢

/Q B() | F @) F () (0)6.

(3) 1 € continuo em W.

Demonstragao: Provemos (1). Seja v, — v em W, logo v, — v em H}(Q) e
pelo teorema das Imersoes temos v, — v em L'(Q) para 1 < t < 2%, assim passando a

subsequéncia, se necessdrio, v,(x) — v(x) qtp em Q, e existe hy € L*'(Q) tal que |v,| < hy.
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Pela continuidade de f temos f2(v,(x)) — f2(v(z)) e como | f2(vn(x))] < |val” < h2, logo

pelo Teorema da Convergéncia Dominada temos

/Q (o) = / ().

A convergéncia da outra parte do funcional estd provada na Proposi¢do 6.3.

A prova de (2) € andloga a da Proposi¢cdo 3.1.

Prova de (3): Observemos que, Iy : W — R, I{ : W — W* v — I{(v) com
I{(v) : W = R, e que é suficiente mostrar que (I\(v,) — I} (v),u) — 0, para todo u € W,

ou seja, se v, — v em W entao I{(v,) — I5(v) na topologia fraca * de W*. Pois assim,

(Liad=10) )]

[on =]

verificamos

13 (vn) = L), = sup
l[ull#0

Seja v, — v em W, assim v, — v em H&(Q). Logo v,, = v em L%, com 2 < s < 2F e,
passando a subsequéncia, se necessdrio, temos v,(x) — v(x) quase sempre em Q e existe
h € L*(Q) tal |v,(z)| < h. Assim, seque de (1) do Lema 2.1 que f(v,)f (v,) — f(v)f'(v) e
pelas propriedades (2) e (3) do Lema 2.1 temos que |f(vy,) f'(vn)u] < |vn||u| < hye |u]. Pela
desiguladade de Holder, temos hy|u| € LY(Q), logo seque do Teorema da Convergencia

Dominada que
| 1@ [ s

O restante da prova seque como na Proposicao 6.35. [

4.2 Resultados de existéncia

Nesta se¢cao enunciamos e provamos alguns resultados técnicos que serao utilizados na

prova do teorema principal.

Lema 4.2. Supondo wvdlido (%) temos que o funcional I\, € coercivo e limitado

inferiormente em W para todo A < X(Q)

Demonstragao: Iniciamos fizando 0 < € tal que A < (1 — e))\(ﬁ) Para 6 > 0

e M > 0 podemos decompor €y = X UY U Z, com X,Y e Z conjuntos mensurdveis
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definidos como seque:

X = {2z kx)<M e h(x)>d}
Y = {ze€Q:k(zr) <M e h(x)<d}
Z = {xeQ:kx)>M}.

Novamente usaremos (3.3) para obter estimativas que serdo usadas adiante:

D O = g S hla) )

:*; (4.2)
S Cl fX Lq.u S CQa

xT)r—a

e usando a propriedade (3) do Lema 2.1 e a desigualdade de Holder obtemos,

1 T
mfyuzk z) |f(v)|q+1 20r + 1 fYUZ f(v)] i
qﬂfm D) I @F = 50735 Foz M@ I 1 @F
k(ﬁ):}‘ 2
<, i
< Cur Jrus o 110)
k(x):‘ll 2
<Cq7" U T =1
= by, fY Zh(l’)’" I v
(

r—1 N
k :C)’“ q 2
<G| = lvll-
" [hmr—i] :

Gragas a (H)) temos |Z| — 0 quando M — oo e para fizado M, |Y| — 0 quando

0 — 0. De (x) nds podemos escolher M suficientemente grande e § > 0 suficientemente

LN\ ®
o / bla) < 8y (4.3)
YuZz h(g;)r—q 2

onde Sy denota a constante de Sobolev, ou seja, Sy = inf{HVqu Hlullon(v—g) = 1}.

pequeno tal que
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Agora podemos estimar Iy, usando (4.2), (4.3) e a propriedade (3) do Lema 2.1. De fato,

| A | .
Iy = 5 Vo3 — 5 Jo lF ()] = SN o]z — Ce + Nt 1) [y h(@) | f ()"
1 A 1 -
> §||VU||§— §||f(v)||§—51v v][5. Cf+mf9 h(z) | flo) ™
1 1
> ~(1-¢€)||Vo|; - 5 ||f(U)||2 —Ce + 1) [y h(@) | flo)

2

1 2 A 2 1 r+1
> Z(1—¢)||Vol2 =2 — S ,
> SU=QIVel = 5 Il — Cot gy Jah@) )

Para concluir nosso lema observemos que existe uma constante Cy tal que ||ull, < Cy
sempre que I(u) < Cy e procedemos como no Lema 3.3 ]

O proximo lema trata da semicontinuidade do funcional Iy. Vejamos.

Lema 4.3. Suponha que (%) é satisfeito. Se {u,} é uma sequéncia em W com I (uy)
limitado entao existe uma subsequéncia (também denotada por u,) tal que w, — ug em
W, e

I\(ug) < liminf I (uy,).

n—oo

Demonstragao: Seque da coercividade do funcional (Lema 4.2) que ||Vu,l|l, < C,
Joh |f(u,)|"™" < C. Dai, existe wuma subsequéncia u,, que converge fraco para uy em W.
Logo, u, — ug em H}(Q) e forte em LP(Q)), com 1 < p < 2%, além disso, a menos de
subsequéncia, u,(r) — uo(z) gtp em Q e existe hy € L, com 1 <t < 2%, tal que |u,| < hy.

Assim, temos que

1 q+1 1 r+1 1 g+l 1 T’+1
() ) 77 ) )7 = (o) o)™ o) o)
qtp em Q quando n — oo. Se, s 1k(a:) | f ()| = H%h(l‘) | f(un)|" ™ >0, entdo pela

desigualdade (3.3) e pela propriedade (7) do Lema 2.1 temos

k(@) 1 £ ()| = (@) | £ ()7 = K@) 1 ()T = Bl) £ ()

= (k@) [f ()" = h() |f (wa)]")f (un)

k’x:i;
M

h(x)r=4

( >,«:
k(x)r=a
(z)

IA

IN

C——

q—
h:ch
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q

r—1
Pela desigualdade de Hélder e condigcao (%) temos que C’L_lht € LY(Q). Logo pelo
x)ra

Teorema da Convergéncia Dominada obtemos que

[ @) = o h ™| -

qg+1 r+1

|k - ) ]

qg+1 r+1

quando n — 0.

k() (o)™

r+1

Caso h(z) | f(uo)|™ < 0, temos pelo Lema de Fatou que

|-t o + 11 @) )™ <

qg+1 r+
imint [ |~k ) 4 ) ).

Portanto, seque do que acabamos de discutir e da semicontinuidade da norma que

fim nf 7 (1) — liggf{l [l =5 [l - = [ k@)
fQ |f un r+1}
> fﬂ Vol = 3 o L)l = — Jo k() ()™
e b))

= [/\('LL()>.

v

m Vimos no lema anterior que I\ é coercivo e limitado inferiormente em W, e pelo que

vimos acima, seque do Teorema 6.2 que Iy atinge um infimo em W.

Lema 4.4. Suponha que (%) ocorra, entao eziste g > 0 tal que o problema (ﬁf,\) admite

solugdo ndo negativa u € W para todo X com X — ey < A < A(Q).

Demonstracao: Idéntica a prova do Lema 3.5. [
Prova do Teorema 4.1 item 1. A prova € andloga a demonstracao do Teorema
3.1.

O lema sequinte fornece uma reqularidade para a solugao do problema modificado.

Lema 4.5. Suponha que (%) ocorra. Entao cada solugao de (ﬁf)\) pertence a C*(Q) com

O<a<l.
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Demonstragao: Seja uw € W uma solugao fraca ndao negativa de (?p\). Assim, u
satisfaz

—Au=a(m N1+ [u)  em  HY(Q),

com

A () f'(w) + k| f @) f () f(w) = BLF ()] f () f'(u)

ale,u) = 1+ [
_ M@ () + @I = R @) f () f(u)
1+ Jul
k(z) ]
< a4 Ck(x) {m} , se x €y,
0, se x & Q.

Como Q é um dominio limitado, seque por (x) que a* = max{a,0} € L= (), e pelo
teorema de Brezis-Kato (veja [59, Lema B.3]), w € L'(Q) para todo 1 <t < oco. Assim,
seque da propriedade (6) do Lema 2.1, da limitagao do dominio e do fato de h,k € L*>(Q2)
que g\, z, f(u))f'(u) € LY(Q), para todo 2 < t < oo, onde

g\ @, fu) f(w) = Af () f'(w) + K [£ ()| flu)f (w) — B[ f ()]~ fu)f ()

e pela desigualdade de Calderdn-Zygmund (veja [59, Teorema B.2]) temos que u €
W?24Q). Finalmente, pelo teorema das Imersées de Sobolev, u € CY*(Q) com 0 < o < 1.
n

O seguinte resultado tem grande importancia para garantir a existéncia da sequnda

solucao para o nosso problema.

Lema 4.6. Suponha que (*) € satisfeito e A < X entdo a solugdo trivial é minimo local
para Iy na topologia de W. Além disso, para cada € > 0 existe uma constante C' > 0 tal

que cada solucdo ndo negativa do problema com X\ < X\ — € satisfaz:
IVull; > C (A= A).,

com s = min{q+ 1,2*} .

Demonstragao: De fato, devemos mostrar que 0 = 1(0) < I(v), para todo v € W
com o]y, < a, logo, |Vo|i < a. Consideremos os conjuntos X,Y,Z definidos

anteriormente. Suponhamos vdlido (*), assim como no Lema 4.2, para um dado T > 0,
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existe M > 0 e um correspondente valor para ¢ tais que

/yuz(k LF@IT =R f@)) < 7Vl

e pela propriedade (3) do Lema 2.1 e teorema das Imersoes seque que,

J el = niser
/ SO (FF@ = B )

X LF@) [k LF @) = R f (o)
S ey )
<M <M /X

gtl—s — qt+l—s

X h T—q h r—q
< Clli < GVl

Logo
1 2 A 2 q+1 1 r+1
L) = 5 JoIVol" =5 Jo lf@)I" = 2= Jo k(@) [F@I" + = Jo h@) I/ (0)
2 2 +1
1 A ’
= 5f9|vv|2_ ﬁfsﬂvvﬁ fQ |q+1+—f§z o
I A
> (35— T) Jo Vol =7 ||VU||2 — C[|Vvll;
1
- G hITF -l
1 s
= G- IVol; = CIVolls
> 0= 1(0),
I A
desde que ||v||y < o, com o suficientemente pequeno e T < (4_1 — ﬁ)

Para provar a sequnda parte, basta observarmos que, como u € solugao nao negativa

de (]Bp\), isto é, (I'(u),u) =0, e usando a propriedade (6) do Lema 2.1 obtemos

(A\VARNLY,

Vv

N — DN

/ku— /f

fQ|Vu] — A Jo If(w) fQ

/ B(@) 1) £ () + / B(z) | F @) f ()
@™+ [, () |f ()]

A
Jo IVul? = = 5 Ja |Vu| —7 ||Vu||2 — C||Vull;

fQ Vul* = C[|Vul);

—_
|

IVull; = C I Vull3,

>l >/>/II >
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- (1 A )
para T < (= — —=). ]
2 2\
Para garantir que a solugao encontrada é minimo local para o nosso funcional, usamos

0s mesmos passo encontrados em [26, Proposicdo 1].

Proposicao 4.2. Suponha que (*) ocorra entdao para todo \ € ()\*,X), o problema (ﬁﬂ)

admite uma solucao vy a qual é um minimo local para Iy em W.

Demonstracao: Consideremos \* < pu < A < A< A Seja u a solugao de (]Bf#)
encontrada no item i. Gracas ao Lema 4.5 temos que u € CY5(Q), em particular que ela

define uma estrita subsolugdo para (ﬁp\) para todo A\ > . Sejaw € CYP(Q) a solugio do

problema (Pfx), a qual é uma supersolucao para (ﬁf,\) com A < \. Sejam
M={ue E,u<u<u}

e vy uma solugcao para (Igf/\) que estd em M. Mostraremos que vy € minimo local de Iy
em W.

Suponha que eziste u, € W com ||u, — vzl = 0 e Ix(un) < Ix(vy). Sejam

—\+

v, = max {u, min{w, u,}}  w, = (u, — ) *

Zn = (u—u,)",
assim, U, = v, — 2, + Wy, € v, € M, w, e z, tem suportes disjuntos. Defina

R,={zxe€eQ:u<u,<u}, S,=supp(w,) e T,=supp(z,).
e considere a func¢ao:

Glat) = 57(0) + k(@) FOF = —h(a) O]

Logo,
1
[)\('Ll,n) = §fSn |Vun]2 - fSn G(l’,un)—i—

1
3 Iz, IV, |* — Jr, Gz, un)+

1
§ fRn |Vun|2 _ fRn G(:L‘,un)
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Observemos que v, =u em S, assim

Jo. (5190 = Glecn) ) = o, (5190 + w2 = Glo, + )

— fSn (% V(@ + wp)|> — G(x,T + wn)>

ev, =u em T, logo

fi, (51908 = Glau) ) =y, (51900 = 2 = G, = 20)

= I (% V(1 — 2,)* = Gz, u - Zn)> :

Como v, = u, em R, temos que

fRn( Vu,|* — Gz un) s (%’VUTZ|2—G($,U“)> —

B fs, (31V0F - Gle.w) - f, (3190 - Glow))

Desse modo, conseguimos

\V(ﬂ+wn)]2
2

I)\(u") = I)\(Un) + fsn ( — \Vﬂ\ > - fsn (G(I,ﬂ—{— WN) - G(:L‘,ﬂ))

+ fT" <|V(Q_ Zn;| - ’vg’ ) - an (G(l’v@_ Zn) - G(l‘,g))

Como u € subsolugcao do problema (ﬁfk) entao,

—Au < fWA(w) + k(@) [f W] fw) = h(@) [ fW)] 7 fw) = Gulz,w),
e sendo U uma supersolugdo para o problema (Pyy) logo

—Au > Gy(z, 7).
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Notemos que :

_ 2 2
Y@+ )P - Vi _ oo [Yul
2 2
“ 2 2 2
AUEENIE I 21
Assim,
VuV(—2z,) Z/Gu(x,g)(—zn)
Q Q
e
VuVuw, Z/Gu(m,ﬂ)wn.
Q Q
Logo,
1 1
D(un) = Iavn) + 5 Jo Vw,|* + 5 Jo |V 2 *

— fS’n (G(x,u+ w,) — G(x,u) — Gyu(x,0)w,)
- an (Glz,u—2) — Gz, u) — Gu(z,u)(—2,)) .

Afirmamos que

(2) an (G(ZL‘,Q - Zn) - G(JI,Q) - GU(I7Q>(_ZH)) < 0(1) ||Zn||2

Supondo vdlida as afirmacoes temos

o [V + L oVl < D) — Iy(02)
+ fsn (G(x,u+ w,) — G(x,u) — Gy(x,0)w,)
+ fr (G, u— z) — Gla, u) — Gula, u)(—2n))
< fSn (G(x,u+ wy,) — G(x,u) — Gyu(x,0)w,)
+ fp (G, u = 2,) — Gla, u) — Gula, u)(—2n))
< o(1) [Jwall* + o(1) [|zal?,

visto que, Iy(u,) < I(v,), pois se v, € M e sendo vy o minimo em M, logo
Li(vy) < I(vn), assim, I (u,) < Ix(vy) < Ix(v,).

Portanto,

1 2 1 2 2 2
3 19l 5 [ 190 < o)l +o(1) .
Q Q
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consequentemente, como 0s suportes sao disjuntos temos

1
—/ [Ven|* < o(1) [lwn|
2 Jo

1
! / Va2 < o(1) 2
2 Jq

Dai, (1 —o(1)) ||zl < 0, ||zal> = 0, 2, = 0. Analogamente, w, = 0. E podemos entdo
concluir que u, = v, € M, logo I \(vy) > I\(u,), mas em M o minimo € atingido em vy,

o que € uma contradi¢ao. Prova da afirmacgao: Defina,
Gn(z) = G(z, 0+ w,) — G(z,u) — Gyu(z,0)w,
e facamos a sequinte decomposicao G, = Go, + G1,, onde

Gonla) = 5 [+ wn) = ()] = M (@) @),

Gun(w) = k(@) (@ + )" -

1

b | @+ w)

- @I + k) @
K@ ) 7 @+ ) @ 7 7 @
Observemos que aplicando o Teorema do Valor Médio duas vezes temos t(z), s(z) € (0,1)
tais que
Gon = AL+ s(a)un) (1 + s()wn) - F@) @) w,
= MA@+ @)s( )
= A+ t(e)sta)wn)]

onde g,(t) = f(t)f'(t). Agora,
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Logo, pelas desigualdades de Holder e Poincaré temos

fsn Gon(z) < fsn |Gon(z)] < )‘fs

< S (folwd) )

2 2 2 2
= A[Sa|¥ [Jwnllye < A[Spl™ [lwall”.

Z:to

-2

2\

Note que |S,| = o(1). De fato, dado € > 0 escolha 6 > 0 tal que |{u < v+ }| < € desde

que vy < em S2. Logo,

Sp C{u<un+dtU{u, >u>0v)+0}.

Como u, — vy em L?, quando n — oo, existe ng tal que para todo n > no,

€0 = Jo(un = 03)* Z [r 50y 18y (tn — 03)?

> [ gy 02 = 8 [{un > 02 + 5}

Portanto, |S,| < {u < vy + 0} + [{u, > > vy + 6} < 2e. Logo,

/<%wwsmnm%%p

De maneira andloga seja s(x),t(x) € (0,1), seque do Teorema do Valor Médio que
Gin(2) = [g2(2, 7 + s(x)wn) = ga(@, w)] wy
= (@ 0+ s(z)t(z)wn)wy

1

onde ga(a.t) = Gela, 1), € Glayt) = — k(@) [FO"" = 7 h(a) £, assim,

g2(t) = k(@) [F O (@)1 (8) = (@) [F@ FOF (1)

g(t) = k(@) I O)F 1) + k(@) [FOI (O OF @)
—rh(@)r [ (O (£)* = h(@) [F ) @) @).f/(1)
[ak(@) |71 (O) = rh(z)r |F171 ()] (/1)
+ [k(@) [F O () = h(@) [FOI (O] (FOF @)
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& ) 1
dt2 2 2(1+2f2(t)%
0 < (f(t)f'(t)) <1 para todot € R. Usando a desigualdade (3.3) temos

para todo t > 0. Observemos que (f(t)f'(t)) = logo

c’“”l‘_z (P + €y 28 O 0

95(t) <

A
3

Portanto,
r—1

Gln(l‘) <C2k'<l‘>r—q 9

— qg—1 n’

h(z)r=a

e como |S,| = o(1), temos pela desiguladade de Hélder , por (x) e pelo Teorema 6.14 que

/ Gin() < 0(1) [l >

n

A sequnda parte da afirmacao € andloga a que acabamos de fazer. [
Seja
M ={ue Hj(Q):0<u(z) <vy}

um conjunto convexo, onde vy € uma solugcao para o problema (1’5”). Sabemos que u = 0
e vy Ssao solucoes para (ﬁﬂ), logo sao pontos criticos de Iy em W no sentido usual.
Observemos também que eles sao pontos criticos de Iy em M , no sentido da Defini¢ao
6.1. Assim, os pontos criticos de Iy em M sdo as solucoes fracas de (ﬁp\).

Vejamos agora uma condigao tipo Palais- Smale satisfeita por Iy sobre um convexo

M:

Lema 4.7. Suponha que (*) ocorra. Se {u,} C M sao tais que I\(u,) — ¢ e g(u,) — 0,
entao {u,} admite uma subsequéncia que converge forte em W, em que g € dada pela

Definicao 6.1.

Demonstracao: Como 0 < u,(z) < vx(z) com vy(z) € CYP(Q), e I\(uy,) ¢ limitado,
pelo Lema 4.2 temos |Vu,|, < C e ||luyll, < C para todo n. Assim, existe uma
subsequéncia u, — uy em HI(S), e pelo teorema das Imersoes u, — ug em LP(Q), com

2 <p<2* quando n — 0o e u, — ug quase sempre quando n — oo. Assim, uy € M.
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Agora observemos que

(I;(un),u — o) = Jo VunV(uy — ug) — A [o, fun) f'(un) (un — ug)
— Jo R( W) "7 F () £ () (s — o) + foy (@) | £ (un) "™ () f () (i — 1g).

Procedendo como na Proposi¢ao 6.3 temos que

/Q B(@) [ ()™ (1) (1) 1t — 1) — / B () | ()7 F ) (1) 20 — 119) =5 0,

quando n — oo. Jad sabemos que

/Q F (1) £ 1) (1t — 119) 0,

quando n — Q.
No caso em que |u, —wlly, = 0 nada temos a fazer. Agora, no caso em que

|ty — ||y, > 0 temos

Upn — Ug

(1), = 116} = [t — i <f;<un>, > < Nlum — wollyy 9(un),

Hun - UOHW

logo,
9(un) lun = wolly, = (L3 (un), (un — uo))
= [ Vu,V(uy, — ug) + o(1)
= [0, |Vt — ol + o(1)
= [|un — oy, + o(1),
mas por hipdtese temos, g(u,) — 0, quando n — oo, logo u, — uy forte em W quando
n — oo. ]
Prova do Teorema 4.1 item 1. Para fazer a prova nos aplicamos o Teorema 6.3,

para obter a sequinte dicotomia:

o [)\(uy) = I1,(0) e uy e 0 podem ser conectados em qualquer vizinhanca do conjunto

de minimo relativo de I, em M, ou
e cxiste um ponto critico u de Iy em M o qual nao € um minimo relativo de I.

Mas, observando o Lema 4.6, o qual garante que zero é uma solucdo isolada para A < ),

podemos eliminar a primeira possibilidade do teorema acima. Obtendo assim, uma



65

sequnda solugao para o problema (?p\), visto que a solucao encontrada mo item i. €
minimo local para Iy, para todo A\ € (X\*,\). Fazendo uso da Proposicdo 3.2 consegquimos

nosso resultado.



Capitulo

5

Pertubacao nao linear das equacoes de
Schrodinger quase lineares com

crescimento supercritico

Neste capitulo estudamos a existéncia de solugoes positivas para a sequinte classe de

problemas elipticos quase lineares:
—Au—AW)u+V(z)u=pu) zeRY, N>3 (5.1)

onde V : RN = R ¢ uma funcdo continua que satisfaz as sequintes hipoteses:
(Vo) Eziste 8> 0 tal que V(z) > 8> 0, para todo x € RY;
(V1) V(z)=V(z+y), Vo e RN, yeZV;

(Vo) Eziste Wy >0 e W € CHRN) N LY2(RYN) tal que V(z) = V(z) — W(z) > Wy, com

W(z) >0, e com a desigualdade estrita em um conjunto de medida positiva.

A fungio p € C(R,R) pode ser escrita como p(s) = fo(s) +€g(s), onde € é um parametro

real positivo, fo, g sao fungoes localmente Holder continuas satisfazendo:
(F1) fo(0)=¢(0) =0 e g(s) >0 para todo s # 0.

(B tim 2 _ g pm 28 .

ls|>0+ S ls|>0+ s

(F3) Eziste q € (4,2(2%)) tal que |fo(s)] < C'|s|"™" para todo s € R;

(Fy) lim Fols) = o0 onde Fy(s) = [, fo(t)dt;

|s]—o0 54
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(Fs) Eziste uma sequéncia de nimeros reais positivos, (M,) convergindo para +oo tal

que

o(s) _ a(My)

w1 S para todo s € [0, M,], n € N;

l
(Fs) Para B> 0 dado por (Vo) existem | >2 e o € (0, (5 —1)p) tal que
1 , 1
§sfo(s) —1Fy(s) > —os* e 539(5) —1G(s) > 0 para todo s # 0

onde G(s) = [, g(t)dt;
ou

l
(E{) Para Wy > 0 dado por (Va) existem | > 2 e o € (0, (5 — 1)Wy) tal que
1 1
§sf0(s) —1Fy(s) > —os* e 589(8) —1G(s) > 0 para todo s # 0

onde G(s) = [ g(t)dt;
(s)

(F7) s — p_3 ¢ crescente.
s

Para garantir a existéncia de solu¢ao positiva consideramos p : R — R satisfazendo
(F1) — (F7) sobre [0,+00) e definida como zero sobre (—oo, 0].

Um exzemplo de funcao que satisfaz as condigoes acima é dada por f(t) = t771 4 etP~!,
com p > 2(2*) > q.

Nossos principais resultados sao:

Teorema 5.1. Suponhamos que V' satisfaca (Vy),(V1) e que (Fy) — (Fg) ocorra. Entdo

existe €9 > 0 tal que (5.1) tem uma solugdao positiva para todo 0 < € < €.

Teorema 5.2. Suponhamos que V satisfaca (Vo) — (Va) e em adicio a (Fy) — (Fs), p
também satisfaca (F§) e (Fr). Entao existe eg > 0 tal que (5.1) tem uma solugdo positiva

para todo 0 < € < €.

Novamente usamos a mudanca de varidvel de modo a contornar o problema causado
pela existéncia do termo A(u®)u.  Feito isso, sequimos as ideias encontradas em
[5, 8, 10, 42]. Outras referéncias que nos foram muito tteis sao os artigos [56, 57], bem

como a Tese de Doutorado [60] que nos permitiram perceber que, diferente dos Capitulos



68

2 e 3, podemos trabalhar com o espago de Sobolev usual. Ao longo deste capitulo veremos
que foi necessdrio resolver um problema auxiliar modificado com crescimento subcritico,
tal ideia foi adaptada do método de truncamento introduzido por Del Pino e Felmer em
[27]. Para resolver o problema usamos uma versao do Teorema do Passo da Montanha,
sem condi¢do de compacidade (veja [57]), e um resultado técnico, devido a Lions [43]
(veja também [23]), para obtermos um ponto critico ndo trivial do funcional associado
ao problema periodico modificado. Depois construimos uma sequéncia de funcoes corte e
modificamos a nao linearidade, de modo a satisfazer o crescimento subcritico. Utilizando
um argumento de iteracao de Moser, fornecemos uma estimativa envolvendo a norma L™
para a solucao relacionada ao problema subcritico e com isso obtemos a prova do Teorema
5.1. A prova do Teorema 5.2 € feita de maneira semelhante a prova do teorema anterior,
mudando apenas a forma de garantirmos que no caso subcritico modificado temos uma
solug@o nao trivial, para isso usamos a condigao (Va), juntamente com um resultado devido

a Brezis-Lieb (veja Lema 6.5 e Coroldrio 6.1).

5.1 Resultado preliminar

O prézimo resultado fornece uma estimativa envolvendo a norma L= (RY) de uma solugdo

para um problema subcritico.

Proposigao 5.1. Seja v € HY(RY) uma solugao fraca ndao negativa do problema
—Au+b(z) f(u) f'(w) = h(z, f(w)f'(u), emRY, (5.2)

em que h : RN x RN — RN € uma funcdo continua verificando, para 4 < q < 2(2%),
|h(z,s)] < C |S]q71, para todo s > 0 e b € uma funcio ndo negativa e limitada em RY
e f € definida como na Proposicao 2.1. Entao, para todo C' > 0, existe uma constante

k= Fk(q,C) > 0 tal que se |jv]| < C entdo ||v], < k.

Demonstragdo: Seja vy uma solugdo fraca nao negativa de (5.2), isto €,

VooV + / b(a) f (o) (w0 — [ B(F(00))F (00) = 0. (5.3)

RN RN RN
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para toda ¢ € E. Para cada k > 0 definamos

v  sevg < k,
Vi =
k, sewvyg >k,

~ 2(8—1 ~1 , ~ .
Vg = vk(’g )U(] e w, = vovﬁ com B > 1 a ser determinado. Tomando v, como fung¢ao

teste em (5.3) obtemos

/ 0P [T + 2(8 — 1)/ vovp TV Vg +/ b(x) f (vo) f'(vo) vk
RN RN R

- / B (00)) f' (00)7.

N

Seque de b(x) > 0 e de vy ser nao negativa que

/ vz(ﬁfl) IVuol* + 2(8 — 1)/ Uovz(ﬁfl)AVi}OVz}k
RN

RN

< [ o) s

Observando que a sequnda parcela no lado esquerdo da desigualdade acima é nao negativa

temos

/ A T / h(f(00)) f' (vo) s
RN RN

A partir das propriedades da (6) e (7) do Lema 2.1 e usando a limita¢ao de h temos

(e (00)) f (w0)uor}

‘h(m, f(vo)) f(vo) 2(8—1)

VoV
Vo k

q 3
< C,\f(vo)| UOUZ(B—l) SC’UOI ,Uovi(b’—l)
Vo Vo

= C |vo|%_1 vovi(ﬂ_l) =C |vo|%_2 wi.

Logo,

/ vi(ﬁ_l) [V|* < C’/ |vo|%_2 w3 (5.4)
RN RN
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Pela desiguladade de Gagliardo-Nirenberg e (5.4) temos

(fRN wl%*)Q/T

IN

CfIR{N |Vwk|2
Co fan vV [Vvol + C5(8 — 1)? fow vdup 2 [V

_ q__
< O fon 27V VP < G5B fon ool 2,

IN

em que usamos 1 < 32 e (8 — 1) < % e vy < vy. Pela desigualdade de Holder, obtemos

2+ 7 2 4 2 i
(/ w> < 520 oo 2 (/ |wk|q1> |
RN RN

onde q = g2 Como, |wy| < lvo|” em RN ¢ HYRN) — L (RN) de maneira

2/2* L
_ * q—4 q1
(/ (Uo’UB 1)2 ) S 5206 ||UO|| ) (/ |,U0|25f11) ]
RN RN

Seja r = q/2 e escolhendo B =1+ (2* —1)/2, temos 268q; = 2*. Logo,

continua, temos

2/2*
(/;@Wﬁwz> < s Juoll" ol 2. .
R

22*
onde o = ——— . Aplicando o lema de Fatou em k, temos
2 —r+2

r—2y
[voll g= < 8% (Ce llvoll™™*)27 [0l e (5.5)

Para cada m = 0,1,2... definamos B0 = 2* 3, com By = 3 e usando o argumento

anterior para [y, por (5.5) obtemos

—2
[voll 5,0 < (B7C6 ||voll” )12 [voll 4,0

< (B2Cs [lwoll"*)/*(8°C [lwo ") Nlvoll -

IN

(OG ||UO||7“—2>1/2ﬂ1+1/2,351/,3(61)1//31 ||UO||2* .
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Observando que 3,, = ™3, por iteracdao obtemos

901l 2» < (C lool ™) 1/2 Tk~ gUA T L0 8™ U L2019~

Vo 9%

;. o) — I, ~ .
Como 8> 1, as séries Y 7" e > .~ i~ sdo convergentes, pois

o) L 1 oolii_ 6
;ﬁ “5_1 e;zﬁ _—(ﬂ—l)T

Logo podemos tomar o limite quando m — oo e novamente usando a imersao continua

HYRYN) < L¥(RN) concluimos que

2% -2
2*77.

100l < C7 00

5.2 0 caso periodico

5.2.1 Problema auxiliar

Esta secao trata da existéncia de solugao para um problema com crescimento subcritico.
Este resultado serd util para obtencao deos nossos resultados. Mais precisamente,

estudamos a sequinte classe de problema:

—Au— A(w?)u+V(z)u = h(u), ze€RY,

(5.6)
u € HYRY),

em que V : RN — R € uma funcio continua e que satisfaz (Vo) — (Va) e a fungdo

h € C (RT,R) satisfaz as sequintes condigoes:

(1) 1(0) =0;
) Jig = =0

(Hs) Eriste C >0 e q € (4,2(2%) tal que |h(s)| < C(|s| + |s|"") para todo s € RY;

(Hy) lim H(s) = oo onde H(s) = [’ h(t)dt;

|s|—00 st 0
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(Hs) Para B > 0 dado por (Vp) ezistem I > 2 e o € (0, (é —1)B) tal que
tsh(s) — lH(s) > —os* para todo s # 0.

Observemos que o funcional energia associado a (5.6) € dado por:

J(u) = %/RN(1+2u2) |Vu|2+%/RN V(z)u? — . H(u).

Pela dificuldade em trabalhar com o termo [, u® \Vu|2, utilizamos o método desenvolvido
em [46], considerando a mudanca de varidvel v = f~'(u) em que f é definida como na

Proposicao 2.1. Apds tal mudancga obtemos a partir de J, o sequinte funcional

1

1) =G =3 [ 19 +5 [ Viere - [ o),

o qual estd bem definido no espago E, gracas a propriedade (3) do Lema 2.1, e € de
classe C* sob as hipdteses acima, em que E = H*(RY) e estd munido com uma norma

equivalente a norma usual, dada por

Jully = [Vl + V@)

Notemos que os pontos criticos positivos para I sao solugoes fracas para o problema

—Av+ V(@) f()f'(v) = h(f(v)f'(v), emRY. (5.7)

Para garantirmos que as solug¢des sao nao negativas tomamos h(s) = 0 para todo
s < 0. De fato, seja u um ponto critico de I, isto é, (I'(u),p) =0, para toda ¢ € E, ou
seja,

(I'(u), ¢) = / Vuve + / V(@) () f () — / h(f () f' () = 0.

Tomando ¢ = u~, onde u~ = min {u, 0}, obtemos

[1ve+ [V =o

E como f(u)u~ >0, temos

/|vu]2 =0e /V(a:)f(u)f’(u)u = 0.
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Logo, podemos concluir que u~ = 0 quase sempre em RY e, portanto, u = ut > 0.

Proposicao 5.2. (i) Sev € E é um ponto critico de I, entao u = f(v) € uma solugdo

fraca para o problema (5.6).
(ii) Qualquer ponto critico do funcional I € de classe C*“(SQ).

(iii) Além disso, se v € C*(Q) N E é um ponto critico de I, entao a fungio u = f(v) é

uma solugao cldssica de (5.6).
Demonstragao: Os itens (i) e (iii) sequem os mesmos passos da Proposi¢io 2.2.
Prova do item (ii): Seja v € E um ponto critico de I. Assim,

—Av=w em €,

no sentido fraco, onde w(zx) = f'(v(z))[h(f(v))—V(z)f(v(x))]. Devido ao comportamento

da fungao V', e as hipdteses (Hy) — (Hs) temos,
[w] < F'@)C|f )+ CrIfF @) < Cr+ Ca o] =

com 4 < q < 2(2%) em qualquer bola Br, onde usamos as propriedades (6), (7) e (11) do

2(27)

Lema 2.1. Seja py =
q—2

de regularidade eliptica (veja [35]) temos que w € WP (Q). Usando um argumento

> 1, como v € L* (RN) seque que w € LP(RYN). Pela teoria

de “bootstrap”’padrao podemos concluir que v € W?P(Q), para todo p > 2, (para mais
detalhes, veja [39, Exemplo 11.6]). Assim, v € CYY(Q) e isto implica que w € localmente

Hélder continua. Consequentemente, v € C**(Q) para algum o € (0,1). n
Lema 5.1. O funcional energia I € C'(E,R).

Demonstragao: Veja [60, Proposi¢ao 1.9]. n

5.2.2 Geometria do Passo da Montanha

Um resultado muito util para este Capitulo € o Teorema do Passo da Montanha.
Lembramos que um funcional I € CY(E,R) satisfaz a condigio de Cerami no nivel

c € R, denotada por (Ce)., se toda sequéncia (u,) C W satisfazendo:

(1) 1(un) =0,
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(i) [[1"(un)]

g (L [[unllg) = 0,

quando n — 00, possui uma subsequéncia convergente. O funcional I satisfaz a condi¢do
de Cerami, denotada por (Ce), se ele satisfaz (Ce). para todo ¢ € R. Dizemos que

(un) C W é uma sequéncia (Ce). se satisfaz (i) — (ii) acima.

Teorema 5.3. [57, Teorema 2.1] Seja X um espago de Banach e ® : X — R um funcional
de classe Ct. Seja S um subconjunto fechado de X que o desconecta em componentes

distintas Fy e Ey. Suponha ainda que ®(0) =0 e
(I) 0 € Ey e existe 7 > 0 tal que ®|g > 7 > 0;
(Iy) existe e € Es tal que ®(e) < 0.

Entao ® possui uma sequéncia (Ce)., com ¢ > 1 > 0 dado por

¢ = inf max ®(y(t)), (5.8)

~vel t€]0,1]

onde

F={yeC(0,1],E):4(0) =0, ~(1) € Ey e ®(v(1)) <0}.

Ao longo desta subsecao mostraremos que I satisfaz as condicoes geométricas do
Teorema do Passo da Montanha (veja [57]), para facilitar a leitura do presente trabalho,
o citamos no Apéndice. Vale ressaltar que ao longo desta secdo usamos que V' satisfaz

(Vo) — (Vh) apenas para garantirmos que [on V(x) f?(vy) < 00.

Lema 5.2. Suponha que V' satisfaca (Vy), (V1), e que (Hy) — (Hy) ocorra. Existe um
subconjunto fechado S de E que desconecta E em componentes conexas disjuntas Ey e

E,. Entao o funcional I satisfaz 1(0) = 0 e as sequintes condi¢ioes
o 0 € Ey eexister >0 tal que I|g > 7> 0.
o FEriste e € Ey tal que I(e) < 0.
Demonstragao: Veja [57, Lemma 3.1]. n

Corolario 5.1. Assuma que V' satisfaz (Vp), (V1) e h satisfaz (Hy) — (Hs). Entdo o

funcional I possui uma sequéncia (Ce)., em que ¢ > « > 0 € dado por (5.8).
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Demonstracao: Consequéncia do Lema 5.2 e do Teorema do Passo da Montanha

(veja [57]). =

O proximo resultado garante a limitag¢ao para sequéncia de Cerami.

Lema 5.3. Suponhamos que V' e h satisfacam (Vo) — (V1) e (Hy) — (Hj), respectivamente.

Entao, qualquer sequéncia de Cerami {u,} associada ao funcional I € limitada em E.

Demonstragao: Seja v, um sequéncia (Ce). para I, isto €,

I(v,) = c+ 0,(1) (5.9)

(14 [loall) 1 (vn)]

oo = 0n(1). (5.10)

Podemos assumir que (v,) € nao negativa. Assim, pela propriedade (6) do Lema 2.1 e

por (Hs) temos

l

U (va) = (I'(0a) 0} = (5= 1) an IVl + fon V(@) f2(03)]

—l Jon H(f(va)) + Jan B(f (va) ' (0n)vn

[

> (5= 1) Jow [Voul* + o V(@) £ (0n)
o B (o)) 4+ fon B0 F(00)
> (L Do IVl o V0]~ 0 o 200

Agora, usando (Vo) temos

/ l 2 [ g 9
() = @) = (=1 [ 190f+(5-0=5) [ V@)
Logo,
=0 [ V0l +(G-D=F) [ V@) <iero),
1sto €,

/ |an|2+/ V(z)f*(vn) < Co,
RN RN



76

para alguma constante Cy > 0. Para mostrarmos que v, ¢ limitada em H'(RY), falta

apenas provar que fRN v2 € limitada. Observemos que

o _ 1 ) 1 ,
N n < — V ) <

2*/2
[oas[  wmFsa(f we@f)  sac”
{lvn(z)|>1} {lvn|>1} {lvn|>1}

Portanto,

C .
/ vi:/ v2+/ vi§—22+00022/2.
RN {Jon (@) <1} {Jon(2)|>1} pC

Vejamos um resultado de compacidade.

Lema 5.4. Suponha que V' satisfaca (Vo) e (Vi) e h satisfaca (Hs) — (Hs) . Seja
(vp) € HY(RY) uma sequéncia (Ce)., com ¢ dado por (5.8), tal que v, — 0 fracamente

em HY(RY). Entao existe sequéncia (y,) C RY e mimeros r,n > 0 tais que

limsup/ [va]? > 1 > 0.
Br(yn)

n—oo

Demonstragao: Veja [57, Lemma 3.4]. "

O proximo resultado garante a existéncia de solucdo para o problema subcritico

modificado (5.7).

Proposicao 5.3. Assuma que V e h satisfacam (Vo) —(V1) e (Hy)—(Hs), respectivamente.

Entao (5.7) possui uma solugao positiva u tal que
[ullp < Ch,

em que Cy depende de e o dados por (Vy) e (Hs), e do nivel minimaz associado a (5.7).

Demonstragao: Como I satisfaz a geometria do Passo da Montanha, pelo Coroldrio
5.1 existe (v,) C E uma sequéncia (Ce)., com ¢ dado por ((5.8)). Aplicando o Lema 5.3,
podemos supor, sem perda de generalidade, que v, — v em E. Deste fato e de (Hs) — (Hj)
temos que v € E é um ponto critico de I, isto é (I'(v),¢) = 0, para todo ¢ € E.
Com efeito, pelo fato de C°(RY) ser denso em E, podemos considerar ¢p € C5°(RY).
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Observemos que:

(I'(on) = I'(0),0) = Jon (Voo = VO)VO + o V(@) [f (0a) f'(0n) = f(0) ()]0
+ Jen [R(f(0)) ' (0) = h(f (0n)) S (vn) ).

Como v, — v em E, temos que v, — v em LI (RY), para r € [1,2*), a menos de
subsequéncia temos

Un(z) —> v(z) qtp sobre F := supp 1, quando n — oo,

o (2)| < |20 ()| gqtp sobre F com z,. € L"(F).
Logo,

fn) f'(vn) — f(v)f'(v) gtp sobre F, quando n — oo
R(f(vn))f'(vn) = h(f(v))f'(v) gtp sobre F, quando n — oo.

De (Hs) — (Hs) temos
A(f() ()] < el f@)] 1/ (@)] + Cf )] f' ()]

Logo, das propriedades (6) e (7) do Lema 2.1 temos

q
4.1

(f () f' ()] < €]za] [ + C ¥l

Z%,l
para todo x € F. Pelo teorema da Convergéncia Dominada, temos

L prw e = [ nser .

RN

Pelas propriedade de V' temos que V' ¢é limitado assim,

V(@) f(va) [ (on)th = V() fv) f'(v)

V(@) f(vn) ' (0n)8] <V [lo [onl 9] < VIl |22 [1

novamente pelo teorema da Convergéncia Dominada temos,

[ v@se)ree - [ varorew

R"
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Assim, (I'(v,) — I'(v), ) — 0, como I'(v,) — 0, logo I'(v) = 0, isto é, v € solugdo
fraca de (5.7). Falta mostrar que v £ 0. Para provar isso, suponhamos por contradi¢do

que v = 0. Pelo Lema 5.4, existem uma sequéncia (y,) C RY er,n >0 tais que

limsup/ va]® > 1 > 0. (5.11)
Br(yn)

n—o0

Sem perda de generalidade, podemos supor que vy, € Z~. De fato, se y, =
(ym, 2, yl) € RN, eziste 2, € Z, 1 < i < N, tal que |y}, — 2| < 1/2. Agora,
considerando z, = (z},22,..., 2Y) € Z, temos que |z, — yn| < \/Zfil |z —yi|? < V/N/2.

Logo, B,(yn) C Br+m/2(2n), pois se x € B,(y,) temos
|20 — 2] < |20 = Yol + |y — 2| < VN/2+ 7.
Portanto,

limsup/ | > limsup/ lva|? > > 0, para todo n € N.
Br(yn)

n—00 Br+\/ﬁ/2(2") n— 00

Supondo vy, € ZV, definindo

U () = vy (T + yn)

e observando que U, (x) € limitada em E, pois ||Vu,|, = ||Vt,|l, € por (V1), temos

[ V@) = [ Ve-mees = [ Ve P

RN

ou seja,

inllz = |vnll g, para todo n € N.

Notemos também que, pela periodicidade de V', obtemos

Hi) = Jo IV N E + 5 fu V)2 0(0) ~ fa H (S Gin(2))
= flRN IV (vn ‘ +5 fRN x) f(vn) flRN

= I(vn)
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e de forma andloga (I'(v,),v,) = (I' (W), Up).

Lembrando que U, — @ em E, a menos de subsequéncia temos @, — u em L2 (RY) e
U, (z) — u(z) qtp em RYN. Por (5.11), temos que u # 0. Procedendo de maneira andloga
aos cdlculos acima temos (I'(w),v) = 0 para toda i € E, logo u é uma solugdo nao
negativa para (5.7).

Falta mostrar a positividade da solugdo. Sabemos que uw > 0. Além disso, pela
Proposicao 5.2, temos que u € C,{);”(RN) para algum o € (0,1). Agora, argumentando

por contradi¢io, suponhamos que existe xo € RN tal que u(xg) = 0 e observando que a

equagao (5.7) pode ser reescrita como

— AU+ c(x)u=V()f' (@) (- f@)+h(f@)f (@), emRY, (5.12)

onde c(x) = V(x)f'(u(z)) > 0, para todo x € RY, é uma funcao continua e limitada.
Pela propriedade (3) do Lema 2.1 temos que uw — f(u) > 0. Assim, aplicando o Principio
do Mdzimo Forte para solugoes fracas (veja [35]) em uma bola arbitrdria centrada em xo,
obtemos u = 0. Isto contradiz o fato de que u € ndo nula.

Devemos wverificar ainda que u € limitada por uma constante que depende do nivel
minimaz, B e o dados por (Vy). Procedendo como na limitagio da sequéncia de Cerami,

por (Hs) temos

l

(@) = (@), @) 2 (5= Dl fa IV |* + fon V(@) f2(U,)]

-1 fRN H(f(u,)) + % fRN h(f (tn) f (tn)

> 2 fRN |vun‘ +fRN f2 () O'IRN Up)].
Agora, usando (Vp) temos
~ o~ l - l -
(@) = (@), 5) > (=1 [ Vil +(G-0-F) [ Ve,

desse modo seque que,
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Aplicando o Lema de Fatou encontramos

QZCﬁ ~12 ~
1= 26— 20 Z/RN |Vl +/RN V(@) f?(a)

e argumentando como no Lema 5.3, temos

lullg < M,

em que M depende de (3,1, o dados por (Vy), (Hs), e do nivel minimaz associado. n

5.3 Prova do Teorema 5.1

Faremos alguns consideragoes antes da prova do Teorema. Primeiramente, usamos
novamente a mudanga de varidvel, encontrada em [46], e buscamos solugdes para a

sequinte classe de problemas:

—Av+ V() f(v)f'(v) = p(f(0)f'(v), em RY. (5.13)

Para garantirmos a existéncia de solugdo para (5.13), exploramos um argumento de
truncamento, pioneiramente introduzido por Del Pino e Felmer em [27].  Isto é,

consideramos a sequéncia de funcoes g,, dada por

M,
g]\;q_l)tq—l, set > M,,
gn(t) = g(t), se0<t< M, (5.14)
0, set<O.
M, _
Por (Fy) temos |g,(t)] < % 1t|7", para todo t € R.

Denote f.,(t) = fo(t) + €gn(t). De (Fy) e (Fs), nos temos
[fen()] < (14 eg(My) M) [t
e, pelas propriedades (6) e (7) do Lema 2.1, temos que

[fon(F)F ()] < (14 eg(My) M) [o] 27 (5.15)
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Como % —1<2*—1 o problema

—Av+ V() f(v) ' (v) = fen(f(0)f'(v),  em RY, (5.16)

¢ variacional para cada € > 0 en € N. Cujo funcional correspondente a (5.16) é denotado

por I.,, : £ — R e dado por

Lat) =5 [ 9045 [ v@ro - [ Fago).

onde F, ,(t) = f; fen(s)ds.
Notemos que por (5.15), o funcional I, pertence a C*(E,R) e possui derivada de

Gateaux dada por

(o)) = [ Vous [ V@@= [ @) o

RN RN

para todo u,v € E (Veja [57]).
Seja Fy dado por (Fy) e consideremos agora um funcional de Euler-Lagrange auziliar

Jo : E — R dado por

=5 [ v+ 3 [ Vare - [ Ao,

Observemos que por (Fy) — (Fy) seque que Jy possui a geometria do passo da Montanha
(veja Lema 5.2), assim, pelo Teorema do Passo da Montanha eziste co € RY dado como
em (5.8). Como f.,, satisfaz (Hy) — (Hs) da Proposi¢ao 5.3, para cada ¢ >0, n € N e
V satisfaz (Vo) — (V1), o problema (5.16) tem uma solugao positiva tal que ||[uey |, < Ch,
com Cy dependendo de ¢, o nivel minimaz do problema. Mas, observemos que, g(t) > 0
para todo t > 0 assim, F,,, = Fy + €G,(t) > Fy e logo I n(v) < Jo(v) para todo v € E.
Com isso, existe uma constante Cy independe de € e n, tal que ||ucy|l; < Cs.

Agora estamos em condicdo de provar o Teorema 5.1. Nossa prova consiste em
encontrar n, e e uma solucdo positiva tal que u(x) < M, para todo x € RY. Para todo C
dado pela Proposicdo 5.1, fixamos n tal que M? > C. Seja eg > 0 tal que eog(M,)M, < 1.
Observe que assim temos |fo,(t)| < C[t|""", para todo t € R e 4 < q < 2(2*). Pela

Proposicio 5.3 existe uma solugdo u = u.,, de (5.7) tal que ||u||; < Cy e pela Proposi¢do
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5.1, com b(z) = V(x) obtemos
lull < M

para M = M(q,co).

A fim de completarmos a prova do Teorema 5.1 observamos que os argumentos da
prova da proposi¢ao encontrada em [36, Proposi¢ao 2.4 | podem ser repetidos para provar
que se u € E N L®(RY) é uma solugdo fraca de (5.13) entdo v = f(u) € E N L=®(RY) é

uma solucao fraca de (5.1).

5.4 O problema nao periodico

Inicialmente, investigamos a existéncia de solu¢ao para a equa¢ao com crescimento
subcritico. Este resultado serd util para obtermos o resultado desejado. Mais precisamente,

estudamos a sequinte equacao:
—Au—AWH)u+V(z)u=hu) emRY, N>3, (5.17)

em que V. : RY — R é uma funcio continua satisfazendo (Vo) — (Va) e a fungao

h € C (R, R) satisfaz (Hy) — (Hy) do problema (5.6) juntamente com

(H:) Para Wy > 0 dado por (Va) existem 1 >2 e o € (0, (L — 1)Wy) tais que
1
§sh(3) —1H(s) > —os® para todo s # 0;

(Hg) A fungao s — hs) ¢ crescente sobre (0,400).

53
Consideremos o funcional de Euler-Lagrange Jyw : Ew — RY associado ao problema

(5.17) definido por,

1 1 ~
dwtw) =5 [ a2 i+ [ V- [ Hw.

onde Eyw = HYRY) é munido com uma norma equivalente a norma usual, dada por

Jully =l = | W

Como podemos observar existem algumas dificuldades técnicas na aplicacdo de métodos

variacionais diretamente ao funcional acima. A principal dificuldade estd relacionada
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com o fato de que Jy mnao estd bem definido em Eyw . Para superar esta dificuldade,
novamente empregamos um argumento encontrado em [46] (veja também [21]). Nds
fazemos a mudanga de varidvel v = f~'(u), em que f estd definida como na Proposi¢do

2.1. Entao, a partir de Jy nos obtemos,

fw(w) = I (i) =5 [ 9o +5 [ Ve - [ #r),

e observamos que os pontos criticos nao triviais para Iy, sdo solucoes fracas para o sequinte

problema
—Av+ V(@) f(0)f (v) = b(f(@©)) f'(v), em RY. (5.18)

Pela teoria de regularidade eliptica (veja [35]) temos que todo ponto critico v de Iy
pertence a C*(RY), conforme Proposicdo 5.2.

A partir de agora denotamos por
Jo=JLy=1,|.llo=Ill,Eo=E para W = 0.

O proximo resultado garante a existéncia de solugao para o problema ndo periodico

subcritico modificado.

Proposicao 5.4. Assuma que V e h satisfacam (Vo)—(V1) e (Hy)—(H}), respectivamente.

Entao (5.18) tem uma solugao positiva u tal que
HU’HW < Clv

em que Cy depende de Wy e o dados por (Vi) e (HE), e do nivel minimazx associado a

(5.18).

Antes de fazermos a prova da proposi¢ao vejamos um importante lema. Consideremos

a Variedade de Nehari associada a I, isto €,

M = {ue H'RY)\ {0} : (I'(u),u) = 0}.
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Consideremos também os sequintes numeros

¢ = inf max I(y(t)),

el te[0,1]
c=inf]
M
e
¢= inf max/(tu),
veE\{0} t>0
em que

I'={yeC([0,1],E):7(0) =0, I((1)) <0}.

Lema 5.5. Assumamos que V verifique (Vi) — (Va) e h satisfaca (H,) — (Hg). Entdo,
para cada v € E '\ {0}, existe um unico t, > 0 tal que t,v € M e I(t,v) = max;>o I(tv).

Além disso, ¢ =¢ = c.

Demonstragao: Seja v € E '\ {0} fizado e defina a fungao n(t) = I(tv), para t > 0.
Observe que se tv € M entao n'(t) = 0. Agora note que se n/'(t) = 0 entdo tv € M, pois,

gracas ao Lema 5.2, existe t, tal que n(t,) = max n(t) = max I(t,v). Assim,

v =t [ 90+ [ V@t [ o) 6o =o

RN

implicando que t,v € M.
Agora mostremos a unicidade. Suponhamos que exista s > 0, tal que sv € M, com
n'(s) = 0. Jd sabemos que n/(t,) = 0. Assim temos que

) { [ - [h(f(tvv))f’(tvv) . V(w)f(tvv)f’(tvv)] }

1,V t,v

. { [ e | {h(f(sv))f’(sv) . V<x>f<sv>f’<sv>] }

SV SU

Subtraindo as duas ultimas equacoes obtemos,

SvU t,v

:/ [h(f(sv))f’(sv) _ h(f(tvv))f’(tvv)} 22

Sv t,v

/ lV(fC)f(Sv)f’(Sv) V(w)f(tvv)f’(tvv)}vz
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h(f(s)f'(s) — V(x)f(s)f'(s)
s s
de modo que s =t,. Agora, a prova seque utilizando arqgumentos similares encontrados no

Segue do Coroldrio 2.1 e de (Hg) que g(s) = ¢ crescente,
/33, Lema 3.8]. Vimos anteriormente que max I(tv) = I(t,v) > ¢ para cada v € E\ {0},
pois t,v € M. Assim, ¢ > ¢. Agora pela definicao de © temos, em particular, que
¢t < max I(tv) = I(t,v) para todo v € M. Mas, para v € M, temos t, =1 em M. Logo,
pela geometria do passo da montanha, temos que ¢ < I(v) para todo v € M e, portanto,
c<c. Assim,c=-c.

Desde que I(tov) < 0 para v € E \ {0} e ty grande, definindo v : [0,1] — E por
v(t) = ttgv, seque que v € ' e, consequentemente, ¢ < ¢. Agora, mostremos que ¢ < c.

A variedade M separa E em duas componentes. A ideia € mostrar que para toda curva
v €T, 0=~(0) ey(1) estao em componentes distintas. Procedendo de maneira andloga

a prova da geometria do Passo da Montanha, seque que
(I'(0),0) = fan IVOP + [on V(@) F(0)F'(0)0 = [on () (0)0

> (3= §lfev VU + fow V(@) F2(0)] = Cal fo [V

2N+2p

+ Jan V(@) f2(0))] 72

2N+2p
N+2

Tomando 2¢ < B e ||[v||; pequena, e lembrando que > 2 temos que existe 6 > 0
tal que (I'(v),v) > 0 quando 0 < |jv||z < 0. Isso mostra que a componente contendo
a origem também contém uma pequena bola em torno da origem. Além disso, I(v) > 0
para todo v nesta componente, pois (I'(tv),v) > 0 para todo 0 <t <t,. Logo v(0) e (1)
estao em componentes distintas, ou seja, toda curva v € I' tem que cruzar M. Portanto,
devemos ter ¢ < c. Assim, ¢ < c e o lema estd provado. [
Prova da Proposi¢cao 5.4. Pelas hipoteses temos que Iy satisfaz a geometria do Passo
da Montanha (veja Lema 5.2), e assim existe uma sequéncia de Cerami (u,) C Ew tal

que

Iy (up) = cw >0 e HH/V(“N)HW* (1+ HunH) — 0

quando n — oo, sendo

= inf max I(~(t
cw = inf max (v(t))
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em que

I'={yeC([0,1],E):7(0) =0, I((1)) <0}.

Procedendo como no Lema 5.3 temos que u, € limitada. Passando a subsequéncia, se
necessario, temos u,, — u em Ey . Além disso, sequindo os mesmos passos da Proposi¢ao
5.3 temos que u é solugao fraca de (5.18). Como h(s) = 0, para s < 0, logo u > 0.
Precisamos mostrar que u # 0.

Suponhamos, por contradi¢ao que u = 0, ou seja, u, — 0 em Ew, quando n — oo.
Como W € LN2(RN), obtemos pela propriedade (3) do Lema 2.1 e por um resultado de
Brezis-Lieb (veja Lema 6.5 e Coroldrio 6.1) que

W(x)f*(u,) — 0 quando n — oco.
RN

Note que, quando n — o0,

RN

[ (un) — Tw (un)| = = o0n(1),

e assim,

I(up) = ew.

Sabendo que W > 0, para ¢ € Ew, com ||¢|| < 1, obtemos gracas a propriedade (2) do
Lema 2.1 e a desigualdade de Holder, que

(I () = Ly (un)) @) = | foow W (@) f () f () 9]

< | o W (@) f (un) W2 ()0

IN

(o W (@) 2 ()2 fin W () 8) /2

IN

(W () F2 (1)) 2 W22V ([ 62NN -2)N =212

< Cfaw W) f(ua)?)'2,

logo, I'(u,) = 0,(1) quando n — oc.
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Seja N ={u € Ew \ {0} : (I}, (u),u) = 0} a variedade de Nehari associada a Iy e de

maneira andloga ao Lema 5.5, temos que cyy =  inf  max Iy (tu) = inf Iy .
g ThE W = (0} 150 wtu) = ipf Iy

Lema 5.6. Os niveis cy e c verificam a sequinte desigualdade cy < c.

Demonstracao: Seque do Lema 5.5 que existe uw € M tal que I(u) = c e (I'(u), ¢) =
0, para toda ¢ € E. Entao, escolhendo t* € R tal que t*u € N, temos

0 < ¢y <sup Iy (tu) = Iy (t*u),
>0

e usando (Va) concluimos que

0<cy < Iw(t'u) < I(t"u) <supl(tu) = c.
£>0

]
Para chegarmos a uma contradi¢cao com o lema acima, e dai concluirmos a proposi¢ao

precisamos de alguns lemas, os quais foram adaptados de [9].
1
Lema 5.7. A fun¢ao G(s) = Eh(f(s))f'(s)s — H(f(s)) € nao decrescente para s > 0.

h(f(s))f"(s)

Demonstracao: Inicialmente observemos que € crescente para s > 0,

h(f()f'(s) _ hf(s) F7(s)f'(s)

01 = € crescente (e positiva) para s > 0. Agora, por
P . 50s) . (e p ) p gora, p

(F%) e item i) do Coroldrio 2.1 temos

0< (h(f(S))f’(S))' _ W) (S(5))?s + h(s) ()5 — h(f(s))]'(s)

- 9
S 52

logo,
W (f(s)(f'(5))%s + h(s)f"(s)s > h(f(s))f'(s). (5.19)
Assim, temos

)= SR (5 + Sh(FE) ()3 + 5h(F()F/(5) — h(F(s) 75

v

SR(FDF() — Sh(F(3)F () = 0.
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Lema 5.8. Seja (v,) uma sequéncia de Cerami para Iy no nivel cyy com v, — 0 em Eyy.

Entao uma das alternativas ocorrem:
i) Q(vn) = 0, onde Q(vn) = fan |VUa|* + fan V() f2(v5);

i) Eziste uma sequéncia (y,) C RN e constantes positivas R, S tais que

liminf/ ua]? > S.
oo Br(yn)

Demonstragao: Suponhamos que ii) nao ocorra. Assim, para todo R > 0

limsup/ lva]? = 0
n—00 Br(yn)

e; como (vy,) € limitada em Eyw, temos (veja [43, Lemma 1.1]) que v, — 0 em L*(RY)

para todo s € (2,2*). Observemos que por (Hy) — (Hs) obtemos:

[ s <e [ 1P+ [ 1#e)r 1 w)

e pelas propriedades (3), (6) e (7) do Lema 2.1 temos

ATy ey T

Logo
lim h(f(vp))f (vp)v, = 0.

n—oo RN

Desse limite e do fato de que (1], (vy), vn) = 0,(1) temos que

lim (W%F+ANﬁﬂﬂ%ﬁhm%>:0

n—o0 RN

e pela propriedade (6) do Lema 2.1 obtemos

lim <Wwf+/ W@ﬁ@@):u
n—oo [pN RN

Lema 5.9. Seja (v,) uma sequéncia (Ce),, para Iy em Eyw com v, — 0 em Ey . Se

Q(vy,) A 0 em RY entio c < ¢y .



39

Demonstragao: Seja t, > 0 uma sequéncia real tal que t,v, C M.
Afirmacgao: A sequéncia t, satisfaz limsupt, < 1. Suponhamos o contrdrio, isto

é, existe 0 > 0, t, > 1+ 0 para todo n € N. Jd sabemos que v, €é limitada e
(Iiy (vn), vy) = 0,(1), isto é,

L vol == [ V@ s @+ [ )7 @ o) (5:20)

RN

Por outro lado, (I'(t,v,), thv,) = 0, ou seja,

/I;QN |an’2 _ /RN V(x)f(tnvnsz/(tnvn)vn + AN h(f(tnvn))f/(tnvn)vn. (5.21)

n t’fL

Observemos que

W(x)f(vn)f,(vn)vn = 0,(1),

RN
visto que W € L%(RN) e v, — 0, assim, pela propriedade (6) do Lema 2.1 e Brezis-Lieb
(veja. Lema 6.5 e Coroldrio 6.1), obtemos [ W () f(vn) [ (vn)vn — 0 quando n — oo.

Logo, subtraindo (5.20) e (5.21), encontramos

)f(t Unsz/( nvn fRN

n

1) + [on V(z f(n) f'(vn)vn

(5.22)

= Jan h<f(t”v”t)3f/(t”% = Jrx B(f (va)) f' (vn) o

Como Q(v,) 4 0 em R seque pelo Lema 5.8 que existem (y,) C R e constantes positivas
R e S tais que
lim inf va]? > S. (5.23)

oo Br(yn)
Definamos v, (x) = v,(z 4+ yn), € passando a subsegéncia se necessdrio, temos que v, — U
em By . Além disso, em vista de (5.23), existe um subconjunto T C RY com medida
s
t

positiva tal que v > 0 em T. Observemos que, pelo Corolario 2.1, temos que

decrescente para t > 0 de modo que,

/RN V(x)f(tn’?jnif’(tn@/n),ﬁn - /RN V(x)f(’ﬁn)f/(’ﬁn)’ﬁn < 07

n
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para t, > 1+ 0, para todo n € N. Logo de (5.22) e periodicidade de V' temos

/RN h<f<tn'ﬁnt>3f'<tﬁn>vn - / (@) @) < on(1),

ou seja,

[, < on(1).

/ [h(f(tn’ﬁn)) J'(ta0n) P (ta00) — W(f (@) f'(Un) £ (0n)
o' F3 (L) £ 0m 73(T) T,

Assim, seque do item ii) do Corolario 2.1, de (Hg) e lembrando que t,, > 1+ § para todo

n € N que

- = ]%)121 < o,(1).

/ [h(f((l +0)0n)) S/((L+0)Tn) f2((L+6)0n) — h(f (@) f'(0n) f*(On)
gy fR(L4+6)vy) (14 6)v, 13(0n) Un,

Fazendo n — oo e aplicando o Lema de Fatou na ultima inequacao, obtemos

0 < / [h(f((l +0)0)) (L +0)9) (1 +0)v)  h(f(©)) f’(@')f:‘”(@]@»z <0
ry f2((149)v) (I1+9)v f3(v) v -
o que € um absurdo.
Agora, consideraremos dois casos:
Caso 1: limsupt, = tyg < 1. Neste caso, nds podemos supor que existe uma
subsequéncia, ainda denotada por t, satisfazendo
th—toet, <1, VYneN.
1 1
Vamos mostrar que I(t,v,) — 5 (I'(tyvn), thvn) < I(v,) — 5 (I'(vy), vn) + 0n(1). De fato,

observemos que:
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F(twtn) = 5 1 (tatn), ) = 562 o 190+ 5 o V) P2 (ta02)
— fao HU ) = 582 o 1900
5 Ja V(b))
—= fRN F(v)) f (tnvn ) tnvy,
= Jar VG2 (t000) = F(taon)  (trv )]

- fRN H(f(tavn)) + % fRN h(f (tnvn)) f' (tnvn)tnvn.

Pelo item i11) do Coroldrio 2.1 temos que f(t) — f(t)f'(t)t é crescente para todo t > 0 e

1
pelo Lema 5.7, temos que §h(f(s))f’(s)s — H(f(s)) € ndao decrescente, logo para t, < 1,

temos T(byvy) — % (I (), ) < T(vn) — % (T'(00), o) + 0n(1).

Assim,

1 (I'(tpvn), thvn) < I(vy,) — 1 (I'(v,), vn) + 0n(1) = e + 0,(1).

¢+ 0n(1) < I(tuva) = 5 ;

Caso 2 limsupt, = 1. Neste caso, existe uma subsequéncia, também denotada por

t, tal que t, — 1. Vejamos

Htwtn) = 1(0) = 58 fox [900f" + 5 fon V(@) £2(t002)
—&NHU%%»—%&NW%V & Jex V) 20
4 Jo HUT(0)

= fRN |an| + = fRN 2)[f2(tavn) — 2 (va)]

- f]RN [H(f(tavn)) — H(f(vn))].
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Agora observe que, pelo Teorema do Valor Médio, obtemos parat € (0,1) que

f]RN [H(f(tnvn)) — H(f(vn))]
- fOl fRN h(f(vn + t(tn — D)va)) f'(vn + t(tn — Dvg) (L — L)y

= 0,(1),
similarmente,
[ V@It = )] = 0,1
Portanto,
I(tyvn) — I(vy,) = 0n(1).
Logo,

¢ < I(tyv,) = I(vy) + 0,(1) = ¢y + 0,(1).

]
Retomando a prova da Proposicao 5.4: Seque dos Lemas 5.6 e 5.9 que a solugao fraca
encontrada para o problema (5.18) € nao trivial e o resto da demonstrag¢do seque como na

prova da Proposi¢ao 5.3.

5.5  Prova do Teorema 5.2

A prova € andloga ao Teorema 5.1. Apresentamos aqui uma ideia da prova ressaltando
os pontos diferentes na demonstracao. Para obter a existéncia de uma solugao para
(5.1) novamente exploramos um argumento de truncamento introduzido por Del Pino
e Felmer em [27]. U(’Eﬁilizc)tgzdo uma sequéncia de funcoes g, definida em (5.14), e por (F3)
M,

g
obtemos |gn(t)] < R

Observemos que de (Fy) e (F3), temos

t|7"!, para todo t € R. Denotemos por fon(t) = fo(t) + egn(t).

[fen(®)] < (14 eg(My)M,) ¢, (5.24)
e por (5.24), temos que o problema

—Av+ V(@) f(0)f' () = fen(F @) (),  em RN (5.25)
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¢ variacional para cada € > 0 e n € N, cujo funcional de Euler-Lagrange I., pertence a

CY(Ew,R) e possui derivada de Gateauz dada por

@) = [ Vovus [ F@re)f@u= [ @) o

para todo u,v € By .
Para Fy dado por (Fy), introduzimos um funcional de Euler-Lagrange auziliar, Jy :

Ew — R dado por

o =5 [ vel+3 [ V@rw- [ Ao

Gragas as hipdteses (Fy) — (Fy), temos que Jy satisfaz a geometria do passo da Montanha
(veja Lema 5.2). Entao existe g € RY dado por (5.8) Como f., satisfaz as condi¢oes
(Hy) — (Hy) e (HL) da Proposi¢io 5.4 para cada e >0, ne€Ne V wverifica (Vo) — (Va),
entao o problema (5.25) possui uma solu¢ao positiva ||[uey| , < Ci. Notemos que g(t) > 0
para todo t > 0. Assim temos que F., = Fy+ eGy(t) > Fy. Logo I.,(v) < Jy(v) para
todo v € E. Portanto, existe Cy que independente de c.,, tal que ||ucy|l, < Co.

Agora, estamos em condigoes de provar o teorema. Para isso precisamos encontrar
n,e e uma solugio positiva u(x) < M, para todo x € RY. Observemos que para C dado
pela Proposigdo 5.1, firamos n tal que M? > C.

Seja € > 0 tal que eog(M,) M, < 1. Segue de (5.24) que |fon(t)] < C[t|*™", para todo
t € R equed < q < 2(2%). Pela Proposi¢ao 5.4, existe uma solu¢ao positiva u tal que

|u|| < Cs. Usando a Proposicio 5.1 com b(z) = V(z) obtemos
[ullog < M.

Para completar a prova do Teorema 5.2 usamos os mesmos arqumentos usados na

prova da proposicao encontrada em [36, Proposi¢io 2.4 .



Capitulo

6

Apéndice

6.1 Propriedades do espaco W

Nosso objetivo é mostrar que o espaco

w = {u e (@) [ ) £ o < oo}

€ um espaco de Banach reflexivo quando equipado com a norma

. 1 r—+1 ﬁﬁ
[ully = [[Vully + inf =414 { [ A(z) [f(ru)]™ dz
v v Q

em que [ € a mudanga de variqvel definida em (2.2) e h € uma fungao ndao negativa tal
que h € LY(Q), com suporte de medida positiva. Antes, vejamos alguns resultados, muitos

deles foram adaptados de [55].
Lema 6.1. |.[|;;, € uma norma.

Demonstracao: Seja u e W, e A € R. Observemos que

| s
| ully, = [VAu|, + inf — {1 + (/ h(z) | f(vu)| dg;) } :
v>0 Q
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Fazendo s = v ||, temos

2

i%ﬁ% {1 + (/Q h(z) | Owa) [ d:c)M

_ |§n>f0’_i\|{1+ (/Q h(x )|f(5u>’r+1dx) | }
{ (/Qh(m)’f(su),rﬂdx)m} |

N——

3
'

= |\ inf —

s>0 8§

Logo [[Aully, = A [l

Agora a desigualdade triangular: Sejam u,v € W,

) ..
Jut vlly = ¥+ o), + inf > {1 # ([ o)ttt opr+ i) } .
v Q
Pela convezidade de f? e pela desigualdade de Minkovski temos

(o @) 1wl o) ) = (fy bl 2+ 00)) T ) ™
< (fﬂ h(z) |2 (2vu) + %fQ(ZVU))rTI dx) 2

Portanto, .||y € norma. "
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Lema 6.2. W = {ue HH(Q); [,h(x) |f(w)]" dv < oo} é um espago vetorial linear

normado com a norma ||. ||y, -

Demonstragao: Temos que 0 € W. Sejav € W, ea € R\ {0} e k € N tal que

% € (0,1). Pelas propriedades (12) e (8) do Lema 2.1 temos

Joy hl@) | flav) [ = [ h(@)(f2(aw)E = [, hla)(f2(28alv)
< C1 o hlw) <% >>T“<01f9 (#)(5 (v >>
gczfgh@: 2(0))F = Cy [y (@) [f()]

logo, av € W. Agora se u,v € W usando novamente a propriedade (8) do Lema 2.1 e a

desigualdade de Minkowski, obtemos que

(Jo, h(@) | f(u+v) r+1)r+1_(fﬂ 2|f2u—i—v)| Ql)ﬁ
< (fg ) [5722u) + 320 )
< (Joh@) [3£2@w]|F) 7+ (Joh(o) | 5r220) )7

assim, pela primeira parte para todo u,v € W, temos u+v € W. Logo W € um espaco

vetorial linear. m

Lema 6.3. Ezxiste uma constante positiva C' tal que para todo v € W,

(fQ h(l') v H—I)TH < CHUHW (61)
(14 (o h@) LF@)IH77)

Demonstragao: Para v € W e v > 0, definamos A, = {x € Q;v|v(z)| < 1}. Das

propriedades (3) e (7) do Lema 2.1 encontramos

(Jo h(=) |f<U)|r+1)r% = (fAU h(z)|f()] ™ + fAc h(x) If(v)r“) - )
(fA,, h(z)|f(v)] TH) i (fAC z) r+1> =T
(

Lo, h@ I o 7) 7+ (C fAc 2) Jo]

IN

IN

2
) 1
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Usando a desigualdade de Hélder e a propriedade (9) do Lema 2.1 obtemos

1

Lo h@ F@IF [T = [, (@) [o] "3 (h(z) | (v

\_/
3
+
=
S~—
[N

IA

VAN
—~ o~
Dg’
> S

IN

Agora, usando a propriedade s3 < s+ 1 wdlida para todo s > 0, encontramos

r;—l)ril

([, h(@) (@)% Jol
< (Jo h(@) [F@)™F(E) A+ (f, hl2) [fvo)[ )7

).

Por outro lado, usando novamente a propriedade (9) do Lema 2.1 temos que

S 1 = [y, hl@) |20 T = (1) [, () ool F
< (9 [, h(@)|f >|’““.
Assim,
(fyp h(@) o] 77T < ((9)72 2) | fwo) )
= ([, <>rf<w>V"“>m 2
< %(H(IAC )1 fo) ) ).

Logo, podemos concluir que para todo v > 0

o @) [F@I) T < (foy hl@) | F0)) 7 (2) 1+(fQ () | £ (o) )7
+y 1+(f9 () £ (o)) ™)
= S+ (fohl IﬂwW“Y“(Hwkm@u(Tﬂpj,

Agora estamos em condi¢ao de provar o sequinte resultado.
Proposicao 6.1. W é um espago de Banach.

Demonstragao: Seja (v,) uma sequéncia de Cauchy em W, isto é, dado € existe
N > 0 tal que n,m > N temos ||v, — Uy, < €. Segue da definicdo da norma que se
v, € de Cauchy em W entao v, é de Cauchy em H} (), entdo existe v € HY(Q) tal que
v, — v em H}(Q). Logo pelo teorema das imersées de Sobolev, v, — v em L*(Q) existe

uma subsequéncia, também denotada por (v,) tal que v, — v qtp em Q.
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Usando o Lema 6.3 e lim
S— 00 1 + 82

= 00 nds obtemos [, h(z) |f(v,)|™ < C. Pelo lema

de Fatou

[ n@) 1) < timint [ b e < c
Q Q

logo v € W. Como v, é de Cauchy, seque novamente do limite acima que existe d(¢) tal

que 6(€) — 0, sempre que € — 0 e assim do Lema 6.3 temos que
Jo (@) 1 £ (0 = 0a)[* < 8(6). param,n > N.

Fizando m > N e aplicando novamente o Lema de Fatou, encontramos

n—oo

/ B(z) | f(vn — )™ < liminf / B() | (0 — o) < 5(e)
Q Q

e assim, hm/ ) f(vn —0)|"T" = 0. Observemos que se X\ > 1, temos pela

propriedade (12) do Lema 2.1 que

(faerrosn o)™ = ( [uoise.—or)

_2
Como ([, h(z) | f (v, — U)|r+1) " — 0, entao dado A\ > 1 existe Ny tal que n > N; temos

oy (@) | F (o — o)) ™ < 1, assim,

%{1 + (/Q h(x) | f(A(v, —U))V“)Ti} < ;

Concluindo que

i@%% {1 + (/Q h(z) |f(Mv, — v))|’“+1> +} — 0.

Proposicao 6.2. O espaco (W, ||.|ly,) € reflexivo.

Demonstragao: Inicialmente observemos que H = (H}(Y), ||-|l) € Banach. Vale
ressaltar que a prova € andloga a demonstragcao da proposicao anterior. Assim, gracas

a desigualdade de Poincaré, e Teorema da Aplicacao Aberta temos a equivaléncia das
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normas ||V.||, e ||.|ly e pelo Teorema Eberlein - Smulian [20, Theorem 3.19] deduzimos
que o espago (Hy(Q), ||.|ly) € reflexivo.

Afirmamos que W € fechado em H}(QY). De fato, seja v, € W, tal que v, — v em
Hg(Q), isto €, dado € > 0 existe N tal que |lv, — v|l,, < € para todo n > N. Segue da

defini¢cdo de infimo que existe vy > tal que

Vio {1 + (/Q h@) | (v (vn — v)) [ dx) +} <e

assim ( [, h(z) | f (o (v — 0))|" dz) ™ < vge logo vo(v, —v) € W, mas como W é

um espag¢o normado linear, e v, € W logo v € W. Entao, pela [20, Proposi¢ao 3.20]

concluimos que W é um espaco reflexivo. [

6.1.1 Comparacao entre a sub e supersolucao
Lema 6.4. [48, Teorema 45] A tinica solugao de

—Au = f(z) em Br(0) CQCRY,
u=0 sobre 0BRr(0).

com f radial, isto é, f(x) = f(r) em que |z| = r, e Br(0) denota a bola centrada na

origem e de raio R € dada por

wtn= [ ([ s

Teorema 6.1. [48, Teorema 43] O problema anterior possui uma unica solugcao fraca
w € WyP(Q). Além disso, se f € L®(Q) entio u € Wy*(Q) N CY(Q) para algum

O<a<l.

Observacao 6.1. Diante dos dois ultimos resultados temos que

R 0 S 2
< UL [ ¥ ds)as = £l 5

e assim,
RQ

< —.
el < £ 5o
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6.1.2 Algumas convergéncias

Proposicao 6.3. Se u,, — u em W e (*) ocorre, entao

(i) JTk@) 1f ()" = @) [ ()] = [k [F )] = h2) )]

— h(z) If(un)lrf1 S (un) ' (un o] —

(i) [Tk(x) [ f ()" f(un) f(un)v
h(z) | f(u)]"™ ( )f'(u)v], para todo v € W.

f[’f(l‘)\ (u)lq () f (u)o —
Demonstragao: Seja u, — u em W e como H}(Q) estd imerso em L'() para

1 <t < 2% assim passando a subsequéncia, se necessdario, u,(x) — wu(z), qgtp em Q e

existe hy € L'(Q) tal que |u,| < hy.

Prova de (i): Temos que

T h) 1) = b)) = b @) L) = b))

qg+1

quando n — oco.

Observemos que 0 = AU B, com

A= {x cQ. qulk(x) () |7 — Fllh(x) F ()L > 0}

+1

| ,
B = {r € 2 k) )™ = 4o | <0}
No conjunto A temos pela desigualdade (3.3) e propriedade (3) do Lema 2.1

1 q+1 1 r+1
PO ) )
- [ - 1] s
<M < B
h(x)r=a h(x)ra

k(z)—a
Lh2 € LY(Q). Logo, pelo Teorema da Convergéncia

e pela condi¢ao (x) temos que C
h(x)r=a
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Dominada temos

[ | ) - ) wﬂﬁ

qg+1 r+1
1 q—|—1 ]' r+1
[ @l - —a )
quando n — 0.
1
No conjunto B temos : () | f(un)|*T < e h(zx) | f (un)|[ "t
Como u, — u em W, wusando o Lema 6.3 e lim i - = 00 obtemos

s—o0 | + s2
Jo h(@) 1 f(u, — w)|"™ = 0, logo a menos de subsequéncia existe hy € L'(Q) tal que

hz) | f(un, —u)|"" < hy quase sempre em Q.

Além disso, a propriedade (12) do Lema 2.1 juntamente com a convexridade de f* implica

que

1

Ch(x) | f2(n — u) + f2(u)] F
< bl | (n — w)[" 4 Coh(e) [fu)]"
< Cily(z) + Cih(z) |f(u>|r+1 )

h(x) | f(un)[ = (@) | f2(un — u+u)| 2

IN

(6.2)
e como Cihy(z) + Cih(z)|f(u)|"™ € LYQ), segue pelo Teorema da Convergéncia

[ 1@ = [ @) s
[ k@1 = [ ke e

Prova de (ii): Temos que

Dominada que

k(@) | (un)| "™ £ (wn) £ (un)v — h(@) | £ (un)|"" f(un) £ (v —
k(@) | f(ua)| "7 f(u) £ (w)o — h(z) | f ()| fu) £ (u),
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gtp em Q quando n — oo. Observemos que

F() |f (un) | f(un) £ (un)o = B(@) [ £ ()"0 f () £ ()0
k(@) | £ )| f(un) £ (un)o — B(@) | f ()" f () £ (un) 0]
k() [ f(un)|*™" = h(@) | w7 1 (n) £ ()| 0]

No conjunto A temos pela propriedade (11) do Lema 2.1 que

() £ )™ = B [ )| 1 () £ )]
< C k() [f ()™ = ——h(@) | f(un) | o
<ot

h(x)r=a

r+1

h(x) =4
Convergéncia Dominada temos

e pela condi¢ao (%) temos que C v € LY(Q), para todo v € W. Pelo Teorema da

@ )l f<un>f’<un>v} 5

1 - ,
/A [q+ TR@) [f )" f () £ ()
/ [ 1 k() [f ()" flu )f'(u)v—Lh(ﬂf)\f(u)\rlf(u)f'(u)v},

q+1 r+1

quando n — Q.

Ja no conjunto B temos pela propriedade (2) de Lema 2.1 que

|k(x >|f<un>|‘1*1 (@) [ £ ()" | (wn) £ ()| 0]
= [=k(@) | F(ua)"" 4+ h(@) | f )| | (wn) £ ()] 0]
< h(z )|f(un)l7” 1 f () £ ()| 0]

Agora, observe que usando (2), (10) e (11) do Lema 2.1 temos

h() |f ()" | f () f () o] < Cuh() |f ()| f ()] + Coh(a) | f (wa)[ 7 f(0)

1 1 . 1 1
e usando a desigualdade a.b < —a® + —b*, vdlida para a,b > 0 e —+ — =1, obtemos
S s s s

Cih(a) | f ()" |f(0)] < Csl(@) | £ ()™ + hlz) | £ (o))
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Coh(@) | f ()" 1 f ()1 < Calh(@) [ £ ()™ + h(x) | f(0)):

Assim, por (6.2) temos que h(z) | f(un)|""" | f(un)f (un)| |v] € dominada por uma fungio

em L'(Q), logo pelo Teorema da convergéncia Dominada temos

1

1 q—1 / r—1 !
[ [ ) ) o = ) ) ) ]

1 q—1 / 1 r—1 !
[ [k s s~ g s

6.2 Resultados técnicos

Apresentamos aqui alguns resultados que usamos ao longo do texto, bem como as

referéncias de suas provas.

Teorema 6.2. [59, Teorema 1.1.2] Suponha que V é um espa¢o de Banach reflexivo
com norma ||-|| e seja M C V wm subconjunto fracamente fechado em V. Suponha
E : M — RJ{oo} coercivo em M com respeito a V, isto €, E(u) — oo quando
lu|| = oo, u € M, e fracamente sequencialmente semi-continuo inferiormente, isto €,

para qualquer w € M e qualquer sequéncia (u,,) € M tal que u,, — u verifica-se

E(u) < liminf E(u,,).

m—oQ
Entao W € limitado inferiormente sobre M e o infimo é atingido em M.
Definic¢ao 6.1. [59, Definicao I1.11.2] Seja M C V' um conjunto fechado e convexo, e V
um espago de Banach. Dizemos que uw € M € um ponto critico de I em M se

g(u) =sup{{(I'(v),u—v): wveM, |v—ul,<1}=0.

Defini¢ao 6.2. [59, Definicao I1.11.3] O funcional E satisfaz a condi¢ao Palais-Smale
sobre M, denotada por (PS)y, se qualquer sequéncia (u,) em M tal que |E(u,)| < C

uniformemente, e g(u,,) — 0 quando m — oo, € relativamente compacto.
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Teorema 6.3. [59, Teorema I1.11.8] Suponha M um subconjunto convexo e fechado de
um espago de BanachV, E € CY (V) um funcional satisfazendo (PS)y sobre M, e admite

dois minimos relativos distintos uy e ug em M. Entdo, uma das condi¢oes abaixo ocorre:

o E(uy) = E(uz) = B e uy,ug podem ser conectados em qualquer vizinhang¢a do

conjunto de minimo relativo uw € M de E com E(u) = 3,
e cxiste um ponto criticow de E em M o qual nao é um minimo relativo de E.

Teorema 6.4. [20, Coroldrio 9.10] Seja 1 < p < N. Entio W'P(RY) C LY(RY), para

todo q € [p,p*], com imersdio continua.

Teorema 6.5. [20, Teorema 9.16] Suponha Q C RN, um dominio limitado de classe C*.

Entao temos

W2(Q) < LI(Q) para todo q € [1,2%)

com injecao compacta, onde 2* = N 5 e N > 3.

Teorema 6.6. [20, Teorema 4.9] Seja (f,) uma sequéncia de funcoes de LP(Q) e
f e LP(Q) tais que ||f, — fHL,,(Q) — 0, onde Q é um aberto de RYN. FEntdo existe uma

subsequéncia f,, de (f.), e uma fun¢io h € LP(Q), tal que

fo, () = f(x) gtp em 2

| fn. (2)] < h(z) gtp em Q.

Teorema 6.7. [20, Corollary 9.13] Sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < co. Entdo

1 1 1
Se - -2 0, temos W™P(RY)C LYRY), onde — =~ — m;
p N g p n
1
se — — % =0, temos W™P(RYN)C LYRY), para todo q € [p,o0);
p
se om <0, temos WmP(RY) C L*(RYN)
p N Y )

com injegoes continuas.

Teorema 6.8. [59, Teorema 1.2.4] Suponha que uw € WY(Q) é uma subsolugio e
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u € Wh2(Q) uma supersolugdio do problema

—Au = g(.,u) em 2

U = U sobre 02

em que g € uma fungao Carathéodory. Suponha ainda que existem constantes My, M, € R
que satisfazem

—co< M <u<u<M,<x

quase sempre em ). Entao existe uma solu¢ao fraca u € WH3(Q) do problema acima

satisfazendo a condicao u < u < u quase sempre em €.

Observacao 6.2. Como pode ser visto em, [59], na prova do Teorema acima usamos
a limitacao da sub e supersolucdo apenas para garantir que o funcional associado
ao problema € coercivo e fracamente semicontinuo inferiormente, nao exercendo mais

nenhuma influéncia em sua prova.

Teorema 6.9. [2/, Lema 1.1] Sejam I = (a,b) C R um intervalo aberto, X, Y espagos
de Banach, V uma vizinhanca de 0 e F : I XV =Y uma funcao duas vezes difencidveis
no sentido de Fréchet. Suponha que \g € I e

(1) F(\, 0) =0 para X € I,

(ii) dim N(F,(Xo, 0)) = codim R(F,(X\, 0)) =1,

(111) Fyz(Mo, 0)xg & R(Fp(No, 0)) onde xg € X gera N(F,(Ao, 0)).

Seja Z algum complemento topoldgico linear de span{xo} em X, ou seja, espago
gerado por xo. Entao existe um intervalo aberto I contendo 0 ¢ fungoes continuamente
diferencidveis X\ : I -5 Re (I I — 7 tais que A\(0) = 0, ¥(0) = 0, e, se
z(s) = s xo + s ¥(s), entio F(A(s),z(s)) = 0. Além disso, F~*({0}) prézimo a (\o,0)

consiste precisamente das curvas x =0 e (\(s),z(s)), s € 1.

Teorema 6.10. [1, Teorema 6.2] Suponha Q C RY um dominio limitado com fronteira

09 de classe C* e sejam m > 1 e 1 < p < oo. Entdo para qualquer j > 0 a imersdao
Wj+m,p(Q) SN C«j,a(ﬁ)7

N
onde 0 < a <1—— € compacta se m —1 < — < m.
p p
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Teorema 6.11. [29, Teorema 5.3.23] Seja X wum espa¢o de Banach reflexivo e seja

T : X — X* um operador satisfazendo as sequintes condicoes:
i.) T € limitado;

ii.) T é demicontinuo, isto é, T leva sequéncias fortemente convergentes em sequéncias

fracamente convergentes ;
iii.) T € coercivo.
Além disso, existe uma aplicacao limitada ¢ : X x X — X* tal que
iv.) ¢(u,u) = T(u) para cada v € X;
v.) para todo u,w,h € X e cada sequéncia {t,} de nimeros reais tal que t, — 0, nds
temos ¢(u + t,h, w) = ¢(u, w);
vi.) para todo u,w € X nds temos (p(u,u) — ¢p(w,u),u —w) > 0;

vid.) se up, — u e lHm (P(un, u,) — ¢(u, uy), u, —u) = 0 entdo nds temos ¢(w,u,) —
n—oo

o(w,u) paraw € X;

viti.) se w € X, up, — u, ¢p(w,u,) = 2z, entdo im {(Pp(w, u,), u,) = (z,u).
n—oo

Entao a equagao T(u) = f* tem ao menos uma solu¢io u € X para cada f* € X.

Proposicao 6.4. [20, Proposicio 3.20] Assuma que E é um espaco de Banach reflexivo,

e seja M C E um subespaco linear fechado de E. Entao M € reflezivo.

Teorema 6.12. [20, Teorema 3.19 (Eberlein-Smulian)] Assuma que E € espago
de Banach tal que cada sequéncia limitada em FE admite subsequéncia fracamente

convergente. Entao E € reflexivo.

Teorema 6.13. [2, Teorema de Agmon, Douglas e Nirenberg] Sejam € um dominio
limitado com fronteira suave, f € L"(Q), r > 1 e u € H}(Q) uma solugio fraca do

problema

—Au = f em ()
u = 0 sobre Of).

Entio u € W?"(Q) e existe C > 0 (independente de u) tal que

lullwer @) < ClIfIL -
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Teorema 6.14. [63, Teorema 5.9] Seja f uma fun¢ao nao negativa sobre Q2. Se |Q =0,
entao fQ f=0.

Lema 6.5. [39, Lema 4.6] Sejam 1 < p < oo, e (f,) uma sequéncia limitada em LP(Q)
que converge para f qtp em Q. Entdo f € LP(Q2) e

LA = im (£l = 11 = full)

Corolario 6.1. [39, Coroldrio 4.7] Sejam 1 < p < oo, f € LP(Q) e (f.) uma

sequéncia em LP(SY). Suponhamos que f, — f qtp em Q e lim ||full, = |[fll,- Entao
n—oo

T |14, - fll, = 0.
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