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Resumo

Nesta dissertacao a autora demonstra dois resultados de extensoes para IR" de
n

solugoes distribucionais em IR"\{0} do operador L), = Z X0y, — a, com
i=1

A=(A,..., ) €eRY eacC.



Abstract

In this dissertation the author proves two results of extensions for IR" of dis-
tribution solutions in IR"\{0} of the operator L), = Zkixi&ri — a, with
i=1

A=(M,...,\,) € R} and a € C.
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Introducao

n
Seja A = (A1,...,\y) € R} e a € C, daf considere Ly, = ZAi:pia@ — a.
O objetivo deste trabalho é apresentar resultados de extensé:; para IR" de
solugoes homogéneas em IR"\{0} de L, ,. Para atingirmos este objetivo seguire-
mos de perto os resultados L.Hormander, em [H6|, para o caso A = (1,...,1).
Neste caso as solugoes sao denominadas distribui¢coes homogéneas. Isto nos
motivou a denominar as solugoes de L) , de distribuicoes A— homogéneas de
grau a. Para A\ e a arbitrarios o conjunto de todas essas distribuicoes serao

chamadas de quase-homogéneas.
Esta dissertagao estd assim organizada:
Iniciamos com uma lista de notacoes e conceitos.

No primeiro capitulo definiremos distribui¢oes homogéneas de grau a em IR.
Veremos que quando a € C\Z _ existem tais distribuigdes, no entanto quando

a € Z _ este nao é o caso.

No segundo capitulo estenderemos a definicao de distribuicoes homogéneas
para R"\{0} e IR". Veremos por meio de um lema trés formas equivalentes de
definir distribui¢ées homogéneas em IR"\{0} e demonstraremos alguns resul-

tados necessarios para o capitulo precedente.

No terceiro capitulo na segao 3.1, seguindo L.Hérmander em [Ho], enuncia-
remos e demonstraremos o resultado de extensao para IR"™ de distribuicoes

homogéneas em IR™\{0} de grau a com a ¢ {k € Z;k < —n} e veremos que,
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neste caso, uma tal extensao homogénea de mesmo grau pode ser obtida, ja na
secao 3.2 demonstraremos um teorema de extensao para IR" de distribuicoes
homogéneas em IR"\{0} de grau inteiro a sendo a = —n—k com k € IN. Neste

caso so excepcionalmente a distribuicao obtida é homogénea.

No quarto capitulo demonstraremos um lema anélogo ao do Capitulo 2, des-
crevendo, portanto, trés formas equivalentes para definir distribui¢oes ho-

mogéneas em IR™\{0}.

No quinto capitulo na secao 5.1 estenderemos para IR" distribuigoes
quase-homogéneas (ou A—homogéneas) em IR"\{0} de grau a, quando
a ¢ {—|\—<a,A>;i=1,...,n}, jd na segdo 5.2 estenderemos para o IR"
distribuigdes quase-homogéneas ( ou A—homogéneas) em IR"\{0}, quando
a = —|\— < a,\ >, para algum o € IN". Condigbes para que exista ex-

tensoes homogéneas sao também descritas.

As bibliografias utilizadas foram: [L] e [R] para os elementos de Andlise Real.
[Ho|, [H6], [O] e [F] para os fundamentos da teoria de distribuigoes. Finalmente

[H6] e [G] para o estudo de distribuigdes homogéneas e quase-homogéneas em

R"™.



Lista de Notacoes e Conceitos

IR" = o espago euclidiano n-dimensional (n > 1).
IN" = o conjunto das n-uplas a = (ay,as,...,®,) com a; € IN para cada
J=12 ..., n.

la] = a1 +as+ ...+ ay.
0
O,

=212 ... 1, 0s mondémios em x de expoente «.

0% = 031052 ... 0gr com Oy, =

1 X2

xOL

Se o, f € IN", dizemos que B < ase f; < a;,Vj=1,2,...,n.

al == ailag! ..oyl

o} al
()= e

Para A € R, [\] = a parte inteira de A.

2 é um subconjunto aberto de IR".

Q¢ é o complementar de €2 em IR".

K CC (), significa que K é subconjunto compacto de (2.

C*>(Q) = o espago das fungdes complexas infinitamente diferencidveis.

Se KcCCQejelNepe(C®Q),

Prj(p) = sup ¥ |0%(x)|

rzeK .
o<

¢ a familia de seminormas que definem a topologia de C*°(€2).
C(Q)={f:Q—C;feC>®Q)eS(f) CcC Q}.

Quando K CC Q, CX(K) ={p e C™(2) : S(¢) CC K}.

11
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D’ = o espaco das distribuicoes em €.

u€eD < wu:CX() — € éum funcional linear e para cada compacto K C §2
existem constantes C' € IR e k € IN tais que:

| <u,p>|<C Z sup |0%]; € C(2) com S(p) C K. (0.0.1)

o<k

Denotamos T;, a distribuicao dada por < T, ¢ >= /u(m)gp(m) dr,seu € L}

loc
e peCx.

A ordem da distribui¢do u € D’ é o menor valor inteiro nao-negativo de k,
se k em (0.0.1) puder ser tomado independente de K. Se nao existir & finito
que satisfaga a desigualdade citada para todo K, dizemos que u possui ordem

infinita.

Suporte de u = S(u) = U Vv

(vl



Capitulo 1

Distribuicoes Homogéneas em IR

1.1 Distribuicoes Homogéneas de grau a com
Re(a) > —1

Seja A € R. Dizemos que uma funcao real f em IR\ {0} é homogénea de grau

A se f(txr) =t f(x) para t > 0, ou analogamente, se

2 f(1), para x > 0
flz) =
(—2)*f(=1), casox < 0.
Consideremos entao as fungoes fi = f(1)z} e f- = f(—1)a} com

2} : R\ {0} — IR definida por
\ ), sex >0
() =
0, se x <0,
e : R\ {0} — IR definida por

\ 0, se x>0
o’ (z) =

|z|*,  para z < 0.
Logo, f(z) = fi(x) + f-(z) Vz € R\ {0}.

Observagao 1.1.1 Como 2 (—x) = 2 (), para qualquer x # 0, vamos estu-

dar a fungdo x%. Resultados andlogos sio obtidos por 2.

13
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Mas geralmente, para qualquer a € C, seja 2% : R\ {0} — C definida por:

z* se x>0

0, se x < 0.

Para z > 0

¢ = et In(z)

_ xRe(a) ezlm(a) Inz )

Para estender tais distribuicoes para IR precisamos dar um sentido as dis-
tribui¢oes homogéneas em IR. Observamos que quando Re(a) > —1, entao

€ L} (IR) e dai, se estende para uma distribuicao em IR. De fato, seja

T loc

+e

1% 1 IR — € definida por:

x4 se x>0

0, se x <0.

Logo, para K compacto de IR, temos:

/ ’xi—’ dr = / |$Re(a)’ |6ilm(a) Inz dr
K KN(0,+00)

_ / |$Re(a) ‘ dr
KN(0,+00)

= / 7@ dg < 400, se Re(a) > —1.
KN(0,400)

Dai 24 define uma distribuigao.
Fazendo uma mudanca de varidvel obtemos que a distribuigao u = T;a satisfaz
< u,p >=1* < u,p; >, para toda ¢ € C°(IR) com ¢ () = to(tz) et > 0

dai, consideremos:
Definigao 1.1.1 Dado a € C, u € D'(IR) € homogénea de grau a se:
<u,p >=1" < u,p >, (1.1.1)

para toda ¢ € C°(IR) com p(x) = ty(tz) et > 0.
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E facil mostrar as seguintes propriedades:

r.a? =2 se Re (a) > —1, em D'(R) (1.1.2)
e
d a a—1 !
oo = vl se Re (a) > 0, em D (IR). (1.1.3)

Nosso préximo objetivo ¢ estender a definicao de 2% como distribuicao para
todo a € C, de forma que as propriedades (1.1.2) e (1.1.3) sejam preservadas.
Veremos no entanto que a veracidade destas propriedades nao valem para todo
a € C. De fato, um exemplo simples é a = 0, pois neste caso temos que o lado
esquerdo de (1.1.3) é H' = 6 e o lado direito é nulo.

Assim para estendermos esta andlise para todo a € C, consideremos

para cada ¢ € C2°(IR) fixa a seguinte funcao:
Z,:{a € C; Re(a) >—-1} — C

+oo
definida por Z,(a) =< z%, ¢ >= / x%p(z)dz. Afirmamos que esta funcao
0

¢ analitica.

9(Z,)
da

oaZ,) 1[0 0 1 (01, I,
= — | — — T)Y=—-| —= — ).
a& 2 (aal +Z8a2> ( LP) 2 (3@1 +Zaa2

W o)

+o00 o )
- /0 g, (F"a"e(w)) da

- /O e In(2)p(z) d,

De fato, basta verificarmos que = 0. Assim temos que

Dai,

onde a segunda igualdade segue do Teorema da Convergencia Dominada. Analoga-

0(Z, 0 Foo
(‘(Qaj) — s </0 () dx)
+o0 o )
= /O 8_012 (Z’alxla&g@(ﬂf) d:l?)

_ /O " () p() da,

mente
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a convergeéncia segue do Teorema da Convergéncia Dominada.

o(z,)

L
8% “oa

= 0 e portanto Z,, ¢ analitica quando Re(a) > —1.

Observagao 1.1.2 Se Re(a) > —1 e k > 0 for um inteiro, podemos mostrar
que:

(1.1.4)

De fato, por inducao em k, mostraremos que vale a igualdade acima para

k = 1. Observemos que < 24, ¢’ >= —(a+ 1) < 2%, > por (1.1.3). Dal,

(1) <ath ol > (1)
= D <z, 0>
(@t 1) (a—i—1)<a+) Tor P
= <zi,0>.

Suponhamos que valha para k, isto ¢,

L < xi+k7 QO(k) >

(a+1)...(a+ k)

<zl,p>=(-1)

Provaremos que vale para k + 1.

Observemos que
- :L“‘f'Hl; (p(k+1) >=—(a+k+1)< x‘f'k, ('p(k) >

por (1.1.3). Dali,

(_1)k+1 < $i+k+1,90(k+1) > _ (—1)k+2(a Tk 1) < w'f_k,cp(k) >
(a+1). (a+k)(at+k+1) (a+1).. (a+k)(at+hk+1)
(_1>k a+k k
= Wi arm <>
= <a%,p>.

Assim para Re(a) > —1, com k inteiro positivo, temos (1.1.4) vale.

1.2 Distribuicoes Homogéneas de grau a com
a & Z_

A aplicagao a — 2% e a +— % se estendem analiticamente para

a € C\Z _, definindo distribuigoes homogéneas de grau a.
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Observemos que lado direito da relagao (1.1.4) da secao 1.1 é analitico para

Re(a) > —1 — k exceto para os pdlos simples —1,—2,..., —k, pois 2% ¢
1
analitica para Re(a) > —1 —k e é analitica exceto nos

(a+1)...(a+ k)
polos simples —1, -2, ..., —k.

Ainda, ¢ define uma distribui¢ao de ordem menor ou igual que k, pois para

toda ¢ € C°(IR), com S(¢) C K CC IR, temos:

(=DF

a - a+k k
[<zho>| = (a+1)...(a+k) <ot e >
= Cha ‘< a:‘ffk, go(k) >‘
< Cpg € sup|gp(k)]
k
< Cra Y_suplpW],
=0
onde
0, se Re(a) > —1

—[Re(a)], se Re(a) < —1.

Proposicao 1.2.1 < x%,p > se estende por continuagao analitica com res-

peito a a para a € C\Z .

Demonstragao: Temos por (1.1.4) que além de analiticas para
Re(a) > —1, sao iguais. Mas o lado direito é analitico para Re(a) > —1 — k

exceto para os polos simples —1, —2, ..., —k, logo, pelo Principio da Extensao
L < xi—l—k’ SO(k) >

Analitica segue que < %, >= (—1) (a+1)...(a+k)
a oo la

em C\Z _. |

Pela Proposigao 1.2.1 definiremos % por continuacao analitica com respeito a

Q.

Usando (1.1.4) mostra-se que 2% com a ¢ Z _, satisfaz (1.1.2) e (1.1.3) e s@o
distribuicoes homogéneas de grau a.

Todos os resultados sobre 24, com a € C\Z _, sao analogos para z2.
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1.3 Distribuicoes com a € Z _

Estendemos a aplicagao a — 2% para a € Z _, no entanto, ela nao ¢é

homogeénea.

A motivagao para definirmos x¢ quando a € Z _ é o seguinte. Primeiramente

observe que para a = —k o residuo da funcao a —< 2% ,p > ¢
(h=1)
. o P(0)
al—1>r£1k(a+ k) <af,p>= =1
pois,
: a _ : _1\k < x(-lij_k’go(k) >
alinilk(a—i_ k) <aie> = alinjk(a TR (a+1)...(a+k)
+oo
JAROrE
_Jo
(k—1)!
()
(k—1)!"
Assim,
5(’“*1)
(a+ k)% — (=1)F 12 quando a — —k. (1.3.1)

(k=10

Subtraindo a parte singular, obtemos, quando a + k =& — 0, que

=D (0) }

I “ o>
m {< ¥ T e Dla+ k)

a——k

cau T Py (s § P T T

G S ey S (S R S P L
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= lim (—1)k +oo (xf:' — 1)9@(k)(x) dx (_1)k+190(k_1)(0)
N {( (e—1) /0 +

=0 | (e+1—kK)... £ (e+1—k)...(e—1)e
p*1(0)
B %—Uk}
+o0
/0 In(z)p™ () dx
- (k—1)!
C(eF VO (k=)= (k—1—¢)...(1—¢)
+ E%{ : {(k—nmk—1—@.”u—5)]}
/+OO In(z)p™ () dx
- (k—1)!
. mﬂ{wAm)Fk—nw_z_@“41—@+“.+@_1_@”.@_@]}
=0 | (k—1)! edlk—1-¢e)...(1-e))+(k—-1—¢)...(1—¢)
[ mwew e o
s eFDO) 1 [(k—1) (k — 1)
- (= 1) +(k—n!w—1y[@—1)+“ﬁ' 1 ]

/%O In(z)e® (x) d (h=1) () k=1
0 ' (0) 1
] +(k—n!§;}

1=

Deste modo definimos

/+OO ln(x)go(k)(x) dx (k=1 ((yy *=1
k 0 (0) ¢ 1
<aikp>=— =Y +9[()k_1)! 513' (1.3.2)

j=

Note que a homogeneidade é perdida quando a = —k. Desta forma, obtemos
de (1.3.2) que:

p(0)
(k—1)1

< x;k,gp >=t"%< ZB_T_k, ¢ > +1In(t) (1.3.3)

De fato,

_ o0
1NA In(z) (b (t2)® da

thF<ak o> = t7F | ———
‘(L’—‘,—?(pt |:(l{;—1

k—1
T () P
(k= 1l 2 ]
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1 +oo N (k—-1) k_ll
- ), W G
- /ml W)Y 0) dy -+ (0
] u(y)e'™ W) dy + 3 (t)e
+ SO(k 1) 'Z
k-1)(Q
= <x+,g0>+ln()('€k 1())

Se a € Z _, afirmamos que vale a propriedade (1.1.2).

De fato,
+o00
In(z)p* Y (z) dz (k—2) [y k=2
—k /0 ¥ (0) 1
= — -. 1.3.4
<O Te > (k—2)! +(1.6—2)!;:;7 (1.34)
pois,
o ke = 23, (wp)® >
Jm (a+k) <alee> = lm e+ b0 om0

+o0o
<—1>/0 (wpla))®
= >

-1 400

-1 +oo .
+ ﬁ/{) o™ (z) dz

B0 f 1)!90(’“‘2)(0) + (]5__?)!@(’“‘2)(0)
()
(k-2)

Analogamente, calculamos o residuo da funcio a — 2% (¢), o qual é

1

: a+1 _ (k—2)
ali>r£lk<a+k:) <zl o >= (k—2)!90 (0).
7 C Ve
Desta forma, subtrairemos um termo ———— que é o mesmo em ambos o0s

(a+ k)
lados. Dali,
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. p*=2)(0)
hmk{<:)cJr :IJ<,0>—( )(a—l—k‘)}
= (zp)® > p*=2(0)

?%{“4V@+1jk) NEESE (k—mk}

(

T (@) P@) dr
hm<@4VA L o Mm}

e—0 (e+1—k)...(e—1e (k—2)k

—&— " 2= o*V () da
1mu(—nﬁk g:DA P d w“QWD}
e—0 (e+1—k)...(e—1)e (k—2)le

Jk—e—nlﬂﬁf—1m%ﬂugw

fm 4 (=1) Cr1—F). (c—1De

\ .
(—1)*(k —e— 1)/0 ©* V() da HE-2)(0)

(e+1—Fk)...(e—1) C(k=2)le
400

e A L e T
(=1) Dk —1)! +£%{ Crlh. (-1
p*=2(0)
(k — 2)!5}

/0 h In(z)o* Y (z) dz

a (k —2)!

iy { £ [ IR e )

e—0

{cpk (0) [(k:—l) k:—2)!+(k—1)...(1—5)+...+(k—1—5)...(2—5)]}
! ellk—1-¢)...(1-g+(k-1—¢)...(1—¢)

+o0o
| @t e e
; PE0) 1 [(k—2) (k—2)!
- (k—2)! +(k—m!w—2ﬂ{w—2)+““% 1 }
+oo
/0 ln(x)gp(k_l)(x) dx SE-2)(0) -2
N ) RN R
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De maneira similar segue que

oE=2)(0) } _ _/0+°° In(z)p" V) (z) dx

lim {< 2o > 1

a——k k — 2)'(& + k)
P2(0) G2 1
+ —
(k—2)! =
|
Observacao 1.3.1
5(k)
Sea = —k € Z mostremos que %x;k = —ka P+ (—1)]“%. Uma vez que
de (1.3.1) temos:
li d a k a—1 . li a—1 k a—1
Jm gt TRy = Jim {antT ket
— limk(a + k:)x‘_fl
= liril 1(a +k+1)z%
5(k)
— (—1)F0_
Cé(k)
e assim eliminando termos da forma ﬁ, os quais devem cancelar-se, obte-
a
mos
d _y —k—1 k:(s(()k) /
De fato,
d —k k' —k—1 . —k ! l{? —k—1
%x++x+ , P = —<z,,¢ >+R<T 0>
(k)
. ©™(0)
= —1 <xl,¢ > —
Pareart { T ¥ (k—l)!(a+k)}
(k)
. »™(0)
ko1 <zh, 0> —————
* aJ_IE_l{ T ¥ k:!(a+k:+1)}
(k)
. v (0)
- 1 — <zt / >
g { o T T Dl e+ k) }
$®(0)

-1
+ k lim {< ) <z%t > —

a——k—1

El(a+k+1)

|
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(k)

. p'™(0)

— l o a /

ai@k{ ST T T T D a1 k)
(_1) / Qo(k)(())
Ay # a _

LI o g s TP

: a / k a /
= lim {—<a%,¢p >—a<x+,g0 >

a——k
k
= lim _(a+ )

a——k

= (_k,l!) 56 (),

<zl >

a ultima igualdade segue de (1.3.1).

Outra maneira de obter esse resultado ¢é usar diretamente (1.3.2). Com efeito;
d _ -
<%x+ka(ﬁ> = _<x+ka901>

1 oo k+1 k k_ll
- W[/ Inz)! ><x>dx—w<><o>Z;]

Jj=1

— ﬁ o In(z) (k+1)($)dx — (k)<0)i1_|_ 1 (k)<0)

= —kah Tt 4 (—1)’“&
- + A

Todos os resultados sobre 2% . com a € Z _, sao andlogos para z“.
+3 ’



Capitulo 2

Distribuicoes Homogéneas de

Rn

Nosso objetivo neste capitulo é definir distribui¢coes homogéneas de
IR" e apresentarmos alguns resultados bésicos que serdao usados na extensao

de distribui¢oes homogéneas de IR"\{0} para R".

2.1 Caracterizacao de Distribuicoes Homogéneas
de R"\{0}

Definicao 2.1.1 Diz-se que I' é um cone aberto em IR" se: I' for um conjunto

aberto em R" etr € ' Vi > 0, Vx € T.

Tal como em IR definiremos:

Definigao 2.1.2 Dado a € C e I' um cone aberto diz-se que u € D'(I') é

homogénea de grau a se,
<u,p>=tr<u,p >, Ve CX() com pz) =t"p(tz), t > 0.

Agora expressaremos a nocao de homogeneidade de duas maneiras equiva-

lentes. Antes de fazé-lo, recordaremos o seguinte resultado:

24
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Teorema 2.1.1 Sejam Q2 e Y subconjuntos abertos de IR™ e IR™, respectiva-
mente, p € C®°(Q xY) eu € D'(Q). Se existe K CC 2 tal que p(x,y) =0

quando x ¢ K, entdo a aplica¢ao y —< u, p(-,y) > pertence a C*°(Y) e
9y <u,p(,y) >=<u,0,¢p(-,y) >,
para todo multi-indice a.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrado em [Ho], pg 34.

n
Considere e = (1,...,1) assim temos que L.y = Z Z;0p, -
i=1

Lema 2.1.1 Se u € D'(R"\{0}), entao as seguintes afirmagdes sao equiva-

lentes :

(a) <u,p>=t"<u,p >, VoeCrR"\{0}),t>0.

(2.1.1)
(b) (a+n)<u,p>+<u,Lop>=0, Vo € C*(IR"\{0}).
(2.1.2)
+oo
(c) <u,p>=0, sep € CX(R"\{0}) e / rt L) (rw) dr =0, Vw € S"
0
(2.1.3)
Demonstracao:  Mostremos que (a) = (b). Diferenciando a igualdade

em (a) em relagio & ¢ e wusando o Teorema 2.1.1, seguird que
(a+n) <u,o>+ <u,L.op >=0, onde p € CX(R"\{0}).
De fato,

0= %(< u,p>) = it(t“ < u(-), t"p(tr) >)

w0+ ) ple) + 4 () )
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= (a+n)t"" <u,t"p(tr) >+t <u, t" Zt:cj(&;jga)(tx)>

j=1

= (a+n)t"t <u,p(x) >+t <u, (Z a:j(ﬁxjgo)) (.CE)>

= (a + n)t_l < u,p > +t! <U, ij(axj‘ﬂ)> Vi
j=1

0 = (a+n)<u,<p>+<u,2xj(8xj<p)>
j=1
= (a+n)<u,p>+ <u,Lop >

aqui a segunda igualdade segue do Teorema 2.1.1 e a sexta igualdade segue da
homogeneidade de u.
Para demonstrarmos que (b) = (c¢), primeiro observamos que a integral

+o0
flz) = / r**t" ) (rz) dr é uma funcdo homogénea de grau —n — a, pois
0

fltz) = /0+00 retr =l (rta) dr

O

“+oo
= t_“_”/ st L)(sx) ds
0
= t7"f(x).
Deste modo, basta verificar que a equacao (a + n)yp + L. op = 1, tem solucao

p € C°(IR"\{0}). Entretanto, em coordenadas polares tal equagao diferencial

pode ser escrita como:

g(r‘“’"@(rw)) = """ Ly)(rw), com ||lw|| = 1. (2.1.4)
-
Com efeito,

S prw) = (ot ne () + S (o)

or or
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n

= (a+n)r""" o(rw) +rotnt Z rw;(0;¢)(rw)

= 77" (a + n)p(rw) + (Leop) (rw)]

= " hy(rw).

Mostremos que dado ¢ € C2°(IR"\{0}) satisfazendo /+OO re L (rw)dr = 0,
entao existe ¢ € C°(IR"\{0}), tal que ar(r“Jr"go('r’w))o = r*" L) (rw). Consi-
deremos g : (0, 4+00) xIR"\{0} — C definida por g(r,w) = /T st L) (sw) ds.
Temos que g € C* ((0,00) x IR"\{0}). Tomemos ¢ : IR”\O{O} — C definida
por ) = ollal i) = el [ 52507t (s ) s, Asim vemos
que ¢ € C*(IR™\{0}), pois é composta de fungoes de classe C*°.

Agora mostremos que S(¢) cC R™"\{0}. Como S(v) cC IR"\{0}, isto é,
existe R>1 tal que S(¢p) C A (O, %, R) , onde estamos considerando
A0, %, R) = {z; % <|l«|| < R}.

(]|
Se ||z|| < £, entdo ¢(x) = ||a:H_“_”/ s*tn=ly) <sﬁ) ds = 0.
T
0 —_——

=0
Quando ||z|| > R, entao

(]|
oa) = flalln [ty (2

= 0, por hipétese .

Portanto S(¢) C A (0, £, R), isto ¢, S(¢) cC R™\{0}.
Vamos verificar que ¢ é solugdo da equagao diferencial (2.1.4). Observemos

que

[[rw]|
Ta+n<,0(7“w) — ||Tw||_a’_n7’a“+n/ S(H—n_lw (S rw ) ds
0
= r_“_”r“+”/ s“+”_1¢(sw) ds
0
= /S“Jr”_lw(sw) ds.
0

Assim 9 (r*tho(rw)) = r* Y (rw).

or
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Logo,

<u, b > = <u,(a+n)p+ Leop >
= (a+n)<u,p>+ <u,Lop >

= 0,

aqui a ultima igualdade segue da hipotese.

Mostremos agora que (¢) = (a). Dado ¢ € C®(R"\{0}) e fixado
t > 0, tome ¥'(y) = p(y) — t*T"p(ty), logo ' € C(IR™\{0}). Veremos que
/+0<> rot Lyt (ra)dr = 0 para x # 0.

Doe fato,

+o0 oo
/ ret N (re) dr = / r T p(ra) =t (rtx) | dr
0 0

+00 +oo
= /rﬁ"l(p(m:) dr—/’r“*”lt“*"go(trx) dr
0 0

+oo
= <r@lo(a) > -ttt / r o (t - x) dr
0

= < () > =t < (o)) >
= <rlp(a) > — <rp(a) >
= O’
aqui a quinta igualdade segue da definicao da homogeneidade de rf“”_l em
IR\{0} e na quarta estamos considerando g (s) = p(srt).
Logo, < u, 1" >= 0, ou seja, vale (a). [ |
Observacao 2.1.1
(i) Seja u € D'(R"\{0}) e homogénea de grau a. Entdo
Leou =au, em D' (2.1.5)

Tal igualdade € conhecida como Identidade de Fuler.

Primeiramente observemos que

<u, Le,OQD >=—-< Le,Oua p>-—n<up>, v S C;XJ(]RH\{()}>
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De fato,

<u,Leogp> = <u, Za:jé?jgp >
j=1
= —Z < Oj(zju),p >
j=1

= —i<uﬁjxj,g0>—i<$j3j%§0>

7=1 j=1
= n<up>—<Leou,p>.

Logo, pelo item (b) do Lema 2.1.1 temos que L.ou = au.

(ii) Se ¢ for uma funcao C°°(IR"\{0}) homogénea de grau b, isto é,
Y(tz) = t(z) e u € D'(R™\{0}) homogénea de grau a, entio Yu é

homogénea de grau a +b em IR™\{0}. De fato:

<Yu,p> = <u, o>
= < u, (1/1(,0)15 >
= " < u, () p(tr) >

= 19T < Yu, gy > .

(tit) Notemos que L. o0;u = 0;(Leou) —0ju = (a—1)0;u, onde a ltima igual-
dade seque de (2.1.5). Concluimos entio que a diferenciagdo diminui

uma unidade o grau de homogeneidade.

(iv) Usando (2.1.5) e o Coroldrio 3.1.5 de [Hi], mostra-se que quando n =1

as distribui¢oes homogéneas sao multiplos de |x|* em cada semi-eizo.

2.2 Alguns Lemas Uteis

Os préximos trés lemas serao usados no proximo capitulo.

Seja v uma funcao L; (IR"\{0}) homogénea de grau a e ¢ € C(IR™"\{0}).
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Entao, em coordenadas esféricas, podemos escrever

<u,p> = / u(@)p(z) do
IR™\{0}

_ /|w|=1 /0 " w(w)r = (rw) drduw
- /|w|:1 u(w) (ry" 7 p(w)) dw.

Desta forma, para ¢ € C°(IR") arbitraria e x # 0, ¢é natural con-
siderarmos o operador R, : C*(R") — C*(IR"\{0}) definido por

(Rop)(z) =< %1 o(-x) >. Primeiramente mostremos o

Lema 2.2.1 O operador R, : C*(IR™) — C>(IR"\{0}) definido por
(Rap)(z) =<7 o) >, (2.2.1)

é continuo.

Demonstragao: Inicialmente provaremos que R, estd bem definido, ou
seja, para ¢ € C°(IR") temos que R,p € C*(IR"\{0}). Como o conceito
de diferenciabilidade é local, basta mostrarmos que, para cada x € RR"\{0},

existe uma vizinhanca V,, de x, tal que R,p € C>®(V,). Seja R > 0 tal

_R_
[lzol| *

que S(¢) C Bgr(0). Seja zg # 0 e tomaremos t, € IR tal que |ty] >
Definiremos my, : IR™ — R" por my,(x) = toz. Pela linearidade de my,, temos
que my, € C(IR"™). Assim podemos encontrar § > 0 tal que ||tpz|| > R para

todo « € Bs(xg). Desta forma, basta tomar 0 < § < ||zo|| — |ﬂ

ol assim, para
xr € Bs(xg) et € IR tal que || > |to], temos que p(tx) =0, pois |[|tz|| > R.
Tomando u = t47" ' € D'(X), X = R, ¢(t,x) = p(tr) € C*(X x Y),
Y = Bs(xg) e K C (—o00, —|to]) U (|to],00), pelo Teorema 2.1.1 temos que a
funcao ¢é de classe C*(Bjs(zo)).
Para mostrarmos que R, ¢ um operador continuo, tendo em vista o Lema 3
de [F] (pg 125), é suficiente demonstrar que R, : C*(K) — C*(IR"\{0}),

K cc R* ¢é continuo. Desta forma consideremos a familia

de seminormas g (p) = Z | 0% ||oo,Kj/ em C*(IR"\{0}) com

laf<j"
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Ky ={x € ]R";j% <|lzl]| <j'} e seja pi(p) = Z |0%¢]|oo uma familia de
o] <j
normas em C2°(K). Assim basta verificarmos que dado j' € Z, existem C' > 0

e j € Z; tal que gj(Rap) < Cpj(y). Tomemos

Qj’(RaQD) = gy (<ti+n717 90(1'>>)

= D10 el e,

|laf<j’

= DI 00 (0)) ook, (2.2.2)

o <57

Para cada « fixo, temos:

I 0% () oo, = sup | (T 0%(p(2))) |

J
= sup | (¢ 9% () |

J

k
dl
< sup Gy jvj sup |—(0%p(-x ‘2.2.3
upCyn 3 s | 0"t )229
com k= ordtT M) e K c B, (0). Observemos  que

S(p(-x)) CA{t;|t] < joj'} se ]l/ <||z|| < j'. De (2.2.3) temos que:

k

sup Ci jjo Z sup

Ky o lt1<4jo

l

Lo o))

k
o = sup Z Ch.jjo SUp Z 2P0 P p(-x)

Kj/ 1—0 It‘gj,j() ‘5'21

Tomando tx = y e do fato que |27 < ||z||l8l < 8/ temos:

k
g7 (Rap) < > sup > Cryyy sup 170 ()|

lal<s "9 1=0 IH<3"30 | 51=i
k
< ch,j/joz sup Zﬂﬁ' ’(3&%@@)‘
| <5’ 1=0 B;,;2(0) 3=
< Cryin(k+1) DD 10 9) (1) oo
la]<5" |BI<k
< Crgriok+1)7% > (1070l lsoxc
Iv|<i'+k

= Crjrjo(k+1)5"p;()

sendo j = 7' + k. [ |
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Lema 2.2.2 Eziste uma fungao ¢ € C(IR"\{0}) tal que

+oo
tx
/ %(t ) dt=1, sex#0 (2.2.4)
0
Demonstragao:  Provemos inicialmente para o caso n = 1. Seja

Yy € C(0,400) tal que f0+°° Yo(x) dx > 0. Assim, temos que:

T dle) gy [Tl gy
0 t 0 S

1
Tomemos 9 (z) = Xwo(\xb. Desta forma,

/+°° Glte) oL /+°° vollta))
0 0

t A t
1 [T
_ 1 Yo (tlz|) g
A 7
= 1.

Provemos agora o caso geral (n > 1). Seja i1 € C(IR"\{0}) definida por
Y1 (z) = $1o(]|z]]). Portanto,

) 1) 1 gl

dt = 1.
0 t A Jo t A Jo t

Sejam ¢ € C°(IR"\{0}) e K = S(v), dai segue:
Lema 2.2.3 O operador M, : C*(IR"\{0}) — C>*(K), definido por

My(p) = e,

é continuo.

Demonstracao: Para mostrarmos que M, é um operador continuo, consi-

deremos a familia de seminormas g; (¢) = Z | 0% [|oo,x,, em C>(IR"\{0})
ol <g”
com Ky = {z € R" 5 < |lz]| < j'} e pi(p) = Z 10%|| 0 uma familia de
lof<j
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normas em C°(K). Assim basta verificarmos que dado j € Z,, existem C' > 0

e j' € Zy tal que p;(My(p)) < Cqy(p) em C(K). Tomemos,

p; (My(9)) = p; (¥e)

= D 10" (@9) looc

|| <4
« a—0 «
<Yy 10° 0] e ] |00l o i
la|<j0<p<a \ B
S CZHaaSOHOQK
|| <j
< Cgy(p),
com K D K. [ |

Observacao 2.2.1
(i) Temos que Z bo0%6g = 0, com b, € C se, e somente se, b, = 0, Va.

laf=j
De fato, fizado ag com |ag| = j, consideremos ¢y € CP(IR") com ¢o = 1

numa vizinhan¢a de zero. Dai, tomemos p(x) = x*pg(x).

Logo,

0 = <Z baaa50,¢>

o] =3
pr— <aa60,2bagp>
|| =3

- |o<\ o
= ) ba(=Do%p )x:o

la|=y5
- Zb 1)elg* (00 (2)) -

o= v=0

Qo

=22 bo(=D)0 P @) | 0Ppule)|

laj=j 0<B<a \ [
= (—1)*lby,aplipn(0)

= (—1)‘°‘°|ba0a0!

o que 1mplica b,, = 0.



Portanto, b, = 0, Va.
(ii) Temos que 0“0y é homogénea de grau —n — |a.

De fato,

(80, p) = (000, (k)
= (=) (0,07 (p(t2))
= (L)l (8, (07 (1))
— -1 (5, 07)

= el (926, ) .
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Capitulo 3

Extensoes de Distribuicoes

Homogéneas de R™\{0}

Nosso objetivo neste capitulo é estender para IR" os resultados obti-
dos no Capitulo 1. Na primeira secao mostraremos que no caso em que
a ¢ {k e Z;k < —n} as distribui¢goes homogéneas de IR"\{0} de grau a po-
dem ser estendidas para IR". Na segunda sec¢ao consideremos o caso em que

a€f{keZ;k<-—n}

3.1 Extensoes de Distribuicoes Homogéneas de
R"\{0} - Parte I

Por extensao entendemos:

Defini¢ao 3.1.1 Sejam u € D'(X) e X C Y. Dizemos que v € D'(Y)é uma

extensao de u se < v, >=< u,p > para toda ¢ € CZ(X).

Nesta discussao o proximo exemplo se impoe:

Exemplo 3.1.1 u = Zandl € D'(R\{0}) se a, € R Vn, porém se os

n=1
al s forem escolhidos suficientemente grandes entdo u ndo admite extensao em

D'(IR). Construiremos este exemplo em 4 etapas.

35
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(1) Tome @y € C(IR\{0}) com vy > 0 tal que S(po) C [1,3] e po(2) =1

(2) Para cadan € Z . Consideremos o difeomorfismo ¢, : R — IR tal que

@bn(#l) =1, 9Uu(2) =2 eth,(s) =5 ses>3.

(3) Defina @, = poo,. Afirmamos que p, € C°(IR\{0}), pois é composta
de fungoes de classe C* e temos que S(¢,) C (0,3] e ainda ¢, > 0.

Tome pn,K<90) = ZH@U)HOO,K e defina a, > npn(gpn)'
7=0

(4) Afirmamos agora que u ndo admite extensao para D'(IR). De fato, su-
ponhamos que u admita extensao para D'(IR) e seja K = [0,3]. Logo,
existe C' > 0 e jo € IN tal que | < u,p, > | < Cpj,(pn). Porém, como
©n > 0, temos que | < u, @, > | > ay,, o que implica que a, < Cpj,(pn).
Mas como jy € fizo, entdo para n > jo temos que a, < Cp,(¢n) =
C > n, paran >> 1, o que consiste numa contradi¢ao. Portanto nestas

condicoes u nao admite extensao.

No que se segue usaremaos:

Teorema 3.1.1 Se u € uma distribui¢ao de ordem k com suporte igual a {y},
entao u tem a forma
< U, p >= Z a,0%p(y), ¢ € C*.
la|<k
A demonstragao deste resultado pode ser encontrado em [H6|, pg 46.

Consideremos agora a ¢ {k € Z;k < —n} e tomemos o seguinte conjunto

Ho(T) = {u € D'(T'); homogenea de grau a} .

Teorema 3.1.2 Para toda u € H,(IR"\{0}) eziste uma unica extensao
E(u) € Ho(IR™). Além disso, se P € uma fun¢ao polinomial homogénea, entao
E(Pu) = PE(u). Sea # 1 —n, entio E(Q;u) = 0;E(u). Além do mais, o

operador definido por u — E(u), € continuo na topologia das distribui¢des.
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Demonstracao:  (Unicidade) Sejam U;,Us € H,(IR") extensoes de
u € H,(R"\{0}). Como Ul’]R"\{O} =ue U2|1Rn\{0} = u, entdo temos que
para toda ¢ € C°(IR"\{0}) que:

<U —Uy,p>=<U,p>—<Uy,p>=<u,p>—<u,p>=0.

Suponhamos que S (U; — Us) C {0}. Logo, pelo Teorema 3.1.1, U; — U, é uma
combinacao linear de derivadas de dy, ou seja, existem ¢, € C e k > 0 tais que

Uy =Us+ Y cad*.

la|<k
Notemos que

k
v = Ul — U2 = Z Caaa50 = Z Z Caaa50

|a|<k J=0 \lel=j

Como v é homogénea de grau a, temos:

ta<U o >= Z Z |a|aa () ta-l—n-i-j’

J=0 \la|=j
pela Observagao 2.2.1-(i7).

Por outro lado,

<v,go>—<z anaaao ,g0>—z Z 1920 (0)

7=0 \lal=j 3=0 \Je|=j
Dai, segue que:

k

ST cal=)llarp(0) | et =3 | 3T ca(=1)0%0(0) | (x)

7=0 \|a|=j 7=0 \|e|=j
Vv Vv
bj b
Mostremos que os b; = 0, Vj. Seja, por absurdo, j; o menor elemento de

IN N [0, k] tal que b;, # 0. Sabemos que a +n + j; # 0, pois caso contrario
terfamos a = —n — j;, contradizendo a hipétese sobre a. Assim temos que
Re(a+n+71) # 0ou Im(a+n+j;) # 0. Suponhamos que Re(a+n+j;) # 0.
Desta forma, dividindo ambos os lados de (x) por t*T %! temos:

k k
Z bjta+n+jt—(a+n+j1) — Z bjt_(a+n+jl)-

J=j1 J=J1



38

Tomando-se o limite quando ¢t — 0 ou ¢t — +o0o e considerando tanto

Re(a +n+ji1) > 0ou Re(a+n+j1) < 0 temos que: bj, = +oo ou bj, =0
k k

se Z b;j # 0 o que é um absurdo, agora se Z b; = 0 temos que b;, = 0 ou

b, jji)o que também é um absurdo. Assim, sejgtj)lnsiderarmos Im(a+n+j;) #0

segue analogo ao argumento anterior.

Portanto, b; = 0, Vj.

Pela Observagao 2.2.1 item (i) Z ca(=D)M0%(0) = 0, Vj = 0,1,... k.
Entao ¢, = 0, Va. a
Portanto, U; = Us.
(Existéncia) Uma extensao de u é obtida a partir das quatro etapas abaixo.
Etapa 1: Seja R, do Lema 2.2.1. Mostremos que R,y é uma fungao homogénea
de grau —n —a e Ry(VR.p) = Ryp com ¢ € CX(IR"\{0}) satisfazendo a
condi¢ao do Lema 2.2.2. De fato,
(Rap)(lw) = <t p(la) >

= It <t () >

= [Tlremtt <t o) >

= 7 (Rap) (),
aqui a terceira igualdade segue da homogeneidade de t%"~'. Portanto, R,y é
homogénea de grau —a — n, isto é, R,p(lx) = 17" R,p(x).
Afirmacao: R,(VR,p) = (R,p). De fato,

Ro(YR.0)(x) = <t 1 (VRap)(-x) >

_ / " L () R (1) dit
0

+o0
= / tlh(ta)t T Ryp(w) dt
0

- R [ A

= (Rap)(),

dt

aqui a terceira igualdade segue da hipotese de R,y ser homogénea de grau

—a —n.
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Etapa 2: < u,¥)R,p > independe da escolha de ¢ com ¢ € C*(IR"\{0})
satisfazendo a condicao do Lema 2.2.2 e u € H,.
De fato, sejam 1,1 € C°(IR"\{0}) satisfazendo a condi¢do do Lema 2.2.2.

Assim

“+oo

[t - men Rt i = [ Rt
0 0
- / +ro:+”‘1¢2(m)RasO(m) dr
0
= [t Rapte) dr
0
_ /J;?:“‘"_lwg(rx)r_a_n}%ago(x) dr
0
+oo
= R, -1 d
(p(:ﬂ)/o o (rx) dr

+oo
— Rago(:v)/ r o) (ra) dr
0
= 0,
aqui a segunda igualdade segue da homogeneidade de R, .
Portanto, temos por (2.1.3) do Lema 2.1.1 que (u, ;1 Ry — 2 R,0) = 0 0 que
implica que < u, Y1 Ryp >=< u, Y Ry >.

Etapa 3: < u, YR, >=<u,p > se ¢ € CX(IR"\{0}). De fato,
+o0o —+o0
/ 7““+"_1(¢Rag0 —)(rz)dr = / r“+"_1¢(rx)Racp(rx) dr
0 0

+oo
— / r* o (ra) dr
0
= Rap(r) = Rop(2)
= 0.
Logo por (2.1.3) do Lema 2.1.1 temos (u, ¥ R,p — ¢) = 0 o que implica que

< U, Y Rp >=<u,p > .

Etapa 4: Definimos £(u) por:
< &(u),p >=<u, YRy > (3.1.1)

para toda ¢ € C°(IR"). Mostremos que £(u) € D'(IR") e é uma extensao de u

homogénea de grau a. Para demonstrar isto consideremos os seguintes passos.
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Passo 1: £(u) € D'(IR") e é uma extensao de u.

De fato, claramente £(u) é um funcional linear.

Temos que £(u) é um funcional continuo, pois é composto de funcionais continuos,
a saber £(u) = wo Ly o R, onde temos que u ¢ um funcional continuo por
hipétese, Ly : C°(IR"\{0}) — C*(IR"\{0}) é continuo, pois L, = My o[
onde inclusao [ : C°(K) — C®(IR™\{0}) é continua e My é continuo pelo
Lema 2.2.3 e ainda R, : C2°(IR") — C*(IR"\{0}) é continuo pelo Lema 2.2.1.
Notemos que < £(u), p >=< u, P R,p >=< u, ¢ > paratoda ¢ € C°(IR"\{0}),
pela Etapa 3. Logo, £(u) é uma extensao de u.

Passo 2: £(u) € D'(IR") é homogénea de grau —a. Para isso, observemos

primeiramente que:

(Ropr)(z) = 1" < tfﬁnila p(rz) >
= "t <t re(ra) >
= prolpmemnth el () >

= 1 ‘Ryp(x).
Dai, temos que:
< E(u), pr >=< u, YRy >=1"* <u,YRyp >=1"* < E(u),p >

ou seja, < E(u),p >=1t* < E(u), p; >. Logo E(u) é homogénea de grau a.
Demonstracao de (£(Pu) = P&(u))

Se P ¢ uma funcao polinomial homogénea, entao mostremos que
E(Pu) = PE(u).

Suponhamos que o grau de P seja m, observemos que Pu é homogeénea de grau

a + m. De fato,

< Pu,p> = <u,Pp>
= t* <u,(Py) >
= """ <, P(tx)p(tx) >

=t < Pu, g, > .
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Portanto, Pu é homogénea de grau a + m.

Notemos que a +m ¢ {k € Z;k < —n}, pois se a + m € {k € Z;k < —n},
isto é, a+m =k entao a = —m + k < k < —n contradizendo a hipotese sobre
a ¢ {keZ;k<-—n}. Assim, pelo Teorema 3.1.2 temos que £(Pu) é uma
extensao de Pu e homogenea de grau a + m.

Observemos que PE(u) é uma outra extensao de Pu. De fato, para toda

p € C*(IR™\{0}), temos que:
< PE(u),p >=< E(u), Pp >=< u, Pp >=< Pu,p > .

Como o grau de £(u) coincide com o grau de u, entdo segue que PE(u) é
homogénea de grau a +m. Como o Teorema 3.1.2 garante a existéncia de uma
tnica extensao, logo temos que £(Pu) = PE(u).

Demonstracao de (£(dju) = 0;€(u))

Primeiramente observemos que d;u é homogénea de grau a — 1. De fato, para

toda ¢ € C(IR"\{0}) temos que:

< Oju,p > = (—1)<wu,0jp>
= (—1)t* <u, (0j9) >
= (=Dt < u, (0;9)(tx) >
= (=1t <, t(0;0) (tx) >
= (=Dt " < u,0;(p(tr)) >
= (=)t <u,0;(p) >

= 1"t < Oju,p > .

donde concluimos que o grau de d;u é a — 1.
Notemos que a — 1 ¢ {k € Z;k < —n},poissea—1=—nentdoa=1-—n
contradizendo a hipétese. Desta forma, pelo Teorema 3.1.2 temos que £(0;u)

¢ uma extensdo homogénea de grau a — 1 de (9;u).
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Observemos que 0;€(u) é uma outra extensao de d;u. De fato, para toda

v € C*(IR"\{0}) temos que:

< ajg(“)?@ > = (-1)< S(u)aajgp >
() <udp>

= < Oju,p>.

Como o grau £(u) coincide com o grau de u, segue que 9;E(u) é homogeénea de
) j
grau a— 1. Como o Teorema 3.1.2 garante a existéncia de uma nica extensao,

logo segue que £(0ju) = 0;€(u).

Demonstracao de (O operador H, — D'(IR") é continuo)
Mostremos que o operador

H, — D'(R")

definido por u +— &£(u) é continuo. De fato, dado u € H,, seja u,, uma seqiiéncia
em H, tal que u,, — u em H,. Mostremos que &(u,,) — E(u) em D'(IR"), isto

é, para toda ¢ € C°(IR") temos que < E(uy,), p >—< E(u), ¢ >.

De fato,
li{I'_l < (E(up) — E(u)),p > = lir}rl < (up, —u), Y Rap >=0, Yy € CF(R"),
o que prova a continuidade do operador acima. [ |

Exemplo 3.1.2  Seja  f € CY(S"!Y) e a€C definimos

x
Uq, f(x) = ||x||*f (m) em TR™\{0}. Temos que w € CYIR"\{0})
¢ homogénea de grau a. Logo, pelo Teorema 3.1.2 w  admite

uma  unica  extensao  E(u) € D'(IR™)  homogénea de grau a, se

a¢{keZ;k<—-n}.
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3.2 Extensoes de Distribuicoes Homogéneas de

R™"\{0} - Parte II

Nesta sec¢ao, estendemos para IR" o resultado obtido na se¢ao 1.3 do
Capitulo 1.

Aqui consideremos o caso a=-n—k com k& IN.

Defini¢ao 3.2.1 Dado k € IN. Dizemos que u € D'(T") tem paridade oposta a

k se <u,p>= (=11 <u p(—) > Ve € C2().
Teorema 3.2.1 Se u € H_,_,(IR"\{0}) com k € IN, entdo:

(1) u tem uma extensao £(u) € D'(IR") satisfazendo

30‘ 0
<E),p>=t"<Ew), o> +I(t) Y <uz z!()'

|laf=Fk

(3.2.1)
onde t >0 e p € CX(IR"\{0}) como no Lema 2.2.2.

(2) Se U € uma extensdo de u entao

Up) = t™* (U,got>+<Z(1—t|a_k)aa8°‘(50,gp>

laf<l

0%p(0)
al

+ In(t) Y (u,2°Y)

|lal=Fk

(3) Seja U uma extensao de u na forma do item (2). Ela é homogénea de

grau a se, e somente se, a, =0 para || <, |a| #k e
<u,x% >=0 (3.2.2)
para |o| = k. Além disso (3.2.2) independe da escolha de ).

(4) Uma escolha consistente de extensio pode ser feita de forma tal que

E(Pu) = PE(u) para toda fungao polinomial P homogénea.
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(5) u tem paridade oposta a k se, e somente se,
< u,p >= (sgnt)t* < u,p; >, t#0 (3.2.3)
com p € C(IR"\{0}). Neste caso vale (3.2.2).

(6) Suponha que v € D'(IR"\{0}) satisfaz (3.2.3) entdo existe uma unica
extensio & (u) € D'(IR") com paridade oposta a k. Além disso ela é

dada por

(Er(u), ) =S << v é“‘)(” >u) , (3.2.4)

sendo t7F = (Hio)fk;(t_io)fk =t P+ (~DF 28 e S(v) =< v, ¢ >.

Demostracao:

(1) Motivada pela relacao (3.1.1) do Teorema 3.1.2 definimos uma extensao
E(u) de u como sendo < E(u),p >=< u,PR,p > para toda ¢ € C*(IR").
J& mostramos que £(u) € D'(IR™) e é uma extensao de u na demonstragao do
Teorema 3.1.2.

Vejamos que,

R_n_po(z) = tT""R_,_poi(x) +1n(t) Z x®

|a|=k

9%p(0)
al

De fato,

—k—1

R o ppe(x) = t"<ri" 7 o(tz) >

= "t <P te(ta) >

ne e 1 d*
= ! (tk+1< r " p(a) >~ ln(t)H—drk (go(m:))!rzo)
= """ R_,_rp(z) —t"FIn(t) Z x a!< ),

|a|=k

aqui a terceira igualdade segue de (1.3.3).

Portanto, R_,_ro(z) =t " *R_,_roi(z) + In(?) Zxaa 90(0)'

al
lo|=k
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Dai, temos
<&(u)p> = <Uﬂ/} [tnkRnkSOt + In(?) Z z” 3“2!(0)] >
jal=k
= 7" <wu, R ko > +1n(t) Z (u, %) 80‘2!(0)
jal=k
= t7F " < E(u), ¢ > +1n(t) Z (u, %) 8“5!(0)'

|a|=k
(2) Seja U € D'(R") uma extensao de u € H_, ,(IR"\{0}). Usando o
Teorema 3.1.1, temos que U — E(u) = Z a,0%0y onde a, € C el € IN.

|| <l

Substituindo £(u) por U — Z a4, 0% em (3.2.1) o termo do logaritmo nao
lo| <
muda, mas aparece um outro termo, a saber:

D (1= M) ag 0. (3.2.5)
lo| <
De fato, temos:

<U — Z 16, 0%, g0> =tk <U — Z aaﬁaég,got>+ln(t) Z (u, %) 60‘2!(0).

la| <1 la|<I |a|=k

Mas,

— <Z aaaaéo, Q0t> = - <Z aaaaéoa tn(p(t>>

lal<l <t

= =3 a1 (S, I 0%0) (1))

o<

= = ant™ (960, ) .

o<l

Dai:

9%p(0)
al

(U, ) =t (U, ¢t>+< > (1=t an0%5, g0>—|—ln(t) > (u,2y)

|| <l o=k

(3) De (2), U é homogénea se, e somente se,

<Z(1 — tlo1=%)q,6°6,, g0> +In(t) > <u,2y > aaz!(()) =}

|| <l o=k

Vi € C=(IR™).
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Como as fungdes {(1 —tl1=%) |a| <1, ]al # k} U {In(t)} sdo linearmente in-
dependentes, basta verificarmos que a, = 0 para |a| < [, || # k e que
< u,z*) >= 0 para |a| = k.

Para todo a com |a| = k temos que (1 — t/*=*) = 0, logo resta verificar que
0¢(0)

al

<u,x* >=0Va, |af =k se Z < u,x%) >
la|=k
Mas isto segue da Observagao 2.2.1-(3).

=0 Vg € C®(IR™).

Agora se |a] <l e |af=j#k, assim basta verificarmos que

Z(l — tl217)a,0%6 = 0 se, e somente se, a, = 0 V|a| < I, que segue da
|or| =4

Observagao 2.2.1-(i).
A reciproca é imediata.

Mostremos agora que se < u,x%) >= 0 Yo com |a| = k independe
da escolha de 9. De fato, seja v € D'(IR"\{0}) homogénea de grau —n entdo
< v, > independe da escolha de 1.

Com efeito, sejam  t,¢y € CP(IR"\{0}) satisfazendo a condicdo do

Lema 2.2.2. Dai, temos que:
+00 +oo
/ r“+”_1(@/11 — o) (rz) dr = / r_l(wl — o) (rz) dr
0 0
+o0o +o0o
= / r Yy (ra) dr — / r Yy (ra) dr
0 0

= 0,
assim pelo Lema 2.1.1 item (c¢) temos que < v, (1)1 — ¥3) >= 0 o que implica

que < v, >=< v,y >,.

Tomemos v = x%u e observemos que z%u é homogénea de grau —n. De fato,
< z%u,p > = <wu,x%Y >
= " <wu, (z%Y) >
= tetntlel <y ay(t) >
= t7" < x%u, Y > .

Portanto, x%u é homogénea de grau —n. Logo, < u,x*) > independe da

escolha de .
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Antes de prosseguir na demonstracao faremos uma observagao que motiva e
dé importancia ao papel de S.

Observacao:

(i) Se v for uma funcao continua e homogénea de grau —n em R™\{0} intro-

duzindo coordenadas polares temos:

S) = <v,¢>

N /]Rn\ oy @) dv
) /om /H () duw's

”
oo dr
= /|w|1\/0 w(wr)?v(w) dw
=1

= /|w|1 v(w) dw,

aqui a terceira igualdade segue da homogeneidade de v. Observemos que S(v)

¢ a integral de v sobre a esfera unitaria.
(ii) Notemos que se u é homogénea de grau a e a ¢ {k € Z;k < —n}, entao

(3.1.1) pode ser escrito na forma:

<&(u),p> = <u,YR.p >
= < (Rap)u,p >
= S((Rap)u)

= S(< t‘f”_l, o(t) > u)

pois, (Ryp)u é homogénea de grau —a —n+a = —n, em vista da Observagao
2.1.1-(41).
Quando a = —n — k com k € IN entao (3.1.1) pode depender da escolha de .

(iii) (3.2.1) pode ser reescrita como:

8‘“90(0)‘

< &), p>=tF" < &), o > +n(t) Z S(z%u) ol

la|=k

(3.2.6)

(4) Se P é uma fungao polinomial homogénea de grau m, com uma fungao
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Y fixada garantimos que £(Pu) = PE(u). De fato,

< PE(u),p >=< E(u), Pp >=< u,vR_,,_xPp >

Mas,

Ry i(Pp)(x) = <t Pla)p(x) >
= <), o) >
= Pz) <t?" ' p(a) >
= P(@)Rp—n-r(p)(@).

Dat,

< PE(u), o >=< u,YPR_p_ji1m(p) >=< Pu, Y R_p_j1m(p) >=< E(Pu), o > .

(5) Suponhamos que u tenha paridade oposta. Se ¢ > 0, (3.2.3) é vélida,
pois < u, p >=t* < u, p; > por hipdtese. Agora se t < 0, também concluimos

que (3.2.3) é valida, pois:

<u,p> = (=) <u,p_>
= (=" <u,p(—t:) >
= ()T )R <y () >
= t"(—=1) < u,t"p(t) >

= (sgnt)t* < u, e >,

aqui a terceira igualdade segue da hipoétese de u ter paridade oposta.

Reciprocamente, suponha que (3.2.3) é vélida. Tomando ¢t = —1,

<u,p> = (sgnt)t® < u,p; >
= (=D(=1)" <u, 00 >
= (D) <u,p(—z) >

= (=D <, po(—2) > .
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Agora se u satisfaz (3.2.3) entdo (3.2.2) é valida. De fato, se ¢ é par, ou seja,
Y(z) = Y(—x) e tomemos ¢(x) = z*P(x), com |a| = k e 1 satisfazendo a

condicao do Lema 2.2.2, entao para t = —1, temos,

<u,p> = (=1)(-1)" <u, ¢y >
= (=D <u, (=1)"¢(-2) >
= (=D(=1)" <u, (=1)"(=2)"Y(-z) >
= (D=1 <u, ()" ap(z) >
= (D=1 <u, (~=1)""o(z) >
= (1) <wu,¢>,

aqui a quarta igualdade segue da hipdtese de v ser par.
Portanto, < u, ¢ >= 0 quando |a| = k. Logo por (1) u possui uma extensao
homogeénea.

(6) Inicialmente mostraremos a unicidade da extensao &;(u). Sejam & (u),

Ey(u) extensoes de u. Logo & (u) — E(u) = Z a,0%60y. Dai

<t

(€1(u) = Ex(u), @) = (sng(t))t™" " (E1(u) = Ex(u), 1) , Vi € CZ(R)

pois & (u) e E(u) tem paridade oposta a k.

Logo, Z — tlal=k( (sgnt)) ao (=11 (%) (0) = 0 o0 que implica que para
la| <1
cada «, com |of < I, temos que a, (1 — t'o"_k(sgnt)) = 0. Logo, a, = 0 Va,

pois (1 —t1*1=*(sgnt)) = 0 Vt # 0 uma vez que a funcao h(t) = tl*I=*(sgnt), se
t # 0, nao é constante.

Portanto, & (u) = E(u).

Agora mostremos a existéncia da extensao de u.

Primeiramente observemos que
<t Mhet) > = (T (DM )

= <t et) >+ < p(t) >

= <t F o) >+ <t p(—t) > .
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Tomemos U uma extensdo de u dada por (3.1.1) entéo (3.2.4) significa que
2 < E(u),p>=<U,o>+(-1)""""1<Up >,

para toda ¢ € C*(IR").
De fato,

28 (< [ ;P(t-) >u> _ S (< ﬁ_k_l,tp(t'> > u)
= S([<t" N et) >+ <tF N pt) >]u)
= S([<t:F " et) >+ <tF N p(—t) >] )
= ((Rap+ ()" " Rap1) u, )

= < U,QO > +(_]‘)k+n_1 < U7 Y-1 >,

aqui quarta igualdade segue da defini¢ao de S, pois (R + (—1)*"" ' Ryp_1)
¢ homogeénea de grau k e u é homogénea de grau —n — k, logo pela Observacao
2.1.1 item (ii) temos (R, + (—1)™ 1R, 1) u é homogénea de grau —n.
Afirmacao: (3.2.4) define uma distribui¢ao D’(IR"), é uma extensao de u e
tem paridade oposta a k. Para demonstrar este fato dividiremos em passos:
Passo 1: Afirmamos que & (u) € D'(IR").

De fato, claramente &£ (u) ¢ um funcional linear.

Temos que & (u) é um funcional continuo, pois U é um funcional continuo e
soma de continuos ¢ continuo.

Portanto, & (u) € D'(IR").

Passo 2: & (u) é uma extensao de u.

De fato, seja ¢ € C(IR"\{0}) entéo 2 < & (u),p >=2 < U, p > por (3.2.3)

tomando t = —1. Assim temos que:

2<&u),p> = <Up>+-DF"1<U o >
= <Up>+<Up>

= 2<U,p>.

Portanto, < & (u), ¢ >=< U, ¢ >, para toda ¢ € C*(IR"\{0}). Logo, & (u)
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¢ uma extensao de u, isto é, < & (u),p >=< U, >=< u,p >, para toda
p € C(R"\{0}).
Passo 3: & (u) tem paridade oposta a k em IR".

De fato, para toda ¢ € C°(IR") e tomando t = —1 temos:

2< &), po1> = <Up_1>+=D"<U o>
= 2(=DF < g(u), o > — (-1 < U o >
+ (=DM < U >

= 2(=D)F < &(u), p > .
Portanto, < &1 (u), ¢ >= (=11 < & (u), o(—-) > . =

Exemplo 3.2.1 Seja f e CYS™™1) e definimos u(z)=||z||™™f (Hx—H)
x

em TR™"{0}. Temos que w € C'Y(R"\{0}) € homogénea de

grau, ~ —n. Logo, pelo  Teorema 3.2.1 uw  admite uma  extensao

E(u) € D'(R"™)  satisfazendo

< Eu), o =t < Eu), 1 > +In(?) /S w(w) dw (0).



Capitulo 4

Distribuicoes Quase-homogéneas

de R"

Nosso objetivo neste capitulo é definir distribui¢oes quase-homogéneas
e e apresentarmos alguns resultados basicos que serao usados na extensao
de IR" t 1 Itados b d t

de distribui¢oes quase-homogéneas de R™\{0} para IR".

4.1 Caracterizacao de Distribuicoes Quase-homogéneas
de R"\{0}

Consideremos A = (A1,...,\,) € R, as quase-homotetias Hj(z) =
(thay, ... tray,) com t >0 e H,:C — C dada por

t _ .
H.(z) =t"z, com & C. Definimos
puale) = Hly (p(HY (@) = o, o)
com x € R", t > 0.
Denotamos |\| = Z Aie <a,\>= Zai)"" com a = (ai,...,a,).
i=1 i=1
Analogamente ao caso homogéneo considere:

Definicao 4.1.1 Uma funcao f : R" — C € dita A - homogénea de grau
m e C se f(H.(z)) =t"f(z), t > 0.

52
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Definicao 4.1.2 Diz-se 1" € cone A—homogéneo se I ¢ aberto

e (tMay,...,t"w,) el V>0, Vzel.

Definicao 4.1.3 Dado a € C e I' um cone A—homogéneo, diz-se

que uwe€D(I') é A-homogénea de grau a se
<u,p>=t"<u,pn>, Ve CrI) e t>0.

Exemplo 4.1.1 Temos que 8°8y é \-homogénea de grau —|\|— < B, \ >.
De fato,
(0%0,000) = (076, p(H(v)))
= tM(=1)7 (8, 0" (o(H(2))))
=t (&, (=1)/7t=2> (87 0) (H} (2)))
= PF<BA>(_1)IBlg8,(0)
_ t|>\\+<,6,>\> <a,8507 <)0> )
Logo,

< 3%, >=t"N=BA> < 985, o\ >, ¥V p € C°(R") e t>0. (4.1.1)

Agora expressamos a no¢ao de A—homogeneidade de duas maneiras equiva-

lentes. Considere o operador L), definido anteriormente e denotamos

©%(s) = o(Hi(z)) = p(sM@y,...,s™x,) se e ().

Lema 4.1.1 Se u € D'(IR"\{0}) entdo as sequintes afirmacdes sao equiva-

lentes:
(@) <u,p>=1t"<u,p >, Vpe C(R"\{0}).
(b) (a+|A) <u,o>+ <u,Lyop>=0, Vo € C*(R"\{0}).

(¢) <u,ip>=0, se € CR"\{0}) e /T&'A'lw(ﬂg(x)) dr = 0.

0
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Demonstracao:  Mostremos que (a) = (b). Diferenciando (a) em relagao

a t e usando o Teorema 2.1.1 seguird (b). De fato,

d

0 = pr (< u,>)
= <u, % (t“HA'gp(Hf\(:c))) >
= <u’ (a+ AN (HY () + ¢ Z AitA”:vi(%@)(Hi(iE))>

= (a+ A (u, M o(HS (2))) + 17! <u £ i Aitwamo><H;<x>>>

= (a+ Dt (u, oea(@) +77 <u (Z Am(%s@)) (93)>

= (a+ Nt {u, ) + 7 {u, Lyop),

aqui a segunda igualdade segue do Teorema 2.1.1 e a sexta igualdade segue da
quase-homogeneidade de u.

Portanto, (a + |A|) < u,o >+ < u,Lyop >=0

Mostremos que (b) = (c¢). Para provar esta implicagao, basta verificar que a
equacao (a + |A]) ¢ + Lyop = ¢ tem solucao ¢ € C(IR™\{0}).

Tal equacao diferencial pode ser escrita como:

L (oMo (F (1)) = r N1 (G (). (4.1.2)

dr

Com efeito,

() = (o AN ()

bt (o )

= (a+ [N)r* Pl o(Hs (2))
b A a0, ) (H )
= (a+ yj\|)1r“+'A190(H§($))

+ ,r,a'H)\I_l Z )\ZT‘)\ZIZ(axLSO) (H;(x))
=1
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= M (a+ A (Hj ()
+  Lyow(Hy (7))}

)]

Mostremos assim que dado Y € Cx(R™\{0}) tal que
+o0
/Ta+|/\|_177/J(H;(.I‘)) dr =0, entdo  existe € CX(IR™\{0}), com
0
d
o (rotP(Hy () = r*tM =1 (H(x)). Tomemos 1y : (0, 00) x R™\{0} — €
dada por y(r,x) = r_(“+|’\|)/ sHN=Ly (Hi(2)) ds , temos  que
0
Un € €% ((0,00) x R™\{0}).
Agora mostremos que S(¢,(1,-) CC R™\{0}. Como S(¢) cC R"\{0},
isto &, existe R > 1 tal que S() C A(0,% R), com
A0, 4, R) ={z e R" £ < ||| 1§ R}.
Se ||z]| < & entao Y\(1,z) :/ s (H (x)) ds = 0.
0 H,—/

=0
“+o00

1
Selfof] > Rentio iz (L) = [ s W0 (w) ds = [ N N5 ) ds,
0 0
+o0o
pois / s@H=Ly(H3 (2)) ds = 0. Daf pela hipétese de (¢) ¢ (1, z) = 0.

1

Portanto S(¥(1,-)) € A (0, %, R), logo S(¢(1,-)) cC R™\{0}.
Vamos verificar que 1,(1, -) é solugao da equagao diferencial (4.1.2). Observe-

mos que

r (1) (H (2) = r Py a)

patN g —a—[Al /r $a+|>\\—1w(H)S\($)) ds
0
- / A HEN

assim < (Vs (1, ) (HY(2))) = N (H ()

Logo,

<u,p > = <u,(a+ [A)Ya(l, ) + Laova(l,-) >
= (CL + |)\|) < U,'@Z))\(l, ) >+ <, L/\,Ow)\(la ) >

= 0,
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por (b). Dai segue (c).

Demonstremos agora (¢) = (a). Dado ¢ € C*(IR"\{0}) e fixado t > 0
tomemos ' (y) = (y) —t* P (H{(y)), logo ¢' € CZ(IR™\{0}). Verifiquemos
que /+OO re =Lyt (HY () dr = 0 para 2 # 0.

De fago,

+00 e
/ PN Y (1)) dr = / PN (H (2)) dr

0
+00
o / T,a+|>\\—1ta+|)\\<p(H§\r(x)) dr
0
a+|A|—1 r
= < 7'++| | ,p(Hy () >
. ta+\)\|—1 < Ti+|A‘7l,tS0(H§\r($)) >
a+|A|—1 r
= <P o(H(2)) >
— et o r?'k‘_l,tgof(tr) >
a+|A|—1 r
= < 7'++| | ,p(Hy () >
a+|A|—1 r
- < 7“++| L p(H(x)) >
= 07

aqui a quarta igualdade segue da homogeneidade de T’T_‘)\l_l.

Logo, < u, " >=0. Dal < u,p >=t* < u, .\ > e vale (a). [ ]

Observacao 4.1.1

(i): Na demonstracao do Lema 4.1.1, para mostrarmos que (b) = (c¢), devemos
ter A € R}, pois caso contrdrio ¥x(1,-) ¢ C.(IR"\{0}).

(ii): Tal como no caso homogéneo temos: u € D'(IR"\{0}) é quase-homogénea

de grau a se, e somente se, Ly ou = au.

4.2 Alguns Lemas Uteis

Fixado A € IR, logo:

Lema 4.2.1 Eziste uma ¢ € C°(IR"\{0}) tal que

T (HY ()

. dt =1, se x#0. (4.2.1)
0
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Demonstracao: Tomemos ¢(z) = ¥ (pa(z)), sendo

2 2 2
pa(z) = \/(931)A + (x2)?2 + ...+ (x,) 30
com 1 como no Lema 2.2.2. Dai,

YH @) /+°° U (pAHY (@)
t

0 t 0
; ;
1

|
Como no caso homogéneo, definimos o operador Ry, : C°(IR") — C*°(IR"\{0})

com b=a+ |A| e A € R, A definicao sera dada em dois casos:

(i) Se Re(b) > 0 ou A € Z'"} definimos

Ryp(z) =< ri7 o(H(z)) > . (4.2.2)

(ii) Se Re(b) < 0e XA ¢ Z" o operador R, sera expresso em (4.2.3) seguindo
a construcao abaixo.
Seja p € C(IR™) e tomemos a expansao de Taylor de ordem k& em

8
. Z(O)Iﬁ + (Exp)(z) com

torno do ponto x = 0, isto é, p(z) = Z
1B1<k
Eyp = o(||2|[").

Seja 0 € C*(R") com 6 = 1 vizinhanga do zero, assim escrevemos
=0p+ (1 —0)p e tomemos Op = @1 e (1 —0)p = ps. Assim temos :
Afirmacao 1: < 7! ¢ (H}(z)) > estd bem definido.

De fato, observemos primeiramente que

pr(z) = (0p)(x)

= o) | X 250+ (B

18I<k

= 3 20 o 4 gy (B

|
|8I<k G
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9%x(0
Assim tomemos ¢ 1 = Z b g< )

' 290, 019 = 0(Ep). A Afirmacio 1 seguird
Bl<k

de (1.i) e (1.7i) abaixo.
(1.1):

&)
(i (3 ) = 3 S (o g (1)) )

|B1<k
estd bem definido.
De fato, observemos que ;1 € C2°(IR") e olhando-a como funcao de r, isto é,

r+— 11 (H}(z)) notemos que @11 € C°(IR), pois § = 1 vizinhanga do zero.
—Re(b)

man

(1.ii): Tomemos k sendo o menor inteiro positivo maior que

, logo

b—1+kX

g min e L1 (IR). Desta forma, observamos que

loc

||H§<x>r|k9<H§<x>>%# e CU(R).

Logo com \ = (M —min{A;i=1,....,n},...; Ny —min{\;i=1,...,n})

temos que

(7 <w>>>=<ri”"*m,||H§<x>||ke<H;<x>>W>

|| H 5 ()][*

com min {\;i = .,n} = Ain estd bem definido.

Afirmagao 2: < ri Loa (Hi(z)) >= (P71 ((1—0)p) (H5(2))) estd bem
definido.

De fato, observemos que ¢y € C2°(IR"\{0}) e olhando-a como fungao de r, isto
é, 1 +— @9 (H}(x)) temos que py € CX(IR\{0}), pois # = 1 vizinhanca do zero,
logo (1 — 6) = 0 numa vizinhanca do zero e dai segue a Afirmacao 2.

Finalmente, definimos o operador R, como sendo:

Ryp(x): = <i
+ Z

b—14+kAmin T E Ty (Exp)(H}(2))
+ < eGPy SO 12s)

0)e) (H()))

(1=
8ﬂ90 ,3< i_1+<ﬁ’/\>,0<H§(l’))>

Mostremos que o operador R}, independe de 6 com 6 como no caso (i)

acima.
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Lema 4.2.2 O operador Ry, independe de 6.

Demonstracao:  Sejam 6,0, € CP(IR") com ¢, = 1 vizinhanga do zero
e 03 = 1 vizinhanga do zero. Observemos que 6y — 6, € C°(IR™"\{0}). Dali,

temos que:

Ri‘o(z) — Ryrp(x) = (7571 (02— 01)g) (H(x)))

B
0 90<O) $ﬂ <szl+<ﬁ,)\>’ (91 i 02> (H;(SC))>

(]

18I<Fk ol

b= 1A min _ Tl e x (Exp) (H (7))
b (e (= )03 1) R
= [T eume) [¢<<H§<x>>

B

- wzj S e
e B @)

N VA ]d
= +Oofr’bfl 8&0 ’8

[rlenl-2%

Lema 4.2.3 O operador R, : C*(IR") — C>*(IR"\{0}) definido por

Ryp(x): = (ri 0)p) (H(x)))
+ Z ﬁ<b1+<ﬁk> 9<H)\( ))>

1BI<
b—14kAmin T k Ty (Exp)(H}(2))
b (e o) S,

(1=
Qﬁga

é continuo.

Demonstracao: Para mostrarmos que R, ¢é um operador continuo,

tendo em vista o Lema 3 de [F] (pg 125), ¢ suficiente demonstrar que
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Ry, : CX(K) — C>®°(R"\{0}), K cC IR" é continuo. Basta verificarmos
que Rypm — Ryp em C*°(IR™\{0}) se ¢, — ¢ em CX(K). Recordemos
que ¢, — ¢ em C®(K) significa que ¢,, € C®(K) e que %p,, — ¢
uniformemente em K quando m — +oo e para § € IN". Analisemos cada
termo do operador Ry.

12 termo: Para mostrarmos que

(ri! 0)pm) (Hy(2))) — (ri™, (1= 0)) (H3(2))),

tendo em vista o Teorema 2.1.1 nao ha perda de generalidade em tomarmos
B =0. Mas [(1 —80)p,, — (1 = 0)p| = [(1 —0)(pm — ¢)] — 0 uniformemente
quando m — +o0.

22 termo: Mostremos que

0%m (0 -
Z ¥ '( )xﬁ <rljr 1+<82> g (Hﬁ(x))> converge para
181<k &

Z aﬁw g< b-LH<BA> g (HT (g >>>

181<k

De fato, como 9°¢,,(0) — 9°¢(0) quando m — +o0, logo

9% (0 -
Z ¥ ‘( )lﬁ <7”i 1+<[3,>\>’ 0 (HK(SC))> converge para
18|<k &

8
> S (e g e

|BI<k

32 termo: Mostremos que

(st o o ) PRI ) converge para

b—1+kAmin T [E T (Exp)(H}(2))
(e, ooty HEAE .

Recordemos que

(B )(H3) = k [ T e 0+ ) a

onde ¢(HS(0 + ta)) — 37 LAHROF 1)

|
|BI<k g
o resto da Foérmula de Taylor sob forma integral. Temos por hipdtese que

(H5(2))?, ou seja, escrevemos
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OPom(H(tz)) — 0°p(H%(tr)) uniformemente quando m — +oo. E assim,

(Expm) — (Erp) uniformemente quando m — +oo.

Logo,
(s g oo o PRI ) — (o a5 ) ) 013 0)
converge para

1 i (et e () TR0
(4 O B E(0) = (24 WO ) S )

Portanto, temos que Ryp,, — Ry, ou seja, Ry, é continuo. [ |



Capitulo 5

Extensoes de Distribuicoes

Quase-homogéneas de R"\{0}

Na primeira segdo mostraremos que no caso em que a ¢ {—|A\|— < a, A >;a € IN"}
as distribui¢oes quase-homogéneas de IR"\{0} podem ser estendidas para IR".
Na segunda segdo consideremos o caso em que a = —|A\|— < «a,\ >, para

algum o € IN".

5.1 Extensoes de Distribuicoes Quase-homogéneas

de IR"\{0} - Parte I

Tomando como ponto de partida a defini¢ao de R, com b = a + |A|, proposto

no capitulo 4 na secao 4.2, mostraremos:

Lema 5.1.1 Suponha que a ¢ {—|\—<a,A>acIN"}, entio Ryp

¢ A—homogénea de grau —Db.

Demonstragao:

A demonstracao sera feita em dois casos.

Caso 1: Re(b) >0ou A € Z'.

62
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De fato,

Ryp(H\(z)) = <o ¢ (H{(H\(2))) >
(Y (1) >
= ' <o) >
= T < k() >
= |t < ri‘l, e(HY(x)) >

- l_bRbQO(I)a

aqui a quarta igualdade segue da homogeneidade ’I“b L

Caso 2: Quando Re(b) <0e X ¢ Z}.

Conforme a secao 4.2 do capitulo 4, temos:

Ryp(Hy(x)) = (571 (1= 0)p) (HY (x)))
5
N Z 3 ﬂ‘( )l<ﬁ,/\>x6 <7,ifl+<ﬁ,A>,9 (Hﬁ\r(x))>

1BI<k

KAmin | pb=14kAmin R0 H (2 (Erp)(HY (z))
e (e, o) P (o) ) )

= (I)+ (II)+ (I11I), respectivamente.

Estudamos cada parcela (I), (II) e (III) individualmente. Consideremos os
seguintes subcasos:

Subcaso 2.1: Anélise do termo (1)

(1) = 11 = 0)p) (HY (2))
= 0 (1= 0)e) (Hi(x))),

com a tltima igualdade seguindo da homogeneidade de r%~* em IR\{0}. Logo,
(I) é A—homogénea de grau —b.

Subcaso 2.2: Andlise do termo (I1).

Dado f € IN" com || < k temos: Se b— 1+ < 3, A >¢ Z _ o resultado segue

da homogeneidade de rb 1+<B.A>
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Seb—1+ < B, >= —jg € Z_ temos que jg > 2, pois se jg = 1 terfamos que
a = —|\|— < B,\ > contradizendo a hipé6tese sobre a. Analisemos o termo

(II)g, onde (II)s a parcela de (II) correspondente a [

5§
(11, = 11220 5 (r7 1 (1Y (@) )

3l
g
_ lfba g‘«)) I‘ﬁ <ri—l+<ﬁ,)\>’ 0 (HK(x))>
L (VI 1 ol 4
P ) g [ [pm)]

ELLal (V0 g (H () )

aqui a segunda igualdade segue de (1.3.3). Logo, temos que termo (I1) é
A—homogéneo para € IN" com |3] < k.

Subcaso 2.3: Anélise do termo (/11).

(111 = 17 (e ) o 1) (EW)(HW>>

|| HY ()]
AT L) (H}(x))
- < e || ()| 0(015 ) D)
" g ’ || H 5 ()[[*
com a ultima igualdade seguindo da homogeneidade de r_b[Hk’\mi”. [ |

Observagao 5.1.1 Seja 0 € C°(IR") com 6 = 1 vizinhanga do zero, como o
operador Ry, independe de 0 fizado p € C(IR"\{0}) podemos tomar o S(0) tdo

pequeno tal que S(0) N S(p) = @. Dai temos : Ryp(z) =< vt o(H(z)) > .

Analogo o que foi visto na demonstragao do Teorema 3.1.2 temos:

Lema 5.1.2 R, (YRyp) = Ry Vo € CX(R"\{0}) se
/m PELE) 4y v 20
. : .

0

Demonstragao:  Observemos primeiramente que ¥Ry € C(IR"\{0}),

dai pela Observacao 5.1.1 temos:

Ry (0Ryp) (x) = <ri7", (VRyp) (Hi(2)) >
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_ / " () Ry (B3 (@) dr

+o0
= Rplo) [ @) b

= Ryp(z),

aqui a terceira igualdade segue do fato de R, ser A—homogénea de grau —b e
a quarta igualdade segue da hipotese adicional da . [ |

Consideremos o conjunto H, \(I') = {u € D'(I"); A — homogenea de grau a} .

Teorema 5.1.1 Se u € H,\(IR"\{0}) com a ¢ {—|\|— <a,A>acN"}

entdo w tem wma tnica extensao E(u) € Hqx(IR™).

Demonstracao: (Unicidade) Suponha que Uy, Uy € H, A (IR™) extensoes
de u € Hox(IR™\{0}) . Assim usando o Teorema 3.1.1 temos que, existem

ao € C e k>0 tais que U — Uy = Zaa58‘.
|| <k
Mostremos que a, = 0 Va. Consideremos ¢y € C(IR") tal que ¢y = 1

vizinhanga do zero e suponha que U; — Uy # 0, logo existe g fixado com
lag| < k tal que aq, # 0, tomemos ¢(x) = x*py(z). Dai temos que

<Up—Uyp> = <Z aa8a5o7<P>

|la|<k

= Gy, (—1)1%l 0!

observemos que U; — Uy é A-homogénea de grau a, logo

t® < U1 — UQ,gOt)\ > = t¢ < Z aaaaéoat|A¢<H§<x))>
jal<h

o <—1)|a0|040!ta+|>\|+<a0’>\>.

Dai, temos que a,(—1)/%lag! = a4, (—1)1%0laglterN+<eod> ogq

a+ |A+ < ap, A >= 0 o que implica a = —|A\|— < ap, A > contradizendo a
hipétese sobre a. Portanto, a, = 0 Va.

(Existéncia) Uma extensao de u é obtida a partir das trés etapas abaixo.
Etapa 1: < u,¥Ryp > independe da escolha de v, com 1 nas condigoes do
Lema 4.2.1.



66

De fato, sejam 11,1, € C°(IR"\{0}) satisfazendo a condi¢ao do Lema 4.2.1,

assim temos:
+00 +oo
| g = vaRee) (3 dr = [ 5 (3 ) R (3 0) dr
0 0

B / P (HE () Rup (3 () dr

- /orb_l%(HW?))?”_bRb%D(x) dr
_ /OTO;1¢2(H§($))TbRbW(x) dr

= Rbgo(x)/o Oor_llﬁl(H;(x)) dr

-~

=1

~ Ruglo) / ) () dr

-~

=1

= O7
aqui a segunda igualdade segue da A\-homogeneidade de Ry¢p.
Portanto, pelo item (¢) do Lema 4.1.1 segue que (u, 1 Ry — aRyp) = 0 0
que implica que < u, V1 Ry >=< u, o Ryp >.
Etapa 2: < u, Y Ryp >=< u,p > se p € C(IR"\{0}).
De fato, como ¢ € C2°(IR"\{0}) temos pela Observagao 5.1.1 que
Rup(z) =< %0 o(HY(x)) >
Dai,
HRa LR
| R = o @) ar = [ @) R ) dr
0 0
R
= [ et @
0

— Ripla) / P (S (2)) dr — Ryg(x)

= Riglo) [+ 0@ dr - Rie(o
= Ryp(x) — Rup(x)
= 0,
aqui a segunda igualdade segue da hipdtese de R, ser A-homogénea de grau

—b e a quarta igualdade segue da hipdtese da 1.
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Etapa 3: Definimos &(u) por:
< E(u),p >=< u, Y Rpp > (5.1.1)

para ¢ € C°(IR"). Mostremos que £(u) € D'(IR") e é uma extensao de u
quasi-homogénea de grau a. Para demonstrar isto consideremos os seguintes
passos.

Passo 1: £(u) € D'(IR") e é uma extensao de u.

De fato, claramente £(u) é um funcional linear.

Temos que £(u) é um funcional continuo, pois é composto de funcionais continuos,
isto é , £(u) = wo Ly o R, onde temos que u é um funcional continuo por
hipétese, Ly : C®°(IR"\{0}) — C(IR"\{0}) é continuo, pois Ly = My o[
onde inclusao [ : CX(K) — C*(IR"\{0}) é continua e M, é continuo pelo
Lema 2.2.3 e ainda Ry, : C°(IR") — C*°(IR"\{0}) é continuo pelo Lema 4.2.3.
Como < &(u),p >=< u,PRpp >=< u,p > para toda ¢ € C*(IR™\{0}).
Logo, £(u) é uma extensao de u.

Passo 2: £(u) é A-homogénea de grau a.

Repetindo o mesmo argumento do Lema 5.1.1 temos que Rypp(2) = t™*Ryp(),
ou seja, Ry ¢ A—homogenea de grau —a.

Notemos que < E(u), pr ) >=< u, Y Rppr) >=1"" < u, Y Rpp >=< E(u), p >
Portanto, < £(u), ¢ >=1* < E(u), prr >, isto é, £(u) é \-homogeénea de grau

Q. |

5.2 Extensoes de Distribuicoes Quase-homogéneas

de R"\{0} - Parte II

Antes de enunciar o teorema, faremos algumas consideragoes.

Definicao 5.2.1 Se A € Z", e I' um cone aberto dizemos que u € D'(I") tem
paridade oposta a < a,\ > se < u,p >= (—1)<A>FT1 < u,w(Hﬁfl)(:c)) >,

p e Cx().
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Tomando como ponto de partida a defini¢do do operador R, definido por (4.2.3)

proposto na secao 4.2 do Capitulo 4 temos:

Lema 5.2.1 Suponha que a = —|A\|— < o, A > para algum o € IN" e A € R,

entao

163
Rupla) =t <X R () +n(t) Y by ol0) s
’ < B, A >!
<B,)\>=<a,)\>

o . . <, \ >
com b= — < a,\ ><0, ko menor inteiro positivo maior que . como
min
em (4.2.3) e bg € C independentes de .
Demonstracgao: Pela definicao de R, apresentado na secao 4.2 do

Capitulo 4 e wusando a notacao 14 apresentada, observando que
Re(b) =b=— < a, A >< 0, temos dois casos:
Caso 1: A€ Z";

De fato, neste caso temos

Rocanseia(®) = <ri= 7 L ilo(H () >
= N < o (H () >

- —<aA>-1
A= < ST T () >

—<a,A\>—1

(-1 <t<a,>\>+1< e

;o5 () >

b e (O,

_ t<C¥,A>+1 ln t
( )< a, A >! dr<er>

<a,/\>90<$)

9°¢(0)
A HF<aA> Bg_Y v\M)
t In(t) g bsx P REL

t|/\|+<o¢,)\>R

<BA>=<a,A>
aqui a quarta igualdade segue de (1.3.3).
Caso 2: N ¢ Z",

De fato, neste caso temos

Ruga(e) = N (57507 (1= 0)) (HY (2)))

3
n Z 0 gl(o) t<5,>\>+|>\\x,8 <TJ—r<a,/\>—1+<,8,>\>’ 0 (Hf\r(x))>
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] caAS—1+kAmin . . Eyxp)(HY (z
+ t‘)\|+k)\mm <7“+< A>—14+kA 7HH§\ (Q?)Hk6<H§\ (il'))( |]|CH1£(x)3|(‘k>>>
A

= (I)+ D)+ ({11).
Estudamos cada termo (I), (/1) e (I1]) individualmente. Consideremos os

seguintes casos:

Caso 1: Anélise do termo (7).

(1) = P (1= 0)) (Y (@) )

(P> (S0 (1 0)g) (H(0))

com a tltima igualdade seguindo da homogeneidade 7, <***~" em IR\ {0}.
Caso 2: Analise do termo (/). Denominaremos (//)g a parcela de (II)
correspondente a (3. Consideremos os seguintes subcasos:

Subcaso 2.1: Se (8 for tal que — < a, A > + < B,A > -1 = —jg € Z_ com
Jjg > 2 a mesma afirmagao do Caso 1 segue por integracao por partes para
(I1)p.

Subcaso 2.2: Se ( for tal que — < a, A >+ < 8, A > —1 = —1 temos:

3
(I = pAr+<aas-197000) g!(o)xﬂ <TI<Q’A>_1+<ﬂ’A>,tG(Hir(:c))>

B
_ t|)\\+<a,)\>8 SO(O) xﬁ <7,7<C|c,/\>+<,8,)\>717 9<H§($’))>

B! *
P0(0)
3l

9%p(0
_ t|>\\+<a,/\> g'( )ZLﬂ <TJ—r<a7)\>—1+<ﬂ,>\>’ 9(H§(£If))>

_ t|)\‘+<a,/\> ln(t) 35g0‘(0) mﬁ’

Q

A (3| 276(0)

aqui a segunda igualdade segue de (1.3.3).

Subcaso 2.3: Se — < a,A > + < f,A > —1 ¢ Z_ a mesma afirmagao do

Caso 1 para (II)s segue, pela homogeneidade r;<o‘”\>+<3”\>_1.

Caso 3: Anélise do termo (I11).

1/ cads kA , v (Erp) (HY (7))
(II]) — tlAHk)\mm 1<T+< A>—14+kA ,t||H§\ (x)||k0(H§\ (x)) ||Htr<x>j||k
A

N+<ad> [ —<aA>—1+kAmin () [|F Tl (Erp)(Hj ()
(e et oty o) LB
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1 . . . — -1 )
com a ultima igualdade seguindo da homogeneidade de r +<O"A> TRAmin g

Finalmente podemos enunciar o nosso resultado principal desta secao:

Teorema 5.2.1 Seja  u € H,\(IR"\{0}) com a=—|A\N-<a, >

para algum o € IN"  entao:

(1) w admite uma extensao E(u) € D'(R"™) satisfazendo

<&(u),p> = 7RI < g(u), ) >

9% (0
<BA>=<a, > ! ’

comt >0, bge C independe de ¢ e 1 € CX(R"\{0}) como no
Lema 4.2.1.

(2) Se U € wuma extensio de wu entdo

<U, <,0> _ t—|>\|—<a,)\> <U, SOt,)\> + <Z(1 i t<ﬁ”\>_<a’)‘>)a58650, Q0>
1B1<1

+ In(?) Z b M {(u, 2% .

6
<BA>=<a,\> <BA>

para algum [ € IN.

(3) Seja U uma extensio de u na forma do item (2). U € Ho\(IR") se, e

somente se, ag =0 se < B, A >#< a, A > e
<u, PP >=0 (5.2.2)

para < 3, A >=< a, A >. Observamos também que (5.2.2) independe da

escolha de ).

(4) Suponha que X € Z',. u tem paridade oposta a < «, X > se, e somente
se,

<, >= (sgnt)t’ <u, @y >, t#0 (5.2.3)

com ¢ € CX(IR"\{0}). Observamos também que neste caso vale (5.2.2)
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(5) Suponha que N € Z';. Se uw € D'(IR"\{0}) satisfaz (5.2.3) entdo ewiste
uma unica extensao & (u) € D'(IR") com paridade oposta a < a, X >.

Além disso ela € dada por

< t*<a,)\>fl’ Ht ) >
(€1(u), ) = 3( — 2SD( 20)) u) : (5.2.4)
sendo t—<eA> = (TSP (i) 70t t;<a’)\> + (=1)<A> oA
—_ 2 —
S(v) =< v, >.
Demostracao:

(1) Tal como em (5.1.1) do Teorema 5.1.1 definimos < E(u), p >=< u, Y Rpp >
para ¢ € C°(IR"). J4 mostramos que £(u) € D'(IR") e é uma extensao de u.

Assim pelo Lema 5.2.1 temos:

Rocopsp(z) = t M= R__Cpn(@)

+ In(t) Z bsx ﬂa—U

B
<BA>S=<a,\> < 6 A >l

Dai, segue que

<&(u),p> = <u¢[t N=<ad> R o, |+ In(t) Z bya” 9°0(0) ]>

|
<BA>=<a, > < B Al
0%9(0)

= T Ry ) + () D by (u, 2”

< B\ S|
<BA>=<a,\> ﬁ A >
o°
= A=A g(), g > +In(t Z bs (u, z’ ﬁg&)(\ )>‘

<BA>S=<a,A>
(2) Seja U € D'(IR") uma extensao de u. Usando o Teorema 3.1.1, temos que

U—-E(u Zagé?ﬁéocomageCelelN
18I<!
Substituindo &(u) por U — Z a30°5 em (5.2.1) o termo do logaritmo nao

18I<
muda, mas aparece um outro termo, a saber:

D (1= =R 0,00 5, (5.2.5)
1<
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De fato, temos:

<U — Z aﬁaﬁ50,¢> — <> <U _ Z a685607@t,)\>

18I1<l 18I<l

+ 1In(¢) Z bﬁm {(u,z%) .

Mas,
— <Z agaﬁéo, cpt,)\> = — <Z aﬂaﬂdoa t'Agp(H/t\(fL’))>
|8I<t |BI<l
= — Z ag(— Iﬁ\ 50 (A<, A (0% )(Hf\(x))>
18I1<l
_ Z a5t|)‘|+<’6’>‘> <3650, 90> ]
18I<l
Dai:

<U, gD) — <> <U, th,)\> + <Z(1 _ t<6,/\>—<a,>\>)aﬁaﬂ(50, §0>

e

+ 1In(¢) Z bgm {u, 2%}

<BA>S=<o, > < ﬂ )\
(3) De (2), U é quase-homogénea se , e somente se,

<Z(1 t<PAZ=<aA>) 00996, <,0> + In(¢ Z bg—— ﬁ, [ <u L2l >=0,

Bl<! <BA>=<a, S
Vo € C(IR").
Como as fungdes {(1 — t<PA>7<02>) 5| <le < B,A >#£< a, A >} U {In(t)}
sdo linearmente independentes, basta verificarmos que ag = 0 para |§| <[ se
< B A>#E< a, A > e que < u, 2P >= 0 quando < B, A >=< a, A > .
Se || <le< (3, >#< a, A >, assim basta verificarmos

<Z(1 _ t<ﬁ,)\>—<o¢,)\>)aﬁaﬁé‘o7 S0> =0

1BI<1
se, e somente se, ag = 0 V|5| < [. Mas isto segue da Observacao 2.2.1-(i).
Agora para todo 8 com < 3, A\ >=< a, A > temos que (1 — t<PA>=<aA>) = ()

logo resta verificar que < u, 2% >=0Vj3, < B, >=< a, A > se

&}
In(t) Z bﬁ% <u, 2% >=0

<BA>S=<a,A\>
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Vo € C*(IR"). Mas isto segue da Observagao 2.2.1 — (7).

A reciproca também ¢ valida.

Agora mostraremos que < u, 2% >= 0 com < 3,\ >=< «a, A > independe da
escolha de 1. Primeiramente verifiquemos a afirmacao para a = 0.

Com efeito, sejam 11,1 € C(IR"\{0}) satisfazendo a condigao do
Lema 4.2.1 entao:

| - @) ar = [ v ) ar

0

_ /0 g (HL () dr

+oo

—/ r~ Yy (HY () dr
0

= 0,

assim pelo item (c¢) do Lema 4.1.1 temos que < u, (11 —1) >= 0 o que implica
que < u, P >=< u, g >,.

Para « arbitrario tomemos x%u e observemos que x%u é A—homogénea de grau
—|Al

De fato,

<zwy > = <u,a >
= % < u, (2Y)n >
= N <, (HE (2)* 0 (HL(2)) >
= otRE<ad> g e (HE (1)) >

M < U, Py > .

Portanto, z%u é quase-homogénea de grau —|\|. Logo, < z%u, ) >=< u, %) >
independe da escolha de 1.
(4) Suponhamos que u tenha paridade oposta a < a, A >. Se t > 0, (5.2.3)

é vélida, pois < u,p >=t* < u, ¢, > por hipétese. Agora se t < 0, também
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concluimos que (5.2.3) é vélida, pois:

<u,p> = ()" <u,pn >
= (=) <, o(Hy (2)) >
= (=) (D) < p(H () >
= ()N (m 1) <>t oy o(HE (7)) >
= (=Dt" <u,ppx >

= (Sgnt)ta < u, P\ >,

aqui a terceira igualdade segue da hipdétese de u ter paridade oposta.

Reciprocamente, suponha que (5.2.3) é vélida. Tomando t = —1,

<u,p> = (sgnt)t® < u,@py >
= (DD <upoin >
= (=1)(=D)"P < u, o(H (@) >

= (=)= < p(Hy () >

Se u satisfaz (5.2.3) entao (5.2.2) é valida. De fato, seja ) € C2°(IR"\{0})
tal que ¢(H}(z)) = w(Hy ' (x)) com ¢ satisfazendo a condi¢io do Lema 4.2.1

e tomemos ¢(z) = 2%(x), entdo para t = —1, temos,

<uy > = (=1)(=1)° <u,p_1p >
= (~D(=1)* <u, (=)No(H; ! (x)) >
= (D=1 <u, (~D)MH (@) P(Hy () >
= (~D(=1)* <u, (=)PXaBy(HY () >
= (=D(=1)* <u, ()PP () >
= (=) <u,¢>,
aqui a quarta igualdade segue da hipétese da .

Portanto, < u,¢ >= 0 quando < ;A\ >=< «a,\ >. Logo por (1) u possui

uma extensao quase-homogeénea.
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Antes de prosseguir na demonstracao faremos uma observagao que motiva e
dé importancia ao papel de S.

Observacao:

(i) Se v for uma funcao continua e A—homogénea de grau —|A| em IR™\{0}

introduzindo coordenadas polares temos:

Sv) = <v,¥>

= v(x)v(z) dx
/]R”\{O} (z)¢(z)
dr

= /0+°°/Iw|lrlxlv(w)w(ﬂg(x))ru duw®™

r

_ /|| / mw(if;(a:))d?’: o(w) du

- /|w|:1“(“’> o,

aqui a terceira igualdade segue da A—homogeneidade de v. Observemos que
S(v) é a integral de v sobre a esfera unitaria.
(ii) Notemos que se wu é quase-homogénea de grau a e

a ¢ {—|\—-<a,A>acIN"} entdo (5.1.1) pode ser escrito na forma:

<&(u),p> = <u,YRyp >
= <<Rb¢)u7d}>

= S((Ryp)u).

pois, (Ryp)u é A—homogénea de grau —a — |A| +a = —|A|.
Quando a = —|\|— < a, A > entdo (5.1.1) depende da escolha de 9.
(5) Inicialmente mostremos a unicidade da extensao & (u). Sejam &;(u), E2(u)

extensoes de u. Logo & (u) — & (u) = Z ag0”8y. Dai
IB1<l

(E1(u) = Ex(u), ) = (sng(t))t M= (E1(u) — Ea(u), 1), Voo € CX(R")

pois &1 (u) e E(u) tem paridade oposta a < a, A >.

Logo Z (1 — ¢=PA> =<2 (5gnt)) (—1)Plag(0%¢)(0) = 0 o que implica que
18I<l
para cada (3, com |B| < [, temos que (1 — ¢t<#*>=<®*>(sgnt)) az = 0. Logo,
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ag = 0 Vj, pois (1 — t<ﬁ”\>*<a’A>(sgnt)) = 0 Vt # 0 uma vez que a funcao
h(t) = t<PA>=<@A>(sgnt), t # 0, nao é constante.

Portanto, & (u) = &(u).

Agora mostremos a existéncia de uma tal extensao de u.

Primeiramente observemos que

<ol (L)) > = <t;<a,/\>fl
(DT o ()
= <)) >
o (—1)Fe T o)) >
= <tV p(H () >

(1) < ST o(H() >

Seja U uma extensao de u logo ela é escrita como (5.1.1) entdo (5.2.4) significa
que

2 < &), o >=<U,p>+(=1)<M>HRA-1 oy |\ >

para toda ¢ € C°(IR").
De fato,

05 (< §<a,)\>1’;0(H§\(-)) >u> _ s <[< t_7_<a’)\>71,<p(Hf\(')) >

bR e () > )
= S ([<rm () >
b < () > o)
= ((Ryp + ()= N Ry 5) u,9b)

= <Uep> +(_1)<a,A>+|A|—1 <U,p_1x>,

aqui a terceira igualdade segue da definicao de &, pois
(Ruyp + (=1)<eA>+RA-1Ryp 1) é A—homogénea de grau < a,A > e u ¢é
A-homogénea de grau — < a, A > —|A|, logo pela Observacao 2.1.1 item (i7)

temos (Ryp + (—1)<**>TA=1Ryp_; \) u é A—homogénea de grau —|.
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Afirmagao: (5.2.4) define uma distribui¢ao em D’'(IR"), é uma extensao de u
e tem paridade oposta a < a, A > . Para demonstrar este fato, dividiremos em
passos:

Passo 1: Afirmamos que & (u) € D'(IR").

De fato, claramente £ (u) é um funcional linear.

Temos que &;(u) é um funcional continuo, pois U é um funcional continuo e
soma de continuos é continuo.

Portanto, & (u) € D'(IR").

Passo 2: & (u) é uma extensao de u.

De fato, seja ¢ € C°(IR"\{0}) entao 2 < & (u),p >=2 < U, p > por (5.2.3)

tomando t = —1. Assim temos que:

2< &), > = <Up>+(=1)<P>R1 o\ >
= <Up>+<Up>

= 2<U,p>.

Portanto, < & (u),p >=< U, p >, para toda ¢ € C(IR"\{0}). Logo, & (u)
é uma extensao de u, isto é, < & (u),p >=< U,p >=< u,p >, para toda
p € C(R™\{0}).

Passo 3: & (u) tem paridade oposta < a, A > .

De fato, para toda ¢ € C°(IR") e tomando t = —1 temos:

2< &), o 10> = <Up x> (1)1 o>
_ 2(_1><a,>\>+|>\\—1 < 51(16),@ > _(_1)<a,>\>+l>\|—1 < U, 0>
+ (_1)<a,)\>+\)\|—1 < U, © >

— 2(_1><a,)\>+|)\\71 < 51(”)7(,0 >

Portanto, < & (u),p >= (=1)<**>* < & (u), p(Hy ' (z)) > . u
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