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Abstract

In this work, we study the Artin braid group, B(n), and the configuration
spaces (ordered and unordered) of a path connected manifold of dimension> 2. The
fundamental group of configuration space (unordered) of IR? is identified with the Artin
braid group. This identification is used to conclude that the configuration space of IR?
is an Eilenberg-MacLane space of type K(B(n),1). Therefore, it can be proved that the
braid group B(n) contains no nontrivial element of the finite order. We use this fact to
prove a generalization of a 2—dimensional version of the Borsuk-Ulam theorem presented

by Connett [3].

Keywords: Braids, Borsuk-Ulam Theorem, Configuration spaces, Group

actions, Homotopy, Covering spaces, Eilenberg-MacLane spaces.



Resumo

Neste trabalho, apresentamos o grupo de trancas de Artin, B(n), e os espa-
¢os de configuragoes (ordenado e nao ordenado) de uma variedade conexa por caminhos de
dimensao > 2, a fim de identificar o grupo fundamental do espago de configuragoes (nao
ordenado) de IR* com o grupo de trancas de Artin. Usamos este fato para concluir que
o espaco de configuracdes de IR* & um espaco de Eilenberg-MacLane do tipo K (B(n),1).
Deste modo pode ser provado que o grupo de trangas B(n) nao possui elementos nao
triviais de ordem finita, e usamos este fato na demonstracao de uma generalizacao da

versao bi-dimensional do teorema de Borsuk-Ulam apresentado por Connett |[3].

Palavras-chave: Trangas, Teorema de Borsuk-Ulam, Espaco de Configu-

racoes, A¢ao de Grupos, Homotopia, Recobrimento, Espacos de Eilenberg-MacLane.
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Introducao

Trangas estao entre as mais velhas invenc¢oes da humanidade. Elas sao
usadas com varios propoésitos como fazer corda, decoracao, penteados, etc.

Como objetivo matematico elas foram introduzidas pelo alemao Emil Artin
em 1925 com o propdsito de usé-las no estudo de nos e elos (links). Hoje existem aplicagoes
de trancas em varias areas da Matematica, como por exemplo: topologia, geometria, teoria
de singularidades, sistemas dinamicos, etc.

Neste trabalho, nosso objetivo principal é apresentar o grupo de trancas de
Artin e identificd-lo com o grupo fundamental do espaco de configuracoes den pontos de
R?, C,,(IR?).

No capitulo 1, estudamos os requisitos fundamentais para o seguimento do
trabalho, que sao: espacos de recobrimento; fibracoes; equacoes diferenciais; e acao de um
grupo sobre um espacgo topologico.

No capitulo 2, apresentamos os espagos com estrutura de complexo CW e
as principais propriedades desses espacos a fim de demonstrar que todo espaco de recobri-
mento de um complexo CW finito dimensional possui uma decomposicao CW. Ainda neste
capitulo, definimos espacos de Eilenberg-MacLane e apresentamos os espacos lenticulares,
K(Z,1).

No capitulo 3 desenvolvemos nosso objetivo principal e também introduzi-
mos a presentacao do grupo de trancas.

O capitulo 4 encerra nosso trabalho com uma generalizacao dos teoremas

de Borsuk-Ulam e Ljusternik-Schnirelmann.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados fundamentais
para o que serd desenvolvido nos capitulos seguintes. Primeiramente, introduzimos o
conceito de espacos de recobrimento, levantamento de caminhos e de homotopias e de-
monstramos o Lema Geral do Levantamento. Ainda nesta secao é demonstrado que todo
subgrupo do grupo fundamental de um espaco X conexo, localmente conexo por caminhos
e semilocalmente 1—conexo, pode ser realizado como grupo fundamental de um espaco
de recobrimento de X, Teorema 1.1.20. Em seguida, apresentamos grupos de homotopia,
algumas propriedades de fibragoes, e a sequéncia de homotopia de uma fibracao. Discuti-
mos brevemente sobre variedades e equacoes diferenciais onde varios lemas irao garantir
muitas afirmacoes no capitulo 3. Finalmente definimos acao de grupos e apresentamos

alguns resultados que serao citados ao longo do trabalho.

1.1 Espacos de recobrimento e Homotopia

Definicao 1.1.1 Sejam E e B espagos topoldgicos e p : E — B uma funcdo continua
e sobrejetiva. Um subconjunto aberto U de B € dito igualmente recoberto por p se a
imagem inversa p~ (U) pode ser escrita como unido disjunta de subconjuntos abertosV,
de FE tais que para cada o, a restrigao de p a V, € um homeomorfismo de V, em U. A

colegao {Va}, € dita partigio de p~*(U) em "folhas".
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Definicao 1.1.2 Seja p : E — B continua e sobrejetiva. Se todo pontob € B possui
uma vizinhanca U que € igualmente recoberta por p, entao p € chamada funcao de re-

cobrimento, ou simplesmente recobrimento, e (E,p) é dito espaco de recobrimento de

B.

Exemplo 1.1.3 (IR,exp), exp : R — SY; exp(t) = e*™, ¢ um espaco de recobrimento

de S*.

Exemplo 1.1.4 Se p : E — B ¢é um homeomorfismo, entio (E,p) é um espaco de

recobrimento de B.

Exemplo 1.1.5 Para qualquer inteiro positivo n a funcao p : St — S' definida por

p(z) = 2" € um recobrimento.

Definicao 1.1.6 Sejap: E — B uma fungao. Se f é uma fung¢ao continua de X em B,

um levantamento de f é uma funcdo continua f : X — E tal que po f = f.

Ou seja, um levantamento € uma funcao f que faz o diagrama acima comutar como

indicado.
No que segue I denotara o intervalo fechado [0, 1] de IR.

Lema 1.1.7 Seja p : E — B um recobrimento com p(ey) = by. Qualquer caminho
f: I — B comecando em by (ou seja, f(0) = by) tem um dnico levantamento f:I1—F

comecando em eg.
Dem.: [13]

Lema 1.1.8 Seja p: E — B um recobrimento com p(eg) = by. Se F': I x [ — B € uma

fungao continua tal que F(0,0) = by, entao existe um uinico levantamento F : [ x [ — FE

de F tal que F(O, 0) = ep.
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Além disso, se F é homotopia de caminhos entdo F é homotopia de caminhos, ou seja,
se F({0} x I) ={bo} e F({1} x I) = {b1} entao F({O} xI)={ey} e F({l} x I)={e}

com p(e) = by.
Dem.: [13]

Corolario 1.1.9 Seja p : E — B um recobrimento com p(eg) = by. Sejam f e g dois
caminhos em B de by a b;. Sejamf e g seus respectivos levantamentos comecando emey.
Se f e g sao caminhos homotdpicos entao f e g sao caminhos homotopicos e terminam

no mesmo ponito.

Dem.: Seja ' : [ x [ — B a homotopia entre os caminhos f e g. Entao F(0,0) = by.
Seja I : I x I — E o levantamento de F comecando em ey com F(0,0) = €.
Pelo lema anterior ' ¢ homotopia de caminhos; assim F({0} x I) = {eg} e
F({1} x I) = {er} com p(ex) = by
A restricao ﬁ’]x{o} de F é um caminho comecando em ey que é o levanta-
mento de F|x o). Pela unicidade do levantamento de caminhos temos F'(s,0) = f(s).
Analogamente F|1X{1} é¢ um caminho em E que levanta F|;.f) e comega
em ey pois F({0} x I) = {ey}. Pela unicidade temos F(s,1) = j(s).

Consequentemente f e § terminam em e; e F' é a homotopia entre eles. =

Relembremos que dado um espago topoldgico X com ponto base xg, o con-

junto dos lacos em X baseados em x é definido por
Fi(X,z0) ={f:(,0I) — (X,x0) : f & continua}

sendo I = {0, 1} o bordo do intervalo unitario I = [0, 1].
Se ~ denota a relacao homotopia de lacos em X baseados em xy temos o
grupo fundamental de (X, x) definido por

Fi(X
7T1(X7 xo) e —1( ,-IO)

~

ou seja, m(X,x9) é o conjunto das classes de homotopia de caminhos dos lagos de

Fl(X, l’o).
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Se denotarmos [f] a classe de f € Fi(X,z0) em 7 (X, ), temos que a
operacao [f].[g] = [f * g] é bem definida, sendo

F2r telo,1/2]
g2t —1) te[1/2,1]

frg(t)=

Tal operacao torna 71 (X, zg) um grupo, com elemento neutro dado pelo lago constante
igual a z¢ e para cada f € Fi(X,x), f € F1(X,x0) definida por f(t) = f(1—t) representa
o laco inverso de f e [f] € 71 (X, x¢) representa o inverso de [f] em 7 (X, x), ou seja,
1L = [)-[f] = [zol.

No que segue, listaremos algumas propriedades de espacos de recobrimento

e grupo fundamental, os quais serao usados posteriormente neste trabalho.

Teorema 1.1.10 Seja p : E — B um recobrimento, E um espaco conexo por caminhos

e p(eg) = by. Entao p. : m(E,eq) — m(B,by) € monomorfismo.

Dem.: Seja [h] € m1(F, ep) tal que p.([h]) = 0. Entao [poh] = 0 e assim poh é homotdpico
a0 laco constante by.

Seja F': I x I — B a homotopia entre po h e by.

Tome E : IxI — F o levantamento de F a partir de ey ou seja, F(0,0) = eq.

Como h é levantamento de poh e o laco constante ey é levantamento do lago
constante by, temos pelo teorema anterior que Fé homotopia entre h e eg; logo [h] = 0.

Portanto p, é injetora. "

Os espacos de recobrimento constituem ferramenta extremamente 1til para
o calculo dos grupos fundamentais de certos espagos. O resultado seguinte nos diz que o

grupo fundamental ¢ ferramenta muito util para caracterizar levantamentos.

Lema 1.1.11 (Lema Geral do Levantamento) Sejap: E — B um recobrimento com
pleo) = bo. Seja f Y — B uma fungdo continua com f(yo) = by. Suponhamos queY seja
conexo por caminhos e localmente conexo por caminhos. A funcaof tem um levantamento
Y = E tal que f(yo) = ey se, e somente se, f.(m1(Y, 1)) C ps(m1(E, €0)). Mais ainda,

se f existe ele € unico.
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Dem.: (=) Se f existe, entdopof = f = p.of, = f. = fo(m (Y yo)) = p*(f*(m(Y, Y0))) C
p«(m1(E, €9)).

(«=) Primeiro provemos que se f existe ele & tnico.

Dado y; € Y, escolhemos um caminho o em Y de yy a y;. Tome o caminho
foa em B e seu levantamento v em E comecando em eg. Se o levantamento f existe,
entdo f(y1) ¢ igual ao ponto final (1) do caminho 7, pois f o« é o levantamento de f o

que comeca em eg, € 0 levantamento de caminhos é tinico.

(E, 60)

v /1 \L
- p
SO f

(1,0) —= (Y %0) —5 (B, bo)

A prova da unicidade de f sugere uma definicao para ele:

Dado y; € Y escolha um caminho a em Y de yg a y;. Seja v o caminho em E comecando
em ey que é levantamento de f o a, entdo defina f(y;) = v(1).

Mostremos agora que f ¢ continuo. Dado N vizinhanca de f(yl) encontra-
remos uma vizinhanca W de y; tal que f(W) C N. Primeiro escolha uma vizinhanca U
de f(y1) que é igualmente recoberta por p, ou seja, p~*(U) = U;V;, V; abertos disjuntos
de E e ply; : V; — U homeomorfismo para cada i.

Seja V; o aberto que contém f(y;) e denotemos plvy = po. Passando a uma
vizinhanc¢a menor se necessario, podemos assumir que Vo C N. Agora escolhemos uma
vizinhanga W de y; que é conexa por caminhos e esta em f~(U) (isso ¢ possivel pois f
é continua e Y é localmente conexo por caminhos). Afirmamos que fV) c V.

De fato, dado y € W tome 8 um caminho em W de y; a y. Considere o
caminho f o § e seu levantamento, comecando em f(y1), que é o caminho § = pyto fo 3
em E. Entao 7 * 0 esta definido e é o levantamento do caminho f o (a * 3) que comega
em ey. Pela definicao, f(y) é igual ao ponto final do caminho 7 * §, que estd em V.

Finalmente veremos que f estd bem definida.

Dados dois caminhos o e f em Y de yg a y1, suas imagens foa e fo 3 sao

caminhos em B. Sejam 7 e 0 seus respectivos levantamentos comegando em ey. Temos
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que mostrar que (1) = §(1).

Seja € o levantamento do caminho f o 3 (onde 3(t) = 3(1 — t)), em E que
comeca em (1). Entdo 7 * € esta definido e é o levantamento do laco (f o a) * (f o 3) =
fo(axp)em B.

A classe de homotopia desse laco é f.([a % §]) que por hipotese esta em

p«(m(E, €p)). Entao existe ® lago em E comegando em eq tal que

p:([®]) = ful[ax B]) = [po @] = [f o (a*P)].
Assim o caminho po ® é homotdpico ao caminho f o (a % 3) e entdo seus levantamentos ®
e v * €, respectivamente, a partir de ey, sao caminhos homoto6picos e terminam no mesmo
ponto. Logo v e(1) = ¢(1) = ®(1) = eg. Mas € é o levantamento de f o 3 que comeca em
7(1) e termina em eg, entao € é o levantamento de f o 8 que comega em ey e termina em

~(1). Pela unicidade do levantamento de caminhos temos€ =6 = €(1) = v(1) = 6(1). =

Agora queremos responder a seguinte questdo: dado um espaco X com
2o € X e G um subgrupo de m (X, xo), quando existe um espaco de recobrimento (X, p)
de X (e um ponto &y € p~(x0)) com G = p.(m (X, F0))?

Em outras palavras, para quais espagos X tem-se que todo subgrupo G do
grupo fundamental de X pode ser realizado como grupo fundamental de um espaco de
recobrimento de X7

Para responder esta questao comecamos com a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.1.12 Seja G um subgrupo de m (X, xo) e seja P(X,x0) a familia de todos
0s caminhos f em X com f(0) = xo. Definimos fi ~ fa (fi ~ fo mod G) se:

i) A1) = fa(1)
i) [f1* fa] € G, onde fo(t) = fo(1 —1).

Verifica-se sem maiores dificuldades que esta relacao define uma relacao de

equivaléncia em P (X, zy).
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Defini¢ao 1.1.13 Seja (X, xo) espaco com ponto base xy e G um subgrupo de m (X, xg).
Denotamos as classes de equivaléncia de f € P(X,xzg) por < f > e definimos X& como
o conjunto de todas essas classes de equivaléncia. Seeg € o caminho constante igual a
xo, definimos To =< ey >g€ Xg. Finalmente definimos a funcdao p : XG — X por

p(< f>a) = f(1).

E claro que p(Zy) = xo. Mostraremos que, com algumas condicdes sobre X, o conjunto

Xc pode ser topologizado para que (Xg,p) seja um espaco de recobrimento de X com

p*(ﬁl(j((% 530)) =G

Defini¢ao 1.1.14 Se f € P(X,zq) e U é uma vinhanca de f(1), entao uma continuagao
de f em U é um caminho F € P(X,xq) da forma F = f*\, onde A\(0) = f(1) e \(I) C U.

Definigao 1.1.15 Seja & =< f > e seja U uma vizinhanga de f(1) em X. Entao
(U, z)=(U,< f >q) = {< F >qe X : F ¢ continuacio de f em U}

Lema 1.1.16 Seja (X, z0) espaco com ponto base vg e G um subgrupo de m (X, xg).
Entao os subconjuntos (U,Z) formam uma base para uma topologia de X de forma que

p: Xg — X seja continua. Além disso, se X € conexo por caminhos entaop € sobrejetora.

Dem.: Seja & =< f >g€ X¢ e seja e o caminho constante em X igual a f(1). Para
toda vizinhanca U de f(1), a fungdo F' = f *x e é uma continuacao de f em U. Assim
T =< f>g=<F >g€ (U,2).

Mostremos que se § € (U, &) entdo (U,z) = (U, 7).

Tomemos entdo g € (U, T); assim temos que:
J=<F >g=< f*x\>¢g
para alguma curva A tal que A(0) = f(1) e A(I) C U. Se Z € (U, %) entao
F=<F >c=<fxp>q

onde p(0) = f(1) e u(l) C U.
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Assim
Fimfopm (FxX) s Nxp) ~Fsx (X p)
e como (A * 1)(0) = A(0) = A(1) = F(1) e (A* p)(I) C U, temos
F=< F >g=< Fx(\*p) >ge (U,7)

e assim (U, %) C (U, 7).

Agora, como §y =< F' >g, F' ~ f % ) temos
Fixdn f=7=<f>c=<Fx\>gc (U7)

logo, (U,7) C (U, 7).
Se z € (U,z) N (V,y) entao

(U,3) = (U,3) e (V,§) = (V,2) = 2 € (UNV,3) € (U, 5) N (V, ).
Assim B = {(U,i) = (U,< f >¢)} é uma base para a topologia de X¢.
Mostremos agora que p : Xo — X é continua.

Se # € X¢ e U é uma vizinhanca de p(Z) em X, temos que:
zep((U,z))=3ge(U,7) tal que p(g) =2 = § =< F >¢

onde F' ~ fxXcom A\0) = f(1) e \(/) CU ep(y) = F(1) = z. Agora F(1) = \(1) €
U= zeUlogop((U,) cU= (Uz) Cp Y(U)=p '(U) é aberto em X¢.
Finalmente, se X é conexo por caminhos, Vr € X existe um caminho f em

X de z¢ até , entdo < f >¢€ Xg e p(< f >¢) = f(1) = x. Logo p é sobrejetora. .

Lema 1.1.17 Seja (X, xo) espago com ponto basexg e G um subgrupo de m (X, xo). Todo
caminho f em X comegcando em xq pode ser levantado a um caminhof em Xe comecgando

em Tg e terminando em < f >q.

Dem.: Para t € I defina f, : I — X por fi(s) = f(ts). Cada f; é um caminho em X
comegando em xg, assim, f; € P(X, ), fo = eo (caminho constante igual azg) e f1 = f.

Defina f : I — X por f(t) =< f; >q.
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Observe que f(O) =< fo >a=< ey >¢= do e que f(1) =< f; >¢=< f >¢. Além disso,
para cadat € I, po f(t) = p(< f; >¢) = fi(1) = f(t), logo po f = f e s6 resta provar
que f ¢é continua.

Seja to € I e (U, f(ty)) um aberto basico que contém f(ty). Desde que f é
continua existe um intervalo aberto V' vizinhanca de ¢y em I tal que f(V) C U, e teremos
f(V) c (U, f(to)); de fato:
set € V entao f(t) =< f; >g e f; ¢ uma continuacdo de f;, em U. E simples mostrar que
fi = fi, * A para algum caminho A com A(0) = fi, (1) = f(to) e A(I) C U: se t >t entdo
A= fohondeh : I — [ty,t] & 0o homeomorfismo definido por h(s) = (1—s)to+st; se t < tg
entdo A = foh' sendo h' : I — [t, 5] 0 homeomorfismo definido por k' (s) = (t — to)s + .

Corolario 1.1.18 Se (X, xq) € um espago com ponto basexy e G € subgrupo de m (X, x¢)

entao X € conexo por caminhos.

Dem.: Acima mostramos que Vi € Xg, & =< f >¢, existe f : I — X dada por

f(t) =< f; > tal que f(O) =1Ig e f(l) = 1. -

Definicao 1.1.19 Um espaco X ¢é semilocalmente 1—conexo se cada x € X tem uma
vizinhanga U tal que i, : m (U, x) — m(X,z) é a fungdo nula, onde i, é a induzida da

nclusao de U em X.

Equivalentemente temos que um espaco X ¢é semilocalmente 1—conexo se
cada r € X tem uma vizinhanca U com a propriedade: todo caminho fechado em U
baseado em x é homotopico ao caminho constante ¢, : I — X (c,(t) =z, Vt € I), ou
seja, dado v : (,{0,1}) — (X, x), existe H : (I x 1,{0,1} x I) — (X, x) continua, tal
que H(s,0) =~(s)e H(s,1)=axVsel.

Teorema 1.1.20 Seja (X, xg) espago com ponto base xg e G um subgrupo de m (X, xg).
Se X € conexo, localmente conexo por caminhos e semilocalmentel —conexo, entao (Xg,p)

¢ um espaco de recobrimento de X com p,(m(Xg, o)) = G.
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Dem.: Seja x € X. Como X é semilocalmente 1—conexo, existe uma vizinhanca W de
x tal que todo caminho fechado em W é homotopico ao caminho constantec, : [ — X.
Como X ¢é localmente conexo por caminhos, existe uma vizinhanca conexa por caminhos
U de x tal que U C W e é claro que todo caminho fechado em U é homot6pico ao caminho
constante em X.

Mostraremos que U é igualmente recoberto por p, e isto mostrara que
(Xa,p) € um espaco de recobrimento de X (ja mostramos que X¢ & conexo por caminhos
e que p é continua e sobrejetora).

Seja 7 € p~'(x), assim & =< f > onde f é um caminho em X de z; a .
Para provar que U é igualmente recoberto por p mostraremos que (U, z) é a folha sobre
U contendo 7.

Primeiro, p|wz) : (U,&) — U & sobrejetora. Se y € U, existe um caminho
Aem U de x a y. Entao f x A é uma continuacao de f em U. Consequentemente
< frA>q € (U,7), e plun(< fxA>q) = (fxA)(1) = A1) =y.

Segundo, p|wz ¢ injetora. Suponhamos que §,2 € (U, %) e p(g) = p(Z).
Agora Z =< f*p >g onde p(0) = f(1) =z e u(l) C U, da mesma forma § =< f *x A >
onde \(0) = f(1) =z e A(I) C U. Como p(Z) = p(g) temos A(1) = u(1l), assim A é
um caminho fechado em U baseado em x. Pela escolha de U temos A * ;z homotopico ao
caminho constante z em X. Assim, f * A% i % f é homotopico a constante em X e entdo
[fxAsm*fl=1em m(X,20) = [f*A*Ti*x f] EG = f* X~ f*pmodG, e assim
< fHrA>g=<fxu>qc=>9=2.

Terceiro, p|wz € uma fungao aberta. Toda vizinhanca W de & em Xg
contém um conjunto da forma (U, ), onde U é como o escolhido no primeiro paragrafo.
Mas para tal U sabemos que p((U, %)) = U. Agora (U,%) ¢ W = p((U, %)) C p(W) =

U Cp(W) = p(W) é aberto em X. Segue entdo que p|w,z ¢ homeomorfismo.

A seguir mostraremos que p~(U) = U (U, ). Claramente p~*(U) con-
zep~!(z)
tém a uniao.

Seja € X¢ / p(§) €U = § =< f >g e f(1) € U. Como U é conexo

por caminhos, existe A caminho em U de f(1) a . Entao f * A é continuagao de f em
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U; assim # definido por & =< f * A\ >¢ esta na fibra sobre . Agora (f * A) * \ é uma

continuacdo de f * A em U, assim < (f * \) x A >q€ (U, #). Mas
J=<f>c=<(f*A)*\>q

entao y € Uz (U, 7).

Como cada (U, x) é aberto em X, resta provar que as folhas sio disjuntas
duas a duas. J4 vimos que se § € (U, %) entao (U,Z) = (U,q). Se &1,T2 € p~'(z) e se
dge (Ux)N(Uz2) = (U, z;) = (U,g) parai = 1,2 = (U, &) = (U, Z2). Assim esta
provado que (X¢,p) € espaco de recobrimento de X.

Finalmente mostremos que p, (71 (X, &) = G. Seja [f] € m1(X, z0). Como
(Xe, p) é recobrimento de X, existe um tnico levantamento f de f, com f(O) = Zy. Pelo

lema 1.1.17, f(t) =< f, >¢, onde f, ¢ um caminho de zy a f(t).

Agora,
[f] € pu(m(X@, %)) < f & caminho fechado com f(0) = f(1) = &. Mas f(0) = f(1)
f~eymod Ge[f]=[f*eyt] €G, assim G = p.(m(Xg, Z0)). .

1.2 Grupos de Homotopia e Fibracoes

O grupo fundamental pode ser generalizado naturalmente da seguinte forma:
Dados um espacgo topolégico X com ponto base xy e um natural n > 1,
considere o conjunto F,(X,z¢) = {f: (I",0I") — (X, x0); f é continua}, sendo 9I" o

bordo do cubo n—dimensional 1™, definido por
oI ={(ty,....t,) € I";t; € {0,1} para algumi=1,2,....n}.
Dizemos que f, g € F,(X, o) sdo homotopicas se existe
H:(I"xI1,0I" xI) — (X, xg)

continua tal que

H(s,0)= f(s)e H(s,1)=g(s) VselI"

e denotamos f ~ g.



1 Preliminares 19

Verifica-se (de maneira similar & homotopia de caminhos) que~ define uma

relacao de equivaléncia. Portanto podemos definir on—ésimo grupo de homotopiade

(X, zo) por
Fo(X,
(X, ) = 22t 70)
munido da operagao [f].[g] = [f * g] sendo
f(2t1,ta, ..., t,) (t1, ..., tn) €10,1/2] x ["1
frg(ty,....ty) =

g2ty — L, tg, oty)  (t1, e ty) € [1/2,1] x 171

De forma semelhante aos calculos desenvolvidos nom (X, xg), verifica-se que
a operagao acima é bem definida e faz dew, (X, zo) um grupo (o qual é abeliano sen > 2)
com elemento neutro e inverso definidos respectivamente como as aplicacoes constante
igual a zg e [f]™' = [f], onde f(ti,...,tn) = f(1 —t1, ... 1)

Se 0 espaco X é conexo por caminhos entao m,(X,z¢) = m,(X,z;) para
qualquer n > 1 e quaisquer xg,r; € X. Desta forma quando X é conexo por caminhos
podemos denotar 7, (X, zg) por m,(X), sem mencionar o ponto base xy. Para um estudo
mais detalhado desses grupos sugerimos as referéncias [14] e [17].

Espacos de recobrimento desempenham papel crucial no estudo do grupo
fundamental. Para o estudo dos grupos de homotopia de ordem superior necessitamos de

uma generalizacao dos espagos de recobrimento, que sao as fibracoes.

Definicao 1.2.1 Uma aplicacao continuap : E — B possui a propriedade do levan-
tamento de homotopia (PLH) com respeito a um espa¢o X se o sequinte diagrama
comutativo pode ser completado como indicado

I B

X
~ 7
F -
X

bS]

XxI—=B

ou seja, dada f : X — E continua e uma homotopia F : X x I — B; F(z,0) =
po f(z), Yo € X, entdo existe F : X x I — E homotopia tal que F(z,0) = f(z) e
po F=F.
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Definig¢ao 1.2.2 Dizemos que uma aplicacaop : E — B € uma fibracao se ela possui a
PLH com respeito a qualquer espaco topologico X. O espaco E é chamado espaco total
da fibragdo, B é chamado espaco base e p~'(by), by € B, ¢ a fibra sobre by.

Exemplo 1.2.3 Sejam B e F' espacos topoldgicos. Entao a proje¢iom; : BX F — B é

uma fibracao.

Exemplo 1.2.4 Se p: E — B é recobrimento entao p € fibracao com fibra discreta. (cf.

[14]).

Lema 1.2.5 Seja p : E — B uma fibracao e f,g : X — B func¢ées homotdpicas. Se
f possui levantamento f entio g também possui um levantamento § e além disso f é

homotopica a g.

Dem.: Por hipotese existe F': X x I — B homotopia tal que F'(z,0) = f(z) e F(z,1) =
g(z), Voz € X eexiste f: X — E; po f=f.

X x{0}—~p

P
7 - p
-

XxI-2 B

Como p é fibracio = I F: X x I — E; ﬁ(a:,O)zf(ac), VeeXepoF=F.
Tome §: X — E dada por §(z) = F(x,1). Entéo

pog(z) :poﬁ(x,l) = F(z,1) = g(x)

e portanto g é levantamento de g e f é homotopica a g. .

Corolario 1.2.6 Seja p : E — B uma fibracao e f : X — B homotopica a funcao

constante by = p(eq). Entdo f possui levantamento f : X — E.

Dem.: A fungao constante possui levantamento o : X — FE; a(z) = ey, Vo € X. Logo

pelo lema anterior, f possui levantamento f que é homotdpico a constante eg. .

Definicao 1.2.7 A funcao p : E — B ¢ chamada fibracao fraca se p tem a PLH com

respeito aos cubos {I™}, .
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Definicao 1.2.8 A funcaop: E — B ¢ chamada fibragao localmente trivial com fibra
F, se para todo b € B existe um aberto Uy, C B e um homeomorfismoh : Uyx F — p=*(Uy)

tal quepoh =7 onde 7 : Uy, X F — U, € a projegao.

Observamos que se p : E — B é uma fibracao localmente trivial entaop é
fibracao fraca. (cf. [14] p.364).

Se (E,ep) e (B,by) sao espagos com ponto base eg e by respectivamente,
p: (E,e0) — (B,by) é uma fibragao (fraca) e ' = p~!(by), entao essa fibragao ¢ usualmente
denotada por

F—F——>B

Dada uma fibracao p : E — B tal que B é conexo por caminhos entao
p~1(b) tem o mesmo tipo de homotopia que p~'(a) para quaisquer a,b € B, (cf. [14] ou
[15]).

Uma das principais propriedades relacionando grupos de homotopia e fibra-

¢oes pode ser resumida no seguinte teorema:

Teorema 1.2.9 Dada uma fibracao fraca F —— E—— B existe uma sequéncia exrata
longa

Jx

0 (F, €0) —2 (B, €0) —2 (B, bo) —2> 11 (F, €0)

v —m(E, eq) 2> (B, by) —2— (F) - mo(E) mo(B)

sendo mo(F'), mo(E) e mo(B) os conjuntos das componentes conexas de F, E e B respecti-

vamente.
Dem.: [14] ou [17].

Exemplo 1.2.10 Considere a fibragao 7 —R—2g1. Temos para tal fibragao a
sequinte sequéncia erata:

e o (Z) =2 (R) 225 71, (1) —2> 711 (Z) —— -

Como 7 € discreto e R é contrdtil, temos m,(Z) = m,(R) = 0, ¥n > 1, logo m,(S*) =
0, Vn > 2.



1 Preliminares 22

Exemplo 1.2.11 Seja X o espaco formado pela uniao de dois circulos com um ponto
xo em comum. Chamaremos de a e b os caminhos fechados, baseados em xq, que co-
brem cada circulo homeomorficamente como indicado na figura 1.1. Introduziremos um
espaco de recobrimento X para X, que é o subconjunto do plano esbocado abaixo. Para
obter X tomamos sobre os eizos retangulares, a partir da origem, quatro segmentos de
comprimento 1. A partir da extremidade livre de cada um dos quatro, tomamos trés seg-
mentos de comprimento 1/2, paralelos aos eixos. A partir da extremidade livre desses
doze segmentos, tomamos trés segmentos de comprimento 1/4, e assim por diante. X
serd a unido desses segmentos (em numero infinito) assim construidos. A aplicacdo de
recobrimento p : X — X leva cada segmento horizontal sobrea e cada segmento vertical
sobre b de modo que a ordem crescente da unica coordenada que varia em cada um desses
segmentos corresponda ao sentido do percurso dea e b respectivamente e que 0s extremos

sejam aplicados sobre xy.

- X X
+ o + p a b
o
It
Figura 1.1:

Sendo p uma aplicacao de recobrimento, ela € uma fibracao com fibra dis-
creta, a qual denotaremos por F'. Usaremos a sequéncia de homotopias para mostrar que

mi(X) =0 parai > 2.

7 ~ Px

o (F) =y (X) = 7 (X) =S T (F) ——

Temos que m;(F) = my(X) = 0, ¥ i > 1 pois a fibra é discreta e o espagco X é contrdtil
(cf. [4]). Assim, concluimos quem;(X) =0 parai > 2.
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Para o espago X formado por n circulos unidos por um idnico ponto (o
espago X € conhecido como buqué den circulos), temos uma construcao semelhante para
o espaco de recobrimento X, considerando agora n eiros ortogonais. Portanto temos

também m;(X) =0 para i > 2.

1.3 Variedades e equacoes diferenciais

Relembramos rapidamente aqui o Teorema de Picard sobre a existéncia e
unicidade de solugoes de uma equacao diferencial ordinaria vetorial de primeira ordem
e utilizaremos algumas consequéncias desse teorema para mostrar o Lema de Isotopia e
garantir a existéncia de uma fungao especial que sera usada no capitulo 3.

Seja € um subconjunto de IR x IR" e seja f : Q@ — IR"™ uma aplicacao
continua e I um intervalo real nao degenerado, isto ¢, um subconjunto conexo delR nao

reduzido a um ponto.

Definig¢ao 1.3.1 Um problema com dados iniciais (tg, o), ou também conhecido como

problema de Cauchy, é uma equacgao diferencial da forma

dx
% = f(t,!)ﬁ) (1'1)
l’(to) = 29

Definigao 1.3.2 Uma solugéo para o problema de Cauchy (1.1) é uma fungao diferen-
ciavel ¢ - I — IR" tal que
(t,p(t) €, Vtel

/

@ (t)=f(t,p(t), Vtel

©(to) = xo.

Os seguintes resultados sao consequéncia do famoso teorema de Picard sobre

existéncia e unicidade de solugoes para o problema de Cauchy, (cf. [16]).
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Teorema 1.3.3 Seja f : [a,b]xR" — IR" uma funcdo continua tal que todas as derivadas
parciais com respeito as ultimas n varidveis existam e sejam continuas para todos os
pontos de [a,b] x IR". Entao para todo (tyg,x0) € [a,b] X R" existe uma unica solugao

@ :la,b] = IR" de (1.1).

Corolario 1.3.4 Seja [ : IR" — R" uma fungio de classe C*, entdo para todo (ty, o) €

R x IR" existe uma tunica solu¢io ¢ : IR — IR" do problema

dx
a f(2) (1.2)
l’(to) = Xop-

Dem.: Seja m € N tal que ty € [—m,m] e seja
Gm : [-m,m]| x R" — IR"

definida por gn,(t,x) = f(z). Segue do teorema anterior que existe uma tnica solucao
O [—m,m] — R" de (1.2).

Pela unicidade das soluctes segue que sek > m entao @i|[—mm] = @m. Logo
podemos definir

¢:R—1R"

por p(t) = ¢i(t) para t € [—k, k], e ¢ serd a solugdo procurada. .

Observacio 1.3.5 Temos que, se V. = B(0,7) C R" e f : V — IR" € uma funcdio de
classe C' tal que f(x) = 0 se x € AV, entdo podemos estender f em todo IR™ fazendo
f(x)=0sex ¢V etemos f: IR" — IR" de classe C*. Entdo, pelo coroldrio acima, para
cada (tyg,z9) € R x R"™ existe uma unica solugio ¢ : IR — IR"™ do problema (1.2).

Além disso,
o Se ||zo|| > r temos que p(t) = xg, YVt € IR € a solugcao do problema tal que
gO(to) = Xy.

o Se ||zo|| < r temos que ||p@)|| < r, YVt € IR pois se existe sy € IR tal que

le(so)|| > 7 entao ¢ : IR — IR"™ dada por (t) = ¢(so), Vt € R € solugdo de

dx
W~ fa)

z(to) = ¥ (s0)

(%)
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Mas como ¢ também é solucao de (%) temos pela unicidade da solugio que p = 1,
ou seja, p(t) = p(so), ¥Vt € R, e como p(ty) = xo temos que xo = ¢(so) 0 que é

absurdo pois T < ||¢(so)|| = ||zo] < 7.

Portanto para (to, ) € R x V temos ¢ : IR — V.

O proximo teorema mostra a dependéncia continua entre a solucao e os

dados iniciais.

Teorema 1.3.6 Seja f : R" — IR" uma funcdo de classe Ct, entdo a funcio ¢ : IR x

R x IR" — IR" que associa cada (t,s,y) & unica solugcdo v de

dx
@1 (1.3)
z(s) =y

avaliada em t, ou seja, V(t) = p(t,s,y), € de classe C* (e portanto continua).

Dem.: (cf. [16])

No que segue precisaremos das seguintes defini¢oes.

Definig¢ao 1.3.7 Uma variedade n—dimensional M é um espaco topologico Hausdorff
tal que ¥p € M, existe U C M aberto que contém p e U é homeomorfo a int(D") =
{r e R"; |z <1}.

Definicao 1.3.8 Sejam X e Y wariedades n—dimensionais. Uma 1sotopia entre X e
Y € uma homotopia F' : [ x X — Y, I intervalo real qualquer, tal que Fy, : X — 'Y €
homeomorfismo para cadat € I.

Dizemos que dois pontos sao isotdpicos se existe uma isotopia que leva um
no outro.

Se x € isotdpico ay usamos a notacao x ~ vy, e esta € uma relacao de equivaléncia.

Lema 1.3.9 (Lema de Isotopia) Sejam y e z pontos arbitrdrios de uma variedade

conexa N. Entao existe um homeomorfismoh : N — N que leva y em z.



1 Preliminares 26

Dem.: Seja ¢ : IR" — IR uma funcao de classe C'*° tal que:
Y(x) > 0 para [|z]] < 2

$(x) = 1 para 2| < 1e

¥(x) =0 para |z = 2.

Uma tal funcao pode ser construida através dos seguintes passos:

eﬁl sex >0
a) Tome f: IR — IR dada por f(z) =
0 sex <0

f é uma funcao de classe C°.
b) ¢ : IR — IR dada por g(z) = f(x —a).f(b—x) é uma funcdo de classe C*°, positiva
em (a,b) e zero em IR — (a,b), (0 < a < b). Entao

JZ g(t)dt
I g(t)dt

é de classe C™, h(z) =0sex <a, h(z)=1sex>be0 < h(zx) <1sex € (a,b).

W) =

_ hr+b+a) sex<0
¢) Considere a : R — IR dada por a(z) = , @ & de classe
h(—x+b+a) sex >0

c.

b -a a b

Figura 1.2: grafico de «

d) Agora tomamost,, : R" — IR dada por ¢,,(z) = a(||z]]) onde ||| = O, 22)Y/2.
Temos que 1), ¢ constante na bola de centro 0 e raio a, entao a nao diferenciabili-

dade da raiz quadrada em zero nao impede que),;, € C™.

e) Basta tomar agora i = ¢, coma=1eb=2.

Dado um vetor ¢ = (cq,...,¢,) € S™ !, consideremos a equacao diferencial:
) ) )

dz
o= Y(z).c (1.4)
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Segue do corolario 1.3.4 que para cadaT € IR" existe uma tnica solugao x(t) da equagdo
1.4 que satisfaz a condicao inicial x(0) = Z. Além disso, segue do teorema 1.3.6 que a
funcao ¢ dada por ¢(t,0,7) = x(t) é continua. Usaremos a notacao ¢(t,0,7) = F{(T)
para esta solucao.

Entao temos:
1) Ff(Z) esta definida para todot € IR e T € IR" e depende continuamente det e T,
2) F§(T)=Te
3) Ff(T) = Ff o F(T).

Assim Ff é um homeomorfismo de R" para cada ¢, pois temos que Ff =
©(t,0, =)l oy« IR" € Sua inversa é (Ff)™' = Fe,.

Como F§ é a identidade em IR" entao fazendo ¢ variar temos que cada Fy
é isotopica a identidade. Com uma escolha apropriada det e ¢, o homeomorfismo Fy
levara a origem em um ponto qualquer da bola unitaria, de fato; considere o problema de

Cauchy:

Entao para t € (—1,1), x.(t) = t.c é solucdo de (x), assim F{(0) = ¢. Com isso, dado
zg € B(0,1) = {z € R": ||z < 1} temos que existe A € [0,1] tal que zy = A.d para
algum d € S""1. Logo 7o = \.d = z4(\) = F{(0).

Agora considere a variedade conexa N. Se y € N, entao ele possui uma
vizinhanca que é homeomorfa a IR", e o argumento acima mostra que todo ponto sufici-
entemente proximo de y é isotéopico a y. Em outras palavras, particionamos N em classes
de isotopia abertas e disjuntas; mas N ¢é conexo e portanto existe somente uma classe.
Logo quaisquer dois pontos de N sao isotopicos.

De fato; sejamy € N e A = {z € N : z ~ y( isotopico) }. Mostremos que
A é aberto.

Tome z € A. Como z € N temos que existe vizinhanca V, de z e existe um

homeomorfismo f : V, — IR" tal que f(z) = 0.
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Seja x € V, tal que f(x) € B(0,1)(bola aberta de centro zero e raio 1).
Assim existem t € R e ¢ € S"! tais que FF(0) = f(x) = f(x) ~ 0.

Agora Gy = f~lo Ffo f:V, — V. é& homeomorfismo e

Gu(z) = [T oFfo f(z) = [T o F{(0) = [T (f(x)) = x.

Portanto z ~ x, como z ~ y segue que x ~ ¥y, ou seja, v € A. Assim f~1(B(0,1))NV, C A
donde A é aberto. u

Corolario 1.3.10 Sejam x4, ..., Ty € Y1, ..., Ym pontos distintos de uma variedade conezxa
N de dimensao > 2. Entao existe um homeomorfismoh : N — N que leva x; em y; para

todot=1,....m

Dem.: (cf. [9])
O préximo lema serd usado na demonstracao de um teorema no capitulo 3

(teorema 3.2.2).

Lema 1.3.11 Seja N uma variedade n—dimensional, conexa por caminhos comn > 2, e
seja vg € N. Dado um aberto U C N contendo xq e tal que U é homeomorfo a uma bola
fechada B(a,r) C R"™ por um homeomorfismo que leva xo em a, entdo, para cada x € U

temos que eziste uma funcdo continua : U x U — U tal que:

i) 0, : U — U definida por 0,(y) = 0(x,y) é um homeomorfismo que fira a fronteira
ou,
i) 0.(z) = .

Dem.: Primeiro mostremos que a existéncia de 6 se reduz a existéncia de uma funcao

continua o : V x V — V tal que para todo z € V:
i) o, : V — V definida por a,(y) = a(z,y) é¢ homeomorfismo que fixa OV

i) a,(z) =0
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onde V = B(0,1).

Seja hy : U — B(a,r) um homeomorfismo tal que hi(zg) = a e tome
hy : B(a,r) — V 0 homeomorfismo dado por hy(z) = Lz —a).

Se h : U — V é definida por h = hy o hy definimos  : U x U — U por
O(z,y) =h toao (hxh)(z,y).

Logo para cada x € U, 0,(y) = 0(x,y) = h toao(hx h)(z,y) =h toao (h(x),h(y)) =
h™! o ap(ey (R(y)) € homeomorfismo pois h™! e () sdo0.

0,(x) =h towao(hxh)(z,x)=h""1oau(h(z)) =h"1(0)
y €U = h(y) € IV = 0,(y) = h™" o apgwy (A(y)) = h ™' (h(y)) = v.

Zo.

Mostremos agora que existeav: V x V — V.

Primeiramente, definimos A : V' x V — [0, 1] por A(z,9) = A\o(y) = Yas(v),
com a = ||z|| + (1 — [|z]) e b = |lz]| + 2(1 — [|z]|), sendo 1ay a funcdo C* definida na
demonstracao do Lema de Isotopia. Assim temos que para cadax € V, A, é uma funcao

de classe C™, e

1 se 0<|lyll < llzfl + 31— [=)
Az, y) = \oly) = , ’
0 se [zl +5(1—[z]) <yl <1

Para cada x € V seja

Temos que v, ¢ uma funcao nas condigoes da funcao f da observacao 1.3.5. Assim,

considerando o problema de Cauchy, comy €V,
P (1) = vale(t))
p(0) =y
temos que existe uma tnica ¢ : IR — V que é de classe C*™ e satisfaz (*). Denotaremos

0. (y) = o(t).

Assim temos, analogamente ao que foi feito no Lema de Isotopia, que

(%)
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(i) 6 esta definida e é uma funcdo continua % : V — V para todo t € R e para todo

reV
(i) 02(y) = p(0) =y e
(i) 0:"*(y) = 6; 0 02 (y).
Logo 6" é a inversa de 0. que também ¢é continua. Portanto 6. ¢ homeo-
morfismo de V em V para cada t.

Ainda temos paray € 9V, A\.(y) = 0 = v,(y) = 0 logo o(t) = y & solucao
de

e portanto 0% (y) = y se y € V.

Agora para t € IR tal que |1 —t].||z]| < ||z| + 2(1 — ||z) temos que ¢(t) =

—tx + x é solugao de

pois A\, (¢(t)) = 1, e assim 6 (z) = 0.

Logo 9315 ¢ 0 homeomorfismo «, procurado. "

1.4 Acao de Grupos

Introduziremos agora o conceito de acao de um grupo GG' sobre um espaco

topologico X para mostrarmos que a proje¢ao

X
X —

¢ um recobrimento, e este recobrimento serd muito utilizado ao longo do trabalho.

Definigao 1.4.1 Um grupo topoldgico ¢ um grupo G que pode ser equipado com uma

topologia tal que:
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i) a funcao multiplicagio i : G X G — G, dada por u(x,y) = x.y, € continua se G x G

tem a topologia produto;

1

i) a funcgao inversao i : G — G, dada pori(x) =z~ ', € continua.

Defini¢ao 1.4.2 Dado um grupo topoldgico (G,*) e um espago topoldgico X, uma a¢do

(o direita) de G sobre X é uma funcao continua
h:XxG—X
que associa a cada par (z,g) o elemento x.g e tal que,

i) See € o elemento neutro de G entio x.e =x, Vx € X.
i) (z.91).92 = 2.(g1 % g2), V€ X, Vg1,02 € G.

Defini¢ao 1.4.3 Dada uma agao h de G sobre X definimos o espaco das orbitas de
X pela agao h, denotado X/G, como sendo o espago quociente de X determinado pela

sequinte relacio de equivaléncia: x ~ ' se ¥ = x.g para algum g € G.
Definicao 1.4.4 Uma acao de G sobre X € dita livre se ela possut a sequinte propriedade:
dr € X tal que x.g = x = g = e (elemento neutro de G).

Teorema 1.4.5 Sejam G um grupo finito e X um espaco topoldgico de Hausdorff. SeG
atua livremente sobre X entao

X
.4 —
p —>G

€ um recobrimento.

Dem.: Suponhamos que G = {1¢, g1, ..., g } sendo 1g o elemento neutro, e G munido da
topologia discreta.

Como G atua sobre X temos que para cada g € G a aplicacao f, : X — X
dada por fy(z) = z.¢g ¢ um homeomorfismo e fg_1 = f,-1. Como a agao é livre segue que
para cada x € X sua orbita p(x) = {z.g: g € G} possui exatamente n + 1 elementos.

Assim, dado x € X e j € {1,...,n} temos pela hipotese de X ser Hausdorfl que existem
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abertos U; e V; tais que 2 € Uj e 1.9, € V; e U;NV; = 0. Seja U; = U; N V}gj_l. Temos
que U; é aberto e contém x para cada j € {1,...,n}.

Seja U, = ﬂ U;. Entdo, para cada p(z) € X/G temos que p~*(p(U,)) =

j=1
U, U U U,.gj (unido disjunta) e ply,.q, : Uz.g; — p(Uz) é um homeomorfismo, donde

j=1
p: X — X/G é um recobrimento cujo nimero de folhas é igual a ordem deG. u

Teorema 1.4.6 Seja G um grupo finito que atua livremente sobre um espago topologico

X.

i) Se X € um espaco de Hausdor[f simplesmente conexo entaom (X/G,[xo)) € finito e

possui o mesmo numero de elementos queG.
ii) Se X € uma variedade entao X/G também € variedade e dim X = dim X/G.

Dem.:

i) Observe o seguinte trecho da sequéncia exata dos grupos de homotopia da fibracao

p: X — X/G:
. *>7T1(X, IL‘()) i>7T1(X/G, [ZL‘Q]) A*>7T0(G> *>7T0(X, CL’()) —

Como G é discreto temos mo(G) = G; além disso temos 7o (X, o) = m1 (X, x9) = 0

pois X é simplesmente conexo. Logo A é bijetora.

ii) Se G atua livremente sobre X temos que p : X — X/G é um recobrimento. Assim

se T € X/G entao existe U vizinhanca de T em X/G tal que p~ 1 (U) = Uaer Ve €
p:Vy,—U

¢ homeomorfismo para cada o € I.

Como X ¢é variedade, digamos n—dimensional, e p~!(Z) € X temos que existe

A C X aberto que contém p~!(Z) e homeomorfo a R".

Assim V, N A é aberto em V,, e como p é aberta p(V, N A) C U é aberto em U.
Logo p(V, N A) é aberto em X/G e T € p(V, N A). Ainda, desde que V, N A é
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homeomorfo a IR", temos entdo p(V, N A) homeomorfo a R". Portanto X/G é

variedade n—dimensional. "

Observacgao 1.4.7 No item i) temos que de fato m(X/G, [x¢]) € isomorfo a G (cf. [17],
p.88).



Capitulo 2

Complexos CW

O principal objetivo deste capitulo é apresentar os espacos com estrutura
de complexos CW, e introduzir os principais resultados desses espacos, que serao usados

no decorrer do trabalho. As demonstragoes omitidas podem ser encontradas em [14].

2.1 Definicoes e resultados

Definicao 2.1.1 Seja X um espago recoberto por subconjuntosA;, j pertencente a algum

conjunto de indices J, isto €, X = U Aj. Suponha que:
jet
i) cada A; € um espago topoldgico;
i) para cada j,k € J as topologias de A; e Ay, coincidem com a de A; N Ay;
i) para cada j,k € J, A; N Ay € fechado em A; e em Ay.
Entao a topologia fraca sobre X determinada por{A;;j € J} é a topologia
cujos conjuntos fechados sao aqueles subconjuntosE tais que FNA; € fechado em A; para

todo j € J.

Lema 2.1.2 Seja X um espaco tendo a topologia fraca determinada por uma familia de
subconjuntos {A;; 5 € J}. Para qualquer espago Y a fungio f : X — 'Y € conlinua se, e

somente se, fla, € continua para todo j € J.

34
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Definigao 2.1.3 Uma n—célula " (ou simplesmente e) é uma copia homeomorfa do

n—disco aberto D™ — S™™1. Denotaremos a dimensdo da célulae por n(e).

Definicao 2.1.4 Sejam X,Y espacos topoldgicos e A, B subconjuntos de X eY respec-
tivamente. Uma fungao continua g : (X, A) — (Y, B) é um homeomorfismo relativo

seglx—a: X —A—Y — B éum homeomorfismo.

Definicao 2.1.5 Seja X um espaco formado por uma uniao disjunta de células, X =

U{e:e€ E}. Para cada k >0, o k—esqueleto X% de X ¢ definido por:
X® = U{e € E:dim(e) < k}.
E claro que, X© c XMW c X@ c e X = ngoX(k)

Defini¢ao 2.1.6 Um complexo CW ¢é uma tripla ordenada (X, E,®), onde X ¢é um
espaco Hausdorff, E é uma familia de células em X e ¢ = {d. : € € E} € uma familia de

funcoes tais que;
1. X =J{e:e€ E} (uniao disjunta)

2. para cada k—célula e € E, a funcio ¢, : (D*,SF 1) — (e U X*=D XE=D) ¢ 4y

homeomorfismo relativo,
3. see€ E, entao seu fecho e estd contido em uma uniao finita de células de F,

4. X tem a topologia fraca determinada por{e:e € E}.

Se (X, E,¢) é um complexo CW, entdao chamamos X de espaco CW, (E, ¢) é chamada

decomposicao CW e ¢, € ¢ é chamada funcao caracteristica de e.
Defini¢ao 2.1.7 Um complexo CW (X, E, ¢) é dito finito se E é um conjunto finito.

Exemplo 2.1.8 Podemos considerar em IR uma estrutura de complexo CW, tomando as
0—células e 1—células como sendo, respectivamente, e, = {m} eel = (m,m+1), m € Z.
Do mesmo modo podemos decompor qualquer intervalol = |a,b] C IR, com

duas 0—células € = a, €3 =b e uma 1—célula e} = (a,b).
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Figura 2.1: decomposicao CW de R

Exemplo 2.1.9 Seja S' = {*™ € C / 0<z <1} o circulo de centro zero e raio 1.

Para n € N*, podemos considerar uma estrutura de complezo CW emSt, tomando como

. 2mki . L. . .
0—células €)) = {e n }, 1 <k <n (as raizes n—ésimas da unidade) e como 1—células

e,ﬁ:{ezm‘p, %<az<§}, 1<k<n.

1 e
e, 1
0 0
el 62 el
e]
n=1 n—22

Figura 2.2: decomposicao CW de S!

Lema 2.1.10 Se (X, E,¢) é um complezo CW e see € E € uma k—célula (k > 0) com

funcdo caracteristica ¢., entio € = imeo, = ¢.(D*).

Dem.: Como ¢, & continua, ¢.(D*) = ¢.(Dk — Sk1) C ¢.(D* — Sk-1) =€,
D* ¢ compacto = ¢.(D¥) é compacto. Como X & Hausdorff = ¢.(D*) é fechado em X.
Assim e = ¢.(D* — S¥71) C ¢.(D¥) e portanto € C ¢.(D*). -

Definicdo 2.1.11 Seja (X, E, ¢) um complezo CW. Se E' C E, definimos
|E/|:U{e:e€E,}CX egb/:{gbe:eeE'}.
Chamamos (|E'|,E',¢') um subcomplexo CW se im ¢, C |E'|,\Ve € E

Exemplo 2.1.12 Se (X, E,$) ¢ um complexo CW e E' C E, entdo |E'| ¢ um subcom-
plexo CW se, e somente se, € C \E/] para todo e € ]E/] Consequentemente se E é uma
familia de k—células em E, para algum k > 0 fizado, entio |E' |UX*Y ¢ um subcomplexo

cw.
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Definicao 2.1.13 Uma sobrejecio continua f : X — Y € uma tdentificacao se um

subconjunto U de Y € aberto se, e somente se, f~1(U) é aberto em X.

Lema 2.1.14 Seja (X, E,¢) uma tripla ordenada satisfazendo os axiomas (1) e (2) da
definigio de complezo CW, e sejap : [[.cp D™® — X a fungio ¢ = [[,cp de. Entio X

tem a topologia fraca determinada por{e : e € E} se, e somente se, v € uma identifica¢ao.

Dem.: Suponha que X tem a topologia fraca determinada por{€: e € E}.
Como ¢ ¢ sobrejetora e continua é suficiente mostrar que seC C X e o~ }(C) é fechado em
1. D™, entiio C é fechado em X. Agora ¢(C) N D™ & compacto, pois é subconjunto
de D™, Por outro lado :
p 1 (C)N DM =6 H(C)N DM = ¢ H(C) N g (e) = ¢, (CNe).

Como ¢, é continua entao ¢ (¢, (C Ne)) = CNe é compacto e portanto
C Ne é fechado em e. Como X tem a topologia fraca entao C' é fechado em X.

Agora suponha que ¢ é uma identificacao. Seja C C X tal que CNe é
fechado em € para todo e € E. Entdo ¢ (C)N D™ & fechado em D™® para todo e € E.
Como [[ D™ tem a topologia fraca determinada por { D™ : e € E},p~(C) ¢ fechado
em [ D™, mas ¢ ¢ identificacdo entdo C' ¢é fechado em X. Assim X tem a topologia

fraca. "

Lema 2.1.15 Seja (X, E, ) um complezo CW e E' um subconjunto finito de E. Entio

|E'| é um subcomplezo CW se, e somente se, |E'| ¢ fechado.

Dem.: Se |E'| ¢ um subcomplexo CW, entdo € C |E'| para todo e € E'. Consequen-
temente |E'| = U{e:e€ E'} = U{e:e€ E'} ¢ fechado, pois ¢ uma unido finita de
fechados.

Agora se |E'| é fechadoee € E', entdoe C |E'| e€ C |E'|, assim |E'| é um

subcomplexo CW. .

Observagao 2.1.16 Temos que o resultado acima vale também para um subconjunto ar-

bitrdrio E', ndo necessariamente finito de E, (cf. [14], p.202).
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Corolario 2.1.17 Seja (X, E,®) um complezo CW e para algumn > 0 fizado, seja E'

uma familia de n—células em E. Assim:
i) X' =|E|UX®D ¢ fechado em X.
i) toda n—célula e é um conjunto aberto em X,

Dem.: i) Sabemos que X & um subcomplexo CW, exemplo 2.1.12, consequentemente ele
é fechado.

i) Este & um caso especial de (i) em que £ consiste de toda n—célula em E exceto e. u

Lema 2.1.18 Se (X, E,¢) ¢ um complezo CW ee € E, entio € estd contido em um

subcomplexo CW finito.

Dem.: Procederemos por inducdo sobre n = dim(e). O lema é obviamente verdade se

n=20. Sen >0, entao o lema 2.1.10 nos da
E—e=¢(D") —eC (eUX D) e c XD,

Pelo axioma (3), € intersecta somente um nimero finito de células diferentes dee, digamos
€1,€9,....,em € dim(e;)) < n — 1,V i = 1,..,m. Por indugdo, existe um subcomplexo
CW finito X; contendo €; para ¢ = 1,...,m e cada X; é fechado pelo lema 2.1.15. Mas
eCeUXU..UJX,,, donde

eUX;U..UX,,=eUX;U..UX,,=eUX;U..UX,,CeUX;U...UX,,.

Logo e U X; U ... U X,, é fechado e é uma unido finita de células. Consequentemente

concluimos do lema 2.1.15 quee U X; U ... U X, é um subcomplexo CW finito. u

Lema 2.1.19 Se (X, E, ®) é um complexo CW, entao todo subconjunto compacto K de X
estd contido em um subcomplexo CW finito. Além disso, um espagco CW, X, é compacto

se, e somente se, (X, E,®) é um complezo CW finito para toda decomposi¢cao CW, E.

Dem.: Para cada e € F com eN K # (), escolha um ponto a. € K Ne, e seja A o conjunto

formado por todos esses a.. Para cadae € E olema 2.1.18 diz que existe um subcomplexo
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CW finito X, contendoe. Além disso, ANe C AN X, é um conjunto finito e entao fechado
em e. Assim A é fechado em X. O mesmo argumento mostra que todo subconjunto de
A & fechado em X e consequentemente A é discreto. Mas A também é compacto, pois
A C K é fechado. Assim A é finito e entdao K intersecta somente um nimero finito de
células e € E, digamos ey, ..., e,,. Pelo lema 2.1.18 existem subcomplexos CW finitos X;

com e; C X; para ¢ = 1,....,m. Segue que K estd contido no subcomplexo CW finito
UXl u
1=1

Teorema 2.1.20 Todo espago de recobrimento (X,p) de um complezo CW (X, E,®)

finito dimensional e conezo pode ser equipado com wma decomposicio CW tal queX é

um complexo CW com dim(X) = dim(X).

Dem.: Seja [ um conjunto que indexa os pontos da fibra, ou seja, sex € X, entao
pHz) = {& :i€lep(i)=uax}. Paracadae € E seja . = ®.(0) € e. Como D"
é simplesmente conexo, o teorema geral do levantamento, teorema 1.1.11, garante que
existem func¢oes continuas o, : (D", 0) — (f(, Z;) paratodoe € Eei € I com pod,; = d,

e p(&;) = ..

&):{&)ei:D”ﬁf(; ecE, iel, n:n(e)}
E={¢:ecE icl}e
= {éiGE:dim(éi)gn}.

S
S

Se (X, F,®) & um complexo CW entio dimX = dimX.

Mostremos por indugao sobre n que X™ & um complexo CW para todo
n < dim(X). A inducio comeca porque X© & discreto (X, p) é espaco de recobrimento).

Suponha que n > 0 e verifiquemos entao os axiomas da definicao de com-

plexo CW.
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(1) Se j € X, tome y = p(§). Seja e a célula em X contendo y e f um caminho em e de
y a .. Para cada §; € p~'(y), existe um levantamento f; de f que é um caminho em é;

de y; a 7;. Mas y = y; para algum ¢, assim y € €; C X. Consequentemente X = U X,
n>0
Para ver que esta é uma uniao disjunta de células, considere célulase, a €

X ¢ suponha que é; Na; # 0 para algum ¢ e algum j. Por indugdo podemos assumir que
& é uma n—célula e consequentemente é aberto em X ™ (cf. corolario 2.1.17). See # a
entao p(&; Na;) C p(€;) Np(a;) =eNna=10. Logo & Na; =0; se e =a entdo & Né; =0
para i # j pois e é igualmente recoberto por p [[14], p.299].

(2) Se dim(e) = n, entdo ®.(S" 1) ¢ XY, Como po ®,; = ®,, segue que d.;(S" 1) C
X1 assim ®,; ¢ uma funcio dos pares (D", S*~1) — (& U XD, X=1)  Além disso,
cada i)ei é um homeomorfismo relativo pois ®. o é.

(3) Se dim(é;) = n entdo o fecho de &; esta contido em & U ®,;(S™ ). Como ®;(S"1) &
compacto entio ele esta contido em um subcomplexo CW finito de X1 (lema 2.1.19),
e segue que & intersecta somente um nimero finito de células.

(4) Usaremos o seguinte diagrama comutativo para verificar que X™ tem a topologia

fraca determinada pelos fechos de suas células.

11D £~ %)

(Ii lp

[[ D7) —— x ()
Aqui @ =[], ®. e ¢ = [[ gei, onde go; : D) — D™ age como a identidade. Pelo lema
2.1.14, X tem a topologia fraca se e somente se ¢ é uma identificacio. Suponha que Bé
um subconjunto de X com 4,5’1(13?) aberto. Como ¢ é uma sobrejecao continua ela seréd

uma identificaciio se cada B ¢ aberto em X.

Seja & € B, x = p(&) e U vizinhanca aberta de z, U a folha sobre U
contendo Z. Entdo B é aberto se e s6 se BN U & aberto em X. Mudando a notacio se
necessario podemos assumir que B C U, onde plg ¢ um homeomorfismo. Agora ¢ 1(B)

é aberto, e como ¢ ¢ uma fungao aberta temos ¢ o ¢~1(B) aberto.

Temos que, q(¢~1(B)) = ¢ '(p(B)), pois assumindo que H(z) € B, pela

comutatividade do diagrama temos que ¢(q(z)) = p(@(2)) € p(B) e consequentemente
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1@ \(B)) € o~ (p(B)).

Por outro lado se z € ¢! (p(B)) entdo ¢(z) € p(B). Agora, como z € D™
para algum e € E, escolha um caminho f em D™ de z até 0. Assim ¢ o f é um caminho
em e de p(z) até z..

Seja g o levantamento de o f, com respeito ao recobrimento p, que comeca
em ¢(0) € B. E claro que g(1) = #; para algum i € I. Mas po q.;' o f & levantamento de

@ o f que termina em Z;, pois
popogy of=poqoq; of=ypof

Pela unicidade do levantamento de caminhos temos que ¢ o qe_l-1 of =geentao po q;l o
f(0) = g(0) € B. Assim, ¢ oq;' o f(0) = poq,'(z) € Bentio z € (poqg ') (B) =
q(¢'(B)).

Com isso temos, (¢ (B)) = ¢~} (p(B)) ¢ aberto, entio p(B) é aberto pois
¢ é identificacio. Segue entdo, (p|5) " (p(B)) = B é aberto em X pois p|; é homeomor-

fismo. n

Observacgao 2.1.21 O teorema acima € vdlido para um complexo CW arbitrdrio X nao

necessariamente finito dimensional (cf. [14]).

Finalizamos este capitulo listando dois resultados técnicos, cujas demons-

tragoes podem ser encontradas, respectivamente, em [14] e [11].

Teorema 2.1.22 Se X ¢ um complexo CW, entao:
i) X € localmente conexo por caminhos.

i) X € semilocalmente 1—conexo.

Teorema 2.1.23 Se X é um complezo CW, entio oi—ésimo grupo de homologia H;( X ™)

¢ zero se i >mn e € isomorfo a H;(X) sei < n.
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2.2 Espacos de Eilenberg-MacLane

Nesta secao definiremos um tipo especial de espaco topologico, o qual tém

todos os grupos de homotopia triviais exceto em uma tnica dimensao.

Definicao 2.2.1 Dado um inteiron > 1 e um grupo G, um espaco X € chamado espaco

de Eilenberg-MacLane do tipo K(G,n) se

mT(X)=G e
(X)) =0 se g # n.

Teorema 2.2.2 Dado um inteiron > 1 e um grupo G (abeliano se n > 2), existe um

complezo CW conexo X com m,(X) =G e my(X) =0 se q # n.
A prova deste teorema pode ser encontrada em [18|.

Exemplo 2.2.3 Sendo 7,(S') = Z temos entdo pelo exemplo 1.2.10 que S* é um espago
Filenberg-MacLane do tipo K(Z,1).

A seguir daremos um exemplo de espago Eilenberg-MacLane do tipoK (Z,,, 1)

para todo m > 1 e exibiremos os grupos de homologia desses espacos.

Exemplo 2.2.4 Dado um inteiro m > 1 e inteiros ly, ..., 1, relativamente primos com
m, definimos o espaco de Lens, ou espaco lenticular, L = L,,(ly,...,1,,) como sendo o
espaco das orbitas, %, da esfera unitdria S*~' C C" pela acio de Z,, gerada pela
aplicagio p(z1, ..., z,) = (eZ™/my . e2™n/my N Em particular quandom = 2, p € a
fungao antipodal, e neste caso L = IRP?"~t. No caso geral, a projecio S*** — L é um
recobrimento uma vez que a acao gerada porp de L, € livre.

E possivel construir uma estrutura CW sobre o espaco lenticular, com uma

célula e para cada k < 2n — 1 e mostrar que

Z  para k=0,2n—1
Hy(Ly(l1, ... 1)) =< Z,, para k impar,0 < k < 2n — 1

0  para os outros casos



2 Complexos CW 43

resultado visto em ([7], p.144).
Do mesmo modo definimos o espaco lenticular infinito-dimensional,

5%

L3 = Ll by, ) =

partindo de uma sequéncia de inteirosly, Iy, ... relativamente primos comm e considerando
a esfera infinita S = {(2;) € @,y C: Do) [2:]* = 1}. O espago L € a unido de espagos
lenticulares finito-dimensionais L, (ly, ...,1,) paran = 1,2, .... Assim L2 é um complexo
CW. Temos também que L2 é um espago Eilenberg-MacLane do tipo K(Z,,, 1). De fato,

SOO

usando a sequéncia exata dos grupos de homotopia da fibragao 5> — 7

v (L) ——>T(S%) ——= (L)) —— 1 (L) — -

temos que 7;(L°) = 0 para j > 1 ja que 7;(S*°) = 0 para j > 1, pois S ¢é contratil, e
7;(Zy,) = 0 para j > 1, pois Z,, é discreto. Ainda temos que m1(Ly?) = Z,, pois m1(L5?)

¢ isomorfo a 7o(Zy,) = Zy, (cf. observagao 1.4.7).

Concluimos entao, a partir do teorema 2.1.23, que

Z para k=0
Hy(Ly)) =4 Z,, parak impar
0  para k par

De todos os resultados obtidos neste e no capitulo anterior podemos concluir

o seguinte:

Teorema 2.2.5 Seja X um complexo CW finito dimensional e G um grupo. Se X é um
espago Eilenberg-MacLane do tipo K(G, 1) entao G nao possui elementos nao triviais de

ordem finita.

Dem.: Por hipotese X é um complexo CW de dimensao finita, digamos dimX = n.
Suponhamos por absurdo que G possui um elemento de ordem finitag € G
eolg) =m>1. H =< g >= 7, ésubgrupo de G = m(X,z0). Entao temos por

1.1.20 e 2.1.20 que existe espaco de recobrimento (E, ey) = (X, z0) que é um complexo
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CW com dimFE = n e p,(m(F,ey)) = H e como a aplicacdo de recobrimento induz um
monomorfismo temos 7w (F, ey) = H.

Usando a sequéncia de homotopia para a fibracao p temos:
v (F) ——mi(E) ——mi(X) ——mja (F) — -

onde F ¢é a fibra do recobrimento p e para j > 1, m;(F) = 0 pois a fibra ¢ discreta. Como
7;(X)=0se j > 1 temos 7;(E) = 0se j > 1, logo E é espaco de Eilenberg-MacLane do
tipo K (Zm, 1).

Assim por 2.1.23 temos H;(E;7Z) = 0 se i > n, entdao Hy,1(F;Z) = 0.
Mas, pelo exemplo acima, vimos que Hs,1(E,Z) = Z,, e portanto temos um absurdo.

Logo GG nao possui elementos nao triviais de ordem finita. n



Capitulo 3

Grupo de trancas e Espacos de

configuracoes

O objetivo deste capitulo é apresentar o grupo de trancas comn cordas,
B(n), e identifici-lo com o grupo fundamental do espaco de configuracées delR?, C,, (IR?).
Teremos entdo que o espaco de configuracoes C,,(IR?) é um espaco Eilenberg-Maclane do
tipo K(B(n),1), o que pelo teorema 2.2.5 nos dard um resultado sobre a ordem dos
elementos do grupo de trangas, B(n), corolario 3.3.3, que sera usado na demonstragao da

generalizacao do teorema de Borsuk-Ulam que apresentaremos no préximo capitulo.

3.1 Trancas

Nesta secao daremos a definicao de trancas comn cordas e mostraremos que
suas classes de equivaléncia formam um grupo, que denotaremos B(n). Introduziremos
também a presentacao deste grupo, e sera dada uma idéia da demonstracao somente na
secao 3.4.

Seja E3? um espaco euclidiano tridimensional. Identificamos E* com IR?
escolhendo o sistema de coordenadas (x,y, z) com o eixo z como indicado na figura 3.1
abaixo.

Considere dois planos paralelos em E? com coordenada z constante em z

45
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STt

Liit e/

Figura 3.1: n—tranca

e z1, com zg < z;. Chamamos z = zy de plano superior e z = z; de plano inferior. Mar-
. . . / / . ~
que no plano superior n diferentes pontos alinhados P, ..., P, e P, ..., P, suas projecoes

ortogonais no plano inferior.

Defini¢ao 3.1.1 Uma trangca com n cordas, ou n—tranga, 3, € um sistema formado
por n arcos o = {h,...,,} mergulhados em E> e uma permutacio T € %,, com
Yo =A{f:{1,...,n} = {1,...,n}: f € bijecao }, onde o i—ésimo arco < liga o ponto P,

do plano superior ao ponto PT/(Z.) do plano inferior, tal que:

i) cada arco < intercepta cada plano paralelo entre os planos superior e inferior exa-

tamente uma vez;

ii) 08 arcos A, ..., oy, interceptam cada plano paralelo entre os planos superior e infe-

rior em exatamente n diferentes pontos.

7 é chamada permutacdo da tranca e o arco 7 é chamado a :—ésima corda da tranca.
Denotaremos uma tranca § com sistema de arcos </ e permutagao T por (<, 7).

Podemos pensar no i—ésimo arco em E? como a imagem de um mergulho
4 : [0,1] — E3, ou seja, de um caminho continuo e injetor.

Definiremos agora uma relacao entre as trancas.
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Defini¢ao 3.1.2 Duas n—trancas com sistemas de arcos o/° = {0, .., '} e ' =
{}, ..., A} ambas com a mesma permutacdo T, sdo chamadas equivalentes (ou homo-
topicas) se eriste uma homotopia de caminhos de &/° a </, em outras palavras, se

existem n fungoes continuas
Fi:[0,1]x[0,1] = E* 1<i<n

tais que;

e tal que se definirmos < : [0,1] — E3 por «/*(t) = Fi(t,s) entio o/° = {, ..., 4} é
uma n—tranga (com permutacdo T) para cada 0 < s < 1.

Notacio: (°, 1) ~ (A, 7).

A relacao descrita acima é uma relacao de equivaléncia. De fato:
(reflexiva) (o, 7) ~ (7, T) pois; F; : [0,1] x [0, 1] — E3 tal que Fi(t, s) = #(t), Vs € [0, 1]

é uma funcgao continua e

~—

B,

Pl

Fi(t,0) = (1), Fi(0, s
5=

Fi(t,1) = ¢t

1

~—
3
—
\t—‘
N~—
Il

e considere G; : [0,1] x [0,1] — E? tais que G;(t,s) = F;(t,1 —s), 1 <i < n entao

Gi(tao) :Fi(tv 1) :"Q{il(t>’ Gi(075> :Fi<071_3) =P,
Gi(tvl) :E(t,O) :%O(t) Gi(lvs) :Fi<1a1_3) =P

/

7(4)
Logo (&, 7) ~ (&/°,7)
(transitiva) Se (@7°,7) ~ (', 7) e (&, 7) ~ (&/?,7) sejam F a homotopia entre (/°, )
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e (&1, 7) e G a homotopia entre (&7, 7) e (&2, 7).
Tome H; : [0,1] x [0,1] — E3 dada por

Fi(t,2s), 0<s<3
Hz(t, S) =
Gi(t,2s—1), 3<s<1
Temos que H; é continua pelo lema da colagem (veja [13]) e
H;(t,0) = Fi(t,0) = &°(t), H;(0,s) = P,
com ,
Hi(t,1) = Gi(t,1) = 2(t) Hi(1,s) = P

Portanto H é homotopia entre &7° e o7,

Daqui para frente nao distinguiremos o conceito entre a classe de equiva-
léncia da tranca e a propria tranca, ou seja, nao usaremos uma notacao para a classe,
continuaremos denotando (7, 7) a classe de equivaléncia da n—tranga [ com sistema
de arcos o/ e permutacao 7. E assim podemos assumir que os cruzamentos das cordas

ocorrem em diferentes niveis, e a passagem das cordas por cima e por baixo devem ser

indicadas.

Obtemos os cruzamentos transversais dos arcos se projetarmos a tranca

/

ortogonalmente sobre o plano em E? contendo os pontos P, ...,Pn,Pl/, oy P

.. Por esta

projecao obtemos uma figura padrao da tranga 3 como mostra a figura 3.2.

B B B
N
(Y |
E E B

Figura 3.2: projecao padrao

Seja B(n) o conjunto das classes de equivaléncia dasn—trangas. Este con-
junto pode ser equipado com uma estrutura natural de grupo, que definiremos agora.

Sejam (3 e (3, duas n—trancas. Entao definimos o produto de (5, e (3,

denotado por f3; - #2 como segue:
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Primeiro suspenda a tranca (3; sobre a tranca (; ligando o plano inferior de (3; ao plano
superior de F». Entao remova o plano onde as trancas estdo ligadas uma com a outra.
Agora comprima o sistema resultante de arcos entre os planosz = 2y e 2 = 21, e temos a
tranca (31 - B5. Veja figura 3.3.

Z=Zo

2=z

B] Bg

Figura 3.3: produto de trancas

Note que se 3 tem sistema de arcos &' e permutacdo 7, e 3, tem sistema

de arcos &% e permutacao v entdao o produto 3; - 3» é representado por (&7, o 7) onde
o t—eésimo arco ¢ dado por,
A (21), 0<t<

1
(1) = 2 1 i
Se substituirmos 3, e (3, por trancas homotopicas 3, e 3, respectivamente,
entdo o produto £ - 3, é homotopico a 3, - ﬁ;. De fato:

Seja @77 o sistema de cordas de 3; para j = 1,2. (3, 3, com permutacio T

e [, ﬁ; com permutacao 7.

, o} (2t), 0<t<3
O sistema de cordas de 81 - 3 é &/ - @? onde (t) =
d2.(2t—1), 1<t<1
() 2
Y (2t), 0<t<

e o sistema de cordas de 3, - 3, ¢ &V - .&/? onde o (t) =

[S—y N[ —

%72(;)(% —1), 3<t<
Seja F' a homotopia entre 3, e 3; e G a homotopia entre 3 e 3,.
F(2t,s), 0<t<1
Tome H; : [0,1] x [0,1] — E3 como H;(t,s) =
Gro(2t—1,s), 53<t<1
entao
F;(2t,0), 0<t<s AL(2t), 0<t<4
H,L(t, O) = L = 9 1 = JMZ@)
G2t —1,0), 3<t<1 %(i)(%_l)a 3 <t<1

e
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F,(2t,1), 0<t
Gri(2t —1,1),

IA

Y (2t), 0<t<

Hz(t, 1) - ,

— N
I
— [
Il
—
~
N—

com

H;(0,s) = F;(0,s) = P,

Hi(l,s) = Griy(1,8) = P;(T(i))-
Portanto H ¢ homotopia entre 31 - 32 € 3, - (5.

Assim o produto estd bem definido nas classes de equivaléncia dasn—trancas

e induz o produto em B(n) o qual é associativo;
Seja 31, B2 e B3, n—trancas em B(n) com permutagoes 7, 7,y e sistemas de cordas &1, @7>
e /% respectivamente. Denotemos &7 e .o/ os sistemas resultantes dos produtos (.27 -
A?) -3 e o' (F? - /3) nessa ordem.
Considere H; : [0,1] x [0,1] — E? definida por

A 4t) (s +1)), 0<t< st
Hi(t,s) = ¢ %, (4t —s—1), sHo<p < o2
Pelo Lema da Colagem H; é continua para cada: =1,...,n, e ainda
(
o (4), 0<t<;
H{L0)= ¢ a2, (4t—1), L<t<) =" o) %)) = o (1)
3 1
> D an(2t=1), 3st<1
;1 (2), 0<t<;
Hit1) =4 a2, (4t—2), 1<t<d = (&' (& a)(t) = (t)
3 3
| D@yt —3), §<t<1

Portanto </’ e </ sdo homotopicos.

Na figura 3.2 estd indicado que a tranca pode ser decomposta em trancgas
elementares, as quais todas as cordas, exceto um par vizinho, sao arcos verticais ligando
P a Pi/ e o par vizinho .27}, &/;11 permuta os pontos iniciais e finais, ou seja, <7; é o arco
que liga P; a P;H e @1 € o arco que liga Pj;; a P]/

Para 1 <i <n —1 denotemos o; a n—tranca elementar, em que a i—ésima
corda passa "por cima'da (i + 1)—ésima corda e as demais cordas sdo arcos verticais
ligando P; a P;7 e 0; a n—tranca elementar, em que a i—ésima corda passa "por baixo"da

. L. . ~ . . . ’ .
(i + 1)—ésima corda e as demais cordas sdo arcos verticais ligando P; a P; (veja figura
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3.4).

11+l 11+l

S

Figura 3.4: trancas elementares

Assim temos que B(n) é gerado pelas n—trangas elementares o; e 7;, i =
1,...,n — 1. Demonstraremos este fato por inducao sobre o nimero de cruzamentos da
n—tranca.

Comecamos com a seguinte afirmacao: Seja c¢;, j = 1,...,m, o primeiro
cruzamento da j—ésima corda (se houver), entdo existe 1 < i <n tal que ¢; = Ciy1.
Dem.: Usaremos indugao sobre o niimero de cordasn da tranca.

Para n = 1 nao ha cruzamentos.

Para n = 2 se existe, o cruzamento s6 poderd ocorrer entre as duas cordas consecutivas,
logo ¢; = cs.

Suponhamos que para k =n — 1 existe 1 < i < k tal que ¢; = ¢;41.

Para k = n, se a n—ésima corda nao cruzar com a (n — 1)—ésima corda, desprezamos tal
corda e a hipotese de inducao garante que existe 1l <17 <n — 2 tal que ¢; = ¢;41.

Agora vejamos que: Qualquer n—tranca pode ser escrita como produto de
trancas elementares.

Dem.: Seja m o nimero de cruzamentos da n—tranga [3.

Para m = 0 temos que a tranca é formada por arcos verticais que ligam os pontos P; a
Pi/. Assim podemos escrever 3 = o;.0;, Vi=1,....n — 1.

Para m = 1 temos que existe um tnico i, 1 < ¢ < n tal que ¢; = ¢;11, entao podemos
escrever 3 = og; ou B = 7;.

Suponhamos que param = k — 1 a n—tranca [ pode ser escrita como produto de trancas
elementares.

Agora para m = k sabemos que existe 1 < i < n tal que ¢; = ¢;41. "Esticamos" entao as

cordas da tranca de modo que os outros k — 1 cruzamentos fiquem nos niveis abaixo do
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cruzamento ¢; = ¢;11. Assim temos no primeiro nivel uma n—tranca elementar o; ou o;
e temos abaixo deste nivel uma n—tranca, com k — 1 cruzamentos, que por hipotese de
indugao pode ser escrita como produto de trancas elementares. 0

Definimos a n—tranca trivial e como a n—tranca em que todas as cordas

sdo arcos verticais ligando P; a P,. A projecdo de e é mostrada na figura 3.5.

Figura 3.5: n—tranca trivial

A classe de equivaléncia da n—tranca e é o elemento neutro do produto em
B(n). Observe que para qualquer tranca [ temos e. = (3.
A tranca inversa 37! da tranca 3 é definida como a imagem refletida de 3

com respeito ao plano horizontal entre os planos superior e inferior. Veja figura 3.6.

Figura 3.6: tranca inversa

Pensando no sistema de cordas &7 de 3 definimos o sistema de cordas &7 !
de 87! por & 7H(t) = (1 —t).

Observe que ; é a inversa de o; (veja figura 3.4). Assim se 8 = 11.1...9y,
onde 1; ¢ uma tranga elementar para cada j = 1, ..., k, temos que ! = g1 1.

A classe de equivaléncia 37! da tranca 3 estd bem definida e os produtos
BB e - B! sao homotopicos & tranca trivial e, consequentemente a classe 371 é o
elemento inverso em B(n) da classe de 3.

Assim temos que com o produto, elemento neutro e inverso descritos acima

B(n) é de fato um grupo. Este grupo é chamado Grupo de trangas de Artin comn cordas.
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Agora olharemos para as relagoes entre os elementos de B(n). Primeiro
notamos que se |i —j| > 2e1 <i,j <n—1entao - desde que o par formado pelas cordas

¢ e i+ 1 nao interfira no par de cordas j e j + 1- obtemos a seguinte relagao:

ogiroj=05-0; se [i—j]>2 1<ij<n-1 (1).
i vl o+l i vl j el
ﬁ K K )
e { -
0 -9 G- 0
Figura 3.7:

A figura 3.7 ilustra a relacao (1).

1 i+l i+2 i+l i+2

0; -9,:-G 0:,1-G .G,y
Figura 3.8:

Como ilustrado na figura 3.8, temos também a seguinte relacao em B(n)
;044103 =041 0; 041 S€ 1§Z§n—2 (2)
Como resultado temos o seguinte teorema, o qual serd dado uma idéia de

sua demonstracao adiante, secao 3.4.

Teorema 3.1.3 O grupo B(n) das trangas com n cordas admite representagcao com ge-
radores 01, ...,0,_1, € as sequintes relacoes:
(1) 0,05 =0;-0; S€ "l—j’ 22, 1§Z,]§n—1

(2) 0; 044105 = 044105041 SE€ 1§z§n—2
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3.2 Espacos de configuragoes F,,(M)

Aqui definiremos espacos de configuragoes e daremos alguns resultados de
fundamental importancia ao nosso trabalho, comecando com o teorema 3.2.2 que nos
da uma fibragdo localmente trivial entre espacgos de configuracoes F,,(M), onde M é
uma variedade, obtendo assim informacdes sobre os grupos de homotopia deF,(IR?) em

dimensoes maiores do que 1.

Definicao 3.2.1 Seja M uma variedade conexa por caminhos de dimensao > 2. Para

algum inteiro n > 1, considere o subconjunto F,,(M) de M™ = M x ... x M consistindo
—_——

n
das n—uplas com coordenadas distintas duas a duas, isto €,

Fo,(M) = {(z1,...,x,) € M"J2x; # x; sei# j}

F.(M) € chamado Espago de configuracoes de um conjunto de n pontos (ordenados) de

M.

F,,(M) é um espaco topologico com a topologia induzida da topologia pro-
duto de M x...x M, é aberto em M x ... x M e portanto F,(M) é também uma variedade.
De fato;

M"\ F,(M) ={(x1,...,z,)/2z; = x; para algum i, j} = U A
onde A;; = {(z1,...,x,) € M™; x; = x;} é fechado, poisws:eliwz jex e M"\ A =z =
(z1,...,x,) com x; # x; = existem abertos U;, V; com z; € Uy e x; € V; e U;NV; = 0.
Tome U =M x ... x U; x ... x V; X ... x M que é aberto em M", entaoy € U = y; € U;
ey €Vi=y #y; =y ¢ Ay =UC M\ A, e portanto este & aberto, logo A;; é
fechado. Assim F,,(M) é aberto em M™ e portanto é uma variedade.

F,(M) é conexo por caminhos: de fato,
sejam © = (T1,...,%n), Yy = (Y1, .-, Yn) € Fo(M), = # y. Tome i; o primeiro indice tal que
Tiy 7 Yiy €

ap: [0,1] = M\ {z,ysi=1,...,ni#14}

caminho que liga z;, a y;,, isto é possivel pois a dimensao de M é > 2.

Entao oy, (t) = (v, Yiy—1,00(t), Tiy 41, -, Tp) € um caminho em F,(M) que liga = a
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(yh vy Yigy Tig+41, 7$n)

Agora tome i3 0 proximo indice tal que x;, # y;, €
Qo ! [071} - M\{xwyz t= 17"'7n i 7& 7/2}

caminho que liga z;, a v;,.
Entao ay,(t) = (Y1, -y, Yiy—1, @2(t), Tiy41, ..., ) & um caminho em F,, (M)
que liga (Y1, oo, Yip—1, Tiny -y Tn) = a4, (1) a (Y1, -, Yin, Tigt1, -, Tn), € realizando um ni-

mero finito desses passos teremos,
a:[0,1] — F,(M)

dado por

a(t) = (au, * iy, * .ok ayy) (L)

um caminho que liga z a y.
Assim os grupos de homotopia de F, (M) sao independentes do ponto base.
Seja m > 0 um inteiro nao negativo e Q,, = {q1, ..., ¢} um subconjunto
arbitrario fixado de M consistindo de m pontos distintos dois a dois. Param = 0 conside-
ramos (g 0 conjunto vazio. Seguindo nosso estudo é interessante considerarmos espagos
de configuragoes do tipo

Se Q;n = {q’l, - q;n} ¢ outro subconjunto de M constituido de m pontos dis-
tintos dois a dois, entao sabemos que existe um homeomorfismo sobre M que leva @), em
@', (corolario 1.3.10). Assim os complementares M\ Q,, e M\ Q. sio abertos homeomor-
fos, e portanto os espacos Fj,(M\Q,,) e F,,(M\Q’,) sio homeomorfos. Consequentemente
o espaco de configuragdes F,, ,(M) é independente da escolha do subconjunto @, C M.

Notemos que Fy,,(M) = F,(M) e Fy,1(M) =M\ Q.

O seguinte teorema fundamental foi provado por Fadell e Neuwirth em1962.

Teorema 3.2.2 Seja M uma variedade conexa por caminhos de dimensao > 2. Supo-

nhamosn > 2 el <r <mn. Entao a fungao

T Fpn(M) — Fpp(M) [ w21, ..,20) = (21, ..., 2y)
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¢ uma fibracao localmente trivial com fibra Fyypn—r(M).

Dem.: Considere o ponto (29, ...,2%) € F,,,,(M). Primeiro descreveremos a imagem in-

versa por 7 deste ponto, 7~ 1(z9, ..., 2%), a qual sera a fibra da fibragao localmente trivial
7. Claramente,

7 2, .., 20) = {(2Y, ..., 2% v1, ..., yn—r) / todas as coordenadas sao diferentes e perten-
cema M\ Qp}.

Se fizermos Qir = @, U{2?, ..., 2%}, entao:

Foirn—r(M) ={(y1, o' Yn—r) [ yi FyjseiF# jey, € M\ Qn+,Vi} e existe um homeo-
morfismo 6bvio,

B Fpirr(M) — 7229, ..., 20)

T

h(yla "'ayn—r) = (iC(l), "-ax27y17 '-~ayn—r)-

Primeiramente a prova da trivialidade local de m serd dada para » = 1. Consideremos
entao,

7 Fpn(M) — Fpa(M) | m(2y, ..., 2,) = 1.

Seja xg € Fipi(M) =M\ Qm € Qumi1 = Qnm U {x0}.
Tomemos U uma vizinhanga de 2 no conjunto aberto M\ @, de M, que seja homeomorfo
a uma bola aberta, e seja U o fecho de U. Defina uma funcdo (continua) 6 : U x U — U

com as seguintes propriedades. Fazendo 0, (y) = 0(x,y) queremos:
i) 0, : U — U homeomorfismo que fixa a fronteira 0U de U,
i) 0.(x) = xo.

Mostramos a existéncia dessa funcao no Lema 1.3.11.

Pela propriedade 7), 6 pode ser estendida continuamente a uma fungao
0:U x M — M fazendo 0(z,y) =y sey ¢ U.

O homeomorfismo 6, : M — M leva (n — 1) pontos distintos em (n — 1)
pontos distintos, ou seja, se (Y1,...,Yn-1) € Fr1n—1(M) entdo (0.(y1),...,0:(yn—1)) €
Froi1n-1(M).
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Assim definimos ¢ : U X Fy,y1,-1(M) — 77 1(U) por:

¢($, Yiy -y ynfl) = (l‘, 9;1<y1)7 s} 9;1(%71))

a qual é homeomorfismo cujo homeomorfismo inverso é dado por

(bil(I? Yty yn*1> = (SL’, ew(yl)v a3 91<yn*1))

Ainda
™o ¢($7y17 ---vyn—l) = ﬂ-(xve;;l(yl)v -"79;1(yn—1)) =7

e portanto 7 é fibracao localmente trivial.

Tomemos agora 1 <r <ne (z9,..,29) € F, (M) = z) #2)sei #je
¢ Q,, Vi=1,..,r.

Logo existem vizinhangas U; de 29 em M\ Q,,, Vi=1,....r, /U;NU; =)
se i # j pois M \ @, € Hausdorff.

Para cada U; temos a funcao 6° : U; x U; — U; como descrita acima; assim

para cada t € U; 0! : U; — U; homeomorfismo que fixa OU; e 6i(t) = 29 e estendemos
0: : M — M da mesma forma, fazendo 0i(y) =y se y ¢ U..

Considere U = Uy X ... x U, e V=U,U...JU,. Tome 0 :U xV — V como
0(z,y) = 0;,(y) se y € Us.

Temos entao:

i) O(x,x;) = 0. (z;) = x}

(2

ii) para cadaz € U, 0, : V — V dada por 0,(y) = 0(x,y) é homeomorfismo que fixa
ov.

De fato, 0, (y) = (6. )" (y) se y € U, é a inversa de §,. Portanto 6, ¢ homeomorfismo
para cada x.
Sejay € OV = y € OU; para algum i = 1,...,r = 0,(y) = 6 (y) = y.

Podemos com isso estender 6, continuamente fazendo 0,(y) =y sey ¢ V,

obtendo um homeomorfismo 6, : M — M.
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Consideremos agora ¢ : U X Fy,yppr(M) — 71 (U) definida por

P, Y1, s Ynr) = (2,05 (1), - 05 (Ynr )

onde x = (z1,...,x,). Temos que x; # z;sei # jey; # y;sei # j, entao 0, (y;) #
0, ' (y;) se i # j pois 6, é homeomorfismo e se 0, (y;) = z; = y; = 0.(7;) = 2 € Quyr
contradi¢ao, logo 0,(y;) # x;, Vi, j.

Assim ¢ estd bem definida e é homeomorfismo cuja inversa é dada por

90_1(377 Y1, -y yn—r) = (l’, ex(yl)a ) eas(yn—r))

Temos também

T o (T, Y1y ey Yn—r) = w(21, ...,xT,H;l(yl), ...,H;I(yn_r)) = (z1,...,x,) = .

Portanto 7 é fibragao localmente trivial com fibra F,, 4, (M), 1 <17 < mn. .
Agora consideremos um caso especial onde a variedade M é o espago eucli-
diano IR%.
Sabemos que IR*\ @,, param > 1 tem o mesmo tipo de homotopia do espaco
formado por m coépias da esfera S' unidas por um tinico ponto (buqué de m circulos) o
qual tem grupos de homotopia triviais em dimensoes > 2 como mostramos no exemplo

1.2.11.

Logo os grupos de homotopia de IR? \ Q,,, m(IR*\ Q,,), sio triviais para

Do teorema 3.2.2 obtemos:

Corolario 3.2.3 Para o espaco F,(IR?) temos m;(F,(IR?)) = 0 se i > 2.

Mais geralmente; para todon > 1, m > 0 temos m;(Fy(IR?)) = 0 se i > 2.
Dem.: Considere o seguinte diagrama:

Fn—1,1(IRQ) - n—2,2(IR2) T F2,n—2(IR2) - Fl,n—l(IR2> - Fn(]R2)

i i i |

F, 1 (IR?) Fy1(IR?) F11(IR?) Fyo1(IR?)

)
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em que as funcoes na vertical sao as fibracoes do teorema3.2.2 e as funcoes na horizontal
sao as inclusoes das fibras no correspondente espaco total das fibragoes.

Para o espaco F,1(IR?) = IR*\ @,, todos os grupos de homotopia com
dimensao 7 > 2 sao triviais.

Trabalhando com a sequéncia exata dos grupos de homotopia dessas fibra-
¢oes, concluimos que 7;(F,(IR?)) = m;(Fy,,(IR?)) = 0 se i > 2.
De fato:
para a fibracio 7 : Fn7272(]1:{2) — n,gyl(IRQ) com fibra Fn,l,l(IRZ) temos a seguinte
sequéncia exata;

T

o (11 (R?) == 7, F.0(R2)) —> my(Fp21 (IR?)) — -+

e para i > 2, m;(F,_22(IR?)) = 0.
Agora para a fibracio 7 : Fn_373(IR2) — n_371(IR2) com fibra Fn_272(IR2) temos;

%

T (Fon2(R?)) — = mi(Fo_33(IR?)) — m;(F—31(IR?)) — -~

€ para 1 > 2, 7TZ‘(F7L73’3<IR,2)) = 0.
Seguindo para o fim do diagrama temos para a fibragio 7 : Fy,,(IR?) — Fy1(IR?) com
fibra F17n_1(IR2) a sequéncia exata;

3 K

i (F o1 (R?)) —— 7 (Fo o (IR?)) — 7 (Fp1 (IR?)) —— -

e para i > 2, m;(Fp,(IR?)) = m(F,(IR?)) = 0.
Temos ainda 7 : Fy,m(IR?) — Fp,,(IR?) fibracio com fibra F,, ,(IR?) e a seguinte sequén-
cia exata;

7 s

= Mgt (Fom (R?)) = 73 (Fnn(IR?)) —> 7By (R?)) = 3 (Fp n (IR?)) ——> -

e para i > 2 Wi(Fm,n(IRQ)) =0. n

3.3 O grupo fundamental de C,(IR?)

Nesta secao identificaremos o grupo de trangas com o grupo fundamental

do espaco de configuracdes (ndo ordenado) de IR?, C,(IR*). Também mostraremos que
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C,(IR?) é do tipo K(B(n),1), o que nos possibilitara uma importante conclusio do tra-
balho, "B(n) nao tem elementos nao triviais de ordem finita".

Sejam M uma variedade conexa de dimensao > 2 e X, o grupo das simetrias
de n elementos, isto é, o grupo das permutacoes do conjunto{1,...,n}. Existe uma acdo

natural de ¥,, no espaco de configuracoes F,, (M),
p: Ey (M) x X, — F,(M)

definida pela permutacgao das coordenadas, isto ¢, (21, ...2,).0 = (Z(1), ..., To(n)). De fato

p é agao livre a direita, pois dados z = (x1, ..., x,) € F,(M) e id, 0,7 € X, temos:

r.id = (Tig(1ys -, Tidn)) = @

(20).7 = (@o(1), - Tom) Y = W1, ¥n)Y = U0y ¥am) = (Tot0)): -+ Talan)) =

(Tooy(1)s -+ Tooy(n)) = @.(0 0 y) onde y; = x,(;

(1, .0y p)o = (21, ..., 2n) & 0(i) =1 =1d(i) Vi =1,...,n pois z; # x; se i # j.
Denotemos o espago das orbitas de F,, (M) pela acdo livre p por C,(M).

Assim

Os elementos da orbita de F, (M) pela acao livre p consiste das n—uplas
(x1,...,z,) de pontos x; € M diferentes dois a dois, onde duas n—uplas estdo na mesma
orbita se elas diferem apenas por uma permutacao de suas coordenadas. Assim podemos
pensar em C,(M) como o espago de configuragoes de um conjunto nao ordenado de
pontos de M distintos dois a dois. Portanto C,(M) é chamado espago de configuragoes
de n pontos (ndo ordenados) de M.

A projegao de F,,(M) sobre o epago das orbitas C,,(M) define um recobri-

mento (teorema 1.4.5), o qual é uma fibragao com fibray,,
o Fo(M) — C,(M).

Como F,,(M) é uma variedade teremos que C,,(M) também é uma variedade (teorema
1.4.6).
Preparamos agora o caminho que nos conduzira a identificacao do grupo de

trancas B(n) com o grupo fundamental de C,(IR?).
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Escolhamos um ponto ¢y € F,, (M) e seja co = p,(Cy) o ponto base de C,,(M).

Considere ( € m1(C,, (M), co) um elemento arbitrario representado pelo lago

tal que f(0) = f(1) = ¢y. Existe um tnico levantamento f : [0,1] — F,(M) de f com
respeito ao recobrimento p,, tal que f(0) = .

Podemos pensar em f = (fl, ,fn) como n caminhos f; : [0,1] — M, em
M, tais que f;(t) # f;(t) Vi # j e todo t € [0,1].

Note que a n—upla (f1(1), ..., fn(1)) é apenas uma permutacio o da n—upla
) =
1

] — M x[0,1], 1 <i < n, por & (t) =

(f1(0), -, fa(0)) em M, pois pa(f(0)) = pa(f
3

(1
Definimos os mergulhos <7 0,

(fi(2),1).

O sistema &/ = {gflf, sz/,f} é entao um sistema de n cordas no espago
produto M x [0, 1] satisfazendo as mesmas condi¢oes que definem as trangas na definigao
3.1.1.

Em particular, o sistema de cordas («7/, o) em M x [0, 1] conecta os pontos
Py, ..., P, em M x {0}, os quais sdo as coordenadas de ¢ € F,(M), ao correspondente
conjunto de pontos P, ..., P, em M x {1}, de acordo com a permutacao o que leva f(0)
em f(1).

Assim temos:

i) cada dif intercepta cada variedade intermediaria, M x {t}, exatamente uma vez,

pois 7 (t) = (fi(t),t) e para cada t, <7/ (t) estd em um plano diferente,

ii) os arcos szlf ,..., 2! interceptam as variedades intermediarias, M x {t}, em exata-

mente n pontos diferentes, pois ﬂfif(t) =+ szfjf(t) se i+ j.

Ainda
! (0) = (fi(0),0) = P, € M x {0}

7! (1) = (i), 1) = (fo(0),1) = P,y € M x {1}
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Teorema 3.3.1 Com as notacoes acima temos que
¢ m(Cu(R?),c0) — B(n)
dada por o([f]) = @7, é um isomorfismo.

Dem.: Primeiramente mostremos que ¢ esta bem definida.
Sejam £,g : [0,1] = Ca(IR2) com £(0) = f(1) = g(0) = g(1) = c represen-
tantes de 8 € 7,(C,(IR?), ). Entdo os levantamentos fegde fe g respectivamente a

partir de ¢y sao homotopicos e terminam no mesmo ponto. Logo existe

H:[0,1] x [0,1] — F,(IR?)/ H(t,0) = f(t)

e H(0,5) =2, H(1,5) = f(1) = g(1).

Agora, denotando o7/ e 279 os sistemas resultantes de f e g respectivamente,
considere m; 0 H : [0,1] x [0,1] — IR?, onde 7; ¢ a projeciio sobre a i—ésima coordenada e
portanto continua. Assim 7; o H é continua.

Tome entio H; : [0,1]x[0,1] — R2x[0, 1] dada por H;(t, s) = (moH(t,s),t).
Logo H; é continua para todo 1 < i < n e ainda
Hi(t,0) = (mi 0 H(t,0),1) = (m(f(1),1) = (fi(t),t) = ! (1)
ﬁ( 1) = (mio H(t,1),t) = (m:(g()), 1) = (Gi(t), 1) = < (t)
H;(0,5) = (m; 0 H(0,5),0) = (m(f(0)). 0) = (fi(0),0) = P,
Hi(1,s) = (

@

i © H(175)7t) = (WZ(f(l))> 1) = (fl(l)v ) P, o (i)
Assim H ¢é homotopia entre <77 e o79.

% Y S
Mostremos entao que ¢ é um isomorfismo.

Sejam 3, o € 71 (C,,(IR?), ¢p). Temos que (3 * o é representado por
f(2t), 0<t<?
M(t) = (f # 9)(1) = e
g2t —1), 3<t<1
onde f e g sdo os lagos que representam (3 e a respectivamente.
Seja ¢y = (T1, ..., Tp) € F,(IR?) um ponto de p;*(co).
Consideremos f : [0,1] — F,(IR?) como sendo o tnico levantamento de

f tal que f(0) = &. Como f(1) € p;'(co), segue que existe o € %, tal que f(1) =
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(fg(l),fg(g), ...,Tg(n)) = Cy.0.
Consideremos também g : [0,1] — F,(IR?), como sendo o tunico levanta-
mento de g tal que §(0) = ¢p.0.

Temos entao que f* g € o unico levantamento de f x g tal que f* 9(0) =7

e consequentemente .o/ /*9 = {@flf*g, ey %nf*g}, sendo que

(f3(2t),2t) 0<t<1/2

AT9() = ((F#3);(0),0) =4
(Gojy(2t = 1),2¢ 1) 1/2<t<1

e (f*g)(t) = ((F*@)1(t), ., (f % §)alt)).
Por outro lado, se &//.a79 = (o .a/9)1, ..., (&7 .a79),) entdo

!
o7 (2t) 0<t<1/2

(o1 .a7%);(t) =
befg(A (2t—1) 1/2<t<1
o(j)

ou seja,

ot ooy oy = | 2020 0<t<1/2
(Go(p(2t —1),2t —1) 1/2<t<1
donde (B3 * a) = &9 = T .9 = p(B).p(a).

Portanto ¢ é homomorfismo de grupos.

Seja § € B(n) representado pelo sistema de cordas &/ = {4, ..., %, }.
Entdo para cada .27 : [0,1] — IR? x [0,1] existem funcdes continuas f; : [0,1] — IR? e
g: +0,1] — [0, 1] tais que g;(0) = 0, g;(1) =1 e F(t) = (fi(t), gi(1))-

Fixemos um i € {1,...,n} e sejam s,t € [0, 1] tais que g;(s) = g;(t). Segue
da propriedade i) da defini¢ao 3.1.1, que f;(s) = fi(t) pois caso contrario o plano paralelo
entre os planos superior e inferior situado na alturag;(s) = g;(t) interceptaria <7 em dois
pontos distintos, (fi(t), gi(t)) e (fi(s),gi(s)). Assim, temos que %(s) = <(t), e como <
é injetora segue que s = t. Provamos com isso que g; é injetora.

Como ¢;(0) = 0 e g;(1) = 1 segue do teorema do valor intermediario que
g; ¢ também sobrejetora e portanto inversivel. Além disso, como |0, 1] é compacto temos

que gi_1 é continua.
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. ’ 1 . . ~
Com isso, temos que &7, = .2/ o g; ' é uma reparametrizacio de <7 e repre-

senta portanto o mesmo arco representado por .7, pois as funcoes
Fi(t,s) = o0 g, (1= s)gi(t) +st), i=1,...m

constituem uma homotopia de caminhos entre & = {,...,.o,} e & = {ﬂ/ll, ,52/,;}
Logo 3 ¢ representado por & = {7 ..., } e

A (t) = ogr (t) = (fiogi ' (t).giogr () = (fio g (t),1)

donde 3 ¢é representado por &P °" = ([p, o h]) sendo h dado por

h=(fiogrt .., faogilh).

Entao ¢ é sobrejetora.

Finalmente provemos que ¢ é injetora.

Seja [f] = 8 € m1(C,(IR?), ¢o) tal que ¢([f]) = 0 € B(n). Isso implica que
/7 & representada pela tranca trivial formada por n arcos verticais ligando ¢y x {0} a
o x {1}, ou seja, ! (t) = (T;, 1) para todo t € [0,1] e para todo i =1, ..., n.

Mas por definicao <7/ (t) = (fi(t),t), sendo f = (fi, ..., fn) 0 tnico levanta-
mento de f tal que f(0) = .

Logo cada ﬁ ¢ um caminho homotdpico ao caminho constante igual az;,
donde f = p, o f & homotopico ao caminho constante igual a cy € C,(IR?), ou seja,
B =[f1=0em(Cu(IR?),co). .

Temos entao:

Corolario 3.3.2 O espaco de configuracies C,,(IR*) € um espaco de Eilenberg-MacLane
do tipo K(B(n),1), isto é, m1(Cn(IR?),co) = B(n) e mi(Cp(IR?), o) = 0 Vi > 1.

Dem.: Vimos pelo corolario 3.2.3 que os grupos de homotopia de F,(IR?) sdo triviais em

dimensoes > 2. Assim, pela sequéncia dos grupos de homotopia da fibracaop,
- ——mi(Fu(R?)) —7;(Co(IR?)) — 7i1(8n) — -

e como 7;(%,) = 0 para i > 1, pois ¥, ¢ discreto, concluimos que 7;(C,,(IR*)) = 0 para

1> 2.
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Portanto pelo teorema anterior C,,(IR?) ¢ um espaco Eilenberg-MacLane do

tipo K (B(n),1). .

Corolario 3.3.3 O grupo de trangas B(n) ndao tem elementos nao triviais de ordem fi-

nita.

Dem.: Desde que C,(IR?) ¢ uma variedade de dimensdo finita, segue que C,(IR?) ¢ um
complexo CW finito dimensional (cf. [1]) e como C,(IR*) ¢ um espaco de Eilenberg-
MacLane do tipo K(B(n), 1) segue do Teorema 2.2.5 que B(n) ndo possui elementos nao

triviais de ordem finita. "

Observacao 3.3.4 Se M ¢ uma variedade conexa por caminhos de dimensao > 2 €
possivel definir o conjunto das n—trancas em M como sendo um sistema de n arcos
merqulhados em M x [0,1] satisfazendo condig¢oes semelhantes as condig¢oes da definicao
3.1.1, substituindo planos superior, inferior e paralelo, respectivamente porM x {0}, M x
{1} e M x {t}, t € (0,1).

Imitando o que foi feito no caso de IR?, podemos equipar o conjunto des-
sas trangas com uma relagao de homotopia cujo quociente, B, (M), possui uma estru-
tura de grupo definida de forma andloga & estrutura de B(n). Temos também aqui que
m1(Cr(M)) = B, (M); no entanto C,(M) nao € em geral um espaco de Eilenberg-MacLane
do tipo K(B,(M),1).

3.4 Presentacao do grupo de trancgas B(n)

Na se¢ao 3.1 vimos que o grupo das trangas comn cordas B(n) é gerado
por trancas elementares oy, ..., 0,_1, onde o; apenas permuta as cordas¢ e ¢+ 1. Também
foram estabelecidas duas relagoes entre esses elementos. Nosso objetivo agora é dar uma
idéia de como provar que de fato esta é a presentacao de B(n).

Usaremos o conjunto de pontos P, = (1,0), P, = (2,0), ..., P, = (n,0) como
o conjunto de pontos inicial das cordas da n—tranca. Entao as n—trancas elementares

oj, 1 <j<n-—1, podem ser descritas como os caminhos

gj - 0,1] — Fn(]R2)
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definidos por, g;(t) = (P, ..., Pj,l,?j(t), fis1(t), Pita, ..., P,) onde

f;(t) = (j +senft,senmt)

i11(t) = (j + cos §t, —sentt).

Como

(0) = (Pty ... P}, Pjav, .o, )
§](1> = (Pla ~-~,Pj+1,Pj ,Pn)

Q
<

o caminho g; : [0,1] — F,(IR?) projeta no lago g; : [0,1] — C,,(IR?) com g;(0) = g;(1) = co
e este lago representa o; € m (C,,(IR?), cp).

Faremos agora um esbog¢o da demonstragao do teorema 3.1.3, o qual relem-
bramos abaixo.

Teorema 3.1.3 O grupo B(n) das trancas com n cordas admite represen-
tacao com geradores oy, ...,0n,_1, € as sequintes relacoes:
(1) o;-0;j=0j-0;seli—j|>2, 1<i,j<n-—1
(2) 0y 0i11-0;=0441-0; 0111 sSe 1 <i<n—2,
Dem.: Seja B, um grupo abstrato com presentacao dada por geradores oy, ...,0,-1 €
relagoes
(1)6,-6;=06;-0;se|i—j|>2, 1<i,j<n-—1.
(2) Gy Giy1 -0 =01+ 0 -G s 1 <i<mn—2.
Existe um homomorfismo

ln: B, — B(n)

que leva &; em ;. De fato, B, tem presentacio (X|Y) onde X = {5;, 1<i<n—1}e
Y = {6,6;6;'5;" se i — j| > 2 e 6:61416:6;,16; "6, i =1,...,n—1}.
F

Seja F(X) o grupo livre sobre X, entdo B, é isomorfo a <(TX>) Ainda, dada

f:X — B(n)

que leva 7; em o; temos que existe um tnico homomorfismo

f:F(X)— B(n)
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que leva 6; em o; e como < Y >C K er(?) temos, pelo teorema do isomorfismo, que existe

um tnico homomorfismo

F(X
lp (~ ) — B(n)
<Y >
tal que Ker(t,) = %(Z) e Im(t,) = Im(f). Logo ¢, leva G; em o;.

Provemos entao que ¢, ¢ um isomorfismo.
A sequéncia de homotopia para a fibraciop, : F,,(IR*) — C,(IR?) se reduz,

pelo corolario 3.2.3, a seguinte sequéncia exata curta;

T

00— m(F,(IR?), %) —> m(Cr(R?), ¢g) =¥, —0

Usaremos a identificacao
B(n) = m(Cn(IR?), co)

H(n) = m(F,(IR%), )
Entao os elementos de H(n) podem ser identificados com as trancas de n cordas com

permutacgao trivial, chamadas trancas puras. O homomorfismo 7,, na sequéncia exata
curta ¢ definido como sendo a permutacio da tranca3 € 71 (C,(IR?*)). E o homomorfismo
pn € o induzido da funcao p,.

Com estas identificagoes temos entao a seguinte sequéncia exata curta;

0— H(n) 2~ B(n) =%, 0

A sequécia exata acima é chamada sequéncia do grupo de trancas eT, é
chamado homomorfismo de permutacao.

Para o grupo abstrato B,,, temos o epimorfismo
Tn: B, — X,

definido por 7,,(6;) = (i,i + 1), ou seja, 7,,(7;) € a transposicao de ¥, que permuta i com
1+ 1.

O homomorfismo 7, é obtido da mesma forma como obtemos ¢,, pois as
relagdes (1) e (2) também acontecem entre as transposigoes emY.,,, e como as transposigoes

(i,i4+1), i=1,....,n — 1 geram X, temos que 7, € um epimorfismo.
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Seja H, = Ker7, o nucleo de 7, e seja p, : H, — B, a inclusdo. Assim

para o grupo B, temos a seguinte sequéncia exata curta:

0 —= H(n) =~ B(n) =%, —=0

onde 1, ¢ a restricdo de ¢, ao subgrupo H, de B,,.

Usando o Lema dos cinco temos:

Lema 3.4.1 Se ., : H, — H(n) é isomorfismo, entio t, : B, — B(n) também, é isomor-

fismo.

A idéia agora & provar que ¢, é isomorfismo.

Reduzir o problema do grupo de trangas para o grupo de trangas puras tem
a vantagem de que podemos usar inducao sobre o ntimero de cordas pois as trancas puras
nao tem permutacao das cordas.

Para provar que ¢, : H, — H(n) é isomorfismo precisaremos conhecer a

presentacao de H,.

Lema 3.4.2 O grupo H, admite presentacao com geradores

s = ) PO e R | . .
Qjj = 0j-10j-2...0i410;0,4...0, 90,1 S€ 1<i<i<n

e relacoes:
A sei<r<s<jour<s<i<j
1 arjaija;jl ser<i=s8<j]
Ay Qg =
rs 1)ETS 1 -1 . .
ArjQsjQijQg; Ay set=r<s5<]
. P . 1,1 <'< <'
ArjQsjQpj Qgi Qs A, ser<i<s<jg

\

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [6], p153 — 170.
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&

D)

Figura 3.9: a;; = Uj,laj,g...aHlafa;rll...J;_gajf_ll

A n—tranca que corresponde a a;j, 1 <7 < j < n apenas passa a corda j
uma vez em torno da corda i, primeiro por baixo e depois por cima, e passa por baixo de
cada corda intermediaria duas vezes. Veja projecao padrao na figura 3.9.

A tranca inversa correspondendo aa;jl faz o mesmo que a tranca a;; apenas
mudando que agora a corda j passa em sentido oposto pela corda i, primeiro por cima e
depois por baixo.

As trancas puras podem ser escritas como produto de correspondentes tran-
cas a;; e suas inversas (veja figura 3.10). Em outras palavras o sistema de trangas

{aij/ 1 <i < j <n} éum sistema de geradores de H(n).

- =
(IR
e 2

Figura 3.10: n—tranca a14a24a24a1_31a34

O grupo H,_1 pode ser considerado como subgrupo de H,, que é gerado por
{aij, 1 <i<j<n-—1}. Existe um homomorfismo natural n : H,, — H,_; definido por
n(a;) =a;jse 1 <i<j<n-—1en(a,) =1sel <i<n,obtido por um procedimento
analogo ao feito para se construir ¢,,.

O subgrupo U,, de H,, gerado pelos elementos a,, ..., G(n—1), ¢ normal em
H, uma vez que (de acordo com o lema 3.4.2) a_la;,a,s € U,, para todo conjunto de
indices.

Temos que U, =< aip, ..., G(n—1)n >C Ker(n) pois ain, ..., a(n-1)n € Ker(n).
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Ker(n) C U,. De fato, se a € Ker(n) = a = a;,j,Qinjy---Qipjps Gipim € Hn € na) = 1.
Se jm#n, Vm=2,...k=>a=nla)=1=acl,.

Se j,, = n para algum m entao

pr— pr— . . . . . . . - . . . . f— _l _1
1 - 77(&) - a"Ll]l "'alm,—ljm,—la7f777,+1]7n+1 "'a’lk]k = \a"Ll]l "'alm,—ljm,—ll - alkjk "'ai7,L+1j7,L+1
o
B

entdo o = Ba; .07 € U, pois U, é normal em H,,.
Temos entao que o nicleo den, Ker(n), é o féecho normal em H,, dos elemen-
t0S A1p, ..y A(n—1)n, iStO &, ele & o menor subgrupo normal de H,, que contém os elementos

Q1ny -y Q(n—1)n- Assim Ker(n) = U,, e temos a sequéncia exata curta:

0 Un : Hn ! Hn—l —(

Agora definiremos a correspondente sequéncia exata curta para o grupo de

trancas B(n). Para isto considere a fibragao:
7 : F,(R?*) — F,_1(IR?)

com fibra Fn_l,l(IRz) = IR*\ Q,_1 definida no teorema 3.2.2. Como os grupos de homoto-
pia dos espacos da fibracao 7 sao triviais em dimensoes > 2, corolario 3.2.3, a sequéncia

de homotopias de 7 fica reduzida a sequéncia exata curta;

T T s

0 ——mi(F11(R?)) =7 (F,(IR?)) —> m(F—1 (R?)) —=0

Para o grupo das trancas puras temos a identificacao
H(n) = m(F,(R?) e H(n — 1) = 7 (F,_1(IR?))

e desse modo a sequéncia fica:
0 —=m(Fp1.1(R?) —> H(n) —% H(n — 1) —>0.
E claro que 7, opera sobre a tranca removendo a corda de nimeron da n—tranca. Também
note que:
Kerm, = m(F,_11(IR?) = m(IR*\ Q,_1)

é um grupo livre com n — 1 geradores pois IR* \ Q,,_; tem o mesmo tipo de homotopia do
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espaco formado por n — 1 copias de S* ligadas por um tinico ponto como mostramos na
secao 3.2, e este ¢ um grupo livre comn — 1 geradores, (cf. [4] p.210).
A tranca geométrica correspondente a a;; comporta-se sob m, do mesmo

modo como a;; comporta-se sob 1. Assim temos o seguinte diagrama comutativo:

0 Un : Hn L anl —

1" ! !
ln 2% bn—1

0 —= i (Fp_1.1(R?) —> H(n) —= H(n — 1) —>0

onde ¢, & a restricio de ¢, ao subgrupo U, de H,.

Lembre que P, = (1,0), P, = (2,0), ..., P, = (n,0) é o conjunto de pontos
de IR? usado como conjunto de pontos inicial dasn—trancas geométricas. As n—trancas
puras consideradas como lacos em F,,(IR?) sdo entio baseadas no pontocy = (Py, ..., P,) €
F,(IR*). Em correspondéncia, as (n — 1)—trancas puras em H(n — 1) sdo descritas por
lacos em F,_;(IR?) baseados no ponto (P, ..., P,_;) € F,_1(IR?). O ponto base da fibra
F,_11(IR?) da fibracio 7 é entdo o ponto P, € F,,_1;(IR*) = R*\ {P, ..., B,_1}.

A andlise da tranca geométrica ,(a;;), a; € H,, mostra que ela en-
volve a corda j uma vez em torno da cordai. E entdo claro que ¢, (aj,) pertencente
a m(F,_11(IR?)), para 1 < j < n, é representado pelo laco em F, ;;(IR*)baseado no
ponto P, que enlaga o ponto P; e o separa dos pontos Py, ..., Pj_1, Pj11, ..., B,_1. Veja

figura 3.11.

o Ny

Figura 3.11: ¢, (a;,)

Segue entao que o conjunto dos elementos {L;;(ajn)/ 1<5< n} ¢ uma base
do grupo livre m(F,_11(IR?*)) de posto n — 1. O grupo U, = Kern é gerado pelos
elementos {a;,/ 1 < j < n}, e vimos que este conjunto de geradores é levado na base do
grupo livre 7, (F,_11(IR?)) sob «,.. Consequentemente nio pode existir relacoes entre esses

geradores. FEm outras palavras o grupo U,, ¢ um grupo livre de poston — 1 que é levado
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1

isomorficamente em Wl(Fn,l,l(IRQ)) por ¢,. Agora observe que H; =0 e 7r1(F071(IR2)) =0.
Assim ¢] ¢ isomorfismo. Assumindo indutivamente que ¢, , é isomorfismo, como ¢, &
isomorfismo para todo n, usando o Lema dos cinco temos que ¢, é isomorfismo.

E isto completa o esboco da demonstracao da presentacao do grupo das

trancas de Artin. u



Capitulo 4

Aplicacao

4.1 Uma generalizacao do teorema de Borsuk-Ulam

O teorema classico de Borsuk-Ulam afirma que se f : S™ — IR™ é qualquer
funcgdo continua, entdo f(x) = f(—=z) para algum z € S™.

Vérias generalizacoes desse resultado tem sido provadas, por exemplo por
Hopf [8], Yang [19], Conner e Floyd |2] e outros.

Apresentamos aqui uma generalizacao da versao bi-dimensional provada
por J.E. Connet (cf. [3]), em que S? é substituida por qualquer espago X de Hausdorff,
simplesmente conexo e localmente conexo por caminhos, e a funcao antipodal é substituida
por um homeomorfismo p : X — X com periodo finito, ou seja, p" = id para algumn € N

(sendo p" =popo..op).
—_———

Usando esse resultado, faremos também uma generalizacao da versao bi-
dimensional do teorema de Ljusternik-Schnirelmann, o qual é equivalente ao Teorema de
Borsuk-Ulam e diz que se S? = Fy U I, U F3, onde cada F; é fechado, entdo algum F;

contém um par de pontos antipodais.

Teorema 4.1.1 Seja X um espaco topologico de Hausdorff, localmente conexo por cami-
nhos e r—conexo, r =0 our =1, e seja p: X — X uma fun¢ao com periodon > 1. Se
f: X — R ¢ qualquer funcdo continua , entdo evistex € X tal que f(z) = f(p'(x))

para algum i, 1 <1< n—1.

73
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Dem.: Primeiro demonstraremos o teorema parar = 1, ou seja, X é 1—conexo e f é uma
funcao de X em IR?.

Assumiremos sem perda de generalidade quex # p'(z) para 1 <i <n — 1.
Assim p gera uma Z,—acao livre sobre X, digamos u. Seja X/Z, o espago das orbitas de
X pelaagaopen: X — X/Z, a projecao natural a qual é uma aplicacao de recobrimento.
Ainda temos que m1(X/Z,) é isomorfo a Z, (Observacao 1.4.7).

Seja C,,(IR?) o espaco de configuracdes de um conjunto nio ordenado den
pontos de IR? e F,(IR?) o espaco de configuracdes de um conjunto ordenado den pontos
de IR?. Tomemos p,, : F,,(IR*) — C,(IR?) o recobrimento visto na secio 3.3.

Suponhamos que f(z) # f(p'(x)) para todox € X e 1 <i <n — 1. Entao
podemos definir f* : X/Z, — C,(IR?) por f'(n(z)) = [(f(x), f(p(x)), ... f(" (2)))].

Pelo teorema 3.3.1, temos que 7,(C,(IR?)) = B(n). Logo segue do coro-
lario 3.3.3 que 7 (C,(IR?)) ndo contém elementos ndo triviais de ordem finita e, como

m(X/Zy) = Z, concluimos que,
f; : (X Zy) — m(Co(IR?))

é a aplicacao nula. Assim f.(71(X/Zy)) C (pn)«(m1(F,(IR?))) e como X/Z, é localmente
homeomorfo a X e X é localmente conexo por caminhos segue que X/Z, também é
localmente conexo por caminhos e podemos entao aplicar o teorema geral do levantamento

(Teorema 1.1.11), para concluir que f" pode ser levantada a uma funcao continua
' X/2, — F,(R?

com p, o f = f.
F,(IR?)

7 7
7/

s Pn
/7

X 7 9

Escolhendo um ponto base xqg € X podemos fazer

1"

f (7)) = (f(@o), f(p(x0))-, f(p"(20)))
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o ponto base de F,(IR?).

Mas agora se definirmos ® : X — F,(IR?) por

®(x) = (f(2), f(p(2)), .. f(p" " (2)))

temos que ® ¢ f on levantam f o7 a partir de zo. Logo pela unicidade do levantamento
d=f"or.

Uma vez que m(x) = w(p(z)), Vo € X, temos

O(z) = f (w(x)) = | (w(p(x))) = B(p(x)) = f(x) = f(p(x)), V2 e X

o que contradiz nossa suposicao.

Finalmente, para » = 0 temos uma demonstracao analoga, apenas obser-
vando que m(C,(IR)) = 0. Para ver isto descreveremos agora o conjunto F,(IR) =
{(z1,...,zy) € R" 1z, # x5 se i # j}.

Seja F' = {(x1,...,x,) € F(IR) 1 11 <9 < ... < x,}. Paracadaoc € X,

consideremos o conjunto
F7 = {x = (z1,...,2n) € Fu(R) 1 2.0 = (5(1), - Ton)) € F} )

Com as notagoes acima temos o seguinte:

Lema 1: Para todo x € F,(IR) existe um unico o € %, tal que x € F°.

Dem.: Dado = = (24, ...,z,) € F,(IR), como z; # z; se i # j temos que existe um tnico
71 €41,2,....,n} tal que

xj, = min{zy, .., T, }.

Analogamente, existe um tnico jo € {1,2,...,n} — {j1} tal que
xj, = min{zy,...,x,} — {z;}.

Prosseguindo dessa forma, podemos construir uma anican—upla (J1, ..., jn)
tal que

xj, = min{zy, ..., T} €

zj, =min{ry, ..., Ty} — {le, ...,mjk_l}, 1<k<n.



4 Aplicacao 76

Definindo entdao o € %, por o(k) = jg, 1 < k < n, temos que z.0 =
(%(1), ---,Ia(n)) € F,ouseja, x € F°.

Se v € X, é outra permutacao tal que z.v € F, entao
Tyy = min{zy, ..., x,} e

Ty = MANA{L1, ..., Ty} — {xv(l), ...7x7(k,1)} 1<k <n.

Pela unicidade de (jy, ..., jn) concluimos que (y(1),...,v(n)) = (j1, ..., jn), OU
seja, ¥ = 0. n

Como consequéncia desse lema temos os seguintes resultados:
Corolério 1: F,(IR) = U,y F7 (unido disjunta,).
Dem.: Imediata. n
Corolario 2: Para cada o € X, temos que a aplica¢ao fy : F7 — C,(IR) dada por
fo(x) = [x] € um homeomorfismo.

Dem.:

e f, & injetora.
Dados z,y € F7 tais que f,(z) = f,(y) temos que [z] = [y]. Segue entdo que existe
T € Y, tal que y = z.7. Comoy € F7 temos que z.(T0) = y.o € F, ou seja,
x € F7. Mas como x € F segue do lema que 0 = 70 donde 7 =id e z = y.

e f, é sobrejetora.
Seja [x] € C,(IR). Pelo lema, existe § € X, tal que z.6 € F. Tomando y =
r.(0c71) temos quey € F7 e f,(y) = [y] = [v] € C.(R).

e f, & continua.

f» € a restri¢ao da aplicacao quociente p, : F,(IR) — C,,(IR).

e f-! ¢ continua.

Temos que se U C F7 ¢ aberto entdo f,!(f,(U)) = U ¢é aberto, donde f,(U) é

aberto em C,(IR). Logo f, é aplicagao aberta e portanto f, ! & continua.
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Observamos agora que para cadaoc € 3, e para cada 1 <1 < n, o conjunto
Fia = {(l‘l, ,mn) e R" o) < Z‘U(H_l)}

¢ um subconjunto convexo de R", pois dados x = (z1,...,2,) e y = (y1,...,yn) € F7
temos que To(;) < To(it1) € Yoi) < Yo(i+1), logo para todot € (0,1) tem-se (1 — t)x,;) <

(1 = t)To(t1) € o) < tYo(it1), donde
(1 =) To(i) + tWory < (1 — ) To(it1) + tWo(isn)

e portanto (1 —t)x +ty € F7, YVt €]0,1].
Temos entao o seguinte:

Lema 2: Para cada o € ¥, F7 é um subconjunto convexo de F,,(IR).

Dem.: Basta notar que F7 = ﬂ Ef .

Corolario 3: C,(IR) ¢ contrdtil. .

Temos por exemplo paran = 3
F(R) = FUF® U Rty ey pe g pis)

1 < To < T3
To < T1 < T3

Ty < To < X1

T ¢ ¢

T < x3 < To
e FI2) o 7z, <3 <1
€ FU%) & g3 <1 <2y
Apresentamos agora algumas consequéncias do teorema 4.1.1 sendo que o

espago X considerado é sempre de Hausdorff e localmente conexo por caminhos.

Corolario 4.1.2 Se X é 1—conexo e G é um grupo atuando sobre X tal que G # {e} é
finito ou G € produto de circulos, entdo para cada funciof : X — IR? existeg € G, g # e
ex € X tal que f(z) = f(g.x).
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Dem.: {e} # G éfinito = Jg € G,g# e [/ o(g) =n < oo = g" =e.

Tome p : X — X / p(z) = g.z(acdo de g em x), entao p"(x) = ¢g".x =
e.x = x = p tem periodon > 1 = pelo teorema 4.1.1, dJz € X e 1 <7 < n —1 tal que
f(x) = f(p'(x)) = f(g".(x)) onde ¢’ € G, g' # e pois i < n.

Se G ¢é produto de circulos, G = S x ... x S', temos que em S' existem
infinitos elementos de ordem finita, por exemplo as raizesn—ésimas da unidade e o ele-
mento i identificado com (0,1) € IR?, onde i* = 1. Assim (i,...,7) € G tem ordem 4 > 1

e a demonstracao segue analoga & demonstracao de quandoG é finito. u

Corolario 4.1.3 Se X é 1—conexo e p : X — X é uma funcao com periodon > 1
sobre X, entdo ndo existe f : X — St tal que f(p(x)) = r(f(x)) para cada v € X onde

r: St — St € a rotacao de periodo n.

Dem.: Se f(p(z)) = r(f(z)) para cada z € X, entdao f(p'(z)) = r'(f(z)) para todo
1<i<n—1.
Considerando f como uma funcio de X em RR®> D S', isto contradiz o

teorema 4.1.1, pois f(p'(z)) = r'(f(z)) # f(x) pois i <n — 1. -

Corolario 4.1.4 Suponha que X é conexo por caminhos, m1(X) tem somente elementos
de ordem finita e p : X — X uma funcdo com periodon > 1. Se f : X — IR* é
qualquer funcao continua, entdo existe xg € X tal que f(xo) = f(p'(x0)), para algum

1, 1<i1<n-—1.

Dem.: Suponhamos que p'(z) # x, Vo € X e 1 <i < n—1 entao p define uma Z,—acao
livre sobre X.

Sejam : X — X/Z, aprojecao de recobrimento. Temos a seguinte sequéncia

exata,
0—>m1(X) —> 71 (X/Zy) > 7o(Zy) —> 0
m(X/Zn) B , N
donde ————=% — my(Z,,) é uma bijecao.
7T*<7T1(X)) 0( ) Je¢

Se [a] € m(X/Z,), temos que [o] + 7. (71 (X)) € 7(X/Z,,)/m(m1(X)). Logo

71 (X /L)

[a] + 7. (1 (X)) tem ordem finita pois (71(X))

é um grupo finito (contendo n elementos).
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Entdo [a]f € m.(m (X)) para algum k. Assim existe [3] € 7 (X) tal que

m.([8]) = [a]*. Por hipdtese [3] tem ordem finita m, assim,
8" == m(8]") = m([B)" =[] = ¢

Portanto [a] tem ordem finita.
Assim 7 (X/Z,,) tem somente elementos de ordem finita, e a demonstragao

segue analoga a do teorema 4.1.1. u

O seguinte teorema generaliza a versao bi-dimensional do teorema de Ljuster-

nik-Schnirelmann;

Teorema 4.1.5 Seja X um espag¢o normal e 1—conexo e p : X — X uma funcao com
periodo 1l <n < 4. Se X é recoberto por conjuntos fechados Ay, Ay e A entao A;Np(A;) #

0 para algum i = 1,2 ou 3.

Dem.: Existem trés casos a analisar ¢ em cada um assumiremos que 4; N p(A;) = () para

i=1,2.

e Casol :n = 2.
Para i = 1,2, segue do Lema de Urysohn, (cf. [13]), que existem fung¢des continuas
fi: X —[0,1] tais que fila, =0 e fil,a,) = 1.
Entdo f(z) = (fi(x), fo()) define uma funcdo de X em IR®. Pelo teorema 4.1.1
existe o € X tal que f(xg) = f(p(x0)).
Se xg € A1 = f(xo) = (0, fa(xg)) = f(p(x0)) = (1, f2(p(x0))) 0 que é um absurdo.
Se xo € p(A1) = f(xo) = (1, fa(x0)) = f(p(x0)) = (0, fa(p(x0))) 0 que ¢ um

absurdo.

O mesmo vale para i = 2. Portanto zo € A3 N p(As).

o Caso2:n =3
Para i = 1,2 temos que A;, p(4;) e p?(A;) sdo conjuntos fechados disjuntos dois a
dois. Segue do Lema de Urysohn que existem f; : X — [0,2] continuas (i = 1,2)

tais que fila, = 0, filpoa) = 1€ fil2a,) = 2.
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Definindo f : X — IR? por f(z) = (fi(x), fo(z)) temos pelo teorema 4.1.1 que para
j=1ou2ealgum z € X, f(xo) = f(p’(x0)).
Se xg € A; U p(A;) U p?(A;) obteremos a mesma contradigao do casol parai=1e

2, entdo xg € Az N p(A3z) N p*(A3). Logo Az N p(Az) # 0.

e Casod :n=4.
Neste caso temos que p* : X — X define uma Zy—acao livre sobre X. Seja X/Z, o

espaco das orbitas e v : X — X/Zy a funcdo quociente.
A fungdo p induz p : X/Zy — X/Zs dada por p(y(z)) = v(p(z)).
Note que, parai = 1,2, se A; N p(A;) = 0 temos v(A;) N p(7(A;)) = 0, pois se existe
z € v(A;) N p(y(A;)) entao existe a € A; tal que y(a) = x e existe b € A; tal que
v = p((B)) = ¥(p(b)). Bntio z € {a, (a)} e 7 € {p(B), 4(8)}, assim,
z € A; N p(A;) ou
z € A;Np3(A;) ou
x € p(A;) N p*(A;) ou
x € p*(Ai) N p*(A))
logo A; N p(A;) # 0.
Como X/Zs nao é simplesmente conexo mas m(X/Zs) tem somente elementos de
ordem finita (m1(X/Zs) = Zs) e p : X/Zy — X/Zs é uma fungao de periodo 2,
usamos o corolario 4.1.4 para concluir o caso 1. Assim existe ro € X tal que
(x0) € 7(As) N p(7(A3)).
Se y(xo) € v(A3)Np(7(Asz)) entdo existe a € Aj tal que y(a) = y(zy) e existe b € Aj
tal que p(v(b)) = v(z0), logo
{z0,p*(20) } = {a. p*(a) } = {p(b), p°(b) }
temos entao que
xo € A3 N p(As) e fim, ou
xg € A3 N p3(A3) = p(xo) € A3 N p(A3) e fim, ou
zo € p*(A3) N p(Az) = p3(z0) € A3 N p(A3) e fim, ou
zo € p*(A3) N p3(A3z) = p*(z0) € A3 N p(A3) e fim. .
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