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À minha namorada Ráıssa, pelo amor, paciência, incentivo e pela

pessoa fantástica que é.
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Resumo

Neste trabalho apresentamos a teoria de transformações entre su-

perf́ıcies isotérmicas no espaço Euclidiano IR3 devida a Darboux e Bianchi.

Descrevemos, como consequência, um método de obter novas soluções do sis-

tema não linear de equações diferenciais parciais associado a uma superf́ıcie

isotérmica em IR3, a partir de uma dada.



Abstract

In this work we develop the transformation theory for isothermic

surfaces in Euclidean space IR3 due to Darboux and Bianchi. As a conse-

quence, we describe a method for constructing new solutions of the nonlinear

system of partial diferential equations associated to an isothermic surface in

IR3 starting from a given one.



Sumário

Introdução 1

1 Teoria local de superf́ıcies em IR3 5

1.1 Superf́ıcies regulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.2 Derivação de campos de vetores . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3 A segunda forma fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4 As equações de Gauss e Codazzi-Mainardi . . . . . . . . . . . 22

1.5 Teorema Fundamental das Superf́ıcies . . . . . . . . . . . . . . 25

1.6 Gradiente, Hessiano e Laplaciano . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2 Superf́ıcies Isotérmicas em IR3 33
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Introdução

Uma superf́ıcie regular S ⊂ IR3 é isotérmica se em uma vizinhança

de qualquer ponto não umb́ılico existe um sistema de coordenadas conforme

cujas curvas coordenadas são linhas de curvatura.

A teoria de superf́ıcies isotérmicas teve um grande ı́mpeto na segunda

metade do século XIX e ińıcio do século XX, com importantes contribuições

de eminentes geômetras como Christoffel [3], Darboux [5], [6] e Bianchi [9],

dentre outros. Em seguida, após algumas décadas de pouca atividade, a

teoria voltou a despertar interesse em virtude de sua conexão com a teoria

moderna de sistemas integráveis (cf. [1], [2], [7], [8]). Uma caracteŕıstica de

tal classe de sistemas é a existência de transformações de Bäcklund, ou seja,

processos de gerar famı́lias de novas soluções de um sistema não linear de

equações diferenciais parciais a partir de uma dada, em termos de soluções

de um sistema linear cujas equações de compatibilidade são precisamente

as equações do sistema original. Para os sistemas associados a superf́ıcies

isotérmicas, a existência de tais transformações é consequência da teoria ge-

ométrica de transformações entre tais superf́ıcies, desenvolvida por Darboux
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e Bianchi.

O principal objetivo deste trabalho é fazer uma apresentação desta

teoria. Mais geralmente, fazemos uma apresentação da chamada transfor-

mação de Ribaucour entre superf́ıcies regulares do espaço Euclidiano IR3,

da qual a transformação entre superf́ıcies isotérmicas pode ser obtida. Co-

mo consequência, descrevemos o método geométrico de obtenção de novas

soluções dos sistemas de equações diferenciais parciais associados a tais su-

perf́ıcies, a partir de uma dada.

Descrevemos a seguir o conteúdo de cada caṕıtulo deste trabalho.

No Caṕıtulo 1 encontram-se tópicos elementares da teoria local de

superf́ıcies regular em IR3 que serão necessários aos caṕıtulos seguintes. Em

particular, obtemos as equações fundamentais de Gauss e Codazzi-Mainardi

de uma superf́ıcie regular em IR3, e damos uma demonstração do Teorema

Egregium de Gauss. Exprimimos as equações fundamentais em coordenadas

e enunciamos o teorema fundamental das superf́ıcies.

Iniciamos o Caṕıtulo 2 introduzindo alguns conceitos básicos sobre

aplicações conformes entre subconjuntos abertos do espaço Euclidiano. Na

seção seguinte esboçamos uma demonstração, segundo [9], da existência de

sistemas de coordenadas isotérmicos em uma superf́ıcie regular arbitrária

em IR3. Em seguida, introduzimos a noção de redes isotérmicas em uma su-

perf́ıcie regular e mostramos uma caracterização de quando as famı́lias de cur-

vas coordenadas de um sistema ortogonal determinam uma rede isotérmica.

Na seção seguinte estudamos tensores de Codazzi em uma superf́ıcie regular
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e, em particular, apresentamos uma caracterização em termos de seus au-

tovalores de quando a rede determinada por seus auto-espaços é isotérmica

(cf. [15], [16]). Tais resultados são então utilizados na obtenção de impor-

tantes exemplos de superf́ıcies isotérmicas: superf́ıcies com curvatura média

constante, quádricas, superf́ıcies cujas linhas de curvatura têm curvatura

geodésica constante, em particular as ćıclides de Dupin. Finalmente, os sis-

temas de equações diferenciais parciais associados a superf́ıcies isotérmicas

são obtidos na última seção.

No Caṕıtulo 3, apresentamos inicialmente a solução do problema pro-

posto por Christoffel de determinar os pares de superf́ıcies regulares em IR3

entre as quais existe um difeomorfismo conforme com a propriedade de que os

planos tangentes em pontos correspondentes são paralelos. Mostramos que

tal problema conduz naturalmente à noção de transformação de Combescure

entre superf́ıcies regulares, que corresponde ao caso em que o difeomorfis-

mo no problema de Christoffel preserva linhas de curvatura. Descrevemos

uma interessante relação entre tal transformação e tensores de Codazzi na

superf́ıcie, observada em [12]. Em seguida, estudamos a transformação de

Ribaucour para superf́ıcies regulares em IR3. Classicamente, duas superf́ıcies

estão relacionadas por uma transformação de Ribaucour quando são as en-

voltórias de uma congruência de esferas a 2-parâmetros com a propriedade de

que a correspondência natural entre ambas preserva as linhas de curvatura.

Seguindo a abordagem de [11] e [12], descrevemos sistemas de coordenadas

principais de todas as transformadas de Ribaucour de uma superf́ıcie regular



4

dada, em termos de soluções de um sistema linear de equações diferenciais

parciais. Usamos então tal descrição para obter um resultado análogo para

superf́ıcies isotérmicas de IR3 (cf. [9]). Como consequência, deduzimos um

método de obter novas soluções dos sistemas de equações diferenciais parciais

não lineares associados a tais superf́ıcies, a partir de uma dada. Finalmente,

fazemos um exemplo expĺıcito de aplicação da teoria desenvolvida.



Caṕıtulo 1

Teoria local de superf́ıcies em

IR3

Neste caṕıtulo apresentamos alguns conceitos e resultados básicos sobre su-

perf́ıcies regulares no espaço Euclidiano IR3 que serão utilizados nos caṕıtulos

posteriores.

1.1 Superf́ıcies regulares

Nesta seção introduzimos as definições e propriedades elementares de su-

perf́ıcies regulares em IR3.

Definição 1.1 Um subconjunto S ⊂ IR3 é uma superf́ıcie regular se, para

cada p ∈ S, existem uma vizinhança V ⊂ IR3 de p e uma aplicação x : U →

V ∩ S, definida em um subconjunto aberto U ⊂ IR2, tais que:

5
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(a) x é um homeomorfismo;

(b) x é uma imersão, ou seja, x é uma aplicação diferenciável e, para cada

q ∈ U, a transformação linear dx(q) : IR2 → IR3 é injetora.

Dizemos que a aplicação x define um sistema de coordenadas na

superf́ıcie S.

Exemplo 1.1 Seja f : U → IR uma função diferenciável definida no sub-

conjunto aberto U ⊂ IR2. O conjunto

G = {(x, y, z) ∈ IR3/(x, y) ∈ U, z = f(x, y)},

gráfico da função f, é uma superf́ıcie regular de IR3, imagem de um único

sistema de coordenadas x : U → G dado por x(x, y) = (x, y, f(x, y)).

Exemplo 1.2 Seja f : U → IR uma função diferenciável definida no aberto

U ⊂ IR3. Se c ∈ IR é valor regular de f , ou seja, ∇f(p) 6= 0 para todo

p ∈ f−1(c), então f−1(c) é uma superf́ıcie regular de IR3. De fato, decorre

do Teorema da Função Impĺıcita que, para cada ponto p ∈ f−1(c), existe um

aberto V ⊂ IR3 contendo p tal que V ∩ f−1(c) é o gráfico de uma aplicação

diferenciável definida num aberto de IR2.

Definição 1.2 Uma aplicação f : S1 → S2 entre as superf́ıcies regulares S1

e S2 é diferenciável em p ∈ S1 se existem sistemas de coordenadas x1 : U1 ⊂

IR2 → S1 e x2 : U2 ⊂ IR2 → S2 tais que p ∈ x1(U1), f(x1(U1)) ⊂ x2(U2) e a

aplicação x−1
2 ◦ f ◦ x1 : U1 → U2 é diferenciável em x−1

1 (p) .
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A definição acima não depende da escolha dos sistemas de coorde-

nadas x1 e x2. Isso decorre do seguinte lema, cuja demonstração pode ser

encontrada em [13].

Lema 1.1 Seja p um ponto de uma superf́ıcie regular S e sejam x1 : U1 ⊂

IR2 → S e x2 : U2 ⊂ IR2 → S sistemas de coordenadas de S tais que

p ∈ x1(U1) ∩ x2(U2) = W. Então a aplicação x−1
1 ◦ x2 : x−1

2 (W ) → x−1
1 (W ),

chamada de mudança de coordenadas , é um difeomorfismo.

É posśıvel mostrar que f : S1 → S2 é diferenciável se, e somente se,

para cada p ∈ S1 existem um aberto U ⊂ IR3 contendo p e uma aplicação

diferenciável F : U → IR3 tais que F|U∩S1
= f|U∩S1

.

Sejam S uma superf́ıcie regular e p ∈ S. Um vetor tangente a S no

ponto p é o vetor tangente α′ (0) de uma curva diferenciável α : I ⊂ IR → S

tal que α (0) = p. A proposição seguinte mostra que, para todo p ∈ S, o

conjunto dos vetores tangentes a S em p é um plano.

Proposição 1.1 Sejam x : U → S um sistema de coordenadas em uma

superf́ıcie regular S e q ∈ U . Então o conjunto dos vetores tangentes a S em

x(q) coincide com o subespaço vetorial dx(q)IR2 ⊂ IR3.

Demonstração: Dado p = x(q) ∈ S, seja Xp um vetor tangente a S em p,

isto é, Xp = α′(0), onde α : I ⊂ IR −→ X(U) ⊂ S é uma curva diferenciável

tal que α(0) = p. Então, β = x−1 ◦ α : I → U é uma curva diferenciável e

dx(q)β′(0) = dx(q)(dx−1(α(0))α′(0)) = α′(0) = Xp.
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Assim, Xp ∈ dx(q)IR2. Por outro lado, seja Xp = dx(q)v, onde v ∈ IR2.

Observe que v é o vetor tangente, em t = 0, da curva diferenciável λ : I → U

dada por λ(t) = tv + q. Definindo α = x ◦ λ, obtemos

Xp = dx(q)λ′(0) = α′(0),

logo Xp é um vetor tangente a S no ponto p. tu

Segue da Proposição 1.1 que o subespaço dx(q)IR2 não depende do

sistema de coordenadas x. Tal subespaço é chamado de plano tangente a S

em p, e é denotado por TpS. O sistema de coordenadas x determina uma

base { ∂x
∂u1

(q), ∂x
∂u2

(q)} de TpS, a qual é também denotada por { ∂
∂u1

(p), ∂
∂u2

(p)},

onde u1, u2 são as coordenadas locais em S.

Definiremos agora a diferencial df(p) : TpS1 → Tf(p)S2 em um ponto

p ∈ S1 de uma aplicação diferenciável f : S1 → S2 entre duas superf́ıcies

regulares, como segue: seja w ∈ TpS1, temos que w = α′(0) para alguma

curva diferenciável α : I ⊂ IR → S1 tal que α(0) = p. Então β = f ◦ α

é uma curva diferenciável em S2 tal que β(0) = f(p) e, portanto, β′(0) ∈

Tf(p)S2. Como é fácil ver que β′(0) não depende da escolha de α, temos que

a diferencial de f em p é bem definida. Também pode-se verificar que df(p)

definida por df(p)w = β′(0), é linear.
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1.2 Derivação de campos de vetores

Um campo de vetores diferenciável definido em um aberto U de IR3 é uma

aplicação diferenciável X : U → IR3. O conjunto de todos os campos dife-

renciáveis X : U → IR3 definidos no aberto U ⊂ IR3 será denotado por

X(U).

Definição 1.3 Dados X, Y ∈ X(U), definimos ∇̃XY como o campo de ve-

tores em U dado por

(
∇̃XY

)
(p) =

d

dt
Y (c(t))|t=0 , (1.1)

onde p ∈ U e c : I ⊂ IR → U é uma curva diferenciável tal que c(0) = p e

c′(0) = Xp.

Decorre da expressão (1.1) que
(
∇̃XY

)
(p) depende apenas de Xp

e dos valores de Y ao longo de uma curva diferenciável c : I ⊂ IR → U tal

que c(0) = p e c′(0) = Xp. Em particular, está bem definido ∇̃XpY para um

vetor Xp em p ∈ U. Se Y = (Y1, Y2, Y3), podemos escrever

∇̃XpY =

(
d

dt
Y1(c(t))|t=0 ,

d

dt
Y2(c(t))|t=0 ,

d

dt
Y3(c(t))|t=0

)
= (Xp (Y1) , Xp (Y2) , Xp (Y3)) . (1.2)

Aqui, Xp é “visto” como uma derivação em C∞(U):

Xp : C∞(U) → IR

ϕ 7→ Xp(ϕ) =
d

dt
ϕ(c(t))|t=0 =

∂ϕ

∂Xp

(p) =
3∑
i=1

∂ϕ

∂xi
(p)Xi(p),
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onde Xp = (X1(p), X2(p), X3(p)) . Dados X ∈ X(U) e ϕ ∈ C∞(U), de-

notamos por X(ϕ) : U → IR, ou simplesmente Xϕ, a função dada por

X(ϕ)(p) = Xp(ϕ) para todo p ∈ U.

Proposição 1.2 Dados X, Y ∈ X(U), existe um único Z ∈ X(U) tal que,

para toda função ϕ ∈ C∞(U), tem-se

Zϕ = (XY − Y X)ϕ. (1.3)

Demonstração: Se X = (X1, X2, X3) e Y = (Y1, Y2, Y3) , então usando

coordenadas locais, temos

XY ϕ = X

(
3∑
j=1

Yj
∂ϕ

∂xj

)
=

3∑
i,j=1

Xi
∂Yj
∂xi

∂ϕ

∂xj
+

3∑
i,j=1

XiYj
∂2ϕ

∂xi∂xj

e

Y Xϕ = Y

(
3∑
i=1

Xi
∂ϕ

∂xi

)
=

3∑
i,j=1

Yj
∂Xi

∂xj

∂ϕ

∂xi
+

3∑
i,j=1

XiYj
∂2ϕ

∂xi∂xj

Logo,

(XY − Y X)ϕ =
3∑

i,j=1

(
Xi
∂Yj
∂xi

− Yi
∂Xj

∂xi

)
∂ϕ

∂xj
.

Portanto, o campo Z = (Z1, Z2, Z3) tal que Zj =
∑3

i=1

(
Xi

∂Yj
∂xi

− Yi
∂Xj
∂xi

)
é o

único campo em X(U) que satisfaz (1.3). tu

O campo Z é chamado de colchete de Lie dos campos X e Y e é

denotado por [X,Y ].

Observação 1.1 Seja x : W ⊂ IR3 → U um sistema de coordenadas

definido no aberto W ⊂ IR3, ou seja, x é um difeomorfismo do aberto W
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no aberto U ⊂ IR3. Sejam
∂

∂ui
, 1 ≤ i ≤ 3, os campos coordenados em U as-

sociados a x, isto é,
∂

∂ui
(x(p)) =

∂x

∂ui
(p). Logo dados X, Y ∈ X(U), podemos

escrever X =
3∑
i=1

ai
∂

∂ui
, Y =

3∑
j=1

bj
∂

∂uj
, onde ai, bj ∈ C∞(U), 1 ≤ i, j ≤ 3.

Portanto, a demonstração da Proposição 1.2 mostra, mais geralmente, que

[X, Y ] =
3∑

i,j=1

(
ai
∂bj
∂ui

− bi
∂bj
∂ui

)
∂

∂uj
. (1.4)

Proposição 1.3 Para quaisquer X, Y, Z ∈ X(U) e f ∈ C∞(U), valem:

a) ∇̃fXY = f∇̃XY,

b) ∇̃XfY = X(f)Y + f∇̃XY,

c) X〈Y, Z〉 = 〈∇̃XY, Z〉+ 〈Y, ∇̃XZ〉,

d) ∇̃XY − ∇̃YX = [X, Y ].

Além disso, se ∇ : X(U) × X(U) → X(U) também satisfaz as propriedades

acima, então ∇ = ∇̃.

Demonstração: Se Y = (Y1, Y2, Y3), então de (1.2), temos

(
∇̃fXY

)
(p) = (f(p)XpY1, f(p)XpY2, f(p)XpY3)

= f(p)(XpY1, XpY2, XpY3)

= f(p)
(
∇̃XY

)
(p)
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para todo p ∈ U , e

(
∇̃XfY

)
(p) = (Xp(fY1), Xp(fY2), Xp(fY3))

= (Xp(f)Y1 + f(p)Xp(Y1), ..., Xp(f)Y3 + f(p)Xp(Y3))

= Xp(f)(Y1, Y2, Y3) + f(p)∇̃XpY

=
(
X(f)Y + f∇̃XY

)
(p),

o que mostra a) e b), respectivamente. A fórmula em c) decorre de

X〈Y, Z〉(p) = Xp

(
3∑
i=1

YiZi

)

=
3∑
i=1

(Xp(Yi)Zi(p) + Yi(p)Xp(Zi))

= 〈∇̃XpY, Zp〉+ 〈Yp, ∇̃XpZ〉.

Escrevendo agora ∇̃XY − ∇̃YX = (W1,W2,W3). Por (1.2), temos que

Wi(p) = Xp(Yi)− Yp(Xi) =
3∑

i,j=1

(
Xj(p)

∂Yi
∂xj

(p)− Yj(p)
∂Xi

∂xj

)
,

e dáı a fórmula em d) decorre de (1.4).

Suponhamos agora que ∇ : X(U) × X(U) → X(U) satisfaz as condições

a),...,d). Pela propriedade c), temos

X〈Y, Z〉 =
〈
∇XY, Z

〉
+
〈
Y,∇XZ

〉
(1.5)

Y 〈Z,X〉 =
〈
∇YZ,X

〉
+
〈
Z,∇YX

〉
(1.6)

Z 〈X, Y 〉 =
〈
∇ZX, Y

〉
+
〈
X,∇ZY

〉
, (1.7)
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para quaisquer X, Y, Z ∈ X(U). Somando (1.5) com (1.6) e subtraindo (1.7),

e usando a propriedade d), obtemos

X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉

= 〈[X,Z], Y 〉+ 〈[Y, Z], X〉+ 〈[X, Y ], Z〉+ 2〈∇YX,Z〉.

Logo,

2
〈
∇YX,Z

〉
= X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 − 〈[X,Z], Y 〉

−〈[Y, Z], X〉 − 〈[X, Y ], Z〉. (1.8)

Analogamente, a formula de Koszul (1.8) vale para ∇̃, isto é

2
〈
∇̃YX,Z

〉
= X〈Y, Z〉+ Y 〈Z,X〉 − Z〈X, Y 〉 − 〈[X,Z], Y 〉

−〈[Y, Z], X〉 − 〈[X,Y ], Z〉. (1.9)

Portanto, de (1.8) e (1.9), temos que
〈
∇YX,Z

〉
=
〈
∇̃YX,Z

〉
para quaisquer

X, Y, Z ∈ X(U), ou seja, ∇ = ∇̃. tu

Proposição 1.4 Sejam X, Y, Z ∈ X(U), onde U é um aberto de IR3. Então

∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z = 0. (1.10)

Demonstração: Como

∇̃X∇̃YZ = ∇̃X(Y Z1, Y Z2, Y Z3) = (XY Z1, XY Z2, XY Z3)

e, analogamente, ∇̃Y ∇̃XZ = (Y XZ1, Y XZ2, Y XZ3), obtemos

∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ = (XY Z1 − Y XZ1, XY Z2 − Y XZ2, XY Z3 − Y XZ3)

= ([X, Y ]Z1, [X, Y ]Z2, [X, Y ]Z3) = ∇̃[X,Y ]Z.
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tu

Seja agora S ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular. Um campo de vetores

diferenciável ao longo de S é uma aplicação diferenciável X : S → IR3.

Assim, para cada p ∈ S, existem um aberto U ⊂ IR3 contendo p e um campo

de vetores X̃ ∈ X(U) tais que X̃|S∩U = X|S∩U . Diz-se que X é um campo

tangente a S se Xp ∈ TpS para todo p ∈ S. Denotamos por X(S) o conjunto

dos campos diferenciáveis tangentes a S.

Dados X, Y ∈ X(S), defina

[X, Y ](p) =
[
X̃, Ỹ

]
(p), (1.11)

onde X̃, Ỹ são extensões diferenciáveis de X e Y, respectivamente, a um

aberto U ⊂ IR3 contendo p. A proposição seguinte mostra, em particular, que

[X, Y ] está bem definido por (1.11), ou seja, que o lado direito da igualdade

de (1.11) independe das extensões escolhidas.

Proposição 1.5 Sejam S uma superf́ıcie regular, x : U ⊂ IR2 → V ⊂ S um

sistema de coordenadas em S e X =
2∑
i=1

ai
∂

∂ui
, Y =

2∑
i=1

bi
∂

∂ui
∈ X(V ), onde

∂

∂u1

e
∂

∂u2

são os campos coordenados associados a x. Então

[X, Y ] =
2∑
j=1

(
2∑
i=1

(
ai
∂bj
∂ui

− bi
∂aj
∂ui

))
∂

∂uj
. (1.12)

Em particular, [X, Y ] ∈ X(V ).

Demonstração: Seja ϕ : U × (−ε, ε) → IR3 dada por

ϕ(u1, u2, u3) = x(u1, u2) + u3N(x(u1, u2)),
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onde N é um campo diferenciável unitário normal a S em V. Temos que

ϕu1 = xu1 + u3Nu1 ,

ϕu2 = xu2 + u3Nu2 ,

ϕu3 = N.

onde ϕui =
∂ϕ

∂ui
, xui =

∂x

∂ui
e Nui =

∂N

∂ui
, 1 ≤ i ≤ 3. Como xu1 ,xu2 , N são

linearmente independentes, segue que ϕu1 , ϕu2 , ϕu3 são linearmente indepen-

dentes para ε suficientemente pequeno. Assim, restringindo U × (−ε, ε) se

necessário, podemos supor que ϕ é um difeomorfismo sobre Ṽ=ϕ(U × (−ε, ε)).

Denotemos por
∂̃

∂u1

,
∂̃

∂u2

e
∂̃

∂u3

os campos coordenados associados a ϕ, isto

é,
∂̃

∂ui
(ϕ(q)) = ϕui(q), 1 ≤ i ≤ 3. Observe que

∂̃

∂ui |V
=

∂

∂ui
para 1 ≤ i ≤ 2.

Sejam X̃ =
3∑
i=1

ai
∂̃

∂ui
, Ỹ =

3∑
i=1

bi
∂̃

∂ui
extensões de X e Y, respecti-

vamente. Então

[X̃, Ỹ ] =
3∑
j=1

(
3∑
i=1

(
ai
∂bj
∂ui

− bi
∂aj
∂ui

))
∂̃

∂uj
.

Portanto,

[X̃, Ỹ ]|V =
2∑
j=1

(
2∑
i=1

(
ai
∂bj
∂ui

− bi
∂aj
∂ui

))
∂

∂uj
.

tu

Corolário 1.1 Se S ⊂ IR3 é uma superf́ıcie regular, x : U ⊂ IR2 → V ⊂ S é

um sistema de coordenadas e
∂

∂u1

,
∂

∂u2

são os campos coordenados associados

a x, então [
∂

∂u1

,
∂

∂u2

]
= 0.
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Demonstração: Decorre imediatamente de (1.12). tu

Seja ψ : S1 → S2 é um difeomorfismo entre as superf́ıcies regulares

S1 e S2. Dado X ∈ X(S1) denotamos por ψ∗X o campo de vetores tangentes

a S2 dado por ψ∗X(ψ(p)) = dψ(p)Xp, para todo p ∈ S1.

Corolário 1.2 Seja ψ : S1 → S2 um difeomorfismo entre as superf́ıcies

regulares S1 e S2. Dados X, Y ∈ X(S1), temos que

[ψ∗X,ψ∗Y ] = ψ∗[X, Y ]. (1.13)

Demonstração: Seja x : U ⊂ IR2 → V ⊂ S1 um sistema de coordenadas

em S1 e sejam X|V =
2∑
i=1

ai
∂

∂ui
, Y|V =

2∑
i=1

bi
∂

∂ui
as expressões de X e Y em

V, respectivamente, em termos dos campos coordenados associados a x. Seja

y : U ⊂ IR2 → ψ(V ) ⊂ ψ(S1) = S2 o sistema de coordenadas em S2 dado

por y = ψ ◦ x. Então, os campos coordenados
∂

∂v1

,
∂

∂v2

associados a y são

dados por

∂

∂vi
= ψ∗

∂

∂ui
, 1 ≤ i ≤ 2.

Logo,

ψ∗X|ψ(V )
=

2∑
i=1

ãi
∂

∂vi
,

ψ∗Y|ψ(V )
=

2∑
i=1

b̃i
∂

∂vi
,

onde ãi ◦ ψ = ai e b̃i ◦ ψ = bi. Portanto, (1.13) segue de (1.12). tu

Se X é um campo diferenciável tangente a S e Y é um campo difer-

enciável ao longo de S, a derivada ∇̃XY dada por(
∇̃XY

)
(p) =

(
∇̃X̃ Ỹ

)
(p),
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onde X̃ e Ỹ são extensões diferenciáveis de X e Y, respectivamente, em um

aberto U ⊂ IR3 contendo p, está bem definida, uma vez que tal expressão

independe das extensões X̃ e Ỹ . Se X, Y ∈ X(S), definimos ∇XY ∈ X(S)

por

(∇XY ) (p) =
(
∇̃XY

)T
(p),

onde
(
∇̃XY

)T
denota a componente tangente de

(
∇̃XY

)
.

Proposição 1.6 As seguintes propriedades são satisfeitas para quaisquer

X, Y, Z ∈ X(S), f ∈ C∞(S) :

a) ∇fXY = f∇XY,

b) ∇XfY = X(f)Y + f∇XY,

c) X〈Y, Z〉 = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉 ,

d) ∇XY −∇YX = [X, Y ].

Além disso, se ∇ : X(S) × X(S) → X(S) também satisfaz as propriedades

acima, então ∇ = ∇.

Demonstração: Para as propriedades a), b) e d) basta tomar as compo-

nentes tangentes das fórmulas a), b) e d), respectivamente, da Proposição 1.3.

A fórmula c) segue imediatamente da fórmula c) da Proposição 1.3.Finalmente

a ultima afirmação segue de forma análoga à Proposição 1.3. tu

Corolário 1.3 Se f : S1 → S2 é uma isometria local entre as superf́ıcies

regulares S1 e S2 e ∇1,∇2 denotam as derivadas de campos de vetores em

S1 e S2, respectivamente, então

f∗
(
∇1
XY
)

= ∇2
f∗Xf∗Y. (1.14)



Derivação de campos de vetores 18

Demonstração: Como f é uma isometria local, podemos definir

∇XY = f−1
∗
(
∇2
f∗Xf∗Y

)
. (1.15)

para cada X, Y ∈ X(S1). Dáı, um cálculo direto mostra que ∇ satisfaz as

condições a),...,d) da Proposição 1.6. Por exemplo, a propriedade d) decorre

de

∇XY −∇YX = f−1
∗
(
∇2
f∗Xf∗Y −∇2

f∗Y f∗X
)

= f−1
∗ ([f∗X, f∗Y ])

= f−1
∗ (f∗[X, Y ]) = [X, Y ],

usando o Corolário 1.2. Logo, pela unicidade, ∇ = ∇1. tu

Uma 1-forma ω em S é uma aplicação diferenciável

ω : S −→ ∪p∈S(TpS)∗

p 7→ ωp.

A derivada covariante de ω é definida por:

∇ω(X,Y ) = Xω(Y )− ω(∇XY ) (1.16)

para quaisquer X, Y ∈ X(S). O valor de ∇ω(X, Y ) no ponto p ∈ S, onde

ω(Y ) é definida por ω(Y )(p) = ωp(Yp) ∈ IR, depende apenas de Xp e Yp, logo

faz sentido escrever ∇ω(Xp, Yp), isto é, ∇ω define, para cada ponto p ∈ S,

uma aplicação bilinear ∇ω(p) : TpS × TpS −→ IR.

A derivada exterior da 1-forma ω é a 2-forma definida por:

dω(X, Y ) = ∇ω(X,Y )−∇ω(Y,X) (1.17)
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para quaisquer X, Y ∈ X(S). Usando (1.16) em (1.17), obtemos

dω(X, Y ) = Xω(Y )− ω(∇XY )− Y ω(X) + ω(∇YX)

= Xω(Y )− Y ω(X)− ω([X, Y ]) (1.18)

Se ω = (ω1, ω2, ω3) é uma 1-forma em S com valores em IR3, defini-

mos

dω(X, Y ) = (dω1(X,Y ), dω2(X, Y ), dω3(X, Y ))

para quaisquer X, Y ∈ X(S). Decorre de (1.18) que

dω(X, Y ) = ∇̃Xω(Y )− ∇̃Y ω(X)− ω([X, Y ]) (1.19)

para quaisquer X, Y ∈ X(S).

1.3 A segunda forma fundamental

Seja S ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular. Dados X, Y ∈ X(S), definimos

α(X,Y ) =
(
∇̃XY

)⊥
, (1.20)

onde
(
∇̃XY

)⊥
denota a componente normal de ∇̃XY . Tomando compo-

nentes normais na equação

∇̃XY − ∇̃YX = [X, Y ]

e usando o fato que [X, Y ] ∈ X(S), obtemos que α(X, Y ) = α(Y,X). Por-

tanto, como
(
∇̃XY

)
(p) depende apenas de Xp, decorre da simetria de α que
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α(X, Y )(p) depende apenas de Xp e Yp. Assim, para cada p ∈ S, temos uma

aplicação bilinear simétrica

αp : TpS × TpS → (TpS)⊥

dada por αp(Xp, Yp) = α(X, Y )(p). Se Np é um vetor normal unitário a S em

p, podemos definir o operador A : TpS → TpS auto-adjunto por

〈AXp, Yp〉 = 〈αp(Xp, Yp), Np〉

para quaisquer Xp, Yp ∈ TpS. O operador linear A é chamado de segunda

forma fundamental da superf́ıcie regular S.

Proposição 1.7 AXp = −∇̃XpN para todo Xp ∈ TpS, onde N é um campo

unitário diferenciável normal a S em uma vizinhança de p.

Demonstração: Para quaisquer Xp, Yp ∈ TpS temos

〈AXp, Yp〉 = 〈αp(Xp, Yp), Np〉 = 〈∇̃XpY,Np〉 = 〈−∇̃XpN, Yp〉.

tu

Se S é uma superf́ıcie regular orientada, ou seja, existe um campo

diferenciável unitário N normal a S, então o campo N pode ser visto como

uma aplicação

N : S → S2(1)

p 7→ Np,

onde S2(1) é a esfera de raio 1 com centro na origem. Tal aplicação é chamada

de aplicação normal de Gauss da superf́ıcie S. Como o plano tangente a S2(1)



Segunda forma fundamental 21

em Np é ortogonal ao vetor posição Np, a diferencial dNp pode ser vista como

um operador linear

dNp : TpS → TpS ≈ TNpS
2(1).

Logo, temos que

dN(p)Xp =
d

dt
(N ◦ c(t))|t=0 = ∇̃XpN = −AXp.

onde c : I ⊂ IR −→ S é uma curva tal que c(0) = p e c′(0) = Xp. Assim, o

operador A : TpS → TpS pode ser identificado com −dN(p).

Dado Xp ∈ TpS unitário, seja c : I → S uma curva diferenciável

parametrizada pelo comprimento de arco tal que c(0) = p e c′(0) = Xp.

Derivando 〈c′(s), N(c(s))〉 = 0, para todo s ∈ I, em s = 0, obtemos

〈c′′(0), Np〉 = −〈Xp, ∇̃XpN〉 = 〈AXp, Xp〉.

Assim, 〈AXp, Xp〉 é a coordenada da componente normal do vetor curvatura

em p de qualquer curva diferenciável parametrizada pelo comprimento de arco

c : I → S com c(0) = p e c′(0) = Xp. Por esta razão, 〈AXp, Xp〉 é chamada

de curvatura normal de S em p segundo Xp, e é denotada por kn(Xp). Se

Yp ∈ TpS é um vetor unitário tal que {Xp, Yp, Np} é uma base ortonormal

positiva de IR3, o escalar kg(p) = 〈c′′(0), Yp〉 é a curvatura geodésica da curva

c em p e é denotada por . Assim,

c′′(0) = 〈c′′(0), Yp〉Yp + 〈c′′(0), Np〉Np = kg(p)Yp + kn(Xp)Np.

Em particular, a curvatura k de c em IR3 satisfaz

k2 := |c′′(0)|2 = k2
g + k2

n.
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Como A : TpS → TpS é um operador linear auto-adjunto, decorre

do Teorema Espectral que existem uma base ortonormal {Xp, Yp} de TpS e

k1 ≤ k2 ∈ IR tais que

AXp = k1Xp e AYp = k2Yp.

Os números k1 e k2 são, respectivamente, os valores mı́nimo e máximo das

curvaturas normais kn(Zp), Zp ∈ TpS, e são chamados de curvaturas princi-

pais de S em p. O produto k1 ·k2 = detA é chamado de curvatura Gaussiana

de S em p e é denotado por K(p). A média 1
2
(k1+k2) é chamada de curvatura

média de S em p e é denotada por H(p).

1.4 As equações de Gauss e Codazzi-Mainardi

Nesta seção obtemos as equações de Gauss e Codazzi-Mainardi de uma su-

perf́ıcie regular S em IR3 e demonstramos o Teorema Egregium de Gauss.

Dados Y, Z ∈ X(S), temos

∇̃YZ = ∇YZ + α(Y, Z) = ∇YZ + 〈AY,Z〉N.

Logo,

∇̃X∇̃YZ = ∇̃X∇YZ + ∇̃X〈AY,Z〉N

= ∇X∇YZ + 〈AX,∇YZ〉N +X〈AY,Z〉N + 〈AY,Z〉∇̃XN

= ∇X∇YZ + 〈A∇YZ,X〉N + 〈∇XAY,Z〉N + 〈AY,∇XZ〉N

−〈AY,Z〉AX, (1.21)
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para quaisquer X, Y, Z ∈ X(S). Analogamente,

∇̃Y ∇̃XZ = ∇Y∇XZ + 〈A∇XZ, Y 〉N

+ 〈∇YAX,Z〉N + 〈AX,∇YZ〉N − 〈AX,Z〉AY. (1.22)

Além disso,

∇̃[X,Y ]Z = ∇[X,Y ]Z + 〈A[X, Y ], Z〉N (1.23)

para quaisquer X, Y, Z ∈ X(S). Tomando as componentes tangente e normal

na equação

∇̃X∇̃YZ − ∇̃Y ∇̃XZ − ∇̃[X,Y ]Z = 0

e usando as equações (1.21), (1.22) e (1.23), obtemos

∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z − 〈AY,Z〉AX + 〈AX,Z〉AY = 0 (1.24)

e

〈A∇YZ,X〉+ 〈∇XAY,Z〉 = −〈AY,∇XZ〉+ 〈A∇XZ, Y 〉 (1.25)

+〈∇YAX,Z〉+ 〈AX,∇YZ〉+ 〈A[X, Y ], Z〉.

Como A é auto adjunto decorre da expressão (1.25) que

∇XAY −∇YAX = A[X, Y ],

para quaisquer X, Y ∈ X(S), ou, equivalentemente,

∇XAY −∇YAX = A∇XY − A∇YX, (1.26)

a qual é chamada de equação de Codazzi-Mainardi .
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A expressão

R(X, Y )Z := ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (1.27)

é chamada de tensor de curvatura relativo a ∇. Obtemos de (1.24) que

R(X, Y )Z = 〈AY,Z〉AX − 〈AX,Z〉AY, (1.28)

a qual é chamada de equação de Gauss . Em particular, se X1, X2 formam

uma base ortonormal de TpS, então

〈R(X1, X2)X2, X1〉 = detA = K(p).

Teorema 1.1 (Egregium de Gauss): Seja f : S1 → S2 uma isometria local.

Então

K2(f(p)) = K1(p)

para todo p ∈ S1, onde Ki denota a curvatura gaussiana de Si, i = 1, 2.

Demonstração: Sejam X, Y, Z ∈ X(S1). Como [f∗X, f∗Y ] = f∗[X, Y ],

temos

R2(f∗X, f∗Y )f∗Z = ∇2
f∗X∇

2
f∗Y f∗Z −∇

2
f∗Y∇

2
f∗X

f∗Z −∇2
[f∗X,f∗Y ]f∗Z

= f∗∇1
X∇1

YZ − f∗∇1
Y∇1

XZ − f∗∇1
[X,Y ]Z

= f∗(R
1(X, Y )Z),

onde Ri denota o tensor de curvatura relativo a ∇i, i = 1, 2. Assim, escol-

hendo uma base ortonormal {Xp, Yp} de TpS1, temos que {f∗Xp, f∗Yp} é uma
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base ortonormal de Tf(p)S2 e, portanto,

K2(f(p)) = 〈R2(f∗Xp, f∗Yp)f∗Yp, f∗Xp〉 = 〈f∗R1(Xp, Yp)Y, f∗Xp〉

= 〈R1(Xp, Yp)Yp, Xp〉 = K1(p).

tu

1.5 Teorema Fundamental das Superf́ıcies

Nesta seção definimos os coeficientes da primeira e segunda formas funda-

mentais com respeito a um sistema de coordenadas e exprimimos as equações

de Gauss e Codazzi-Mainardi em termos de tais coeficientes. Em seguida

enunciamos o Teorema Fundamental das Superf́ıcies, segundo o qual uma

superf́ıcie fica determinada, a menos de sua posição no espaço, por funções

satisfazendo tais equações.

Definição 1.4 Sejam S uma superf́ıcie regular e x : U ⊂ IR2 −→ S um

sistema de coordenadas. Os coeficientes da primeira forma fundamental,

com respeito ao sistema x, são as funções diferenciáveis E,F,G dadas por

E = 〈xu1xu1〉, F = 〈xu1 ,xu2〉, G = 〈xu2 ,xu2〉.

SeN é um campo diferenciável unitário normal a S, os coeficientes da segunda

forma fundamental com respeito a x e N são dados por

e = 〈xu1u1 , N〉, f = 〈xu1u2 , N〉, g = 〈xu2u2 , N〉.
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Aplicando as equações de Gauss (1.28) e Codazzi-Mainardi (1.26)

aos campos coordenados
∂

∂u1

e
∂

∂u2

associados ao sistema de coordenadas x :

U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S obtemos o seguinte sistema de equações diferenciais

parciais
−E eg − f 2

EG− F 2
= (Γ2

12)u1 − (Γ2
11)u2 + Γ1

12Γ
2
11 − Γ1

11Γ
2
12 + (Γ2

12)
2 − Γ1

11Γ
2
22,

eu2 − fu1 = eΓ1
12 + f(Γ2

12 − Γ1
11)− gΓ2

11,

fu2 − gu1 = eΓ1
22 + f(Γ2

22 − Γ1
12)− gΓ2

12,

(1.29)

onde Γkij são os śımbolos de Christoffel da superf́ıcie S dados por

∇ ∂
∂u1

∂

∂u1

= Γ1
11

∂

∂u1

+ Γ2
11

∂

∂u2

,

∇ ∂
∂u1

∂

∂u2

= Γ1
12

∂

∂u1

+ Γ2
12

∂

∂u2

,

∇ ∂
∂u2

∂

∂u2

= Γ1
22

∂

∂u1

+ Γ2
22

∂

∂u2

.

Reciprocamente, temos o seguinte resultado fundamental da teoria

de superf́ıcies (cf. [13]).

Teorema 1.2 (Teorema Fundamental das Superf́ıcies). Sejam E, F ,

G, e, f , g funções diferenciáveis definidas em um subconjunto aberto e sim-

plesmente conexo V ⊂ IR2, com E > 0 e G > 0. Suponha que estas funções

satisfaçam as equações de compatibilidade (1.29) e que EG−F 2 > 0. Então

existe um difeomorfismo x : U −→ x(U) ⊂ IR3 tal que a superf́ıcie regu-

lar x(U) ⊂ IR3 possue E, F, G e e, f, g como coeficientes da primeira e

segunda formas fundamentais, respectivamente. Além disso, se V é conexo

e se x : V −→ x(V ) ⊂ IR3 é outro difeomorfismo satisfazendo as mesmas
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condições, então existem uma translação T e uma transformação linear or-

togonal ρ em IR3 tais que x = T ◦ ρ ◦ x.

Em particular, seja x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S um sistema de

coordenadas principal. Defina v1, v2, V1, V2, h12 e h21 por

E = v2
1, G = v2

2, e = v1V1, g = v2V2, h12 =
1

v1

∂v2

∂u1

e h21 =
1

v2

∂v1

∂u2

. (1.30)

Observe que as curvaturas principais de S em x(U) são dadas por

k1 =
V1

v1

e k2 =
V2

v2

.

Sejam X1, X2 campos unitários definidos por
∂

∂u1

= v1X1 e
∂

∂u2

= v2X2.

Então

∇ ∂
∂u1

X2 = 〈∇ ∂
∂u1

X2, X1〉X1 = 〈∇ ∂
∂u1

1

v2

∂

∂u2

,
1

v1

∂

∂u1

〉X1

=
1

v1v2

〈∇ ∂
∂u1

∂

∂u2

,
∂

∂u1

〉X1 =
1

v1v2

〈∇ ∂
∂u2

∂

∂u1

,
∂

∂u1

〉X1

=
1

v1v2

1

2

∂v2
1

∂u2

X1 =
1

v2

∂v1

∂u2

X1 = h21X1,

logo

∇ ∂
∂u1

∂

∂u2

= ∇ ∂
∂u1

v2X2 =
∂v2

∂u
X2 + v2h21X1

=
1

v2

∂v2

∂u1

∂

∂u2

+
v2

v1

h21
∂

∂u1

=
v1

v2

h12
∂

∂u2

+
v2

v1

h21
∂

∂u1

,

portanto Γ1
12 =

v2

v1

h21 e Γ2
12 =

v1

v2

h12.
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Os demais śımbolos de Christoffeel podem ser obtidos a partir destes.

As equações de Gauss e Codazzi-Mainardi (1.29) reduzem-se então a

∂h12

∂u1

+
∂h21

∂u2

+ V1V2 = 0

∂v1

∂u2

= h21v2

∂v2

∂u1

= h12v1

∂V1

∂u2

= h21V2

∂V2

∂u1

= h12V1

(1.31)

Neste caso, o Teorema Fundamental das Superf́ıcies fica:

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental das Superf́ıcies). Seja (v1, v2,

V1, V2, h12, h21) uma solução do sistema (1.31) em um subconjunto aberto

e simplesmente conexo V ⊂ IR2, com v1 > 0 e v2 > 0. Então existe um

difeomorfismo x : V −→ x(V ) ⊂ IR3, o qual é um sistema de coordenadas

principal na superf́ıcie regular x(V ) em relação ao qual os coeficientes da

primeira e segunda formas fundamentais são dados por (1.30). Além disso,

se V é conexo e se x : V −→ x(V ) ⊂ IR3 é outro difeomorfismo satisfazendo

as mesmas condições, então existem uma translação T e uma transformação

linear ortogonal ρ em IR3 tais que x = T ◦ ρ ◦ x.

1.6 Gradiente, Hessiano e Laplaciano

Se ϕ : S −→ IR é uma função diferenciável definida na superf́ıcie regular

S ⊂ IR3, o gradiente 5ϕ(p) de ϕ no ponto p ∈ S é o vetor de TpS definido
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por:

dϕ(p)Xp = 〈5ϕ(p), Xp〉

para todo Xp ∈ TpS.

É conveniente obtermos uma expressão para 5ϕ(p) em coordenadas.

Proposição 1.8 Sejam x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S um sistema de coorde-

nadas e ϕ : S −→ IR diferenciável. Então o gradiente de ϕ é dado por:

5ϕ =

(
Gϕu − Fϕv
EG− F 2

)
∂

∂u
−
(
Fϕu − Eϕv
EG− F 2

)
∂

∂v
(1.32)

onde E,F e G são os coeficientes da primeira forma fundamental com re-

speito a x, ϕu =
∂

∂u
(ϕ ◦ x−1) e ϕv =

∂

∂v
(ϕ ◦ x−1).

Demonstração: Escrevendo

∇ϕ(p) = a
∂

∂u
(p) + b

∂

∂v
(p),

temos

ϕu = 〈5ϕ, ∂
∂u
〉 = aE + bF.

Analogamente, ϕv = aF + bG. Portanto, ϕu

ϕv

 =

 E F

F G


 a

b

 ,

ou seja,  a

b

 =
1

EG− F 2

 G −F

−F E


 ϕu

ϕv

 .
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Logo, vale (1.32). tu

É fácil ver de (1.32) que

‖ 5 ϕ‖2 =
Eϕ2

v − 2Fϕuϕv +Gϕ2
u

EG− F 2
, (1.33)

e que, dadas duas funções diferenciáveis ϕ, ψ : S ⊂ IR3 −→ IR,

〈5ϕ,5ψ〉 =
Eϕvψv − F (ϕuψv + ϕvψu) +Gϕuψu

EG− F 2
. (1.34)

Lema 1.2 Um campo Z em uma superf́ıcie regular é (localmente) um campo

gradiente se, e somente se,

〈∇XZ, Y 〉 = 〈∇YZ,X〉 (1.35)

para quaisquer X, Y ∈ X(S).

Demonstração: Defina a 1-forma ω por ω(T ) = 〈Z, T 〉. Então

dω(T,W ) = Tω(W )−Wω(T )− ω([T,W ])

= T 〈Z,W 〉 −W 〈Z, T 〉 − 〈Z, [T,W ]〉

= 〈∇TZ,W 〉+ 〈Z,∇TW 〉 − 〈∇WZ, T 〉 − 〈Z,∇WT 〉 − 〈Z, [T,W ]〉

= 〈∇TZ,W 〉 − 〈∇WZ, T 〉.

Portanto as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Vale (1.35); (ii) ω é fechada; (iii) existe localmente ϕ tal que ω = dϕ;

(iv) existe localmente ϕ tal que ∇ϕ = Z. tu
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Definição 1.5 O Hessiano Hess ϕ da função diferenciável ϕ : S −→ IR é

definido por

Hess ϕ(p)(Xp, Yp) = 5(dϕ)(p)(Xp, Yp)

Observação 1.2 (1) Se c : I −→ S é uma geodésica com c(0) = p e

c′(0) = Xp, então Hessϕ(p)(Xp, Xp) = c′′(0).

(2)Hess ϕ(X, Y ) = Xdϕ(Y )−dϕ(∇XY ) = XY (ϕ)−(∇XY )(ϕ) = X〈5ϕ, Y 〉

− 〈5ϕ,∇XY 〉 = 〈∇X 5 ϕ, Y 〉. Assim, o operador linear Ĥess ϕ(p) induzi-

do pela aplicação bilinear Hess ϕ(p) é dado por Ĥess ϕ(p)(Xp) = ∇Xp 5 ϕ

para todo Xp ∈ TpS;

(3) Hess ϕ é simétrico, pois

Hess ϕ(X, Y )−Hess ϕ(Y,X) = XY (ϕ)−∇XY (ϕ)− Y X(ϕ) +∇YX(ϕ)

= XY (ϕ)− Y X(ϕ)−∇XY (ϕ) +∇YX(ϕ)

= ([X, Y ]− (∇XY +∇YX))(ϕ) = 0

Definição 1.6 O Laplaciano 4ϕ da função diferenciável ϕ : S ⊂ IR3 −→ IR

é definido por

4ϕ(p) = tr(Hess ϕ(p)) = Hessϕ(X1, X1) +Hessϕ(X2, X2)

onde {X1, X2} é uma base ortonormal de TpS.

Observação 1.3 Sejam S uma superf́ıcie regular, x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S

um sistema de coordenadas em S e E,F e G os coeficientes da primeira forma
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fundamental de S associados a x. Então um cálculo longo mas direto mostra

que o Laplaciano 4ϕ da função diferenciável ϕ : V = x(U) ⊂ S −→ IR é

dado por

4ϕ =
1√

EG− F 2

(
∂

∂u

(
Gϕu − Fϕv√
EG− F 2

)
+

∂

∂v

(
Eϕv − Fϕu√
EG− F 2

))
. (1.36)

Em particular o Laplaciano 4ϕ da função diferenciável ϕ : V ⊂ IR2 −→ IR

em relação ao sistema de coordenadas cartesianas em V é dado pela expressão

usual

4ϕ(p) =
∂2ϕ

∂x2
(p) +

∂2ϕ

∂y2
(p).



Caṕıtulo 2

Superf́ıcies Isotérmicas em IR3

Neste caṕıtulo introduzimos a classe de superf́ıcies isotérmicas que estudare-

mos no restante deste trabalho. Mostramos que tal classe é invariante por

inversões e inclui, por exemplo, as superf́ıcies com curvatura média con-

stante, as quádricas e as superf́ıcies cujas linhas de curvatura têm curvatura

geodésica constante, em particular, as ćıclides de Dupin.

2.1 Aplicações conformes

O objetivo desta seção é introduzir alguns fatos básicos sobre aplicações

conformes entre subconjuntos abertos do espaço Euclidiano. Iniciamos com

um resultado elementar de álgebra linear. Lembramos que o ângulo (não-

orientado) entre dois vetores v, w de um espaço vetorial munido de um pro-

duto interno 〈 , 〉 é o único número real θ ∈ [0, π] tal que cos θ =
〈v, w〉
|v||w|

.

33
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Denotamos θ = ∠(u, v).

Proposição 2.1 Seja T : V → W uma transformação linear entre os es-

paços vetoriais com produto interno V e W . São equivalentes:

(a) T preserva ângulos, i.e., ∠(Tv, Tw) = ∠(v, w) para quaisquer v, w ∈ V .

(b) Existe λ > 0 tal que |Tv| = λ|v| para todo v ∈ V .

(c) Existe λ > 0 tal que 〈Tv, Tw〉 = λ2〈v, w〉 para quaisquer v, w ∈ V .

(d) Existem λ > 0 e uma base {v1, ..., vn} de V tais que 〈Tvi, T vj〉 =

λ2〈vi, vj〉 para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ n.

Demonstração: A equivalência entre (c) e (d) e as implicações (c) =⇒ (b)

e (c) =⇒ (a) são de verificação simples. Provemos as seguintes implicações:

(b) =⇒ (c) Usando a identidade de polarização, temos para v, w ∈ V :

〈Tv, Tw〉 =
1

4
|Tv + Tw|2 − 1

4
|Tv − Tw|2

=
1

4
|T (v + w)|2 − 1

4
|T (v − w)|2

= λ2(
1

4
|v + w|2 − 1

4
|v − w|2)

= λ2〈v, w〉.

(a) =⇒ (c) Seja {e1, ..., en} uma base ortonormal de V. Como T preserva

ângulos, os vetores T (e1), ..., T (en) são dois a dois ortogonais. Dados i 6= j,

o ângulo θ = ∠(ei, ei + ej) é dado por

cos θ =
〈ei, ei + ej〉
|ei||ei + ej|

=
1√
2
,
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ou seja, θ =
π

4
. Usando novamente que T preserva ângulos, temos

〈T (ei), T (ei + ej)〉
|T (ei)||T (ei + ej)|

=
1√
2

e dáı

|T (ei)| =
〈T (ei), T (ei)〉

|T (ei)|
=

1√
2
|T (ei + ej)|.

Como os papéis de ei e ej são permutáveis, temos também

|T (ej)| =
1√
2
|T (ei + ej)|

e assim deduzimos que |T (ei)| = |T (ej)| para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ n. Con-

clúımos agora facilmente que (c) se verifica com λ = |L(ei)|. tu

Uma transformação linear T : V −→ W que satisfaz uma das (e,

portanto, todas as) condições da Proposição 2.1 é chamada de uma semel-

hança de razão λ. É fácil ver que uma semelhança T : V −→ W de razão λ

é a composta de uma transformação linear ortogonal R : V −→ W e uma

homotetia H de razão λ dada por H(w) = λw para todo w ∈ W.

Definição 2.1 Uma aplicação diferenciável f : U → V entre subconjuntos

abertos de IRn é conforme se df(p) : IRn −→ IRn é uma semelhança para

todo p ∈ U .

Se f : U → V é uma aplicação conforme entre os abertos U, V ⊂ IRn,

a função λ : U −→ IR+ que a cada p ∈ U associa a razão de semelhança

λ(p) de df(p) é chamada de fator conforme da aplicação f. Observe que

λ : U −→ IR+ é uma função diferenciável. De fato, se X é um campo
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de vetores diferenciável unitário em U então λ(p) = |df(p)X(p)| para todo

p ∈ U.

Se f : S1 −→ S2 é uma aplicação diferenciável entre superf́ıcies re-

gulares de IR3, diz-se que f é conforme se df(p) : TpS1 → Tf(p)S2 é uma

semelhança para todo p ∈ S1.

A proposição seguinte mostra que as aplicações conformes entre sub-

conjuntos abertos do plano são precisamente as aplicações holomorfas e anti-

holomorfas.

Proposição 2.2 Seja F : U ⊂ IR2 −→ IR2, F (x, y) = (u(x, y), v(x, y)), uma

aplicação diferenciável. Então F é conforme se, e somente se, F = u + iv :

U ⊂ C −→ C é holomorfa ou anti-holomorfa.

Demonstração: Pela Proposição 2.1, F é conforme se, e somente se,

〈∂F
∂x

(x, y),
∂F

∂x
(x, y)〉 = 〈∂F

∂y
(x, y),

∂F

∂y
(x, y)〉 e 〈∂F

∂x
(x, y),

∂F

∂y
(x, y)〉 = 0

para todo (x, y) ∈ U, ou equivalentemente, u2
x + v2

x = u2
y + v2

y ,

uxuy + vxvy = 0.

(2.1)

A segunda equação é equivalente a (ux, vx)⊥(uy, vy), ou seja, a ux = −αvy,

vx = αuy,
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para alguma função diferenciável α : U −→ IR. Usando a primeira equação

em (2.1), obtemos que F é conforme se, e somente se, ux = −vy

vx = uy

ou

 ux = vy

vx = −uy
,

ou seja, se, e somente se, F = u+ iv é holomorfa ou anti-holomorfa. tu

Considere, em particular, a aplicação anti-holomorfa

I : C − {0} −→ C

Z −→ 1

Z
.

Vista como aplicação de IR2 − {0} em IR2, temos que I é dada por

I(x, y) =
1

x2 + y2
(x, y),

ou seja,

I(p) =
p

|p|2
.

Geometricamente, I(p) é o único ponto da semi-reta que liga 0 a p tal que

|I(p)||p| = 1.

A aplicação I é chamada de inversão em relação ao ćırculo com centro em

0 ∈ IR2 e raio 1. Mais geralmente, a inversão em relação à esfera S(p0; r)

com centro em p0 ∈ IRn e raio r é definida por

I : IRn − {p0} → IRn − {p0}

p 7→ p0 +
r2

|p− p0|2
(p− p0). (2.2)
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Analogamente ao caso do plano, I(p) é o único ponto da semi-reta que liga

p0 a p tal que

|I(p)− p0||p− p0| = r2.

Em particular, I(p) = p para todo p ∈ S(p0; r) e I2 = id.

Proposição 2.3 A inversão I : IRn − {p0} → IRn − {p0}, relativa à esfera

S(p0; r), é um difeomorfismo conforme com fator conforme λ(p) =
r2

|p− p0|2
.

Demonstração: Seja c : (−ε, ε) → IRn − {p0} uma curva diferenciável tal

que c(0) = p e c′(0) = Xp. Então

dI(p) ·Xp = (I ◦ c)′(t)|t=0

=
r2

|c(t)− p0|2

(
c′(t)− 2〈c(t)− p0, c

′(t)〉
|c(t)− p0|2

(c(t)− p0)

)
|t=0

=
r2

|p− p0|2

(
Xp −

2〈p− p0, Xp〉
|p− p0|2

(p− p0)

)

=
r2

|p− p0|2
PpXp,

onde

PpXp = Xp −
2〈p− p0, Xp〉
|p− p0|2

(p− p0). (2.3)

Um cálculo direto mostra que Pp é uma isometria. Assim,

〈dI(p) ·Xp, dI(p) · Yp〉 =
r4

|p− p0|4
〈Pp(Xp),Pp(Yp)〉

=
r4

|p− p0|4
〈Xp, Yp〉.

O fato de I ser um difeomorfismo decorre de I2 = id. tu
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O seguinte teorema mostra que, em contraste com o caso do plano,

a classe de aplicações conformes entre abertos de IRn com n ≥ 3 é bastante

restrita.

Teorema 2.1 (Liouville). Seja T : U ⊂ IRn −→ IRn (n ≥ 3) uma aplicação

conforme, onde U é um subconjunto aberto conexo de IRn. Então existem

uma inversão I e uma semelhança S tais que T = I ◦ S|U .

Demonstração: Ver [13]. tu

2.2 Sistemas de coordenadas isotérmicos

Nesta seção definimos sistemas de coordenadas isotérmicos em uma superf́ıcie

regular S ⊂ IR3. Mostramos que a existência de tais sistemas de coordenadas

em uma superf́ıcie é equivalente à existência de soluções de um sistema de

equações diferenciais parciais conhecido como equações de Beltrami.

Definição 2.2 Seja S ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular. Um sistema de coor-

denadas x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S é dito isotérmico se x é uma aplicação

conforme.

Usando a Proposição 2.1-d), obtemos a seguinte caracterização dos

sistemas de coordenadas isotérmicos em termos dos coeficientes da primeira

forma fundamental.
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Proposição 2.4 Seja S ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular. Um sistema de co-

ordenadas x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S é isotérmico se, e somente se, os

coeficientes da primeira forma fundamental satisfazem E = G e F = 0.

Corolário 2.1 Seja x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S um sistema de coordenadas

isotérmico na superf́ıcie regular S ⊂ IR3. Defina ϕ, ψ : x(U) −→ IR por

ϕ(x(u, v)) = u e ψ(x(u, v)) = v. (2.4)

Então

| 5 ψ|2 = | 5 ϕ|2 6= 0, (2.5a)

〈5ϕ,5ψ〉 = 0. (2.5b)

Reciprocamente, se ϕ, ψ : V ⊂ S −→ IR são funções diferenciáveis no

aberto V ⊂ S satisfazendo (2.5), então para cada ponto p ∈ V existem

um subconjunto aberto Ṽ ⊂ V e um sistema de coordenadas isotérmico

x : Ũ ⊂ IR2 −→ Ṽ tais que ϕ, ψ são dadas por (2.4).

Demonstração: Usando as equações (1.33) e (1.34), obtemos que os coe-

ficientes da primeira forma fundamental são dados por

E =
| 5 ψ|2

A
, F = −〈5ϕ,5ψ〉

A
, G =

| 5 ϕ|2

A
,

onde A = | 5 ϕ|2| 5 ψ|2 − 〈5ϕ,5ψ〉. As equações (2.5) decorrem então da

Proposição 2.4.

Reciprocamente, defina y : V −→ IR2 por y(q) = (ϕ(q), ψ(q)). Como

dy(p)Xp = (〈5ϕ(p), Xp〉, 〈5ψ(p), Xp〉)
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temos que dy(p)Xp = 0 se, e somente se, Xp = 0, pois {5ϕ(p),5ψ(p)} é

uma base ortogonal de TpS por (2.5). Pelo teorema da função inversa, existe

um aberto Ṽ ⊂ V contendo p tal que y|Ṽ : Ṽ −→ Ũ é um difeomorfismo.

Basta agora definir x = (y|Ṽ )−1. tu

Proposição 2.5 Seja x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S um sistema de coordenadas

na superf́ıcie regular S ⊂ IR3. Então ϕ, ψ : x(U) −→ IR satisfazem (2.5) se

e, somente se, ϕ, ψ satisfazem as equações de Beltrami Eϕv − Fϕu = ψu,

Fϕv −Gϕu = ψv.

(2.6)

Demonstração: Pela equação (1.34) temos que

〈5ϕ,5ψ〉 =
Eϕvψv − F (ϕuψv + ϕvψu) +Gϕuψu

EG− F 2
.

Logo, vale (2.5b) se, e somente se,

Eϕvψv − F (ϕuψv + ϕvψu) +Gϕuψu = 0,

ou seja,

ψv(Eϕv − Fϕu)− ψu(Fϕv −Gϕu) = 0,

ou ainda,

〈(Eϕv − Fϕu, Fϕv −Gϕu), (ψv,−ψu)〉 = 0.

Portanto, (2.5b) é equivalente à existência de uma função diferenciável µ :

U −→ IR tal que  µ(Eϕv − Fϕu) = ψu

µ(Fϕv −Gϕu) = ψv

, (2.7)
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ou seja,

µ

E F

F G


 ϕv

−ϕu

 =

ψu
ψv

 .

A equação acima é equivalente a ϕv

−ϕu

 =
1

µ
√
EG− F 2

 G −F

−F E


ψu
ψv

 ,

ou seja,

ϕu = − 1

µ

Eψv − Fψu√
EG− F 2

ϕv = − 1

µ

Fψv −Gψu√
EG− F 2

(2.8)

Agora, usando (2.7) e (2.8) obtemos

ϕuψv − ϕvψu√
EG− F 2

= −µ|∇ϕ|2

ϕuψv − ϕvψu√
EG− F 2

= − 1

µ
|∇ψ|2

.

Usando (2.5a) obtemos que µ2 = 1. tu

Observação 2.1 1)A condição de integrabilidade ϕuv = ϕvu de (2.8) impli-

ca:

∂

∂v

(
Eψv − Fψu√
EG− F 2

)
=

∂

∂u

(
Fψv −Gψu√
EG− F 2

)
,

ou seja, 4ϕ = 0; em outras palavras ϕ deve ser uma função harmoni-

ca. Analogamente, 4ψ = 0. Assim, um sistema de coordenadas isotérmico

x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S em uma superf́ıcie regular S ⊂ IR3 fica deter-

minado por um par de funções harmônicas ϕ, ψ : x(U) −→ IR satisfazendo
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〈5ϕ,5ψ〉 = 0;

2) Se o sistema de coordenadas x já é isotérmico, ou seja, E = G = λ e

F = 0, então o sistema (2.6) reduz-se a ϕv = ψu

ϕu = −ψv,

ou seja, ϕ+ iψ é uma função holomorfa.

Para a demonstração da existência de soluções das equações de Bel-

trami, veja [14]. Assim, do Corolário 2.1 e da Proposição 2.5 obtemos o

seguinte resultado.

Teorema 2.2 Toda superf́ıcie regular S ⊂ IR3 admite localmente sistemas

de coordenadas isotérmicos.

2.3 Redes Isotérmicas

Nesta seção introduzimos a noção de redes isotérmicas em uma superf́ıcie

regular S ⊂ IR3. Caracterizamos, em termos dos coeficientes da primeira

forma fundamental, quando as famı́lias de curvas coordenadas de um sistema

de coordenadas ortogonal determinam uma rede isotérmica. Caracterizamos

ainda tais redes em termos das curvaturas geodésicas de suas curvas integrais.

Uma distribuição E de retas em uma superf́ıcie regular S é uma

aplicação que a cada ponto p ∈ S associa um subespaço unidimensional

E(p) ∈ TpS. Dizemos que a distribuição E é diferenciável se, para cada
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ponto p ∈ S, existem uma vizinhança U ⊂ S de p e um campo de vetores

diferenciável X definido em U tais que X(q) gera E(q) para todo q ∈ U.

Uma rede ortogonal diferenciável de retas em S é um par E = (E1, E2) de

distribuições diferenciáveis de retas tal que E1(p) e E2(p) são ortogonais para

todo p ∈ S.

Definição 2.3 Uma rede ortogonal diferenciável E = (E1, E2) de retas em

uma superf́ıcie regular S é isotérmica se, para todo ponto p ∈ S, existem

uma vizinhança aberta U ⊂ S de p e um sistema de coordenadas isotérmico

x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S cujas curvas coordenadas são as curvas integrais

de E1 e E2.

Exemplo 2.1 Decorre da Proposição 2.2 que as redes isotérmicas em um

aberto U ⊂ IR2 são precisamente aquelas cujas curvas integrais são as cur-

vas de ńıvel das partes real e imaginária das funções holomorfas ou anti-

holomorfas definidas em U .

A proposição seguinte caracteriza, em termos dos coeficientes da

primeira forma fundamental, quando as famı́lias de curvas coordenadas de

um sistema ortogonal determinam uma rede isotérmica.

Proposição 2.6 As famı́lias de curvas coordenadas de um sistema de co-

ordenadas ortogonal determinam uma rede isotérmica se, e somente se, os

coeficientes da primeira forma fundamental de S com respeito a tal sistema

satisfazem

∂2

∂u∂v

(
log

E

G

)
= 0. (2.9)
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Demonstração: Suponha que x : I × J −→ S seja um sistema de coor-

denadas ortogonal satisfazendo (2.9). Então existem funções f : I −→ IR e

g : J −→ IR tais que

log
E(u, v)

G(u, v)
= log f(u)− log g(v), para quaisquer u ∈ I, v ∈ J.

Logo, existe uma função diferenciável λ : I × J −→ IR tal que

E(u, v)

f(u)
=
G(u, v)

g(v)
= λ(u, v), para todo (u, v) ∈ I × J.

Considere agora a mudança de coordenadas

ũ =

∫ √
f(u)du, ṽ =

∫ √
g(v)dv.

Então

xũ = xu
du

dũ
=

xu√
f(u)

, xṽ = xv
dv

dṽ
=

xv√
g(v)

.

Assim,

Ẽ(u, v) = 〈xũ,xũ〉 =
E(u, v)

f(u)
= λ(u, v) =

G(u, v)

g(v)
= 〈xṽ,xṽ〉 = G̃(u, v),

portanto (ũ, ṽ) definem um sistema de coordenadas isotérmico pela Proposição

2.4. A rećıproca é trivial. tu

Exemplo 2.2 Seja x(u, v) = (sen u cos v, sen u sen v, cosu) o sistema de co-

ordenadas usual da esfera S2 ⊂ IR3 cujas curvas coordenadas são os paralelos

e meridianos. Note que este sistema de coordenadas não é conforme, pois os

coeficientes da primeira forma fundamental são E(u, v) = 1, F (u, v) = 0 e

G(u, v) = sen2u. No entanto, fazendo u1 = −
∫

du

sen u
= log coth

u

2
e v1 = v,
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obtemos uma parametrização conforme da esfera cujas curvas coordenadas

são ainda os paralelos e meridianos, conhecida como projeção de Mercator.

Na seguinte proposição caracterizamos redes isotérmicas em uma

superf́ıcie regular em termos das curvaturas geodésicas das suas curvas inte-

grais.

Proposição 2.7 Seja E = (E1, E2) uma rede ortogonal em uma superf́ıcie

regular orientada S. Então E é isotérmica se, e somente se, as curvaturas

geodésicas k1
g e k2

g das curvas integrais de E1 e E2, respectivamente, satis-

fazem

Y (k1
g) + Z(k2

g) = 0,

onde {Y, Z} é um referencial ortonormal local positivo de S tal que Y gera

E1 e Z gera E2.

Demonstração: Seja x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ IR um sistema de coor-

denadas ortogonal positivo cujas curvas coordenadas são as curvas integrais

de E1 e E2, respectivamente. Então
∂

∂u
= AY e

∂

∂v
= BZ, onde A =

√
E e

B =
√
G. A curvatura geodésica k1

g de uma curva coordenada v = v0 é

k1
g = 〈∇Y Y, Z〉 = 〈∇ 1

A
∂
∂u

1

A

∂

∂u
,

1

B

∂

∂v
〉 = 〈 1

A2
∇ ∂

∂u

∂

∂u
,

1

B

∂

∂v
〉

=
1

A2B
〈∇ ∂

∂u

∂

∂u
,
∂

∂v
〉.

Mas

〈∇ ∂
∂u

∂

∂u
,
∂

∂v
〉 = −〈 ∂

∂u
,∇ ∂

∂v

∂

∂u
〉 = −1

2

∂

∂v
A2 = −AAv.
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Logo,

k1
g = − 1

AB
Av.

Analogamente, k2
g = 1

AB
Bu. Agora note que:

Y (k1
g) =

1

A

∂

∂u
(k1
g) = − 1

A
[(

1

AB
)uAv +

1

AB
Auv]

e

Z(k2
g) =

1

B

∂

∂v
(k2
g) =

1

B
[(

1

AB
)vBu +

1

AB
Buv].

Por outro lado,

∂2

∂u∂v
log(

A

B
) =

∂

∂v
(
Au
A
− Bu

B
) =

Auv
A

− AuAv
A2

− Buv

B
+
BuBv

B2
.

Conclúımos que

Y (k1
g) + Z(k2

g) = − 1

2
√
EG

∂2

∂u∂v
log

E

G
.

O resultado decorre então da Proposição 2.6. tu

Corolário 2.2 Seja E = (E1, E2) uma rede ortogonal em uma superf́ıcie

regular orientada S. Se as curvas integrais de E1 e E2 têm curvatura geodésica

constante, então E é isotérmica.

Exemplo 2.3 Decorre do Corolário 2.2 que qualquer rede ortogonal em IR2

tal que as curvas integrais de ambas as distribuições são arcos de ćırculos ou

segmentos de retas é uma rede isotérmica.

Corolário 2.3 Se E = (E1, E2) é uma rede isotérmica tal que as curvas

integrais de E1 têm curvatura geodésica constante, então o mesmo vale para

as curvas integrais de E2.



Tensores de Codazzi 48

2.4 Tensores de Codazzi

Definimos nesta seção tensores de Codazzi em uma superf́ıcie regular S ⊂ IR3.

Obtemos algumas propriedades básicas de tais tensores e caracterizamos, em

termos de seus autovalores, quando a rede ortogonal formada por seus au-

toespaços (em um subconjunto aberto no qual tais autovalores são distintos)

é isotérmica.

Um tensor Φ em uma superf́ıcie regular é uma aplicação que a cada

p ∈ S associa um operador linear Φ(p) : TpS −→ TpS. Dizemos que Φ é

diferenciável se para cada p ∈ S existe um aberto U ⊂ S contendo p tal que,

para cada campo de vetores diferenciável X em U, o campo p 7→ Φ(p)X(p) é

também diferenciável.

Definição 2.4 Um tensor diferenciável Φ em uma superf́ıcie regular S é um

tensor de Codazzi se

∇XΦY − Φ∇XY = ∇Y ΦX − Φ∇YX (2.10)

para quaisquer X, Y ∈ X(S).

Lema 2.1 Seja Φ um tensor diferenciável com autovalores distintos λ, µ em

uma superf́ıcie regular orientada S. Sejam Eλ = ker (Φ−λI) e Eµ = ker (Φ−

µI), e seja {X, Y } um referencial ortonormal positivo em S tal que X gera

Eλ e Y gera Eµ. Então Φ é um tensor de Codazzi se, e somente se, X(µ) = β(λ− µ),

Y (λ) = α(λ− µ),

(2.11)
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onde α, β : S −→ IR são as curvaturas geodésicas das curvas integrais de X

e Y, respectivamente.

Demonstração: Temos que ∇XX = αY

∇Y Y = −βX
, (2.12)

logo,

∇XY = 〈∇XY,X〉X = −〈∇XX, Y 〉X = −〈αY, Y 〉X = −αX (2.13)

e, analogamente,

∇YX = βY. (2.14)

Usando (2.12), (2.13) e (2.14), obtemos que (2.10) é equivalente a (2.11). tu

Proposição 2.8 Seja Φ um tensor de Codazzi com autovalores distintos

λ, µ, em uma superf́ıcie regular orientada S. Sejam Eλ = ker(Φ − λI),

Eµ = ker(Φ−µI) e seja {X, Y } um referencial ortonormal positivo em S tal

que X gera Eλ e Y gera Eµ. Então E = (Eλ, Eµ) é uma rede isotérmica se,

e somente se,

2ρX(ψ)Y (ψ) + ψX(ψ)Y (ρ) + ψY (ψ)X(ρ)− ρψHess ψ(X, Y ) = 0, (2.15)

onde λ = ψ(1− ρ) e µ = ψ(1 + ρ) (ou seja, 2ψ = λ+ µ, ρ =
µ− λ

µ+ λ
).

Demonstração: Sejam α e β as curvaturas geodésicas das curvas integrais

de Eλ e Eµ, respectivamente. Pelo Lema 2.1, Φ é um tensor de Codazzi se,
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e somente se,

α = (λ− µ)−1Y (λ), β = (λ− µ)−1X(µ).

Temos

Y (β) = Y (λ− µ)−1X(µ) + (λ− µ)−1Y X(µ)

= (λ− µ)−2(X(µ)Y (µ)−X(µ)Y (λ)) + (λ− µ)−1Y X(µ).

Usando o ı́tem d) da Proposição 1.6 e (2.14) obtemos

Y X(µ) = XY (µ)−∇XY (µ) +∇YX(µ)

= Hess µ(X, Y ) + βY (µ).

Dáı,

Y (β) = (λ−µ)−2(X(µ)Y (µ)−X(µ)Y (λ))+(λ−µ)−1(Hess µ(X, Y )+βY (µ)),

e analogamente

X(α) = (λ−µ)−2(X(µ)Y (λ)−X(λ)Y (λ))+(λ−µ)−1(Hess λ(X, Y )−αX(λ)).

Portanto

1

4
(λ− µ)2(X(α) + Y (β))

=
1

2
X(µ)Y (µ)− 1

2
X(λ)Y (λ)−

(
µ− λ

µ+ λ

)(
µ+ λ

2

)
Hess

(
λ+ µ

2

)
(X,Y ).
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Note agora que

1

2
X(µ)Y (µ)− 1

2
X(λ)Y (λ)

=
1

2

(
µ− λ

µ+ λ

)
(X(λ) +X(µ))(Y (λ) + Y (µ))

+
1

2

(
1

λ+ µ

)
(X(λ) +X(µ))(λY (µ)− µY (λ))

+
1

2

(
1

λ+ µ

)
(Y (λ) + Y (µ))(λX(µ)− µX(λ))

= 2

(
µ− λ

µ+ λ

)
X

(
λ+ µ

2

)
Y

(
λ+ µ

2

)
+

(
λ+ µ

2

)
X

(
λ+ µ

2

)
Y

(
µ− λ

µ+ λ

)
+

(
λ+ µ

2

)
Y

(
λ+ µ

2

)
X

(
µ− λ

µ+ λ

)
.

Pela Proposição 2.6, E = (Eλ, Eµ) é uma rede isotérmica se, e somente se,

X(α) + Y (β) = 0,

ou seja, E = (Eλ, Eµ) é uma rede isotérmica se, e somente se, vale (2.15). tu

Corolário 2.4 Seja Φ um tensor de Codazzi com autovalores distintos λ, µ

em uma superf́ıcie regular orientada S. Sejam Eλ = ker(Φ − λI), Eµ =

ker(Φ − µI). Se o traço 2ψ = λ + µ de Φ é uma função constante em S,

então E = (Eλ, Eµ) é uma rede isotérmica.

Proposição 2.9 Seja Φ um tensor de Codazzi com autovalores distintos

λ, µ. Sejam Eλ = ker(Φ − λI) e Eµ = ker(Φ − µI). Se λ é constante ao

longo das curvas integrais de Eλ (isto é, X(λ) = 0 para todo X ∈ Eλ), então

as curvas integrais de Eλ têm curvatura geodésica constante.
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Demonstração: Seja {X, Y } um referencial ortonormal local positivo tal

que X ∈ Eλ e Y ∈ Eµ. Sejam α, β ∈ C∞(S) as curvaturas geodésicas das

curvas integrais de Eλ e Eµ, respectivamente, ou seja,

∇XX = αY e ∇Y Y = −βX.

Pelo Lema 2.1, temos que

X(µ) = β(λ− µ), (2.16)

Y (λ) = α(λ− µ). (2.17)

Agora,

XY (λ) = [X, Y ](λ) + Y X(λ) = [X, Y ](λ)

= ∇XY (λ)−∇YX(λ) = −αX(λ)− βY (λ)

= −βY (λ) = −βα(λ− µ), (2.18)

e

X(α(λ− µ)) = X(α)(λ− µ) + αX(λ− µ)

= X(α)(λ− µ)− αX(µ)

= X(α)(λ− µ)− αβ(λ− µ). (2.19)

Assim, de (2.17), (2.18) e (2.19) obtemos que

X(α)(λ− µ) = 0,

ou seja, X(α) = 0. tu

Como conseqüência da Proposição 2.9 e do Corolário 2.2, obtemos:
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Proposição 2.10 Seja Φ um tensor de Codazzi com autovalores distintos

λ, µ em uma superf́ıcie regular orientada S. Sejam Eλ = ker(Φ−λI) e Eµ =

ker(Φ − µI). Se λ é constante ao longo das curvas integrais de Eλ e µ é

constante ao longo das curvas integrais de Eµ, então (Eλ, Eµ) é uma rede

isotérmica em S.

2.5 Superf́ıcies Isotérmicas; exemplos

Nesta seção introduzimos a classe de superf́ıcies isotérmicas que estudaremos

no restante deste trabalho, e damos vários exemplos de tais superf́ıcies.

Definição 2.5 Uma superf́ıcie regular S ⊂ IR3 é isotérmica se, no subcon-

junto aberto de S formado pelos pontos não umb́ılicos, a rede ortogonal

determinada por suas linhas de curvaturas é isotérmica. Equivalentemente,

S é isotérmica se, em uma vizinhança de qualquer ponto não umb́ılico, existe

um sistema de coordenadas isotérmico cujas curvas coordenadas são linhas

de curvatura.

Mostraremos em seguida que a classe das superf́ıcies isotérmicas é

invariante por inversões em IR3. Para isso, precisamos de alguns fatos gerais

sobre inversões.

Decorre da Proposição 2.3 que, se I : IR3 − {p0} → IR3 − {p0} é a

inversão relativa à esfera S(p0; r) e S ⊂ IR3 é uma superf́ıcie regular com

p0 /∈ S, então S = I(S) é também uma superf́ıcie regular. Dado um campo
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de vetores diferenciável Y ao longo de S, denotemos por PY o campo de

vetores ao longo de S dado por

PY (I(p)) = PpYp,

para todo p ∈ S, onde Pp é dado por (2.3). Em particular, como Pp é uma

isometria para todo p ∈ S temos que, se N é um campo unitário diferenciável

normal a S, então PN é um campo unitário diferenciável normal a S.

Na Proposição seguinte relacionamos as segundas formas fundamen-

tais de S e S com respeito a N e PN, respectivamente.

Proposição 2.11 Sejam S ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular orientada por um

campo diferenciável normal unitário N e I a inversão relativa à esfera S(p0; r).

Então, as segundas formas fundamentais A e A de S e S = I(S), com re-

speito a N e PN, respectivamente, são relacionadas por

APpXp = −|p− p0|2

r2
Pp
[(
A+ 2

〈p− p0, Np〉
|p− p0|2

I

)
Xp

]
para todo Xp ∈ TpS.

A Proposição 2.11 decorre imediatamente do seguinte fato mais geral

aplicado ao campo Y = N.

Lema 2.2 Se Y é um campo diferenciável ao longo de S, então

∇̃PpXpPY =
|p− p0|2

r2

[
Pp
(
∇̃XpY − 2

〈p− p0, Yp〉
|p− p0|2

Xp

)
− 2

〈Xp, Yp〉
|p− p0|2

(p− p0)

]
para todo Xp ∈ TpS, onde ∇̃ é a derivação de campos de vetores em IR3.

Demonstração: Seja α : J → S uma curva diferenciável com α(0) = p e

α′(0) = Xp. Defina c : J → I(S) por c(t) = (I ◦ α)(t). Então, c(0) = I(p) e

c′(0) =
r2

|p− p0|2
PpXp. Assim:
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r2

|p− p0|2
∇̃PpXpPY = ∇̃c′(0)PY =

d

dt
PY (c(t))|t=0

=
d

dt
PY (I(α(t)))|t=0 =

d

dt
Pα(t)Yα(t)|t=0

=
d

dt

(
Yα(t) − 2

〈α(t)− p0, Yα(t)〉
|α(t)− p0|2

(α(t)− p0)

)
|t=0

= ∇̃XpY − 2
〈p− p0, Yp〉
|p− p0|2

Xp − 2
〈p− p0,∇XpY 〉

|p− p0|2
(p− p0)+

+
4〈p− p0, Yp〉〈p− p0, Xp〉

|p− p0|4
(p− p0)− 2

〈Xp, Yp〉
|p− p0|2

(p− p0)

= Pp
(
∇̃XpY − 2〈p− p0, Yp〉

|p− p0|2
Xp

)
− 2

〈Xp, Yp〉
|p− p0|2

(p− p0).

tu

Corolário 2.5 Nas hipóteses da Proposição 2.11, temos:

a) Se Xp ∈ TpS é uma direção principal associada ao autovalor λ de ANp,

então PXp é uma direção principal associada ao autovalor

−|p− p0|2

r2

(
λ+

2〈p− p0, Np〉
|p− p0|2

)
de APNp

b) I leva linhas de curvatura de S em linhas de curvatura de S.

c)p é ponto umb́ılico de S se, e somente se, I(p) é ponto umb́ılico de S.

Proposição 2.12 Se S é isotérmica, então I(S) também é, onde I é uma

inversão.

Demonstração: Se x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S é um sistema de coor-

denadas isotérmico cujas curvas coordenadas são linhas de curvaturas de S,
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decorre da Proposição 2.3 e do ı́tem b) do Corolário 2.5 que x̃ = I ◦ x : U ⊂

IR2 −→ I(x(U)) ⊂ I(S) é também um sistema de coordenadas isotérmico

cujas curvas coordenadas são linhas de curvaturas de I(S). tu

Aplicando os resultados da seção anterior à segunda forma fun-

damental de uma superf́ıcie regular obtemos importantes exemplos de su-

perf́ıcies isotérmicas. Por exemplo, o Corolário 2.4 implica imediatamente o

seguinte resultado.

Proposição 2.13 Toda superf́ıcie regular com curvatura média constante é

isotérmica.

Como conseqüência do Corolário 2.2 obtemos uma outra classe de

superf́ıcies isotérmicas.

Proposição 2.14 Toda superf́ıcie cujas linhas de curvaturas têm curvatura

geodésica constante é isotérmica.

A classe de superf́ıcies isotérmicas dada na proposição acima foi ca-

racterizada por Bonnet-Ribaucour.

Teorema 2.3 (Bonnet-Ribaucour). Seja S ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular sem

pontos umb́ılicos cujas linhas de curvatura têm curvatura geodésica constante.

Então existe uma inversão I em IR3 tal que I(S) é um cilindro sobre uma

curva plana, um cone sobre uma curva em uma esfera ou uma superf́ıcie de

rotação.
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Demonstração: Ver [4]. tu

Mostraremos a seguir que a classe das superf́ıcies regulares cujas

linhas de curvatura têm curvatura geodésica constante inclui as superf́ıcies

chamadas de ćıclides de Dupin, caracterizadas pela propriedade de que suas

linhas de curvatura, correspondentes a ambas as curvaturas principais, são

arcos de ćırculo ou segmentos de reta.

Isso decorre da Proposição 2.9 juntamente com o seguinte fato:

Proposição 2.15 Seja S ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular. Se uma linha de cur-

vatura de S é um arco de ćırculo ou um segmento de reta, então a curvatura

principal correspondente é constante ao longo de tal linha de curvatura.

Demonstração: Seja c : I −→ S ⊂ IR3 uma parametrização pelo compri-

mento de arco de um ćırculo de raio r, o qual é uma linha de curvatura de

S correspondente à curvatura principal k1. É fácil ver que c′′′(s) = − 1

r2
c′(s),

para todo s ∈ I. Seja X um campo diferenciável em S em uma vizinhança

de c(I) tal que X(c(s)) = c′(s) para todo s ∈ I. Então
∼
∇X

∼
∇X X = − 1

r2
X

ao longo de c, logo

X(k1) = X〈AX,X〉 = X〈
∼
∇X X,N〉

= 〈
∼
∇X

∼
∇X X,N〉+ 〈

∼
∇X X,

∼
∇X N〉

=

〈
− 1

r2
X,N

〉
+
〈∼
∇X X,−k1X

〉
= − 1

r2
〈X,N〉 − k1

2
X 〈X,X〉 = 0.

O caso em que as linhas de curvatura são segmentos de retas é análogo. tu
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Outra classe importante de superf́ıcies isotérmicas em IR3 é forma-

da pelas quádricas. Para provarmos esse fato, discutiremos inicialmente o

conceito de sistemas triplos ortogonais de superf́ıcies em R3.

Definição 2.6 Um sistema triplo ortogonal de superf́ıcies em um aberto U ⊂

IR3 é uma terna F = (F1,F2,F3) de famı́lias a 1-parâmetro de superf́ıcies tal

que por cada ponto p ∈ U passa uma superf́ıcie de cada famı́lia e os planos

tangentes em p às superf́ıcies de duas quaisquer das famı́lias são ortogonais.

O seguinte resultado caracteriza as linhas de interseção de um sis-

tema triplo ortogonal de superf́ıcies.

Teorema 2.4 (Dupin) As linhas de interseção das superf́ıcies de um sistema

triplo ortogonal são linhas de curvatura das superf́ıcies.

Demonstração: Seja 4i a distribuição formada pelos planos tangentes

das superf́ıcies da famı́lia Fi de superf́ıcies. Sejam X, Y, Z campos de vetores

unitários com

X ∈ 41 ∩43, Y ∈ 42 ∩43, Z ∈ 41 ∩42.

Como 43 é involutiva, temos

∇XY −∇YX = [X, Y ] ∈ 43.

Pela ortogonalidade, temos

〈∇XY, Z〉 = 〈∇YX,Z〉.
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Analogamente,

〈∇ZY,X〉 = 〈∇YZ,X〉,

〈∇XZ, Y 〉 = 〈∇ZX, Y 〉.

Por outro lado,

0 = X (〈Y, Z〉) = 〈∇XY, Z〉+ 〈Y,∇XZ〉,

0 = Y (〈X,Z〉) = 〈∇YX,Z〉+ 〈X,∇YZ〉,

0 = Z (〈X,Y 〉) = 〈∇ZX, Y 〉+ 〈X,∇ZY 〉.

Das equações acima, obtemos que

〈∇XY, Z〉 = −〈Y,∇XZ〉 = −〈∇ZX, Y 〉 = 〈X,∇ZY 〉 = 〈∇YZ,X〉

= −〈∇YX,Z〉 = −〈∇XY, Z〉,

ou seja, 〈∇XY, Z〉 = 0. Ainda, como Y é unitário segue que

0 = X (〈Y, Y 〉) = 2〈∇XY, Y 〉.

Assim,

0 = 〈∇XY, Z〉 = 〈∇XY, Y 〉.

Da equação acima segue que

∇XY = λX. (2.20)

Se S1 e S2 são superf́ıcies das famı́lias F1 e F2, respectivamente, então X|S1

é um campo tangente unitário à curva de interseção de S1 e S2, enquanto
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que Y|S1
é um campo normal a S1. Portanto, a equação (2.20) implica que tal

curva é uma linha de curvatura de S1. Analogamente para as demais linhas

de interseção. tu

Provaremos agora que toda quádrica faz parte de um sistema triplo

ortogonal cujas superf́ıcies de todas as famı́lias são também quádricas. Ini-

cialmente observamos que toda quádrica é dada em certas coordenadas por

uma equação da forma

g(λ) =
x2

a2 − λ2
+

y2

b2 − λ2
+

z2

c2 − λ2
= 1, 0 < a2 < b2 < c2 (2.21)

para algum λ = λ. Note que, para λ < a2 obtemos elipsóides, para a2 < λ <

b2 hiperbolóides de uma folha e para b2 < λ < c2 hiperbolóides de duas fol-

has. Mostraremos a seguir que as três famı́lias correspondentes de quádricas

formam um sistema triplo ortogonal. De fato, para qualquer (x, y, z) ∈ IR3

com x, y, z 6= 0, o gráfico da função λ 7→ g(λ) − 1 tem o aspecto mostrado

na figura 1.
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Conseqüentemente, g(λ)− 1 se anula para certos vetores λ1, λ2 e λ3,

com λ1 < a2, a2 < λ2 < b2 e b2 < λ3 < c2. Assim, exatamente uma superf́ıcie

de cada famı́lia passa através de cada ponto (x, y, z) ∈ IR3. Resta provar que

os planos tangentes em (x, y, z) 6= (0, 0, 0) às superf́ıcies de duas quaisquer

das famı́lias são ortogonais. Em um ponto (x, y, z) da superf́ıcie g(λi) = 1,

um vetor normal é dado por

1

2
(D1g(λi), D2g(λi), D3g(λi)) =

(
x

a2 − λi
,

y

b2 − λi
,

z

c2 − λi

)
.

Assim, o produto interno dos vetores normais a duas superf́ıcies g(λi) = 1 e

g(λj) = 1 que passam por (x, y, z) é

x2

(a2 − λi)(a2 − λj)
+

y2

(b2 − λi)(b2 − λj)
+

z2

(c2 − λi)(c2 − λj)

=
g(λi)− g(λj)

λi − λj
= 0

Fixado (x, y, z) 6= (0, 0, 0) considere o polinômio de grau três

φ(λ) = (a2 − λ)(b2 − λ)(c2 − λ)(g(λ)− 1), (2.22)

com ráızes

λ1 < a2, a2 < λ2 < b2, b2 < λ3 < c2,

e escreva

φ(λ) = (λ1 − λ)(λ2 − λ)(λ3 − λ).
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Substituindo esta expressão para φ(λ) em (2.22) e fazendo λ = a2, b2, c2,

obtemos

x2 =
(a2 − λ1)(a

2 − λ2)(a
2 − λ3)

(a2 − b2)(a2 − c2)

y2 =
(b2 − λ1)(b

2 − λ2)(b
2 − λ3)

(b2 − a2)(b2 − c2)

z2 =
(c2 − λ1)(c

2 − λ2)(c
2 − λ3)

(c2 − a2)(c2 − b2)

Para λi = λ, estas equações dão uma parametrização para a quádrica

g(λ) = 1 em termos de λj, λk. Em particular, fazendo

a2 − λ
2

= α, b2 − λ
2

= β, c2 − λ
2

= γ

λj − λ = u, λk − λ = v,

obtemos uma parametrização para a quádrica

g(λ) =
x2

α
+
y2

β
+
z2

γ
= 1 (2.23)

cujas funções coordenadas são

x(u, v) =

√
α(α− u)(α− v)

(α− β)(α− γ)

y(u, v) =

√
β(β − u)(β − v)

(β − α)(β − γ)

z(u, v) =

√
γ(γ − u)(γ − v)

(γ − α)(γ − β)
.

(2.24)

Um cálculo direto mostra que os coeficientes da primeira forma fundamental

de tal parametrização são:

E =
u(u− v)

f(u)
, F = 0, G =

v(v − u)

f(v)
, (2.25)

onde f(t) = 4(α−t)(β−t)(γ−t). Podemos agora mostrar o seguinte resultado.
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Proposição 2.16 Toda quádrica é uma superf́ıcie isotérmica.

Demonstração: Dada uma quádrica com equação (2.23), considere o sis-

tema de coordenadas definido por (2.24). Note que as curvas coordenadas

são linhas de curvaturas, pelo Teorema 2.4. Observe ainda que os coeficientes

E e G da primeira forma fundamental de S com respeito a tal sistema de

coordenadas, dados por (2.25), satisfazem

∂

∂u∂v
log

(
E

G

)
= 0

A proposição segue agora da Proposição 2.6. tu

2.6 Superf́ıcies isotérmicas em coordenadas

principais isotérmicas

A existência de sistemas de coordenadas isotérmicos principais em uma su-

perf́ıcie isotérmica e o Teorema 1.3 implicam imediatamente o seguinte re-

sultado fundamental.

Teorema 2.5 Seja S ⊂ IR3 uma superf́ıcie isotérmica, sem pontos umb́ılicos.

Então existem localmente sistemas de coordenadas em relação aos quais os

coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais são dados por

E = G = e2ϑ, F = 0

e = eϑV1, g = eϑV2 e f = 0

(2.26)
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onde ϑ, V1, V2 satisfazem o sistema não-linear de equações diferenciais par-

ciais (Equações de Gauss-Mainardi-Codazzi):

∂2ϑ

∂u2
1

+
∂2ϑ

∂u2
2

+ V1V2 = 0

∂V1

∂u2

=
∂ϑ

∂u2

V2

∂V2

∂u1

=
∂ϑ

∂u1

V1

. (2.27)

Reciprocamente, se ϑ, V1 e V2 satisfazem o sistema (2.27) em um aberto

simplesmente conexo U ⊂ IR2, então existe um difeomorfismo x : U −→

x(U) ⊂ IR3, o qual é um sistema de coordenadas isotérmico principal na

superf́ıcie isotérmica S = x(U) em relação ao qual os coeficientes da primeira

e segunda formas fundamentais são dados por (2.26).

Exemplo 2.4 Seja x(u, v) = (u, v, 0) um sistema de coordenadas cartesianas

no plano z = 0 em IR3. Então os coeficientes da primeira e segunda formas

fundamentais são E(u, v) = 1, F (u, v) = 0, G(u, v) = 1 e e(u, v) = f(u, v) =

g(u, v) = 0. Portanto, a solução do sistema (2.27) associada a x é a solução

trivial (ϑ = 0, V1 = 0, V2 = 0).

Exemplo 2.5 Seja x(u, v) = (f1(u), f2(u), v) um sistema de coordenadas

no cilindro em IR3 sobre a curva plana α(t) = (f1(t), f2(t)) parametrizada

pelo comprimento de arco. Os coeficientes da primeira e segunda formas

fundamentais associados a x são E=

(
∂f1

∂u

)2

+

(
∂f2

∂u

)2

= 1, F = 0, G = 1 e

e(u, v) = k(u), f = 0 e g = 0,
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onde k(u) é a curvatura de α em u. Portanto, (ϑ = 0, V1 = 0, V2 = k(u)) é

a solução do sistema (2.27) associada a x.

Exemplo 2.6 Seja x(u, v) = (f1(u)cos v, f1(u)sen v, f2(u)) um sistema de

coordenadas na superf́ıcie S em IR3 obtida pela rotação da curva plana α(t) =

(f1(t), 0, f2(t)), f1(t) > 0, parametrizada pelo comprimento de arco, em torno

do eixo Oz. Os coeficientes da primeira forma fundamental com respeito a

tal sistema são E = 1, F = 0 e G = f 2
1 (u). Fazendo, como na demonstração

da Proposição 2.6, ũ =

∫
1

f1(u)
du := g(u) e ṽ = v, obtemos um sistema de

coordenadas isotérmico principal em S, dado por

x̃ = x(ũ, ṽ) = (f1(ũ)cos ṽ, f1(ũ)sen ṽ, f2(ũ))

Os coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais associados a x̃

são

Ẽ = G̃ = f 2
1 (u), F̃ = 0,

ẽ = f 2
1 (u)(f ′1(u)f

′′
2 (u)− f ′2(u)f

′′
1 (u)), f̃ = 0, g̃ = f ′2(u)f1(u).

Portanto, (ϑ = ln f1(u), V1 = f1(u)(f
′
1(u)f

′′
2 (u)− f ′2(u)f

′′
1 (u)), V2 = f ′2(u)),

onde u = g−1(ũ), é a solução do sistema (2.27) associada a x̃.

Exemplo 2.7 Um cálculo longo mas direto mostra que a aplicação

x(u1, u2) =


u1

u2

0

− 1

m(cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2)


√

2m
m

senh
√

2m u1

−
√

2m sen
√

2m u2

k
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define um sistema de coordenadas isotérmico principal em uma superf́ıcie

isotérmica S ⊂ IR3, cuja solução associada (ϑ, V1, V2) do sistema (2.27) é

dada por

eϑ = ±cos
√

2m u2 + cosh
√

2m u1

cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2

,

V1 = − k

cos
√

2m u2 + cosh
√

2m u1

− k

cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2

,

V2 = − k

cos
√

2m u2 + cosh
√

2m u1

+
k

cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2

.

Veremos no próximo caṕıtulo que a superf́ıcie S constrúıda no exem-

plo anterior é a imagem do plano z = 0 por uma transformação de Darboux-

Bianchi.



Caṕıtulo 3

Transformações de Superf́ıcies

A origem da noção de superf́ıcies isotérmicas está ligada ao seguinte problema

estudado por Christoffel ([3]):

Problema de Christoffel: Quais são as superf́ıcies regulares S ⊂ IR3 para

as quais existe uma outra superf́ıcie regular S̃ ⊂ IR3 e um difeomorfismo

conforme ψ : S −→ S̃, o qual não é a composição de uma homotetia e uma

translação, tal que os planos tangentes a S e S̃ em pontos correspondentes

são paralelos ?

Iniciamos este caṕıtulo apresentando a solução do Problema de Christoffel,

a qual conduz naturalmente à noção de transformação de Combescure entre

superf́ıcies regulares de IR3.

Em seguida, com o intuito de desenvolver a transformação de Darboux-

Bianchi entre superf́ıcies isotérmicas em IR3, estudamos mais geralmente a

noção de transformação de Ribaucour entre superf́ıcies regulares em IR3. Co-

67
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mo consequência, descrevemos um método geométrico de obter novas soluções

do sistema não linear de equações diferenciais parciais associado a uma su-

perf́ıcie regular de IR3 a partir de uma dada, em termos de soluções de um

sistema linear de equações diferenciais parciais. Finalmente, mostramos co-

mo tal método pode ser aplicado para produzir soluções do sistema não linear

de equações diferenciais parciais associado a superf́ıcies isotérmicas em IR3.

3.1 O Problema de Christoffel

Nesta seção apresentamos a solução do Problema de Christoffel e discutimos

vários fatos relacionados. Inicialmente mostramos que difeomorfismos entre

duas superf́ıcies regulares S e S̃ (não necessariamente conformes) com a pro-

priedade de que os planos tangentes a S e S̃ em pontos correspondentes são

paralelos estão em correspondência com tensores de Codazzi em S satisfazen-

do uma propriedade adicional.

Proposição 3.1 Seja ψ : S −→ S̃ um difeomorfismo entre as superf́ıcies

regulares orientadas S e S̃ tal que os planos tangentes a S e S̃ em pontos

correspondentes são paralelos. Então Φ = ψ∗ define um tensor de Codazzi

invert́ıvel em S satisfazendo

α(X,Φ(Y )) = α(Φ(X), Y ) (3.1)

ou, equivalentemente, ΦtA = AΦ. Reciprocamente, se S é simplesmente

conexa e Φ é um tensor de Codazzi invert́ıvel em S satisfazendo (3.1), então
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existe localmente um difeomorfismo ψ : S −→ S̃ tal que os planos tangentes

a S e S̃ em pontos correspondentes são paralelos e Φ = ψ∗.

Demonstração: A diferencial ω = ψ∗ de ψ pode ser vista como uma 1-

forma em S com valores em IR3. Como TpS e Tψ(p)S̃ coincidem (como sube-

spaços de IR3), também podemos interpretar ψ∗ como um tensor Φ em S.

Como ω é exata, temos

0 = dω(X, Y ) = ∇̃XΦ(Y )− ∇̃Y Φ(X)− Φ([X, Y ]) (3.2)

pela equação (1.19). Tomando as componentes normal e tangente de (3.2)

obtemos, respectivamente,

∇XΦ(Y )−∇Y Φ(X)− Φ([X, Y ]) = 0 (3.3)

α(X,Φ(Y )) = α(Φ(X), Y ). (3.4)

A equação (3.3) pode ser escrita como

∇XΦ(Y )− Φ(∇XY ) = ∇Y Φ(X)− Φ(∇YX),

ou seja, Φ é um tensor de Codazzi. Por outro lado, a equação (3.4) é equiv-

alente a

〈AX,Φ(Y )〉 = 〈AΦ(X), Y 〉, (3.5)

ou seja, ΦtA = AΦ.

Reciprocamente, se Φ é um tensor de Codazzi satisfazendo (3.1) temos que

Φ define uma 1-forma fechada em S com valores em IR3. Como S é sim-

plesmente conexa, obtemos que Φ é exata, ou seja, existe ψ : S −→ IR3 tal
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que Φ = ψ∗. Como Φ é invert́ıvel, ψ é localmente um difeomorfismo. Final-

mente, como ψ∗TpS = ΦTpS = TpS, os planos tangentes a S e S̃ em pontos

correspondentes são paralelos. tu

Proposição 3.2 Nas hipóteses da Proposição 3.1, sejam N um campo nor-

mal unitário diferenciável em um aberto U ⊂ S e Ñ o campo normal unitário

em ψ(U) ⊂ S̃ dado por Ñ(ψ(p)) = N(p), para todo p ∈ S. Então as segundas

formas fundamentais de S e S̃ com respeito a N e Ñ , respectivamente, são

relacionadas por:

Ãψ∗Xp = AXp, para todo p ∈ U. (3.6)

Em particular, ψ preserva linhas de curvaturas se, e somente se, Φ = ψ∗ é

um tensor simétrico.

Demonstração: Temos que

Ãψ∗Xp = − d

dt
Ñ(ψ(γ(t))) |t=0= − d

dt
N(γ(t)) |t=0= AXp,

onde γ é uma curva em S tal que γ(0) = p e γ′(0) = Xp. Além disso, decorre

de (3.5) que Φ é um tensor simétrico (Φ = Φt) se, e somente se, os autovetores

de A também são autovetores de Φ. Tendo em vista (3.6), isto ocorre se, e

somente se, as imagens dos autovetores de A por ψ∗ são também autovetores

de Ã, ou seja, se, e somente se, ψ preserva linhas de curvatura. tu

Definição 3.1 Uma transformação de Combescure entre duas superf́ıcies

regulares orientadas S e S̃ é um difeomorfismo ψ : S −→ S̃ que preserva
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linhas de curvatura tal que as normais a S e S̃ em pontos correspondentes

são paralelas. Dizemos então que S̃ é uma transformada de Combescure de

S.

Dada uma superf́ıcie regular S simplesmente conexa, obtemos na próxima

proposição uma expressão expĺıcita para as transformadas de Combescure

de S, em termos de duas funções diferenciáveis em S satisfazendo uma de-

terminada condição.

Proposição 3.3 Seja ψ : S −→ S̃ uma transformação de Combescure. Se

S é simplesmente conexa, então existem ϕ, β : S −→ IR diferenciáveis satis-

fazendo

5β = −A5 ϕ (3.7)

tais que

ψ = 5ϕ+ βN. (3.8)

Além disso, Φ = ψ∗ é dado por

Φ = Hessϕ− βA. (3.9)

Reciprocamente, se (ϕ, β) satisfaz (3.7), o tensor Φ definido por (3.9) é in-

vert́ıvel e ψ dada por (3.8) é injetora, então ψ : S −→ S̃ = ψ(U) é uma

transformação de Combescure e Φ = ψ∗.

Demonstração: Seja Φ = ψ∗. Escreva

ψ(p) = Z(p) + β(p)Np,
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onde Z(p) ∈ TpS, para todo p ∈ S. Então, para todo Xp ∈ TpS,

ΦXp = ψ∗Xp = ∇̃XpZ +Xp(β)Np + β(p)∇̃XpN

= ∇XpZ + 〈AZp, Xp〉Np +Xp(β)Np − β(p)AXp.

Separando a equação acima em suas componentes tangente e normal, obte-

mos:

∇XpZ − β(p)AXp = ΦXp e 〈AZp, Xp〉+Xp(β) = 0. (3.10)

Da primeira equação obtemos, para quaisquer Xp, Yp ∈ TpS, p ∈ S :

〈∇XpZ, Yp〉 = β(p)〈AXp, Yp〉+ 〈ΦXp, Yp〉

= β(p)〈AYp, Xp〉+ 〈ΦYp, Xp〉 = 〈∇YpZ,Xp〉,

pois A e Φ são tensores simétricos. Logo, como S é simplesmente conexa,

decorre do Lema 1.35 que existe ϕ : S −→ IR diferenciável tal que Z = 5ϕ.

Portanto,

ψ(p) = 5ϕ(p) + β(p)Np.

Além disso, pela segunda equação em (3.10)

〈5β,Xp〉 = Xp(β) = −〈AZp, Xp〉 = −〈A5 ϕ(p), Xp〉,

logo 5β = −A5 ϕ. Finalmente, temos:

ΦXp = ∇XpZ − β(p)AXp = ∇Xp 5 ϕ(p)− β(p)AXp

= Hess ϕ(Xp)− β(p)AXp.
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Reciprocamente, se (ϕ, β) satisfaz (3.7) e ψ é dada por (3.8), então os cálculos

acima mostram que ψ∗ = Φ = Hess ϕ− βA. Como Φ = ψ∗ é invert́ıvel e ψ

é injetora, conclúımos que ψ : S −→ S̃ = ψ(S) é um difeomorfismo. Além

disso, ψ∗Xp = ΦXp ∈ TpS para todo Xp ∈ TpS, logo as normais a S e S̃ em p

e ψ(p), respectivamente, são paralelas. Finalmente, como Φ = Hess ϕ− βA

é um tensor simétrico, decorre da Proposição 3.2 que ψ preserva linhas de

curvaturas. tu

É conveniente escrever a Proposição 3.3 em coordenadas. Para isso pre-

cisamos do seguinte lema:

Lema 3.1 Sejam S ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular, x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S

um sistema de coordenadas principal em S, (v1, v2, h12, h21, V1, V2) a solução

do sistema (1.31) associada a x, e ϕ, β : x(U) −→ IR funções diferenciáveis.

Defina γ1, γ2 : x(U) −→ IR por 5ϕ =
γ1

v1

∂

∂u1

+
γ2

v2

∂

∂u2

. Então as afirmações

abaixo são equivalentes:

(a) 5β = −A5 ϕ.

(b) (ϕ, γ1, γ2, β) satisfaz o sistema linear de equações diferenciais parciais

∂ϕ

∂ui
= viγi, i = 1, 2

∂γi
∂uj

= hijγj, 1 ≤ i 6= j ≤ 2

∂β

∂ui
= −Viγi, i = 1, 2,

,

Demonstração: Segue da definição das funções γ1 e γ2 que

∂ϕ

∂ui
= viγi, i = 1, 2.
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Logo 5β = −A5 ϕ se, e somente se,

∂β

∂ui
= 〈5β, ∂

∂ui
〉 = −〈5ϕ,A ∂

∂ui
〉 = −Vi

vi
〈5ϕ, ∂

∂ui
〉 = −Vi

vi

∂ϕ

∂ui
, i = 1, 2

Por outro lado, decorre da demonstração da Proposição 3.3 que, se 5β =

−A5ϕ, então Ψ = 5ϕ+βN satisfaz Ψ∗ = Hess ϕ−βA, logo a Proposição

3.1 implica que Φ = Hess ϕ − βA e, portanto, Hess ϕ, comuta com A.

Portanto, as direções principais X1 =
1

v1

∂

∂u1

e X2 =
1

v2

∂

∂u2

são também au-

tovetores de Hess ϕ, ou seja,

〈Hess ϕ(X1), X2〉 = 0 = 〈Hess ϕ(X2), X1〉.

Mas

〈Hess ϕ(X1), X2〉 = 〈∇ ∂
∂u1

5 ϕ,x2〉 = 〈∇ ∂
∂u1

(γ1X1 + γ2X2), X2〉

= 〈γ1∇ ∂
∂u1

X1 +
∂γ2

∂u1

X2, X2〉 = γ1〈∇ ∂
∂u1

X1, X2〉+
∂γ2

∂u1

= −h21γ1 +
∂γ2

∂u1

,

e, analogamente, 〈Hess ϕ(X2), X1〉 = −h12γ2 +
∂γ1

∂u2

, logo

∂γ2

∂u1

= h21γ1 e
∂γ1

∂u2

= h12γ2.

tu

Corolário 3.1 Sejam S uma superf́ıcie regular, x : U ⊂ IR2 −→ V ⊂ S um

sistema de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo V ⊂ S

e (v1, v2, h12, h21, V1, V2) a solução do sistema (1.31) associada a x. Se ψ :

V −→ S̃ é uma transformação de Combescure, então

x̃ = ψ ◦ x =
γ1

v1

xu1 +
γ2

v2

xu2 + βN (3.11)
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é um sistema de coordenadas principal em ψ(V ) ⊂ S̃, onde (γ1, γ2, β) é uma

solução do sistema linear de equações diferenciais parciais
∂γi
∂uj

= hijγj, 1 ≤ i 6= j ≤ 2

∂β

∂ui
= −Viγi, i = 1, 2,

(3.12)

Reciprocamente, se (γ1, γ2, β) é uma solução de (3.12) no aberto U ⊂ IR2,

as funções
∂γ1

∂u1

+ h21γ2 − βV1 e
∂γ2

∂u2

+ h12γ1 − βV2 não se anulam em U e x̃

dada por (3.11) é injetora em U , então x̃|U define um sistema de coordenadas

principal em uma transformada de Combescure de V = x(U). Além disso, a

solução (ṽ1, ṽ2, h̃12, h̃21, Ṽ1, Ṽ2) do sistema (1.31) associada a x̃ é dada por

ṽ1 =
∂γ1

∂u1

+ γ2h21 − βV1

ṽ2 =
∂γ2

∂u2

+ γ1h12 − βV2

h̃12 = h12, h̃21 = h21

Ṽi = Vi, i = 1, 2.

Demonstração: Como ψ preserva linhas de curvatura, x̃ = ψ ◦ x é um

sistema de coordenadas principal em S̃. Pela Proposição 3.3, existem ϕ, β :

V −→ IR diferenciáveis satisfazendo 5ϕ = −A5 β tais que

ψ = 5ϕ+ βN.

Definindo γi por:

5ϕ =
γ1

v1

xu1 +
γ2

v2

xu2 , (3.13)

temos que x̃ é dada por (3.11). Decorre do Lema 3.1 que (γ1, γ2, β) satisfaz

(3.12).
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Reciprocamente, seja (γ1, γ2, β) uma solução de (3.12) no aberto U ⊂ IR2.

Defina ϕ, a menos de uma constante, por (3.13). Pelo Lema 3.1, ϕ, β satis-

fazem (3.7). Além disso, o tensor Φ = Hess ϕ− βA satisfaz:

ΦX1 = (Hess ϕ− βA)X1 = ∇X1 5 ϕ− βAX1

= X1(γ1) + γ2〈∇X1X2, X1〉 − β
V1

v1

X1

=
1

v1

(
∂γ1

∂u1

+ h21γ2 − βV1)X1

e, analogamente

ΦX2 =
1

v2

(
∂γ2

∂u2

+ h12γ1 − βV2)X2,

onde Xi = v−1
i

∂

∂ui
, 1 ≤ i ≤ 2, logo Φ é invert́ıvel em U pela hipótese de

que as funções
∂γ1

∂u1

+ h21γ2 − βV1 e
∂γ2

∂u2

+ h12γ1 − βV2 não se anulam em U.

Pela Proposição 3.3, conclúımos que (3.11) define um sistema de coordenadas

principal em uma transformada de Combescure de V.

Mostraremos agora a última afirmação. Temos:

ṽ2
1 = 〈 ∂̃

∂u1

,
∂̃

∂u1

〉 = 〈ψ∗
∂

∂u1

, ψ∗
∂

∂u1

〉 = 〈Φ ∂

∂u1

,Φ
∂

∂u1

〉 = v2
1〈ΦX1,ΦX1〉

logo

ṽ1 =
∂γ1

∂u1

+ h21γ2 − βV1.

Analogamente,

ṽ2 =
∂γ2

∂u2

+ h12γ1 − βV2.

Logo

h̃12 =
1

ṽ1

∂ṽ2

∂u1

=
1

ṽ1

(
∂γ2

∂u2∂u1

+
∂h12

∂u1

γ1 + h12
∂γ1

∂u1

− ∂β

∂u1

V2 − β
∂V2

∂u1

).
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Usando que (v1, v2, h12, h21, V1, V2) é a solução do sistema (1.31) associada a

x e que (γ1, γ2, β) satisfaz (3.12), obtemos

h̃12 =
1

ṽ1

(
∂h21

∂u2

γ1 + h12
∂γ1

∂u2

+
∂h12

∂u1

γ1 + h12
∂γ1

∂u1

+ V1V2γ1 − βh12V1)

=
h12

ṽ1

(
∂γ1

∂u1

+ h12γ2 − βV1) = h12.

Analogamente, h̃21 = h21. Finalmente, temos

Ãψ∗
∂

∂ui
=
Ṽi
ṽi
ψ∗

∂

∂ui
. (3.14)

Usando a Proposição 3.2, obtemos

Ãψ∗
∂

∂ui
= A

∂

∂ui
=
Vi
vi

∂

∂ui

e

ψ∗
∂

∂ui
= Φ

∂

∂ui
= viΦXi =

ṽi
vi

∂

∂ui
.

Substituindo em (3.14) obtemos que Ṽi = Vi, i = 1, 2. tu

Proposição 3.4 Seja ψ : S −→ S̃ uma transformação de Combescure con-

forme entre as superf́ıcies regulares S e S̃. Se S não tem pontos umb́ılicos,

então uma das seguintes possibilidades ocorre:

a) ψ é a composta de uma homotetia e uma translação;

b) S e S̃ formam um par de superf́ıcies isotérmicas.

Reciprocamente, se S é uma superf́ıcie isotérmica, então existe uma out-

ra superf́ıcie isotérmica S̃ e uma transformação de Combescure conforme

ψ : S −→ S̃. Além disso, ψ é única a menos de uma homotetia e uma

translação.
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Demonstração: Pelas Proposições 3.1 e 3.2, Φ = ψ∗ é um tensor de Co-

dazzi simétrico em S. Como ψ é conforme, existe uma função diferenciável

λ : S −→ IR tal que

〈ΦXp,ΦYp〉 = 〈ψ∗Xp, ψ∗Yp〉 = λ2〈Xp, Yp〉,

para todo p ∈ S e para quaisquer Xp, Yp ∈ TpS. Portanto Φ2 = λ2I. Supon-

hamos inicialmente que Φ = λI. Usando a equação de Codazzi

∇XΦ(Y )− Φ(∇XY ) = ∇Y Φ(X)− Φ(∇YX)

para campos de vetores X, Y ∈ X(S) linearmente independentes, obtemos:

X(λ)Y + λ∇XY − λ∇XY = Y (λ)X + λ∇YX − λ∇YX

logo

X(λ)Y − Y (λ)X = 0

e, portanto

X(λ) = Y (λ) = 0.

Assim, λ : S −→ IR é constante em S, e conseqüentemente

ψ∗(p)Xp = λXp, para todo p ∈ S e para todo Xp ∈ TpS.

Portanto, ψ é a composta de uma homotetia de razão λ e uma translação.

O caso Φ = −λI é análogo. A única possibilidade restante é que exista

localmente um referencial ortonormal {X,Y } tal que

ΦX = λX e ΦY = −λY.
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Como AΦ = ΦA, temos que X e Y são direções principais de S e, portanto,

como S não tem pontos umb́ılicos, as curvas integrais das distribuições de

retas E1 e E2 geradas por X e Y, respectivamente, são linhas de curvaturas

de S. Como Φ é um tensor de Codazzi com traço nulo, decorre do Corolário

2.4 que E = (E1, E2) é uma rede isotérmica, ou seja, S é uma superf́ıcie

isotérmica. Finalmente, como ψ preserva linhas de curvaturas e é conforme,

a superf́ıcie S̃ é também isotérmica.

Reciprocamente, dada S ⊂ IR3 isotérmica, vimos acima que a existência

de uma outra superf́ıcie isotérmica S̃ e uma transformação de Combescure

conforme ψ : S −→ S̃ é equivalente à existência de um tensor de Codazzi Φ

em S com autovalores ρ e −ρ tal que Eρ = ker(Φ− ρI) e E−ρ = ker(Φ+ ρI)

sejam os auto-espaços do operador A. Pelas equações (2.11) com λ = −ρ e

µ = ρ, a função ρ deve satisfazer: 2αρ = Y (ρ),

2βρ = −X(ρ),

onde α, β são as curvaturas geodésicas das linhas de curvaturas de S. Equiv-

alentemente,  Y (log ρ) = 2α,

X(log ρ) = −2β,

ou seja,

5log ρ = 2αY − 2βX := Z (3.15)
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Mas,

1

2
〈∇XZ, Y 〉 = 〈X(α)Y + α∇XY −X(β)X − βαY, Y 〉

= X(α)− βα

e analogamente,

1

2
〈∇YZ,X〉 = −Y (β)− βα.

Como S é uma superf́ıcie isotérmica, temos que X(α) + Y (β) = 0, pela

Proposição 2.7. Logo, Z é (localmente) um campo gradiente pelo Lema 1.2.

Assim, existe localmente ρ satisfazendo (3.15), a qual é única a menos de

uma constante multiplicativa. tu

Definição 3.2 Se S é uma superf́ıcie isotérmica, então a superf́ıcie ψ(S) =

S̃, unicamente determinada na proposição acima a menos de uma homotetia

e uma translação, é chamada de transformada de Christoffel ou superf́ıcie

dual de S.

Exemplo 3.1 A dual de uma superf́ıcie S com curvatura média constante

é a superf́ıcie Sc = {p + 1
H
N ; p ∈ S}, a qual é determinada pelo tensor de

Codazzi com traço nulo Φ = I − 1
H
A.

Corolário 3.2 Sejam S ⊂ IR3 uma superf́ıcie isotérmica e x : U ⊂ IR2 −→

x(U) um sistema de coordenadas isotérmico principal em relação ao qual os

coeficientes da primeira e segunda formas fundamentais são dados por (2.26).

Se ψ : S −→ S ′ é uma transformação de Christoffel, então os coeficientes da
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primeira e segunda formas fundamentais de S ′ com respeito ao sistema de

coordenadas x′ = ψ ◦ x são

E ′ = G′ = e−2ϑ, F ′ = 0, e′ = e−ϑV1, g′ = −e−ϑV2, f ′ = 0 (3.16)

Em particular, se (ϑ, V1, V2) é uma solução de (2.27) então o mesmo vale

para (−ϑ, V1, −V2).

Demonstração: Vimos na demonstração da Proposição 3.4 que Φ = ψ∗ é

um tensor de Codazzi satisfazendo

ΦX1 = ρX1,

ΦX2 = −ρX2,

onde {X1, X2} é um referencial ortonormal de direções principais de S e ρ é

dada (a menos de uma constante multiplicativa) por

∇ log ρ = 2αX2 − 2βX1, (3.17)

sendo α, β ∈ C∞(S) as curvaturas geodésicas das famı́lias de linhas de cur-

vaturas de S correspondentes a X1 e X2, respectivamente. Deste modo, os

coeficientes da primeira forma fundamental de S ′, são dados por:

E ′ = 〈 ∂
′

∂u
,
∂′

∂u
〉 = 〈ψ∗

∂

∂u
, ψ∗

∂

∂u
〉

= ρ2〈 ∂
∂u
,
∂

∂u
〉 = ρ2E,

analogamente,

G′ = ρ2G,
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onde E,G são os coeficientes da primeira forma fundamental de S. Por outro

lado,

αX2 − βX1 = −e−ϑϑvX2 − e−ϑϑuX1

= −(X2(ϑ)X2 +X1(ϑ)X1) = −∇(ϑ).

Assim, temos que log ρ = −2ϑ a menos de uma constante, a qual podemos

supor que seja nula. Dáı obtemos:

E ′ = ρE = e−4ϑe2ϑ = e−2ϑ e G′ = ρ2G = e−2ϑ.

Finalmente, sabemos que as segundas formas fundamentais de S e S ′ estão

relacionadas por A′ψ∗X = AX para todo X ∈ X(S), logo os coeficientes da

segunda forma fundamental de S ′ são dados por:

e′ = 〈A′ ∂
′

∂u
,
∂′

∂u
〉 = 〈A′ψ∗

∂

∂u
, ψ∗

∂

∂u
〉 = 〈A ∂

∂u
, e−2ϑ ∂

∂u
〉 = e−2ϑeϑV1 = e−ϑV1

e, analogamente, g′ = −e−ϑV2. tu

Apresentamos agora a solução do Problema de Christoffel.

Teorema 3.1 Seja ψ : S −→ S̃ um difeomorfismo conforme tal que os

planos tangentes em pontos correspondentes são paralelos. Se S não tem

pontos umb́ılicos, então uma das seguintes possibilidades ocorre:

a) ψ é a composta de uma homotetia e uma translação;

b) S é uma superf́ıcie mı́nima;

c) S e S̃ são superf́ıcies isotérmicas.
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Demonstração: Seja Φ = ψ∗. Então existe λ : S −→ IR tal que

〈ΦXp,ΦYp〉 = 〈ψ∗Xp, ψ∗Yp〉 = λ2〈Xp, Yp〉,

para todo p ∈ S e para quaisquer Xp, Yp ∈ TpS. Portanto, ou Φ é um tensor

simétrico ou existem localmente um referencial ortonormalX1, X2 de direções

principais de S e uma função diferenciável θ : S −→ IR tais que

ΦX1 = λ(cos θX1 + sen θX2)

ΦX2 = λ(−sen θX1 + cos θX2)

com sen θ(p) 6= 0, para todo p ∈ S. No primeiro caso, ψ é uma transfor-

mação de Combescure, logo vale a) ou c) pela Proposição 3.4. No segundo

caso, sejam λ e µ as curvaturas principais de S correspondentes a X1 e X2,

respectivamente. Como ΦtA = AΦ, temos que cos θ sen θ

−sen θ cos θ

 ·

λ 0

0 µ

 =

λ 0

0 µ

 ·

cos θ −sen θ

sen θ cos θ

 ,

logo µsen θ = −λsen θ em todo ponto p ∈ S. Como sen θ 6= 0, obtemos que

λ = −µ, logo S é uma superf́ıcie mı́nima. tu

3.2 A Transformação de Ribaucour

Nesta seção apresentamos a teoria clássica da transformação de Ribaucour

para superf́ıcies em IR3. Em particular, descreveremos sistemas de coorde-

nadas principais para as transformações de Ribaucour de uma superf́ıcie reg-
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ular S ⊂ IR3 em termos de soluções de um sistema linear de equações diferen-

ciais parciais. Como conseqüência, apresentamos um método geométrico de

obter novas soluções do sistema não linear associado a uma superf́ıcie regular

de IR3.

Definição 3.3 Uma congruência de esferas em IR3 é uma famı́lia a 2-parâmetros

de esferas F = {S(p,R(p)); p ∈ M} cujos centros descrevem uma superf́ıcie

regular orientável M e cujos raios são dados por uma função diferenciável

R : M −→ IR.

Definição 3.4 Uma superf́ıcie regular S ⊂ IR3 é uma envoltória da con-

gruência de esferas F = {S(p;R(p)); p ∈M} se existe um campo de vetores

unitário ξ em M2 tal que S = {F (p) = p+R(p)ξ(p); p ∈M} e S é tangente

a S(p;R(p)) em F (p).

Proposição 3.5 Sejam M2 ⊂ IR3 uma superf́ıcie regular e F = {S(p,R(p));

p ∈M} uma congruência de esferas. Se S = {F (p) = p+R(p)ξ(p); p ∈M}

é uma envoltória de F , então ‖5R‖ ≤ 1 e ξ(p) = −5R(p)+λ(p)N(p) para

todo p ∈ M2, onde λ = ±
√

1− ‖5R‖2. Reciprocamente, se ‖ 5 R(p)‖ < 1

para todo p ∈ M então F admite (localmente) duas envoltórias S+ e S−

dadas, respectivamente, por

S+ = {F+(p) = p+R(p)(−5R +
√

1− ‖5R‖2N); p ∈M}

e

S− = {F−(p) = p+R(p)(−5R−
√

1− ‖5R‖2N); p ∈M}.
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Demonstração: Observe inicialmente que, se F = {S(p,R(p)); p ∈ M}

é uma congruência de esferas a 2-parâmetros e ξ é um campo de vetores

unitários ao longo de M , então as seguintes afirmações sobre

S = {F (p) = p+R(p)ξ(p); p ∈M}

são equivalentes:

(i) S é uma envoltória da congruência F ;

(ii) ξ(p) ⊥ TF (p)S para todo p ∈M ;

(iii) ξT = −5R.

De fato, a equivalência entre (i) e (ii) é consequência imediata da definição

de envoltória. A equivalência entre (ii) e (iii) decorre de

F∗Z = Z + Z(R)ξ +Rξ∗Z

e do fato de que (ii) é equivalente a

〈F∗(p) · Z, ξ(p)〉 = 0 para todo Z ∈ TpM2. (3.18)

Portanto, se S é envoltória de F , segue de (iii) que

‖ 5R‖2 = ‖ξT‖2 = 1− ‖ξN‖2

logo ‖ 5R‖ ≤ 1 e

ξ = −5R + λN, (3.19)

onde λ = ±
√

1− ‖5R‖2.

Reciprocamente, se ‖5R‖ < 1 então decorre da equivalência entre (i) e (iii)

que S+ e S− são as duas envoltórias de F . tu
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Considere a aplicação ψ : S+ −→ S− dada por ψ(F+(p)) = F−(p). Observe

que, para cada q = F+(p) ∈ S+, as retas normais a S+ e S− em q e ψ(q),

respectivamente, se interceptam no ponto p ∈ M, o qual é eqüidistante de q

e ψ(q) (a distância comum é R(p)).

No que segue estamos interessados no importante caso particular em que ψ

preserva linhas de curvaturas:

Definição 3.5 Um difeomorfismo ψ : S+ −→ S− entre as superf́ıcies regu-

lares S e S̃, orientadas pelos campos normais unitários N e Ñ , respectiva-

mente, é uma transformação de Ribaucour se

(i) Existe uma função diferenciável r : S −→ IR+ tal que

p+ r(p)N(p) = ψ(p) + r(p)Ñ(ψ(p))

para todo p ∈ S;

(ii) ψ preserva linhas de curvaturas;

(iii) Para todo p ∈ S, r−1(p) não é uma curvatura principal de S em p.

Observe que a condição (i) significa geometricamente que as retas normais

a S e S̃ em p e ψ(p), respectivamente, se interceptam em um ponto cuja

distância comum a p e ψ(p) é r(p).

Fixada uma superf́ıcie regular S ⊂ IR3, queremos determinar agora todas

as superf́ıcies regulares S̃ ⊂ IR3 que são transformadas de Ribaucour de S.

Antes disso, provaremos a seguinte proposição:
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Proposição 3.6 Seja ψ : S −→ S̃ uma transformação de Ribaucour . Então

existe um tensor simétrico D em S, um campo de vetores δ ao longo de S e

isometrias Pp : IR3 −→ IR3, p ∈ S, tais que ψ∗ = P ◦D e

Pp(Zp)− Zp = 〈δp, Zp〉(p− ψ(p)) para todo Zp ∈ IR3. (3.20)

Demonstração: Como ψ : S −→ S̃ é uma transformação de Ribaucour,

existe r : S −→ IR+ tal que

p+ r(p)N(p) = ψ(p) + r(p)Ñ(ψ(p)) para todo p ∈ S. (3.21)

Derivando (3.21) obtemos:

Xp +Xp(r)Np − r(p)AXp = ψ∗Xp +Xp(r)Ñ(ψ(p))− r(p)Ãψ∗Xp,

ou seja,

(I − r(p)Ã)ψ∗Xp +Xp(r)Ñ(ψ(p)) = (I − r(p)A)Xp +Xp(r)Np.

Fazendo B = I − r(p)A e B̃ = I − r(p)Ã, obtemos que ‖B̃ψ∗Xp‖ = ‖BXp‖.

Como r−1(p) não é uma curvatura principal de S em p, o operador B é

invert́ıvel para todo p ∈ S, logo Pp : IR3 −→ IR3 dada por:

PpBXp = B̃ψ∗Xp, Pp(Np) = Ñ(ψ(p))

é uma isometria. Além disso,

PpBXp −BXp = Xp(r)(Np − Ñ(ψ(p))) = −Xp(r)

r(p)
(p− ψ(p))

= 〈5log r,Xp〉(p− ψ(p)) para todo p ∈ S.
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Assim, vale (3.20) com

δ = −5 log r + r−1(p)Np.

Defina um tensor D em S por:

DXp = P−1
p ψ∗Xp para todo p ∈ S.

Então ψ∗ = PD. Note que PXi =
ψ∗Xi

‖ψ∗Xi‖
, 1 ≤ i ≤ 2, onde X1, X2 são as

direções principais de S em p. Logo X1 e X2 são autovetores de D, portanto

D é simétrico. tu

Teorema 3.2 Seja ψ : S −→ S̃ uma transformação de Ribaucour, onde

S ⊂ IR3 é simplesmente conexa. Então existem ϕ, β : S −→ IR diferenciáveis

satisfazendo

5β = −A5 ϕ, (3.22)

tais que

ψ(p) = p− 2ϕνψ(p), (3.23)

onde ψ(p) = 5ϕ(p)+β(p)Np e ν = 〈ψ, ψ〉−1. Além disso, valem as seguintes

igualdades

PZ = Z − 2ν〈ψ,Z〉ψ, D = I − 2νϕΦ e δ = −ϕ−1ψ

onde Φ = Hess ϕ− βA.

Reciprocamente, se ϕ, β : S −→ IR satisfazem (3.22) e U ⊂ S é um aberto

onde o tensor D = I − 2νϕΦ é invert́ıvel e ψ dado por (3.23) é injetora,

então ψ|U define uma transformação de Ribaucour de U.



A Transformação de Ribaucour 89

Demonstração: Defina um campo unitário ζ : S −→ IR3 e uma função

µ : S −→ IR por:

p− ψ(p) = µ(p)ζ(p), (3.24)

para todo p ∈ S. De

Pp(Zp) = Zp + 〈δp, Zp〉(p− ψ(p))

e (3.24) obtemos

Pp(Zp) = Zp + µ(p)〈δ, Zp〉ζ(p), (3.25)

para todo Zp ∈ IR3, logo

〈Pp(Zp),Pp(Zp)〉 = 〈Zp + µ(p)〈δ, Zp〉ζ(p), Zp + µ(p)〈δ, Zp〉ζ(p)〉

= 〈Zp, Zp〉+ 2µ(p)〈Zp, ζ(p)〉〈δ, Zp〉+ µ(p)2〈δ, Zp〉2.

Assim,

2µ(p)〈Zp, ζ(p)〉〈δ, Zp〉+ µ(p)2〈δ, Zp〉2 = 0,

portanto

µ(p)〈δ, Zp〉 = −2〈ζ(p), Zp〉. (3.26)

Substituindo (3.26) em (3.25), obtemos

Pp(Zp)− Zp = −2〈ζ(p), Zp〉ζ(p), para todo p ∈ S. (3.27)

Agora vamos procurar ρ : S −→ IR tal que ψ = ρ−1ζ seja uma transformação

de Combescure de S. Se tal ρ existe, temos:

ψ∗Xp = Xp(ρ
−1)ζ(p) + ρ−1∇̃Xpζ,
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para todo Xp ∈ TpS, logo

〈ψ∗Xp, Np〉 = Xp(ρ
−1)〈ζ(p), Np〉+ ρ−1〈∇̃Xpζ,Np〉, (3.28)

para todo p ∈ S. Mas pela proposição 3.6 e de (3.24), (3.27), temos que

0 = 〈ψ∗Xp,PpNp〉 = 〈Xp −Xp(µ)ζ(p)− µ∇̃Xpζ,Np − 2〈ζ(p), Np〉ζ(p)〉

= −2〈ζ(p), Np〉〈ζ(p), Xp〉+Xp(µ)〈ζ(p), Np〉 − µ〈∇̃Xpζ,Np〉,

dáı

µ〈∇̃Xpζ,Np〉 = −2〈ζ(p), Np〉〈ζ(p), Xp〉+Xp(µ)〈ζ(p), Np〉 (3.29)

e portanto de (3.28) e (3.29), obtemos

〈ψ∗Xp, Np〉 = ρ−1〈ζ(p), Np〉(−Xp(log ρ)− 2µ−1〈ζ(p), Xp〉+ µ−1Xp(µ)).

Assim, basta mostrar que existe ρ tal que

Xp(log ρ) = −2µ−1〈ζ(p), Xp〉+ µ−1Xp(µ), para todo Xp ∈ TpS, (3.30)

ou seja,

5log ρ = µ−1(−2ζ> +5µ).

onde ζ> denota a componente tangente de ζ. Para isto, defina

Z = µ−1(−2ζ> +5µ).

Temos

∇XZ = X(µ−1)(−2ζ> +5µ) + µ−1(−2∇Xζ
> +∇X 5 µ)

= X(µ−1)5 µ+ µ−1∇X 5 µ− 2X(µ−1)ζ> − 2µ−1∇Xζ
>,
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mas

∇X(5log µ) = ∇X(µ−1 5 µ) = X(µ−1)5 µ+ µ−1∇X 5 µ.

Então

∇XZ = ∇X(5log µ)− 2X(µ−1)ζ> − 2µ−1∇Xζ
>.

Agora

〈∇XZ, Y 〉 = Hess log µ(X, Y )− µ−2X(µ)〈ζ, Y 〉 − 2µ−1〈∇Xζ
>, Y 〉

e

〈∇̃Xζ, Y 〉 = X〈ζ>, Y 〉 − 〈ζ, ∇̃XY 〉

= 〈∇Xζ
>, Y 〉+ 〈ζ>,∇XY 〉 − 〈ζ, α(X, Y )〉 − 〈ζ>,∇XY 〉

= 〈∇Xζ
>, Y 〉 − 〈ζ, α(X, Y )〉.

Dáı

〈∇XZ, Y 〉 = Hess log µ(X, Y ) + 2µ−1〈α(X,Y ), ζ〉

+ 2µ−2(X(µ)〈ζ, Y 〉 − µ〈∇̃Xζ, Y 〉). (3.31)

Agora, por um lado

〈ψ∗X,PY 〉 = 〈PDX,PY 〉 = 〈DX, Y 〉 (3.32)

e, por outro lado, usando (3.24),

〈ψ∗X,PY 〉 = 〈X, Y 〉 − 2〈ζ,X〉〈ζ, Y 〉+X(µ)〈ζ, Y 〉 − µ〈∇̃Xζ, Y 〉. (3.33)
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Decorre de (3.31), (3.32) e (3.33) que 〈∇XZ, Y 〉 = 〈∇YZ,X〉 para quaisquer

X, Y ∈ TS. Como S é simplesmente conexa, existe ρ : S −→ IR diferenciável

tal que 5log ρ = Z. Dáı temos que:

p− ψ(p) = µ(p)ζ(p) = µ(p)ρ(p)ψ(p)

e ν = 〈ψ, ψ〉−1 = ρ2, logo

p− ψ(p) = −2ϕ(p)ν(p)ψ(p), para todo p ∈ S, (3.34)

onde ϕ = − µ

2ρ
.

Afirmação: 5ϕ = ψ
>
, ou seja, Xp(ϕ) = 〈ψ(p), Xp〉, para todo Xp ∈ TpS.

De fato, usando (3.30) na segunda igualdade, temos

−2〈ψ,Xp〉 = −2〈ρ−1(p)ζ(p), Xp〉 = −ρ−1(p)[µ(p)Xp(log ρ)−Xp(µ)]

= −ρ−1(p)[µ(p)
Xp(ρ)

ρ(p)
−Xp(µ)] = −µ(p)Xp(ρ)− ρ(p)Xp(µ)

ρ2(p)

= −2Xp(ϕ).

Além disso, substituindo ζ = ρψ em (3.27) e usando que ρ2 = ν, obtemos

PZ = Z − 2ν〈ψ,Z〉ψ. (3.35)

Derivando (3.23) e usando que

X(ν−1) = X〈ψ, ψ〉 = 2〈ψ∗X,ψ〉 = 2〈ψ∗X,5ϕ〉,

ou seja,

X(ν) = −ν2X(ν−1) = −2ν2〈ψ∗X,ψ〉, (3.36)
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temos

ψ∗X = X − 2X(ϕ)νψ − 2ϕX(ν)ψ − 2ϕνX(ψ)

= X − 2〈ψ,X〉νψ + 4ϕν2〈ψ∗X,5ϕ〉ψ − 2ϕνψ∗X, para todo X ∈ TS.

Mas ψ é uma transformação de Combescure, logo pela Proposição 3.3 temos

que

ψ∗ = Φ = Hess ϕ− βA.

Dáı

ψ∗X = X − 2〈ψ,X〉νψ + 4ϕν2〈Φ5 ϕ,X〉ψ − 2ϕνΦX.

Por outro lado,

P(I − 2νϕΦ)X = X − 2ϕνΦX − 2ν〈ψ,X〉ψ + 4ν2ϕ〈ψ,ΦX〉ψ

= X − 2ϕνΦX − 2ν〈ψ,X〉ψ + 4ν2ϕ〈Φ5 ϕ,X〉ψ

Portanto,

ψ∗ = P(I − 2νϕΦ).

Como ψ∗ = P ◦ D, pela proposição 3.6, obtemos que D = I − 2νϕΦ. De

(3.34) e (3.35) sabemos que

PZ = Z − 2ν〈ψ,Z〉ψ e p− ψ(p) = −2ϕνψ. (3.37)

Mas

PZ − Z = 〈δ, Z〉(p− ψ).

Dáı, usando (3.37), obtemos que δ = −ϕ−1ψ.
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Reciprocamente, definindo D = I − 2νϕΦ, onde Φ = Hess ϕ − βA, os

cálculos acima mostram que a diferencial de ψ definida por (3.23) é dada por

ψ∗ = P ◦D. Como D é invert́ıvel em U, o Teorema da Função Inversa implica

que ψ é um difeomorfismo local em U. Por hipótese, ψ é injetora em U, logo

ψ é um difeomorfismo de U em ψ(U). Note que,

P(Np)−N(p) =
〈ψ,N〉
ϕ

(p− ψ(p))

para todo p ∈ S, onde N(p) é um vetor normal a S em p. Logo as retas

normais a S e S̃ em p e ψ(p), respectivamente, se interceptam em um ponto

cuja distância comum a p e ψ(p) é r(p) =
ϕ

〈ψ,N〉
(p). Além disso, provamos,

na proxima proposição, que ψ preserva linhas de curvaturas. Portanto, ψ|U

dada por (3.23) é uma transformação de Ribaucour de U. tu

Na seguinte Proposição relacionamos as segundas formas fundamentais de S

e de sua transformada de Ribaucour S̃.

Proposição 3.7 Nas hipóteses do Teorema 3.2, se N é um campo normal

unitário a S e Ñ = P(N), então as segundas formas fundamentais de S e S̃

com respeito a N e Ñ , respectivamente, são relacionadas por

Ãψ∗Xp = P(A+ 2νβΦ)Xp, para todo p ∈ S, Xp ∈ TpS. (3.38)

Demonstração: Sabemos que

Ãψ∗Xp = − d

dt
|t=0PN(ψ(α(t))),
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onde α : I ⊂ IR −→ S é uma curva tal que α(0) = p e α′(0) = Xp. Mas

PN(ψ(α(t))) = Pα(t)Nα(t) = Nα(t) − 2ν(α(t))〈ψ(α(t)), Nα(t)〉ψ(α(t)).

Então, usando (3.36) e o fato que ψ(p) = 5ϕ(p) + β(p)Np, obtemos

Ãψ∗Xp = AXp + 4ν2〈Φ5 ϕ,Xp〉β(p)ψ(p) + 2ν(p)〈A5 ϕ,Xp〉ψ(p)

+ 2ν(p)β(p)ΦXp = P(A+ 2νβΦ)Xp.

tu

Corolário 3.3 Sejam S uma superf́ıcie regular, x : U ⊂ IR2 −→ V ⊂ S um

sistema de coordenadas principal em um aberto simplesmente conexo V ⊂ S

e (v1, v2, h12, h21, V1, V2) a solução do sistema (1.31) associada a x. Se ψ :

V −→ S̃ é uma transformação de Ribaucour, então

x̃ = ψ ◦ x = x− 2
ϕ

γ2
1 + γ2

2 + β2
(
γ1

v1

xu1 +
γ2

v2

xu2 + βN), (3.39)

é um sistema de coordenadas principal em S̃, onde (ϕ, γ1, γ2, β) é uma solução

do sistema linear de equações diferenciais parciais

∂ϕ

∂ui
= viγi, i = 1, 2,

∂γi
∂uj

= hijγj, 1 ≤ i 6= j ≤ 2

∂β

∂ui
= −Viγi, i = 1, 2.

(3.40)

Reciprocamente, se (ϕ, γ1, γ2, β) é uma solução de (3.40) no aberto U ⊂

IR2, as funções vi − 2ϕνBi, i = 1, 2, não se anulam em U e x̃ dada por

(3.39) é injetora em U , então x̃|U define um sistema de coordenadas principal
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de uma transformada de Ribaucour de V = x(U), aqui B1 =
∂γ1

∂u1

+ γ2h21

−βV1, B2 =
∂γ2

∂u2

+γ1h12 − βV2 e ν = 〈ψ, ψ〉−1 onde ψ = 5ϕ+ βN,

Além disso, a solução (ṽ1, ṽ2, h̃12, h̃21, Ṽ1, Ṽ2) do sistema (1.31) associada a x̃

é dada por 

ṽi = vi − 2ϕνBi, i = 1, 2

h̃12 = h12 − 2νγ1B2,

h̃21 = h21 − 2νγ2B1,

Ṽi = Vi + 2νβBi, i = 1, 2

Demonstração: Como ψ preserva linhas de curvatura, x̃ = ψ ◦ x é um

sistema de coordenadas principal de S̃. Pelo Teorema 3.2, existem ϕ, β :

S −→ IR funções diferenciáveis satisfazendo 5ϕ = −A5 β e tais que

ψ(p) = p− 2ϕνψ(p),

onde ψ(p) = 5ϕ(p) + β(p)Np e ν = 〈ψ, ψ〉−1. Definindo γi por:

5ϕ =
γ1

v1

xu1 +
γ2

v2

xu2 , (3.41)

temos que x̃ é dada por (3.39). Decorre do Lema 3.1, que (ϕ, γ1, γ2, β) satisfaz

(3.12).

Reciprocamente, seja (ϕ, γ1, γ2, β) uma solução de (3.40) no aberto U ⊂ IR2.

Defina ϕ, a menos de uma constante, por (3.41). Pelo Lema 3.1, as funções

ϕ, β satisfazem (3.22). Além disso, o tensor D = I − 2νϕΦ satisfaz:

D
∂

∂u1

=
∂

∂u1

− 2ϕνΦ
∂

∂u1

,
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onde

Φ
∂

∂u1

= v1ΦX1 = v1(∇X1 5 ϕ− βAX1)

= v1(∇X1(γ1X1 + γ2X2)− βAX1)

= v1(X1(γ1) + γ2〈∇X1X2, X1〉 − β
V1

v1

)

= (
∂γ1

∂u1

+ h21γ2 − βV1)X1.

Então,

Φ
∂

∂u1

= B1X1,

onde B1 =
∂γ1

∂u1

+ γ2h21 − βV1 e dáı

DX1 =

(
v1 − 2ϕνB1

v1

)
X1. (3.42)

Analogamente

DX2 =

(
v2 − 2ϕνB2

v2

)
X2, (3.43)

ondeB2 =
∂γ2

∂u2

+ γ1h12 − βV2. Logo, as hipóteses de que as funções vi − 2ϕνBi,

i = 1, 2 não se anulam em U implicam que D é invert́ıvel em U. Além disso,

temos que x̃ dada por (3.39) é injetora em U. Portanto, obtemos do Teorema

3.2 que x̃|U define um sistema de coordenadas principal em uma transforma-

da de Ribaucour de V = x(U).

Finalmente mostraremos a última afirmação. Como ψ∗ = P ◦D, temos:

ṽ2
1 = 〈ψ∗

∂

∂u1

, ψ∗
∂

∂u1

〉 = 〈D ∂

∂u1

, D
∂

∂u1

〉.

Levando em conta (3.42) obtemos

ṽ1 = v1 − 2ϕνB1.
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Analogamente,

ṽ2 = v2 − 2ϕνB2.

Por sua vez,

h̃12 =
1

ṽ1

∂ṽ2

∂u1

= h12 − 2νγ1B2

e

h̃21 = h21 − 2νγ2B1.

Temos

Ãψ∗
∂

∂ui
=
Ṽi
ṽi
ψ∗

∂

∂ui
.

Mas utilizando a relação (3.38), obtemos

Ãψ∗
∂

∂ui
= P(A+ 2νβΦ)

∂

∂ui
= P(

Vi
vi

+ 2νβ
Bi

vi
)
∂

∂ui
.

Como ψ∗ = PD, temos que

ψ∗
∂

∂ui
= PD ∂

∂ui
=

1

vi
(vi − 2ϕνBi)P

∂

∂ui
=
ṽi
vi
P ∂

∂ui
.

Logo,

Ãψ∗
∂

∂ui
=
Vi + 2νβBi

ṽi
ψ∗

∂

∂ui
.

Portanto,

Ṽi = Vi + 2νβBi, i = 1, 2.

tu
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3.3 A Transformação de Darboux-Bianchi

Nesta seção descrevemos a transformação de Darboux-Bianchi entre superf́ıcies

isotérmicas. Obtemos sistemas de coordenadas principais isotérmicos de to-

das as transformadas de Darboux-Bianchi de uma superf́ıcie isotérmica dada,

em termos de soluções de um sistema linear de equações diferenciais parciais.

Em particular, descrevemos um método geométrico de obter novas soluções

do sistema não linear de equações diferenciais parciais associado a superf́ıcies

isotérmicas a partir de uma dada.

Definição 3.6 Uma aplicação ψ : S −→ S̃ entre as superf́ıcies regulares ori-

entadas S e S̃ é uma transformação de Darboux-Bianchi se ψ é uma trans-

formação de Ribaucour conforme que reverte a orientação.

Teorema 3.3 Seja ψ : S −→ S̃ uma transformação de Darboux-Bianchi

entre as superf́ıcies regulares orientadas S e S̃. Então S e S̃ são superf́ıcies

isotérmicas. Além disso, se x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S é um sistema de

coordenadas isotérmico principal em S e (ϑ, V1, V2) é a solução de (2.27)

associada a x, então

x̃ = ψ ◦ x = x− 1

mρ
(γ1e

−ϑxu1 + γ2e
−ϑxu2 + βN) (3.44)

é um sistema de coordenadas isotérmico principal em S̃, onde m é uma cons-
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tante de integrabilidade e (γ1, γ2, β, ϕ, ρ) é uma solução do sistema linear

∂ϕ

∂u1

= eϑγ1,
∂ϕ

∂u2

= eϑγ2,

∂γ1

∂u2

=
∂ϑ

∂u1

γ2,
∂γ2

∂u1

=
∂ϑ

∂u2

γ1,

∂ρ

∂u1

= e−ϑγ1,
∂ρ

∂u2

= −e−ϑγ2,

∂β

∂u1

= −V1γ1,
∂β

∂u2

= −V2γ2,

∂γ1

∂u1

= m(eϑρ+ e−ϑϕ) + βV1 −
∂ϑ

∂u2

γ2,

∂γ2

∂u2

= m(eϑρ− e−ϑϕ) + βV2 −
∂ϑ

∂u1

γ1.

(3.45)

Reciprocamente, seja S uma superf́ıcie isotérmica e (ϑ, V1, V2) uma solução

do sistema (2.27) associada a um sistema de coordenadas isotérmico principal

x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S. Então o sistema linear (3.45) é integrável e possui

a integral primeira

γ2
1 + γ2

2 + β2 − 2mϕρ = cte. (3.46)

Se (γ1, γ2, β, ϕ, ρ) é uma solução de (3.45) com condições iniciais escolhidas

de modo que a constante no segundo membro de (3.46) se anule, então x̃

dada por (3.44) define um sistema de coordenadas isotérmico principal em

S̃, a qual é uma transformada de Darboux-Bianchi de x(U).

Demonstração: Seja x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S um sistema de coorde-

nadas principal em S e (v1, v2, h12, h21, V1, V2) a solução do sistema (1.31)

associada a x. Como ψ é uma transformação de Ribaucour temos, pelo

Corolário 3.3, que

x̃ = ψ ◦ x = x− 2
ϕ

γ2
1 + γ2

2 + β2
(
γ1

v1

xu1 +
γ2

v2

xu2 + βN) (3.47)
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é um sistema de coordenadas principal em S̃, onde (ϕ, γ1, γ2, β) é a solução

do sistema linear de equações diferenciais parciais (3.40) associado a ψ. Seja

(ṽ1, ṽ2, h̃12, h̃21, Ṽ1, Ṽ2) a solução do sistema (1.31) associada a x̃ e denote

Xi =
1

vi
xui e X̃i =

1

ṽi
x̃ui , 1 ≤ i ≤ 2. Então ψ∗Xi =

ṽi
vi
X̃i, i = 1, 2 e, como

ψ é conforme e reverte a orientação, temos

ṽ2

v2

= − ṽ1

v1

=
ϕ

τ

para alguma função τ. De

∂ϕ

∂u1

= v1γ1,
∂ϕ

∂u2

= v2γ2,

∂ṽ1

∂u2

= h̃21ṽ2,
∂ṽ2

∂u1

= h̃12ṽ1,

∂v1

∂u2

= h21v2,
∂v2

∂u1

= h12v1,

obtemos 
∂τ

∂u1

= 2
h12v1

v2

τ + v1γ1,

∂τ

∂u2

= 2
h21v2

v1

τ − v2γ2,

ou, equivalentemente,
∂τ

∂u1

= 2
∂

∂u1

log v2τ + v1γ1,

∂τ

∂u2

= 2
∂

∂u2

log v1τ − v2γ2.

(3.48)

Como devemos ter
∂2τ

∂u1∂u2

=
∂2τ

∂u2∂u1

, obtemos:

∂2

∂u1∂u2

log (
v1

v2

) = 0. (3.49)

Mas v2
1 = E e v2

2 = G, onde E, G são coeficientes da primeira forma funda-

mental. Logo

1

2

∂2

∂u1∂u2

log (
E

G
) = 0
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que é precisamente a condição para que S seja isotérmica, pela Proposição

2.6. Note que S̃ é também isotérmica, pois ψ é conforme e preserva linhas

de curvatura.

Deste modo, de agora em diante podemos supor que x seja um sistema de

coordenadas isotérmico principal. Seja (ϑ, V1, V2) a solução de (2.27) associ-

ada a x, então a solução (v1, v2, h12, h21, V1, V2) do sistema (1.31) associada a

x é dada por v1 = v2 = eϑ, h12 =
∂ϑ

∂u1

e h21 =
∂ϑ

∂u2

.

Defina agora η = (2ϕν)−1. Afirmamos que

∂η

∂u1

= −ṽ1
γ1

ϕ
η e

∂η

∂u2

= −ṽ2
γ2

ϕ
η. (3.50)

De fato, observe inicialmente que
∂ν−1

∂ui
= 2γiBi, para i = 1, 2, onde

B1 =
∂γ1

∂u1

+ γ2h21 − βV1 e B2 =
∂γ2

∂u2

+ γ1h12 − βV2. Como ṽi = vi−2ϕνBi,

i = 1, 2, obtemos que

∂η

∂ui
=
γiBi

ϕ
− 1

2

ν−1

ϕ2
viγi =

γi
ϕ
Bi −

1

2

ν−1

ϕ2
γi(ṽi + 2ϕνBi) = −ṽi

γi
ϕ
η, i = 1, 2.

Usando as fórmulas (3.50), o sistema (3.48) fica:
∂

∂u1

log (e−2ϑτ) =
∂

∂u1

log η

∂

∂u2

log (e−2ϑτ) =
∂

∂u2

log η

o que implica

log m+ log (e−2ϑτ) = log η

ou seja, η = me−2ϑτ. Agora, definindo ρ = e−2ϑτ =
η

m
, temos que

ṽ1 = −ϕ
ρ
e−ϑ e ṽ2 =

ϕ

ρ
e−ϑ.
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Além disso,

∂ρ

∂u1

=
1

m

∂η

∂u1

= −2
∂ϑ

∂u1

e−2ϑτ + e−2ϑ(2
h12v1

v2

τ + eϑγ1) = e−ϑγ1.

Analogamente,
∂ρ

∂u2

= −e−ϑγ2.

Agora, usando que

ṽ1 = v1 − 2ϕνB1 = eϑ − 1

η
B1 = eϑ − 1

mρ
B1

obtemos

−ϕ
ρ
e−ϑ = eϑ − 1

mρ
B1,

ou seja,

B1 = m(ρeϑ + ϕe−ϑ).

Mas por outro lado, B1 =
∂γ1

∂u1

+ γ2h21 − βV1, logo

∂γ1

∂u1

= m(ρeϑ + ϕe−ϑ)− γ2h21 + βV1.

Analogamente,
∂γ2

∂u2

= m(ρeϑ − ϕe−ϑ)− γ1h12 + βV2. Portanto, vale (3.45).

Além disso,

2
ϕ

γ2
1 + γ2

2 + β2
= 2ϕν =

1

η
=

1

mρ
,

logo (3.44) segue de (3.47).

Reciprocamente, é fácil ver que as condições de integrabilidade de (3.45) são

precisamente dadas pelas equações

∂2ϑ

∂u2
1

+
∂2ϑ

∂u2
2

+ V1V2 = 0,

∂V1

∂u2

=
∂ϑ

∂u1

V2,

∂V2

∂u1

=
∂ϑ

∂u2

V1,
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que é exatamente o sistema (2.27). Como, por hipótese (ϑ, V1, V2) é a solução

de (2.27), obtemos que (3.45) é integrável. Além disso, se (γ1, γ2, β, ϕ, ρ) é

uma solução de (3.45), através de um simples cálculo mostra-se que vale a

integral primeira (3.46). Agora, se

γ2
1 + γ2

2 + β2 = 2mϕρ,

ou seja,

(2ϕν)−1 = mρ,

temos que

ṽ1 = eϑ − 2ϕνm(eϑρ+ e−ϑϕ)

= eϑ − 1

ρ
(eϑρ+ e−ϑϕ)

= −ϕ
ρ
e−ϑ = −ϕ

τ
v1,

onde ρ = e−2ϑτ. Analogamente, ṽ2 =
ϕ

τ
v2. Deste modo, obtemos

ṽ2

v2

= − ṽ1

v1

=
ϕ

τ
.

Como visto na demonstração da outra implicação do Teorema, esta é pre-

cisamente a condição para que ψ seja conforme e reverta orientação. Logo ψ

é uma transformação de Darboux-Bianchi e x̃ = ψ ◦ x dado por (3.44) é um

sistema de coordenadas isotérmico principal em S̃. tu

Corolário 3.4 Sejam S uma superf́ıcie isotérmica, (ϑ, V1, V2) a solução do

sistema (2.27) associada a S e S̃ uma transformada de Darboux-Bianchi
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de S determinada pela solução (γ1, γ2, β, ϕ, ρ) de (3.45). Então a solução

(ϑ̃, Ṽ1, Ṽ2) do sistema (2.27) associada a S̃ é dada por

eϑ̃ = ±ϕ
ρ
e−ϑ,

Ṽ1 = V1 −
β

ϕ
eϑ − β

ρ
e−ϑ,

Ṽ2 = V2 −
β

ϕ
eϑ +

β

ρ
e−ϑ.

Demonstração: Seja x : U ⊂ IR2 −→ x(U) ⊂ S um sistema de coor-

denadas isotérmico principal em S e (ϑ, V1, V2) a solução do sistema (2.27)

associada a x. Então a solução (v1, v2, h12, h21, V1, V2) do sistema (1.31) as-

sociada a x é dada por v1 = v2 = eϑ, h12 =
∂ϑ

∂u1

e h21 =
∂ϑ

∂u2

. Além disso,

como S̃ é uma transformada de Darboux-Bianchi de S, em particular, S̃ é

uma transformada de Ribaucour de S. Assim, pelo Corolário 3.3, temos

eϑ̃ = eϑ − 2ϕνBi, Ṽi = Vi − 2νβBi, i = 1, 2, (3.51)

ondeB1 =
∂γ1

∂u1

+ γ2
∂ϑ

∂u2

− βV1, B2 =
∂γ2

∂u2

+ γ1
∂ϑ

∂u1

− βV2. Como (γ1, γ2, β, ϕ, ρ)

é uma solução de (3.45), obtemos

B1 = m(eϑρ+ e−ϑϕ) e B2 = m(eϑρ− e−ϑϕ). (3.52)

Além disso, pela demonstração do Teorema 3.3, temos que

2ν =
1

mρϕ
. (3.53)

Substituindo (3.52) e (3.53) em (3.53) obtemos o resultado. tu
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Exemplo 3.2 Seja x(u1, u2) = (u1, u2, 0) o sistema de coordenadas carte-

sianas do plano z = 0. A solução do sistema (2.27) associada a x é a

solução trivial ϑ = V1 = V2 = 0. Pelo Teorema 3.3, um sistema de coor-

denadas isotérmico principal em uma transformada de Darboux-Bianchi do

plano z = 0 é dado por:

x̃ = x− 1

mρ
(γ1e

−ϑxu1 + γ2e
−ϑxu2 + βN),

onde (γ1, γ2, β, ϕ, ρ) é a solução do sistema linear

∂ϕ

∂u1

= γ1,
∂ϕ

∂u2

= γ2,

∂γ1

∂u2

= 0,
∂γ2

∂u1

= 0,

∂ρ

∂u1

= γ1,
∂ρ

∂u2

= −γ2,

∂β

∂u1

= 0,
∂β

∂u2

= 0,

∂γ1

∂u1

= mρ+mϕ,

∂γ2

∂u2

= mρ−mϕ.

Resolvendo o sistema linear de equações diferenciais parciais acima, obtemos

γ1 =

√
2m

m
senh

√
2m u1,

γ2 = −
√

2m sen
√

2m u2,

β = k, k = constante,

ϕ = cos
√

2m u2 + cosh
√

2m u1,

ρ = cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2.
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Dáı,

x̃ =


u1

u2

0

− 1

m(cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2)


√

2m
m

senh
√

2m u1

−
√

2m sen
√

2m u2

k

 .

Além disso, pelo Corolário 3.4, a solução do sistema (2.27) associada a x̃ é

dada por

eϑ̃ = ±cos
√

2m u2 + cosh
√

2m u1

cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2

,

Ṽ1 = − k

cos
√

2m u2 + cosh
√

2m u1

− k

cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2

,

Ṽ2 = − k

cos
√

2m u2 + cosh
√

2m u1

+
k

cosh
√

2m u1 − cos
√

2m u2

.

As transformadas de Darboux-Bianchi em IR3 do plano z = 0 têm o aspecto

mostrado nas figuras abaixo, para os valores de k e m fixados:

Figura 2: m = 3 e m = 1, respectivamente. k = 1
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[6] G. Darboux, “Leçons sur la théorie des surfaces”. (Reprinted by

Chelsea Pub. Co., 1972), Paris 1914.
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