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Abstract

In this work we study global Gevrey hypoellipticity on the Euclidean 2-space
R? for a class of first order linear partial differential operators with coefficients
in C4 (R). Necessary and sufficient conditions for global Gevrey hypoellipticity

are proposed.



Resumo

Neste trabalho estudamos a Hipoeliticidade Global Gevrey em R? para uma
classe de operadores diferenciais parciais lineares de 1* ordem, com coeficientes
em C§ (R). Condigoes necessarias e suficientes para a Hipoeliticidade Global

Gevrey sao propostas.
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Introducao

Esta dissertagao de mestrado tem como objetivo principal o estudo da G*

hipoeliticidade global em R? do operador diferencial parcial linear de 1¢ ordem:
P =0, — c(x)0,,

sendo ¢ € C5_(R).
Dizemos que o operador acima é globalmente G* hipoelitico, (GG*H), em
R? se as condicoes

u € D, (R*) e Puc Gj (R?)

8,27
implicam u € G3_(R?),

onde D'

S,2m

(R?) é o espago das ultradistribui¢oes Gevrey 2m-periddicas em R? e
5. (R?) é o espago das fungoes Gevrey 2m-periddicas em R

Este estudo da regularidade das solugoes do operador P foi baseado no tra-
balho: Global Properties in Spaces of Generalized Funtions on the Torus
for Second Order Differential Operators with Variable Coefficients (ver
[GPY])).

A técnica das Séries de Fourier é a ferramenta central deste trabalho.

Assim o Capitulo 1 foi gerado pelas defini¢oes e propriedades das fungoes
Gevrey 2m-periddicas e pelos estudos sobre as Séries de Fourier tanto em C32(R"™)

e D) (R™) quanto em Gj_(R") e D!

" on(R™). Além disso enunciamos algumas

propriedades dos Espacos Vetoriais Topolégicos necessarias para a definicao da
topologia de G35_(R™).

Ja no Capitulo 2, encontra-se a andlise de quando um operador com coefi-
cientes constantes é (GG*H) a qual nos dard uma caracterizacao de quando um

operador da forma @ = 9, — ad,, com a € R é (GG*H) em R? em termos de



seu coeficiente a.. Tal caracterizacao sera utilizada na demonstracao do resultado
principal deste trabalho, que fornece condicoes necessarias e suficientes para que
o operaror P = 9, — ¢(2)9,, com ¢ € Cy (R) seja (GG*H) em R?. Mais precisa-

mente, provaremos o seguinte resultado (ver Teorema 2.3.1):

“Sejam ¢ € C5_(R) com c(z) = a(x) +ib(z) e P = 0, — c(x)0,.

(i) Se b é identicamente nula o operador P é (GG*H) em R? se, e somente se,

o0 numero
1 27

ag = —
2 Jo

a(s)ds
nao ¢ Liouville exponencial com expoente s > 1.

(i) Se b nao ¢ identicamente nula o operador P ¢ (GG*H) em R? se, e somente

se, b nao muda de sinal.”



Capitulo 1
Pré-requisitos

O objetivo deste capitulo é apresentar defini¢oes, notagoes e resultados impor-

tantes que serao utilizados nos capitulos posteriores.

1.1 Notacoes

Iniciamos recordando que estamos usando = = (x1,2,...,x,) COMO as
varidveis no espaco euclidiano R" de dimensao n > 1 e Z} como o conjunto de
todas as n-uplas a = (a1, -+ ,a,) com a; € Zy, paracada j = 1,--- ,n. Também

estamos usando |a| =a; + -+ a, e

aa — aoqaaz .. .a;l:’

1 T2

0

sendo 0, = 3.
J

Usaremos o produto escalar usual

x-& =28 + 1280 + - 16,

e a norma usual
x| =Vz-x.

Se o = (a1, Q9,...,00) €EZY e = (b1, 52,...,0,) € ZT entdo usaremos a

seguinte relagao de ordem

ﬁSOé{:}ﬁjSO{j,Vj:L...,n.
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Além disso

al =aq!- - ap!

e o coeficiente binomial é dado por

(g) Cre RALE

onde a diferenca de multi-indices é calculada coordenada a coordenada.

Os monomios em x de expoente a serao denotados por

« a1 a2

Qn
X —{El l’2 e T

n

Usaremos também a notagao

D® = D2 D2 ... pon

Tn

sendo D, = —i%.
J

Em C* (R") vale a férmula de Leibniz

(p-)=> (g) 9 Pp- 9%y

BLa

Se f € C®(R™) e zy € R™, podemos considerar a expansao de Taylor
8af(m0) ey
2 o )
a€Zl
Denotaremos por Cy. (R™) o espago vetorial das funges ¢ € C3 (R™) que
sao analiticas no sentido que para todo xy fixado em R" existe uma vizinhanga

V de zy onde f é dada por sua expansao de Taylor.

Dado um operador linear diferencial parcial de ordem m
P(z,D) = Z Co(x) D
la|<m
com coeficientes ¢, € C* (R™), chamamos de simbolo de P a funcao
P(z,&) = Y calz)
la|<m
e de simbolo principal de P a fungao
P(z,8) = ) calz)E” .
|a|=m
Tanto o simbolo como o simbolo principal sao fun¢oes definidas em R™ x R",

sendo esta tultima uma funcao homogeénea de grau m em &.
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1.2 Identidades e desigualdades para fatoriais

Coletamos nesta segao alguns resultados envolvendo multi-indices frequen-

temente usados no estudo das classes de Gevrey.

Um primeiro bloco de resultados decorre da férmula de Newton generalizada

para um inteiro positivo N > 1 e ty,--- ,t, nimeros reais, a saber,
N!
N _ N
(tttat ot t) = D0 et (1.2.1)
la|l=N
Particularmente, quando ¢; = --- = t, = 1 segue a identidade
N!
N P— —
=" — (1.2.2)
la|=N

e isto implica em particular que

laf

la|! < n'“al. (1.2.3)

Um segundo bloco de resultados decorre da expansao em série de Taylor da
funcao exponencial

=) —. (1.2.4)
Tal expansao, do ponto de vista de um inteiro N, implica
tN < Nlef, Vt>0VN=1,2,.... (1.2.5)
Em particular, para t = N obtemos
NN <NV VN=1,2 ... (1.2.6)

enquanto obviamente,

NI<NV VN=12.... (1.2.7)

Também serao tuteis as seguintes desigualdades:
al <la|l, YaeZl, (1.2.8)
la! < o™, Yaez?, (1.2.9)

o™ < elalt, YVaez? . (1.2.10)
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1.3 Funcoes C™ e distribuicoes periédicas

Definigao 1.3.1 C*(R") ¢ o espaco das fung¢des infinitamente diferenciavéis,

definidas em R™, a valores complezos.

Definigao 1.3.2 C3(R™) € o subespaco de C(R"™) formado pelas fungoes 2m-

periodicas em cada varidvel.

Definigao 1.3.3 Uma sequéncia (pk)rezy onde oy, € C5o(R"), k € Z, converge
em C5(R™) se existir ¢ € Co(R™) tal que D¢y, converge uniformemente para

D*p, em R", para cada o = (ou, ..., a0) € 7).

Esta definicao de convergéncia coincide com a induzida pela métrica

[ee] 1 .
d(f,g) = ,;27%’ (1.3.11)

sendo pg, k =0,1,2, ..., a semi-norma definida em C5; (R™) por

pr(0) = s[up] | D0 ()| . (1.3.12)
z€[0,2m]|"
o<k

Observagao 1.3.1 C32(R"™) é um espago vetorial completo com relagdo a métrica

d definida em (1.3.11).

1.3.1 Séries de Fourier em C5 (R")

Defini¢ao 1.3.4 Seja {ag}rezn uma seqiéncia numérica em C. Dizemos que
a seqiéncia {ay} € rapidamente decrescente se para cada N € N, existe

C =C(N) >0 tal que
lax| < C|k|™Y,  para todo k € Z"\ {0}.

Teorema 1.3.1 Seja {ay}rezn uma seqiiéncia rapidamente decrescente. Entao

§ :akdkw

kezn

converge em C3; (R") e se
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entao

1 —ik-x
(277)”/[ | e R f(x) dr = ay.

onde ay(f) € o k-ésimo coeficiente de Fourier de f e usaremos a notagao f(k) =

ax(f).

ar(f) =

Teorema 1.3.2 Seja f € C3- (R"). Entdo

iy 1 —ik-x
f0) =Gy | @

forma uma seqiiéncia rapidamente decrescente e

fl@) =" flk)e*

keZm

com a convergéncia sendo em C3 (R™).

1.3.2 Espaco das distribuicoes 2r-periodicas

Defini¢ao 1.3.5 Um funcional linear u : C3, (R") — C ¢é dito continuo (ou
seqiiencialmente continuo) se para qualquer seqiiéncia {p;} convergindo para 0

em Cg2 (R™) entao u(yp;) converge para 0 em C.
Definicao 1.3.6 O espaco vetorial
Dy (R") ={u: wéum funcional linear continuo em C3; (R")}

¢ chamado de espaco das distribuicoes 2m-periddicas, denominando

u € Dy (R™) como distribui¢io 2 -periddica.

Teorema 1.3.3 Seja u : C3; (R") — C, um funcional linear. Sdo equivalentes:
(i) u € continuo;
(i1) Ezistem C' >0 e m € N tais que

| <u,p>|<C ) sup{|D%()[}, Vel (RY).

zeR™
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Exemplo 1.3.1 Seja f € Cor(R™). Entao f define uma distribuicao 2w-periodica

por:
<Tf,g0>:/ / fz1, .y xn)o(xq, ..y ) day... dy,

para toda ¢ € C3 (R™).

Definigao 1.3.7 Uma seqiéncia {u;j}jen C D5 (R") é convergente em
D, (R") se existe w € Dy (R") tal que, para toda ¢ € C32 (R"), a seqiéncia

< uj, > converge para < u,p > em C.

Definicao 1.3.8 Sejam u € D, (R"), f € C3 (R") e a € Z'. Definimos as

distribuicoes periodicas D%u e fu como sendo:
< D%, p >= (-1)l <u, D% >, VypeC2(R);

< fu,o >=<u, fo> VpeCy(R").

1.3.3 Séries de Fourier em D) _(R").

Definigao 1.3.9 Seja {uy, }mezn uma seqiiéncia em Dy (R™). A série Z Uy, €

convergente em D, (R") se a seqiiéncia das reduzidas S; = Z U, for conver-
Im|<I

gente em D) (R™).

Teorema 1.3.4 Se u = Z Uum € D) (R™) entao D%u = Z Duyy,.

mezZ™ mezZ”
Defini¢ao 1.3.10 Uma seqiiéncia numérica {am, }mezn € denominada de cresci-

mento lento se existem constantes C' >0 e k € N tais que
@] < Clm|F, ¥ m e Z™\ {0}
Teorema 1.3.5 Seja {am,}mezn uma seqiiéncia de crescimento lento. Entdo a

série

¢ convergente em Ds (R™) e se
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entao
1 < —iTm >
Ay = u, e
(2m)"
. ! n 1 —iTm ~
Teorema 1.3.6 Seja u € D, (R"). Se a, = o) < wu,e >, entdo
T n

{am tmezn € uma seqiiéncia de crescimento lento e

u = Z ame™™ em Dj (R™).

1.3.4 Série parcial de Fourier em C3. (R").

Sejam p,gen € Zy,n>2p>1,q>1 tais que p+ q =n.

Teorema 1.3.7 Seja {¢x}treze uma seqiéncia de fungoes em C5o(RP) tal que

para cada o € ZE. e N € N eziste C > 0 tal que
|D%pp(x)] < C(1+ k)™, paratodo k € Z? e x € RP.
Entao, a func¢ao 1 : RPT? — C definida por

U(xy) = pr(z)e”

kezZ4

pertence a C5 (R™).

Teorema 1.3.8 Seja p € C3 (R"). Entao
p(z,y) =Y enlx)e¥™*,
keZa
na qual ¢, € C5(RP) e

1
(2m)a

or(z) = /[ | oz, y)e " dy.

Além disso, dado o € ZE. e N € N existe C' > 0 tais que

D% ()| < C(1 4 |k|)™, para todo k € Z% e x € RP.

As fungoes ¢ (x) sdo chamadas coeficientes parciais de Fourier de ¢ e usare-

mos a notagao P(x, k) = @g(x). A série Z P(x, k)e™* é chamada de série parcial
keza
de Fourier de ¢ em relagao a y.
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1.3.5 Série parcial de Fourier em D) _(R")

Sejam p, gen € Zy,n>2p>1,q>1 tais que p+q=n.

Teorema 1.3.9 Se u € D, _(R") entdo

u= Z Uy ()™,

meZ4d

sendo que u,, € Dy (RP), dada por

< U, () >= < u,go(x)e’iy'm >,

1
(27)4
com ¢ € C3o(RP). Além disso, para cada ¢ € C5(RP), {< U, () >} é

mezZd
uma sequéncia de crescimento lento.

Teorema 1.3.10 Seja {uy, }meze uma seqiiéncia em D), _(RP), satisfazendo a se-
gquinte condi¢cao:

Fxiste C > 0 e k € N tais que
| <ty > | < Cpi(0)(1+ [m))*,

para toda ¢ € C32(RP) e m € Z%, sendo px a semi-norma definida em
(1.3.12).
Entao u = Z U (7)™ € Dy (R").

meZ4

1.4 Funcoes Gevrey de ordem s > 1

Sejam () um subconjunto aberto do R™ e s >1 um numero real fixado.

Definiremos a classe de fungoes Gevrey de ordem s > 1 em (2, denotada por

G*(9).

Defini¢ao 1.4.1 Uma fungao ¢ esta em G*(Q2) se ¢ € C*(Q) e para todo K

subconjunto compacto de ) existe uma constante C' > 0 tal que

10%p(z)| < Ol (o)), YaeZ,, VaeK.
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1.5 Funcoes Gevrey Periédicas de ordem s > 1

e amplitude h > 0

Defini¢ao 1.5.1 Dizemos que ¢ € C5 (R™) € uma fungao Gevrey periddica de

ordem s > 1 e amplitude h > 0 quando existir uma constante C' > 0 tal que
0% ()] < C- Al (al)* @ YaeZ! Vaelo2n]". (1.5.13)

O conjunto de todas as funcoes Gevrey periodicas de ordem s > 1 e amplitude
h > 0 serd denotado por G5l (R™) e denominado classe das fun¢ées Geuvrey pe-

riodicas de ordem s > 1 e amplitude h > 0.

Exemplo 1.5.1 Se f: R" — C € uma funcao analitica e 2w-periodica em cada

varidvel entio existe h > 0 tal que f € Gy (R™).

Observagio 1.5.1 Vé-se facilmente que G5'(R") C G3"(R") se s < s e
GSMR™) € GSM(R™) se h < I

Consequéncia: Se f € C¥ (R") entdo entdo existe h > 0 tal que f € G5M(R")
para todo s > 1.

As operagoes usuais de soma e de multiplicacao por escalar em fungoes sao
h .
claramente fechadas nas classes G5 (R™), tornando-o um C-subespago vetorial

de C3 (R™). Mais ainda, a aplicagao
[l = sup {|0%p(z)| hlelal™ a0 e 2 2 € |0, 27]"} (1.5.14)

define uma norma em G5’ (R"). Notemos que segue de (1.5.13) que [l estd

bem definida.

Teorema 1.5.1 A classe G;: (R™) das fungoes Gevrey de ordem s > 1 e ampli-

tude h > 0 € um espago de Banach com relagao a norma ||-||, .

1.6 Funcoes Gevrey periddicas de ordem s > 1

Defini¢ao 1.6.1 Dizemos que ¢ € C5o (R") é uma fungio Gevrey 2n-periodi-

ca de ordem s > 1 quando ¢ é uma fung¢ao Gevrey periodica de ordem s > 1
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em alguma amplitude h > 0, isto é, quando existir uma amplitude h > 0 e uma

constante C' > 0 tal que
10%p(x)| < Chlol(al)s, Y a e Z? |V 2 €[0,2n]" .

O conjunto de todas as fungoes Gevrey periodicas de ordem s > 1 serd denotado

por G5 (R™) e denominado classe das fungées Gevrey periddicas de ordem s > 1.

Observacao 1.6.1 G5_(R") = U Gy (R™).

h>0

Teorema 1.6.1 G3_(R™) € um espago vetorial e um anel com relagdo ao produto

de funcoes; além disso € fechado com relacao a diferenciacado.

1.7 Espacos vetoriais topolégicos e a topologia
limite indutivo

Definicao 1.7.1 Seja E um espaco vetorial sobre C. Dizemos que uma topologia
definida sobre E ¢ compativel com a estrutura de espago vetorial de E se as
aplicacoes

(r,y) EExXEr—x+yek

Mz)eCx E— A el

sao continuas. Um espaco vetorial munido com uma topologia compativel com sua

estrutura de espago vetorial € dito ser um espago vetorial topolégico (EVT).

Observagao 1.7.1 A topologia de um EVT pode ser descrita em termos de
um sistema fundamental de vizinhangas do zero. Em um espago topologico uma
colecao de conjuntos é dita ser um sistema fundamental de vizinhancgas de um
ponto se todo conjunto da cole¢ao contém o ponto, a interseccao de dois conjuntos
quaisquer da colecao contém um conjunto da colecao e toda vizinhanca do ponto
contém um conjunto da colecao. Lembremos que em um espacgo topologico uma

vizinhang¢a de um ponto x € qualquer conjunto aberto que contém o ponto.
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Definicao 1.7.2 Seja E um EVT e A C E. Dizemos que A é convexo se dados
dois pontos quaisquer em A, entdo o segmento que os liga estd também em A,

isto €, se x,y € A entio \x + (1 =Ny e A, 0<A<1.

Definigao 1.7.3 Um EVT é dito ser localmente convexo se existir um sis-

tema fundamental de vizinhangas do zero formado por conjuntos convezos.

Definicao 1.7.4 Seja E um EVT. Um subconjunto B de E é dito ser limitado

se para toda vizinhanga V' de 0 temos B C tV para todo t suficientemente grande.

Introduziremos agora a topologia limite indutivo a qual serd 1util para defi-
nirmos a topologia de G§_(R").

Seja E um espago vetorial sobre C. Suponhamos que E seja a uniao de uma
seqliéncia crescente de subespagos E,,n € Z., localmente convexos tais que as
aplicagoes inclusoes i, nt1 : E, +— E,q1 sdo continuas, Vn € Z, (portanto a
topologia induzida em F,, pela topologia de E, 1 é menos fina do que a topologia
original de E,,). Definimos sobre E a topologia localmente convexa mais fina que
torna as inclusoes i, : E, — E continuas (ou seja, torna a topologia induzida
em [, por essa topologia, menos fina que a topologia original de E,,). Diremos,

neste caso, que E é o limite indutivo dos F,,.

Definicao 1.7.5 Sejam X e Y espacos normados. Uma aplicacao linear u :
X — Y ¢€ dita ser compacta se para todo conjunto B C X, limitado, temos
que u(B) € relativamente compacto em 'Y, isto é, m ¢ compacto em Y. Equi-
valentemente, u é compacta se toda seqiéncia limitada {x,} em X contém uma

subseqiiéncia {x,,} tal que {u(zy,)} converge para um ponto de Y.

Definicao 1.7.6 Diremos que uma seqiiéncia, {E,}, de espa¢os normados €
regular, se as sequintes condicoes sao satisfeitas:

i) B, C En1, V€ Z, e a topologia de E, 11 induz em E, uma topologia menos
fina que a topologia original de E,.

i) innt1 2 En — Enyq € uma aplicagdo linear compacta, ¥ n € Z,..

Teorema 1.7.1 Seja E o limite indutivo de uma seqiiéncia reqular de espagos
normados {E,}. Uma condi¢ao necessaria e suficiente para que um conjunto F

seja fechado em E € que a intersecao F' N E,, seja fechada em E,, ¥V n € Z,.
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Corolario 1.7.1 Seja E o limite indutivo de uma sequéncia reqular de espacos
normados, {E,}, e seja F um espago topoldgico qualquer. Para que uma aplicag¢ao
f E — F seja continua € necessdrio e suficiente que a restricao de f em E,

seja continua, V'n € Z, .

Teorema 1.7.2 Seja E o limite indutivo de uma seqiéncia reqular de espagos
normados { By }nez, . Para que B C E seja limitado em E € necessdrio e suficiente
que exista ng € Zy tal que B C E,, e que B seja limitado com relagao a topologia

de Ey,.

Corolario 1.7.2 Seja FE o limite indutivo de uma seqiéncia reqular de espac¢os
normados, {E,}, e seja {x,} uma seqiéncia de E. Para que x, — 0 em E ¢
necessdario e suficiente que exista ng € Z4 tal que x,, € E,,, YVn € Z; e x,, — 0

em Ly, .

1.7.1 Topologia em Gj_(R")

Agora vamos definir, de modo natural, uma topologia sobre o espaco
5-(R™). Mas antes disso, enunciaremos um teorema muito importante para

que a topologia em G35 _(R") seja bem definida.
Teorema 1.7.3 Para todo h < h' a inclusao

i Gyl (R) — Gy (R™)
¢ continua e compacta.

Seja h; ¢ uma seqliéncia de nimeros reais positivos estritamente crescente

e hj — oo. Entao podemos escrever
s n s,hj n
27r(R ): UG27r] (R )
j=1

Munimos G35 (R") com a topologia limite indutivo definida anteriormente
(ver pag.13).
Mostra-se que a topologia limite indutivo definida sobre G5 _(R™) independe

da escolha da seqiiéncia h; escolhida. Assim, daqui para frente vamos fixar uma
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seqliéncia h; de nimeros reais positivos estritamente crescente e h; — 0o e vamos
trabalhar com a topologia limite indutivo definida sobre G§_(R™) pela seqiiéncia
s,h; n
G27'r (R )
Assim segue do corolario 1.7.2 que vale o seguinte critério de convergéncia

em G5 _(R"):

o ¢; € G5 (R™) converge para ¢ € G5_(R") se, e somente se, existe algum

s,h n
h, tal que ¢;, ¢ € G5.7 (R™) e ||¢; — 90||s,hp — 0.

1.8 Ultradistribuicoes Gevrey periddicas de or-

dem s > 1

/

tox(R") das ultradistribui¢des de ordem s > 1, 2w-periddicas, é

O espaco D

definido como o dual topolégico do espaco G5 (R™). Mais explicitamente,

Defini¢ao 1.8.1 Dizemos que u : G5_(R") — C € uma ultradistribuicao Ge-
vrey 2m-periodica de ordem s > 1 quando u € um funcional linear continuo.

O conjunto de todas as ultradistribuicoes periodicas de ordem s > 1 serd deno-

/

tado por Di, (R") e denominado classe das ultradistribuicoes Gevrey periédicas

de ordem s > 1.

Teorema 1.8.1 Seja u : G5_(R™) — C linear. Entdo as sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

(i) v e D., (R").

8,27

(i) para todo € > 0, existe uma constante C. > 0 tal que

| <u,o>]<Cc sup sup [0%(x)] l(al) ™ Ve € G5 (RY).

z€[0,27]™ a€ZY

(111) Se p; € G5 (R™), j =1,2,... converge para 0 em G5 (R"™) entao a seqiiéncia

<u, PLj > converge para zZero em C.

Lema 1.8.1 Seja u € D) _(R™) uma distribuicio 2m-periddica em R™. Entao a

restrigio de u ao espago G5 (R"™), define um elemento em D{ , (R").
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Lema 1.8.2 G3_(R") € denso em C52(R™), para todo s > 1.

Ja sabemos, pelo Lema 1.8.1, que se u € Dj_(R™) entao a restri¢ao de u

a G5, (R"), define um elemento em D[, (R"). Segue do Lema anterior que se

/

essa restricao ¢ uma distribuicao nula em D7,

(R™), entdao v = 0 também em
D), _(R™). Assim, podemos identificar D) _(R"™) com um subespago de D’ , (R");

s,2m

que explica a palavra “ ultradistribuicao periédica” para elementos de D;yzﬁ(R”).

Exemplo 1.8.1 Seja f € C5 (R"). Entdo f define uma ultradistribuicao 2m-

periodica por:
<Tp,p>= / = / fx, ., zn)@(x, ooy ) dy... dxy,
para toda ¢ € G5 (R").

Definigao 1.8.2 Seu € D., (R") e f € G5 _(R"™) definimos

8,27

< 0%, >= (=Dl <, 0% >V p € G5 (R (1.8.15)
e
< fu,p >=<u, fo >V e G (R"). (1.8.16)
Teorema 1.8.2 Se u € D, (R") e f € G5, (R") entdo 0%u e fu pertencem a
lj;Qﬂ(Egn)'

Exemplo 1.8.2 Seja u = Z aa0¥, com a, € C, definida por:

a€Zl

<u,p>= > (=1)"a,0%(0), ¢ € G5 (R").

a€Zl

Se para cada € > 0 existe C. > 0 tal que
o] < Cee(al)~2,

entio u € D., (R").

s,2m
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1.9 Séries de Fourier para funcoes (Gevrey perio-
dicas

Defini¢ao 1.9.1 Seja ¢ € G5_(R™). Entao para cada & € 77 definimos o coefi-

ciente de Fourier p(&) por

1
(2m)"

a(6) = / (), € € I
[0,27]™

Teorema 1.9.1 Se ¢ € G5_(R™) entao

plx) = pe)et

gezr

sendo a convergéncia em G5_(R™) e existem constantes C > 0 e € > 0 tais que
B(6)| < CelI”" v ¢ ez, (1.9.17)

Teorema 1.9.2 Seja {Cﬁ}sezn uma sequéncia de niumeros complexos e suponha-

mos que existem C' >0 e € > 0 tais que
G| < Ce=lI"" v ¢ e 77, (1.9.18)
Entao, existe y(x) € G5,.(R"™) tal que

blw) = 3 Cee™™,

gezr

onde a convergéncia ¢ em G5 (R"). Além disso, (€) = Ck.

1.10 Séries de Fourier para ultradistribuicoes
Gevrey periddicas

Defini¢ao 1.10.1 Seja u € D., (R™). Definimos o coeficiente de Fourier

s,2m
u(&) de u por
u(é) = <u,e @ > Ve

Observagao 1.10.1 Como ¢@* € C¥(R"), V a € Z" entio ¢ € G5 (R") e

portanto w(§) estd bem definido.
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Teorema 1.10.1 Se u € D., _(R™) entao para todo € > 0 eziste C. > 0 tal que

8,2m

|1/5

()] < C.eflS, v e ez

Definigao 1.10.2 Seja u; uma seqiéncia em D, (R™) e uw € D., (R"). Dize-

$,27 8,27

/
s,2m

mos que u; converge para u em D!, (R") se < u;,¢ > converge para < u,p >

para toda ¢ € G5 (R™).

Teorema 1.10.2 Seja {C{}gezn uma sequéncia em C tal que para cada € > 0

existe C. > 0 tal que

Ce| < Cef™ v e ez, (1.10.19)
Entao existe u € D), (R") tal que u = Z Cee™* isto ¢,
gen
Cupe= lm <8p>=tm [ S@)eadr, com Sx) = 3 Cee .
7o I J0,27]

135

Além disso, u(§) = Ck.

Teorema 1.10.3 Seja u € D., (R"). Entdo

8,27

u(z) =y a()es,

gen

5 ; / n
com a convergéncia sendo em D{ , (R").

Exemplo 1.10.1 Usando os resultados desta secao exibiremos agora um exem-
plo de ultradistribuicio Gevrey 2m—periodica em R que nao é uma distribui¢ao

2m—periodica em R, ou seja mostraremos que
! C
D27’I’(R) Z DS,ZTI'(R)'
Para isto consideremos a seqiiéncia

L 1
n2s ns

a,=¢€e"" =e =eVn

Assim, dado € > 0, existe ng = ng(e) € Z; tal que se n > ny entao

1
s

/1 1 - *)”i
eVt e, Seja C, —max{l,e< n ,n=1--+,n9—1}. Entéo

Q‘

|=

21
S
a, =¢e"

@

IA

Ce™ , VYnel,.
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Assim,

1 .
u = Ze”ﬁemfc e D, (R).

8,27
n>1
[
Notemos que u = ) -, "™ ¢ D (R), pois se existisse C' > 0 e ( €

1
Zoy, L # 0tal que e"* < Cn' entdo deveriamos ter ne < log C'+¢log n e portanto

log C |
1< 282 280 g
n2s n2s

quando n — 00, o que nos daria uma contradicao. Logo nao existe C' > 0 e

{ € Z, tais que a, < Cn, ¥V n # 0, ou seja, u ¢ D}, _(R). O

1.11 Série parcial de Fourier para funcoes Ge-
vrey periodicas

Sejam p,gen € Z,,n > 2,p>1,q > 1 tais que p+ ¢ = n e escrevemos
(x,y) € R™ para indicar que z € R e y € RY.

Seja ¢ € G5, (R™). Consideremos para cada = € RP a fungao
Y RT — C

definida por ¢, (y) = ¢(z,y).
E facil ver que ¢, € G5, (RY) para cada z fixado em RP?.

Assim, podemos escrever

o(,y) = @aly) = Y Bl m)e™”,

nezd

onde

~ R 1 » 1 »
B, ) =3, () = / e, (y)dy = / e (z, y)dy.
(2m)7 J0,27)0 (2m)7 Ji0,27]0

Como ¢ € C2(R™) segue que para cada n € Z4, fixado, p(-,n) € C2(RP).
Seja o € Z e n € Z9, fixado. Como ¢ € G5 (R") existe C' > 0 e hy,
tais que

1
3, m)| < / %o (z, y)ldy
ol < g [ 10e@ )

1 |ov] 1\$
)7 /{07%14 Chj,'(al)dy

= ChiPN ), Y a e 2, Va € [0,2q]P.
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Assim podemos concluir que (-, n) € G5, (RP).

Teorema 1.11.1  Seja ¢ € G5 (R™). Entao existem constantes

hy, = hy(9),C >0, e € >0 tais que
023 (z, )| < ChlPl @ty e Vo e Zh, V¥ ez, Ve 0,2r].

Teorema 1.11.2 Seja ¢,,n € Z%, uma seqiéncia de fungoes em G5 (RP) tal

que existem C' >0, hy, >0 ee > 0 tais que
‘858017(1;)’ < C«h\pa|<oé!>sef€\77|1/s’
VaoeZE, ¥YneZ!, YV e|0,2nP. Entdo, a fungao ¢ : R" — C dada por

p(r,y) =Y oy(x)e?

nezl

estd bem definida e p € G5_(R").

1.12 Série parcial de Fourier para ultradistribui-
coes (Gevrey periddicas

Sejam p,gen € Z,,n > 2,p>1,q > 1 tais que n = p + ¢ e escrevemos
(z,y) € R™ para indicar que z € R? e y € R%.
Seja u € D, (R"). Para cada ¢ € G5_(RP) definimos

8,27
uy : G (R?) — C
por
<y, p >=<u, (@) ® p(y) >, ¢ € G3.(R7), (1.12.20)

onde ¥ ® ¢ : RP & R? — C é definida por (¢ ® ¢)(x,y) = ¥(x).(y).

Observagao 1.12.1 u, € D, (RY).

8,27

Observagao 1.12.2 Segue do Teorema (1.10.3) que podemos escrever

ug(y) = Y Up(n)e” (1.12.21)

nezd
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onde

_ 1 » 1 »
uy(n) = W < Uy, eV >= )7 < u,p(x)e”N > .
Para cadan € 77 fixado definimos o sequinte funcional linear sobre G5_(RP):

u, G5 (RP) — C

dada por

< Uy, ) >=Uy(n) = (er)q < u,p(x)e N > (1.12.22)

Observagao 1.12.3 u,(z) € D., (RP), Vn € Z9.

s,2m

Teorema 1.12.1 Seu € D., (R") entdo

8,27
u= Z w,(z)e? "
nezd

onde u,(x) € D, , (RP) é dada por

8,27

< uy(x), Y(z) >=uy(n) = ﬁ <u,Y(z)e ¥ > Vp € Gy (RP).

Além disso, dados € > 0 e hy > 0 existe uma constante C.p, > 0 tal que

| < uy(@), ¥(@) > | < Con|$llsp ™, V€2, Ve G (RY).

Teorema 1.12.2  Seja u,,n € 29, uma seqiiéncia em D, (RP) que satisfaz a

sequinte condigao: Dados € > 0 e hy > 0 existe uma constante C.p, > 0 tal que
| < (@), (@) > | < Copl|$llon e, ¥y ez, V¢ € Gi(R).
Entao

u = Z uy(z)e”" € D)o (R").

nezd
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Analise da G° hipoeliticidade

global de alguns operadores

2.1 Aplicacao

Seja P = Z o ()0 um operador diferencial parcial linear com z € R”

laf<m

e aq(r) € G5 (R"), s > 1.
Definicao 2.1.1 Seja s > 1. Dizemos que P ¢ globalmente G* hipoelitico

em R", (GG*H), se as condigoes u € Dy, (R") e Pu € G5, (R") implicam que
u € G5 (R™).

Em R"™ consideremos o operador com coeficientes constantes P dado por

P= ) auD" a,€C. (2.1.1)

laj<m

Como uma primeira aplicagdo provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.1.1 Seja s > 1. O operador P dado por (2.1.1) € globalmente G*
hipoelitico em R™ se, e somente se, para cada € > 0 existe C. > 0 tal que o

simbolo 15(5) = Z ans%, £ € 7", satisfaz

laj<m

1P©)] > e, para |¢] > C. (2.19)

22
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Demonstragao: Suficiéncia: Seja u € D, _(R") tal que

que

s,2m
Pu=fe G5 (R (2.1.3)

Tomando a série de Fourier em (2.1.3) obtemos

~

P(&a(g) = f(¢), VEezm (2.1.4)

Segue de (2.1.4) e do fato de f € G5, (R") que existem ¢ > 0 e C. > 0 tal

1PE)|a(6)] < Cee¥" v ¢ e Zn. (2.1.5)

Tomando €; = §, segue da hipdtese, que existe C;; > 0 tal que
|P(&)] > e’%m%, para |£| > C.,. (2.1.6)
Segue de (2.1.5) e (2.1.6) que
[i(€)] < Cee 54 [g > . (2.17)

Podemos decompor u da seguinte forma

w o= ) a(g)e

£ezn
= Y g+ Y aE)e
|€]<Ceyq [€]>Cey

= up(z) + us(x).

Como €™ ¢ analitica real, para cada ¢ fixado, entdao u; € G35 (R"). Como

oL
existem & = g > 0e Cs > 0 tais que |a(€)] < Coe 8%, V €] > C., entdo

podemos concluir que up € G5 (R™). Portanto temos u € G5 (R"). O

Necessidade: Suponhamos que existe €5 > 0 tal que para qualquer C' > 0 existe

A 1 .
£ € Z" tal que [£] > C e |P(€)| < ekl | Assim existe uma seqiiéncia {&/} € Z»

. A . L
com [¢7] > j e |P(&7)] < el

Definindo

o0

u(x) = Z eied!

Jj=1

temos
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X 0, sef#¢&;
() = | (2.1.8)
1, se&=¢.
Assim, u € D'9:(R™) (logo u € D's9-(R™)) e também temos que u ¢
G5 (R™).
Observemos que
M=§Z%”(§?w)zZﬁwwwzﬂm
lo|<m J=1 J=1

Assim

A 0, 7;
G S
PeY), so€—¢&.

~ 1
Como existe g > 0 tal que |f(¢)] < e 0l¢l* entdo podemos concluir que
f e G5 (R™).
Assim construimos v € DL, (R")\G5 (R") (ver 2.1.8) tal Pu = f €

8,27

G5, (R™) e portanto P nao é globalmente G* hipoelitico em R™. O

d
Exemplo 2.1.1 Consideremos o operador L = e + A, A e C. Afirmamos que
x

o operador L € globalmente G* hipoelitico em R, para s > 1.

Mostraremos que L satisfaz (2.1.2)

De fato,

L] = [i& + Al = [i& + R(N) +13(V)] = [RQA) +i(€ + (V)|

> E+ 3= [ =[SV =1
se [€] > |S(N)| + 1. Ou seja, dado € > 0 tomamos C' = [F(N)| + 1 e temos
~ 1
ILE©) > 1> el se [¢] > C.

Portanto pelo Teorema 2.1.1 L é globalmente G* hipoelitico em R. 0

Analisemos o Teorema 2.1.1 no caso particular em que n = 2.

Precisaremos da seguinte definigao:
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Definigao 2.1.2 Dizemos que a € R\Q nao é um nimero Liouville expo-

nencial com expoente s > 1 se para qualquer € > 0 existe C. > 0 tal que

Ip—aq| > Cee™19" ¥ (p,q) € Z x (Z\{0}). (2.1.9)
Assim temos o seguinte resultado

Teorema 2.1.2 Seja s > 1. O campo vetorial L = Dy — aDy, com a € R, ¢é
globalmente G* hipoelitico em R? se, e somente se, o nao é um nimero Liouville

exponencial com expoente s.

Demonstracao: Necessidade: A prova sera feita pela contrapositiva. Supo-
nhamos que a € Q. Entao podemos escrever a = ™ com m € Z e n € Z\{0}.

Assim, se p ={Im e g = In, ¢ € Z entao temos

L(¢m, tn) = tm —aln=0, ¥V ( € Z.
Logo L nao é globalmente G* hipoelitico em R?, pois segue do Teorema
2.1.1 que o simbolo de um operador globalmente G* hipoelitico em R? nao pode

ter uma infinidade de zeros em Z2.

Suponhamos agora que « ¢ um nimero Liouville exponencial com expoente

s, isto é, existe ¢y > 0 tal que para qualquer constante C' > 0 existem (p,q) €
Z x (Z\{0}) tais que

lp — aq| < Ce_e‘)'q'%. (2.1.10)

Assim, tomando C' = % existe uma seqiiéncia (p;, ¢;) € Z x (Z\{0}) satisfa-
zendo

1 1 1
lp; — ag;| < —emolalt < gmeolgsl® (2.1.11)
J

e além disso podemos escolher |g;| > 2 e |¢j| — oo.

Segue de (2.1.11) que
1
;| — lellg] < pj — agj] < e lul® <1< g

e portanto

Ip;| < (14 |al)|g;l.
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Assim temos
P+ <1+ (1+|a])?q (2.1.12)

Segue de (2.1.11) e de (2.1.12) que

0=

- gL —eo— |(pj,a5)| )
|L(pj,q]')’ _ |pj _Oéq]‘| < e—eolqj\s <e Eoc% Djsq5 = 172"”

com C' = {[1+ (1+ |a])2]} e |g;| — oo.
Logo, L nao é globalmente G* hipoelitico em R?.

Suficiéncia: Suponhamos agora que a nao é um numero Liouville exponencial

com expoente s, isto é, para qualquer € > 0 existe C, > 0 tal que

p—ag| > Ce~1* ¥ (p,q) € Z x (Z\{0}). (2.1.13)

Segue de (2.1.13) que

1
S

E(p,q)| = p — ag| > Cee= > CLe~d®D* v (5 g) € Z x (Z\{0}). (2.1.14)

Notemos que

1
s

’i(p, 0)‘ =|p| > 1> e @O v p e z\{0}. (2.1.15)

Assim segue de (2.1.14) e (2.1.15) e do Teorema 2.1.1 que L é globalmente
G hipoelitico em R2. O

2.2 Uma condigao suficiente para a G° Hipoeli-

ticidade Global em R? do operador
Q =0, — c(x)0,

Iniciaremos esta se¢ao provando um resultado sobre G* hipoeliticidade glo-
bal o qual sera utilizado na prova do resultado principal deste trabalho, mais

precisamente:

Teorema 2.2.1 Seja s > 1. Seja Q = 0, — ¢(x)0d,, onde ¢ € C5 (R) com
c(x) = a(z)+ib(z). Se b ndo muda de sinal e b nao € identicamente nula, entdo

Q € globalmente G* hipoelitico em R2.
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Demonstragao: Vamos analisar o caso b(z) > 0 pois se b(z) < 0, V z, a mudanca

de variaveis
!

r=ux
y=—y
transforma o operador @ no operador Q = 8, — (—c(2"))0y e, portanto,

S(—c(")) = —b(z') > 0.
Seja u € D., (R?) tal que Qu = f € G5 _(R?). Precisamos mostrar que

8,2m

u € G5 (R?) e isso serd feito através da analise de seus coeficientes parciais de
Fourier.

Como u € D), (R?*) e f € G5 (R?) consideremos suas expansoes em séries

parciais de Fourier em relacao a variavel y:

ulz,y) =Y iy(w)e,

JEZ
f(xvy) = ij(x)eijy'
JEL

Assim, usando Lema 3.0.5 do apéndice temos

ST hi@e = fay) =Qu=Q | lm 3 a(a)e
jez jl<n

= lim Q Zﬁj(x)eijy

lil<n
- Jm 3 (giste) — taee)is(o) )
= 3 () - iieta)is(o) ) e

Pela unicidade dos coeficientes parciais de Fourier de f, temos que para cada
J € Z, u; ¢é solugao de

d R

T0(x) — ije(0)iy(z) = fi(x). (2:2.16)

Pelo Lema 3.0.7 estudar as solugoes em D’ , (R) de (2.2.16), é equivalente a

8,2m

estudar as solugoes em D, (R) de

d .- —ijé(x) ~ —ijé(x) £ .
<% - zyco> (e7 %) (x)) = e79%) f;(x) para cada j € Z, (2.2.17)
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sendo
1 27

é(x) = /Ox ct)dt —cor e ¢y = c(t)dt.

2m Jy

Observagao 2.2.1 Como f;(z) € G5, (R) seque do exemplo 2.1.1 e de (2.2.17)
que t;(z) € G5 (R) para cada j.

Estudaremos as solugoes de (2.2.17) utilizando o Lema 3.0.10 do Apéndice,
com A\ = —ijcy, portanto, precisaremos de informacgoes sobre o nimero —ijcy,
que passaremos a analisar.

Se escrevermos ¢y = ag + iby teremos A = —ij(ag + iby) = j(by — iay).
Notemos que a hipdtese sobre b(z) nao mudar de sinal e nao ser identicamente

nula, implica que
1 2w

:§0

bo b(t)dt # 0.

Concluimos assim que \ € iZ se, e somente se, 7 = 0. Entao pelo Lema 3.0.10,

com \ = j(by — iag) e g(x) = e ) fi(z) e j € Z\ {0} temos

e—ijé(x)aj(w) - — 61”0027r /027r eijcose—ijé(a:—S)fj(x — 5)ds
ou equivalentemente
1 e R
e_”c(“”)ﬁj(x) = e 1 /0 e_Z]cOSe_ZJC(I+S)fj (x + s)ds.
Portanto,
1 o o
u;(x) = m/ eilcos—ez=s)+e@)) £ (1 — 5)ds (2.2.18)
ou equivalentemente
1 o o
u;(z) = m/o e lcostelwrs)=&@)) £ (1 1 5)ds. (2.2.19)

Segue de (2.2.16) que para j = 0, Go(z) é solugao da equagao

d A
%uo(x) = fo(x). (2.2.20)

Assim,

fo(z) = /: fo(s)ds + C. (2.2.21)
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Observemos que como Ug(z) é 2m-periédica devemos ter
P
0(0) = € = io(2m) = [ fals)ds + €.
0

ou seja,

" fo(s)ds = 0. (2.2.22)
0

Vamos provar que a sequéncia (4;);ez satisfaz o seguinte: existem C' > 0 e

e > 0 tais que

dk

(o) < CH (ke v j e Z\ {0V, 2 € [0,27],V k € Zo. (2.2.23)

Assim pelo Teorema 1.11.2 concluiremos que u € G5 (R?).
Necessitaremos de alguns resultados que se seguem:

Como f € G5, (R?), existem Cf > 0 e £ > 0 tais que

< C];+1(k!)86_6|j|1/57v ke Z+,vj € Z,V x € [0,271']. (2.2.24)

k.
b

Seja H : R? — C, analitica real e H(t,-) 2r-periddica. Como [0,27]* é
compacto existe r > 0 e uma vizinhanca complexa de U de [0,27]%, que contém
todos os polidiscos A(t, z, ) de raio r, independente de (¢, ), centrado em (¢, x) €

0, 27]2, isto é,
At z,r) = {(21,20) € C?: |2y —t| <1 |20 — 2| <7} C U,V (t,2) € [0,27)?,

onde H tem uma extensao holomorfa, H. Lembremos que

8l H(Zb ZQ)‘

22

z1=t = aiH(t,,ﬁE), para l - 0, 1, 27

zo=T
Lema 2.2.1 Seja p;(z) = €Y%,z € C,j =1,2,.... Parax et fizos definimos para
cada k =0,1,2,... e para cada j =1,2,... uma funcao Fjj : C — C por

k

z1=
z9=x

. o
F;p(w) = Z et (t:2) (Zj') [w— H(t,z)]P.
p=0 P
Entao
I (pj0H)(t, ) = aiQ(Fj,ko]%l)(zl,,22)| L 1=0,1,2,..,k. (2.2.25)
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Demonstracao: Iniciamos observando que

O, (FjroH)(21, 22)|  _, = 02, (FipoH)(t, 22)

z9=x

z9=x :

Assim basta provar que
0L (pjoH)(t,x) = 0. (FjroH)(t, 22)|22:x, paral=0,1,... k. (2.2.26)
A prova sera feita por inducao em k. Para k = 1 temos
(Fj10H)(t, 2) = 02 4 UHEDG 501 (1 20) — H(t, ).
Notemos que para [ = 0 vale (2.2.26), pois

(Fj10H)(t, 2) = eTH2) — (pi0H)(t,z).

|z2:a:
Observemos que
0=, (Fj,lag) (t,20) = ein(t@)ija@f{(t? )

e portanto,

0., (F;10H)(t, z) o= eIHE2)50 H(t, x).

l2o=

Por outro lado, temos
d g
Oz (pjoH)(t,x) = d—goj(H(t, )0 H(t,x) = ije" D9 H(t, x).
z

Logo,

822(Fj710ﬁ[)(t722) = ax(‘zijH)(tvx)v

layme
o que prova (2.2.26) para o caso k = 1.
Suponhamos que (2.2.26) seja valido para k ¢ mostremos que (2.2.26) tam-
bém é valido para k + 1.
Para [ = 0 claramente (2.2.26) se verifica. Seja [ € {1,...,k + 1}. Notemos
que
k+1

(Fpsio)(t2) = S e W e oy g .

p=0 P
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Assim,
5 k1 (i‘)p ) )
Oy (Fiiinofl) (1, 20) = Zewﬂﬁvw)ﬁm@,m—H(t,xnp-lazzH(t,zQ)
p=1 '

= §jO., H(t, 2) Ze”H” (Z;) (H(t, 20) — H(t, z)]?
p=0

= 0jO., H(t, 2)(FjroH)(t, 2). (2.2.27)
Logo, por (2.2.27) e pela hipétese de indugao temos

L, (Fykn1oH)(t,20), = 81 0.,(Fypia0H)(t, 2)

[
= ijOL, [0, H (t, 22) (FjroH)(t, 22)]

l2p=2

‘zz:z

-1
=X (1 entmae ), 00 )
m=0
-1

- Z]m 0( )am w0l (t, 2)0 " "m0, H(t, x))

_ (l - )am 17 (030 H)) (t, 2)0 (0, H (¢, 2))

_ HO (lm) K j) OH] (t,2)0 " (0. H(t, x))
= o {[(se) ot wmra.ien )

= 0y 0u(p;(H(t,2))) = Op;(H(t, x)) = 0, (pj0H)(t, 7). R

Lema 2.2.2 Sejam Fj;, H e H como no Lema anterior e U a vizinhanca com-
pleza de [0,27)? onde H é estendida holomorficamente. Se S(H(t,z)) > 0 em

[0,27]2 entio existem C >0 e r > 0, independentes de (t,z) € [0,2n]2, tais que

k -
108 (F;roH)(t, x) ZJ—‘ oyef0,2n? =12 .., k=0,1,..
0

Demonstragao: Segue da definicao de F);, e do fato de H ser holomorfa em U que

FjxoH também ¢ holomorfa em U. Assim para cada (t,z) € [0,27]? podemos
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aplicar férmula integral de Cauchy:

H
/ / J kO )(Zl’ 22]3 d21d22
2772 za—al=r J Jzr—t]=r (21 —t V(29 — x)kF1

H)(Zl 25)|
< jkO , Do llds
R /Z2 —z|= /zl —t|=r ’Z1—tH22 ‘kﬂl 1]|dz2]

WW sup {[(FypoH) (1, )|} (2mr)?

|eg—a|=r

0%, (Fyrol)(t,2)| =

<

k!

- s FjoH)(z1, 22)|}. (2.2.28)
z1—t
|zg —z|=r

Como S(H(t,z)) >0, V (t,z) € [0,27]?, entdo se j = 1,2, ... temos
|eHHED)| — =dSUHLD) <1 Y (t,2) € [0, 2] (2.2.29)

Além disso, para cada (t,z) € [0,27]?, existe C' > 0 independente de (t,z), tal

que
|H (21, 2) — H(t,2)| < C|(21,2) = (t,2)], ¥ (t,x) € [0,27)2,V (21, 25) € Alt, z,7),

sendo C a constante uniforme de Lipschitz em K, onde K é um compacto satis-
fazendo: [0,27)> € K c U.
Como H(t,z) = H(t,z) temos

|H(21,2) — H(t,z)| = |H(z21,2)— H(t )

< Cl(z1,22) — (¢, o)

= C|(z1—t,2 — )] (2.2.30)
< Crv2=20Cr,

V (t,x) € [0,27)%, V (21,22) € A(t,z,7). Assim, para cada (t,z) € [0,2n]?

7 =1,2, ... temos

(Fpofl) ) < 3 “H“W' (21, 20) — H(t,2)P

pO

Z ‘L];(C”?")p, V (z21,2) € Alt,z,r),  (2.2.31)

com C independente de (¢, z).
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Segue de (2.2.28) e (2.2.31) que

. ke P
0% (FiwoH)(t,z)| < e > H(cr)p, Y (t,x) €[0,27)2 O

Consequéncia: 7)) ¢ G;;hj (R), com h; = 2Cj, onde C' é a constante do
Lema 2.2.2.

De fato, segue do Lema 2.2.1 e do Lema 2.2.2 que

[OFe D] = |08 (FyroH)(t, 22)).,-.
ko 7
< —Z—(CT)”
— k
rk = p!
Ko, -
< Bircn = necir,

V (t,z) € [0,27]%,V k € Z,, onde na tltima desigualdade estamos supondo, sem

perda de generalidade, que Cr > 1. 0

Lema 2.2.3 Sejam p; e H como no Lema 2.2.1. Entao dado € > 0 eziste uma

constante C' = C(€') > 0 tal que

(pjoH)(t, .)e_%jl/s e G3(R), isto ¢,
O (rol)(t,a)|e 57" < CHRY, Y (1) € [0, 2]

Vi=12,..,VkE=0,1,2, ...
Demonstracgao: Pelo Lema 2.2.1 temos que
81:;(90j0H)(t7x) - 852 (F},koﬁ)(t7x)'

Seja ¢ > 0 dado. Logo, pelo Lema 2.2.2 temos:

k.
6/ s S k! p ~ E/ y S
(sl e 5" < B S e
r =0 p!
~ T_k( T) Z He .
p=0

Isso é verdadeiro pois, podemos tomar C' > 1 de forma que Cr > 1. Para o ¢

dado acima existe C > 0 tal que jPe~ 27" < C.P(p!)* para todo j = 1,2, ...,
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(ver Lema 3.0.12). Sem perda de generalidade podemos supor Co > 1. Assim

0% (pj0H) (¢, z)|e” g < k'C’kZ k‘C’kZC’p
< kICH Zc*g'a(/f!)s*1 = (k!)sékZCg
p=0

p=0

IN

k
(K)*C*Ch > "1
p=0

(kNCkCk2k = Ck(k1)® < CFHL(K),

IN

onde C' = 2@06/ O
Um outro resultado que precisaremos é dado por:

Existe C7 > 0 tal que
11— o2t < ) < 400, j=1,2,..., (2.2.32)

(ver Lema 3.0.11).

Estamos, agora, prontos para provar a estimativa (2.2.23).

Para 0 <t,o < 2me j € Z%, utilizando (2.2.18), (2.2.24), (2.2.32) e o Lema
2.2.3 temos para H(t,z) = cot — ¢(x — t) + ¢(z), que existem € > 0 e C3 > 0 tais

que:

dF
@Uj(l’)

2T
= '(1 — o)t / 51D fi(x — t)]dt’
0

2
< O [ 10k fio — 1))
0

_ / ' mz( )ameinW)(af-mfj(x—t>>

2 k
Cl/ ( >|8;n€2jH(t,x)|C]l::m+l[<k m)]s ,Em dt

dt

IA

2T
_ / Z ‘ |am sztz|e 2\]\ Ck m—i—l[(k m)] e 2|j| dt
m

< Gy (m!)s[((l:)_s m)!]SCm“(m!)SC}“‘m*l[(k — m)l]se5bIT

m=0
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Seja Cy = max{C,C} assim

dF I el
i) < 2rCy (K1)e 2010 Y " Cp eyt < 2wy (KY)ve 201 Of 2k
X

m=0

— 2y (k) e 5T (20,)kC2

< Cpf Ry,

sendo C3 = max{27C,C3,2C,}. Note que C3 depende de .
Para j € Z* de modo andlogo ao feito acima, (2.2.19) permite-nos provar
que existem constantes C' > 0 e € > 0 tais que

k

A

Ti(7)| < CHkNY e Wk eZ, VjeZ Vrel0,2n].  (2233)

Concluimos assim que

o(a,y) =) a(a)e? € G5 (R?).

7#0

Como 1y(z) € G5 (R) podemos concluir que u(x,y) = do(z)+v(z,y) € G5 (R?).1

2.3 Condicoes Necessarias e Suficientes para que
P = 0, — c¢(z)0, seja Globalmente G° Hipo-
elitico em R?

Nesta secao provaremos o resultado principal desta capitulo, o qual apre-
senta uma condigao necesséria e suficiente para que o operador P = 0, — ¢(x)0,,

com ¢ € C4 (R), seja globalmente G* hipoelitico em R2.
Teorema 2.3.1 Sejam ¢ € C5_(R) com ¢(z) = a(z) + ib(z) e P = 0, — ¢(x)0,.

i) Seja s > 1. Se b é identicamente nula o operador P é (GG*H) em R? se,
) P
e somente se, o niumero
1 2

:%0

ap a(s)ds

nao € Liouville exponencial com expoente s > 1.
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(ii) Seja s > 1. Se b nao € identicamente nula o operador P é (GG*H) em R?

se, e somente se, b nao muda de sinal.

Demonstragao:
Prova de (i):

Como b =0, temos P = 0, — a(x)0,.

O objetivo agora ¢é utilizarmos o automorfismo S definido no Lema abaixo
no estudo da G* hipoeliticidade global de P, ou seja, através de uma conjugagao
reduziremos tal estudo para o da G*® hipoeliticidade global de um operador com

coeficientes constantes.

Lema 2.3.1 Seja

S D;,Qﬂ*(RQ) - D;,Qﬂ*(R2)
U — Su =

sendo

JEZ

xr
e A(x) = / a(s)ds — apz, ag
0
el € o j-ésimo coeficiente parcial de Fourier de w. Entao S é um automorfismo

em D, (R?).

s,2m

1 27

=3 i a(s)ds

Segue do Lema 2.2.3, com H(t,z) = —A(z), que dado & > 0 existe C. > 0

tal que

k N
A A
dzxk

Vaxel0,2n],j€Z, k=0,1,2...

e~ 3T < Rk, (2.3.34)

Notemos que dados b > 0,& > 0 e ¢ € G (R), temos para k € Z.:

dk et et i k dm Lx e gL dkfm
= [T UAR) — 31l < L i AR) - fldls
dx* <e ¢’ gp(x))’ - mZ:U (m) dzm© ¢’ d:vk—mﬂx)‘
IR
< 3 () cemm il (i = (2335)

0
< k!)ngpHs,th‘f,hﬂ
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onde C.;, = max{C., hy,1} e C~'57hl = 2C.p,. Na pentltima desigualdade usamos
(2.3.34) e o fato de ¢ € G5_(R).

Lembremos também que existe C. > 0 tal que
el _
]j\pe*zlﬂs <(COHPPY, Vje€eZ VpEZ,. (2.3.36)

. N
Definimos § = (max{Cah“ Ca}> > 0.
Mostremos agora que a aplicagao S do Lema 2.3.1 estd bem definida, ou
seja,

v(@,y) =D b;(@)e? com b;(x) = e T, (x)
€T
pertence a D, (R?).

s,27

Pelo Teorema 1.12.2 basta mostrarmos que: dados € > 0 e h; > 0 existe

Ce,n, > 0 tal que
(1 ‘ s
| < 05(), 0(2) > | < Ceplloll o, eV, Vi €L,V g € GR).

Para isto sejam ¢ > 0 e h; > 0 dados e seja ¢ € G;;i” (R). Como u €

D', ,.(R?) para o § dado acima, existe Cs > 0 tal que (ver Teo 1.8.1)
| < 05(@), p(x) > | = | < e Diy(x), () > |
= | <idy(@), e 1 Wp(z) > |
1 —ijA(z) ,—ijy
= ool <ulzy) plz)e e > | (2.3.37)
1

slol(al) s

< —Cs5 sup sup |[0” (gp(m)e—ijg(x)e—ijy>

2T (@ y)e02n]? acz?
= —Cs sup sup SET™ (N7 (m)) 75,

21 (wy)ef0,2n]? keit
m€Z+

Gf <g0(x)e_ij’4(””)> 8;%"79

Para (z,y) € [0,27]* e (k,m) € Z2 arbitrdrios, temos por (2.3.35) e (2.3.36)

oy (@(fc)e*’““))‘ | O e | §EEm (K1)~ (ml) =

< g [ (e iA@Y | a4 (k= (mt)
= [jlmeniHI* ok (plape A HIE ) | o) nt) e 1
< ) (Rl , O 8 (K1)~ () o301 (2:3.39)

N L slils
S <max{057 Cg7hl}> 5 m| |90’ ’s,hlez ’

ek
11l p,e27"
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Logo,

0% (p(aye940) g

sup  sup { 5k+m(k!)_s(m!)_s}

(z,y)€[0,27]2 kEZy
mEZ+

< lellpe" (2.3.39)

Assim, segue de (2.3.37) e (2.3.39) que
. 1 51l
| <0j(2), (@) > | < o Collollyp e

com Cs = Cs(e, hy) > 0. Isto completa a prova que v € D’ ,_(R?).

8,2T

Mostremos que S é bijecao. Para isto definimos

H: D;,2W(R2) - D;,QW(RQ)
) — Huo=u

onde

u(z,y) = Z aj(z)e
€T
com

De modo analogo ao feito para S temos que H esta bem definido.
Facilmente verifica-se que: HoS =1 e SoH = I. Portanto S é automorfis-

mo. O

Lema 2.3.2 Seja S como no Lema anterior. Entao S restrito a G5 (R?) é au-

tomorfismo.

Demonstracao: Temos que

S GST((R2) _>G§7r(]R2)

U — Su =

sendo

v, y) =Y 0i(2)e™ com () = iy(w)e A,
JEL
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e u;(x) é o j-ésimo coeficiente parcial de Fourier de u. Para mostrar que S estd
bem definido precisamos mostrar, (ver Teorema 1.11.2), que existem C' > 0 e

g’ > 0 tais que

k
—=0) b;(z)] < CFUENY e W ¥k =0,1,2,.., V2 €[0,27],V j € Z.
Usando Leibniz obtemos
d* & SOk dm o dEm
2o i) s (uj(l‘)e Il ))' =D <m) e U () e T
m=0
k am dkfm —z'jA(x)
< jg: T (@)| | e (2.3.40)
m=0

Como u € G5, _(R?) segue do Teorema 1.11.1 que existem £ > 0 e uma constante

C, = C(u) > 0 tais que

aj(z)| < G (m) e Y meZ,, VjeZVacl0 2.

dzm
Segue disto, de (2.3.40) e de (2.3.34) que
(k)cm“w')s 5l

m

dk:

k—m _
Xz

dxkfm

slalv/e

E

i (z)

<

3
IS

E

(k)cm“mmf2f”%2:muk—nnw

m

3
=}

S|

R GO = e

< (K)°C,Che "“‘”321

< (k )c7cﬂfffb““2k

IN

3
]
(en)

= (K)°C,(20)ke 501"

< CMH(Rlysem sl

onde C' = max{C,, C-,1} e C' = max{C,, 2C}.

Logo S|, estd bem definida. E, obviamente, continua sendo bijetora.
27 (R2)
Portanto S|, ¢ automorfismo. O
27 (R2)

Lema 2.3.3 Vale a sequinte conjugagao

SPS~! =
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onde
15 = 81 — Cloay.

/

Demonstragao: Seja u € D/, (R?), com S~'u = v, entéo

PS™'w = 0,0 — a(z)d,v
= 0, (Z ﬁj(q:)eijy> — a(x)0, (Z ﬁj(az)eijy> :
JEL JEL
Utilizando o Lema 3.0.5 do Apéndice, temos entao que
PS™'u = Y (0y0;(x) —ija(x)b;(x))e”
jEL
= Z [Gx(ﬁj(x)eijA(x)) - ija(a:)ﬁj(a:)eij‘g(x) ey
JEL

= Y [0iy(x) — ijagiy(x)] T e
JEZ

= Z(Pu)j(x)eijg(x)eijy
JEZ

= 57'(Pu),
ou seja, SPS~! = P. O

Lema 2.3.4 Se P = 0,—a(x)0,, com a real, entdo P € globalmente G* hipoelitico

em R? se, e somente se, P o é.

Demonstracao: Suponhamos que P ¢é globalmente G*® hipoelitico em R2.

Seja v € D', (R?) tal que Pv = f € G3,.(R?). Pelo Lema 2.3.3, temos

S,2m
f=Pv=(SPS™YYu=SPu, com u=S"to.

Assim,
Pu=S"'f=ge¢€G;5 (R?,

pois S é um automorfismo em G§_(R?). Como P ¢ globalmente G* hipoelitico
em R2, temos que u € G5_(R?).

Como v = Su, entdo v € G5_(R?), ou seja, P é globalmente G* hipoelitico
em R?.

De modo analogo mostra-se a outra implicacao. 0

Para finalizar a demonstragao da parte (i) do Teorema 2.3.1 basta obser-

varmos que o Lema 2.3.4 e o Teorema 2.1.2 implicam o desejado. OJ
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Prova de (ii):

Necessidade: A prova sera feita pela contrapositiva.

Suponhamos que b(z) muda de sinal.

Vamos mostrar que P nao é globalmente G*® hipoelitico em R? exibindo
u € D, (R?)\ G5, (R?) tal que Pu € G35, (R?).

Como ¢ € C (R), fazendo a mudanca de varidveis 2’ = x e y = —y, se
necessaria, podemos supor que existe p € (0,27) e 6 > 0 tal que b(p) =0,
b(x) < 0, parax € (p—4,p), b(z) > 0 parax € (p,p+9) e além disso (p—3, p+3J) C
(0,27).

Assim, se

temos

%(C’(x)):/xb(s)ds>0 em 0<|z—p|<o.

Seja v(z,y) = C@*Y) definida em W = (p — 6,p + §) x R. Observemos

que v € CY(W) e é 2m-periddica na variavel y; além disso temos:
Pv=0em W e |v(z,y)]=e @) <1V (z,9) € W.

Entao definimos v*(x,y) = /1 — v(z,y), onde o ramo da funcao

& — /1 — € esta definido no plano complexo apds a remocao do raio
{r € R;z > 1}. Como v(x,y) =1 parax = p ey = 2k, k € Z a funcio v¥ ¢
apenas continua em W.

Seja 6 € G3((0,27)), onde ¢ =1l em [p—2,p+2] e =0 em (0,p—Z)U
(p+ %5, 27). Notemos que o supp(6) C [ — %5,]) + %‘5} Como exemplo considere

a seguinte fungao:
_1_
e/ se >0
gs(t) =
0 se t<0
para s > 1.
Temos que existe C' > 0 tal que \ggk)(t)] < CFENS,VteR,VEkEZL, ou

seja, gs € G*(R). (%)

-afo$) (- ()

Seja
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Wl

.
Segue de (x) que hy € G*(R). Seja A = / hs(t)dt, observemos que A < +00.
p—2

2
56

Sejam

Temos que ¢; € G°(R),i=1,2.
Seja
0(x) = ¢1(z)pa().
Afirmamos que supp(6) C [p— 26, p+ 26 e =1em [p—2,p+ &], além disso,
6 € G°(R).

Assim, definindo

x(x) =0(x), para 0 <z <2rm
X(xz+27) = x(x), para z€R

temos x € G5.(R).
Seja ut(z,y) = x(x)v*(x,y) para (z,y) € [0,27] x R.
Como v* é 27-peridédica na varidvel y temos que u* também o é.

Definindo

u(z,y) = uf(z,y), se (z,y) € [0,27] x R;
u(z +2m,y) = u(z,y), V(z,y) € R%.

temos u 2m-periédica em R2.

Como numa vizinhanca dos pontos da forma (p,2k7),k € Z, u* é igual a
v* temos que u € CJ, (R?) \ C52(R?), logo u & G5, (R?). Assim, u € D/, (R?)\
G5 (R?). (Aqui estamos identificando u com a distribuigao 7T, associada a funcao
u, ver Exemplo 1.8.1).

Mostremos agora que Pu € Gj_(R?).

Para ¢ € G35 (R?), temos
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A
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), e(z,y)) =< u,—Pyp >

S
3

R
3

O\MO\
3

e
3

X(@)v*(z,y) Po(x, y)dudy

vz, y) (P(x(@)¢(z,y) = X' (@)¢(,y)) dydx

Wl

VP(x(z)p(z,y))dydz

| =
i +
Wi S
o,
D\
Do
3
eﬁ
—~~
8
<

s
I
whv S
>
O\

o
3

dﬁ

—~

8

<
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I
|
ﬁ\*t\*@\*s‘\ﬁc\h
¥

X (x)o(z, y)dyds

|
Wi
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2

S
+
w|
%

)P(x(z)p(z,y))dydz

[
B wlro
>
)
3 o
4
k==
—~
8
<

i vH(z, y)X () (x, y)dyds

"(2)v!(z, ), o(z,y)),

1= [ [T Pt s

p—326

+

I

|
~
+O

{

=

onde

Vamos agora analisar /.

)
Para 0 < ¢ < —, temos

27 27
/ ) / P(xyp dyda:+/ / P(xp)dydx
~25

p+3 25 27
/ / V' P(xp)dydr = I, + I + Is.

p—e 2

I =/ / v P(xp)dydz,
_25

I, = / / P(xp)dydzx,
p—e
pt+3 25 27

I3 :/ / v P(x)dydz.

0

Usando o Teorema de Fubini e integracao por partes obtemos

I, = / / P(xp)dydx
4,25

onde

= / / (xp)dydr — / / Oy (xp)dydz
_25 _25

2m 2
w(i,y) P, y)dedy — — / / W) Po(a, y)dedy
0 0

(2.3.41)
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z=p—2§

= /0 ) ([v”xsa]
_ /;Z ([vﬁc(x)XSO] y:z” — /027r X@C(x)ﬁyvﬁdy> do

2T 2T
= / v(p—e9)e(p — e, y)dy — / / XD vtdady

— Xgo@ﬁdx) dy

:/0 V(p— e, y)p(p — &, y)dy — /0/ o (8, — c(2)d,) viddy

2m 2T
= / vHp—e,y)e(p — e, y)dy — / / xg (Pv*) drdy.
0 0 p—26

De modo anélogo temos

21 21
[3:_/ vp+e,y)olp+ey)dy — / / ") dady.
0 pte

Logo,

2 2m p—e
L+I = / vH(p—e,y)elp — e, y)dy — / / X (Pof) dady
0

27 27
—/ v(p+e,y)e(p + e, y)dy — / / da:dy
0 pte

= /0 ’ (v (p— e v)plp—e,y) —v*(p+e,9)elp+2,y)) dy = g(e),

pois em [p — %5,])—6] x [0,2n]U[p+e,p+ %(5] x [0,27] vf é C® e Pov* = 0.
Notemos que

21
limg(e) = lim VHp —e,y)pp —e,y) — v (p+e,y)olp +c,y)dy

e—0 e—0 0

e—0

2
= / limv*(p — &, y)p(p — ,y) — lim v (p +e,y)p(p+e,y)dy
0 e—
2
= / o (p, y)e(p,y) — v (p,y)e(p, y)dy = 0.
0

Analisemos agora Is.

Como v* P(x¢) é limitada em [p — ,p + €] x [0, 27], temos

pte 2w
< / / ‘vﬁP(Xgo)| dydx < eC.
p—e 0

27
|| = v* P(xp)dyda
0

44
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Como

I=95L+1+1I3=g(e) + I,

temos
4]
1= 19(e) + Bl < o) + |1l < lg(e)] +C. Ve € (0.3)
Logo
lim 7] < lim lg(e)] + limeC' =0,

Entao,

|I| <0 e portanto I =0. (2.3.42)

Segue de (2.3.41) e (2.3.42) que
< Pu,p >=< v, 0 >, ¥V p € G5_(R?).

Para finalizarmos a demonstracio resta mostrar que Y'v* € G5_(R?).

Observemos que X'(z)v*(z,y) = 0 em [0,p — %‘S) x [0, 27] U (p — g,p+ g) X
[0,27] U (p+ £, 27] x [0, 27].

Seja K o seguinte compacto contido em [0, 27]%:

59 J J 58
K= [p—gm—é] x [0,27] U {er 6’p+€} x [0, 27].

Assim, para obtermos as estimativas para provar que Y'(x)vf(z,y) € G35 (R?)
basta obter estas estimativas para (z,y) € K.
Notando que v* é analitica num aberto que contém K e que y pertence a
5 (R) podemos concluir o desejado.
Em resumo construimos u € D), (R?)\ G5 (R?) tal que Pu € G5_(R?), ou
seja, mostramos que P nao é globalmente G* hipoelitico no R2. O
Suficiéncia: Suponhamos agora que b(z) ndo muda de sinal e nao é iden-

ticamente nula. Precisamos mostrar que P é globalmente G* hipoelitico em R2.

Porém isso é o Teorema 2.2.1 que ja foi demonstrado. |



Capitulo 3
Apeéendice

Lema 3.0.5 Seja Q = 0, — ¢(x)d,, ¢ € C5 (R). Entio Q : D, (R*) —
D/

s.om (R?) ¢ continuo.

Demonstragao: Seja T,, — 0 em D’, (R?), T,, € D’, (R?),n =1,2,..., ou seja,

8,2m s,2T

< T, >— 0,V ¢ € G5_(R?). Entao para ¢ € G5_(R?) arbitraria, temos:
<Q(T,), ¢ >=<T,/Qp >=<T,, —Qp >

Como G%,_(R?) é um anel em relagao ao produto e fechado para diferenciacao
concluimos que —Q¢ € G35 _(R?). Assim < T}, —Qp >— 0, quando n — oo.

.. Q) é continuo. O

Lema 3.0.6 A regra de Leibniz para a derivada do produto de duas funcgoes se

mantém quando um dos fatores é uma ultradistribuicao Gevrey.

Demonstragao: Sejam u € D., (R"), f € G5 (R") e ¢ € G5 (R") arbitrérias.

5,21
<%(fu),¢>:—<fu,g—z>z—<u,f§—i>.
Como %(f(b) = %(b—i— f%, entao f% = %(f(ﬁ) — %(ﬁ. Assim
- <ufgE > = - <ug(o)-3ie>
= —<u,aij(f¢)>+<u,§—a‘i¢>
= <%’f¢>+<%“’¢>
= faa—uj—i-g—;;u,(b>
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o) 9 9
Portanto a—w](fu) = fo + anju O

Lema 3.0.7 Consideremos as equacoes

%u(m) —b(x)u(x) = g(x) (3.0.1)
<% - b(]) (e P@y(z)) = e B@g(x) (3.0.2)
sendo u € D, (R), b€ C3 (R), g € G5, (R) e
B(z) = / bt — bor, b = % )t

Entao (3.0.1) e (3.0.2) sao equivalentes.

Demonstragao: Temos que B : R — C pertence C5 (R), e e,z € C ¢ analitica
para qualquer z € C. Logo e?@ € C4 (R) C G5_(R). Assim e B®y(x) estd bem
definido.

Mostremos, agora, que (3.0.1) é equivalente a (3.0.2).

Para ¢ € G3_(R) arbitréria, temos

d —B(z) o d —B(x) —B(z) _
< (dx bo) (e u(z)), p >=< dx(e u(x)) — boe u(z),p >=

d
< (=b(x) + bo)e_B(x)u(x) + e_B(x)Eu(x), o>—< boe_B(’:)u(w), o >=

< —b(z)e P@uy(z) + e_B(’”)%u(a:), @ >=< ¢ B@ (—u(aj) - b(a:)u(x)) Lo >=

dx

Suponhamos que u seja solugao de (3.0.1). Entao por (3.0.3) temos;

< e B® (i — b(:r)) u(zx), o > (3.0.3)

d
< (% — bo) (e_B(x)u(x)), P >=< e_B(x)g(x), © >,

ou seja, e~ P@y(z) é solucao de (3.0.2).
Agora suponhamos que w € D, (R) seja solugdo de (3.0.2), utilizando

S,2m

(3.0.3) obtemos:



Capitulo 3-Apéndice 48

Seja v(z) = e?@w(z) € D, , (R). Assim por (3.0.3)

d -B@) _ e (4
< (d:v bo) (e v(x)),p> = <e I b(x) ) v(x),p >
d
= < e B@ (% — b(x)) eB@w(z), p >
Portanto,
d
(45 - ¥0)) o) =gt
ou seja, eB@w(x) é solucio de (3.0.1). O

d
A partir de agora faremos estudos de equacoes do tipo (d_ + /\) u(z) =
T
g(x), onde A € C, u € D, (R) e g € G5, (R). No entanto, pelo Exemplo 2.1.1
d
temos que L = e + A é globalmente G* hipoelitico na reta. E assim, temos que
x

u € G5, (R). Logo, consideraremos u € G5_(R).

Lema 3.0.8
(i) Seue G5 (R) ew =0. Entdo u = cte.

(i) Sejam u e g € G5, (R) com / t)dt =0 tal que
=g (3.0.4)

entao
u=c+ / g(t)dt, (3.0.5)
0

sendo ¢ uma constante.

Demonstragao (i): De fato, como u € G5 (R) podemos expressar u através de

sua série de Fourier:

= a(g)e. (3.0.6)

ez

%u(x) = % (Z a(&)ei%) = aike™ =0

§EL Eez

Assim

Pela unicidade dos coeficientes de Fourier de u temos u(£)i§ = 0,V £ € Z, ou

seja, u(§) =0,V £ € Z \ {0}. Desta forma

Zu )e™t = a(0)e™° = 0(0) = cte.

ez
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Demonstragao (ii): Sejam u; e us pertencentes a G5_(R) solugdes de (3.0.4) e seja

¢ € G5_(R) arbitraria. Entao
(ug —ug) = uf—uhb=9g—g=0.
Assim concluimos que

up = ¢+ ug, (3.0.7)

onde ¢ é uma constante arbitraria.
Seja ug(x) = / g(t)dt. Afirmamos que uy € G35 (R). Clamente nota-
0
mos que ug € C(R). Mostremos, agora, que ug é 2m-peridédica. Seja f(x) =

427
/ g(t)dt. Temos que
f'(x)=g(x+2r)—g(x) =0,V z R

2
Consequentemente f = cte. S6 que f(0) = / g(t)dt = 0, portanto f = 0. Logo
0

T+27 T T+27
up(z + 2m) = /0 g(t)dt = /0 g(t)dt +/ g(t)dt = up(x) + 0 = up(x).

Resta mostrarmos que existem constantes positivas C' e h tais que
lup™ (x)] < ChR™(m!)*,¥ m € Z,,V x € [0,2x]. Ora, como g € G3,(R) entdo
existem C} e h positivos tais que [¢™(x)| < C1h™(m!)%, ¥V x € [0,27],V m € Z,.

Usando o fato que ug é 2m-periddica temos que existe Cy > 0 tal que
[up(r)| < Cp,V x € R.
Ja para m > 1, temos

[ug' (@) = [g" (@) < Crh™H [(m — 1)1

< C(h)™(mh)*,V x € [0,27],¥Y m € Z,

onde h; = max{h, 1} e C' = max{C}, Csy}. Logo uy € G5 (R).
Temos que uj(x) = g(z). Se u é uma solugao arbitraria de (3.0.4) entao por

(3.0.7)
Uu=c+u = c—l—/ g(t)dt.
0
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Lema 3.0.9 Se m € Z entao a equagao

d )
%u(x) + imu(z) = 0 (3.0.8)

tem uma tunica solug¢do no espago G5 _(R) dada por:
u(z) = Ce™™* C € C. (3.0.9)

Demonstragao: Com efeito, queremos encontrar v € G5_(R) tal que (3.0.8) seja

satisfeito. Se u € G5_(R) entao u(x) = Z a(€)e™s. Assim
¢z
d d , :
(% + im) u(z) = <% + z‘m> D a€)e™ =) (E+m)ia(§)e™.  (3.0.10)

§EL I3/

Suponhamos que u é solugao de (3.0.8). Entao (% +im) u(z) = 0, ou seja,

Z(f +m)it(€)e™ = 0. Isso implica que
¢ez

(€ +m)ia(§) =0,V £ € Z. (3.0.11)

Se £ # —m, entdao £ + m # 0 e por (3.0.11) temos que u(§) = 0, isto é, para
e Z\{-m}, u(§) =0. Assim, u se reduz:
u(w) = 32 a(E)et™ = a(-m)e
¢ez

ou seja, u(x) = Ce ™=, O

Observagao 3.0.1 Se substituirmos im,m € 7Z por A\ € C\ iZ, entdo a unica

solugao de (3.0.8) em G5 (R) serd a fungdo nula.

De fato, se u é solugao de (3.0.8) entao
a4 + A )u(x) = 4 + A Z:ﬁ(f)em5 = Z(zg + N)a(€)e ™ = 0.
dx dx
§EL £c7
Assim (i€ + N)u(§) = 0,V & € Z. Mas, como A\ € iZ, entdo i + X # 0,V &,
consequentemente 4(§) = 0,V £ e u se reduz

u(z) = Zﬁ(f)e”g =0,V x.

ez
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Lema 3.0.10 Seja A € C e consideremos a equagao

L) + Malx) = o(x), (3.0.12)

sendo g € G5 (R).
Se X €47 entdo (3.0.12) admite uma inica solugio em G5_(R) a qual pode

ser escrita como:

1 2 Y
ou equivalentemente
1 2m N
u(z) = ezﬂ—_l/o e’ g(z + s)ds. (3.0.14)

27
Se N € iZ e se / e*g(s)ds = 0, entdo uma solugdo de (3.0.12) em G35 _(R) ¢é
0
dada por

u(z) = e /Ox e*g(s)ds. (3.0.15)

Demonstragao: Suponhamos que A ¢ iZ. Entao multiplicando a (3.0.12) por e**,

obtemos
(e u(x)) = e g(x).

Assim pelo Lema (3.0.8(ii))

eMu(z) =C —i—/ eMg(t)dt
0

e, portanto

Obviamente u € C*(R), para qualquer C' constante. Note que u(0) = C. Agora,

determinaremos C' de forma que u(0) = u(27).
2m

Temos que u(27) = Ce " + 6_’\2”/ eMg(t)dt. E u(2n) é igual a C se,
0
e somente se, C' = % 0% eMg(t)dt. Note que 1 — e *?™ =£ 0, pois \ & iZ.
Assim

67)\271'

2 2m
1
_ At _ At
C = ST /O Mg(t)dt = 5 /0 M g(t)dt.

E, portanto

1 27 . x y
ur) = S / g (t)dt + / A g(t)dt,
0 0
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e u(0) = u(2m). Fazendo a mudanca de variavel s = ¢t — x obtemos
0
u(z) = 62“ : / g(x + s)ds + /zeAsg(m + s)ds

1 pr— 0

= Zm1 / g(x + s)ds + (e*™ — 1) /$ Mgz + s)ds}
1 T e

= S / e gx+sds—|—/0 e g(:v—l—s)ds}
1 21\ s

o1 |© /xe g(:c—irs)ds—/xe g(:c—l—s)ds}.

Fazendo a mudanca de variaveis r = s 4+ 27 temos

0 27
™ / Mgz + s)ds = ™ / A2 g (r — 21 + x)dr
-z 2m—x

2
2m—x

1 2 —x \ 2 \
e [/0 e g(x+s)ds+/2ﬁ_$e
1 2 \
= mA e g(iC*'*S)dS

Observemos que o fato de g ser 2m-periddica implica que u também é.

"g(x + r)dr.
Assim

*g(x + s)ds

Mostremos agora que

1 2T \ 1 2 \
T eg(x + s)ds = —ﬂ/ e Yg(xr — s)ds.

Temos que

1 —27 7)\71
U(il')) = W/(; l""S dS = m/o e g(ﬂ? T)dT
0 A
- 6271')\ 1 /27r T )d’l"
_ (v—2m)
= m /0 ZL‘ — v+ 27T)d’U

—Av
= T o\ € g(LU - U>dv'
1—e¢ 2WAA

Verificaremos agora a unicidade de solucao de (3.0.12).

52

Suponhamos que u; e uy € G5_(R) s@o solugoes de (3.0.12), entao u; — ug é

solugao de u/(z) + Au(z) = 0. Entao pela observagao(3.0.1) concluimos que

u; — us = 0 e isso implica que u; = us.
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Agora, suponhamos que A\ € iZ.

Se u é solugao de (3.0.12), temos:
(e*u(x)) = e*g(w).
Assim, pelo Lema(3.0.8(ii))
u(xr) = Ce ™™ 4 e /1 eMg(t)dt.
0

Claramente notamos que u € C*°(R). Mostremos que u é 2r-periédica. Temos
que u(0) = C' = u(2m).

Resta, agora, verificarmos que u(x) = u(z + 27),V = € R. De fato,
42T
u(x +2r) = At / eMg(t)dt + Ce M2
0
T 421
= ¢ {/ eMg(t)dt +/ eMg(t)dt + C
0 T
= ¢ {/ eMg(t)dt + C’} =u(z),Vx eR. (3.0.16)
0
E assim concluimos que u é 27-periddica. Tomando C' = 0, obtemos

u(r) = e /Ox eMg(t)dt.

Lema 3.0.11 Sejam ¢y, v € C, onde c¢o = ag + tbg com by >0 e v = ay + ib;.
Para j =1,2,... e A = (a1 — jbo) + i(by + jag) & iZ temos

1 — eOrtiien2m ™ < 0 < o0, (3.0.17)
onde C' € uma constante positiva.

Demonstragao: Dividiremos a analise em 3 casos:
Primeiro caso: j=0ea; #0ouj=0eb &Z.

Observemos que em qualquer situacao acima
|1 — e = Cy > 0.

Segundo caso: a1 <bygej=1,2,..
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Como j =1,2,... temos
jbo > b() = (a1 — jbo)Z?T < (a1 — bQ)QTF.

Assim,

(a1 =37bo)27 < pla1—bo)2m
Logo,
11— e(v+ij60)27r’ > 11— |e(’y+ijco)27r’
- 1-= |e(a1—jbo)27rei(b1+jao)| — 1 _ elaa—jbo)2r
> 11—l =y > 0.

Terceiro caso: a; > by >0ej=1,2,..
Seja jo = [‘;—é] Para j > jo + 1, temos by 727 > by(jo + 1)27 e isso implica
que a; — b0j271' § [CLl - bo(jo + 1)]27’[’ ASSiHl,
ea17b0j27r < e[alfbo(j0+1)}27r.
Logo,
|1 - e('yﬂ'jco)%’ > 11— elar—jbo)2m
> 1 — elamboliotD2r — ¢ 5 ),
Se j = jo € jo = §* entao A € iZ se, e somente se, by + jobo & Z. Logo

11— e(v+ijco)27r| = |1- ei(b1+ja0)27r|

> |1 — cos[(by + joag)2m| — sen[(by + joao)27]|

> |1 — cos|[(by + joao)27]|| = C5 > 0.
Se j = 7jo e jo > Z—é temos A & iZ. Assim
|1 — eOFieo2m| > _ gla=iobo)2m — 1 > (),
Para j < jo — 1, temos que 1 — e(+9%) £ 0. Logo,
|1 — O™ > i {|1 — eOFiel2m | i — 1 5o — 1} = C5 > 0.
Assim, tomando C~! = min{Cy, Cy, Cy, Cs, Cy, C5} temos

11 —el 4 ijco)27r\_1 <C, para je€Z;. U
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Lema 3.0.12 Dado € > 0, existe C. > 0 tal que
¢|lelem3lls < Olel(al)s v € € Z, Y o € 2.

Demonstragao: Usaremos (1.2.3), (1.2.10).

Seja ¢ > 0. Consideremos a funcao f(t) = flele=5% definida em R.,. Temos
que to = (2]a|)” é 0 ponto de méximo da fungio f. Assim f(t) < f(to),Vt € Ry,
ou seja,

fit)y = flalg5t5 < KQE—S|04|)S “ e*%(y)% < K%)s] . (|a|la\)s

€

()] et [(2)]

= Cll(a)®, ¥t eR,.

IN

Tomando t = ||, obtemos |§]‘°‘|e_%|§‘% < Cll(a)*, para £ € Z", Vo € 7", onde
C. = (22)°. 0

€
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