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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma construcao de espacos classificantes
de fibrados principais através do estudo de objetos simpliciais e co-simpliciais
sobre uma categoria e como aplicacao apresentamos a construcao de espagos
K(G,n) de Eilenberg-MacLane, sendo G um grupo (abeliano se n > 1) e n

um inteiro positivo.



Abstract

In this work we present a construction of classifying spaces for prin-
cipal bundles by studying simplicial and co-simplicial objects over a category
and as application we present the construction of Eilenberg-MacLane spaces

K(G,n), where G is a (abelian if n > 1) group and n is a positive integer.



Introducao

Este trabalho tem dentre os seus objetivos o estudo de fibrados, um
campo da Matematica que teve seu reconhecimento no periodo de 1935-1940.
Sua primeira definicao geral foi dada por H. Whitney e seu trabalho, junta-
mente com os realizados por Heinz Hopf e E. Stiefel, demonstraram a im-
portancia do assunto com aplicagbes na Topologia e Geometria Diferencial,
conforme as citagoes de [25].

Serao apresentados alguns pontos da teoria de objetos simpliciais e
co-simpliciais que auxiliarao a construcao do espaco classificante de uma cate-
goria, o qual tem como um dos principais exemplos a construcao do G-fibrado
universal, G--- EG — BG, sendo G a categoria que se identifica diretamente
com o grupo G e, BG o seu espaco classificante.

O trabalho é organizado como segue. O capitulo 1 serd dedicado
aos conceitos preliminares, que envolvem nocoes de categoria, homotopia e
grupo de homotopia, complexos-CW e complexos simpliciais, necessarios para
o bom entendimento desta dissertagao. Os conceitos relacionados a fibrados
encontram-se no capitulo 2 e, iniciamos o capitulo 3 com as defini¢oes de obje-
tos simpliciais e co-simpliciais; introduzimos os funtores (adjuntos) singular e
realizacao geométrica; demonstramos que a realizagao geométrica de qualquer
conjunto simplicial é um complexo-CW e, estabelecemos uma relagao entre es-

pacos classificantes de pré-ordens e complexos simpliciais. Ao capitulo 4 ficou
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reservado, por fim, estabelecer a construcao de G-fibrados universais e como a
construcao de BG pode ser usada com certa facilidade para se obter espacos

do tipo K(G,n).



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tem como finalidade definir os conceitos basicos que
serao usados no presente trabalho. Iniciaremos com a definicao de categoria e
funtor. Definiremos também homotopia e grupos de homotopia, com algumas
de suas propriedades. A secao 3 sera destinada a categoria de complexo-CW
e caracteristicas referentes a tais espagos, que abrangem um vasto e interes-
sante campo da topologia algébrica. Finalizamos na secao 4, com a nocao de
complexos simpliciais.

Ao leitor familiarizado com tais defini¢oes fica a seu critério dispensar
ou nao a leitura deste primeiro capitulo, retornando ao mesmo conforme a
necessidade.

Para maiores detalhes sobre os assuntos mencionados ver [3], [8], [10],

22] e [24].

1.1 Categorias

A teoria de categorias comeca com a observacao que muitas pro-

priedades de sistemas matematicos podem ser unificadas e simplificadas por
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meio de representacoes por diagramas de setas.

Os exemplos mais freqiientes de tais diagramas ocorrem com as setas
representando fungoes entre conjuntos munidos com certa estrutura e preser-
vando estas estruturas, todavia ha também exemplos interessantes em que as
setas nao sao fungoes, como no caso de pré-ordens, mondides e grupos, que
serao vistos em detalhes mais adiante e terao grande importancia no presente

trabalho.

Definicao 1.1 Uma categoria C consiste de:

(1) uwma classe de objetos, Obj(C);

(2) para cada par de objetos A e B em Obj(C) um conjunto de morfismos,

HOmc(A, B),

(3) para cada objeto A € Obj(C) associamos um morfismo identidade,

ida € Home(A, A);

(4) para cada terna de objetos A, B e C' temos uma composi¢@o:
o: Home(A,B) x Home(B,C) — Home(A,C)
(f.9) — gof
sujeitos aos sequintes ariomas:

Al) Se f € Hom¢(A, B) entio foids =idgo f = f;

A2) Se f,g e h sdo morfismos e go f, foh sao definidas, entio (go f)oh e

go (foh) também sao definidas e coincidem.

Exemplo 1.1 Categoria de Conjuntos: Set.
Obj(Set) = todos os conjuntos que sao elementos de um conjunto

universo U.
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Homget(A,B) ={f: A— B f é uma funcao}.

o = composicao usual de fungoes.

Exemplo 1.2 Categoria de Espacos Topolégicos: Top.
Obj(Top) = conjunto de todos os espagos topolégicos em U.
Homrop(A,B) ={f: A— B f é uma fungao continua}.

o = composicao usual de fungoes.

Exemplo 1.3 Categoria de Grupos: Grp.
Obj(Grp) = conjunto de todos os grupos em U.
Homgyp(A,B) ={f:A— B| f é um homomorfismo}.

o = composicao usual.

Agora, apresentaremos monoides, pré-ordem e grupo sob a perspectiva

de categorias.

Exemplo 1.4 Mondides.

Um mondide é uma categoria com um tunico objeto. Assim, cada
mondide é determinado pelo conjunto de morfismos, o morfismo identidade
e pela composicao de morfismos. Desde que para quaisquer dois morfismos
tem-se a composi¢ao, um mondide pode ser descrito como um conjunto M com
uma operacao binaria M x M — M que é associativa e tem uma identidade.
Para qualquer categoria C e qualquer a € Obj(C) o conjunto Home(a,a) é um

monoide.

Dada uma categoria C entao dizemos que f € Home(a,b) ¢ um isomor-
fismo se f possui um inverso, ou seja, existe g € Home (b, a) tal que fog = id,

e go f =1id,.
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Exemplo 1.5 Grupos.

Um grupo é um mondide em que todo morfismo é um isomorfismo.

Exemplo 1.6 Pré-ordens.

Uma pré-ordem ¢ uma categoria P na qual dados dois objetos p e p’
em P, Homp(p,p') possui um tnico elemento.

A relagao é definida sobre o conjunto X = {z | z € Obj(P)} onde
r <y <= Homp(z,y) possui um tnico elemento.

Esta relacao define uma pré-ordem:

- Reflexiva: x < x pois x Rt x;

- Transitiva: sewgyeygzent.§0$i>yeyi>z,logo xfigze

temos que z < z.

Apresentaremos, a seguir, uma definicao essencial na teoria de cate-
goria que permite com o auxilio de outras ferramentas deduzir importantes

resultados.

Definigao 1.2 Dadas duas categorias A e C, um funtor F' : A — C é
uma aplicacdo entre objetos e morfismos de A e C, ou seja, para cada ob-
jeto A em Obj(A), F(A) € um objeto em Obj(C) e, para cada morfismo f €

Hom (A, B), F(f) € Home(F(A), F(B)) e, além disso, temos que:
(i) Flgo f) = F(g)o F(f).

Neste caso diremos que F' é um funtor covariante. Se, no entan-
to, tivermos para cada morfismo f € Homu(A, B) um morfismo F(f) €

Home(F(B), F(A)) satisfazendo:
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(1) F(’LdA) = idF(A),VA € Ob](A),

(if) F(go f)=F(f)oF(g).

entao diremos que F' é um funtor contravariante.

Definicao 1.3 Considere as categorias A,C e os funtores S, T : A — C. Uma
transformacgao natural 7 : S — T € uma fun¢do que associa a cada objeto
a € Obj(A) um morfismo 17, = 7(a) : S(a) — T(a) de C de tal forma que
para qualquer morfismo f : a — da em A, temos que o diagrama abaizo €

comutativo.

S(a) (@) T(a)

Definicao 1.4 Uma transformacao natural 7 : S — T € dita ser um tsomor-
fismo natural (ou equivaléncia natural) se para cada a € Obj(A), 7(a) € in-
versivel em C, ou seja, existe o(a) : T(a) — S(a) V a € Obj(A) |1(a)oo(a) =

idT(a) (& O'(CL) @) T(a) = ids(a).

Equivalentemente, podemos dizer que 7 : S — T ¢é um isomorfismo
natural se existe o : T — S transformacao natural tal que 7 o 0 = idr e

ocoT =1dg.

Definigao 1.5 Uma equivaléncia entre categorias A e B ¢ definida como
um par de funtores S A — BeT : B — A junto com isomorfismos naturais

tdg=ToS eidg=SoT.
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Definigao 1.6 Considere os funtores S: A— B eT : B — A. Dizemos que
S eT sao funtores adjuntos se para cada a € Obj(A) e b € Obj(B) existe
uma bijecao

7 : Hompg(S(a),b) — Hom(a, T (b))
que € natural em cada varidvel, isto é, para todas f :a' —aem Aeg:b— bV

em B os diagramas abaizo sao comutativos.

Hompg(S(a),b) (Sf)* Homg(S(d'),b)

LT LT
Homa(a, T (b)) I Hom (', T(D))

Hompg(S(a),b) Jx Hompg(S(a),t)
LT L7
Homy(a,T(b)) (Tg)x Homu(a,T(V))
onde:
f* = HOm(_aT(b)) € (Sf)* = Hom(_vb)
9« = Hom(S(a), _) € (Tg)* = HOTTL(CL, _)
Exemplo 1.7 Considere as categorias A = C = Set e seja Y um conjunto

fixado. Defina os funtores F,G : Set — Set por : F' = _xY e G = Hom(Y,_).

Dados quaisquer conjuntos A e C, temos que as fungoes:
7 : Homge(A X Y,C) — Homge (A, Hom(Y,C))

B: Homget(A, Hom(Y,C)) — Homge(A X Y, C)
dadas por :
T(f)la) = f#(a) Y — C| f#(a)(y) = fla,y).

B(g) =gy : AXY — C|gula,y) = g(a)(y).

sao bijecoes naturais, ou seja, F' e GG sao adjuntos.
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Um objeto inicial (se existir) numa categoria C é um objeto i tal que
para todo b € Obj(C) existe um tnico morfismo em Home(i,b). Um objeto
terminal (se existir) numa categoria C é um objeto ¢ tal que para todo a €
Obj(C) existe um tunico morfismo em Home(a,t). Um objeto que é ambos

inicial e terminal é chamado objeto zero ou objeto nulo.

1.2 Homotopia
Sejam X e Y espacos topologicos. Dadas as fungoes continuas
f,g: X —-Y

dizemos que f é homotopica a ¢ quando existe uma aplicagao continua
H: X xI —Y (onde I é o intervalo fechado [0,1] C R) tal que H(z,0) =
f(x),H (x,1) = g (x) para todo x € X.

A aplicacao H é uma homotopia entre f e g e, é denotada por H :

f =~ g ou simplesmente f ~ g.

Exemplo 1.8 Se Y C R"™ é convexo entao todas as aplicagoes continuas de
X em Y sao homotdpicas, pois sejam f,g : X — Y entao basta definirmos

H:X xI—Y por

H(x,t) =tf(z)+ (1 —t)g(x).

Diremos que (X, A) é um par de espagos topoldgicos quando A for um
subespaco de X.
Dados os pares (X, A) e (Y, B), uma aplicagao continua f : (X, A) —

(Y, B) é uma aplicac¢do continua f: X — Y tal que f(A) C B.
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Dadas as aplicagoes continuas f, g : (X, A) — (Y, B), uma homotopia
de pares entre f e g é uma aplicacdo continua H : (X x I, Ax 1) — (Y, B) tal
que H(z,0) = f(x) e H(z,1) = g(z),Vz € X.

Podemos encontrar o caso em que B = {yy}, sendo yo o ponto base de
Y assim , durante uma homotopia entre duas aplicagoes f, g : (X, A) — (Y, yo),
devemos ter H(x,t) = yo,V (x,t) € A X I.

Dados A C X e f,g: X — B fungoes continuas tais que f(z) = g(z)
para todo x € A dizemos que f é homotdpica a g relativamente a A,
quando existe uma homotopia H tal que H(x,t) = f(x) = g(x) para todo
x € A e para todo t € I, e serd denotado por f ~ g(rel.A).

Observemos também que, a relagdo homotopia é compativel com com-
posicoes de funcoes, ou seja, dadas as aplicagdes continuas f, f' : X — Y e
g, :Y - Ztaisque f~ fleg>~¢g entdo go f ~ ¢ o f.

Indicamos a classe de homotopia de f por [f] e o conjunto das classes

de homotopias das aplicagoes continuas de X em Y por [X,Y].

Definicao 1.7 Dizemos que dois espagos topologicos possuem o mesmo tipo
de homotopia se existem aplicagoes continuas f: X — Y eg:Y — X tais
que fog>~idy ego f ~idx.

A aplicacao f é chamada de equivaléncia homotdépica e denotamos

0s espagos topolégicos com mesmo tipo de homotopia por X ~ Y.

Exemplo 1.9 Se X e Y sao homeomorfos entao possuem o mesmo tipo de

homotopia.

Exemplo 1.10 R"\{0} e S"! possuem o mesmo tipo de homotopia.
De fato, consideremos f : "' — R™\{0} a inclusao e g : R"\{0} —

S"=1 dada por g(x) = mor- Assim, f o g ~idgm oy € go f ~idgn-1.



20

Definicao 1.8 Um espaco topolégico X € contrdtil se a aplicacao identidade

tdx : X — X € homotopica a uma aplicacao constante.

Observacao 1.1 Um espaco X tem o mesmo tipo de homotopia que um ponto

se e s6 se X é contratil.

Definicao 1.9 Sejam A um subespaco de X et : A — X a inclusdo. Uma
retragcao de X em A € uma fungao continua v : X — A tal que roi = id,.
Além disso, dizemos que:

i) A é um retrato de X se existe uma retra¢io de X em A.

ii) A € um retrato por deformacgdo de X se A € retrato de X e

10T ZdX
Segue da definicao acima que:

Teorema 1.1 Se A € um retrato por deformacdao de X entdo A e X tem o

mesmo tipo de homotopia.

1.3 Grupos de Homotopia

Sejam X um espaco topolégico, A C X um subconjunto, zo € A e
I=00,1={teR:0<t<1}.

Se n > 1 considere

I"=Ix..xI={(t,..t,)eR"|0<¢t <1i=1,..,n} on-cubo.

It ={(t1, ..., tn) € I" | tx = 0} a k-ésima (n-1)-face inicial de I™.

It = {(t1, ..., tn) € I" | t), = 1} a k-ésima (n-1)-face final de I™.

oI = 1" —intI™ = {(t1,....t,) € I" | t;, € {0,1}, para algum i €
{1,...,n}} o bordo de I".

Jt =01 —intI})
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Seja F,(X, A, zo) = {f : (I",0I", J"') — (X, A, x¢) | f ¢é continua}.
Podemos definir uma operacao + para n > 2 (e se A = {z(} para

n > 1) da seguinte forma: se f,g € F,,(X, A, z() entao:

(f+9)(t1, ... tp) ==
Segue do lema da colagem que f + g é continua e portanto pertence a

Fn<X, A, .170).

Dadas f,g € F,(X, A, x¢) diremos que f ~p g se existir
H:((I"< L,oI" x I,J" " x I) — (X, A, x)
tal que

H((t, i t2),0) = F(tr,.oty)

H((t, o tn), 1) = gltr,ostn)

Observagao 1.2 A relacao de homotopia em F,, (X, A, z¢) (~f,) ¢ uma relagao

de equivaléncia.

Observagao 1.3 Se f, f', 9,9 € F.(X, A, xo) sado tais que f ~p f' e g~ ¢

entdo f+ g ~p, f '+

Definimos 7, (X, A, zg) como sendo o conjunto das classes de homo-
topia (~p ) das fungoes de F,(X, A, xp).

Pelas observagoes acima podemos definir a seguinte soma + em , (X,
A, xg) -

]+ gl = [f + 4]

Teorema 1.2 7,(X, A, xy) com a operacao soma +, definida acima, é um

grupo sen > 2. (Se A = {xo} entao m (X, A, xy) também é grupo.)
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Se A = {zo} denota-se m,(X, A, xo) por m,(X, xo).

Observacao 1.4

(1) (X, A, x9) é chamado o n-ésimo grupo de homotopia de X médulo

(2) m, (X, x) é chamado o n-ésimo grupo de homotopia (absoluta) de

(3) Se n =1, m (X, x) é chamado o grupo fundamental de X.

(4) m,(X, A, zo) é um grupo abeliano se n > 2 ousen > 1e A = x.

(5) O grupo m,(X,x¢) pode ser identificado com [(S™,*), (X, zo)],
sendo que * denota um ponto base de S™.

Para verificarmos (5) por exemplo, consideremos os seguintes resulta-
dos:

- sejam X um espaco compacto de Hausdorff e A C X um fechado
em X, entdio temos que [(X, A), (V.0)] = [(X,%), (Y,40)] (onde = significa
bijecao).

XX eV Y = [X,Y]=[X,Y].

o A (M= 0I")> &~ (R")™® ~ S™. Sendo X* = X Uoo, a compacti-
ficacao por um ponto, onde X é um espaco localmente compacto de Hausdorft
e oo um ponto que nao pertence a X.

Assim,

Wn(X> ‘TO) = [(]na a[n)’ (X> ‘TO)]EKQI%? *)7 (X7 wo)]EKSnv *)7 (X7 l’o)]

Definicao 1.10 Um espago topolégico X ¢é dito n-conexo se m,(X,z) = 0

para 0 < g < n e qualquer x € X.

Podemos equivalentemente dizer que um espago X é n-conexo para
n > 0 se toda aplicacao continua f : Sk — X para k < n tem uma extensio

continua para D*! = {z € R*: ||z| < 1}.
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Esta equivaléncia ¢é justificada pelos resultados abaixo.

Teorema 1.3 Sejampy € S™ e f : S™ — X continua. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

a) f € homotdpica a uma constante;
b) f possui uma extensio continua sobre D"
c) [ é homotdpica a uma aplicagao constante relativamente a po.

Corolario 1.1 A aplicagao o : (S™,po) — (X, x0) representa o elemento tri-

vial de m,(X,x9) para n > 1 se e sd se o pode ser continuamente estendida

sobre D"t1,

Corolario 1.2 Qualquer aplicagao de S™ para um espaco contrdtil possui uma

extensao continua sobre D™,

1.4 Complexo-CW

Iniciamos definindo Topologia Fraca.

Seja X um conjunto coberto por subconjuntos A; (j € J um conjunto
de indices), ou seja, X = ngAj. Se:

- cada A; é um espago topoldgico;

- para todos A;, Ay as topologias coincidem na interseccao A;N A,V j,
ke J

- para todos j,k € J a interseccao A; N Ay é um subconjunto fechado
em Aj e em Aj.
entdo a Topologia Fraca determinada por A = {A;,j € J} é a topologia
7(A) cujos fechados sao os subconjuntos £ C X tais que F'N A; é fechado em

A; V€ .
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Observagao 1.5

1) U C (X, 7(A)) é aberto <= U N A; é aberto em A;,Vj € J.

2) Se Y é um subconjunto fechado de (X, 7(.A)) entdao Y tem a topolo-
gia fraca determinada por YN A ={Y NA;,j € J}.

3) Cada A; é fechado em (X, 7(A)).

4) A topologia de A; coincide com a topologia de 7(.A).

5) Se J é um conjunto finito entao s6 ha uma topologia em X tal que
cada A; é um subespaco de X, e portanto, em vista de 3 e 4 essa ¢ a topologia

fraca.

Lema 1.1 Seja X um espaco com a topologia fraca determinada por uma
familia de subconjuntos {A;,j € J}. Para qualquer espago topoldgico Y a

fungio f: X —Y € continua se e so se f|a; € continua para todo j € J.

Demonstracgao: Se f é continua entao cada uma das restrigoes é continua.
Reciprocamente, se G é fechado em Y entéo f~'(G)NA; = (f7'|4,)(G)
é fechado em cada A;,Vj € J, como X tem a topologia fraca entao f~(G) é

fechado em X e, portanto, f é continua. O

Definicao 1.11 Uma célula de dimensdo n, €* ou simplesmente e, € um
espago topoldgico homeomorfo ao n-disco aberto (D™ — S™1). Seja X uma
unido disjunta de células, ou seja, X = U{e | e € E}. Para cada k > 0 o

k-esqueleto X®) de X ¢ definido por X*) = U{e € E | dime < k}.

Deste modo

Definigao 1.12 Um complexo-CW ¢é uma terna (X, E,®), sendo X um
espaco de Hausdorff, E uma familia de células em X, & = {P. | e € E} uma

familia de funcoes, satisfazendo:
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1) X =U{e|e€ E} (unido disjunta).

2) Para cada e € E existe o homeomorfismo relativo ®, : (D", S"!) —
(e U X(= X(=IY "oy seja, ®, ¢ uma aplicacdo continua de pares e
O.|pn_gn-1 : D* — 8"V — e é um homeomorfismo, ®. é chamada de

aplicacao caracteristica de e.
3) See € E entao seu fecho € estd contido numa uniao finita de células de E.

4) X tem a topologia fraca determinada por {€ C X | e € E}.

Com isso um subconjunto F' é fechado em um complexo-CW X se, e
somente se, F'Ne é fechado em e,V e € F.

Temos também que para qualquer espago ¥ uma funcao f: X — Y é
continua se, e somente se, f|z é continua.

Denotaremos também um complexo-CW por (X, E) ou simplesmente

X.

Defini¢ao 1.13 Um complexo-CW (X, E) € finito quando o conjunto E é

finito.

Diremos que uma célula fechada de dimensao n é o fecho de uma

n-célula .

Lema 1.2 Se (X, E) é um complexo-CW e see € E é uma célula de dimensao

n, n > 0, com aplicagcdo caracteristica ®., entdo € = $.(D").

Demonstragao: Desde que . é continua

O,(D") = (D" — S 1)) C B, (D" — S 1) =&

Para a incluséo inversa, como D" é compacto entao ®.(D™) é compacto
em X, que é de Hausdorff, logo ®.(D™) é fechado em X. Portanto ,e C &.(D").

a
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Lema 1.3 Dados complexos-CW X eY entdo X xY também é um complexo-

CwW.

Demonstragao: Sejam Ex e Fy o conjunto de todas as células de X e de Y
respectivamente. Entao para cada e € Fx e f € Ey temos que e X f é uma

célula de dimensao = dime + dimf, assim:
1) XXY:U{6Xf|€EEXef€Ey}.

2) Se ®. e Oy sdo as aplicacoes caracteristicas das células e € Ex e f € Ey
respectivamente entao: @, x @, : (DP x D7, (SP~tx DY)U(DP x S171)) —
((ex fU(X x Y)Pra=D) (X x V)P+a=1) § a aplicacio caracterfstica da
célulaex fe (XxY)® :=U{exf|e € Ex, f € By edime+dim f < k}

é o k-esqueleto de X x Y.

3) Obviamente as células e x f tem a propriedade do fecho finito (em virtude

de € e f terem esta propriedade).

4) Dotamos X x Y da topologia fraca gerada por e X f onde e percorre Ex e

f percorre Ey.

Observagao 1.6 Dados e € Ex e f € Fy, entao
exf—exf = &, x (P! x DY) U (DP x S971))
= O (SPH) X Dy(DI) U P (DP) x (5771
= (E-e)x fluEx(f-1)
Observacao 1.7 Nem sempre a topologia fraca gerada pelos e x f coincide
com a topologia produto, no entanto isto ocorre se (a) X ou Y é localmente

finito ou (b) se ambos X e Y possuem uma quantidade enumeravel de células

(c. f. [28] ou [14].)
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1.5 Complexo Simplicial

Defini¢ao 1.14 Um conjunto ordenado de pontos {po,p1,...,Pm} C R™ € dito
independente afim se {p1—po, p2—po, -, Pm—Do} € um conjunto linearmente

imdependente do espaco vetorial real R™.

Definicao 1.15 Uma combinag¢ao convexa de pontos pg,p1, ..., Pm em R"

¢ um ponto x com :

x =topo +tip1 + ... + LPm

m

onde Y t; =1 et; >0 para todo 0 < i < m.
i=0

Representamos todas as combinagoes convexas de pg p1, ..., pm em R”
por [po, P1, --., Pm). Observe que [po, p1, ..., Pm] é a envoltéria convexa dos pontos

Po,P1s -3 Pm-

Teorema 1.4 As sequintes condi¢coes em um conjunto ordenado de pontos
{ po,p1, -, Pm} em R"™ sao equivalentes.

i) { po,P1,--s Pm} € independente afim.

m m
i1) Se {so, 51, ., 8m} C R satisfaz > s;p; = 0 € > s; = 0,entdo sg =
i=0 i=0

$51=..= S, =0.
iii) Para cada x € [po, p1, ..., Pm| @ combinagao convexa de x em relagao

aos pontos {po.pi, ..., Pm} € Unica.

Defini¢ao 1.16 Seja {po,p1, ..., Pm} um conjunto afim independente em R" e,

seja [Po, P1, -, Pm)] @ sua envoltdria convera. Se x € [po,p1, ..., Pm| entao (pelo

teorema anterior) existe uma unica (m+1)-upla (to, ...t,) com > t; =1, >0
i=0

ex =Y tip;. A (m+1)-upla é a coordenada baricéntrica de x (relativa ao
i=0

congunto {po, P1, -, Pm})-
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Definigao 1.17 Seja {po,p1,...,Pm} um subconjunto afim independente em

R™. Entao [po, p1, ..., Pm| € chamado de m-simplexo com vértices py,pi, ..., Pm.

Defini¢ao 1.18 Se {po, p1,...,pm} € afim independente, o baricentro de

[Po.p1s e, D) € definido por (m+r1) (po+p1+ -+ Pm)

Defini¢ao 1.19 Seja [po,p1, ..., pm| um m-simplezo. A face oposta a p; é

[D0y ey Diy P = {thpj |t; >0et; = 0} . A fronteira de [po,p1, ..., Pm) €
=0

a uniao das faces.

Claramente um m-simplexo tem (m+1)-faces e cada face pode ser vista

como um (m-1)-simplexo.

Definigao 1.20 Seja V' um conjunto nao vazio.
Um complexo simplicial (abstrato) K é uma familia nao vazia de

subconjuntos finitos de V' tais que:

1) Sev eV entao {v} € K.
2) Sese K es Csentios € K.

V' é chamado de conjunto de vértices de K e é denotado por vert(K)
e, cada uma das familias de subconjuntos nao vazios de V' tendo q+1 vértices
distintos é chamado um g-simplexo.

Obtemos a realizacao de um complexo simplicial K, denotada por
| K|, associando a cada elemento s € K um simplexo A que esta contido
num espaco vetorial real com base vert(K). Se s = {xq, ...z}, Ag = [zg, ...2,].

Assim, a realizagao de K é:
1Kl = U A,
seK

com a topologia fraca induzida dos simplexos.

Portanto, A é aberto de ||K|| <= AN A é aberto de Ay, Vs € K.
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Exemplo 1.11 Se X é um espago topolégico e U = {U;};cs é uma cobertura
aberta de X podemos definir um complexo simplicial tendo como vértices os
conjuntos abertos de U e declarando que os conjuntos abertos Uy, Uy, ..., U, em

U formam um simplexo se EWOUZ- £ ().

Definicao 1.21 Seja K € um complexo simplicial. A subdivisao baricéntrica,
Sd(K), de K € o complexo simplicial dado por:

-vert(Sd(K)) = { simplezos o | 0 € K}

- Os simplexos de SA(K) sao os conjuntos {og,01,...,04} com oy <

o1 < ... < 0y, onde 0; < 0j significa que o; & 0.

Observamos que [|Sd(K)|| =~ || K|| (= significando homeomorfismo).



Capitulo 2

Fibrados

Este capitulo se destinard a apresentacao de algumas definicoes e
resultados com o objetivo de demonstrarmos, dentre outras coisas, que um
G-fibrado principal é universal se o seu espaco total for contratil. Além disso,
constara uma secao com exemplos interessantes e pertinentes ao estudo de

fibrados.

2.1 Definicoes

Como o préprio nome ja diz, a segao trata de diversas definicoes tteis
para compreensao do capitulo, dentre as quais destaca-se a definicao de fibra-
do, definicao esta que pode ser encarada como a generalizacao de espagos de

recobrimento, ou seja, localmente como o produto do espago base por sua fibra.

Definigao 2.1 Sejam X, B e F espagos (de Hausdorff) e p : X — B uma
aplicacao continua. Dizemos que p € uma projegcao fibrada com fibra F
se para cada ponto de B existir uma vizinhan¢a U e um homeomorfismo ¢ :

UxF — p Y (U) tal que p(¢(b,y)) = b, para todobe U ey € F.
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Pode-se observar que em p~!(U), p corresponde a projegao U x F — U.
Assim, a aplicagao ¢ é chamada de trivializagao local. Observamos também
que se b € U entao ¢|{b} x F — p~(b) é um homeomorfismo, ou seja, se

p: X — B ¢é aplicacao fibrada com fibra F, entao F ~ p~1(b) V b € B.

Definicao 2.2 Um grupo topologico é um conjunto G junto com uma es-
trutura de grupo e uma topologia tal que a funcao f : G X G — G dada por

(s,t) — st™! € continua.

Definicao 2.3 Dizemos que um grupo topologico G atua em um espaco X a
direita ou, equivalentemente, que X € um G-espaco a direita, se exriste uma

fungio X x G — X | (x,s) — xs, que satisfaz os sequintes axiomas:
(i) Para cada x € X,s,t € G, tem-se x(st) = (xs)t;
(ii) Para cada x € X, tem-se xe = x, onde e € o elemento neutro de G.

Analogamente, podemos definir G-espago a esquerda.

Definicao 2.4 Um grupo topoldgico atua efetivamente em X se xs =

xV x e X implica s=e, onde e € o elemento neutro de G.

Exibiremos, agora, a defini¢ao de fibrado a qual estd em concordancia

com a referéncia [3].

Definicao 2.5 Seja G um grupo topologico atuando efetivamente a esquerda
num espago (de Hausdorff) F' como um grupo de homeomorfismos. Sejam X
e B espagos (de Hausdorff). Um fibrado £ sobre um espago base B, com
espaco total X, fibra F' e grupo estrutural G, consiste numa projecao fibrada
p : X — B junto com uma cole¢ao ® de trivializacoes locais ¢ : U X F —

p Y (U), chamadas cartas sobre U, tais que:
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(1) cada ponto de B possui uma vizinhanga sobre a qual existe uma carta em

q).

’

(2) se g : Ux F — p ' (U) esta em ® e V C U, entio a restricio de ¢ a

V x F esta em P,

(3) se ), ¢ € ® sao cartas sobre U, entao existe uma aplicagdo 0 : U — G tal

que Y (u, y) = d(u, 0(u)(y));

(4) o conjunto ® é mazximal satisfazendo (1), (2) e (3).

Denotamos o fibrado acima por £ = (X, p, B). Algumas vezes, o espago

total de um fibrado & é denotado por E(&) e o espago base por B(§).

Observacao 2.1 Dadas as cartas ¢ e ¢ sobre U, temos que ¢ 19 : U x F —

U x F é um homeomorfismo que comuta com a projecao 7 : U x F — U.

—1
UxF—" o p U UxF

U

Assim, segue que ¢ 1 (u,y) = (u, u(u,y)) ,onde p: U x F — F é a
aplicacao continua dada por u = mp¢ =19 , com 7r : U x F — F a projecao
em F. Definindo 6 : U — G por 0(u)(y) = u(u,y), temos que 6 do item (3) da

definicao acima é completamente determinado pelas cartas ¢ e 1.

Defini¢ao 2.6 Uma secgdo de um fibrado & = (X, p, B) é uma fun¢ao continua
s: B — X tal que ps = idg. Em outras palavras, a sec¢ao € uma func¢ao

s: B — X tal que s(b) € p~*(b) para cada b € B.
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A préxima defini¢ao trata de morfismo de fibrados que grosseiramente

falando é uma aplicacao que preserva fibras.

Definigao 2.7 Sejam £ = (X,p,B) e ¢ = (X',p/,B') dois fibrados. Um
morfismo de fibrados (u,f) : & — & é um par de fungoes u : X — X/,

f: B — B tais que p'u = fp.

A relacao p'u = fp indica que o diagrama abaixo é comutativo.

X u X
K K
B ! B’

Com as defini¢oes acima podemos naturalmente introduzir a categoria
de fibrados, denotada por Bun, onde:

Obj(Bun) = conjunto de todos os fibrados £ sobre o espaco B.

Hompun(€,€') = conjunto de todos os morfismos (u, f) : & — £

o : Para quaisquer (u, f) : & — & e (v, f') : & — £ define-se (v, f') o

(u, f) = (u'u, f'f).

Definigao 2.8 Um fibrado §{ = (X, p, B) € dito fibrado trivial se & é isomor-
fo ao fibrado produto (B x F,p, B),ou seja, existem (u, f) : £ — (B X F,p, B)
e (u,f") : (B x F,p,B) — & morfismos de fibrados tais que uu' = idpxr,

wvu=1idx e f=f =idp.

Defini¢ao 2.9 Seja & = (X, p, B) um fibrado sobre B e A um subconjunto
de B. Entao a restri¢ao de & a A, denotada |A, é o fibrado (X', p', A), onde

X'=p(A) ep =plA.
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Definigao 2.10 Consideremos & = (X,p, B) um fibrado e f : By — B uma
fungdo continua. O fibrado induzido de £ sobre f, denotado por f*(§) =
(X1,p1,B1), € o fibrado cujo espago base € By, o espago total X1 € o subespago
de todos os pares (by,x) € By x X tais que f(by) = p(x) e a projecao fibrada

p1 € definida por (b, x) — by.

Se f*(§) é o fibrado induzido de £ sobre f : By — B, entao fe :
E(f*(&)) — E(¢) dada por fe(b1,x) = = juntamente com f definem um mor-
fismo (fe, f) : f*(§) — &. Este morfismo é chamado de morfismo canénico
de um fibrado induzido.

Introduzimos agora o fibrado principal, relacionando de maneira es-

pecial espaco base, espago total e grupo estrutural.

Defini¢ao 2.11 Um fibrado £ = (X, p, B) em que sua fibra € o grupo estru-
tural G atuando em si mesmo por multiplicacdao € dito fibrado principal ou,

equivalentemente, G-fibrado principal.

Observagao 2.2 Notemos que se £ = (X,p, B) é um G-fibrado principal,
entao a acao a esquerda G x G — G ¢é livre, ou seja, g.x = x para algum

z € G implica g = e (e elemento neutro de G).

Observagao 2.3 Para todo G-fibrado principal, £ = (X, p, B), temos que G

atua naturalmente em X através da acao livre
XxG — X
(r,9) = 0.(0,'(x).9)

sendo 6, : G — p~*(p(z)) um homeomorfismo (mais precisamente 0, = ¢, () :

G — p~!(p(z)) conforme definido no item (9) pg. 7 de [25]).
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Além disso, % ~ B. Para tanto basta considerarmos h : g — B
definida por h(zG) = p(x) e I'(b) = zG, x € p~'(b). Estas aplicacoes sao

inversas uma da outra e estao bem definidas pois:
h((zs)G) = p(a.s)
= p(0:(6;" (2)s))
= (po0.)(0;"(2)s)
= w((p(z),0; (2)s))

= h(zQG)

- Sejam b € B e z,2’ € p~!(b) distintos. Mostraremos que 2’ = r.g,
para algum g € G, logo h'(b) = 2'G = (x.9)G = zG.

Se b € B entao existe 6 : G — p~!(b) homeomorfismo. Logo, dados
z,x’ € X existem gg,g1 € G tais que 0(go) = x e 0(g1) = «’. Portanto, para

g = gglgl temos:

r.9=.(g5"'01) = 0(07 (2)g5 " 91) = 007 (0(90))90 " 91) = O(g1) = &’

Um morfismo entre G-fibrados principais (u, f) : & — £ que satisfaz
u(zs) = u(x)s, Vo € E(&) e Vs € G, é definido como sendo um G-morfismo.
Sejam ¢ = (X, p, B) um G-fibrado principal e F um G-espago a es-

querda. A relagio (X X F) x G — (X x F) dada por (z,y)s = (zs,s 'y)

XXF

define uma acgao a direita em X x F. Considere X o espago quociente =5

e pr: Xp — B a projegao definida por pr((z,y)G) = p(z) para qualquer

(x,y) € X x F.

Defini¢ao 2.12 Com a notagao acima, o fibrado (X, pr, B), denotado por
¢[F], € chamado de fibrado associado sobre B com fibra F, onde G é o grupo

estrutural do fibrado associado.
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As definigoes seguintes sao necessarias para caracterizarmos um G-

fibrado universal.

Definigao 2.13 Uma cobertura aberta {U;},.q de um espago topologico é nu-
merdvel contanto que exista uma particio da unidade (localmente finita)

{ui},eq tal que ui_l(O, 1] C U; para cada i € S.

Definicao 2.14 Um G-fibrado principal & sobre um espaco B € numerdvel
contanto que exista uma cobertura numerdvel {U;},_q de B tal que {|U; € trivial

para cada i € S.

Observacgao 2.4 Um espaco de Hausdorff B é paracompacto se e s6 se cada

cobertura aberta é numeravel. (cf. [4] Theorem 4.2 pg. 170)

Agora, para cada espaco B denotemos por Kg(B) o conjunto das
classes de isomorfismos de G-fibrados principais numeraveis sobre B e, por {¢}
a classe de isomorfismos do G-fibrado principal £ sobre B. Para a classe de
homotopia de f : X — Y definimos a funcao Kqg([f]) : Ka(Y) — Kg(X)
pela relagao Kq([f]){&F = {f*(€)}. Como o elemento {f*(£)} independe do
representante de {£},(6 = n = (&) = f*(n)) e, como [f] independe do
representante da classe,(f ~ g = f*(§) = ¢*(&)) conforme [6], facilmente
verificamos que K é um funtor contravariante da categoria dos espacos e
classes de homotopia sobre a categoria de conjuntos e funcgoes.

Seja w = (F,, po, B,) um G-fibrado principal numeravel fixado. Para

cada espaco B definimos a fungdo ¢,(B) : [B,B,] — Kg(B) pela relagao

Proposicao 2.1 O conjunto das funcgoes ¢,(—) : [—, B,] — Kg(—) € uma

transformagao natural (um morfismo de funtores).
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Demonstragao: Verificar que ¢, ¢ uma transformacao natural é verificar a

comutatividade do diagrama

para qualquer fun¢ao continua f: X — Y.

Seja [u] um elemento de [Y, Byl, logo

(0u(X) o [f, Bol)([u]) = ¢ (X)(Lf, Bol)([u])
= du(X)([uo f])
= {(uf)(w)}
= {/(w(w)}
= Ko([fD{uw(w)})
= Ka([/D(¢u(Y)([u]))
= (Ka([f1) 0 oo (Y))([ul)

Portanto, ¢, é uma transformacao natural. O

Por fim, temos a seguinte definicao de G-fibrado universal.

Defini¢ao 2.15 Um G-fibrado principal w = (E,,p,, B,) € universal con-
tanto que w seja numerdvel e ¢,(—) : [—, Bo] = Ka(—) seja um isomorfismo.

O espaco B, é chamado de espacgo classificante de G.

2.2 Proposicoes e Teoremas

A presente secao traz alguns teoremas e proposicoes que serao necessa-

rios para se estabelecer um critério sobre a universalidade de fibrados. Este
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critério ¢ significativo pois identifica aqueles fibrados w que podem ser consi-
derados como geradores da categoria de G-fibrados principais no sentido de que
qualquer G-fibrado ¢ isomorfo ao fibrado induzido de w por alguma aplicacao

entre os seus espagos bases.

Proposicao 2.2 Um G-fibrado principal w = (E,, po, B,) € universal se e sé

se as sequintes condigoes sao verdadeiras:

(1) Para cada G-fibrado principal numerdvel £ sobre X existe uma fungao

f:X — B, tal que & e f*(w) sdo isomorfos sobre X;

(2) Se f,g: X — B, sio duas fungoes tais que f*(w) e g*(w) sao isomorfos

entao f e g sao homotopicas.

Demonstragao: Basta observarmos que a condic¢ao (1) diz que ¢, (X) é so-

brejetiva e que a condicao (2) diz que ¢, (X) é injetiva. O

Lema 2.1 Sejam £ = (E,p, B) um fibrado, f : By — B uma fun¢ao continua
e (fe, )+ f*(&) — & o morfismo candnico do fibrado induzido. Se s € uma
seccdo de &, entdo o : By — E(f*(§)) dada por o(by) = (b1, sf(b1)) é uma
sec¢ao de f*(§) com feo = sf. Se f € uma aplicagao quociente e se o é uma
seccao de f*(€) tal que feo € constante em todos os conjuntos f~'(b), para

cada b € B, entao existe uma secgao s de & tal que sf = feo.

Demonstracao: Para a primeira consideracao, observemos que o é continua
pois cada uma das suas coordenadas o é e que p1o(by) = p1(b1,sf(b1)) = by,
onde p; é a projegao fibrada de f*(£). Portanto, o é uma secgao de f*(&)
satisfazendo feo(by) = fe(by,sf(b1)) = sf(by).

No segundo caso, para cada b € B seja s(b) = fe o o(b1) sendo by

qualquer elemento em f~'(b). Como o é constante sobre f~1(b) e f é sobre
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(f é aplicagao quociente) segue que s é bem definida. Além disso, verifica-
se diretamente da definicao de s dada acima que so f = f¢ o 0. Finalmente
notamos que s é continua pois, se U C F é aberto entao como f é aplicacao
quociente temos que s~(U) serd aberto em B se, e somente se, f~(s71(U))
for aberto em By, mas como f~(sHU)) = (so f) N (U) = (feoo)  (U), e fe
e 0 sao continuas segue o resultado. O

O proximo lema é fundamental na teoria de classificacao de fibrados

sobre complexos-CW.

Lema 2.2 Sejam & = (E,p, B) um fibrado com fibra F, B um complexo-CW
e A = vert(B). Se o espago F € (m-1)-conexo para cada m < dimB, entao

toda secg¢ao s de £|A € prolongada a uma sec¢ao s* de &, ou seja, s*|A = s.

Demonstragao: A prova sera dada por inducao em n, onde n = dimB .

Se n =0 temos B = A e, portanto, s* = s.

Assuma que o teorema seja valido para todo espago B com dimB < n.

Considere B um complexo-CW de dimensao n.

Pela hipédtese de indugao existe uma secgao s’ de &|B,,_; com s'|A = s,
onde B,,_1 é o (n-1)-esqueleto de B.

Considere, agora, C' uma n-célula de B com aplicacao caracteristica
ue : I — B. O fibrado induzido u}(§) sobre I™ é localmente trivial, isto é,
para qualquer ponto t € [I" existe uma vizinhanca aberta V' de t em I" tal
que ui(&)|V é trivial. Como I™ é compacto é possivel decompor [™ em uma
quantidade finita de cubos iguais K de tal forma que u}(€)|K ¢é trivial.

Pelo lema 2.1 a secgao s’ define uma secgao o’ de u(§)|0I™. Aplicando
a hipétese de indugao a ¢’ e assumindo que ¢’ é definida sobre (n-1)-esqueleto
de I decomposto sobre os cubos K, a sec¢ao o’ definida sobre 0K é dada por

uma funcdo 0K — F (toda sec¢ao de um fibrado produto (B x F,p, B) tem
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a forma s(b) = (b, f(b)) onde f : B — F é uma aplicacdo continua) que pela
hipétese de conexidade de F' estende-se a K. (cf. teorema 1.3)

Assim, prolongando cada célula K obtemos uma secgao o de u*(&) de
tal forma que u}(§)|0I" = o’.

Usando o morfismo natural u*(§) — £ sobre u., o lema 2.1 e mais o
fato de que uma aplicacao de um complexo-CW em outro complexo-CW que
aplica células em células é uma aplicacao quociente, temos uma seccao s, de
¢|C tal que s.[(C N B,_1) =5|(CNB,_1) .

Defina, portanto, uma secgao s* de £ por s*|B,_1 = s e s*|C = s..
Observe que s* é continua pela propriedade da topologia fraca do complexo-
CW B, pois se F' é fechado em E, (s*)7!(F) é fechado em B se, e somente se,
(s*)"Y(F) N B; é fechado em B;, para i < n.

Se i < n entao (s*)"Y(F)N B; = (s')"'(F) N B; , fechado em B;.

Se i = n entao (s*)"'(F)N B; = (s.)"'(F) N B; , fechado em B,,.

Finalmente, se dimB = oo e F' é n-conexo para cada n é possivel
construir por indugao secgoes s, de &|B,, tais que $,|Bn,_1 = sp_1 € 51 = S.

Defina a secgao s* de £ por s*|B,, = sp,. O

Observacgao 2.5 Uma demonstracao andloga é obtida substituindo-se a hipotese
de complexo-CW por complexo-CW relativo para um par (B, A).

Para maiores detalhes veja [6].

Teorema 2.1 Todo G-morfismo entre G-fibrados principais sobre o mesmo

espaco B € um isomorfismo.

Demonstragao: Seja (u, f) : (X,p, B) — (X',p', B) um G-morfismo de G-
fibrados principais.

- u é injetiva;
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Suponhamos que u(z1) = u(xq). Logo, p(x1) = pu(zy) = pu(zs) =
p(z2), ou seja, p(z1) = p(xs). Como estamos trabalhando com G-fibrados prin-
cipais p(x1) = p(zz) implica que 1 = x9s , para algum s € G.

Assim,

-1

u(zy) = u(wg) = u(zis™) =u(r))s ' = s=e

onde e é o elemento neutro de G e, portanto, x; = x».

- u € sobrejetiva;

Seja ' € X' | como p/'(z') = b = p(x) para algum =z € X |, temos:
P(2') = p(z) = p'(u(x)) = u(z)s = a'para algum s € G, ou seja, u(xs) =

- u~! é continua;

Sejam u(a) = o’ € X’ e V uma vizinhanga aberta de a em X. Quere-
mos determinar uma vizinhanga W de @’ em X’ tal que u='(W) C V.

Pela continuidade da acao de G em X, existem vizinhancas abertas V;
deaem X e N deeem G tal que Vi N C V. Existe, também, uma vizinhanca W
de @’ em X’ tal que /(W x W) N X"™) C N, onde 7’ é a fungao determinada
por 7'(z,y) = O(x), com 6 explicitado na defini¢ao 2.5 e, X™* = {(z,zs) €
X'xX'|zeX eseG}.

Usando a continuidade de u podemos trocar Vi por Vi Nu=t (W) de
forma que u(Vy) C W.

Seja p(V1) = U. Como p é aplicacdo aberta (conforme observacao
abaixo) segue que U é uma vizinhanga aberta de b = p(a) = p/(a’) pois a’ =
u(a).

Trocando W por W N (p')~1(U) temos que p'(W) C U = p(V}).

Para ' € W escolha x € Vi tal que p(x) = p/(2'). Entdo temos

u(z), 2’ € W, u(x)s = 2’ para algum s € N e 2/ = u(x)s = u(xs), onde
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rs € VN C V. Dessa forma, para cada ¥’ € W, temos u~!(2') € V, onde

u~Y (W) C V. Portanto, u~! é continua para cada a’ € X'. 0

Observagao 2.6 Para todo G-fibrado principal (X, p, B), temos que p é uma
aplicacao aberta.

Considere o diagrama comutativo abaixo, onde 7 é a projegao natural.

X
X g
5 B

7 é uma aplicacao aberta pois x +— xs é homeomorfismo e, para W
subconjunto aberto de X, m(W) ¢é aberto de 2 se e s6 se 7 (m(W)) é aberto
de X. Mas, 7=} (m(W)) = | Ws ¢ a unido de subconjuntos abertos de X.

seG

Como B =~ % pela observacao 2.3, segue que g é homeomorfismo e,

portanto, p é aberta.

Teorema 2.2 Considere o G- fibrado principal £ = (X, p, B).
Para cada fungdo f : By — B o espago total Xq de f*(&) = (X1, p1, B1)
possui uma estrutura natural de G-espacgo e, existe um homeomorfismo g :

% — By fazendo o diagrama abaixo comutar.

o[>

Além disso, f*(§) = (X1, p1, B1) também é um G-fibrado principal.
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Demonstracao: Defina a acdo em X pela relacao (by,z)s = (by,zs), s € G e
(by,z) € X;. Como p(xs) = p(z) segue que (by,xs) € X;. Entao, fe((b1,2)s) =
fe(bi,zs) = xs = fe(by,x)s, o que implica que fe é um G-morfismo de G-
fibrados principais.

Defina g : %+ — By por g((b1,2)G) = by.

- g esta bem definida;

(b, 2)G = (b}, 2")G = by = 1] e, assim, g((by,z)G) = g((b], 2")G)

- g € continua;

Seja U aberto de B;.

g (U) é aberto de 53+ < m (g (U)) é aberto de Xj.

Como 71 (g~} (U)) = p; (U) segue que g é continua.

- g € sobrejetiva;

Seja qualquer b; € By. Como p é sobrejetiva segue que existe x € X tal
que p(x) = f(b1), logo (b1, x) € Xy e p1(b1, ) = by. Portanto, p; é sobrejetiva.

- g € injetiva,

Basta observarmos que:

9((br,2)G) = g((by,2')G) g(m(by, x)) = g(m (b, 2"))
pl(bb .73) = pl<b,17 :L’/)
by = by e p(z) = p(z’) = f(br) = f(b))

by = b} e x = 2's, para algums € G

r ¢ ¢ ¢ 3

(b1, 2)G = (b}, 2')G.

- g ¢ uma aplicacao aberta;

Comegamos observando que se n = (E, ¢, D) é um fibrado tal que a
aplicacdo ¢q é aberta e f : D' — D é continua, entao o fibrado induzido f*(n)
possui sua projegao fibrada aberta. (cf. [6] prop. 5.9 pg. 19)

Como p é aberta (obs. 2.6) segue que p; também o é. Assim, dado W

aberto de % temos que g(W) = g(r (71 (W))) = gom(n=*(W)) = p1 (7~ (W))
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¢é aberto em Bj.

Portanto, g é um homeomorfismo.

¢ é um G-fibrado principal com fungao 7 : X* — G dada por 7(z,2') =
O(x) (vide definigao 2.5) onde X* é o subespago dos elementos (x,z') € X X
X | 2/ = xs, para algum s € G. Definimos, entao, 7, : X; — G por
71((b1, ), (b1, 2")) = 7(x,2’). Observemos que, ((by,z), (b],2')) € X7 < by =
by e (z,2') € X*.

Obviamente 7 é continua e, portanto, f*(§) = (X1,p1, B1) é um G-

fibrado principal. O

Teorema 2.3 Seja (v, f) : 7 — & um G-morfismo de G-fibrados principais
e seja n — I3 =N § a fatoragcdo canodnica dada por feg = v, conforme

descrito abaizo.

4 N

E(n)——E(f*(&))—L— E(¢)

Pg

B(n)—* B(n) —t— B(¢)

E(f*(€) ={(z,y) € B(n) x E(§) : f(z) = pe(y)}

g ¢ definida por g(=) = (p,(2), v(2)). Observemos que g(=) € E(f*())
pois f(po(2)) = pe(v(2)). Como (v, f) ¢ morfismo de fibrados entio (g, id)
também ¢ morfismo de fibrados.

Entdo g ¢ um isomorfismo de fibrado principal sobre B(n) e portanto

n e f*(&) sio G-fibrados principais isomorfos.
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Demonstracao: Queremos mostrar que g : n — f*(§) dada por x — (p,(z),v(z))
¢ um isomorfismo.
Pelo teorema 2.2 f*(£) é um G-fibrado principal e, pelo teorema 2.1 g

¢ um B(n)-isomorfismo. O

Proposicao 2.3 Sejam £ = (X, p, B) e& = (X', p', B") G-fibrados principais.
Entao todo G-morfismo de & — &' estd em correspondéncia com uma sec¢ao

de €[X].

Demonstracao: Basta observarmos que cada fun¢ao ¢ : X — X' | ¢(at) =
t71¢(x) = ¢(z)t estd em correspondéncia bijetiva com as secgoes s : B — Xx
de £[X'] através das relagoes:

9 X — X'=3ss: B— Xx dada por s4(zG) = (z, ¢(x))G

5B — Xy | s(zG) = (2,0(zG))G = 3 ¢, : X — X’ determinada
pela relacio ¢,(z) = ¢(zG).

Para maiores detalhes ver [6]. 0

Desde que todos os complexos-CW sao paracompactos e que todas
as coberturas abertas de espacos paracompactos sao numeraveis, é possivel

determinarmos uma classificagao homotépica de fibrados principais, com grupo

estrutural G, sobre complexos-CW com o teorema abaixo.

Teorema 2.4 Seja B uma complexo-CW e w = (X,, po, Bo) um G-fibrado
principal tal que m;(X,) = 0 parai < dim B. Entdo a fun¢do ¢,(B) : [B, B,] —

Kq(B) definida anteriormente (vide prop. 2.1 pg. 27) € uma bijecao.

Demonstragao: Mostremos, primeiramente, que ¢, (B) ¢é sobrejetiva.
Seja & um G-fibrado principal sobre B. Pelo lema 2.2 o fibrado £[X,]

possui uma secgao, pois a fibra de £[X,] é (m-1)-conexo com m < dim B.
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Pela proposigao 2.3 segue que existe um morfismo (u, f) : £ — w entre
os fibrados principais £ e w. Pelo teorema 2.3 temos que {¢} = {f*(w)} =
¢ (B)(Lf])-

Provaremos, agora, que ¢, (B) ¢ injetiva.

Sejam f, g : B — B, fungoes tais que { f*(w)} = {g*(w)}, entao temos
os morfismos de fibrados (f*(w) x I)|Bx {0} — f*(w) —w e (f*(w)xI)|B x
{1} — g¢*(w) — w e pela proposi¢ao 2.3 o fibrado (f*(w) x I)[X,] possui
uma secgao s sobre B x {0,1}. Pela observacao 2.5, esta secgdo s pode ser
prolongada a uma secgao s* de (f*(w) x I)[X,] sobre B x I. Novamente pela
proposicao 2.3, temos um morfismo de fibrado principal (u, h) : f*(w) X I — w

tal que h(b,0) = f(b) e h(b,1) = g(b) para cada b € B, ou seja, f ~g. 0

Coroléario 2.1 Seja & = (Ey, po, Bo) um G-fibrado principal. Se Eq é contrdtil

entdo & € um G-fibrado universal.

Observamos que a reciproca do corolario acima também é verdadeira
(cf. [25], pg 102).

Finalizamos esta secao com o seguinte resultado que relaciona fibrados
com grupos de homotopia, o qual evidencia a importancia do estudo de fibrados

para o céalculo de tais grupos.

Teorema 2.5 Seja (E,p, B) um fibrado, e seja zo € p~'(by) = F SNy (by €
B). Entao existe um homomorfismo de grupo O : m,(B,by) — mn_1(F,xq) tal
que a sequinte sequéncia de grupos e homomorfismos € exata.

s T (B, 0) 2 (B, bo) 2 M1 (Fy20) 25 11 (B, g) — -+

-2 o(F,20) 25 mo (B, m0) 25 mo(B, by) — 0

ou seja, em cada nivel temos Ker 0 = Im p,, Ker j, = Im 0 e Ker p, =

Im j., cuja demonstracao pode ser encontrada em [5] ou [25].
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2.3 Exemplos

Nesta secao apresentaremos alguns exemplos de fibrados e um teorema
muito util para identifica-los. Este, por sua vez, relaciona-se diretamente com

grupos de Lie garantindo a existéncia de inimeros fibrados.

Exemplo 2.1 O Fibrado Produto (B x F,p, B).
Neste caso a aplicacao fibrada é a projecao na primeira variavel, ¢ = id
e U = B. Observe que o grupo estrutural consiste apenas do elemento neutro

(id: FF — F).

Exemplo 2.2 A Faixa de Mébius (X, p, B).

O seu espaco base B é um circulo obtido de um segmento de reta
L = [0, 27| pela identificagao de seus elementos extremos. A fibra F' = [0, 1]
é um segmento de reta. O espaco total X é obtido do produto L x F pela
identificagao dos pontos (0,¢) e (2w, 1 —t), t percorrendo o intervalo [0,1]. A
projecao fibrada p : X — B é dada por p([z,y]) = = onde [x,y] denota a classe
do elemento (x,y) em X.

Além disso, dada qualquer curva continua s’ : L — F' com seus pontos
finais identificados, podemos definir uma secgdo s : B — X tal que s(x) =

[z, s'(x)], conforme observa-se na figura abaixo.

F b c
/’ - S \\'s'\m—r P | — / Y
F,
c b
a | a
L X

Observe que nao existe um unico homeomorfismo de F, = p~'(z)
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com F. Existem dois homeomorfismos que se diferenciam por uma aplicacao
o : F — F obtida pela reflexao no ponto médio de F, ou seja, pela reflexao
em torno do zero. Neste caso, o grupo G é o grupo ciclico de ordem dois
gerado por 0. Observe, também, que dado um ponto z, € B e uma vizinhanca
V = S' — {-=z,}, onde —z, é o elemento oposto de x, em S* & possivel

determinarmos as trivializacoes:
¢:V xF—p (V)| (2,y) — [z,9]
¢V xF—p (V)| (z,y) — [z,0(y)]

Exemplo 2.3 Fibrados de Hopf.

Os fibrados de Hopf sao

p : S"—RP"
p : STt cCPr

p o g4nts _ [ pn

onde RP" CP"™ e HP™ sao os espacos projetivos real, complexo e quater-
nidnico, respectivamente. Mostraremos que p : S**3 — HP" é um fibrado
construindo suas trivializacoes locais.

S4n+3

Primeiramente, observamos que HP" ~ onde ~ ¢é a relagao de

equivaléncia definida por:
T~y <= y=Ax, A€ 5S>

S3 atua de maneira natural em S*"*3, ou seja, para cada u € S® e
cada w = (hg, hy, ..., h,) € S temos w.w = (u.hg,u.hy, ..., u.h,) € S4+3

pois
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ko2 + [whi 2+ oo+ |wha 2 = [ullhol? + [ul2 |2 + ...+ ]2 h]?
= L|hol*+ L|hi]? + ... + 1|7, |?
= |hol® + [l > + ... + |hn]?

=1

Observe que S*""est4 sendo considerada como o conjunto das (n+1)-
uplas de niimeros quaternionicos w = (hg, by, ..., hy,) tais que |hg|* + |h1]? +
et 2 = 1.

Consideremos, para j = 0,1, ..., n, os seguintes conjuntos abertos V; =
{w = (ho,h1, ..., hy) € S*" 3 | h; # 0}. Como p é uma aplicagao aberta, segue
que p(V;) = U; é um aberto de HP".

Os abertos U; cobrem HP" e além disso, p~!(U;) = V.

o V; Cp~'(U;) pois p(V;) = Uj.

e p 1(U;) C V; pois se u € p~*(U;) temos p(u) € U; = p(V;) = p(u) =
p(2),2€V; = u=v2v€ES = u; =vzjcomo z; #0ev €S>

temos que u; # 0, ou seja, u € V.

Consideremos a aplicagao v; : V; — U; x S dada por ¢;(w) =

_ Jwl
|w; |

(p(w), —L). Note que % € 53, pois “Z—j' =1, e ¢; é continua pois

w;|
¢ uma composi¢ao de continuas. Uma aplicacao inversa para ; ¢ definida

u.w

como ¢; : U; x S* — V; dada por ¢;(p(w),u) = |w~f .w, onde w; representa o
J
conjugado de w;.
- @; estd bem definida.
. _ uTg _ ol W W W
o;(p(vw),u) = ool VW = ULr W = gk o W=

¢]<p(w)7u)
- ¢; é continua pois ¢;(p(w),u) = u.0j(w), onde o, : U; — V;, dada

por 0;(p(w)) = 5.w, é uma fungao bem definida e continua.
J
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Analogamente podemos mostrar que as demais aplicagoes sao fibrados.

Observacao 2.7

1) A faixa de Mobius (exemplo 2.2) é o fibrado associado do fibrado
de Hopf Zj---S' — RP! = S com fibra F = [0, 1].

2) Uma vez que S™ é (n-1)-conexo segue do teorema 2.4 que os fibrados
de Hopf sao k-universais com k =n — 1, 2n, 4n + 2 respectivamente.

3) Fazendo n = oo nos fibrados de Hopf, ou seja, S = nLZJOS", RP>® =

U RP™ HP>* = U HP" temos ainda os fibrados:

n>0 n>0

Ly--- S — RP>®
St...8% - Cp>

§3... 5% s HP>

0s quais sao universais, pois m,(S%®) =0 Vn > 0.

Consideremos, agora, o seguinte teorema.

Teorema 2.6 Seja B um grupo topoldgico e G um subgrupo fechado atuando

em B através da operagao do grupo. Entao p: B — g ¢ um fibrado com fibra
G, desde que exista uma seccao local de G em g, ou seja, exista V' wvizinhanca

de G em & tal que f:V C 2 — B € continua e p(f(z)) = z,Vz € V.

Demonstragao: Queremos encontrar uma cobertura aberta {V,}yep de g
de tal forma que ¢, : V3 x G — p~(V;) é um homeomorfismo que satisfaz
(pod)(z,9) =2,V (r,9) €V, x G.

A agdo de G em B é dada por (b, g) — bg.

Primeiramente observamos que se U é aberto de g entao bU também

é aberto de g, pois p~1(U) é aberto de B por p ser continua, bp~(U) é aberto



51

de B pois & — bz ¢ homeomorfismo de B — B ¢, p(bp~!(U)) ¢ aberto de 2
pois p é aberta. Como bU = p(bp~!(U)) o resultado segue.

Agora, para cada b € B defina Vj, = bV vizinhanca em £, onde V est4
definido por hipdtese.

Consideremos a funcao:
fb : ‘/b — B | fb(SC) = bf(bilaz)

com b~lx € V poisse x € V,, = x = by,, y, € V.

- fp é continua.

fo=gofoh,ondeh:Z — Z dadaporz+— b'z eg: B — B dada
por y — by sao continuas e, f é definida continua por hipdtese.

- p(f()) = 2.

Sex € V= x =bx,, x, € Ve, se f(x,) =V = p(f(z,) = p) =

x, = b'G, logo temos:

p(fo(z)) = pbf(0~'))

= p(bf(z,))

= p(bb')

— ()G

= b(VG)

= b,

S
Defina ¢y : Vi, x G — p~'(V}) por (z,y) — fi(2)y.
- fo(@)y € p7H (V)
p(fo(x)y) = p(bf (b~ 2)y) = p(bf(b~'2)) = p(fi(z)) = = € V.
. ¢y 6 continua pois é o produto de continuas.

(l’,y) = (fb(x)ay) = fb(‘r)y



52

c(pody)(z,y) =z

(o u)(@,y) = pldw(z,y)) = p(fe(z)y) = 2.
Construindo uma inversa para .

Defina py, : p~'(V3) — G por py(2) = (fo(p(2)) "2

~(ppo ) (7, y) =y

(po o d)(@,y) = pu(fo(x)y)
= folp(fo(x)y)~ - (fol2)y)
= fo(@) " (fo(@)y)
=y

ou(p(2), p(2)) = 2

oo(p(2):p6(2)) = fo(p(2))-po(2)
= fop(2).(fo(p(2))) .2
Logo, segue que (p,py) € a inversa de ¢y e vice-versa.

Seja, agora, z € V, NV, entao

(0t o dw)(z,y) = (,0(2)(y) < &(z,y) = dc(,0(x)(y))
& flr)y = fo(2)(0(2)(y))
& [N @) folz)y = 0()(y)
& () = [ (2).fol)

Exemplo 2.4 Considere B = 7Z e G = 5Z onde a acao de Zx5Z — 7 é dada
por (n,5k) — n.bk := n + bk.

Queremos determinar uma seccao local de 5Z em %. Para isto, observe
que :

Z
V' é aberto de = = p (V) é aberto de Z
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Como a topologia de Z ¢ a discreta considere V = {5Z} = {0}, isto
implica que p~ (V) = {5+ n | n € Z}.

Defina f : {0} — Z por 0 — 0. Logo, temos que f estd bem definida,
é continua e p(f(0)) = 0.

Paracadan € Z, V, ={n} e f,:V, — Z é dada por f,(n) = n,

uma vez que:
fu@ =nf@'n)=nf0)=n0=n+0=n

Além disso, f, independe do representante da classe pois m = p <=

n —p = bk, e portanto, f,(p) = n.f(n~'.p) = n.f(=n+p) = n.f(5k) =

Defina ¢, : {n} x 5Z — p~'(V,,) por (m,5k) — f,(n).5k = n + 5k.

Obviamente ¢,, 6 um homeomorfismo ja que p~*(V;,) = {n + 5z | z € Z}.

Observe que p : Z — %Z ¢ uma aplicacao de recobrimento, ou seja,
para cada T € %, V,, = {n} é uma vizinhanga distinguida de 7 e p~(V;,) =

kUZ{n + 5k}, com Uy, = {n+ 5k} aberto de Z tal que p|Uy, : {n + bk} — {n}
S

é um homeomorfismo (trivial).

Observacao 2.8 Como todo quociente de um grupo de Lie G por um sub-
grupo fechado de Lie H possui seccao local (cf. [27], pg. 120) segue que
G

(G, p, %) ¢ um fibrado com fibra H, onde p : G — # ¢ a projecao natural.

Exemplo 2.5 Considere o grupo de Lie O(n), onde O(n) é o conjunto das ma-
trizes nxn ortogonais, ou seja, conjunto das aplicagoes o : R™ — R"™ que preser-

vam norma ((o(z),o(y)) = (x,y),com (,)sendo o produto interno usual) e,
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O(n — 1) o subgrupo das matrizes de O(n) da forma

0

0

0 01
onde ¢ sdo matrizes (n — 1) x (n — 1) ortogonais.
O(n—1) é fechado em O(n) pois a aplicacio f : O(n) — R" dada por
f(o) = (011,012, .., O1n, 021, 022, ..., Oy, 031, ..., Opy,) € continua e O(n — 1) =
f7Y(V), onde V é um fechado de R definido de tal forma que z € V < 2 =

((71170'12, ‘--70-1(71—1),070-217 ...,O'Q(n_l), 0,0’31, ...,a(n_l)(n_l),0,0, ...,07 1)

Pela observacao anterior temos que p, : O(n) — 0?7571)1) é uma apli-

cagao fibrada, com fibra O(n — 1).
Note que O(n) atua em S™! por:
O(n) x S»t — gt
(0;0)  — a(v)
Além disso, definindo i : O(n) — S™! por h(o) = o(e,) segue que

h(op) = h(o) para p € O(n—1). Isto significa que a aplicacao h fatora o espago

quociente 0?757_1)1). Assim, a funcdo h : % — S dada por h(cO(n—1)) =

h(o) é um homeomorfismo. Dessa forma, temos o fibrado:

com fibra O(n — 1).

Observagao 2.9 Considerando U(n) o grupo unitério, ou seja, o conjunto das

matrizes o, n X n com coeficientes em C, tais que (o(z),0(y)) = (z,y),V x,y €
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C, onde (,) é o produto interno usual de C" e, U(n — 1) o subgrupo fechado

de U(n) da forma

0
o
g =
0
0 01
onde ¢ sdo matrizes (n — 1) X (n — 1) unitdrias, segue que p, : U(n) — U((Jﬁ)l)

¢ aplicacao fibrada com fibra U(n).

Como U(n) atua em S**~! por

U(n) % SQn—l N SZn—l
(p,v) —  p(v)

U(n)
U(n—1)

por argumentos andlogos, mostramos que >~ G2n=1 o portanto, p :

U(n) — S?"! ¢ aplicagao fibrada com fibra U(n — 1).

Observagao 2.10 Analogamente, mostra-se que SO(n), o conjunto das ma-
trizes n x n ortogonais cujo determinante é 1, atua em S™ ' de tal forma que
p:SO(n) — S ¢ uma aplicacao fibrada com fibra SO(n — 1). Outras acoes
podem ser definidas sobre outros “grupos classicos de Lie” conforme referéncias

3] ou [27].

Daremos, agora, algumas aplicacoes do teorema 2.5, calculando grupos
de homotopia através da seqiiéncia exata longa
T Wn(E7 xo) - Wn(B, bo) — Tn-1(F,10) — mp_1(E,m0) — -+~

determinada a partir da aplicacao fibrada F'--- E — B.
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Considere as aplicagoes:

e p:R — S!tal que p(t) = exp(27it) com fibra Z.

o — T(Z) — TR(R) — 7 (ST — - -

Como R ¢é contratil = mx(R) = 0 para k > 1.

Para k = 1, temos:
o= 0= 1 (SY) = m(Z) — 0 = 7 (SY) 2 m(Z)

Como Z ¢é discreto segue que m(Z) = Z e, assim, m(S') = Z.

Para k > 1, temos:

0 — m(S") — 0= m(S") 0.

Z, se k=1
Portanto, 7 (S') =

Osek>1

o .p: STl — CP" tal que p(x) associa a reta complexa junto a x, com

fibra St.

R ﬂk(Sl) — ﬂk(SQ”H) — m(CP") — 7rk_1(51) — .

Sek=1en >1 temos
= 7r1(Sl) — 7T1(S2”+1) — m(CP") — 71'0(51) — e

ou seja

=72 —-0->m(CP")—-0—---

donde m (CP™) = 0.
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Sek=2en>1entao
"—>7T2(52n+1)—>7T2(Cpn)—>7T1(Sl)—>7T1(52n+1)—>"'
ou seja
o0 — m(CP") = 7 (SY) —0— -
donde m(CP™) =2 Z, n > 1.
Sek>2en>1 temos

o= 0 — mp (S — T (CP") — 0 — - -

e portanto 7 (S?" ) = 1, (CP™).
No caso particular em que n = 1 temos que CP! ~ S? e o fibrado
Sl... 82+l CP™ torna-se o fibrado de Hopf S*---53 — S? e pelos resulta-

dos acima temos que:

7T3(SQ) ~ 7



Capitulo 3

Objetos Simpliciais e

Co-Simpliciais

Serao apresentados as nocoes de objetos simpliciais e co-simpliciais,
que sao conceitos centrais de topologia algébrica e teoria de homotopia, nao
somente pelo fato de que a categoria de espacgos topoldgicos pode ser subs-
tituida pela categoria de conjuntos simpliciais, mas também pelo fato de que
métodos simpliciais sao usados em varias construcoes algébricas e topologicas.

Também serao apresentados os funtores singular e realizacao geométrica.

3.1 Definicoes e Exemplos

A presente secao dispoe as defini¢oes de objetos simpliciais e co-simpliciais,
bem como alguns exemplos significativos destas defini¢oes.

Comecamos por definir:

Definicao 3.1 Um objeto simplicial numa categoria C consiste de :

i) uma colecio X,, € Obj(C) para todo n > 0.
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ii) uma colegio de morfismos d; : X,, — X,,1 e s; + X,, — X,41 para todo
0 <i < n, satisfazendo:
diodj = djflodl' 86i<j
(
sj1od; sei<j
diosj = id set=7,5+1

Sjodi,1 $€'l>]+1

\
5;08; = S8j08_1 Sel>]

Os morfismos d; e s; sao chamados de operadores faces e degene-

ragoes, respectivamente, e os elementos de X,, sao chamados de n-simplexos.

Definigao 3.2 Um objeto co-simplicial numa categoria C consiste de:
i) Uma colegio X™ € Obj(C) (n-cosimplexos) para todo n > 0.

ii) Uma colegio de morfismos §; : X"t — X" (co-faces) e o; - X" — X7
(co-degeneragébes) para todo 0 < i < n , satisfazendo:
5]06Z = 5i05j—1 S€i<j
(
diooj_1 sei<j

gj00; = ud sei1=7,7+1

57;_100']‘ S@Z>]+1

\
0;00; = 0;,-100j S€i>j

Dados os complexos simpliciais (K,d;, s;) e (L, d}, s;) definimos uma

aplicagao simplicial entre eles como segue:

Definicao 3.3 Sejam K e L objetos simpliciais. Uma aplicagcao simplicial
f+ K — L éuma colegao de morfismos { fu},~q  fo: Kn — Ln , que comutam

com as operagoes faces e degeneracgoes, ou seja, fn_1d; = d.f, € fni15; = S fn.
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dz { d; Jsi J S
n— In
Kn—l = Ln—l Kn+1 = Ln+1

Quando a categoria envolvida na definicao de objeto simplicial é Top,
Set, Grp, ..., identificamos objeto simplicial com espaco simplicial, conjunto
simplicial, grupo simplicial, ..., respectivamente.

Considere A* como sendo a seguinte categoria:
Obj(A*) ={[n]={0<1<2<..<n}:neN} ouseja, os objetos de A*
sao os ordinais finitos.
Homa«([n],[m]) = {f : [n] — [m] | f é uma fungao nao decrescente}
o : composicao usual de fungoes.

Observe que as fungoes nao decrescentes injetivas e sobrejetivas definidas

de [n — 1] em [n] e de [n + 1] sobre [n], respectivamente, sdo da forma:
' J se0< <1 _ 7 se0<5<1
ei(j) = eni(j) =
jrlsei<j<n—1 j—1sei<j<n+l
para 0 < ¢ < n.

Veja o caso particular em que n = 3.

0 0 0 _ .0 0.0 0__,0
1 111 1.1
o T2 2 Thg 2 2 2. .9

3 3 3

€0 €1 €2 €3

0 0 0—~0 0,0 0.0
171 1 1 1 1 1 1
20 " 9 27 2 25 a2___9
3.3 3.3 3 3 3_ .3
4/ 4/ 4/ 4/

Mo m M2 3
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As aplicagoes €;, 7; sdo muito significativas na categoria A*, pois qual-
quer morfismo pode ser definido a partir delas conforme o préximo resultado

esta explicitando.

Lema 3.1 Cada f € Homa~([n],[m]) possui uma inica representagao

f = Ei1€iqy "‘giknjl 7’]]'2 njh

sendo quen —h=m—k comm >1; >3 >...>04 >0 e 0< 71 < js <

...<jh§n—1.

Demonstragao:Ver [10] ou [12].

Exemplo 3.1 A representacao da fungao f : [5] — [6] definida por:

0 — 2
1 — 2
2 — 2
3 — 5
4 — 5
5 — 6

¢ da forma f = e4e38160M0M173-

O lema acima nos ajuda a estabelecer uma importante relagao entre
funtores contravariantes e objetos simpliciais da seguinte maneira:
Todo funtor contravariante X : A* — C define um objeto simplicial

em C com :

i) X, = X([n]) € Obj(C), Yn > 0;
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ii) Uma colegdo de morfismos faces, d; = X(g;), e degeneragoes, s; = X (n;),

que satisfazem:
dZOd] = dj—lodi Sei<j
(

sj_1od; sei<j

dios;j = ¢ id sei=j,j+1

sjodi_1 sei>j+1

\
§;08; = §;08;1 S€i>j

pelas propriedades funtoriais, uma vez que temos:

€50 = go¢gj_1 sei1<]
(
€;0Mj—1 Se?:<j

njog; = id se1=y3,7+1

gi—10om; sei>j+1
\

Nj0n = 1i—101n; sei>]

Reciprocamente, qualquer objeto simplicial K sobre uma categoria C
determina um funtor contravariante F' : A* — C definindo-se: F([n]) = K, e
F(p) = sj,...s5,d;,...d;; onde g é um morfismo de A* expresso de forma tnica
como combinacao de ¢; e 1; conforme o lema 3.1.

Analogamente, objetos co-simpliciais sobre uma categoria C estao em

correspondéncia bijetora com funtores covariantes F' : A* — C.

Exemplo 3.2 O objeto co-simplicial A.

Os co-simplexos de A sao definidos por:

B = {“mtlw--atn) ERM™L| Yot = 1,1 > 0}
i=0
As operagoes faces e degeneragoes sao definidas por:

. (51 . An,1 — An | (5i<to,t1, ...,tnfl) = (to,tl, ...,ti,l,O,ti, ...,tnfl)

20 D = A | 0i(to, tr, s tng1) = (Boy try o timt, b F it tiga, s tgr)
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Observe que, com as defini¢coes acima, teremos 0 < ¢ < n e, natu-
ralmente, verifica-se que (A, d;,0;) é um objeto co-simplicial sobre a categoria

Top, ou seja, (A, d;,0;) é um espago co-simplicial.

Exemplo 3.3 Nervo de uma Categoria.
Seja C uma categoria. O nervo da categoria C, denotado por
Nervo(C), é o seguinte conjunto simplicial:
Nervo(C)y = Obj(C)
Nervo(C); = {4y N, A1}, ou seja, todos os possiveis morfismos entre quais-

quer dois objetos de C.

Nervo(C)y = {Ao i Ay 2, Ay}, ou seja, todos os pares de morfismos
componiveis.

fl f2 fn .
Nervo(C), = {4 — A1 — ... == A,}, ou seja, todas as n-uplas de

morfismos componiveis.
As operagoes sao dadas por:

Faces: d; : Nervo(C), — Nervo(C),— tal que
(
A1£>A2£>£> n set1 =20

fi

-1 fixaofi
TS A ST

Ay I8 A, 2

fito

A;
di(Ay o A, Lo o4 = o

i>Ans.eO<z'<n

kAOLAlﬁ...fn—_%An_l set=n

Degenerag:()es: s; : Nervo(C), — Nervo(C),41 tal que
si(Ag o Ay L I ay = Ay I oA B T T g T

Awlﬂ...—uél se 0 <1<n.
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3.2 Funtores Singular e Realizacao Geométrica

Considere C uma categoria qualquer fixada. A categoria S(C), também

representada por §, ¢ definida como:

Obj(S) = objetos simpliciais em C.

Homg(X,Y) = transformagoes naturais de X em Y, onde X : A* — C e
Y : A* — C sdo funtores contravariantes (os quais estdo em correspondéncia
bijetiva com objetos simpliciais).

o = composicao de transformacoes naturais.

No caso em que C é a categoria Set, as categorias S(Set) e Top estao
relacionadas através de dois funtores, o funtor singular S, : Top — S(Set) e
o funtor realizagao geométrica || : S(Set)— Top, os quais sdo adjuntos um
do outro. Com isto, o estudo de espacos topologicos, do ponto de vista ho-
motdpico, pode ser reduzido ao estudo de conjuntos simpliciais (cf. [12]).
Analisamos abaixo em detalhes algumas propriedades de S, e || .

O funtor singular S, : Top — S(Set) é definido da seguinte maneira,
se X é um espagco topoldgico entao o conjunto dos n-simplexos de S,(X) sao
dados por:

S (X)) =A{f:A, — X | f écontinua.}
- Faces: & : Su(X) — S, (X)) | &5 (f)=fod;, 0<i<n.
- Degeneragoes: s : S, (X) — S 1(X) | sX(f) = foo;,0<i<n

onde os morfismos ¢; e o; sao definidos no exemplo 3.2.
Para qualquer morfismo f : X — Y defina S,(f) : S«(X) — S.(Y) por
Sulf) : Sa(X) = Su(Y) | Su(f)(@) = foa. Assim, S,(f) € Homs(S.(X), S.(V))

pois os diagramas abaixo sao comutativos.
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S, (X))~ g (v) Sa(X) —2U g (v

N

Spq(X) 2= g (y) 5, (X)) g (y)

o

Além disso:

l) S*(de) = ’lds*(x) pois,

Vo € 5,(X) temos S, (idx)(a) =idx oo = a = idg, (x)().

ll) S*(f Og) = S*(f) ° S*(g) pois,

Va € S,(X) temos Sy, (fog)(a) = (fog)oa = fo(goa) = Su(f)(goa) =
(Sn(f) 0 Su(g)) ().

Portanto, S, é um funtor.

O funtor realizagao geométrica || : S(Set)— Top é construido
como segue:

Para cada conjunto simplicial (K, d;, s;) seja K = |;|0Kn x A,, a soma
topoldgica dos espagos K; x A;, onde K; estd munido com a Eopologia discreta,
entdo | K| é definido como sendo o quociente de K por ~, onde ~ é a relaco
de equivaléncia gerada por:

(di(x),y) ~ (x,0:(y)) sz € Kn,y€Any

(si(z),y) ~ (z,0i(y)) , v € Kn,y€Anp

A classe de (z,y) em |K| é denotada por [z,].

Se f: K — L é uma aplicacao simplicial, entao f induz uma aplicagao
continua |f| : |K| — |L| dada por |f|[z,y] = [f(x),y], a qual é bem definida.

Para verificarmos que |f| : |K| — |L| é continua basta observarmos

que o diagrama
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|| K, x A, S || L, x A,

n>0 n>0

k| L1

é comutativo, uma vez que V(x,t) € K,, X A, temos:
T o (f xid)(x,t) = mr(f(z),t) = [f(2),]

[flomp (e, t) = [fl[x,t] = [f(x), 1]

e, além disso, se U é aberto de |L|, entdo | f|~" (U) é aberto de | K| se, e 6 se,
2 (If|7H(U)) é aberto de || K, x A,.

n>0

Mas,
w17 W) = (fleme) ™ (U)
= (mpo(f xid)~'(U)
= (f xid)™ (' (V)
Como 7' (U) é aberto de | | L, x A, (j4 que U é aberto de |L|) e

n>0
(f x id) é continua, temos que (f x id)~'(7;'(U)) é aberto de | | K, x A,,
n>0
o que nos dé que |f| é continua.

Verifica-se sem dificuldades que |idx| = idjxj ese f : X — Y e

g:Y — Zentao |go f| = |g|o|f].

Observagao 3.1 Em vista do lema 3.1 temos que dados (z,y) € K,, x A, e
(«',y) € K, Xx A, entdo (x,y) ~ (2/,y') se, e somente se, existe uma fungao
nao decrescente f : [n] — [m] tal que z = f*(2’) e ¥ = f.(y) ou existe uma
fungao nao decrescente g : [m] — [n] tal que 2’ = g*(z) e y = g.(v'), sendo
f*,g* imagens de f e g pelo funtor contravariante K : A* — Set e f., g«

imagens do funtor covariante A : A* — Set.
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Proposicao 3.1 O funtor realizacao geométrica e o funtor singular sao ad-

Juntos.

Demonstragao: Primeiramente, verificamos que dados quaisquer objetos K €
Obj(S(Set)) e X € Obj(Top) existe uma bijecdo entre Homg,,(|K|,X) e
Homg (K, S.(X)).

Para isto, considere as fungoes:
Y Homrpe(|K|, X) — Homs (K, S.(X))
¢ : Homs(K, S.(X)) — Homry,(| K|, X)

definidas por: ¢(g)(z)(t) = g [z,t] e ¢(f) [z,t] = f(x)(t).

-¢(f) estd bem definida.

Para cada aplicagao simplicial f : K — S.(X), temos que ¢(f)[x,t] =
o)z’ 1] se [z, 1] = [/, 1],

De fato, observamos que os diagramas abaixo sao comutativos pois

f: K — S,(X) é uma aplicagao simplicial.

K, —+ 5,(X) K, —* Sn(X)
{dz \ ax l 84 \ sX
Ky 5, ,(X) K1 —— S,1(X)

Diagrama (2)

Da relagao [z,t] = [2/,] <= (z,t) ~ (2/,t') temos que x = h*(2)
et = hy(t) ou 2z’ = g*(x) et = g.(t') sendo que h*, g* sdo composicao de
faces e degeneragoes e h,, g, sdo composigao de co-faces e co-degeneragoes (cf.
observacao 3.1). Assim, basta verificarmos os casos em que h* = d; e h, = §;

ou h* = s; e h, = 0; (analogamente para g* e g.).
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Logo:
(N)lx,t] = f@)(t) = fdi(2")(t) = (f o di)(z")(t) (dF o f)(a")(t) =
dX(f()(8) D (f(a') 0 8)() = F(&')(8:(1)) = F(a) () = (), ¥]
(N)lx,t] = f(@)(t) = flsi(a)(t) = (f o s:)(2")(t) (s o /)(@)(t) =
SN0 (f@) 0 o)1) = (@) (ou(t) = F@)(t') = 6(])[a',¥]

p(f) é aplicagao simplicial.

diai(l)

diag@)

Para cada aplicagao continua f : |K| — Y os diagramas abaixo comu-

tam.

{di \ dy l S5 \53’
Kn—l w(f)nfl Sn_l (Y) Kn+1 M, Sn+1 (Y)

Diagrama (3) Diagrama (4)

Observe que dizer que o diagrama (3) comuta é verificar que d} o
UV(f)n = (f)n_1 o d’, mas isto ocorre se e s6 se Yu € K, tivermos (d} o
D(f)n) () = ((f)a-1 0 d))(w).

Assim, para qualquer t € A,,_; temos:
(d o (f)a) (w)() = d (S (£)a(w)) (1) < (W (F)n(w)08) (1) = ¥(F)alu) (6:(1)) =
flu, 6;(1)] = fldi(u), t] = D(flardi(u)(t) = (O(f)n-10 di)(u)(?)

Analogamente verificamos que o diagrama (4) comuta.

«pop =1id

(@0 9)(9)(x)(t) = o(¢(9)(2) () = ¢(glz,t]) = g(z)(1)
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oo =1d
(o) ()lz,t] = Y(o(f)]x,t]) = »(f(2)(t) = flz,1]

Basta mostrarmos que a bijecao descrita acima ¢ natural, isto é, que

os diagramas abaixo sao comutativos

Homro(K|.X)  (f)* Homre(L|,X)

L L
Homs (K, S.(X)) f* Homs (L, S.(X))

_

Diagrama (5)

Homrop(| K|, X) 9 Homro,(|K],Y)
L L
Homs(K,5.(X))  (9:(9)).  Homs(K,5.(Y))
Diagrama (6)
onde f: L — K é um morfismo em S e g : X — Y é um morfismo em Top.

Seja h: |K| — X.
(W o lfI")(h) =¢(([f1)*(h) = ¥(holf])

(f o) (h) = f*(¥(h)) =(h) o f
Para x € L et € A, temos ¢¥(h o |f])(z)(t) = (ho|f])|x,t] =
M| f] [z, t]) = h[f(z),t] e ((h) o [)(z)(t) = ©(R)(f(2)(t)) = h[f(z),t].
Logo, o diagrama (5) comuta.

Seja h: |K| — X.
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Para x € K et € A,, temos: ¥(go h)(z)(t) = go hlz,t] = g(hlz,t]) e
(5.(g) 0 (h)) (2) (1) = S.(9)(hlz,t]) = g o hlz,t] = g(hlx,t]).
Logo, o diagrama (6)comuta.

Portanto, temos que os funtores S e || sdo adjuntos. O

Observagao 3.2 Notamos que, se X é um espago topolégico e f : |S,(X)| —
X é a aplicagdo correspondente a identidade S,(X) — S.(X) na bijecao
Homge,(|S«(X)], X) — Homg(S.(X), S.(X)) entao F' é uma equivaléncia fra-
ca de homotopia, ou seja, fi : m,(]S«(X)|) — m,(X) é isomorfismo para todo

n > 0. (ct. [2))

3.3 Realizacao Geométrica de um Conjunto
Simplicial

Nesta secao temos como objetivo mostrar que toda realizacao geo-
métrica de um conjunto simplicial é um complexo-CW. Para tanto, comecamos

por enunciar alguns lemas e definigoes.

Definicao 3.4 Seja X um objeto simplicial sobre uma categoria C. Um n-
simplexo x € X,, é dito nao degenerado se r nao ¢ imagem de s; : X,_1 —

X, para nenhum i com 0 <1 <n—1.

Defini¢ao 3.5 Um ponto t = (to,t1,....,t,) € A, € dito ponto interior se

t; # 0 para todo 1 = 0,1, ..., n.

Lema 3.2 Seja (K, d;, s;) um objeto simplicial em uma categoria C.
Todo simplexo degenerado x € K, pode ser expresso de um unico modo

como

T =55, ,...5; (@)
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onde ' € K,_, é nao degenerado e 0 < j; < jo < ... < jp, < n.

Demonstracao: Sejam = € K, degenerado e J(z) = {j € {0,1,....,n — 1} |
z € s;(Kn-1)} = {j1,J2, -, Jp} € suponhamos que 0 < j; < ... < j, <n—1
Provaremos o lema por indugao sobre #.J(z) = p.
Se p = 1, existe 2’ € K,,_; tal que x = s;,(2'). Se existe outro z” €

K, 1 tal que z = s;, (") entao

r' = djl © S5 (33/) - djl © S5 (3:”) ="

Logo, a representacao de x como degeneracao é unica, além disso, =’ €
K,,_1 é nao degenerado, pois caso contrario existiriamy € K,, 20 < j <n—2
tais que 2’ = s,(y), donde

r =, 055(y).

Se j1 < j temos que:

r =5 05;(y)
= $j, 0 S(j+1)-1(Y)
= 811055 (y)
— j+1 € J(z) = {j1} mas por hipdtese j+1 > ji, 0 que é uma contradicao.

Se j1 > j temos que:

r =s; 05;(y)
=55 055,-1(y)
e, novamente ocorre uma contradigao ja que com isso j # jy e j € J(x) = {j1 }.
Portanto, 2’ é nao degenerado.
Suponhamos agora que para todo z € K, tal que #J(z) < p tenhamos

uma Unica representacao

2= 85,85, 1S5 (2,)
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tal que 2’ € K, é ndo degenerado, 0 < j; < ... < jr < n—1e J(z) =
{15 g2y s i}

Seja x € K, com J(z) = {j1,72, - Jp; €0 < j1 < .. <jp <n-—1L
Entao existem z,,z,_1 € K,_; tais que x = s, (v,) = 5;,_, (7,-1) isto implica

que:

A, (2) =2y = d; 055, (2y1) = Tp-18€ Jp = Jp-1 + 1
Sjpr © dj,—1(Tp-1) € Jp > Jp1 +1
Se Jp = Jp-1 + 1 entdo z, = 2y e d;, () = dj,_, 055,(x) =
dj, , 055, (Tp_1) = Tp_1 = Tp.

Temos assim que em qualquer dos casos j,—1 € J(d;,(x)).

De forma andloga, para qualquer outro j € J(x),j < j,-1, temos
s;,(zp) = 5;(y) para algum y € K,,_1, donde z, = d; o s; (v,) = d;, 0 5;(y) =
sjodj, —1(y) o que implica que j € J(z,). Com isso {j1, j2, ..., Jp—1} C J ().

Se existe j € J(z,) tal que j & {Jj1,J2, ..., Jp—1} €ntdo j > j, ou j < jp.
No primeiro caso temos = = s;,(z,) = s;,(s;(y')) para algum y' €
K, _5, ou seja
v =sj, 05;(y)
= 85, © 8(+1)-1(/)
= 5541085, (Y)
= j+1e€ J()ej+ 1> j, oqueé uma contradicio,pois j, é o maior
clemento de J(z).
Se j < jp entao
r =s; (1)
=55, 05;(Yy)
=S50 Sjp71<y,)
donde j € J(x), o que é uma contradigao.

LOgO, {jl,jg, ---7jp—1} = J([Ep)
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Por hipétese de inducao x, se representa de forma unica como

Tp = 8j,_15jy_p55 (2)

com 2’ € K(,—1)—(p—1) = K,—p nao degenerado e 0 < j; < ... < jp—1 <n— 1,

logo
I . — . . . /
T = s;,(x,) = 55,085, ,0..085;5(z)
Se x possuisse outra representacao
_ "
I’—Siq OS,L'q_1 O...OSil(.fIf ) (1)
com z” € K,_, ndo degenerado e 0 < i3 < ip < ... < i, < n — 1 entdo

iv€ J(x)Vt=1,2,..,q pois
— "
T =5,0..058,,, 05,058,  0..08;(2")
— 1
= 5§, 0...084,08j,,,-108j,_, 0...05;(z")

— "
= i, © - 0 8i, O Si,15—10 8,10 8i,_, 0...058; (") (2)

J— "
= 5§, 08;,-10...08;,,,1058;,_, 0..08; (z")
Assim, para mostrarmos a unicidade da representacao de x basta
mostrarmos que p = ¢. Para tanto, observe que, se jx € J(x), k < p entao:
d]k(x) - djk o SJp ©..0 SJk+1 o S]k © Sjk—l ©...0 SJl (ZE )
=s; 10d; 08; ,0..08; 08, 08;  o..0s; ()
Jp—1 Jk Jp—1 = Jk41 Jk Jk—1 = " Ji

P— . . . . . . . /
= 8j,-108j, ,-10dj, 08, ,0...08j 085 0..08;(7)

— /
= 8j,~10...0 85,1 0d;, 08, 085, 0...08; ()
— /
= Sjp=19 - O Sy -1 985, 9. O S (z')
e como J; < Jo < ... < Jp—1 < Jip1 — 1 < Jpgp2 —1 < ... < jp — 1 segue de forma

andloga a (2) que

A= {jl)j?a "'7jk—1ajk+1 - 17jk+2 - 17 '“7jp - ]‘} g ‘](djk<x))
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Considere j € J(dj, (x)), entao existe w € K,,_o tal que d;, (z) = s;(w).
Se jr < J entao
r =8 0d; (x)
= s, 0 sj(w)
= 85 © 5G41)-1(w)
= 541 0 85, (w)
= j+leJ@)ejr<j+l=(j+1)—1€ A ouseja, j€ A.
Se ji > j entao
r =s; 0d;(x)

=55 © Sj(w)

= 5;0 8j,-1(w)

— jeJx)ej<jr=—j€A

Portanto, J(d;, (z)) = A.

Desta forma, #J(d;, (z)) =p—1, Vk=1,2,..,p.

De (1) temos que d; (x) = d;,05;,08;,_,0...08;, (") = s;,_,0...05;, (")
mas como #.J(d; (z)) = p — 1 segue da hipétese de inducao que p = ¢ donde

ih=jnl1<t<pex’"=u2a. O

o (o}

Lema 3.3 Todot € A, — A,, onde A, € o conjunto dos pontos interiores de

A, pode ser escrito de modo Unico como
t= (51 5,;(]71...(51-1 (t/>
onde t' é um ponto interior de A,_; e 0 < iy <iy < ... <i, <n.

A prova deste lema é analoga a anterior, no entanto, deve-se observar
que o objeto em questao é co-simplicial.

Seja (K,d;,s;) um conjunto simplicial. Um ponto (z,t) € K =
| | K, x A, é dito nao degenerado se x é um simplexo nao degenerado

n>0

de K,, e t é ponto interior de A,,.
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Lema 3.4 Cada (v,t) € K € equivalente a um tinico ponto ndo degenerado de

K.

Demonstracao: Considere as funcées p: K — K e A : K — K definidas

por:

o p(x,t) = (diydi,...d; (x),1'), onde iy, ..., 74, t" sdo escolhidos & partir de ¢

como no lema 3.3.

o \z,t) = (2/,040j...05,(t)), onde ji, ..., jp, ¥’ sdo escolhidos a partir de

x como no lema 3.2.

A funcdo composta A\p : K — K leva cada ponto em um equivalente
nao degenerado. De fato, seja (z,t) € K,, X A,.
Ap(x,t) = MNdidi,...d; (x), 1)
= Mz, t'), sendo z = d;,d;,...d; (x) € K,

= (Zla 051034y Tj (t/>>

com z' simplexo nao degenerado de K,_,_, e 0j,0j,...0;,(1') ponto interior de
A,_q—p, uma vez que t' é ponto interior de A,,_,,.

Como Ap(x,t) = (#',05,05...05, (1)) ~ (5},55,_1---5;,(2), 1) = (2, 1) =
(diydiy...d; (), ") ~ (2,0:,04,_,...04, (")) = (x,t) temos que todo ponto (z,t) é
equivalente a um ponto nao degenerado Ap(z,t).

Suponhamos que (z,t) ~ (y,s), com (y,s) ndo degenerado de K, e
que (z,t) ~ (z,7), com (z,7)ndo degenerado de K. Logo, (y,s) ~ (z,7), ou
seja, existe f =¢e; - €, - N, € Homa-([n],[m]) | f*(y) =z e fu(r) =s.

Como z é nao degenerado segue que f* = d;, ---d;,, ou seja, f =
€y * - €. Assim, f. = 0;, -+ ;. 0 que é uma contradigao pois s é ponto interior

de A,,.

Portanto, todo ponto de K é equivalente a um tnico nao degenerado.
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O préximo teorema caracteriza a projecio natural 7 : K — |K| e os es-
pacos K e |K|. Esta caracterizacdo é um importante passo para se demonstrar
que a realizagao geométrica de todo conjunto simplicial K é um complexo-CW,
resultado este que se apresenta em diversas bibliografias, as quais omitem sua

demonstracgao.

Teorema 3.1 Seja K um conjunto simplicial e 7 : K — |K| a projecdo
natural sobre a sua realizacdo geométrica, entdo temos que:
i) Sex € K, e F C A, € fechado entio w({x} x F) é fechado em |K|.
ii) m € uma aplicagdo fechada;
i) K € normal;

w) | K| € um espago de Hausdorff.

Demonstragao: Observamos que por construcao K tem a topologia fraca ge-
rada pelas parcelas K, x A,,, mas como cada K, é considerado com a topologia
discreta segue que K tem a topologia fraca gerada por {y} x A, Vy € K, e
vV neN.

i) 7({x} x F') é fechado em |K].

n({z} x F) é fechado em |K| se e s6 se 7~} (w({x} x F)) é fechado de
K, ou seja, para todo m € N e todo y € K,,, 7 (r({z} x F)) N ({y} x A,)
¢ fechado de {y} x A,,.

Seja (a,q) € 7~ (r({z} x ) N({y} x Ap) entdo (a,q) € 7~ (m({z}
F))e(a,q) €{y} xAp =a=yelyq =n(yq € n({z} x F) = (y,9) ~
(x,t) para algum t € FF C A, = 3 f € Homa-([n],[m]) | f*ly) = z ¢

f«(t) = g ou I g € Homa,([m],[n]) | g"(x) =y e g.(q) =t = (a,q) € B onde

B ={y} x J ~» U U '

fE€Hom px ([n],[m]) g€Hom p x ([m],[n])
f*(y)== g*(z)=y
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Reciprocamente, se (a,q) € B entdo a = y e 3 f € Homa«(|n],[m])
com f*(y) = x tal que f,(t) = ¢ para algum t € F ou 3 g € Homa,([m], [n])
com g*(z) = y tal que g.(¢) = t para algum ¢ € F, ou seja, (a,q) = (a, f,(t)) ~
(f*(a),t) = (f*(y). 1) = (x,t) ou (a,q) = (9" (x),q) ~ (x,9:(q)) = (z,1).

Em qualquer dos casos 7(a, q) € w({x}xF), isto é, (a,q) € 7 (w({x}x

F)) e, além disso, a = y e (a,q) € {y} x A,,, logo
B =" (r({z} x F)) N ({y} x An)

Como B é uma unido finita de subespacgos fechados em {y} x A,,,
pois f. e g. sao aplicacoes continuas e fechadas de A, — A,, e A,, — A,
respectivamente, (todo fechado F' em A, é limitado, logo F' é compacto e
f«(F) é compacto em A,,, que é de Hausdorff e, portanto, f,(F') é fechado em
A,,) temos que m({z} x F') é fechado em |K]|.

ii) 7 é aplicagao fechada.

Sabemos que a topologia de | K| coincide com a topologia fraca gerada
por 7({y} x A,) = €, e, = 7({y} x Aom), onde y € K, é um elemento
nao degenerado, conforme se verifica na pagina 84, item (4). (Este fato nao
depende da 7 ser fechada.)

Seja F' C A, fechado. Logo, F = U A"} x F,

/
/ v, com F
n>0, '€ Ky,

fechado em A,,, donde:

n(F)=x( |J {yxF)= U #l{z} x Fn)

n>0, '€ Ky, n>0, z€Kn
x nao degenerado

pois todo elemento z’ degenerado de K, é representado por ' = f*(x) =
Sj,---5j, (x), com x nao degenerado de K,,_,, logo {z'} x F, = {f*(x)} x F,,, ~
{z} x fu(FL,) = {x} X Fy, com Fy,_p) = fu(FL,) fechado em A,_, (pois f.

é uma aplicagao fechada).
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Assim, w(F") seré fechado se, e s6 se, m(F) (7({y} x A,,) for fechado

em m({y} x A,,), com y ndo degenerado. Mas

(F)(7({y} x An) = U wed > Fa) | () (w({y} x An))

n>0, z€Knp
x nao degenerado

Como m({z} x Fy,) € w({z} x A,) com z ndo degenerado, segue que

n(F)(7({y} x An) = 7({y} x Fyy)

o qual é fechado em K e portanto fechado em 7({y} x A,).
Logo, 7 é fechada.
iii) K é um espaco normal.
Sejam F, G fechados disjuntos em K. Para quaisquer z € K,,n > 0,

considere os conjuntos:
e G, =GN {z} xA,)
o F..,=Fn({z} xA))

ambos fechados em {z} x A, Vz,Vn > 0.
Como {z} x A,, é normal, temos que existem U, ,, e V., abertos de A,
tais que Fip C{x} X Upn , Gop C{x}xVen e ({2} xUpp)N({z} xV,p) = 0.
Tome U = xngnZO{x} XUzneV = xngnzo{x} X V.
U e V sdo abertos de K (pois {z} x U, ,, e {x} x V., 0 sdo) contendo

F e G, respectivamente.

De fato:



FNK
FN(UK,xA,)
n>0

U (F N (K, x A))

n>

YFN( U {a} xA,)

rxeK,

U Fn({z} xA,)

n>0,2€ Ky,

U z,n
n>0,z€ Ky,

U  ({z} x Upn)

nZO,IEKn

U

Analogamente, G C V.

Além disso, U NV = 0.

unv

Se x # ', obviamente U NV = ().

=( U Az} xUn)n(

TLZO,Z’GKn

= U ({z} xUn)n

TLZO,IEGKTL
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U A} X Vam)

n>0,2' €Ky,

( U {2} X Vem))

n>0,2' €K,

= U (U (o} xU.)n({@} % Vim))

n>0,x€Kn n>0,2'€Km

= U (U ({2} X (Upn O Vira))

n>0,2€K, n>0,2' €K,

Se x = a’, entdao ({z} N{x'}) X (Upn N Vi) = 0, pois Uy N Vi = 0

por hipotese.

Portanto, K é normal.

iv) | K| é um espago de Hausdorff.

Comecamos por considerar um lema.

Lema 3.5 Sejam p: W — Z uma aplicacao fechada, S um subconjunto de Z

e U um subconjunto aberto de W contendo p~*(S). Entao existe um conjunto

aberto V.em Z com S CV ep (V) CU.

Demonstragao: Defina V' = p(U¢)¢ onde ¢ é o complementar.
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Desde que U é aberto, U€ é fechado em W. Como p é fechada, p(U¢)
é fechado em Z e, portanto, p(U¢)¢ é aberto em Z. Além disso, S C V, pois
p~1(S) C U o que implica que SN p(U°) = e portanto S C p(U¢)¢ = V.
Finalmente, como V = p(U°)¢ = Z — p(U°) temos
p (V) = p(Z-p(U°))
= Nz (W 1))
= pNZ)—pt(p(W 1))
c W—-W-=0)
= U
O
Observemos que, como p : K — |K| é fechada e K é um espaco normal
e, portanto também um de Hausdorff, segue que os pontos de | K| sdo fechados.
Sejam [z, t], [y, s] € |K| pontos distintos. Entao, p~!([z,t]) e p~1([y, s])
sdo subconjuntos disjuntos de K, pois se (z,7) € p~*([x,#])N p~1([y, 5]) entdo,
p(z,r) = [z, t] e p(z,7) = [y, 1] <= (2,7) ~ (x,1) e (2,7) ~ (y,8) == (2,1) ~
(y,s) o que é uma contradi¢ao uma vez que [x,t] e [y, s|] sdo disjuntos.
Como K é um espaco normal, segue que existem abertos disjuntos
U.,U, contendo p~*([x,t]) e p~*([y, s]) respectivamente. Pelo lema acima,
existem conjuntos abertos V, e V, em |K| com [z,t] € V,, [y,s] € V, e,
p 1 (Vy) Cc U, e p~'(V,) C U,, donde segue que V, NV, = 0.
Portanto, |K| é um espaco de Hausdorff. O

Por fim, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2 |K| é um complexo-CW tendo uma n-célula correspondendo a

cada n-simplexo nao degenerado de K.

Demonstracao: Para cada n-simplexo nao degenerado = € K,, seja e;, =

7({z} x A,). Provemos que |K| é um complexo-CW tendo como células o
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conjunto £ = {e,, C |K|: x é simplexo nao degenerado de K,,n > 0}( Se
n = 0 entao &0 = Ay = {1}). Denotaremos e, , por e,.

(1) Pelo lema 3.4, temos que |K| = EILEJEex.

(2) Para cada célula e, existe um homeomorfismo relativo (D", S"1) —
(e, UKD |K|"Y) onde | K| = xeKm%gn_lex,m com z simplexo nao
degenerado de K,,.

Como D™ =~ A,, é suficiente verificarmos a existéncia do homeomor-
fismo relativo (A", A, — Ay) — (e, U [K|™7Y [K|™D).

Consideremos ¢, : (A", A, — gn) — (e, UIK|"™Y | |K "V definida
por ¢,(t) = [z,1].

Observe que:

- ¢, ¢ continua pois é composicao das fungoes continuas inclusao e
projecao.

- ¢, ¢ uma aplicacao de pares.

Set e Aon entdo (x,t) é um ponto nio degenerado de K, logo (z,t) €
{z} x &n e assim [z,t] € e,.

Sete (A, — in) entao t = 0;,0;,_,...0; (s) para algum s € &n,qe 0<
i1 < ... <ig < n.Logo, ¢ (t) = [z, t] = [x,0;,0i,_,...04, (5)] = [di,ds,...d; (2), 5] €
||V pois (diydiy..di, (), 5) € Kp_gX Ay e pelolema 3.4, (i, ds,...d; (), )
¢ equivalente a o simplexo nao degenerado Ap(d;,d;,...d; (x),s) € Kn_q—p X
ANp_gp

- ¢z|e; é um homeomorfismo.

Considere o diagrama:
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A, % a({a) x A)

f h
(2} x A,
onde f(t) = (x,t) e h(z,t) = [z,t]. Obviamentef é homeomorfismo e, como

todo elemento de w({z} X gn) ¢ representado por um tnico elemento nao
degenerado de K segue do lema 1.2 que h é homeomorfismo.
(3) O fecho de e, esta contido numa unido finita de células.
e, = m({z} x A,), pois por um lado, como 7 ¢é continua, €, =
m({x} x &n) D r({z} x ﬁn) =n({z} x A,) e, por outro como 7({z} x A,) é
fechado de | K|, temos da inclusao e, C w({zx} xA,) C e, quee, = n({zx}xA,).
Dai:
e, =7m({z} x A,)
— 1({z} x (A, UIA,))
= m({e} x A, U m({x} x 02,)
Desde que 0A,, possui n+1 faces (n-1)-dimensionais, temos JA, =
iQJOA;_I. Entao:
& = n({z} x A,) Ur({z} x 9A,)
= w({r} x A,) Un({a) x (UL )
= n({z} x A)Un({z} x AL ) Un({z} x AL U..Un({z} x
Ay
=m({x} xﬁn) Ur({dox}xA,_1) Ur({diz}xA 1)U ... Ur({d,z}x
Ani)

identificando A? | com A,,_;.
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o o

Por um processo analogo, temos que A,, 1 = A, 1UJA, 1 =A, 1 U
((jL:_J;)A;Z) e, como esta construgao decresce a dimensao das células e o nimero
de faces, segue que:

& = n({z} x A) Ur({a} x Ao U Un({a} x Ag) - (+)
ou seja, €, ¢ uma uniao finita de células.

OBSERVACAO: Na férmula (%) z & partir do segundo termo é equi-

valente a algum elemento nao degenerado do conjunto K correspondente,

(4) A topologia quociente de |K| coincide com a topologia fraca de-
terminada pelo conjunto {e; | e, € E}.

De fato:

Seja F' um subconjunto fechado de | K|, na topologia quociente.

Queremos verificar que F' é um fechado de |K| com a topologia fraca
determinada por F, isto é, que F'Ne, é um fechado de €, para qualquer €, € F.

Como FNe, =( FNe;)N e, e FNe, é um fechado de | K|, segue que
F Ne; é um fechado de €, e, portanto, F' é fechado na topologia fraca.

Reciprocamente, seja F' um fechado de |K| com a topologia fraca.

Sejam m > 0 ey € K, entao, pelo lema 3.2, existe uma tnica decom-
posigao y = s;,8;5,_,-.-5;, (¢) com 0 < j; < ... < j, < m onde z é um simplexo
nao degenerado de K, com n =m — p.

Como F' é fechado na topologia fraca, segue que F'Ne, é fechado em e,
e, como ¢, é fechado em | K| na topologia quociente, segue que F'Ne, é fechado
em |K| com a topologia quociente, donde 7~ (F Ne;) N ({y} x A,,) é fechado
em {y} xA,,. Mas: 771 (Fne,)N({y} xA,,) = 7 H(F)ntHe)N({y} xAn) =

T H(F) N ({y} x Ap), pois 771 (Er) 2 7 (7w ({2} x An)) 2 {y} x A,
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Logo, 71 (F) N ({y} x A,,) é fechado em {y} x A,, para qualquer m
e qualquer y € K,, e, portanto, 7—1(F) é fechado de K ,pois a topologia de K

é a fraca gerada por {{y} x A}, y € K,,,m > 0. 0

Observacao 3.3 Na secao anterior vimos que o funtor singular associa a ca-
da espago topoldgico X um conjunto simplicial S, (X). Portanto em vista do
resultado acima temos que, para qualquer espago topolégico X, |S.(X)| é
um complexo-CW e pela observacao 3.2, podemos concluir que todo espago
topoldgico é fracamente homotépico a um complexo-CW. Além disso, se X é

um complexo-CW entao [S.(X)| ~ X.

Observacgao 3.4 O funtor realizacao geométrica definido na pagina 66 pode
ser generalizado substituindo-se a categoria dominio S(Set) por S(Top), ou

seja,

|| : S(Top) — Top

(X,diys;) — |X|= || X0 XA/ ~

n>0

onde agora cada X, é um espaco topolégico, X, x A, é o espaco produto,
| | X, x A, éasoma topolégica e ~ é a mesma relagao de equivaléncia definida
n>0
anteriormente. Note que todo conjunto simplicial pode ser olhado como um
espaco simplicial onde cada conjunto de simplexos é munido com a topologia
discreta.

No entanto a realizacao geométrica de um espaco simplicial nao é em
geral um complexo-CW, pois considerando X um espaco topoldgico que nao
possui 0 mesmo tipo de homotopia que um complexo-CW, defina o seguinte
espaco simplicial:

X, =X,VYn>0.

dy = idy,¥ 0 < i <n.
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A realizagdo geométrica de (X,,d;,s;) é homeomorfa a X, isto é,
| X, = X.
Basta observarmos que para qualquer [z, (to, ..., t,)] € | X/, temos:
[z, (to, ..., tn)] = [idx(x), (to, ..., tn)]
= [so(z), (to, .-, tn)]
= [z,00(to, ., tn)]
= [z, (to +t1,t2, ..., t,)]
= [so(x), (to + t1,t2, ..., )]
= [z,00(to + t1, 12, ..., t,)]

= [Z’, (to—i—tl—{—tz,tg,...,tn)]

= [z1]

Portanto, h : | X,| — X dada por h([z, (to,...,t,)]) =  é um homeo-
morfismo.

Ainda assim o teorema 3.2 pode ser generalizado, substituindo-se o
conjunto simplicial K por um espaco simplicial X em que cada conjunto de
simplexos X,, é um complexo-CW e as faces e degeneracoes sao aplicacoes
celulares, entao | X| serd um complexo-CW com uma (n+q)-célula para cada

-1
n-célula de X, — s(X,_1), sendo s(X,_1) = qLJ 5;(X4-1) € X,. (cf. prop. 114

=0

de [13])

3.4 Espacos Classificantes

Estabeleceremos a defini¢ao de espaco classificante de uma categoria,
algumas propriedades relacionadas a estes e a relacao existente entre pré-ordens
e complexos simpliciais.

Comecamos pela seguinte definicao.
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Definicao 3.6 Dada uma categoria C, o espaco classificante de C, deno-
tado por BC, € definido como sendo a realiza¢ao geométrica do nervo de C ou

seja, BC = |Nervo(C)|.

J& observamos no capitulo 1, secao 1.1, que todo conjunto pré-ordenado
pode ser encarado como uma categoria. Vamos agora calcular o espago clas-
sificante da pré-ordem P = ({1,2,...,n}, C), determinada pela inclusdo no
conjunto das partes de {1,2,...,n}.

Paran = 1.

Os objetos de P sao {0, {1}}, com morfismos ) — 0,0 — {1}, {1} —
{1}.

O nervo de P é:

Nervo(P)o = {0,{1}}
Nervo(P)1 = {0 — 0,0 — {1}, {1} — {1}}
Nervo(P)y = {0 =0 — 0,0 — 0 —{1},0 — {1} — {1}, {1} — {1} — {1}}

Nervo(P)p={0—-0—...—-0,0-0—-...—-0—-{1},..,0-0— ... —

0—-{1}—..={1}={1},..., {1} = {1} — ... = {1}}
BP = |Nervo(P)| = (|| Nervo(P), x Ay),/ ~

n>0

@#@iml&&mhwm - @MAQiWEMMWQWJM

030> .5
N

- o]
[{1} Ly 2 D, (e ...,tn)} - [{1}, 1]

0502 50" (1B By (.t )] =
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= [(Z) — {1}, (to + ...+ tk,tk+1 + ...+ tk+l)

Da relagao (d;(x),y) ~ (x,0;(y)) temos:
0,1 = [di(0 — {1})1]

= [0 —{1},0:(1)]

= [0 —{1},(1,0)]
{131 = [do(0 — {1}),1]
= [0 —{1},60(1)]
= [0 —{1},(0,1)]

Logo, podemos construir o homeomorfismo A : [0, 1] — BP por h(t) =
[0 — {1}, (1 —t,¢)] e, além disso, podemos identificar BP com o espago D' ,ou

seja, BP ~ D!, conforme a figura abaixo.

0 — {1}, 1

Q

0 — {1},0]

Para n = 2.
Os objetos de P sao {0, {1}, {2}, {1, 2}}, com morfismos ) — 0, {1} —
{1342} — {2h{1.2} — {1.2},0 — {1},0 — {2},0 — {1,2}.{1} —
{1,2},{2} —{1,2}.
O nervo de P é:
Nervo(P), = objetos de P.
Nervo(P), = morfismos de P.
Nervo(P)y = {0 — 0 — 0,0 — 0 — {1},0 — {1} — {1}, {1} — {1} —
{1},0 = 0 — {2}, ..., {1,2} — {1,2} — {1,2}}
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Da relacio (s;(x),y) ~ (z,0:(y)) temos:
:(Z) L2 (o, b, ...,tn)] - [@, 1}

{1} {1} 5 5 {1 (o by o t)| = ({111
{205 (2 25 2h oty t)| = [£201]

:{1,2} Lor1,2) 2 1, 2), (o, b, ...,tn)} - [{1,2},1}

P4 By S M g oy MR R ) oY (g0t

k k+1 k+l+r

o) = [0 = 1 = {121,000 3ot S 1)

i=1  i=k+1 i=k+Il+1

Usando a relagao (d;(x),y) ~ (x,d;(y)) obtemos:
0 — {5} = {1,2}, (0,41, 82)] = {5} — {1, 2}, (t1, 1))
[0 — {5} = {1,2}, (0,0, 22)] = [0 — {1,2}, (to, t2)]
[0 — {j} = {1, 2}, (o, £1,0)] = [0 — {5}, (to, t1)]
para j =1 ouj = 2.

Logo, podemos construir um homeomorfismo entre BP e @, sendo
() um quadrado, associando a cada elemento [} — {1} — {1,2}, (to,t1,t2)]
de BP o elemento (to,t1,%2); no “triangulo superior de @” e cada elemento
0 — {2} — {1,2}, (to, t1, t2)]de BP o elemento (ty,t1,t2)2 no “tridangulo infe-
rior de )", conforme a figura abaixo. Como [0 — {1} — {1,2}, (t0,0,t2)] =
[0 — {2} — {1,2}, (t,0,t2)] , 0 homeomorfismo acima estd bem definido. Além

disso, BP ~ QQ ~ D>.

NS

{2}

0

Q
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Para n = 3.

Os objetos de P sao {0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} e
seus morfismos (nao degenerados) estao representados pela figura abaixo, que
por sua vez, nos indicam a existéncia de um homeomorfismo entre BP e um
cubo. Como todo cubo é homeomorfo a D3, segue que BP ~ D3.

(Foram omitidos alguns morfismos para que a figura esteja mais legivel)

{2,3} {1,2,3}

Em geral tem-se que o espago classificante de uma pré-ordem P =
({1,2,...,n},C) é homeomorfa a D™.

Convém salientarmos também que a categoria definida acima possui
um objeto inicial (), e um objeto terminal {1, 2, ...,n} e, como veremos & seguir,

a existéncia destes objetos atribui uma caracteristica especial a categoria.

Descreveremos agora algumas propriedades dos espacos classificantes.

Comecamos por observar que o produto cartesiano de dois conjuntos
simpliciais (K, d;, s;), (K',d}, ;) é definido por:

- Objetos de K x K': (K x K'), = K,, x K.

- Faces: (dxd'); : (KxK'), — (K xK"),_1 dada por (dxd');(z,2") =

(di(w), di(a)).



90

- Degeneracgoes: (s x §'); : (K x K'),, — (K x K'),4+1 dada por (s X
s')i(z, ') = (si(x), 5i(2')).

Considere as projecoes p : K x K' — Kep : K x K' — K'. Como
verificamos anteriormente, estas fungdes induzem aplicagbes continuas |p| :
|K x K'| — |K|el|p|:|K x K'| = |K'| sobre as realizagoes geométricas.

Defina

n:|K x K'| — |K| x |K|
por 1 = |p| x [p].

Teorema 3.3 1 é uma aplicagio 1-1 de |K x K'| sobre |K| x |K'|. Se (a)

e

€

|K| e |K'| sao enumerdveis, ou se (b) um dos dois complexos-CW |K|, |K’

localmente finito, entao n € um homeomorfismo.

Demonstragao: Seja z € |K X K'|,z = [(x,,2)),t,], 2z, € K, 2, € K! e

t, € A,. Entao, desde que z,, = s;,...8, (Yn—p) € T;, = Sjr...8j1 (Yp—g), COM Yp—p

e y,_, elementos nao degenerados de K,_,, Kj,_, respectivamente, temos:

n(z) = nl(zn,2,), ta] = |pl X [P| [(n, 27,), tn)]

= (P {(zn, 27,), ta] s [P [(2n, 27,), £])

= ([p(zn, 27,), ta] , [P/ (20, 27,), £])

= ([zn, tn] s 27, t])

= ([855-55 (Wn-p)s tu] » [S5-55 (Wng)  tn])
Como 7 é o produto de aplicagoes continuas, segue que 7 é continua.
Queremos determinar uma aplicagao 77 : | K| x|K'| — |K x K'| que se-

ja inversa de 7. Para isto, consideremos (z, 2’) € |K|x |K'|, onde z, 2’ possuem

!/

representagoes nao degeneradas dadas por z = [z4, u,] , 2" = [xp, vp] -

Se ug = (to, t1, ..., ta) € vp = (ty, 17, ..., ), defina:

u™ = Zti = Zn:t;
. —0
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Seja 0 < rg < r; < .. <r.=1 a seqiiéncia obtida arrumando-se os
elementos distintos de {u”} U {v"} em ordem de grandeza. Defina:

"

ti =T, —Ti-1, OSiSCGT_lzo

Claramente it;’ =1let, >0, donde w, = (ty,t],...,t.) é um ponto
i=0
interior de A..
Seja i < iy < ... < Q. aqueles inteiros i tais que r; ¢ {u™} e
J1 < J2 < ... < Jep aqueles inteiros j tais que r; ¢ {v"}. Entao, {in} e {js}

sao disjuntos e u, = 04,04,...0i,_, (W) € v, = 0,0j,...05._, (We).

Defina

n(z,2) = [(siﬁa...silxa) X (sjc_b...sjlxb),wc}

Observemos que ((s;,_,...54%a) X (8j._,---5j,%p), we) € (K x K'), pois
Sip_oSi1Ta € Ka_(c—a) € 8j,_,...85,Tp € Ké_(c_b).
Assim,
M) = ([(Sieaemsia) X (55,yo5520), 0]
= [Sip_yeSiyTa, We] X [S_,...8,Tp, We]
= [%4,04,00,...0i,_,we] X [24,05,0),...0j. ,w.]
= [xq,uq] X [Tp, 03]
= (2,7)
mn(z) = T[zn, ta], [27,, n])
= 7 [yn_p,ailam...aiptn} , [y;_q,ajlah...athn})
= [(sjp...sjlyn,p) X (sjé...sjiyg_q),tn]
= [(zn,27,), tn]

= Z

Portanto, a relacao é 1-1.
Para completar a prova, ou seja, para mostrar que 17 ¢ homeomorfismo,

é necessario mostrar que 7 é continua.



92

Como 7 é continua em cada célula do produto |K| x |K'|, onde uma
célula de |K| x |K’| é da forma e, x e,, sendo e, célula de |K| e e, célula de
|K'| e, desde que a topologia produto de |K| x |K’| coincide com a topologia
fraca gerada por {e, x e,}, o que ocorre se |K| e |K'| satisfazem (a) ou (b)

(conforme Obs. 1.7), temos que 77 é continua. 0

Exemplo 3.4 Sejam K e K’ conjuntos simpliciais quaisquer. Considere z €
|K| e 2/ € |K'| com representagbes nao degeneradas dada por z = [x,u3] e

2/ = [2',vg] , onde

ug = (0,3;0,1;0,2;0,4)

Vg = (071,0,1,071,0,170,1,0,2,0,3>
Deste modo temos

{u™} = {0,3;0,4;0,6;1}

{v"} = {0,1;0,2;0,3;0,4;0,5;0,7;1}

e a seqliéncia 0 < rg <71 < ... <7r. =1 dos elementos de {u™} U {v"} é da
forma:

0<0,1<0,2<0,3<0,4<0,5<0,6<0,7<1

ou seja, ¢ =7 e w. = (0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0, 150, 3).
Os indices 7 tais que r; ¢ {u™} sa0 0, 1,4, 6, ou seja, i1 = 0,1y = 1,i3 =
4,14-7_3 = 6, e o indice j tal que r; ¢ {v"} é 5, ou seja, j1—7—¢ = 5. Logo,

podemos verificar que

0i,04,0i,0:,(We) = 09010406(0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,3)
= 090104(0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1 4 0, 3)
— 0001(0,1;0,1;0,1;0,1;0,1 4 0,1;0,1 +0,3)
= (0,1+0,140,1;0,1;0,14+0,1;0,14+0, 3)

= (0,3;0,1;0,2;0,4)
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oj.(w.) = 04(0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0, 3)
= 05(0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0, 3)
= (0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,1 +0,1;0, 3)

= (0,1;0,1;0,1;0,1;0,1;0,2;0,3)

Observe agora que Nervo(Ax B) = Nervo(A) x Nervo(B). De fato, a
todo elemento (ag X by) fixgy (aq x by) faxgp  JnXgp (an X by,) do Nervo(Ax B),
associamos o elemento (ag s B an) X (by 2 by =5 .. - bn)
do Nervo(A), x Nervo(B),.

Pela comutatividade do nervo de categorias com o produto e pelo

teorema acima, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.4 Toda transformacdo natural F' : Fy — F| entre os funtores

Fy, Fy : C — C" induz uma homotopia entre BFy, BFy : BC — BC'.

Demonstragao: Primeiramente observamos que a transformacao natural F' :
Iy — F) pode ser encarada como um funtor 7" : C x J — C’, onde J ¢é a
pré-ordem P ({1}, C) da seguinte maneira:

Um objeto de C x J ¢ da forma (¢,0), c € C e 0 € J, ou é da forma
(c,1),ceCele J. A (c0)associamos Fy(c) e a (¢, 1) associamos F} (¢) .

Os morfismos de C x J sao da forma:

f xidy 1 ¢ X0 — ¢ x 0, onde f € Homg(cy,c) € idy é o unico
morfismo de Homy(0,0);

f xidy e x 1 — ¢y x 1, onde f € Homcg(cy,c2) e idy é o tnico
morfismo de Homy(1,1);

fxg:c1xX0—cex1,onde f € Homg(cy,c2) e g é o tinico morfismo
de Homy(0,1).

Assim,
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f Xidy 1 ¢y X 0 — ¢y x 0, identificamos com Fy(f) : Fo(cr) — Fo(ca);
f Xidy i ¢y X 1 — ¢y x 1, identificamos com Fi(f) : Fi(c1) — Fi(ey);
fxg:c X0 — ¢y x 1, identificamos com Fi(f) o F(cy) : Fy(er) —

Fi(c2), ou seja, com diagonal do diagrama abaixo.

F(c1
Fy(cr) ) Fi(cy)
Fo(f) Fi(f)
F(c
Fo(Cz) (c2) Fl(Cz)

Além disso, como mencionado anteriormente, temos o isomorfismo
h:[0,1] — BJ dada por h(t) = [0 — 1,(1 —t,t)].

Das aplicagoes

BC x [0,1] % Be x BF L B(C x 3) 25 (BC)

temos que

H =BT oTo (id x h): BC x [0,1] — (BC")

¢ a homotopia entre BF, e BF}.
De fato:

H([zg — ... = zp, (to, ..., tn)],0) =

= BT o7jo (id X h)([xg — ... = @, (to, ..., tn)], 0)

= BT o7j([zg — ... = xp, (to, ..., tn)], R(0))

= BT o7j([xg — ... = xp, (to, ..., tn)], [0 — 1,(1,0)])

= BT (7j([xg — ... = @y, (o, s tn)],[0,1])), we = (to, ...y tn) € 1 =
0001 .01 W,

= BT([(ZL’O — ... .l’n) X (Sn—l---SO(O))a (t07 7tn)])
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= BT([(xg — ... = x,) X (0 = ... = 0), (to, ..., tn)])
Pela comutatividade do nervo com o produto temos que :
[(xo Iy < (024 0y, (i, ...,tn)] -
= [ (2o x 025 I L 0), (o, ...,tn)]
Portanto,
BT([(xg — ... = x,) X (0 — ... = 0), (tg, ..., tn)]) =
= BT ([to x 0 — ... = 2, X 0, (to, ..., t,)])
= [T(xg X0 — ... = x, X 0),(to, ..., tn)]

Fo(f1)

= |Fo(zg) — Fy(xy) folfy) . Folfx)

== Fo(xy), (to, -y tn)
= BFy([xg — ... = xp, (Lo, ..., tn)])

Analogamente, verificamos que H([zg — ... = xp, (to, ..., tn)], 1) =
BFi([xg — ... = xy, (to, .., tn)]) €, portanto, H é a homotopia entre BFj e
BF;. O

Dizemos que um funtor é uma equivaléncia homotdpica se induz
uma equivaléncia homotépica entre espagos classificantes e, que uma categoria

é contratil se o seu espaco classificante o é.

Corolario 3.1 Se um funtor f possui adjunto a esquerda ou a direita, entdo

f € uma equivaléncia homotopica.

Demonstracao: Basta verificar que se f é um adjunto a direita de g, entao
existem transformagoes naturais gf — id e id — fg, donde segue que Bg é o

inverso homotépico de Bf. O

Corolario 3.2 Uma categoria tendo um objeto terminal ou objeto inicial é

contratil.

Demonstracgao: Seja C uma categoria que possui um objeto inicial a e, C, a
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categoria com Obj(C,) = a e Home,(a,a) = identidade. Considere os funtores:

F:c, — C G:C — C,
a — a e T — a
id id id

Observe que Home(F(a), x) = Home,(a,G(x)),pois Home(F(a),z) =
Home(a, x) e, como a ¢é objeto inicial segue que existe um tnico morfismo em
Home(F(a), z). Da mesma forma, Home, (a,G(x)) = Home,(a,a) que possui
somente o morfismo identidade.

Assim, os funtores F' e G sao adjuntos e, pelo coroldrio acima, BC =
BC,, mas BC, tem o mesmo tipo de homotopia que um ponto e, portanto, BC
é contratil.

Analogamente, é possivel demonstrar que toda categoria que possui

um objeto terminal é contratil. O

Disto segue que todas as ordens totais finitas sao contrateis, pois todas
possuem objeto inicial, sendo que uma ordem total é uma pré-ordem em que
para quaisquer dois objetos existe um unico morfismo entre eles.

Os proximos resultados estabelecem uma estreita ligacao entre con-

juntos simpliciais e espagos classificantes de pré-ordem.

Teorema 3.5 Seja J um conjunto parcialmente ordenado, considerado como

categoria. Entao BJ € um complexo simplicial.

Demonstracao: Queremos mostrar que BJ =~ || K||, onde ||| representa a
realizacao de um complexo simplicial.
Defina K como segue:

-wvert(K) = elementos de J.
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-simplexo(K) = subconjuntos finitos nao vazios totalmente ordenados
de J.
Conforme explicito no capitulo 1, secao 1.5, a realizagao do complexo
simplicial de K é || K| = ngAS, onde s é um simplexo de K.
Sejay € || K||,logoy € A para algum s € K, com s = {xg, T1, ..., Tp }.
Como todo elemento de Ay é escrito de modo tinico como y = itﬂz‘, Yti=1
i=0

e t; > 0, definimos:

h:HKH—>BJ

n

por h(> tiz;) = [vg — 21 — ... = xy, (to, .-, tn)] , 0 qual é um homeomorfismo.
i=0

g

Reciprocamente estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 3.6 Seja K um complexo simplicial, entao BK =~ ||SdK|| sendo

que K (em BK ) € visto como uma ordem através da inclusao.

Demonstracgao: Consideremos K’ = SdK, entao

- vert(K') = simplexos de K.

- simplexos(K') = subconjuntos finitos nao vazios totalmente ordena-
dos de elementos de K.

Pelo teorema anterior temos que BK = ||K'|| = ||SdK || 0

Dessa forma, desde que se tenha conhecimento de que qualquer complexo-

CW é equivalente homotdpico a um complexo simplicial, segue que qualquer
tipo de homotopia interessante é realizada como o espago classificante de um

conjunto parcialmente ordenado.



Capitulo 4

Construcao do BG

O nosso objetivo, agora, estara voltado para a construgao do espaco
classificante de um grupo G o qual, a partir de certas condicoes, estabelece a

existéncia de um fibrado universal.

4.1 Consideracoes Gerais

Comecamos por considerar espacgos simpliciais sobre a categoria G —
Top dos G-espagos topoldgicos, onde:

Obj(G — Top) = espagos topoldgicos X sobre os quais G atua pela
esquerda.

Homg-1op(X,Y)={f: X — Y | f é uma fungao continua e f(gz) =
gf(x),Vge Gerxe X}

o : composicao usual.

Se (X, d;, s;) € Obj(S(G—Top)), ou seja, é um objeto simplicial sobre

a categoria dos G-espacos, entao os diagramas abaixo devem comutar.
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idg X d; idg X s
G x X,; G x X, G x X,; G X X1
lan Qn—1 Jan On+41
d; s
Xn - Xn—l Xn Xn+1

onde ¢; : G x X; — X; é a acao de G sobre X;, para todo 7 € N.
Isto nos sugere uma questao natural sobre a realizacao geométrica de
X | X] é um G-espago?

Para responder a isto, definimos:

a:Gx|X| — | X|
(9, [#n, (o, -, t)]) = [gn, (o, s )]
- a estd bem definida.
Seja [, (to, -y tn)] = [YUms (S0, -, Sm)] - Logo, existe f € Homax([n], [m])
tal que z,, = f*(Ym) € (S0, - Sm) = f«(to, .., tn) Ou existe h € Homax([m], [n])
tal que y,, = h*(z,) e (to, ..., tn) = hi(S0, -, Sm)-
Pelo lema 3.1 f = ¢;,...ci,n5,--.n;, = f* = sj,...5;,d

ir---di, e, assim,

f* preserva a agao pois é composigao de s;, d; que, por sua vez, sao morfismos
de G-Top.

Logo:

alg, [Tn, (to, - tn)]) = [g2n, (to, -\ tn)]
= [9"(ym), (to, ., t)]
= [f"(gym); (to -, tn)]
~ [9Ym, f+(to; .- )]
= [9Ym. (S0, s 5m)]
= (9, [Ym: (S0, - 5m)]

- Para qualquer [z, (to, ..., t,)] € | X| e e elemento neutro de G, temos
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que:
ale, [z, (to, -, tn)]) = [exn, (to, ..., tn)]

= [l'n, (to, N tn)]

- Quaisquer que sejam gg, g1 € G e [z, (to, ..., tn)] € | X] -
a(gOa a(gla [$n7 (t07 ceey tn)])) - a(907 [glxna (t07 ceey tn)]))
= [g0(g1n), (to, ..., tn)], pela acdo de G em X,
- [(9091)%“ (t()a veey tn)]
= a/(.g()'gla ['CETM (t07 ceey tn)])

Portanto, o é acao.

Afirmacgao 4.1

Xl _ X
G| G

onde % ¢ o objeto simplicial definido por (%)n = %, com :

- Faces: d; : X0 XZTI por Gz — G(di(z))

- Degeneracgoes: s; : % — X’gl por Gz — G(si())

Demonstracgao: Comecamos observando que :

X
T € ’E' T = [Gl‘n, (to,tn)]

X
T € % > v =G [z, (to, ...1n)]

Defina i : 2L — |X] por (G [z, (to, tn)]) = [Gn, (to, - .tn)] -
- h estd bem definida.
G [z, (Lo, - tn)] = G Ym, (S0, --8m)] <= Tg € G | glxn, (to,...tn)] =

[Yrms (S0, -Sm)] <= [9%n, (to, .- tn)] = [Ym, (S0, ---Sm)] - Logo:

WG [z, (to, ...1)]) = [Gxp, (to, ...1,)]
= [G(gzn), (to, .- tn)]
= h(G [(gxn)a (t(b tn)])

= h(G [Ym, (50, ---5m)])
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e, dessa forma h estd bem definida.

Pela comutatividade do diagrama

| X|
S
ﬁ h

- I3l
G

G

temos que h é continua se e s6 se hg o for, onde ho([x,, (Lo, ...tn)]) = [Gxy, (to, ...tn)]
e ™ é a projecao natural.
Para verificar a continuidade de hy passamos a considerar o seguinte

diagrama comutativo:

onde f(xy, (to,...tn)) = (Gxy, (to, ...tn)) € T, 1 SA0 as projecoes sobre as
realizagoes geométricas.

Observe que | | X, x A, = (XX Ag)U(X1 x AU U(X, XA, )U... =

n>0
AgUATU...UA,U...sendo A; = X; x A; fechado em | | X,, X A,,.
n>0
Além disso, sejam f; : A; — | | % x A, dadas por f;(x;, (to,...,t,)) =

n>0
(G, (to, ...tn)). Estas aplicages sdo continuas pois f; = pr; X id, onde pr; é a

.~ X;
projecao de X; em .

Como f(z) = fi(z) se z € A;, e a topologia de | | X,, x A, é a fraca
n>0

gerada por A;, segue que f é continua.
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- hg é continua.
Seja U aberto em %| , ou seja, 7, H(U) é aberto em | | % X A,.

n>0

ho'(U) é aberto em |X| <= w5 (hg'(U)) é aberto em | | X, x A,,

n>0
mas

= (m 0 f)7HU)

e f~Ym ' ((U)) é aberto em | | X,, x A, pois f é continua e 7; *(U) é aberto
n>0

X
em |_| rel X An
n>0

Vamos determinar uma inversa para h definindo:
e | X X
G G

por W ([Gxy, (to, ...tn)]) = G [xn, (to, ...tn)] -

- b/ esta bem definida.

Gy, (to, . tn)] = [GYm, (S0, -, Sm)| <= 3f € Homax([n],[m]) |
[ (Gym) = Gz € (S0, 8m) = fulto,...tn), mas f = g;,...6;,..0,...15, =
f* = 35,..55di,...d;,. Logo, f*(Gym) = Gr, <= (55,..55di,.-.di,)(Gym) =
Gz, <= G(sj,...5di,...di, (Ym)) = Gz, <= 85,...85,d;, ...di, (Ym) = gz, para

algum g € G.
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Dai:

W([Gn, (to, tn)]) = G [zn, (to, ...tn)]

= Gglx,, (to, ...1n)]
= G gz, (to, ...1n)]
= G [sj,.-5j,dip -y, () (to, 1)
= G [Ym, [+(to, ...tn)]
= G [Ym, (50, - 5m)]
= N ([GYrm, (50, -+, Sm)])

- h/ é continua.

Para verificarmos a continuidade de h’' consideremos o diagrama (co-

mutativo)
Ll XnxAp
|_| % % An p n>0 = q %
n>0
™1
h/
1%
G
onde:

-1 é a projecao sobre a realizacao geométrica.
p((G'CEm (to, ) tn))) =G (xna (th ) tn))

Q(G(‘rm (t07 ©y tn))) = G[QJWJ (t()? ©y tn)]

RS

Considere g = qop e, seja U aberto em .

(h')~1(U) é aberto em |%| se e sé se wy (') 71(U)) é aberto em | | & x

n>0

A,. Mas, 7, (R)~H(U)) = (W om) (U) = g7 Y(U) que é aberto de | | % X A,

n>0
se g é continua. Para tanto, mostremos que p e ¢ sao continuas.

- p é continua.



Tome p; : % x A; — || X, x A, G tais que pi(Gzy, (to, ..., 1)) =
n>0

G(z4, (to, ..., t;)). Pela comutatividade do diagrama

XiXAZ' ¢ LanXAn

n>0
{ T X id iy
X __DPi Ll XnxAp
e BRAY o
G

temos que p; é continua, Vi. Pela topologia fraca de | | % x A, , segue que p
n>0
é continua.
- q é continua.

Basta observarmos que as projecoes do diagrama abaixo sao continuas

e que este comuta.

e 1x
7L|§|0X nXAp q @
G G

~ |X]

Como hoh’:@'d|§|eh’oh:id& temosque‘%| Kol
G G

4.2 Espacos Classificantes de Grupos

Seja G um grupo topologico. Como vimos no capitulo 1, secao 1.1,
G pode ser considerado como uma categoria com um unico objeto em que
todo morfismo possui um inverso sobre a composigao, ou seja, Obj(G) = x e

Homg(*,*) = G. Deste modo o nervo da categoria G é dado por:



105

Nervo(G)y = *
Nervo(G); ={x L% g€ G} =G

Nervo(Gly={+ L« L x: 91,90 G} =G x G

Nervo(G)n={+ B x5 .. Bsw g go,ygn €GIEZG X G x ... x G=G"
Considere agora a categoria G em que os seus objetos sdo os elementos
de G e Homg(g1, g2) é constituido de um tnico isomorfismo para cada par
(g1, g2). Assim, o nervo da categoria G é dado por:
Nervo(G)y =G
Nervo(G)1 = {go — 91 : g0, 1 € G}
~GxGG?
Nervo(G)2 = {go — 91 — 92 : 9o, 91,92 € G}
2ExGExGEEG?
Nervo(G)n = {90 — g1 — . = Gn : 90, G1, -, Gn € G}
~YGExGEx..xGeErt!

Denotaremos B, (G) = Nervo(G) e E,(G) = Nervo(G) e, obviamente,
estamos trabalhando com objetos simpliciais cujas operacoes faces e degene-
ragoes sao dadas, respectivamente, por :

- Faces: dP : B,(G) — B,_1(G) tal que

(

(92,-gn) sei=0

AP (g1, s gn) = (G150 Gim15 Giv1Gis Giv2s -y Gn) s 0 <i<n

(g1 yGn-1) S€i=n

\

- Degeneragoes:  s? : B,(G) — B,41(G) tal que

(2

SiB(gl7 7g'fl) - (917 -y 9i—1, €, Gis ,gn) se 0 S i S n
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- Faces: dF : E,(G) — E,_1(G) tal que

)
(g1,.-9n) se1=0

diE(gOagla 7971) = (go, vy Gi—1,9i41, 7gn) sed<i<n

(9oy -y Gn-1) S€i=mn

\

- Degeneragoes: s : E,(G) — E,41(G) tal que

SiE(g(b agn) = (907 coy 9i—159i5 Giy Git1, 7gn) se 0 S ? S n

Podemos definir uma agao a esquerda de G no objeto E.(G) da seguinte

forma, para cadan >0 :

o, Gx E,(G) — E,.(G)

(ga (907>gn)) — (909_17919_17'”7gng_1)
Agora denotaremos a realizacao geométrica dos objetos simpliciais

(B.(G),dB,sP) e (E.(G),dF, sF) por BG e EG, ou seja, BG = |B.(GQ)| e
EG = |E.(G)|. Como vimos anteriormente, G atua neste espago através da
acao:
G x BEG — EG
(9, [(90: -+ gn), (b0, s tu)] = [(9097", 91975, 9ng™"), (o, )]

Observacao 4.1 Desde que G atue no nervo de G livremente, a acdo “induzi-

da”na realizacao geométrica do nervo ¢ livre.

Teorema 4.1

Demonstragao: Para verificarmos a afirmacgao, basta mostrarmos que os ob-

jetos simpliciais B,(G) e ELGG sao isomorfos, logo suas realizagoes geométricas

também o sao (pelas propriedades funtoriais) e, com isso, temos:

) |E(G)|  EG
TG T aq

BG = |B.(G)| ~ ‘E*éG)




107

() Afirmagao 4.1.

Defina, para cada n > 0, a fungao

E.(G)
G

f:B.G) —

por fu(g1, s gn) = G(€, g1, 9291, 939291, - GnGn—1---91)
- f é uma aplicacao simplicial, pois os diagramas abaixo sao comuta-

tivos:

fn E,(G fn E,(G
B, (G) P B,(G) =
JdB WE J o JE
Byy(G)te Bal@ g (@)l Benl@)
Diagrama (7) Diagrama (8)
De fato:

(dF o fu)(91s i 90) = dP(fulgr, s 9n)
= E(G(67917Q2g17g3g291,~-~;gngn71---gl))
= G(dF(e, 91,9291, 939291, - GnGn—1---91))
= G(e ..., gim19i-2---91, Gi4+19iGi-1---91s ---» nGn—1---91)
(fa10dP)(g1, o 9n) = fa-1(dP (g1, -, 9n))
= [u-1(91, - Gi~1, Gi+19is Git2s -+ Gn)

= Gle g1, 9im19i-2---91, §i+19iGi—1---91; s GnGn—1---91)
Analogamente verificamos a comutatividade do diagrama (8).

Defina para, cada n > 0, a funcao

E.(G)
G

h: — B.(G)

por hn(G<g07g17 7gn)) = (g1g617g2g;17 7gng;}1)

- h,, estd bem definida.



108

(90s -3 Gn) ~ (205 -y 2n) <= (90,1 9n) = M20, .0y 20), A € G <=
(905 -y Gn) = (20N oz A ) = gi = 22 Vi=0,...,n
Logo:
h(G (90,91, 90)) = (919059291 ' -+s Gnn1)
= (A ) (20A™) T (AT (AT 7
(2a A7) (201 A7) 7Y
= (2 Az AT Lz AT A )
= (zlzo_l, nz o 2z t)

B hn(G(Zo, ceey Zn))
- h é uma aplicagao simplicial pois os diagramas abaixo sao comuta-

tivos.

B By(G) B e B0
R
n— P — n hn

diagrama (9) Diagrama (10)

De fato:
(dzBohn)<G(907glaagn)) = dZB(h‘n(G<gO’gl”gn))

= dP(q190 ", 9291 " s g9 le)
= (9190 s - 199 (9197 D (9igih), -+
InGn1)
= (190" G107 Gir1 i s GGt
(hp_q o0 @)(G(go, g1y Gn)) = hn—l(E(G(gm g1 --rGn))
= o1 (G(AE (90, 915 - n)))
= hn1(G(9oy s Gim15 Git1s -1 Gn))

= (9190_1, sy 91'7191:127 gi+1gi_—117 (RS gng;—ll)
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Analogamente verificamos a comutatividade do diagrama (10).
Além disso, temos que:
ho f=idp.
(hn © fo) (g1, s9n) = Pu(Ge, 91, 9291, 939291, -+ GnGn-1--91))
= (1e7", (929191 " s (GnGn—1.--91)
(In-19n-2---91)7")

= (gla"'vgn)
- foh=1de.c
G

(fa o ha)(G(90, 91, 90) = Jful9190 " 9291 "+ s GnGne)
= Gle, 190" (9291 (9190 1)s -

(9n9n 1) (Gn-19n"2) (9190 "))

= Gle,9190", 9200 " 9n0 ")
= Ggy' (e, 190", 9296 " 9n ")

= G(gO7 g1, .-, gn)

Portanto, BG = E—GG O

4.3 Os Espacos K(G,n)

Podemos olhar intuitivamente EFG' — BG como uma aplicacao fibrada
com fibra G e, a partir de certas condigoes, verificarmos que G --- FG — BG
¢ um G-fibrado universal. Segundo [11] quando o elemento neutro de G' é um
ponto base nao degenerado, isto é, a inclusao i : {e} < G ¢é uma cofibragao
ou, G é um espago ANR (retrato de vizinhanga absoluto) conforme [23], temos
que a aplicacao FG — BG é localmente trivial.

Logo, nas condigoes acima, G --- EG — BG ¢é um fibrado localmente
trivial e pelo coroldrio 3.2, como todo elemento de G é inicial e terminal,

segue que BG = EG ¢ contratil. Além disso, (teorema 4.1) BG ~ £S entéo
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G---EG — BG é um G-fibrado principal e, pelo corolario 2.1, o fibrado em
questao é universal.

Como todos os grupos de Lie e grupos discretos possuem elemento
neutro ndo degenerado (cf. [11]) é possivel determinarmos diversos G-fibrados
universais.

Daremos inicio, agora, a construcao de espacos K (G,n) de Eilenberg-
MacLane, para os quais o espago classificante possui um papel fundamental.

Pelo teorema 2.5 para todo fibrado G --- EG — BG é possivel deter-
minarmos a seqiiéncia exata longa de grupos de homotopia

- = T (BG) = M1 (BG) — m(G) — mo(EG) — -+
Como EG é contratil, segue que mp(FG) = 0 para todo n > 0, logo
- —0— 11 (BG) = m,(G) - 0 — - -
e, portanto

Tnt1(BG) 2 m,(G) Y n>0 (%)

Se considerarmos G um grupo abeliano (G satisfazendo as condigdes do
teorema 3.3) temos que a multiplicagdo, Gx G — G, e a aplicacao inversa, G —
(G, sao homomorfismos e, com isso, é possivel determinarmos uma multiplicacao
em BG por

BG x BG = B(G x G) — BG

uma vez que |G x G| = |G| x |G| e Nervo(G x G) = Nervo(G) x Nervo(G) =
B(G x G) = |Nervo(G x G)| 2 |Nervo(G) x Nervo(G)| = |Nervo(G)| x
|Nervo(G)| = BG x BG.

Assim, BG também possui uma estrutura de grupo e, portanto, é

possivel construirmos iteradamente B"(G) colocando-se B°(G) = G e B"(G) =

B(B"H(@)).
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Seja G' um grupo abeliano discreto. Calculando os grupos de homo-
topia de BG, obtemos:
m(BG) (’i:) 7o(G) = G, pois G é discreto.
mo(BG) (’*V:) m1(G) = 0, pois G ¢é discreto.
73(BG) (é) mo(G) = 0, pois G é discreto.

(*)
m(BG) = m,_1(G) = 0, pois G é discreto.

Gsek=1
Ou seja, mx(BG) =
Osek#1
Calculando os grupos de homotopia de B?(G), obtemos:
()
71 (B*(G)) = m(B(BG)) = 7y(BG) =0
(x)
m(B?*(@)) = me(B(BG)) = m(BG) = G
()
73(B%*(G)) = m3(B(BG)) = 7y(BG) =0
: )
Gsek=2

Ou seja, m,(B?*(G)) =
0sek #2
Logo, para todo n > 0 teremos:

Gsek=n
m™(B"(G)) =

Osek#n

De fato, ja vimos acima que isto é véalido paran =1 e n = 2. Supo-

nhamos que a afirmagao seja valida para n, entao para n + 1 temos:

Gsek—1=n
m(B"HG)) = mi(B(B"(G))) = M1 (B"(G)) =
Osek—1#n
Gsek=n+1
= m(B"H(G)) =
Osek#n+1

Portanto, B"(G) = K(G,n).
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4.4 Consideracoes Finais

Encerramos esta dissertacao citando alguns resultados interessantes
encontrados na literatura concernentes a espacos classificantes de grupos e
mondides.

Observamos inicialmente que o funtor espaco classificante B : Cat —
Top da categoria C'at das categorias e funtores na categoria Top dos espacos
topoldgicos e fungoes continuas tem estreita ligagao com o funtor €2 : hTop, —
hTop, da categoria hTop, cujos objetos sao espacos topoldgicos com ponto
base e cujos morfismos sao classes de homotopia relativa (ao ponto base), em
si mesma, que associa cada espago com ponto base (X, zg) ao espago de lagos
QX ={f:1]0,1] — X|f é continua e f(0) = f(1) = x¢)} que tem a funcao
constante igual a xy como ponto base. Sabemos que o funtor {2 possui um
adjunto a esquerda, a saber, o funtor suspensao ¥ : hTop, — hTop, (cf.
[22]). Para perceber essa relacao seja G um grupo topoldgico, temos entao da
secao anterior que existe um fibrado universal G --- EG — BG e conseqiien-
temente m,(BG) = m,_1(G) ¥ n > 1. Se denotarmos Homyprep, (X,Y) por
[X,Y] teremos para todon > 1 7, ;(QBG) = [S" 1, QBG] = [£5" !, BG] =
[S™, BG| = m,(BG) = m,-1(G), ou seja, G e QBG possuem todos 0s grupos
de homotopia isomorfos. Na verdade pode-se provar que G e QBG sao fraca-
mente homotdpicos, ou seja, existe uma funcao f : G — QBG a qual induz
isomorfismos f, : m,(G) — m,(QBG) ¥V n > 1.

Temos com isso que o funtor G funciona como “desenlagamento”de
grupos no sentido fraco, ja que, se G é um grupo topoldgico entao G ¢é fraca-
mente homotépico a um espaco de lagos 2X sendo X = BG.

Em [13] J.P. May construiu um funtor de 3 varidveis que generaliza

o funtor B e que tem papel andlogo ao de “desenlagamento”para funtores
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iterados 27, 1 <n < cc.

Outras questoes relacionadas a B dizem respeito a topologia do grupo
G ao qual se aplica B. Por exemplo em [26] é mostrado que se G = Homeo(M)
é o grupo topologico dos auto-homeomorfismos de uma variedade compacta e
G° é o mesmo grupo munido da topologia discreta, entdo existe uma equiv-
aléncia homolégica BG° — BG. No mesmo espirito temos dois outros sur-
preendentes resultados (cf. [7] e [9]) que dizem o seguinte: dado qualquer
complexo-CW X existe um grupo discreto G' e uma equivaléncia homoldgica
BG — X e um mondide discreto M e uma equivaléncia homotopica BM ~ X.

Para finalizar, notemos que se G e H sao grupos isomorfos entao,
como B é um funtor segue que BG e BH possuem mesmo tipo de homotopia.

Se G e H forem grupos de Lie compactos entao vale a reciproca, ou seja,

BG ~ BH = G = H (cf. [17], 18], [19], e [20].)
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