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Resumo

O objetivo deste trabalho é detalhar e analisar as consequéncias de um recente
pré-print de Pedro Pergher, o qual trata da construcao de um homomorfismo-
indice associado a espagos equipados com agoes livres do grupo ciclico Z,,.
Este homomorfismo indice é definido no Z,-médulo de homologia equivariante
do Z,-espaco em questao e assume valores em Z,, e o mesmo possibilita a
obtencao de alguns resultados tipo Borsuk-Ulam, concernentes a existéncia de

aplicacoes equivariantes conectando dois dados Z,-espacos.



Abstract

The objective of this work is to detail and to analyze consequences of a
recent paper of P. Pergher, which deals with the construction of an index-
homomorphism associated to spaces equipped with free actions of the cyclic
group Z,. This index-homomorphism maps the equivariant homology Z,-
module of a Z,-space into Z,, and it makes possible the obtention of some
results of Borsuk-Ulam type, concerning the existence of equivariant maps

connecting two given Z,-spaces.



Introducao

Na literatura matematica, o termo “indice” aparece em uma diver-
sidade de contextos, com varios significados. Entre os contextos, o “Indice”
configura-se como sendo algo associado a pares (X, ¢), onde X é um espago
topoldgico e ¢ é uma agao de um dado grupo G em X. Especificamente nesse
caso, o “indice” de uma acao (X, ¢) seria algum elemento obtido através de
algum funtor algébrico associado a (X, ¢), de tal sorte a ser, em algum sentido,
invariante sob o efeito de aplicagoes G-equivariantes. Nessa dire¢ao, um dos
mais antigos trabalhos a tratar de tal conceito é “On the theorems of Borsuk-
Ulam, Kakutani - Yamabe - Yujob6 and Dyson, I.”- Annals of Math. - 1954,
de C.T.Yang. Com o intuito de estudar certos teoremas tipo Borsuk-Ulam,
Yang introduziu nesse trabalho uma ferramenta dada por um certo homo-
morfismo vix ) : Hy(X,T) — Zs, onde X é um espaco topolégico equipado
com involugao livre T : X — X, e H,(X,T) é a enésima homologia equi-
variante do par (X,T); o homomorfismo em questao é “invariante sob o efeito
de aplicagoes equivariantes”, onde o significado disso, neste caso, é o fato de
que, se (X,T) e (Y,S) sao dois espagos com involugoes livres e f : (X,T) —
(Y, S) é uma aplicacao equivariante, entdo vy,s)(f«(§)) = v(x,m)(§), para todo
¢ € H,(X,T), aqui f. sendo a induzida por f na homologia equivariante. O

“Indice” do par (X,T) é definido, entao, como sendo o maior natural n tal que



vix,r) (Hn (X, T)) # 0.

Recentemente, e inspirado no trabalho acima de C. T. Yang, P.
Pergher estendeu a construcao do homomorfismo v(x 1y acima mencionado para
pares (X,T), onde X é um espago topoldgicoe T : X — X é um homeomorfismo
de grau p (ou seja, TP = Idy) gerando uma acao livre de Z, em X. Especi-

ficamente, P. Pergher construiu um homomorfismo J,

) H.(X,T) — Z,,
onde H,(X,T) é a enésima homologia Z,-equivariante do par (X,T), de tal
maneira que, como no caso p=2, se f : (X,T) — (¥,S) é uma aplicagao

Zy-equivariante, entao J, . o (f«(§)) = J, (€), para todo £ € H,(X,T);

n(X,T)
adicionalmente, .J,, coincide com o homomorfismo de Yang quando p=2. No
entanto, embora totalmente inspirada no caso p=2, a extensao da construcao
de v(x ) para p > 2 nao é tao automadtica a partir da correspondente cons-
trucao para p==2.

A construcao do referido Z,-indice possibilitou algumas aplicagoes.

Uma delas refere-se a mostrar que, sob certas circunstancias, a Z,-homologia

X

= ¢ nao nula. Especificamente, ¢ conhecido o fato

singular do espaco de orbitas
de que a Zy-homologia singular dos espagos projetivos reais RP(n) é nao nula
até a dimensao n. Com o Z,-indice acima, é possivel mostrar que, se p=2q,
com ¢ impar, e se X tem Z,-homologia singular nula até a dimensao n-1, entao
% tem Z,-homologia singular nao nula até a dimensao n. Outra aplicagao tem
a ver com uma generalizacao do tradicional teorema de Borsuk-Ulam. Uma
das formulacoes deste é a seguinte: se f : S™ — S™ é uma aplicacao continua e
equivariante com respeito as antipodais, entao m < n. Por outro lado, quando
m é {mpar, é conhecido o fato de que a esfera m-dimensional S™ pode ser
equipada com um homeomorfismo standard de grau p, 7' : S™ — S™, o qual

gera uma acgao livre de Z, em S™. Neste contexto, surgem naturalmente as

seguintes questoes: é possivel estender o teorema de Borsuk-Ulam para p > 27



Até que ponto a geometria das esferas equipadas com as aplicacoes acima é
ou nao fundamental para o resultado? (no sentido de substituir-se esferas por
espagos topoldgicos mais gerais equipados com agoes livres de Z,).

Na linha acima, o Z,-indice possibilitou a obtencao de um teorema
tipo Borsuk-Ulam, concernente a existéncia de aplicacoes equivariantes entre
espacos topoldgicos X e Y, equipados com acoes livres de Z,, com p=2q, q
impar, e sob certas hipéteses topoldgicas e homoldgicas sobre X e Y, as quais
situam o resultado como uma generalizacao do Teorema de Borsuk-Ulam.

O material acima deu origem ao pré-print "A Z,-index homomor-
phism for Z,-spaces”, e o objetivo desta dissertacao ¢ explicar todos os detalhes
subjacentes aos argumentos utilizados. A escolha do tema repousou em dois
fatos: i) por um lado, constitui-se em mais uma ilustragdo de como alguns
resultados interessantes de topologia (no caso, teoremas tipo Borsuk-Ulam)
podem ser obtidos via topologia algébrica; ii) por outro lado, as ferramentas
de topologia algébrica necessérias sao, nesse caso, minimas, a saber, os con-
ceitos bésicos da homologia singular. Baseados nesses dois fatos, consideramos
util tornar acessiveis os detalhes do pré-print em questao.

A redacao desta dissertacao estd organizada em 3 capitulos. No
Capitulo 1, juntamos o que julgamos ser todos os pré-requisitos necessarios
para a compreensao do texto, essencialmente os conceitos bésicos de homologia,
alguns rudimentos de agdes e teorema do levantamento (lifting theorem).

No Capitulo 2, detalhamos a construgao do Z,-homomorfismo indice
atras mencionado e a prova da invariancia do mesmo sob o efeito de induzidas
de aplicacoes equivariantes.

O Capitulo 3 é dedicado as aplicagoes do Z,-indice como acima
mencionado. Um dado técnico fundamental para a obtencao de tais aplicacoes

é o resultado segundo o qual, quando X é um espacgo topoldgico satisfazendo



determinadas propriedades topoldgicas e equipado com ag¢ao livre de Z, gerada
por T : X — X, entdo a homologia Z,-equivariante H,(X,T) é isomorfa
(no contexto de Z,-médulos) a homologia singular com coeficientes em Z, do
espaco de oOrbitas H*(%, Zy,). Esse resultado é também provado em detalhes

no Capitulo 3.



Capitulo 1

Pré-requisitos

1.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos defini¢oes, notagoes e alguns resultados neces-
sarios ao desenvolvimento deste trabalho, referentes aos conceitos de acoes
de grupos em conjuntos, homologia com coeficientes em um anel comutativo
e com unidade. Para finalizar, apresentaremos o Teorema Fundamental do

Levantamento.

1.2 Acoes de Grupos em Conjuntos

O objetivo desta secao é definir a acao de um grupo G sobre um

conjunto X e apresentar algumas propriedades importantes a esse respeito.

Definigao 1.2.1 Sejam (G,*) um grupo com elemento neutro e € G e X um
conjunto qualquer. Uma acdo de G em X € uma funcdo ¢ : G x X — X, que
a cada par (g,x) € G x X associa o elemento ¢(g,x) € X satisfazendo, para

qualquer x € X e g,h € G:

i) p(e,x) = x;



i) ¢(g, (h, x)) = ¢(g * h, x).

Denotaremos ¢(g, x) simplesmente por g-z. Deste modo, podemos
reescrever i) e ii) da seguinte forma:
i) ez = x, para todo = € X;

i) g-(h-z)=(g*h)-x, para todo g,h € G, para todo = € X.

Exemplo 1.2.1 Seja S™ a esfera n-dimensional e consideremos a aplica¢ao
A S" — S™ definida por A(x) = —x, para todo x € S™. Seja ¢ : Ly x S™ — S"
definida por $(0,x) = x, ¢(1,x) = A(x), para todo x € S™. Temos que ¢ define

uma acdo de Zo em S™.

Observagao 1.2.1 A aplicagio A : S" — S™ definida por A(xr) = —x é

chamada de aplicacao antipoda ou antipodal.

Observacao 1.2.2 Podemos colocar o exemplo 1.2.1 em um contexto mais
geral. Dado X um conjunto qualquer, consideremos uma aplicacao T : X — X
satisfazendo TP = Idx, onde p é um niumero natural qualquer. Temos entao
que T dd origem a uma acdo de Z, em X. De fato, consideremos a fun¢ao
¢ LpyxX — X definida por ¢(i,z) = T'(x), 0 < i < p—1, e convencionaremos
T° = Id. Temos que ¢ satisfaz:

i) $(0,x) = T(x) = Id(z) = x, para todo v € X ;

ii) (i, ¢(j, x)) = ¢(i, TV (2)) = THT(x)) = T™ (2) = ¢(i + j,x) = ¢(i+], ),

e, portanto, ¢ define uma agdao de Z, em X.

Exemplo 1.2.2 Consideremos X = S' = {(z,y) € R*/2? + y* = 1} =

{x +iy = 2,2 € C}. Seja w € S' o elemento correspondente ao dangulo

2 2m

o ou seja, w = cos %’T + 1sen o - Podemos observar que w dad origem a uma

fungio T : C — C (ou T : R? — R?) dada por T(z) = wz. Observe que



TP(z) = (ToTo..oT)(z) =wP-z =1z = Id(z). Como |lwz| = |wl|] =],
temos que T(S') € S' e T : S — S € a rotacao de 2?” no sentido anti-
hordrio. Segue entao do exemplo anterior que T dd origem a uma agdao de Z,

em St.
Este exemplo se generaliza para T : R?*" — R?", pondo-se
T(x1, T2y ooy Top_1,Ton) = T(21, 22, ...y 2) = (W21, W20, ..., W2y)

e é facil ver que TP = Id. Agora, se z = (1, %a,...,Ta,) = (21,22, ..., 2,) €

S2n=1 entao

1T (21, 22, .y Top) || = || (w21, w2, ..., wzy,)|| = \/||w21||2 + .+ Jwz|]? =

VIwlPllal? + .+ wlPlz)? = Vil + .+l =1

e, deste modo, temos a funcao T : S?"~! — S?"~! ainda com a propriedade de

que TP = Id.

Observagao 1.2.3 Se um grupo (G, *,€) atua em um espago topoldgico X e
se H for um subgrupo de G, temos que a restricao de - : G x X — X a

- H x X — X define automaticamente uma ac¢ao de H em X.

Observagao 1.2.4 Se X é um conjunto qualquer , seja Bi(X) = {p: X —

X @ p € bijecio}. Temos que (Bi(X),0) é um grupo, sendo a opera¢io o

a composi¢ao de fungoes. Existe uma agdo natural de Bi(X) em X, a saber,

Bi(X)x X — X dada por (p,x) — p(x). De fato, o elemento neutro de Bi(X)

éldx, e (Idx,z) — Idx(x) =z, para todo x € X. Também (p1, (pa, x)) —
(

p1(p2(7)) = (prop2)(z) =

x € X. Agora, se p € Bi(X), duas situagdes podem ocorrer: p tem ordem finita

P10 pa, ), para quaisquer py, p2 € Bi(X) e qualquer

em Bi(X), ou seja, pP = Idx para algum p > 0 e, nesse caso, o subgrupo [p]



gerado por p € isomorfo a Z,; p tem ordem infinita em Bi(X) e, nesse caso,
o subgrupo [p] gerado por p € isomorfo a Z. Deste modo, de acordo com a
observagdo 1.2.3, cada ¢ € Bi(X) determina, por restri¢ao, ou uma agdo de

Ly, ou uma agao de Z em X.

Definicao 1.2.2 Uma agao ¢ : G x X — X € livre se para todo g € G, g # e,

ex € X, ocorrer g -x # x.

Definicao 1.2.3 Seja - : G X X — X uma ac¢ao. Se x € X, a orbita de x é
o subcongunto orb(x) C X, orb(z) = {g-x : g € G}. Indicaremos o conjunto

orb(z) simplesmente por [x].

Observagao 1.2.5 As orbitas dos pontos x € X determinam uma particao em
X. Com efeito, definamos x ~ y se, e somente se, existe g € G tal quey = g-x.
Esta relacdo € reflexiva, pois pela propria definicao de acdo temos, para todo
xr € X, quex = e-x. Supondo agora x ~ vy, existe entao g € G tal quey = g-x;

Ly=g1(g-2)=(97'%g)-x =e-x=x, ouseja, y ~ x e, portanto, ~

logo, g~
¢ uma relacao simétrica. Finalmente, ~ ¢ uma relacao transitiva pois supondo
xT e~y e Yy~ z, existem entao 1,92 € G tais que y = g1 - T € Z = gs2-Y,
respectivamente; entio z = ga -y = g2 - (91 - ) = (g2 ¥ g1) - « e, desta forma,

x ~ z. Concluimos, entio, que ~ € uma relacao de equivaléncia em X, sendo

que as classes de equivaléncia sequndo essa rela¢ao sao as orbitas dos pontos

de X

Resulta da observacao acima que duas orbitas ou sao disjuntas ou

sao iguais.

Observacao 1.2.6 Consideremos X um espago topoldgico e H(X) C Bi(X),

onde H(X) = {f € Bi(X) : fé homeomorfismo}. Temos que H(X) é um



subgrupo de Bi(X). Observemos que H(X) é um subespago do espago topoldgico
C(X,X) =A{f: X — X; fécontinua}, com a topologia compacto-aberta.
De acordo com a observagao 1.2.3, temos, por restri¢io, uma a¢ao de H(X)
em X. Se X for um espaco topologico localmente compacto e Hausdorff e se
considerarmos em H(X) a topologia induzida como subespago de C(X,X), com

a topologia compacto -aberta, pode-se provar que tal acao é continua.

Observacgao 1.2.7 Se - : G x X — X € uma acdo e x € X, defina o sub-
congunto St(x) C G como sendo St(z) = {g € G; ¢-x = x}, o qual serd

denominado o “estabilizador de x em G”. E facil provar que St(z) € um sub-

grupo de G. Considerando % a colecdao de classes laterais de St(z), defina

Q St((;m) — [z] por plgSt(x)] = g - x. Pode-se provar que ¢ € bem definida e,

na verdade, ¢ uma bijecao. Seque que, se G € finito, entao a cardinalidade de

[z] divide a ordem de G.

Observacgao 1.2.8 Vimos que se X é um conjunto e T : X — X é uma
aplicagao de grau p entao T dd origem a uma agdao de Z, em X, a saber,
¢ :Zy,x X — X dada por ¢(i,z) = T'(x), 0<i<p-—1. Para a agdo
acima, [x] = {z,T(x),T*(z),..., TP~ (x)}. Se a acdo é livre, entdo cada drbita
tem p pontos, o que equivale a dizer que T'(x) # T’ (x), para todo i # j e

Exemplo 1.2.3 Seja X um conjunto (com pelo menos dois elementos a,b €
X, a#b)esejaT: Xt — X* definida por T(z1, 29, 3, 24) = (24, 71, T2, T3).
Observe que T* = Idx e, deste modo, esta aplicacdo define uma acdo de Zy
em X*. Observemos ainda que, pelas iltimas duas observacoes, cada orbita
possui ou 1, ou 2 ou 4 pontos. De fato, se considerarmos pontos da forma
(a,a,a,a), (a,b,a,b) e (a,b,b,b), teremos, respectivamente, orbitas com 1, 2 e 4

pontos. Sendo assim, podemos concluir que esta ag¢ao nao € livre.
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Exemplo 1.2.4 (Acao standard de Z,,) Seja S*" ' a esfera de dimensdo 2n+1
no espaco vetorial complexo de dimensao complexa n+1, C**'; para algum
inteiro ¢ > 1, seja T : S*"tY — §27*1 g transformacao definida por:

27 27 27i

T(z0, 21,22, -0y 2n) = (€4 zg,€ @ 21, .., @ 2p)

onde 29, 21, ..., 2, $Go nimeros complexos com Y i |z|* = 1.
Temos que T € uma func¢ao de grau q; de fato,

Tq(Zo,Zl,...,Zn> = TOTO...OT(Zo,Zl,...,Zn)

27 27 27

= ToTo..oT(ea zg,e 7 2q,...,e 0 2)

27

= (e 9 )20, 21, s Zn)
= (20,21, ...,Zn>.

Portanto, T define uma agao de Z, em S*"*'. Nosso préxrimo
objetivo é mostrar que tal agao € livre. De fato, seja 0 < r < g —1 e
x = (20,21, ., 2n) € S*"! tal que 7.x = T"(x) = z. Entao,

2mir

e @ (20,21, 2n) = (20, 21, -y Zn)-

Como Y 7" o |z|* = 1, temos que existe z; € C tal que z; # 0.
. 2mir - 2mir
Assim, sendo e ¢ z; = zj, seque-se entdo que e « =1 e, portanto, r=ng, com

n€Z. Como0<r<qg—1, aunica possibilidade ¢ n=0 e, consequentemente,

r=0, donde concluimos que a ag¢ao em questao € livre.

Observacao 1.2.9 A acao acima serd sempre referida como a “acdo stan-
dard” de Z, em S*" . Enfatizamos que, caso q > 2, é conhecido o fato de que

nao existe livre de Z, em S™ quando n é par.

Definicao 1.2.4 Se G atua em X, dizemos que um subconjunto A C X €

G-invariante se g-a € A, para todo g € G e a € A.
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Definicao 1.2.5 Sejam G um grupo e X,Y conjuntos equipados com as agoes
i GE@x X =X eo:GxY =Y, respectivamente. Dizemos que uma funcdo
f: X =Y € equivariante com respeito a tais agoes se f(g-x) = go f(x), para

todoxr € X ege(.

Observacao 1.2.10 Fizados espacgos topologicos X e Y, ambos dotados de
uma acdo de um grupo G, temos o problema da existéncia de aplicacoes equi-
variantes f : X — Y. O Teorema de Borsuk-Ulam é apenas um exemplo desse
tipo de problema, sendo,nesse caso, os dados particularizados por X = S™,

Y =5" G =7Zs, e aacao Zy sendo a antipodal.

1.3 Algebra Homolégica

Sejam R um anel comutativo com unidade, X um conjunto qualquer
e F(X) a colegdo de “combinacoes lineares formais de elementos de X com

coeficientes em R”. Um elemento tipico de F(X) serd da forma Z oz, onde

zeX
a, € R ¢é de tal forma que apenas um numero finito de o/, s ¢ diferente de zero.

Esse elemento pode ser considerado rigorosamente como uma fungao X — R,
que é nula, com exce¢ao de um numero finito de x’s. Observe que podemos

introduzir em F(X) uma estrutura de R-médulo, com as seguintes operagoes:

Y ozt ) = (Z % +ﬁx)$;

zeX zeX zeX

r Z T = Z(raz)x.

zeX rzeX

O elemento neutro de (F(X),+,:) é dado por Z 0.z e serd denotado
zeX
simplesmente por 0. Dado y = Z azz € F(X), o elemento oposto de y é
rzeX
Z(—l.aw)x, onde 1 representa o elemento unidade de R. F(X) é denominado

zeX
“R-mddulo livre gerado por X”.
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Identificando z € X com 1.x, X pode ser entao considerado como
um subconjunto de F(X). Nesse caso, X serd um conjunto de geradores do
modulo F(X), lembrando que um subconjunto S € M (M é um médulo) é um
conjunto de geradores de M se qualquer elemento de M pode ser obtido como
combinagcao linear de elementos de S. No nosso caso, esse conjunto de geradores
satisfaz adicionalmente que se Z a,x = 0, entao devemos ter necessariamente
que o, = 0, para todo = € X. wf’i)(r isso, X é chamado uma base de F(X).
Definicao 1.3.1 Um complexo de cadeias de R-modulos é uma familia C' =
{Cy,0n}, onde cada C,, é um R-mddulo e 0, : C,, — C,_1 € um R-homomorfis-

mo e tal que 0, 0 0,11 = 0, em cada nivel n.

On+1 On

T n+l T Cn I n-1 — "

Defini¢ao 1.3.2 Dado um complezxo de cadeias C = {C,, 0,}, definimos, para
cada n, os conjuntos Z,(C) = {x € C,, : Op(x) = 0}, denominado submddulo
dos n-ciclos, e B,(C) = {x € C,, : © = 0h11(y), para algumy € Cpyq },

denominado submodulo dos n-bordos.

Observemos que a condi¢ao J, o d,41 = 0 implica que B,(C) C

Z,(C), para cada n. Desta forma, B,(C') é um submédulo do R-médulo Z,(C)

Zn(C)
Bn(C)

e, assim, existe o R-modulo quociente , que serd denotado por H,(C).

Defini¢ao 1.3.3 Seja C = {C,,0,} um complexo de cadeias. A homolo-

gia associada ao complexo de cadeias C € a cole¢ao de R-mdédulos quocientes

H.(C) = {H,(C)} = {?;ES% }

Definigao 1.3.4 Sejam C = {C,,0,} e D = {D,, 0.} complexos de cadeias

de R-modulos. Uma aplicagao de cadeias f: C'— D é uma cole¢ao de homo-
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morfismos de R-mddulos {f,}, fn:Cn — Dy, tal que no diagrama

8n+1 8n
? n+1 ? n ? Cn—l ?

l fn+1 l fn l fn—l
- Dn+1 8n_+1> Dn i anl -

cada quadrado € comutativo, ou seja, para todo n € Z, vale 0}, 0 f, = fn—100,.

A definicao de aplicagao de cadeias implica que, para todo n,
fa(Z,(C) € Z,(D) e fu(Bn(C)) C Bu(D). Deste modo, para cada n, f,

pode ser passada ao quociente, determinando um homomorfismo de R-médulos

Zn(C) Zyn (D)
Bn(C)  Bn(D)

bem definido, o qual denotaremos por f,. Em outras palavras,

f induz um homomorfismo de R-médulos f, : H,(C) — H,(D), para todo n.

Observagao 1.3.1 Se C ={C,,0} e D ={D,,0} sao complezos de cadeias
de R-mddulos e R-homomorfismos, com R anel comutativo com unidade, e
fi, fo, s fr : C— D sao aplicagoes de cadeias, temos entao que a aplicacao
kifi +kofo+ ...+ k.fr : Cy — D, onde ky, ka, ..., k. € R, definida por (ki fi +
kafao+ ...+ k. fi)(c) = ki fi(e) + kafa(c) + ... + k. fr(c), € ainda uma aplicagdo

de cadeias.

1.4 Homologia singular com coeficientes em R

Fixado X um espaco topologico qualquer e anel R comutativo e com
unidade, vamos definir, para cada natural n > 0, o enésimo “R-mdédulo de ho-
mologia de X” ou “enésima homologia de X com coeficientes em R”, e denotado
por H,(X, R). Isto serd a homologia algébrica de um determinado complexo

de cadeias, construido a partir de X e R, chamado S.(X, R) = {S,(X, R)}.

Definicao 1.4.1 Seja X um espago topoldgico arbitrario. Um n-simplexo sin-

gular em X € uma funcao continua ¢ : 1\, — X, onde [\, C R"" € o n-



14

simplexo padrao, ou seja, AN\, = {toeo+t1e1+...+tpe,, 0<1t; <1, Z?:l t; =
1, sendo {eg,e1,...,e,} a base canonica de R"}, munido da topologia in-

duzida de R" 1.

Denotaremos o conjunto de todos os n-simplexos singulares de X
por C,(X). Observemos que 0-simplexos singulares e 1-simplexos singulares

nada mais sao que pontos de X e caminhos de X, respectivamente.

Definigao 1.4.2 Seja ¢ : A, — X um n-simplexo singular. Para cada
1=0,1,2,...,n, definimos a i-ésima face de ¢ como sendo o n — 1-simplexo sin-
gular em X 00 ¢ @ N,y — X, onde 0ip(to, t1, . tiot, tistiyr, s tn1) =

¢(t07 tl, ceey t’L—l) O, t’L) ceey tn_l).

Observemos que 0; o ¢ é continua, pois é a composta da aplicacao ¢
com uma inclusao. Especificamente, 0; o ¢ é obtida incluindo-se /\,,_; na face

oposta ao i-ésimo vértice de A, e, a seguir, aplicando-se ¢.

Definicao 1.4.3 Seja X um espago topoldgico. Definimos S,(X,R) como
sendo o R-mddulo livre gerado por C,,(X). Um elemento de S,(X, R) é chama-

do uma n-cadeia singular de X e tem a forma Z s, com ag € R, sendo
¢eCh(X)

que apenas um numero finito de o, € nao nulo.

Identificando ¢ € C,,(X) com 1.¢ € S,,(X, R) como antes, teremos
entdo que C,(X) C S,(X,R). Logo, Cyo(X) pode ser identificado com os
pontos de X e, desta forma, So(X, R) é o R-médulo livre gerado por X, e
S1(X, R) é o R-médulo livre gerado pelos caminhos de X.

O operador i-ésima face, que a cada n-simplexo ¢ € C,,(X) associa
o (n — 1)-simplexo 9; o ¢ € C,,_1, define uma fungao C,(X) — C,_1(X).

Essa fungao pode ser estendida, por linearidade, a um tnico homomorfismo
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entre os R-médulos S, (X, R) e S,—1(X, R), o qual ainda denotaremos por
0: Sn(X, R) — nfl(X, R)
Sabendo-se que se M e N sao R-moédulos, fi, fo, ..., fi : M — N sao

homomorfismos de R-moédulos e rq, 79, ..., € R, entao a aplicagao

t

rfi+rafot..+rifi - M — N dada por (ryfi+rafot...4rife)(z) = Zﬁfi(f)

=1

ainda é um homomorfismo de R-médulos, podemos, entao, considerar a seguinte

Definigao 1.4.4 Para n > 0, o homomorfismo 0 : S, (X, R) — S,_1(X, R)

definido por
0 =10+ (—1)01 + 102 + (=1)5 + ... + (=1)"0, = Y _(~1)'0,

¢ chamado operador bordo. Convenciona-se que S_1(X,R) = 0, o que re-
sulta na convengao de que o operador bordo 0 : So(X,R) — S_1(X,R) € o

homomorfismo nulo.

Teorema 1.4.1 Consideremos a sequinte sequéncia de R-mddulos e homo-

morfismo entre R-maodulos

s Spa(X,R) T S.(X,R) P S, (X,R) —— -

Entao 0, 0 0,41 = 0, para todo n.

Pelo Teorema 1.4.1, podemos concluir que {S,(X, R),?,} é um

complexo de cadeias.

Definicao 1.4.5 Denotaremos por Z,(X, R) o submddulo de S,,(X, R) forma-

do pelos n-ciclos, ou seja, Z,(X, R) € o nicleo do operador bordo.

Defini¢ao 1.4.6 Denotaremos por B, (X, R) o submddulo de S,(X,R) for-

mado pelos n-bordos, ou seja, B,(X, R) € a imagem do operador bordo.
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Definicao 1.4.7 O n-ésimo mddulo de homologia singular de X com coefi-
cientes em R, H,(X, R) €, por defini¢ao, a n-ésima homologia do complezo de

cadeias 15,0, 1) 0.} em outras plras, H,(X, ) = 20580

1.5 O homomorfismo induzido por funcoes
continuas

Sejam X e Y espacos topoldgicos e f : X — Y uma funcgao continua.
Tomando um n-simplexo singular ¢ € C,,(X) C S,(X), a composigao f o ¢ :
A, — Y é um n-simplexo singular em Y. Desta forma, obtemos uma aplicacao
¢+ fogentre C\(X) C S,(X,R) e Cr,(Y) C S, (Y, R), que se estende por
linearidade a um tnico homomorfismo de R-mdédulos f; : S,,(X, R) — S,(Y, R)
definido por

fu( > %¢> = Y wl(e)= > aslfog)

$EChn(X) $€Cn(X) $ECn(X)

Teorema 1.5.1 O homomorfismo f; : S,(X, R) — S, (Y, R) é uma aplicagdo
de cadeias entre os complexos de cadeias S.(X,R) e S.(Y,R) e, portanto,

satisfaz para todon >0, fy00, =0, 0 f;.

Como vimos anteriormente, uma consequéncia do teorema acima é
que f4(Z,(X)) C Z,(Y) e fy(Bn(X)) C B,(Y), e que deste modo, f; pode ser
passada ao quociente, determinando um homomorfismo de R-médulos

fe: Hy(X, R) — H,(Y, R), o qual é definido por
folam + Bo(X, R)) = fi(an) + Bu(Y, R).

Tal homomorfismo de R-médulos serd denominado o homomorfismo

induzido em homologia por f.
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Com relagao a f,, destacaremos as seguintes propriedades:
i)Se f: X =Y eg:Y — Z sao fungoes continuas, entdo (g o f). = g. o fi.
ii) Se Idx : X — X é a aplicagao identidade, entao (Idx). = Idu,(x,r)-
Tais propriedades significam que H, (X, R) é um funtor covariante da
categoria dos espacos topologicos e funcgoes continuas na categoria dos R-

médulos e R-homomorfismos. Uma consequéncia disso é o seguinte

Teorema 1.5.2 Se f : X — Y € homeomorfismo entao a induzida em ho-

mologia f.: Hy(X, R) — H,(Y, R) € um isomorfismo de R-mddulos.

1.6 O Teorema Fundamental do Levantamen-

to

Nesta secao, apresentaremos os conceitos de Grupo Fundamental
de um espago topolégico X e de aplicagoes de recobrimento, e enunciaremos
o Teorema Fundamental do Levantamento, o qual sera utilizado na prova do
Teorema 3.2.3, Capitulo 3.

Seja p : E — X uma aplicagao continua. O par (E,p) é chamado
um espago de recobrimento de X se, para todo x € X, existe um aberto U
contendo x tal que p~'(U) é uma reuniao de abertos V,, de E, dois a dois
disjuntos, cada um dos quais se aplica por p homeomorficamente sobre U. Um
tal aberto U é chamado uma vizinhanca recoberta, os abertos V,, sao chamados
folhas sobre U e para cada z € X, o conjunto p~!(z) é chamado fibra sobre x;
X é chamado espaco base e p aplicagao de recobrimento. Se a cardinalidade
da fibra for finita, digamos igual a n, dizemos, entao, que p é um recobrimento
a n-folhas.

Um exemplo importante de aplicacao de recobrimento ¢é a aplicagao
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e : R — S definida por e(t)=e*"".

Definicao 1.6.1 Dada uma aplicagao de recobrimento p: E — X, seja
g : Z — X uma aplicacao continua. Um levantamento de g é uma aplicacao

continua h : Z — E tal que po h = g.

Podemos observar que nem toda aplicacao continua possui um le-
vantamento. Como exemplo dessa situagao, seja I = [0,47) e consideremos
a aplicagao de recobrimento p : I — S' dada por p(t) = e%, com t €I,
e a aplicacao identidade Id : S' — S'. Afirmamos que nao existe aplicacao
continua 1 : S' — I satisfazendo p o ¢p = Id. Com efeito, suponhamos,
por absurdo, que exista tal aplicacao v satisfazendo p o ¢ = Id. Tomando
as respectivas induzidas em homologia no nivel 1 com coeficientes no anel
Zs, obtemos (p o ¢), = Id,, ou seja, p, o ¥, = Id,, onde p, : Hi(I,Z5) —
Hi(SY,Zs), . : Hi(S',Zy) — H\(I,Zy) e Id, : H\(S',Zy) — H(S',Zs).
Sendo I um espago contratil, segue entao que Hy(I,Zs) = {0} e, desta forma,

. ¢ a aplicacao nula. Tomando o elemento 1 € Zy = H,(S", Z), temos entao
p G

que (p. o ¥.)(1) = p.(6.(1)) = p.(0) = 0, enquanto que Id(T) = T. Logo,
(po), # Id,, obtendo assim uma contradigao.

Introduziremos agora o conceito de Grupo Fundamental de um es-
paco topologico X. A todo espaco topoldgico X e a todo ponto zy € X esta
associado um grupo, chamado o Grupo Fundamental de X. Para a definicao

desse grupo, serao usados caminhos fechados em X, de acordo com a seguinte

Definicao 1.6.2 Dados dois pontos x e y em X, um caminho ligando x a y €

uma fungao continua o : I =[0,1] — X tal que 0(0) =z e o(1) = y.

Observagao 1.6.1 Quando o(0) = o(1) = xg, dizemos que o é um lago com

ponto base xy, ou ainda, que o é um caminho fechado em X.
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Consideremos o conjunto Q(X, xy) de todos lagos em X com ponto
base x e definamos em Q(X, zy) a seguinte relagao de equivaléncia: oy ~,, o9
(o1 é homotdpico a o9), se o1 pode ser deformado continuamente em oy, de
modo que em cada estagio a deformacao seja um laco com ponto base xy. Em
outras palavras, se existir uma aplicacao continua F' : I x I — X tal que
para todo t,s € I, F(t,0) = o1(t), F(t,1) = 02(t) e, além disso, F(0,s) =
F(1,s) = xo. A aplicagao F chama-se uma homotopia entre o e oy relativa a

(X,x0)

. . o) . -
{z,}. Dessa forma, obtemos o conjunto quociente , cujos elementos sao

~ro

as classes de homotopia [o] de caminhos fechados com ponto base . Define-se
o produto de duas classes como sendo: [07][02] = [0 * 03], onde % denota o

caminho justaposto, ou seja,

o1(2t), se 0<t<1
(o1 % 09)(t) = 2
o9(2t — 1), se % <t<l1

Observemos que o7 % 09 ainda é um lago com ponto base xq. Se ¢ for um laco
com ponto base zg, o laco inverso o=! : I — X &, por definicao, o laco dado
por 07 1(t) = o(1 —t), para todo 0 < ¢ < 1. A classe do caminho inverso [0
serd denotada por [¢]!. Indicaremos por e,, : I — X o caminho constante
tal que €., (t) = xg, para todo t € I.

Pode-se provar que se o1, 09,03,04 forem lagos em X com ponto
base xg, entao:
o1 * 01_1 ~eo Exo “a, 01_1 * 071,
) o1 % (09 % 03) ~y, (01 % 09) * 03;
d) se o1 ~y, 09 € 03 ~y, 04, ENLAO 07 * O3 ~y, 09 * 0.

As propriedades acima significam que * determina uma estrutura de

(X,x0)
To

grupo no conjunto quociente —= , ou seja, temos assim bem determinado

um grupo, chamado o Grupo Fundamental de X e denotado por (X, zg),
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munido da operagao [o1][os] = |01 * 09, cujo elemento neutro é a classe do

caminho constante €,, e o elemento inverso de [o] ¢ a classe [07!].

Observagao 1.6.2 Sempre que o espaco X for conexo por caminhos, prova-
se que para quaisquer pontos bdsicos xg,r; € X, o0s grupos fundamentais
m (X, zo) e m (X, x1) sdo isomorfos e, nesse caso, denota-se esse grupo sim-

plesmente por m(X).

Dada uma aplicagao continua ¢ : X — Y entre dois espacos
topoldgicos, entao as seguintes propriedades se verificam:

1) se o for um lago em X com ponto base xg, entdo ¢ o o serd um lago em Y
com ponto base p(x);
2) se 01 ~g, 02, €NtA0 Y 0 01 ~y(g,) P © Ta.

Com base nessas propriedades, se [o] € (X, z), entdo [¢ o 0]
é um elemento bem definido em m1(Y, p(xg)). Dessa forma, ¢ induz uma
aplicacdo ¢, : m (X, x9) — m (Y, ¢(x0)) dada por p.[o] = [p o o]. Pode-se
provar que @, é um homomorfismo entre os grupos fundamentais (X, xg)
e m (Y, ¢(xg)), chamado homomorfismo induzido por ¢. Esse homomorfis-
mo possui duas propriedades chamadas propriedades funtoriais: a de que a
composicao de aplicacoes continuas induz a composicao dos respectivos homo-
morfismos induzidos, e que a aplicacao identidade Idy induz o homomorfismo
identidade Idy, (x).

Segue-se dessas consideragoes que se h : X — Y for um homeomor-
fismo, entao h, : m (X, z9) — m (Y, h(xg)) é um isomorfismo, ou seja, espagos
homeomorfos possuem grupos fundamentais isomorfos. Além disso, se duas
aplicacoes continuas f,g : X — Y sao homotdpicas, temos entao que estas
induzem o mesmo homomorfismo nos grupos fundamentais. Mais ainda, se

f X — Y é uma equivaléncia de homotopia, entao o homomorfismo induzido
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fo i m (X, 20) = m(Y, f(z0)) é um isomorfismo. Uma consequéncia deste fato
é que o grupo fundamental de um espaco contratil é o grupo nulo.

Estamos, assim, em condicoes de enunciar o Teorema Fundamen-
tal do Levantamento, cuja demonstracao pode ser encontrada, por exemplo,
em [3]. Na formula¢do do mesmo, todos espagos envolvidos serao assumidos

conexos e localmente conexo por caminhos.

Teorema 1.6.1 Seja p : E — X uma aplicagao de recobrimento. Sejam Y
um espaco conexo e localmente conexo por caminhos, yo € Y e ey € E tal
que p(eg) = xo. Dada uma aplicagao continua f @'Y — X, com f(yo) =
To, entdo existe um levantamento f para f, ou seja, wma aplicacdo continua

f:(Y,9) — (E,e) tal que po f = f, com f(yo) = ey, se, e somente se,

fo(mi(Yiyo)) C pu(mi(E, ep)).



Capitulo 2

O Zp-homomorﬁsmo indice

Seja (X, T) um Z,-espaco, ou seja, um espago topoldgico X qualquer
equipado com uma aplicacao continua de grau p T : X — X, tal que a cor-
respondente agao de Z, em X seja livre. A finalidade principal deste capitulo
sera a construcao de um homomorfismo graduado J, : H,(X,T) — Z,, r > 0,
o qual denominaremos Z,-homomorfismo indice. Tal indice é uma genera-
lizagao para p qualquer do Zs-indice de Yang introduzido em [12] para p=2.
Aqui, H,(X,T) é a r-ésima homologia Z,-equivariante do par (X,T). O termo
“Indice”, aqui utilizado (e baseado na literatura), vem do fato de que o homo-
morfismo em questao é invariante sob o efeito de homomorfismos induzidos por
aplicacoes equivariantes. A construcao desse homomorfismo indice configura-
se como a principal parte desta dissertacao. Conforme sera visto no Capitulo
3, a principal utilidade do mesmo serd a de detectar classes de homologia
equivariante nao nulas quando X satisfaz certas propriedades homolégicas (e,
em consequencia, detectar classes nao nulas na Z,-homologia singular do es-
7)

paco de drbitas ).

=). Como consequéncia deste fato, obteremos um teorema

tipo Borsuk-Ulam concernente a nao existéncia de aplicacoes equivariantes

conectando certos Z,-espagos (X,T) e (Y,S).



23
2.1 A homologia Z,-equivariante associada ao
Z,~espaco (X,T)

Seja X um espago topoldgico e suponhamos 7" : X — X uma
aplicagao continua de grau p tal que a correspondente acao de Z, em X seja
livre.

Tomando o complexo de cadeias singulares com coeficientes em Z,
i Sn+1(X7Zp) an—+1> Sn(X7Zp) i) nil(X7Zp) —

podemos considerar o Z,-homomorfismo induzido ao nivel de cadeias
Ty - Sn(X,Zy,) — Sn(X,Z,), o qual é definido nos geradores por T}(¢) =T 0 ¢.
A partir de entdo, consideraremos um subconjunto especial de S,(X,Z,), de

acordo com a seguinte
Definicao 2.1.1 Definimos

Sp(X,T) ={a € S,(X,Z,); Ty(a)=a} C S,(X,Z,).
Teorema 2.1.1 S,(X,T) é um submdédulo do Z,-mddulo S, (X,Z,).

Demonstracao: Temos que S, (X,T") é ndo-vazio, pois sendo 7} um homo-
morfismo, temos que 73(0) = 0, onde 0 representa a cadeia nula em 5, (X, Z,).

Além disso, dados o, 8 € S,(X,T) e r € Z,, temos que
Ty(a+1r0) = Ti(a) + Ty(rB) = Ty(a) + rTy(5) = o+ 1

e, deste modo, a+ 3 € S, (X, T), concluindo a demonstragao.

Observacao 2.1.1 O submddulo S, (X,T) serd denominado “submddulo das

(T,n)-cadeias”.
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Teorema 2.1.2 O operador bordo 0, : S,(X,Z,) — S,—1(X,Z,) satisfaz
On(Sn(X,T)) C St (X, T).

Demonstracao: Sendo 7} : S, (X, Z,) — S,(X, Z,) uma aplicacao de cadeias,
temos que, em cada nivel n > 0, Ty 0 0, = 0, 0 T;. Assim, se a € S,(X,T),

teremos, entao, que
Ty (0n(@)) = (Ty 0 9n)(@) = (On 0 Ty)(a) = On(T3()) = (),

ou seja, Oy (a) € S,—1(X,T) e, portanto, 0,(S,(X,T)) C Sp—1(X,T).

|
Portanto, temos um novo complexo de cadeias de Z,-mo6dulos
On .
— Sen(XT) B S (XT) 2 S (X T) — -
sendo 0, o J,41 = 0 em cada nivel n > 0, uma vez que estes operadores

bordo sao os mesmos considerados inicialmente, agora restritos aos submaédulos

S (X, T).
Definicao 2.1.2 Definimos
Zn(X,T) ={a € S,(X,T); On(a) =0}
como sendo o “submddulo dos (T-n)-ciclos” e
B.(X,T)={a € S,(X,T); a=0n41(08), para algum € S, 1(X,T)}
como sendo o “submddulo dos (T,n)-bordos”.

A homologia do complexo de cadeias acima serd chamada “ho-
mologia Z,-equivariante associada ao Z,-espacgo (X,T)”, e serd denotada por

H.(X,T). O enésimo médulo de homologia de (X,T) é dado entao por H,(X,T) =

Zn(X,T)
Bn(X,T)"
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Observacgao 2.1.2 Observemos que Z,(X,T) = Z,(X,Z,) NS, (X,T); temos
também que B,(X,T) C B,(X,Z,) N S,(X,T), mas ndo necessariamente
B.(X,Z,) N Su(X,T) C B,(X,T) pois, se a« € S,(X,T) e a = 0,11(0),
com 3 € Sp41(X,Z,), pode ser que o ndo seja imagem de uma (T,n+1)-
cadeta. Isso significa que existe a possibilidade de Z,(X,Z,) = B,(X,Z,) e,
portanto, H,(X,Z,) = {0}, mas B,(X,T) C Z,(X,T); logo, H,(X,T) # {0}

(no Capitulo 3 ficard claro a ezisténcia de exemplos com essa natureza).

Suponhamos (X,T) e (Y,S) Zy-espagos e f : (X,T) — (Y, S) uma
aplicagdo continua equivariante, e consideremos f; : S, (X,Z,) — Su(Y,Z,).

Dado a € S, (X, T), teremos

Si(fs(a)) = (S o fls(a) = (f e T)s(a) = fi(Ti(e)) = fia).

Deste modo, f;(S,(X,T)) C S,(Y,S) e, portanto, f; define o homomorfis-
mo fy : Sp(X,T) — S,(Y,S). Como os operadores bordo dos complexos de
cadeias S.(X,T) e S.(Y,S) s@o restrigdes dos operadores bordo usuais e
fi : Sn(X,T) — S,(Y,S) também é uma restricao, temos que f; : S,(X,T) —
S,(Y,S) continua sendo uma aplicacao de cadeias. Em particular, temos a
induzida em homologia Z,-equivariante f, : H,(X,T) — H,(Y,S) para todo
n > 0. Assim, se [a] € H,(X,T), ou seja, [a] = a+ B,(X,T), com « €
Zn,(X,T), entao

fllel) = [fi(@)] = fi(@) + Bu(Y, 5).

Observagao 2.1.3 Podemos estender as idéias acima para pares (X,f), com
X espaco topologico e f : X — X wuma funcdo continua fizada. De fato,
considerando R um anel comutativo com unidade e definindo S, (X, f, R) C
Sn(X, R) como Sy(X, f,R) = {a € S,(X,R); fi(a) = a}, temos, entao,
0s sequintes teoremas, cujas demonstracoes sao iguais as apresentadas nos

teoremas 2.1.1 e 2.1.2.
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Teorema 2.1.3 S, (X, f, R) € um submddulo do R-mddulo S,(X, R).
Teorema 2.1.4 0(S,(X, f,R)) C S,—1(X, f, R).

Desta forma, temos um novo complexo de cadeias de R-moddulos

s Sen (XL R) 22 SX L R) 2 S, (X f.R) —

A homologia deste complexo serd denotada por H, (X, f, R) e o n-ésimo médulo

de homologia de (X,f) é entdao H,(X, f, R) = gz(é];g, onde
Zn(X, f,R) ={a € Su(X, f,R); On(a) =0} e

Bn(X7 f7 R) = {Oé € Sn(X7 f7 R)a o = an+l(ﬁ)7para’ algumﬁ S Sn+1(X7 f7 R)}

Definigao 2.1.3 Consideremos pares (X,f) e (Y,g), como acima menciona-
dos. Uma aplica¢ao continua h: (X, f) — (Y,g) é chamada “permissivel” se

satisfizer ho f = goh.

Teorema 2.1.5 Se h: (X, f) — (Y, g) é permissivel, entio o homomorfismo

induzido hy : S,(X, R) — S,(Y, R) € tal que hy(S,(X, f,R)) C S,(Y, g, R).

Demonstracao: Dado a € S, (X, f, R), temos que hy(a) € S, (Y, R) e, além

disso,

gs(hy(a)) = (gg 0 hy)(a) = (g o h)y(a) = (ho f)y(a) = hy(fi(a)) = hy(a),

ou seja, hy(a) € S,(Y, g, R). Portanto, hy(S,(X, f, R)) C Su(Y. g, R).
|

Em particular, se h é permissivel, temos o homomorfismo induzido

he: Hy(X, f,R) — H,(Y, g, R).
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2.2 O operador ¢

Definigao 2.2.1 Dado o Zy-espago (X,T), definimos o operador
0 Su(X,Zy) = Su(X,Zy) por §=TIdy+ 1T, + 117 + ... + 117"

Sendo cada T} : Sn(X,Z,) — Su(X,Zp),r = 0,1, ,p— 1, uma
aplicacao de cadeias, segue entao da observagao 1.3.1 que o operador 6 é uma

aplicagao de cadeias, por ser uma combinacao linear de aplicacoes de cadeias.

Observacao 2.2.1 A fim de simplificar a notacao, salvo quando houver perigo
de confusao com elementos do anel Z, omitiremos a barra dos elementos do
anel Z,. Sendo assim, o operador 0 serd definido entao simplesmente por

0=1Idg+Ty+ T+ + 177"

O resultado a seguir serd crucial para a construgao do Z,-homo-
morfismo indice. Ele simplesmente diz que as (T,n)-cadeias constituem exata-

mente a imagem do operador 6 acima.
Teorema 2.2.1 Imagem(d) = S, (X, T).
Demonstracao: Sendo ¢ € 5,,(X,Z,) uma n-cadeia, entao

T,(0(c)) = Tylc+Tylc) + TP (c) + .. + TP () + TF ()
= Ty(c) + T7(c) + ... + Tﬁpfl(c) + T} (c)
= Ty(0) + T7(c) + .. + TP () + Idy(c)
= 0(c),
ja que T} tem grau p. Assim, mostramos que 6(c) pertence a S,(X,T) e,
portanto, Imagem(0) C S, (X, T).
Reciprocamente, seja a € S, (X, T), isto é, a € S,(X,Z,) tal que

Ty(a) = a. Escreva a = ri¢1 +rago + ... + 100y, 15 € Z, e ¢; € Cp(X).
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Lembremos que a n-cadeia a pode ser considerada como a fungao a : C,(X) —
Zyp, definida por a(¢;) =r;, j=1,2,..,t e alp)=0, se ¢ F# ;.

Seja A = {¢1, 2, ..., }. Entdo A pode ser considerado como
um subconjunto de S,(X,Z,) e, desta forma, tomaremos a restricao de T} :
Sn(X,Zy) — Sp(X,Z,y) a A, ou seja, consideraremos T} : A — S5,(X, Z,).

Afirmamos que T;(A) C A. Para isso, devemos mostrar que para
cada 1 < i <t existe 1 < j <t tal que Ty(¢;) = ¢;. Com efeito, Ty(a) =

implica que
(T o¢1) +ro(Toa) + ... + (T ody) =111 + roge + ... + 14y
Em outras palavras, a funcao Ty(«a) : C,(X) — Z, dada por
Ty(a)(Togi) =mri, 1=1,2,...,t e Ty(a)(¢) =0, para todo ¢ # T o ¢,

é igual a funcdo a : C,(X) — Z, considerada logo acima. Segue que, para
1 <i<t a(To@p;) =r; # 0. Entretanto, os tnicos elementos de C,,(X)
que sao levados por a em elementos nao nulos de Z, sao os elementos de A e,
portanto, T'o ¢; € A, isto ¢, T o ¢; = ¢;, para algum 1 < 7 < ¢. Em outras
palavras, dado qualquer i, 1 <+¢ <, existe j, 1 < j <, tal que T'o ¢; = ¢,
ou seja, Ty(¢;) = ¢;. Desta maneira, podemos concluir que T3(A) C A.

Observe adicionalmente que o j acima ¢ diferente de i, pois se T o
¢; = ¢;, para cada z € A, teriamos que T'(¢;(x)) = ¢;(x) e, portanto, a 6rbita
de ¢;(z) correspondente a acao de Z, em X s6 teria um ponto, contrariando o
fato de que tal acao ¢ livre.

Mostramos entao que 7; : A — A ¢ uma funcao sem pontos fixos.
Mais ainda, (7})? = (1P); = Id; e, desta forma, segue da observacao 1.2.2 que
T} define uma acao de Z, em A. Afirmamos que esta agao ¢ livre, ou seja, dado

qualquer ¢; € Ae0 <I[,j5 <p—1,coml # j, teremos Tﬁl(@) +# Tﬁj(qbz) De fato,
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se (Ty)!(61) = (T3)7(6y), entio (TVy(65) = (T9)s(@1), ou seja, T o ¢ = TV o 6
Tomando um ponto z € A, isso significa que T'(¢;(z)) = T7(¢;(2)). Como
0<1I0,7<p—1 e [+ j, concluimos que a 6rbita de ¢;(z) em X segundo
T : X — X possui menos que p pontos, contrariando o fato de que a acao
gerada por T ¢ livre. Desta forma, T} define uma agao livre de Z, em A.
Denotemos por 7,7z, ...,V as érbitas desta acao. Afirmamos que
se ¢; e ¢; pertencem a mesma orbita vy,, entao os correspondentes coe-
ficientes r;,r; sao iguais; em outras palavras, todos os simplexos de uma
mesma Orbita possuem o mesmo coeficiente. De fato, Tj(«) = « implica
que Tuj(a) = «, para todo 1 < 7 < p — 1. Consideremos entao a orbita
Vu = {@,Tﬁ(@),TﬁQ(@),...,Tﬁp_l(@-)}. Para 1 < j <p-—1, Tﬂj(a) = « signi-
fica que as funcoes Tﬁj(a),a : Co(X) — Z, séo iguais. Em particular, para

qualquer j, 1 < j < p—1, vale que

T () = TI(a)(T{(¢))
= [TY (1) + o] (¢2) + - + 1T (0) + oo + T ()T (1))

= Ty

uma vez que Tﬁj (01), Tﬁj (2),- -+ ,Tﬂj (¢¢) é uma colecao de elementos distintos
de Co(X) (de fato, se T (é,) = TH(6,), entdio TV (T (6,)) = TV (T (65)), o

que acarreta TP o ¢, = TP o ¢5 € ¢, = ¢5). Como a(¢;) = r;, segue que

a{ i, Te(¢:), T7 (¢5), -, Tﬁpil((ﬁi)} =Ti,

como queriamos.
Escolhamos entao, aleatoriamente, um elemento de cada o6rbita,
digamos ¢;, € Y1, @i, € V2, ..., @, € V. Redenotemos r;, = vy, 1, = va,..., 75, =

l

voe ¢y = [, ¢, = Ho,...,0;, = . Pelas consideracoes acima, o pode ser
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reescrito como
a = vy (soma dos elementos da 6rbita de v;)+vs(soma dos elementos da dérbita
de vo) + - - - + vy (soma dos elementos da érbita de ;)

= v( + Ty(p) + o+ T (1) + oo + Ty(pz) + o+ T (1))
oo+ Ty() + -+ T ()

= oy + i Ty(p) + oo 0 TP () 4 vapiz + 03T3 () + o A 02 TF T (p12)
oo o + 0Ty () + .o+ vlTﬁp_l(,ul)

= vy + vopig + ... oy + o1 Ty(pn) + 02Ty (pe) + oo + 0Ly () + ... +
TP () + 0oTP ™ () + -+ 0 TE ()

= vy + ...+ 4 Ti(vip + o+ o) + .+ Tﬁp_l(vlpq + ... o)

= O(vipn + vopie + ... + Vi),

0 que prova o resultado.

Observacao 2.2.2 Na prova do teorema anterior, o elemento d = vy +
Vot + ...+ vy € Sp(X, Zy) tal que 6(d) = a foi obtido escolhendo-se aleatoria-
mente p; € v; e dotando-se o mesmo com o coeficiente comum correspondente
a orbita ;. Portanto, tal d nao € tinico, sendo que as outras possibilidades
para d sao obtidas substituindo-se cada p1; por um outro elemento qualquer
de v;, ou seja, p; por Tﬁkj (1j),0 < k; < p—1. Em outras palavras, vipy +
Vgfly + ... + vy pode ser substituido por 111Tﬁk1 (1) + ngqu(,uQ) + ... +vlTﬁkl (),
onde 0 < ki, ko, ..., k; < p— 1. Desta forma, existem p' possibilidades para
elementos d € S,(X,Z,) tal que 6(d) = o. Em linguagem de funcoes, temos

que a imagem inversa de a por 0 é um subconjunto de S,(X,Z,) consistindo
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de p' elementos. Mais precisamente,

0 () = {1 T (1) + 02 Tf2 (o) + -+ 0T (), 0 < keyskay ok < p— 13,

2.3 O Z,-homomorfismo indice
Nesta se¢ao construiremos o Z,-homomorfismo graduado

J, H(X,T) - Z,, r>0,

x,7)

o qual denotaremos simplesmente por J, : H.(X,T) — Z,, anunciado na
introducao do capitulo, o qual chamaremos de “Z,-homomorfismo indice”.
Como dito na introdugao, a razao deste nome serda o fato de que tal ho-
momorfismo é invariante sob o efeito de homomorfismos induzidos por apli-
cagOes equivariantes. Em outras palavras, se (X,T) e (Y,S) s@o Z,-espagos e
f:(X,T) — (Y,S) é uma aplicagao equivariante, entao teremos que a induzi-
da em homologia equivariante f. : H,.(X,T) — H,(Y,S) satisfard J,.(f.(§)) =
Jr (&), com &€ H(X,T).

A estratégia para a construgao do Z,-homomorfismo indice J, seguira
dois principios:
1) A construgao do Z,-homomorfismo J, serd feita por inducao sobre r.
2) J, seré construido inicialmente a nivel de (Tr)-ciclos, ou seja, J, : Z,(X,T) —

Z,; a seguir, mostrar-se-a que J,.(B,(X,T)) = {0}, o que implicara que J, de-

ZT(X7T) Z

termine um homomorfismo J, : 3 X7
™ b

D-

Observemos ainda que J, sera construido explicitamente apenas
no nivel 0, ou seja, construiremos explicitamente somente o homomorfismo
Jo 1 Zo(X,T) — Z, satisfazendo Jo(By(X,T)) = {0}. Nos demais niveis,

serd construido recursivamente. Isso significa que, na pratica, para calcular

explicitamente J,.(§), com & € Z,.(X,T), serda necessario algum processo de
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“rebaixamento” de dimensao até a dimensao zero, onde a computacao é ex-
plicita.

Construiremos, a seguir, o homomorfismo Jy : Hyo(X,T) — Z,.
Seja ¢ € Zy(X,T) = So(X,T). Pelo Teorema 2.2.1, ¢ = 6(d), sendo d =
aydy + agdy + ... + asds, com a; € Z, e d; € X, para i=1,2...,s. Definimos

S

Jo: Zo(X,T) — Z, por Jo(c) = Zai.

=1

Observemos que:
i) Jo estd bem definido ja que se ¢ = 6(d) = 6(d’), entdo existem inteiros
0 < j1,42, .., Js < p—1tais que d’ = alTﬁjl(dl) —l—agTﬁjQ(dg) + .. —i—asTﬁjs(ds), ou
seja, os coeficientes que comparecem em d’ sao os mesmos de d e, portanto,
Jo(c) nao depende da forma de se expressar ¢ como ¢ = 0(d).
ii) Jy é um Z,-homomorfismo pois se ¢y, ¢y sdo elementos de Zy(X,T) tais
que ¢; = 0(dy) e ¢ = 0(dy), com dy = 37 a;x; e dy = >._, by, onde

a;, b € Z, e w;,y; € X, entao
Cc1+co = G(dl) + e(dg) = 9(d1 + dz),

sendo dy +dy = >0, a;x; + Zizl b;y; e, portanto,

s l
Jo(Cl + CQ) = Z a; + Z bl = Jo(Cl) + J0<C2).
=1 =1

Além disso, se k € Z,, entao k¢, = kO(dy) = 0(kdy), sendo kdy = k(3 .;_, aix;) =

Zj:l (k?az‘)l‘i e, portanto,

S S

To(ker) =Y (ka;) = k() a;) = kJo(cn).

i=1 i=1
iii) Para finalizar, Jo(Bo(X,T)) = {0}, pois dado ¢ € By(X,T), existe entao
d € S1(X,T) tal que 0(d) = c¢. Pelo Teorema 2.2.1, podemos escrever d =
6(e), com e € Si1(X,Z,). Assim, ¢ = 9(d) = 9(A(e)) = 0(I(e)) e, deste modo,
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Jo(c) sera a soma dos coeficientes de d(e). Escrevendo e = aje;1+azea+...4-ases,
onde cada a; € Z, e cada e; : [0,1] — X é um caminho continuo em X, segue

entao que
(91(6) == 81(a161 + aseo + ... + CLSGS) == alal(el) + CL281<€2) + ...+ asal(es) ==

aj(e1(1) —e1(0)) + az(ea(l) — e2(0)) + ... + as(es(1) — es(0))

e, portanto, pela definigao, teremos Jo(c) = a3 —a; +as —as+...+as—as = 0,
como queriamos.

Portanto, por i), ii) e iii) concluimos a construcao do Z,-homomorfis-
mo indice Jy : Hy(X,T) — Z, no nivel 0.

Para a construgao recursiva de J,., r > 0, necessitaremos introduzir
dois novos operadores auxiliares em S, (X, Z,), os quais denotaremos por ¢ e v.

Especificamente, os operadores ¢, v : S,(X,Z,) — S,(X,Z,) serao dados por
=T, + 207 + 3T} + ...+ (p— V)TV ev=1Idy—T,.

(lembremos novamente que, pela observagao 1.3.1, tais Z,-homomorfismos sao
aplicacoes de cadeias, por serem combinagoes lineares de aplicagoes de cadeias).

Observe que

voy = (Idy—Ty) o (Ty+ 217 + 3T+ + (p— DT
= T+ 207+ 317 + -+ (p— VI =T — 217 - 3T} — ... —
—(p=2)T7 = (p— DT}
= Id+ T+ 2-DI7+B =21+ +((p—1)— (p—2))17"
= Idy+ T+ 17 +---+ 17"

= 9’

onde acima foi usado o fato de que —(p — 1)T} = Id;.
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De modo analogo, 1) o v = 6.

Voltemos, entao, a tarefa recursiva de construir .J, para r > 0.
Suponhamos indutivamente que, para r-1, foi construido o Z,-homomorfismo
Jo—1 1 Zpy (X, T) — Z, satisfazendo J,_1(B,—1(X,T)) = {0}. Consideremos
entdo ¢ € Z,(X,T), com ¢ = 6(u), u e S.(X,Z,). Podemos entao considerar
o elemento ¢(9(u)) € S,-1(X, Z,).

Nossos proximos objetivos serao:

1) Mostrar que ¥(9(u)) € Z,_1(X,T). Note que, uma vez provado isso, fard
sentido, pela hipdtese de indugao, calcular J,_1(¥(9(u))) e, desta forma, pode-
remos entao definir J,(c) = J._1(¢(9(u))).

2) Mostrar que J, assim definido ndo depende da maneira de se expressar ¢
como O(u), ou seja, se ¢ = B(u) = O(v'), entdao J,_1((0(u))) = J.—1((O(u))).
Uma vez provado isso, teremos a funcao J, : Z.(X,T) — Z, definida por
Jy(¢) = Jr—1(1(0(u))), sendo ¢ = O(u).

3) Mostrar que J, : Z.(X,T) — Z, é um Z,-homomorfismo satisfazendo
J-(B(X,T)) = {0}. Uma vez provado isso, J, definird um homomorfismo

J, s 20— g (X, T) — Z, dado por J,(c + B.(X,T)) = J.([d]) = J.(c) =

B?" (XvT)

Jr—1(¥(0(u))), sendo ¢ = O(u), e o trabalho de definir J, recursivamente estara
concluido.
Estes fatos serao abordados em nosso trabalho em forma de proposi-

coes.

Proposigao 2.3.1 4(0(u)) € Z,_1(X,T).

Demonstracao: Observe que, sendo ¢ uma aplicacao de cadeias, temos que

(W(0(u)) = ¥(8(0(u))) = $(0) = 0 e, portanto, Y(I(u)) € Zr-1(X,Zp).
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Temos ainda que

L0OW)) = (T; = Idy + 1dy) (4 (9(u)))
= (Id; =v)(¥(0(w)))
= 1dy(¢(0(w))) = v(4(9(u)))
= P(0(w) = (v o y))(9(u))

uma vez que ¢ € Z,.(X,T). Sendo entao Ty(¢)(0(u))) = ¥(9(u)), podemos
concluir que ¥(9(u)) € Z,_1(X,T).

|

Conforme dito anteriormente, a proposicao acima juntamente com

a hipdtese de indugdo acarretam que J,_;(¢(9(u))) faz sentido. Temos, a

seguir, a

Proposigao 2.3.2 A regra J, : Z,(X,T) — Z, dada por J.(c) = J._1(¥(0(u))),

onde ¢ = 0(u), independe da maneira de se expressar ¢ como 6(u).

Demonstracao: Consideremos ¢ € Z,.(X,T') e suponhamos ¢ = 0(u) = 0(u’),
com u,u € S,(X,Z,). Provaremos que J,_1(¢(0(u))) = J.—1(¢(0())).
Escrevendo u = a1¢1 + asp + ... + as¢s, com a; € Z, € ¢; €
C.(X), pela observacao 2.2.2; existem 0 < vy, vg,...,vs < p — 1, 08 quais apds
reordenacao e reindexacao dos ¢;’s podem ser supostos satisfazer 0 < v; <
vy < ... <w, < p-—1, tal que v/ = alTﬁvl(ngl) + GQTJ}Q(¢2) + ...+ aSTﬁ”S((bS).

E claro que (v1,v9, ..., v5) # (0,0,...,0), sendo ndo ha o que provar. Seja X o
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primeiro indice tal que v, > 0 e considere A; = a1¢1 + asps + ... + Ay 1051
(parte comum entre u e u’). Observe que se x=1, entao A=0.
Vamos, a seguir, construir uma sequéncia finita uy,us, -+ ,u, de
elementos de S,(X,Z,) tal que cada u; dessa sequéncia satisfaca ¢ = 0(v;), e
/

tal que uy =u e u, =u'.

Coloquemos
Ug = Al + axTﬁ(¢z) + aas—i—tht(gbx-i-l) + ...+ as—lTﬁ(¢s—1) + asTﬁ(gbs)»

Uz = Al + amTﬁ2(¢x> + ax—i—lTﬁQ(Cbx-i-l) +..t as—lTﬁz(Qbs—l) + asTﬁQ(qu)

e, em geral, para 1 <7 < v, escrevemos
S
i
Uip1 = Ay + g a; Ty (¢5),
j=z
e com isso ja definimos uy = wu, ug, us, ..., Uy, +1, de tal sorte que para 1 <[ < v,
se u; = Ay + B, entdo w4 = Ay + Ty(B).
Vamos prosseguir com o mesmo raciocinio. A idéia é atingir, via
esse procedimento, a poténcia maxima v,. Seja, entao, y o primeiro indice tal

que vy > v, se existir. Se nao existir, paramos. Seja agora

y—1

Ag = Al —+ Z CLjTﬁvx (QZ%)

j=z

Pomos v, +1 = k e definamos, para 1 <i < v, — v,
S
Upri = As + Z ajTﬁUxH(@bj)‘

J=y
Com isto, definimos um novo trecho da sequéncia desejada, varrendo os indices
Uy + 2,0, + 3, ...,vy,v, + 1. Neste trecho, novamente é valido fato similar
ao trecho anterior, ou seja, se 1 < [ < v, — v, ¢ tal que w; pertence ao

trecho em questao e se w;, = Ay + B, entdo w1 = Ay + T4(B). Se v, = v,

paramos. Caso contrario, seja z o primeiro indice tal que v, > v,. Usando o
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procedimento anterior, construimos o terceiro trecho da sequéncia, varrendo
os indices v, +2,v, + 3, ..., v, v, + 1, de tal maneira que se u;, = Az + B, entao
uiy1 = Az + Ty(B), onde vy < i < v,.

Como os dados sao finitos, no momento em que o tltimo trecho da
sequéncia for construido, o ultimo elemento deste tltimo trecho serd u’. Em
outras palavras, construimos uma sequéncia uy, Ug, ..., Uy,+1 em Sp.(X,Z,),
com u; =u e U, = u, satisfazendo:

i) Para cada 1 <i<ws+1, ¢=0(u);
ii) Para cada 1 < ¢ < vy, existem r-cadeias A;, B; € S,.(X,Z,), com A; podendo
eventualmente ser zero, tal que w; = A, + B; e w41 = A, + Ti(B;).

Segue que, para provar a propriedade, é suficiente mostrar o seguinte:
se c € Z,(X,T) é tal que ¢ = 0(A+ B) = 0(A+ Ty(B)), entao
Jr1(Y(O(A+ B))) = J_1(W(0(A+Ty(B)))), onde A, B € S.(X,Z,). Temos

que
Jro1(P(0(A+B))) = Jr—1 (Y (O(A+Ty(B)))) = Jr—1(V(0(A+B)) =¥ (9(A+T4(B)))

uma vez que J,—1 : Z,_1(X,T) — Z, ¢, pela hipétese de indugdo, um Z,-
homomorfismo. Como ¢ e 9 sao também homomorfismos, o ultimo termo é

igual a

Sr1($(0(B = Ty(B)))) = Jra($(0(v(B)))) = Jra((v(9(B)))) =

Jr-1(0(0(B))) = Jr-1(9(0(B))).

Como B € S,(X,Z,), entao 6(B) € S,(X,T) e, deste modo, 9(8(B)) €
B,_1(X,T). Como, por hipétese de inducao, J,_1(B,—1(X,T)) = {0}, segue-se

entao que J,_1(0(0(B))) = {0}, donde concluimos que

Jr—1($(0(A + B))) — Jroa (¥(9(A + Ty(B)))) =0,
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como queriamos.
|
Esse resultado significa que J, : Z,(X,T) — Z, definido por J,.(c) =
Jr—1(¥(0(u))), onde ¢ = (u) é de fato uma fungao bem definida. Temos agora

a

Proposigao 2.3.3 A aplicagio J, : Z.(X,T) — Z, € um Z,-homomorfismo.

Demonstracao: Sejam c¢j,¢o € Z,(X,T) e a € Z,. Tomemos dy,dy €
Sr(X,Z,) tais que ¢; = 0(d;) e ¢y = 0(dy), respectivamente. Como # é um
Zy-homomorfismo, entdo ¢; + co = 0(dy) + 6(dz) = 6(dy + da) e, portanto,
Jr(c1 + c2) = Jo—1(¥(0(dy + dg))). Sendo, por hipétese de indugao, J,—; um
Z,-homomorfismo, e como ¢ e 0 sao também Z,-homomorfismos, temos entao

que

Jr(c1+ea) = Ja(¥(0(dy + dy)))
= Jo1(¥(0(dh))) + Jr1(¥(0(d2)))

= JT(Cl) + JT(CQ).

Além disso, ac; = af(dy) = 0(ad;) e, pelos mesmos motivos apre-

sentados acima, temos que

Jr(acr) = Jra(P(0(adh))) = atr1($(9(dh))) = atr(c1)

e, assim, podemos concluir que J, : Z,(X,T) — Z, é um Z,-homomorfismo.

Proposigao 2.3.4 O Z,-homomorfismo J, : Z,(X,T) — Z, satisfaz

Jo(Br(X,T)) = {0}.
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Demonstracao: Seja ¢ € B, (X,T). Logo, existe b € S,11(X,T) tal que
d(b) = ¢. No entanto, sendo b € S,41(X,T), existe d € S,+1(X,Z,) tal que

0(d) = b. Assim, sendo # uma aplicacao de cadeias, segue que

e, portanto,
Jr(€) = 1 ((0(9(d)))) = Jr-1(0) = 0,

uma vez que J,_; é um Z,-homomorfismo.

Observagao 2.3.1 Temos entdao que J, : Z,(X,T) — Z, dada por J,(c) =
Jr—1(¥(0(d))), onde ¢ = 0(d), é um Zy-homomorfismo bem definido e, adi-
cionalmente, J,(B,(X,T)) = {0}. Desta forma, J, induz um Z,-homomorfismo

Jy: 250 — H,(X,T) = Z, definido por J,((c]) = J;(c), o qual denominare-

mos Z,-homomorfismo indice (graduado).

2.4 Invariancia do Z,-homomorfismo indice por
induzidas de aplicacoes equivariantes

Veremos, nesta secao, a razao pela qual o homomorfismo recém
construido

J. H (X, T) - Z,

é chamado um “homomorfismo indice”. Na literatura, o termo “indice” tem
muitos significados; na teoria de ac¢oes é, em geral, associado a invariantes que
se acoplam as agoes de tal maneira a serem preservados, em algum sentido, sob
o efeito de aplicacoes equivariantes. Nessa direcao, no nosso caso em particular,

temos a seguinte



40

Proposigao 2.4.1 Sejam (X,T) e (Y,S) Z,-espagos e f : (X,T) — (¥,5)
uma aplica¢ao Z,-equivariante. Entao, a induzida em homologia equivariante

fe: HA(X,T) — H.(Y,S) satisfaz J.(f.(|c])) = J-([¢]).

Demonstracgao: A prova serd feita por indugao sobre r.

Por definigao, temos que J,(f.([c])) = J-([fs(c)]) = J(fy(c)), en-
quanto que J,([¢]) = J.(c). Deste modo, nossa tarefa se resume a mostrar o re-
sultado ao nivel de (T ,r)-ciclos, ou seja, para qualquer ¢ € Z,(X,T), J,(fy(c)) =
Jr(¢). Notemos inicialmente que, por ser f equivariante (ou seja, foT = So f),
entao foT" = So f, para todo 1 < i < p—1. Pela definicao de 6 e 1), decorre
entao que fy0 = 0f; e fy) = 9 fy, observando aqui que estamos usando a mes-
ma letra 0 ou 1) para designar operadores que, em principio, sao diferentes
por estarem associados a agoes distintas, no caso (X,T) e (Y,S). Provaremos
tais fatos logo ao término da demonstracao.

Seja ¢ € Zo(X,T). Pelo Teorema 2.2.1, temos que ¢ = 6(d), com
d € So(X,Z,). Escrevendo d = a1py + asps + ... + asps, com a; € Z, e p; € X,

para i=1,2....,s, resulta da defini¢ao que Jy(c) = >_._, a;, enquanto que

Jo(fs(e)) = Jo(f:(0(d)))
= Jo(0(f:(d)))
= Jow(fﬁ(Za@-pi)))

s

= L0 aifi(p:)

i=1

Logo, Jo(fi(c)) = Jo(c).
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Suponhamos , indutivamente, que para todo inteiro k menor ou
igual a 1-1 seja valido que Ji(fy(c)) = Ji(c). Seja entdo ¢ € Z,(X,T) e

suponha ¢ = 6(d), com d € S,(X,Z,). Entao,

r(foe)) = S (fy(0(d))) = J(0(f:(d))) = Jr-1(¢(0(f4(d))))-

Como f; ¢ uma aplicagdo de cadeias, temos que J,_1 (¢(9(fy(d)))) =
Jr—1(f3(1(0(d)))). Assim, como ¥(9(d)) € Z,_1(X,T), segue da hipStese de
inducdo que J,_1(fy(¢(9(d)))) = J-—1(x(9(d))) que é, por defini¢do, J,(c), o
que conclui nossa demonstragao.
|
Conforme anunciado durante a demonstracao da proposicao ante-

rior, provaremos, a seguir, o

Lema 2.4.1 Sejam (X,T), (Y,S) Zy-espagos e f: (X, T) — (Y,S) uma apli-
cagdo Zy-equivariante. Entao os sequintes diagramas sao comutativos:

S.(X,T) % 8.(v,9)

10,9 10,9
S(X,T) T S.(v,8)

Demonstragao: Temos

fio0 = fi((Idx)s+ T+ T2+ ...+ 177
= fi+ fT+ KT+ .+ [T
= fit (oDt (foT™)+. .+ (foTr ),
= (Idy)pfe +(Sof)e+ (5% fly+...+ (S o f)y
= (Idy)gfy+ Sofy + Sife+ o+ Sy
= ((Idy)s+ S+ S+ ...+ 5o fy

= QOfﬁ



Analogamente,

Jiop =

foo (Ty+2T7 +3T¢ + ...+ (p— DIF™)

BT+ 2T + 3fT¢ + ...+ (p — D AT
(foT)i+2(foT")y+3(foT?);+ ..+ (p—1)(foT7);
(Sof)i+2(8%0 f)e+3(5%0 fly+ ..+ (0= 1)(S" "o f)y
Sefs + 250 fs +3S5fe+ .+ (p—1)STfy
(Si+2S7+3S8+ ..+ (p—1)ST" o f:

Yo fi.
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Capitulo 3

Aplicagoes do Zj-homomorfismo

indice

Este capitulo é dedicado a algumas aplicacoes do Z,-homomorfismo indice.
Logo em sua primeira secao mostraremos, mediante algumas condigoes ho-
moldgicas impostas a um Z,-espaco (X,T), que o Z,-indice é uma ferramenta
adequada para detectar classes de homologia nao nulas em H,(X,T) (simples-
mente mostrando que tais classes possuem Z,-indice ndo nulo). Em segui-
da, mostraremos que, sob certas condigoes topoldgicas sobre X, a homologia
equivariante do Z,-espago (X,T) é Z,-isomorfa a homologia singular com coe-
ficientes em Z, do espago de drbitas %, fato este muito importante ja que
a homologia singular é computével (junto com o fato acima mencionado, is-
to detectard classes de Z,-homologia singular nao nulas no espaco de 6rbitas
)

=). De posse destas informagoes, estaremos entao em condigoes de demons-
trar, mediante algumas condigoes topoldgicas e homolégicas sobre os espagos
envolvidos, um Teorema tipo Borsuk-Ulam concernente a existéncia de apli-

cacoes equivariantes conectando os Zy,-espagos adjacentes. Finalizaremos o

capitulo com dois outros teoremas tipo Borsuk-Ulam.
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3.1 Classes de homologia equivariantes com
indice nao-nulo

O objetivo desta secao é mostrar que, para certos valores de p e para
Zy-espagcos (X, T), com X conexo por caminhos e satisfazendo certas condigoes
homoldgicas, existem classes & € H.(X,T) com J.(§) # 0. Antes, porém,
provaremos alguns resultados algébricos que nos serao uteis para a obtencao

destas classes nao nulas.

Lema 3.1.1 Dado o Zy,-espago (X,T), consideremos a aplica¢io de cadeias
0 : S.(X,Z,) — S.(X,Z,) do capitulo anterior. Entdo, vale que Tﬁj of =

HOTﬁj:H, para todo 0 < 5 <p—1.

Demonstragao: Como 7} o T} =Ty o T, para todo 0 <r,s < p—1, é claro
que Tﬁj ol = QOTﬁj, para todo 0 < j < p—1. Provemos entao que GoTﬂj =0e,
para isso, é suficiente mostrar para j=1 pois, uma vez provado isso, teremos,
para cada 0 < j7 <p—1, que

0oT] =(OoT)T/ " =00T/ " =(0oT)T{ > =00T/>=--- =0T, =0.

Agora,

0oTy = (Id+T+T7+..+ T ") oT
= T+ T+ TP+ ..+ TP+ 17
= T,+T)+ ..+ T +1dy

= 0.

Lema 3.1.2 Os operadores 0,v : S,.(X,Z,) — S,(X,Z,) definidos no capitulo

anterior satisfazem 6Oov=vof=0 e ol =0.
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Demonstragao: E facil observar que for = vof. Utilizando o lema anterior,

obtemos
Qou:Q(Idﬁ—Tﬁ):6—0Tﬁ:6—6:0
e
pll p—1 ' p—1
0o =00 _T/)=> 0(T)=> 06=pi=0,
§=0 =0 §=0

j& que estamos trabalhando com coeficientes no anel Z,.

Lema 3.1.3 Os operadores 0,1 : S.(X,Z,) — S.(X,Z,) definidos no capitulo

anterior satisfazem o6 = o) = p p-(p=1) .0, observando que, como p ou p-1 €

p-(p—1)
2

par, entao ¢ um numero inteiro modulo p.

Demonstragao: Como Ty o Tj = T7 o Ty, para todo 0 < r,s < p — 1, entao

1 of =6o1. Utilizando o lema 3.1.1, obtemos que

p—1 ) p—1 ) p—1 p—! . —1
pop =003 i1 =Y o) =3 o= (g0 ="L 1
j=1 J=1 =1 =1

Corolario 3.1.1 No lema acima, se p € impar, 6 o = 0, enquanto que se p

¢ par, 0 ovp =15.0.

Demonstragao: Se p é impar, entao p-1 é par e, portanto, p;l ¢ um nimero
inteiro. Logo, p(p Y = p mod(p) e, deste modo, ot = p 2= g = (. Por

outro lado, se p é par,

ple=l) p_» _p_p_P_ Py
2 2 2 2 2 2 2
e, como p ¢ par, (5 — 1) é um ntimero inteiro; segue que p(p2 D = £ mod(p).

Assim, 0 o 1) = &&= 1)9:§9.
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Lema 3.1.4 Seja p par e escreva p=2q. Entao:
i) Se q € impar, ¢* = q mod (p).

ii) Se q € par, ¢* =0 mod (p).

Demonstragao: i) Sendo q um nimero impar, temos que

¢ —q=q(g—1)= QQ-(%) = p.(%)

e como (q;—l) é um nimero inteiro (jd que q é impar), segue entao que ¢* = q
mod (p).
ii) Se q é par, digamos q=2x, com x € Z, teremos entao que ¢* = 4z? =
4.x.x = 2.q.x = pr e ,deste modo, concluimos que ¢ = 0 mod (p).

|

O préximo lema é uma construcao que estd em [5] e sera de grande

utilidade em nosso trabalho.

Lema 3.1.5 Seja (X,T) um Z,-espago, sendo X um espago topoldgico conexo
por caminhos. Suponhamos que, para algum natural fizado n > 1, valha que
H{(X.,Z,) =0, para 1<i<mn. Entao, existem cadeias cy,C1,Ca, ..., Cn, Cni1,
com cada c¢; € S;j(X,Z,), satisfazendo:

i) Se j >0 € par, d(cj) = 6(cj_1).

ii) Se j > 0 € impar, 0(c;) = v(cj_1).

Demonstragao: Tome um ponto ¢y € X qualquer, considerando-o como
uma 0O-cadeia em Sy(X,Z,). Como X é conexo por caminhos, existe caminho
c1 : Ay — X conectando Ty(co) a co, e ja consideramos ¢; € Si(X,Z,).

Observe que
di(c1) = 0o(c1) — Oi(e1) = c1(1) — c1(0) = co — Ty(co) = (Idy — T})(co) = v(co)-

Assim, sendo # uma aplicacao de cadeias e utilizando o lema 3.1.2, temos

81(6’(61)) = 9(81(01)) = H(V(Co)) = 0, ou seja, 0(61) S Zl(X,Zp). Como
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Hy(X,Z,) =0, segue que 0(c;) € By1(X,Z,) e, portanto, existe co € S2(X,Z,)
tal que Oa(ce) = 0(cy).

Suponhamos, indutivamente, ja construidas cadeias ¢y, ¢y, ¢, ..., ¢;,
2 < j < n, satisfazendo as condigoes i) e ii) e considere j par. Entao, sendo v

uma aplicacao de cadeias e utilizando o lema 3.1.2, obtemos

A(v(c;)) = v(d(c;)) = v(b(cj-1)) = 0,

ouseja, v(c;) € Z;(X,Z,). Como, para2 < j <n, H;(X,Z,) =0, segue entao
que v(cj) € Bj(X,Z,), ou seja, existe cj11 € Sj41(X,Zy) tal que d(cjy1) =

v(c;). Considerando, abaixo, j fmpar, teremos

9(0(c,)) = 0(0(c;)) = 0(vcy1)) =0,

ou seja, 0(c;) € Z;(X,Z,). Analogamente ao passo anterior, obtemos c¢j €
S;+1(X,Z,) tal que 9(cj41) = 0(c;j). Observe que, sendo j=n o ultimo j tal que

H;(X,Z,) =0, entdo o argumento prossegue até encontrarmos c¢.

Lema 3.1.6 Seja (X,T) um Z,-espago, sendo X um espago topoldgico conexo
por caminhos. Suponhamos que, para algum natural fizado n > 1, valha que
Hi(X,Z,) =0, para 1 <1i < mn. Entao 0(cj) € Z;(X,T), onde ¢j, j =

1,--- ,n+1 sao as cadeias do lema anterior.

Demonstracao: Pelo Teorema 2.2.1, para cada 0 < j < n+ 1, 0(¢;) €
Imagem(9) = S;(X,T). Basta entdo mostrar que 06(c;) = 0, para cada
0<j<n+l.

E claro que O(co) € Zo(X,T). Se j > 0 é par, utilizando os lemas

3.1.2 e 3.1.5 e o fato de 0 ser uma aplicacao de cadeias, obtemos

9(0(c;)) = 0(0(c;)) = 0(0(cj-1)) =0
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e, portanto, 6(c;) € Z;(X,T). Agora, se j > 0 é impar, pelos mesmos motivos

apresentados anteriormente, teremos

9(0(c;)) = 0(0(c;)) = 0(v(cj-1)) =0

e, portanto, também neste caso, 0(c;) € Z;(X,T).

Observagao 3.1.1 O lema acima nos diz que J;(0(c;)) faz sentido, para cada

0<j<n+1, onde J;: Hi(X,T) — Z, € o Zy,-homomorfismo indice.

Mostraremos que para certos valores de p e j, J;(6(c;)) # 0; em

particular, para tais valores, [f(c;)] € H;(X,T) é uma classe nao nula.

Teorema 3.1.1 Seja (X,T) um Z,-espago, sendo X um espago topoldgico

conexo por caminhos. Suponhamos, ainda, p um inteiro qualquer. Entao

J1(9(61)) 7£ 0.

Demonstracgao: Utilizando o lema 3.1.5, obtemos

J1(0(c1)) = Jo((0(c1))) = Jo(¥(v(co))) = Jo(0(co)) = 1,
por definicao, uma vez que ¢y é um ponto de X e ¢y = 1.¢o. i

Observacao 3.1.2 Note que o teorema acima tem como consequéncia o fato
de que, se X é qualquer espaco topologico conexo por caminhos, e se X admite

uma agao livre de Z, gerada por T, entao Hi(X,T) # 0.

Teorema 3.1.2 Seja (X,T) um Z,-espago, sendo X um espago topoldgico
conexo por caminhos. Suponhamos, ainda, p um par qualquer. Se H\(X,Z,) =

0 e Hy(X,Z,) =0, entio J;(0(c;)) # 0, para i=1,2,3.
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Demonstracao: Pelo lema 3.1.5, temos as cadeias ¢y, ¢, ¢y e c3 satisfazendo
as condigoes 14 descritas. Pela prova do teorema anterior, .J;(6(¢;)) = 1. Temos
ainda que Jy(0(c2)) = J1(¢(0(c2))) = J1(¥(0(c1))) e, como p é par, segue do

coroldrio 3.1.1 que ¢ o 6 = £6. Assim,

R@(0(e) = h(E0(e) = En(be) =L #0  mod (p).

Finalizando,

Js(8es)) = B((0(cs) = B (v(e))) = Jo(b(ez)) = 5 # 0 mod(p).

Observacao 3.1.3 Note que o teorema acima mostra que, se X é qualquer
espago topoldgico conexo por caminhos admitindo agao livre de Z,, com p par,
e se H(X,Z,) =0 e HyX,Z,) =0, entio Hi(X,T) # 0, Hy(X,T) #
0 e H3(X,T)#0.

O proximo teorema mostrard que os pares da forma p=2q, com ¢
impar, sao especiais neste contexto de se detectar classes de homologia equi-

variantes nao nulas.

Teorema 3.1.3 Seja (X,T) um Z,-espago, sendo X um espago topoldgico
conexo por caminhos. Suponhamos p=2q, com q impar. Se H;(X,Z,) =
0, para 1 <j <mn (para algum naturaln > 1), entao J;(0(c;)) # 0, para 1 <

j<n+1.

Demonstragao: Pelo lema 3.1.5, temos as cadeias cg, ¢y, ¢, ..., ¢,41 satisfazen-
do as condigoes 14 especificadas. Pelas provas dos Teoremas 3.1.1 e 3.1.2, temos
que J1(0(c1)) =1, 12(0(c2)) = § =q e J5(0(c3)) = § =¢.

Suponhamos, por indugao, ja provado que J;(6(c;)) = ¢, onde 3 <

J < n. Afirmamos que J;+1(0(cj+1)) = ¢.
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Considerando, inicialmente, j impar, teremos

Jiv1(0(cj+1)) = Jj(¥(0(cj1))) = Ji(¥(0(cy))) = Jj(ge(cj)) =qJ;(0(¢)) = ¢*.

Pelo lema 3.1.4, como q é {mpar, ¢> = ¢ mod(2q). Segue entao que J;11(0(cj+1)) =

q.

Considerando, neste momento, j par, teremos

Jir1(0(cj41)) = Ji(¥(9(cj41))) = J;(d(v(cy))) = J;(0(cs)) = q.

Como ¢ # 0 mod 2q=p, o teorema esta provado.

Observacao 3.1.4 Em outras palavras, se X conexo por caminhos admite
acdo livre de Z,, gerada por T, onde p=2q, com q impar, e se H;(X,Z,) =0

para 1 < j <n, entio H;(X,T) # 0, para todo 1 < j <n+ 1.

3.2 O isomorfismo I': 5,(X,T) — S,(%,Z,)

Uma vez mostrado que sob certas condigdes sobre o Z,-espaco (X,T) existem
classes £ € H;(X,T) com J;(§) # 0 (e consequentemente £ # 0), a aplicagao
desse fato requer conhecimentos sobre a homologia equivariante H, (X, T'); mais
precisamente, conhecer para quais Z,-espagos (X,T) terfamos H;(X,T) = 0 ou
alguma coisa sobre a computacao da homologia equivariante. Nessa direcao,
mostraremos que, sob certas condigoes topoldgicas, a homologia equivariante
do Z,-espaco (X,T) é Z,-isomorfa a homologia singular com coeficientes em Z,
do espaco de érbitas % (lembrando que a homologia singular ¢, em algum sen-
tido, computavel). Para tanto, lembremos inicialmente que a homologia equi-
variante H,(X,T) é a homologia associada ao complexo de cadeias S,(X,T),

enquanto que a homologia singular é a homologia associada ao complexo de
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cadeias singular com coeficientes em Z,, S.(X,Z,). Entao, para o objetivo
acima, basta exibir uma aplicagdo de cadeias I' : S.(X,T) — S*(%, Zy), que

seja um isomorfismo em cada nivel. Isto decorre do seguinte

Lema 3.2.1 Sejam C = {C,,0,}, D = {D,,d,} complexos de cadeias de R-
mddulos, onde R € um anel comutativo com unidade. Seja ¢ = {¢,}: C — D
uma aplicagao de cadeias tal que, para cada n, ¢, : C,, — D,, seja um R-

isomorfismo. Entao ¢, : H,(C) — H,(D) ¢é isomorfismo, para todo n.

Demonstragao:

On+1 On

? n+1 ? Cn

l ¢n+1 l (bn l an—l

on

Co1 —
— Dy XD, D, —

Sendo ¢ = {¢,} : C — D uma aplicacdo de cadeias, entao ¢, : H,(C) —
H, (D) é um homomorfismo. Resta-nos mostrar entdo que {¢,} ¢ uma bijecao.

Seja o + B,(C) € H,(C), com a € Z,(C), e suponha que ¢, (a +
B,(C)) = 0. Logo ¢,(a) + B,(D) = B,(D), ou seja, ¢,(a) € B,(D). Deste
modo, existe 3 € D, 11 tal que §,41(8) = ¢p(a). Como ¢, 41 é uma aplicagao
sobrejetora, existe v € C,41 tal que ¢, 1(7) = 3. Entao, sendo ¢ uma apli-
cacdo de cadeias, temos ¢, (0ni1(7)) = Ona1(Pni1(7)) = onr1(B) = on(a).
Sendo ¢, uma aplicagdo injetora, segue entdo que J,.1(y) = «, ou seja,
a € B,(C) e, desta forma, o + B,(C) = 0, donde podemos concluir que
¢, € injetora.

Consideremos agora 3+ B,(D) € H,(D), com 3 € Z,(D). Como
¢, é sobrejetora, existe a € C, tal que ¢,(a) = . Sendo ¢ uma aplicagao
de cadeias, temos ¢,_1(0p()) = d,(Pn()) = 6,(8) = 0, ja que G € Z,(D).
Sendo ¢,_1 uma aplicagao injetora, entao 0,(a) = 0 e, deste modo, segue

que o € Z,(C) e, portanto, « + B,(C) € H,(C). Assim, por defini¢ao,
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¢«(a + B,(C)) = ¢n(a) + Bo(D) = B+ Bn(D), donde concluimos que a
aplicacao ¢, é sobrejetora.
Portanto, ¢, : H,(C) — H,(D) é um isomorfismo, para cada n.
|
Com o resultado acima em maos, passemos a tarefa de construir um
isomorfismo de cadeias entre os complexos de cadeias S,(X,T) e S.(5,%Z,),

conforme antes anunciado.
Definicao 3.2.1 Definamos
X
I': Sn(X7 T) - STL(T’ZP) por F(C) = Wﬁ(d),

onde ¢ =6(d), de S,(X,Z,) em: X — % ¢ a aplicacao quociente, definida

por m(z) = [x] = {T%(x), i=0,1,...,p—1}.

Mostraremos, agora, que a aplicacao I' definida acima satisfaz as
condigoes do Lema 3.2.1. Tais fatos serao mostrados separadamente, através

de proposigoes.
Proposicao 3.2.1 I': S,(X,T) — S,(3,Z,) estd bem definida.

Demonstracao: Em outras palavras, queremos mostrar que I'(¢) ndo depende
da maneira de se expressar ¢ como ¢ = 0(d). Notemos inicialmente que

ToT": X — £,i=0,1,...,p-1 é tal que 7T%(z) = [T%(z)] = [z] = 7(z), para
todo # € X, ou seja, m o T = m, para cada i=0,1,...,p-1. Suponhamos que
c € Sy(X,T) é tal que ¢ = 0(d) = 0(d'), com d,d" € S,(X,Z,). Escrevendo
d = aydy + agds + ... + asds, onde a; € Z, e d; € C,(X), teremos, pela
observacao 2.2.2, que d' = alTﬁjl(dl) + aQTﬁj2 (doy) + ... + aSTujs(ds), para certos

0 < Jj1,J2,,Js < p— 1. Entdo teremos que

S S

my(d') = Wﬁ(z T]’ Z:OLZ 7y( Tjz 5)) =

=1 i=1
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S S

Zal((ﬂoTﬁ Zamﬁ = Ty Zaz ;) = my(d

i=1 i=1

o que mostra o resultado.

Proposicao 3.2.2 A aplicagao T : S,,(X,T) — Sn(%,Zp) definida acima é

um Zy,-homomorfismo.

Demonstracao: Sejam o € Z, e ¢, € S,(X,T), onde c = 0(d) e ¢ =
6(d), com d,d € S,(X,Z,). Entdo ac+ ¢ = ad(d) +0(d') = 0(ad + d') e

portanto,
L(ac+ ) =m(ad+ d) = am(d) + m(d) = al'(c) + T(¢),

donde concluimos que I' é um Z,-homomorfismo.

Proposicao 3.2.3 O Z,-homomorfismo T' : S,(X,T) — S,(F,Z,) é uma

aplicacao de cadeias.

Demonstragao: Considere o diagrama

— S(X,T) L S (X, T) —
|T |T
0
- Sn(%>Zp> - nfl(%vzp) -

Seja ¢ € S,(X,T) e suponhamos que ¢ = §(d), com d € S,(X,Z,). Entao,
sendo @ uma aplicagao de cadeias, temos d(c) = 9(0(d)) = 0(0(d)) e, desta
forma, segue da definicao que I'(0(c)) = m(9(d)). Agora, por outro lado,
0(I'(c)) = O(my(d)) = m4(9(d)), ja que my é uma aplicagdo de cadeias. Assim,

['(0(c)) = 9(I'(c)), donde segue que I' é uma aplicagao de cadeias.
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Observacao 3.2.1 Uma vez estabelecido o fato acima, nosso prérimo objetivo
¢ mostrar que, sob certas condicoes topologicas sobre X, I' € uma aplicacao
bijetora em cada nivel. Antes, porém, apresentaremos alguns resultados que

nos serao uteis para a obtengao desta bijecao.

Lema 3.2.2 Seja (X,T) um Z,-espago, onde X é um espago de Hausdorff.
Dado o ponto T = {z,T(z),T*(z),..., TP '(z)} € %, entdo existem abertos
Up, Ui, ..., U,_1 satisfazendo:

1) T'(z) € U;, para todo i=0,1,...,p-1;

2) U;NU; =0 para todo i # j;

3) U; = T'(Uy), para todo i=0,1,...,p-1.

Demonstracao: A demonstracao sera feita por inducao finita. Inicialmente,
construiremos abertos U, e U; satisfazendo as condigoes acima. Sendo X
um espaco de Hausdorff e x # T(z), existem abertos disjuntos U; e V;
contendo os pontos x e T(x), respectivamente. Além disso, a continuidade
de T nos garante que para o aberto V; contendo T(x), existe um aberto U
contendo x de tal forma que T'(U) C Vi. Fazendo U = U; N Us, temos que
T(U) =T(UNUy) C Vi é aberto em X, pois T é um homeomorfismo. Tomando
V=T(U), temos o resultado desejado.

Suponhamos que j& tenhamos construido abertos Uy, Uy, ..., U; sa-
tisfazendo as condigoes (1),(2) e (3) e vamos construir um aberto U4, contendo
T+ (z) e satisfazendo as mesmas condigoes.

Para 0 < [ < j, temos que TVH1={(T!(z)) = T 1 (x). Assim, uti-
lizando o argumento acima para T9F1=L TYx) e T9Tl(x), existem abertos
Vi e W;em X tais que T'(z) € V;, T'*Yz) € W, com ViNW, =
0 e TIT1-YV;) = W,. Sem perda de generalidade, podemos supor ainda que

cada V; esta contido em U, para 1=0,1,...,j, bastando, para isso, considerarmos
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ViNU; (pois, ap6s a intersecc@o, o aberto nao perde as propriedades anteriores).
Seja entdo Ujyy = (Vl_o Wi e redefinamos U; = (T7F-1)"1(Uy4,), para 0 <
I < j. E claro que U; NU; = B, para todo 0 < 4,t < 7, j4 que estes
U; redefinidos estao contidos nos abertos U; considerados na hipdtese de in-
ducao e, além disso, por construcao, U;11 NU; = 0, para todo 0 < ¢ < j.
Em particular, Uy = (T9t)"1(U;;1) e, entdo, TV (Uy) = Ujyq. Assim, se

1 <i<j, (TVH=9~YTitY(Uy)) = (T "1(U;41) e, deste modo,
T'(Uo) = T'(T7) " (Uj1)) = T (Uja) =

T (Uss) = (T ) (Upn) = Uy

e, portanto, U, satisfaz as condicoes desejadas.

Lema 3.2.3 Seja (X,T) um Z,-espago, onde X é um espago de Hausdorff.

X

Entao a aplicagio quociente w: X — %

¢ um recobrimento a p-folhas.

Demonstragao: Seja T € % arbitrario, e considere Uy um aberto de X con-
tendo x tal como construido no lema anterior. Seja Uy = 7(Up) C %. Entéo

T Uy en Y Uy) = UyUT(Up)U...uTP~L(Up) é aberto em X e, portanto, Uy
. X
¢ aberto em .

Afirmamos que 7, : Uy — 7(Up) ¢ um homeomorfismo. Valendo
isso, teremos, para cada 1 <j <p—1, m_, TH(Uy) — w(T7(Uy)) = m(Up)

0
serd um homeomorfismo, uma vez que m . =, o T7. Claramente, Ty €
I (Up) 0 0

continua e sobrejetora. Pela construgao de Uy, se a,b € Uy sao tais que a # b,
como em cada U;, 0 <17 <p—1, existe um, e somente um, elemento de cada

érbita de a, concluimos que b & orb(a). Desta forma, 7(a) # 7(b) e, portanto,

7 ¢é injetora.
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-1

Resta-nos mostrar que m Uy — Uy é continua. Seja V C Uy um

To
aberto de Uy; em particular, V é aberto em X. Pela construcao de Uy, qualquer
aberto de X contido em Uy satisfaz as mesmas propriedades estabelecidas acima

para Uy. Segue que 7 H(m(V)) = VUT(V)UT*(V)U..UTP (V) é aberto

em X e, portanto, (V) é aberto em 2. Como w(V) C Uy e Uy é aberto
em %, segue-se entdo que 7(V) = (7 1)7}(V) é aberto em Up. Deste modo,

log

T, 1 ¢ continua e, desta forma, podemos concluir que m é uma aplicacio de
0

X

recobrimento. Observemos ainda que se [z] € #, entdo a cardinalidade de

7n=([z]) é p e, assim, 7 é um recobrimento a p-folhas.

Lema 3.2.4 Seja (X,T) um Z,-espago, onde X é um espago de Hausdorff.
Sejam Y um espaco conexo e g1, ¢9 : Y — X continuas e tais que mopy = mops.

Entao existe 0 < j < p—1 tal que ¢, = T? o ¢s.

Demonstracao: Escolhendo yg € Y temos, de acordo com a hipétese, que
(70 61)(0) = (7 © 6)(30), ou seja, orb(61(30)) = orb(ea(ye)) e, deste modo,
existe 0 < j < p—1 tal que ¢1(y0) = T? (o).

Consideremos o subconjunto A C Y definidopor A = {y € Y; ¢1(y)
= T7¢y(y)}. Podemos observar que A # ) pois yo € A. Como X é um espago
de Hausdorff, temos que A é um subconjunto fechado de Y.

Afirmamos que A é aberto. De fato, seja y € A. Logo, ¢1(y) =
T7¢y(y). Pela prova do lema anterior, existe aberto V' C X contendo ¢y (y) tal
que T'(V)NTY V) =0, paratodo i #1, 0<il<p-—1le Mgy, ¢ UM ho-
meomorfismo para cada 0 < 7 < p— 1. Temos que T (¢o(y)) = ¢1(y) € TV (V).
Como T7¢, e ¢, sao aplicacoes continuas, existem abertos W, e W, em Y
contendo y e tal que ¢1(Wy) C TV (V) e TI¢y(Wa) C T?(V'). Assim, tomando
W = Wi N W,, temos que y € W, ¢p(W) C TV (V) e Ti¢(W) C THV).
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Afirmamos que W C A. Seja z € W. Entao ¢1(z) € TV(V) e Tigy(z) €
T9(V). Agora, temos que m, : T7(V) — xT7(V)) é um homeomorfismo e
T(TV¢2(2)) = (woT7)(d2(2)) = m¢2(2); também por hipStese, m¢s(z) = w1 (2)
e, deste modo, temos que m(T7¢9(2)) = m¢1(z). Sendo 7 injetora em T7(V),
decorre que T7¢o(2) = ¢1(2) e, portanto, z € A. Logo, W C A, donde
concluimos que A é aberto.

Como Y ¢é conexo, segue que A=Y e, portanto, T7¢y = ¢;.

Como consequéncia temos o

Teorema 3.2.1 Seja (X,T) um Z,-espago, onde X é um espago de Hausdorff.

Entio a aplicacio de cadeias T : S,(X,T) — S,(5,Z,) € injetora.

Demonstragao: Sendo I' um homomorfismo, basta mostrar que, se ¢ &€
Sn(X,T) é ndo nulo, entdo I'(c) é nao nulo. Seja ¢ = §(d), onde d € S, (X, Z,),
digamos d = ri¢y + rada + ... + 1y, com r; € Z, e ¢; € Cp(X). Como
¢ # 0, consequentemente d # 0. Olhando d como a funcao d : C,,(X) — Z,
tal que d(¢;) =r;, 1 <j<t e d(¢) =0 quando ¢ # ¢;, o fato de que
d # 0 significa que t > 1, ¢; # ¢j, se i #j er; #0, i =1,2,...,t. Na
prova do Teorema 2.2.1, obtivemos que 7} determina uma acao livre de Z, na
colecao A formada pelos n-simplexos singulares que compoem a cadeia c, e que
d é obtido através da escolha de um representante de cada orbita da acao em
questao, acompanhado do Z,-coeficiente comum a todos os elementos de uma
mesma orbita. Em outras palavras, isso significa que se ¢ # j, entao ¢; e ¢;

pertencem a Orbitas distintas da acao de T; em A. Agora,

['(c) = my(d) = ri(mo ¢1) + ra(m o ¢2) + ... + 74w 0 Pt

¢ uma n-cadeia em S, (5§, 7Z,) e pode ser vista como a funcao I'(c) : Cn(3) —

Z’Z” onde F(C)(ﬂ-gbj) =T 1<j<t e F(C)(l/}) =0, sey # ﬂ-qﬁj? J=
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1,2,...,t. Notemos que t > 1 e r; # 0, para todo i; adicionalmente, caso
existissem 0 < 7,5 < ¢, com ¢ # j, tal que 7¢; = m¢;, existiria, pelo lema
anterior, 0 < k < p—1com ¢; = T*op; = (T*)y0; = (T3)*®; e, assim, ¢; e ¢;
pertenceriam a mesma orbita de T}, o que é um absurdo. Segue entao que
T o ¢; # mo ¢;, para todo i,j, com i # j. Portanto, I'(c) # 0, concluindo a
nossa demonstracao. 1

O 1ltimo passo para obter o isomorfismo I' : S,,(X,T') — S,(5,Z,)
é mostrar a sobrejetividade de I'. Para tanto, necessitaremos impor duas con-
digoes adicionais sobre X, a saber, conexidade e conexidade local por caminhos;
isso se deve ao fato de que usaremos o Teorema Fundamental do Levantamento.

Para provar que I' é sobrejetora, basta provar que 7 : S, (X, Z,) —
Sn(£,7Z,) é sobrejetora, devido ao seguinte fato: se m; : S, (X, Z,) — Sn(5,Z,)
¢ sobrejetora, entao para todo o € Sn(%,Zp), existe @ € 5,(X,Z,) tal que
m(@) = . Deste modo, tomando o elemento §(@) € S,(X,T), teremos
F@(@) = m(@) = a e, assim, I' : S,(X,T) — Su(3,7Z,) é sobrejetora.
Por outro lado, para provar que m : S,(X,Z,) — Sn(%,Zp) é sobrejetora,
precisamos apenas provar isto nos geradores, ou seja, dado ¢ € C’n(%), basta
mostrar que existe uma cadeia ¢’ € S,(X,Z,) tal que my(¢') = ¢, ou particu-

larmente, ¢’ € C,,(X) tal que my(¢') =m0 ¢’ = ¢.

Teorema 3.2.2 Seja (X,T) um Z,-espago, onde X é um espago de Hausdorff

s

conezo e localmente conexo por caminhos. Entio I : S,(X,T) — Sn()—T(, Zy) €

sobrejetora.

Demonstracao: Seja ¢ : A, — % um n-simplexo singular. Sabemos que

A,, é localmente conexo por caminhos. Por outro lado, sendo 7 : X — % um

recobrimento a p-folhas entao, em particular, 7 é um homeomorfismo local.

Assim, como X é localmente conexo por caminhos, % também o serd. Adi-
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cionalmente, A,, é um espaco contratil e, portanto, ¢.(m(A,)) = ¢.({0}) =
{0} C mu(m(X)). Pelo Teorema Fundamental do Levantamento, temos que
existe uma aplicacao ¢’ : A, — X tal que m o ¢’ = ¢, 0 que mostra que I' é
sobrejetora através das consideragoes prévias acima. 1

Sumarizando, provamos o seguinte

Teorema 3.2.3 Suponhamos (X,T) um Z,-espaco, onde X é um espago de
Hausdorff conexo e localmente conexo por caminhos. Entao a aplicacdo Ty :
H.(X,T) — H.(%,Zp), induzida pela aplicagio de cadeias T' : S.(X,T) —
S, (%

%, Ly) acima considerada, € um Z,-isomorfismo.

Observagao 3.2.2 E conhecido o fato de que H;(RP(n),Zs) = Zs, para

1 <j <mn. Aqui, RP(n) € o espago projetivo real n-dimensional, dado pe-

st

>, onde a aplicagao A : S* — S™ € a antipodal. Observe

lo espaco de orbitas
que H;(S",Zy) = 0, para 1 < j < n—1, S* é um espago de Hausdorff
localmente conexo por caminhos e o fato acima nos diz, em particular, que

Hj(%,Zg) # 0, para 1 < j < n. Esse fato pode ser generalizado através da

sequinte consequéncia do teorema acima.

Corolario 3.2.1 Seja (X,T) um Z,-espago, onde p=2q, com q impar, X é um
espago de Hausdorff conezo e localmente conexo por caminhos, e H;(X,Z,) =

0, para 1 < j <n. Entdao HA%,ZP) #0,paral1 <j<n-+1.

Demonstragao: Pelo teorema anterior, temos que H;(%,7Z,) = H;(X,T),
para qualquer j. Portanto, é suficiente mostrar que H;(X,T) # 0, para 1 <
j < n+1. Sendo X conexo por caminhos e p=2q, com ¢ impar, e sendo
H;(X,Z,) =0, para 1 < j <n, o Teorema 3.1.3 nos diz que o homomorfismo
indice J; : H;(X,T) — Z, é tal que J;(H;(X,T)) # 0, para 1l < j<n+1e,

consequentemente, H;(X,T) # 0, para 1 < j <n+ 1. |
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Outras consequéncias do mesmo género do resultado acima sao:

Corolério 3.2.2 Se (X,T) é um Zy-espago, onde p é qualquer par, e X um es-
pago de Hausdorff conezo e localmente conezo por caminhos, com Hy(X,7Z,) =

0 e Hy(X,Z,) =0, entao Hj(%,Zp) # 0, para j=1,2,3.

Demonstracao: O argumento é completamente similar ao do corolario 3.2.1,

nesse caso utilizando-se o teorema 3.1.2.

Corolario 3.2.3 Seja X um espaco de Hausdorff conezxo e localmente conexo
por caminhos, admitindo uma acao livre de Z, gerado por T : X — X (p

natural qualquer), entdo Hl(%, Z,) # 0.

Demonstracgao: O argumento é completamente similar ao do corolario 3.2.1,
nesse caso utilizando-se o teorema 3.1.1.
|
Outra consequéncia na mesma direcao ¢é a seguinte: lembremos que
no exemplo 1.2.4, se n é impar, entao S™ admite uma aplicagao standard de
grau p, p > 2, T : S*" — §" tal que a correspondente acao de Z, em
S™ ¢é livre. Nesse caso, o espago de orbitas é chamado “Espaco de Lens” n-
dimensional, denotado por Lj. E conhecido o fato de que Hj(LZ,Zp) # 0,
para cada 1 < j < n [12]. Se p=2q, com q impar, o fato acima é um caso
particular do corolario 3.2.1. Analogamente, se p é um nimero par qualquer
en >3, temos que H;(Ly,Z,) # 0, para j=1,2,3. Também para um niimero p

qualquer é verdade que Hi (L}, Z,) # 0.
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3.3 Um teorema tipo Borsuk-Ulam concernente
a existéncia de aplicacoes equivariantes

Conforme comentamos na introducao, o Teorema de Borsuk-Ulam
cléssico estabelece que, se f : S™ — S™ é continua e A-equivariante (A=antipo-
da), entdao n > m. Uma consequéncia disso é que se a aplica¢ao continua
f: 8" — R™étal que n > m, entdo existe x € S™ tal que f(z) = f(—=z) (vide
teorema 3.5.1). Esse resultado levanta uma questao natural: a possibilidade
de estender o resultado para Z,, com p > 2, no caso em que n e m Sao
impares e a agao de Z, em S™ é aquela dada pela aplicacao standard de grau
p, T : S™ — S™. Outra questao natural é a investigacao sobre até que ponto
a geometria do Z,-espago (S™,T") é ou nao fundamental para o resultado. Em
outras palavras, questiona-se a existéncia de uma classe de Z,-espagos mais
gerais, que inclua a esfera S™ (dominio) com acdo standard de Z, como caso
particular, e analogamente, a existéncia de uma classe de Z,-espagos mais
gerais que inclua a esfera S™ (contra-dominio) com agao standard de Z,, como
caso particular, de tal maneira que valha, para tais Z,-espacos, resultado tipo
Borsuk-Ulam como acima mencionado.

Pensemos primeiro, nesta direcao, em substituir a esfera dominio
S™, com a aplicacao antipodal A : S™ — S™, por um espago topoldgico mais
geral X, dotado de uma involucao T : X — X sem pontos fixos, e tal qual X
possua a propriedade homolégica de que H;(X,Z;) =0, para 1 < j <n —1.
Nesta direcao, J.W.Walker provou em [13] o seguinte resultado: se X é um
espaco de Hausdorff, conexo por caminhos, equipado com involucao sem pontos
fixos T': X — X e satisfazendo H;(X,Zy) =0 para 1 < j <n — 1, entdo nao
existe aplicagdo Zs-equivariante f : (X,T) — (S™, A), quando n > m.

O teorema de Walker acima foi posteriormente generalizado para
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p > 2 por T.Kobayashi em [5]; o seguinte resultado foi provado: se X é um
espago de Hausdorff, conexo por caminhos, equipado com acao livre de Z,
(p > 2) gerada por uma aplicagao peridédica de grau p S : X — X e tal que
H;(X,Z,) =0, para 1 < j <n—1, entdo nao existe aplicacao Z,-equivariante
f(X,8) — (S, T) quando n > m, onde T : S™ — S™ ¢é a aplicacdo stan-
dard de grau p e m é impar. Notemos que tal resultado é uma generalizacao
simultanea do Teorema de Borsuk-Ulam classico, o qual nao tinha ainda sido
provado para p > 2, e do Teorema de Walker. Enfatizamos que tanto na prova
de J.W.Walker quanto na de Kobayashi, a geometria do Z,-espago (S™,T)
do contradominio é fundamental. Informalmente, isso pode ser explicado da

. . . 27ig 27i(j+1) .
seguinte maneira: em S', consideremos os arcos [e » ;e » |, j=0,1,2,....p-

1, considerados como 1-simplexos singulares «; : A; — S'. E conhecido
o fato de que a classe de homologia do 1-ciclo oy + oy + ... + 1 € 0 ge-
rador de Hy(S',Z,). Essa idéia pode ser extrapolada para esferas {mpares
G524t Nesse caso, considerando S27*! equipada com a acao standard de
Z,, existe uma decomposi¢ao de S??™! chamada “decomposigao celular Z,-
equivariante de S?7*1” (vide T.Kobayashi), em p células de dimensiao 2q+1,
a saber, ag,aq,...,a,-1, tal que a; = T9(ap), j=0,1,....p-1. Mais ainda, a
(2q+1)-cadeia ap + a1 + ... + y_1, onde «; esta sendo considerada como um
(2q+1)-simplexo, é um ciclo que representa um gerador de Ho,y1(S?7™,Z,).
Em linhas gerais, a idéia por tras da demonstracao do Teorema de Kobayashi
(e de Walker também) é a seguinte: supbe-se, por absurdo, que exista apli-
cagdo Z,-equivariante f : (X,S5) — (S™,T). A seguir, com uso da induzida
em Z,-homologia singular f. : H.(X,Z,) — H.(S™,Z,), certos ciclos com
coeficientes em Z, de S,(X,Z,) sao transportados para H,.(S™,Z,) e, através
da comparacao destes com certos j-ciclos geométricos de S™, 1 < 7 < m,

provindos da decomposicao de S™ obtida através da acao standard de Z,,
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comparagao esta que culmina com uma andalise sobre o gerador m-dimensional
(m=2q+1) ap + ay + - - - + a1 acima mencionado, conclui-se que o espago X
obrigatoriamente deve possuir uma classe de homologia singular m-dimensional
com coeficientes em Z,, 5 € H,,(X,Z,), tal que f.(5) = [ao+a1+ -+ ap_1],
o que significa que  é uma classe de homologia m-dimensional nao nula de X.
Se n > m, entao n — 1 > m, o que conduz a uma contradi¢ao com a hipdtese
prévia de que H;(X,Z,) =0, para 1<j<m—1.

Em outras palavras, o m-ciclo ag + oy + ... + o1 é crucial para o
argumento por contradicao acima; a classe de homologia nao nula de X, que
nao existe por hipdtese, é herdada da geometria de (S™,T) através da suposta
aplicac@o equivariante f : (X, S) — (5™, T).

Os resultados do capitulo anterior, concernentes ao Z,-homomorfismo
indice, permitem, para alguns valores de p, a substituicao do contradominio
(S™,T) por Zyespacos mais gerais (Y,T), com Y sendo Hausdorff e local-
mente conexo por caminhos tal que H,,1(Y,T) = 0. Como sTm =L é
o espago de Lens m-dimensional (é uma variedade de dimensdo m), entao
HmH(STm,Zp) = 0 e, portanto, a categoria de Z,-espacos (Y,T) acima des-
crita inclui (S™,T"). Portanto, isso mostra que a geometria do Z,-espaco
(8™, T) do contradominio é também dispensavel. Por exemplo, no lugar de
(8™, T), pode-se considerar qualquer variedade m-dimensional M™, equipada
com agao livre de Z, gerada por T": M™ — M™. De fato, M™ é um espago
de Hausdorff localmente conexo por caminhos; além disso, pelo Lema 3.2.2,

se v € M™, existe aberto U C M contendo x tal que T%(U) N T (U) = 0, se

0<14,7<p—1, com i +# j. Como M™ é m-variedade, U pode ser considerado

um m-disco aberto (o mesmo para cada T°(U)). Entéo, se 7 : M™ — M= ¢
a aplicagdo quociente, 7(U) serd um aberto contendo 7(x) em %, o qual é

. . . M™ 4 .
ainda topologicamente um m-disco. Isso mostra que 7 ¢ uma m-variedade e



64

entao Hy,y1(M,Z,) = 0.
Para dar alguns exemplos (M™,T) # (S™,T) como acima, o seguinte
resultado é 1til: suponha que G atua nos espacos X e Y via agoes - : Gx X —

X ex:GxY =Y, respectivamente. Entao temos a acao produto
0:Gx X xY — X xY dadapor go(z,y)=(9-x,9*y).

Observe que se - é livre e g o (z,y) = (g9 - 2,9 xy), entdo g - = x, donde
segue que g é o elemento neutro de G. Isso mostra que se uma das acoes que
compoem uma acao produto é livre, entao a acao produto é livre. Como caso
particular dessa situacao, se m é impar e T : S™ — S™ é a acao standard de
Zyp, p > 2,em S™, entao temos a acao produto

TXTx--xT:S"x8S"x ... xS™—=8"x5mx.. xS

q vezes

a qual é livre pois T é livre.

Para dar exemplos que nao sejam produto de esferas impares, obser-
ve que se G e H sao grupos atuando livremente em X e Y, respectivamente,
entdo a acio G ® H : X x Y — X x Y, dada por (g,h) - (x,y) = (g-z,h-y)
ainda ¢ livre. Usando isso, seja MP qualquer variedade p-dimensional, equipada
com involugao ¢ : M? — MP sem pontos fixos (por exemplo, a antipodal em
esferas de qualquer dimensao), e seja V" uma variedade r-dimensional qualquer,
equipada com homeomorfismo periédico de grau p T : V" — V" com p fmpar,
o qual gere uma acao livre de Z, em V" (por exemplo, as esferas fmpares
com acao standard de Z,). Entao, pelo fato anterior, temos que Zy & Z,, atua
livremente em MP? x V", e sabemos que, como p ¢é impar, Zy X Z, = Zy,, gerado
pela aplicagao de grau 2p dada por o x T : MP x V" — MP x V". Por exemplo,
temos uma acao p desse tipo de Zy @ Zs = Zyy em S? x S7, e o teorema que
provaremos a seguir abrange o fato de que nao existe aplicacao equivariante

(S T) — (82 x S, i), com T sendo a aplicagdo standard de grau 10.
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Sumarizando, provaremos o seguinte

Teorema 3.3.1 Sejam (X,T) e (Y,S) Z,-espagos, com p=2q, q impar. Supo-
nhamos que:

i) (condigoes topoldgicas sobre X e Y) X € conexo por caminhos e Y é Hausdorff
e localmente conexo por caminhos.

ii) (condi¢oes homoldgicas sobre X e Y) Para algum naturaln > 1, H,.(X,Z,) =
0, paral <r<mn e Hn+1(%,Zp) =0.

Entao, nao eziste aplicacao equivariante f: (X, T) — (Y, 5).

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que exista aplicacao equivariante
f (X, T) — (Y,S). Entao, por ser f equivariante, temos o homomorfismo
induzido em homologia equivariante f, : H,1(X,T) — H,.1(Y,S). Como
X é conexo por caminhos, H,.(X,Z,) = 0, para 1 < r < n, e sendo p=2q,
com ¢ impar, pelo Teorema 3.1.3 temos que o homomorfismo Z,-indice J,; :
H,1(X,T) — Z, é tal que J,,41(€) # 0 para algum £ € H,1(X,T). Pela
Proposicao 2.4.1, temos que Jy41 @ Hpi1 (Y, S) — Z, é tal que J,11(fu(§)) =
Jnr1(€) # 0. Em particular, H, . 1(Y,S) # 0. Por outro lado, como Y é
Hausdorff e localmente conexo por caminhos, pelo Teorema 3.2.3 temos que
H,11(Y,S) é isomorfo a Hyi1(%,Z,). Assim, H,i1(%,Z,) # 0, contrariando

a hipotese.

Na mesma direcao, temos o

Teorema 3.3.2 Sejam (X,T) e (Y,S) Z,-espagos, com p sendo um inteiro par
qualquer. Suponhamos X e Y satisfazendo as mesmas condi¢oes topoldogicas do
teorema anterior e suponha Hy(X,Z,) =0, Hy(X,Z,) =0 e H;;(%,Zp) =0.

Entao nao eziste aplicagao equivariante f: (X, T) — (Y, 5).



66

Demonstracao: Pelo Teorema 3.1.2; existe £ € H3(X,T) tal que J5(§) # 0.

O argumento restante é completamente semelhante ao do teorema anterior.

Exemplo 3.3.1 Um exemplo da situacio acima é: X = S com a¢do standard
de Zap,, p impar, Y = S*x S, com agao de Zy®Z, = Zs,, como anteriormente

mencionado.

3.4 Um teorema tipo Borsuk-Ulam concernente
a existéncia de T-coincidéncias

Seja X um espaco topologico equipado com involugao 7': X — X
sem pontos fixos, e seja f : X — Y aplicacao continua, onde Y é um espaco
qualquer. Um ponto x € X é chamado um ponto de “T-coincidéncia”’ se
f(x)=f(T(x)). Nesta segao, demonstraremos um teorema tipo Borsuk-Ulam,
concernente a existéncia de tais pontos.

Seja X um espago topoldgico de Hausdorff e considere A = {(x, z); «

€ X} C X x X a “diagonal” de X x X.

Lema 3.4.1 Se X é um espaco de Hausdorff localmente conexo por caminhos,
entio X x X — A € também um espaco de Hausdorff localmente conexo por

caminhos.

Demonstracgao: Sendo X um espago de Hausdorff, entao X x X também o
é e, portanto, X x X — A é um espaco de Hausdorff pois este é um subespaco
de um espaco de Hausdorff.

Como X é um espaco de Hausdorff, temos que A acima definido é

um subconjunto fechado em X x X e, desta forma, X x X — A é aberto em
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X xX. Agora, sendo X x X localmente conexo por caminhos (ja que o produto
cartesiano de espacos localmente conexos por caminhos é ainda localmente
conexo por caminhos) e como subconjuntos abertos de espagos localmente
conexos por caminhos possuem ainda esta propriedade, segue entao que
X x X — A é localmente conexo por caminhos.
|
Em X x X, considere a involucao “twist” S : X x X — X x X
definida por S(x1,x2) = (z9, 1), para quaisquer 1,z € X. Esta tem pontos
fixos, a saber, a nossa diagonal A. Desta forma, no espaco X x X — A temos

a involugao livre, que continuaremos denotando por S, S : X x X — A —

X x X — A dada por S(x1,x9) = (22, 21).

— XxX-A

Definicao 3.4.1 Dado X um espaco topolégico, denotemos X* S

O teorema a seguir é o resultado tipo Borsuk-Ulam anunciado no

inicio desta secao.

Teorema 3.4.1 Seja X um espago conexo por caminhos e consideremos T :
X — X wma involugdo livre. Suponhamos Hy(X,Zs) = 0,Hs(X,Zy) =
0,--,H,1(X,Z2) = 0. Seja Y um espag¢o de Hausdorff localmente conexo
por caminhos e suponhamos que H,(Y* ,Zy) = 0. FEntao, para toda fun¢ao

f: X =Y, existe um ponto de T-coincidéncia, ou seja, existe x € X tal que

Demonstracao: Suponhamos, por absurdo, que para todo x € X se tenha
f(z) # f(T(x)) e consideremos a aplicagdo F' : X — Y X Y definida por
F(z) = (f(z), f(T'(x))). Como vimos acima, a aplicacdo S:Y xY —Y xY
dada por S(x,y)=(y,x) é uma involugao continua cujo conjunto de pontos fixos

éA={(a,a); a€Y}CYxY. Dessaforma, S:(YxXY)—A— (Y xY)—A
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é livre de pontos fixos. Como por hipétese, f(z) # f(T'(x)), para todo z € X,
segue que F(X) estd contido em (Y x Y) — A. Logo, podemos considerar a
aplicacao F': (X,T) — (Y xY — A, S). Afirmamos que F é Zy-equivariante

com relagao a T e S. De fato, para todo = € X,

F(T(z)) = (f(T(x)), f(T*(2))) = (f(T(2)), f(x)) =

e, entao, F é Zy-equivariante com relacao a T e S. Como X é conexo por ca-
minhos com H;(X,7Zy) =0, para 1 <i<n—1,ecomoY xY —A é Hausdorff
e localmente conexo por caminhos com H,(¥>*%=2 7Z,) = H,(Y*,Z,) = 0, o
Teorema 3.3.1, particularizado para p=2 (2=2.1, com 1 impar), nos diz que
nao existe aplicagao equivariante X — Y xY — A/ estabelecendo a contradicao

e provando o teorema.

Observacgao 3.4.1 Seja Y* um CW-complezo k-dimensional. Entdo é possivel
introduzir em (Y*)* = % uma estrutura de CW-complezo 2k-dimensional
(por exemplo, vide em [2] um argumento mostrando isso). Desta forma,

H*L((Y*)* Zy) = {0}. Portanto, uma consequéncia do teorema acima € o
fato de que, dada qualquer funcdo continua f : S™ — Y*, onde n > 2k, entdo

existe x € S™ tal que f(x) = f(—x). Este caso particular do teorema acima

foi provado por M. Izydorek e J. Jaworowski em [4].

3.5 Uma generalizagao do tradicional teorema
de Borsuk-Ulam

O tradicional teorema de Borsuk-Ulam nos diz que toda funcao

continua f : 8™ — R™ possui coincidéncia antipodal (ou seja, um ponto x € S
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tal que f(x)=f(-x)) caso n > m. Observe que S™ é um espago topoldgico conexo
por caminhos tal que H;(S™, Zs) = 0, para 1 <i < n — 1; desta forma, o

teorema a seguir é uma generalizacao deste resultado.

Teorema 3.5.1 Seja X um espaco topologico conexo por caminhos com in-
volugao sem pontos firos T : X — X e tal que H.(X,Z2) = 0, para 1 <
r < n—1, para algum natural n. FEntao, se n > m, toda funcao continua

f X — R™ possui pelo menos um ponto de T-coincidéncia.

Demonstragao: Suponhamos, por absurdo, que exista uma funcao continua
f: X — R™ tal que f(z) # f(T(z)), para todo x € X. Consequentemente,

podemos considerar a funcdo continua F' : X — S™ ! definida por F(z) =

f(@)—f(T(x))
I[f (@)= f(T(x))ll*

Afirmamos que F : (X,T) — (S™ ' A), onde A é a aplicacio
antipodal, é equivariante, ou seja, F(T(z)) = —F(x), para todo x € X. De

fato, dado = € X, entao

AT - OOW)  fTE) @)
FE@) = 5@ — ra@en |~ Ti@@) — fan] L e

Mas, como n > m, temos entao que n > m—1, implicando que Hn(%;l, Zs) =
H,(RP(m—1),Zy) = 0. Temos entao os ingredientes: X conexo por caminhos
com H;(X,Zy) =0, para 1 <i<n-—1, 5™ ! Hausdorff e localmente conexa
por caminhos, e com Hm(%fl,zg) = 0; nestas condicoes, o Teorema 3.3.1

(com p=2) nos diz entdo que nao existe aplicacao equivariante X — S™71,

estabelecendo a contradicao e provando o teorema.

Observagao 3.5.1 O resultado acima estd em [9] e foi sugerido pelo Prof.

Carlos Biasi, do ICMC-USP-Sao Carlos.
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