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À minha mãe Edna,

e à minha namorada Sil.



Resumo

Estudamos sistemas parabólicos degenerados que surgiram através de um fluxo trifásico num

meio poroso sob um controle de pressão de entrada e saı́da na fronteira. Realizamos um estudo

matemático de tais sistemas para uma classe de funções de pressões de capilaridade linear. Para

este fim, foi desenvolvida uma teoria de aproximações parabólicas não-degeneradas. Então, foi

provada, a unicidade da solução para o problema de valores inicial e de contorno.

II



Abstract

We study degenerate parabolic systems arised in three-phase capillary flows in porous media

under a pressure control at the inflow and outflow boundaries. We perform a mathematical study

of such systems for a class of linear capillarity pressure functions. To this end, a theory of non-

degenerate parabolic approximations is developed. It has been proved the unique solvability of the

initial boundary problems.
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À minha famı́lia, pois se não fosse por eles, não teria chegado a este momento. Gostaria de
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Introdução

Neste trabalho consideramos o sistema 2×2 de equações parabólicas quasi-lineares:

ut + f (u)x = (B(u)ux)x ,0 < t < T,x ∈Ω = (−1,1),

onde u =

(
u1

u2

)
, f =

(
f1

f2

)
e B =

(
B11 B12

B21 B22

)
e a equação acima é uma versão simplificada

de
∂ui

∂ t
+

∂ fi(u)
∂x

=
∂

∂x

(
Bi j(u)

∂u j

∂x

)
.

Tal equação surgiu a partir do estudo de um fluxo trifásico em um meio poroso sob um controle de
pressão de entrada e saı́da. Utilizamos também a equação diferencial parcial que dá o balanço de
massas e damos algumas hipóteses fı́sicas para obter tal modelo.

Além disso, impomos a condição de que a matriz de capilaridade B seja triangular superior
e inicialmente também a seguinte condição sob os termos diagonais de tal matriz, Bii ≥ ν > 0.
Assim, temos um problema não-degenerado. O caso em que B é uma matriz qualquer, é ainda um
problema em aberto.

Dada as seguintes condições inicial e de contorno,

δun +u = u∂ em |x|= 1, u|t=0 = u0(x),

obtemos o principal resultado deste texto que garante a existência de uma única solução para nosso
problema.

Este texto foi quase inteiramente baseado nos artigos de Shelukhin e Kondo [13], e de Frid e

Shelukhin [5], exceto pelo Capı́tulo 1, que tem como base a teoria de Ladyzenskaja et. al [2].

No Capı́tulo 1, fixamos as notações que serão utilizadas no restante do texto. Além disso, damos
algumas definições e resultados básicos para o desenvolvimento do trabalho.

No Capı́tulo 2, é feita a dedução do modelo que será estudado.

VI



No Capı́tulo 3, aproximamos nosso problema não-degenerado original para demonstrarmos a
existência e unicidade de uma solução para o mesmo. Demonstramos também, neste capı́tulo, que
enfraquecendo as hipóteses sobre as condições iniciais e de contorno, obteremos uma solução fraca
para nosso problema.

Já no Capı́tulo 4, obtemos uma matriz de capilaridade que é degenerada em alguns pontos.
Aproximamos tal problema transformando-o em um problema não-degenerado e, desta forma, po-
demos aplicar o resultado do Capı́tulo 3 para obter uma única solução do problema degenerado.

VII



Capı́tulo

1

Requisitos Básicos

1.1 Notações

Nesta seção introduziremos algumas notações que serão utilizadas ao longo deste texto.

Rn é o espaço euclidiano n-dimensional; x = (x1, · · · ,xn) é um ponto qualquer neste espaço.

Rn+1 é o espaço euclidiano (n + 1)-dimensional; seus pontos são denotados por (x, t), onde
x ∈ Rn, e t ∈ (−∞,∞).

Ω é um domı́nio em Rn, isto é, um conjunto aberto, conexo arbitrário de pontos de Rn. Ω será
considerado um domı́nio limitado.

S é a fronteira de Ω.

Kρ é uma bola aberta arbitrária de Rn, com raio ρ .

Ωρ = Kρ ∩Ω.

Q é o cilindro Ωx(0,T ), isto é, o conjunto de pontos (x, t) de Rn+1 com x ∈Ω, t ∈ (0,T ).

ST é a superfı́cie lateral de Q, ou mais precisamente o conjunto de pontos (x, t) de Rn+1 com
x ∈ S, t ∈ [0,T ].

U , V e W denotarão espaços de Banach quaisquer.

Dizemos que o espaço U está contido compactamente no espaço V quando

1. ||.||V ≤ k ||.||U ;

2. Toda sequência limitada em U , admite uma subsequência convergente em V ,

1



1. Requisitos Básicos 2

com k < ∞ constante. Denotamos U ⊂⊂V .

A partir deste ponto, consideraremos Ω = (−1,1) ⊂ R.

1.2 Definição dos espaços de funções básicos

Consideraremos a noção de mensurabilidade e somabilidade no sentido de Lebesgue.

Definição 1.1 Lp(Ω) é o espaço de Banach consistindo de todas as funções mensuráveis em Ω tais

que a p-ésima potência (p≥ 1) é somável em Ω, ou seja,

Lp(Ω) = {u : Ω→ R ;
∫

Ω

|u(x)|pdx < ∞},

para 1≤ p < ∞. Denotamos por L∞(Ω) o espaço de Banach consistindo de todas as funções u que

são essencialmente limitadas em Ω. A norma neste espaço é definida da seguinte forma,

||u||p,Ω =
(∫

Ω

|u(x)|pdx
) 1

p

e ||u||∞,Ω = sup
Ω

ess|u|.

Os elementos de Lp(Ω) são classes de equivalência de funções em Ω.

A seguir neste texto, sempre que o expoente do espaço for igual a infinito utilizaremos a definição
dada acima.

Definição 1.2 Lq,r(Q) é o espaço de Banach consistindo de todas as funções mensuráveis em Q =
Ωx [0,T ] com a norma finita

||u||q,r,Q =

(∫ T

0

(∫
Ω

|u(x, t)|qdx
) r

q

dt

) 1
r

,

onde q≥ 1 e r ≥ 1.

Definição 1.3 Lp
loc(Ω) é o espaço de Banach consistindo de todas as funções mensuráveis em Ω

tais que ∀K ⊂Ω compacto temos ∫
K
|u(x)|pdx < ∞,

p≥ 1.
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Definição 1.4 Definimos

C∞
c (Ω) = {φ : Ω→ R ; φ ∈C∞(Ω)eφ tem suporte compacto emΩ}.

Chamaremos uma função φ ∈C∞
c (Ω) de função teste.

Definição 1.5 Sejam u e v∈ L1
loc e α um multi-ı́ndice. Dizemos que v é a α-ésima derivada parcial

fraca de u e denotamos

Dαu = v,

se ∫
Ω

uDα
φdx = (−1)|α|

∫
Ω

vφdx,

para toda função teste φ ∈C∞
c (Ω).

Lema 1.1 Uma α-ésima derivada parcial fraca de u, se existe, é única a menos de um conjunto de

medida nula.

Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em Evans L. C. [6].

Definição 1.6 W 2l,l
q (Q) para l inteiro não-negativo (q ≥ 1) é o espaço de Banach consistindo de

todos os elementos de Lq(Q) possuindo derivadas fracas da forma Dr
t Ds

x com quaisquer r e s

satisfazendo a desigualdade 2r + s≤ 2l. A norma neste espaço é definida pela seguinte igualdade

||u||(2l)
q,Q =

2l

∑
j=0

<< u >>
( j)
q,Q,

onde

<< u >>
( j)
q,Q= ∑

2r+s= j
||Dr

t Ds
xu||q,Q.

O somatório ∑
2r+s= j

é tomado sobre todos os inteiros não negativos r e s satisfazendo a condição

2r + s = j.

Um caso particular do espaço definido acima é o espaço W l,q(Ω), que, para l inteiro não-negativo

(q ≥ 1), é o espaço de Banach consistindo de todos os elementos de Lq(Ω) possuindo derivadas

fracas até ordem l inclusive, cuja q-ésima potência é somável em Ω. A norma em W l,q(Ω) é

definida pela igualdade

||u||(l)q,Ω =
l

∑
j=0

<< u >>
( j)
q,Ω,
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onde

<< u >>
( j)
q,Ω= ∑

j
||D j

xu||q,Ω.

O sı́mbolo D j
x denota qualquer derivada fraca de u(x) em relação à x de ordem j, enquanto ∑

j
denota o somatório sobre todas as possı́veis derivadas fracas de u de ordem j.

Observação 1.1 Para domı́nios com fronteiras que tenham certa regularidade, W l,q(Ω) coincidirá

com o fecho na norma definida acima, do conjunto das funções infinitamente diferenciáveis (no

sentido usual) em Ω. Isto será verdade, por exemplo, para domı́nios com fronteiras suaves por

partes. Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em Evans L. C. [6], página 252.

Definição 1.7 W 1,0
2 (Q) é o espaço de Hilbert com produto escalar

(u,v)W 1,0
2 (Q) =

∫
Q
(uv+uxvx)dxdt

Definição 1.8 V2(Q) é o espaço de Banach consistindo de todos os elementos de W 1,0
2 (Q) segundo

a norma

|u|Q = sup
0≤t≤T

ess
(
||u(x, t)||2,Ω

)
+ ||ux||2,Q,

com

||ux||2,Q =
(∫

Q
u2

xdxdt
)1/2

.

Definição 1.9 V 1,0
2 (Q) é o espaço de Banach consistindo de todos os elementos de V2(Q) que são

contı́nuos em t na norma de L2(Ω), com norma

|u|Q = max
0≤t≤T

||u(x, t)||2,Ω + ||ux||2,Q.

A continuidade em t de uma função u(x, t) na norma de L2(Ω) significa que

||u(x, t +∆t)−u(x, t)||2,Ω→ 0,

para ∆t→ 0. O espaço V 1,0
2 (Q) é obtido completando o conjunto W 1,1

2 (Q) na norma de V2(Q).

Vamos então definir o espaço W l,q(Ω) para valores de l não inteiros.

Definição 1.10 O espaço W l,q(Ω) com l não inteiro é o espaço de Banach consistindo de todos os
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elementos de W [l],q(Ω) com a norma finita

||u||(l)q,Ω =<< u >>
(l)
q,Ω +||u||([l])q,Ω ,

onde

||u||[l]q,Ω =
[l]

∑
j=0

∑
j
||D j

xu||q,Ω,

<< u >>
(l)
q,Ω= ∑

j=[l]

(∫
Ω

dx
∫

Ω

|D j
xu(x)−D j

yu(y)|q dy
|x− y|n+q(l−[l])

) 1
q

.

Definição 1.11 Diremos que uma função u(x) definida em Ω satisfaz uma condição de Hölder em

x com expoente α , α ∈ (0,1), e constante de Hölder < u >
(α)
Ω

no domı́nio Ω se

supρ
−α osc{u ; Ω

i
ρ} ≡< u >

(α)
Ω

< ∞,

onde o supremo é tomado sobre todas as componentes conexas Ωi
ρ de todos os Ωρ com ρ ≤ ρ0.

Se a fronteira de Ω tem alguma regularidade, por exemplo, se a mesma é suave por partes, então

< u >
(α)
Ω

também pode ser definida de outra maneira como segue

sup
x,x′∈Ω

|x−x′|≤ρ0

|u(x)−u(x′)|
|x− x′|α

=< u >
(α)
Ω

.

Com osc{u,Ωi
ρ} sendo a oscilação da função u no conjunto Ωi

ρ .

Definição 1.12 A função [x] é definida para todos os números reais e representa o maior número

inteiro que é menor ou igual a x, ou seja, significa a parte inteira de x.

Definição 1.13 Seja l ∈ (0,∞). Então, H l(Ω) é o espaço de Banach cujos elementos são funções

contı́nuas u(x) em Ω, possuindo em Ω derivadas contı́nuas até ordem [l] e um valor finito para

|u|(l)
Ω

=< u >
(l)
Ω

+
[l]

∑
j=0

< u >
( j)
Ω

,

onde

< u >
(0)
Ω

= |u|(0)
Ω

= max
Ω

|u|,

< u >
( j)
Ω

= ∑
j
|D j

xu|(0)
Ω

, < u >
(l)
Ω

=< D[l]
x u >

(l−[l])
Ω

.

A primeira destas quatro igualdades define a norma |u|(l)
Ω

em H l(Ω).
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Definição 1.14 Seja l ∈ (0,∞). Então, H l,l/2(Q) é o espaço de Banach de funções u(x, t) que são

contı́nuas em Q, juntamente com todas as derivadas da forma Dr
t Ds

x para 2r+s < l, e com a norma

finita

|u|(l)Q =< u >
(l)
Q +

[l]

∑
j=0

< u >
( j)
Q ,

onde

< u >
(0)
Q ≡ |u|

(0)
Q = max

Q
|u|,

< u >
( j)
Q = ∑

2r+s= j
|Dr

t Ds
xu|(0)

Q ,

< u >
(l)
Q =< u >

(l)
x,Q + < u >

(l/2)
t,Q ,

< u >
(l)
x,Q= ∑

2r+s=[l]
< Dr

t Ds
xu >

(l−[l])
x,Q ,

< u >
(l/2)
t,Q = ∑

0<l−2r−s<2
< Dr

t Ds
xu >

( l−2r−s
2 )

t,Q .

Para 0 < α < 1 definimos,

< u >
(α)
x,Q= sup

(x,t),(x′,t)∈Q
|x−x′|≤ρ0

|u(x, t)−u(x′, t)|
|x− x′|α

,

< u >
(α)
t,Q = sup

(x,t),(x,t′)∈Q
|t−t ′|≤ρ0

|u(x, t)−u(x, t ′)|
|t− t ′|α

.

Seja X um espaço de Banach real com norma ||.||X .

Definição 1.15 O espaço

Lp(0,T ;X)

consiste de todas as funções mensuráveis u : [0,T ]→ X com

||u||Lp(0,T ;X) :=
(∫ T

0
||u(t)||pX dt

)1/p

< ∞,

para 1≤ p < ∞, e

||u||L∞(0,T ;X) := sup
0≤t≤T

ess||u(t)||X < ∞

Definição 1.16 Seja u ∈ L1(0,T ;X). Dizemos que v ∈ L1(0,T ;X) é a derivada fraca de u e escre-
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vemos

u′ = v

quando ∫ T

0
φ
′(t)u(t)dt =−

∫ T

0
φ(t)v(t)dt

para toda função teste escalar φ ∈C∞
c (0,T ).

Definição 1.17 O espaço de Sobolev

W 1,p(0,T ;X),

consiste de todas as funções u ∈ Lp(0,T ;X) tal que u′ existe no sentido fraco e pertence ao espaço

Lp(0,T ;X). Ainda mais,

||u||W 1
p (0,T ;X) :=

(∫ T

0
||u(t)||p + ||u′(t)||pdt

)1/p

,

||u||W 1
∞(0,T ;X) := sup

0≤t≤T
ess(||u(t)||+ ||u′(t)||).

Definição 1.18 Dizemos que uma função u(x, t) pertence à classe B2(Q,M,γ,r,δ ,k) se u(x, t) ∈
V 1,0

2 (Q), supessQ|u| ≤M e as funções w(x, t) =±u(x, t) satisfazem a igualdade

||w(k)(x, t0 + τ)ζ (x, t0 + τ)||22,Kρ
+ν ||w(k)

x ζ ||22,Q(ρ,τ) ≤ ||w
(k)(x, t0)ζ (x, t0)||22,Kρ

+γ1

∫
Q(ρ,τ)

(ζ 2
x +ζ |ζt |)(w(k))2dxdt +

[∫ t0+τ

t0

(∫
Ak,ρ (t)

ζ dx
) r

q

dt

] 2(1+k)
r

 ,

onde w(k)(x, t) = max{w(x, t)− k ; 0}, Q(ρ,τ) = Kρ × {|x− x0| < ρ, t0 < t < t0 + τ} é um

cilindro arbitrário pertencendo à Q, ρ e τ são números positivos arbitrários.

1.3 Alguns resultados

Nesta seção vamos enunciar alguns resultados importantes para o desenvolvimento do restante
do trabalho.

Teorema 1.1 A classe B2(Q,M,γ,r,δ ,k) pode ser mergulhada em Hα,α/2(Q) com algum α posi-

tivo unicamente determinado pelos parâmetros M, γ , r, δ e k.
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Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et al. [2], a partir da

página 112.

Consideremos o seguinte problema de valor inicial e de contorno

(1.1)


L

(
x, t,

∂

∂x
,

∂

∂ t

)
u(x, t) = f (x, t),

u|t=0 = φ(x), u|ST = Φ(x, t).

O operador L é definido como segue

L

(
x, t,

∂

∂x
,

∂

∂ t

)
u =

∂u
∂ t
−

n

∑
i, j=1

ai j(x, t)
∂ 2u

∂xi∂x j
+

n

∑
i=1

ai(x, t)
∂u
∂xi

+a(x, t)u.

Assumimos que este operador é uniformemente parabólico, ou seja, que existe uma constante
θ > 0 tal que ∑

n
i, j=1 ai j(x, t)ξiξ j ≥ θ |ξ |2 para todo (x, t) ∈ Q, ξ ∈ Rn.

Vamos então enunciar um importante resultado sobre resolubilidade do problema (1.1) e que
além disso, nos dá uma estimativa para a solução de tal problema. Definimos

|| f ||(loc)
r,QT

= sup
qT

|| f ||r,qT

onde o supremo é tomado sobre todos os cilindros qT = ω× (0,T ), com ω sendo a intersecção do
domı́nio Ω com algum domı́nio de medida unitária, por exemplo um cubo. Se Ω é limitado, então
o conjunto de funções com norma finita || f ||(loc)

r,QT
coincide com Lr(QT ).

Teorema 1.2 Seja q > 1. Suponha que os coeficientes ai j do operador L são limitados e contı́nuos

em Q, enquanto os coeficientes ai e a têm normas finitas ||ai||(loc)
r,Q e ||a||(loc)

s,Q respectivamente, com

r =

{
max(q,n+2) para q 6= n+2,

n+2+ ε para q = n+2.

s =


max

(
q,

n+2
2

)
para q 6= n+2

2
,

n+2
2

+ ε para q =
n+2

2
,
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e ε arbitrariamente pequeno positivo. Então, para qualquer f ∈ Lq(Q), φ ∈W 2−2/q
q (Ω) e Φ ∈

W 2−1/q,1−1/(2q)
q (ST ), com q 6= 3/2, satisfazendo no caso em que q > 3/2 a seguinte condição de

compatibilidade

φ |S = Φ|t=0,

então o problema (1.1) tem uma única solução u ∈W 2,1
q (Q). Esta solução satisfaz a estimativa

||u||(2)
q,Q ≤ c

(
|| f ||q,Q + ||φ ||

(
2− 2

q

)
q,Ω + ||Φ||

(
2− 1

q

)
q,ST

)
.

A constante c = c(T ) permanece limitada para valores finitos de T . Uma demonstração mais geral

para este fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et el. [2], página 341. Neste texto utilizaremos

este teorema com q = 3 ou q = 4.

Teorema 1.3 Suponha que u(x, t) é uma solução generalizada em V 1,0
2 (Q) da equação

ut−M u =
∂ fi

∂xl
− f ,

onde

M u =
∂

∂xl
(ai j(x, t)uxi +ai(x, t)u)−bi(x, t)uxi−a(x, t)u,

cujos termos livres satisfazem a condição de parabolicidade uniforme e∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ n

∑
i=1

a2
i ;

n

∑
i=1

b2
i ;

n

∑
i=1

f 2
i ; a; f

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
q,r,Q

≤ c,

onde q e r são números positivos arbitrários satisfazendo as condições

1
r

+
n

2q
= 1−κ1

com

q ∈ [1,∞] , r ∈
[

1
1−κ1

,
2

1−2κ1

]
,

0 < κ1 <
1
2
, paran = 1.


Suponha também que o supQ ess|u| = M. Então u ∈ Hα,α/2(Q), e a norma |u|(α)

Q é estimada por

cima por uma constante que depende somente de n, M, e dos parâmetros c, q e r das condições

acima. O expoente α é determinado somente pelos números n = 1, q e r.

Uma demonstração mais geral para este fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et al. [2],
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página 204. O sentido de solução generalizada é dado no enunciado do Teorema 2.2, porém com

os termos da equação acima no lugar dos termos da equação do problema tratado em tal Teorema.

Teorema 1.4 Suponha l > 0, os coeficientes do operador L pertencentes à classe H l,l/2(Q). Então

para qualquer f ∈H l,l/2(Q), φ ∈H l+2(Ω), Φ∈H l+2,1+l/2(ST ) satisfazendo as condições de com-

patibilidade de ordem [l/2]+1 o problema (1.1) possui uma única solução de classe H l+2,1+l/2(Q),
satisfazendo

|u|(l+2)
Q ≤ c(| f |(l)Q + |φ |(l+2)

Ω
+ |Φ|(l+2)

ST
).

Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et al. [2], página 320.

Teorema 1.5 Hβ ,β/2 ⊂⊂ Hα,α/2 sempre que β ≥ α .

Teorema 1.6 O produto de duas funções em Hα,α/2(Q) com α ∈ (0,1) ainda está em Hα,α/2(Q).

Demonstração:Sejam, u e v ∈ Hα,α/2(Q), então,

|u|(α)
Q = sup

Q̄
|u(x, t)|+ sup

x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|u(x1, t)−u(x2, t)|
|x1− x2|α

+ sup
x∈Ω̄

t1,t2∈[0,T ]

|u(x, t1)−u(x, t2)|
|t1− t2|α/2 < ∞.

A função v satisfaz uma estimativa análoga. Vamos então estimar separadamente cada um dos
termos da norma em Hα,α/2(Q) do produto destas duas funções. Temos que,

|uv|(α)
Q = sup

Q̄
|uv(x, t)|+ sup

x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|uv(x1, t)−uv(x2, t)|
|x1− x2|α

+ sup
x∈Ω̄

t1,t2∈[0,T ]

|uv(x, t1)−uv(x, t2)|
|t1− t2|α/2 .

sup
Q
|uv(x, t)|= sup

Q
|u(x, t)|.|v(x, t)| ≤ sup

Q
|u(x, t)|.sup

Q
|v(x, t)| ≤ |u|(α)

Q .|v|(α)
Q < ∞.

sup
x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|uv(x1, t)−uv(x2, t)|
|x1− x2|α

= sup
x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|uv(x1, t)+uv(x2, t)−2uv(x2, t)−u(x1, t)v(x2, t)+u(x1, t)v(x2, t)−u(x2, t)v(x1, t)+u(x2, t)v(x1, t)|
|x1− x2|α

≤ sup
x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|u(x1, t)−u(x2, t)| |v(x1, t)− v(x2, t)|+ |u(x1, t)v(x2, t)−uv(x2, t)|+ |u(x2, t)v(x1, t)−uv(x2, t)|
|x1− x2|α
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≤ sup
x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|u(x1, t)−u(x2, t)| |v(x1, t)− v(x2, t)|
|x1− x2|α

+ sup
x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|v(x2, t)| sup
x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|u(x1, t)−u(x2, t)|
|x1− x2|α

+ sup
x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|u(x2, t)| sup
x1,x2∈Ω̄

t∈[0,T ]

|v(x1, t)− v(x2, t)|
|x1− x2|α

≤ c1 + c2 sup
Q
|v(x, t)|+ c3 sup

Q
|u(x, t)|< ∞.

Com cálculos análogos podemos concluir que

sup
x∈Ω̄

t1,t2∈[0,T ]

|uv(x, t1)−uv(x, t2)|
|t1− t2|α/2 < ∞,

e portanto
|uv|(α)

Q < ∞

�

Lema 1.2 Suponha que u(x) é uma função limitada de W 1
2s+2(Ω), s≥ 0, e ζ (x) uma função suave

tal que o produto u(x)ζ (x) é zero na fronteira S do domı́nio Ω. Então∫
Ω

|ux|2s+2
ζ

2dx≤ 16osc2{u,Ω}
∫

Ω

(c|ux|2s−2u2
xxζ

2 + |ux|2s
ζ

2
x )dx,

c = n2 + s2.

Uma demonstração para este fato pode ser encontrada em Ladyzenskaja et al. [2], página 93.

Teorema 1.7 Teorema de Compacidade de Aubin-Lions: Sejam U,V,W espaços de Banach com

U ⊂V ⊂W. Suponha que a imersão U ↪→V seja compacta e U e W reflexivos. Considere,

Π =
{

u ; u ∈ Lp0(0,T ;U), u′ =
du
dt
∈ Lp1(0,T ;W )

}
onde 0 < T < ∞ e 1 < p0, p1 < ∞. O espaço Π munido da norma

||u||Lp0(0,T ;U) + ||u′||Lp1(0,T ;W )

é um espaço de Banach.

Nestas hipóteses, a imersão Π ↪→ Lp0(0,T ;V ) é compacta.

Uma demonstração para este fato pode ser encontrada em Lions [12].
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Consideramos o sistema

(1.2)
∂v
∂ t

= εDvxx +Mvx + f (v, t), (x, t) ∈Ω×R+,

junto com o dado inicial

(1.3) v(x,0) = v0(x), x ∈Ω.

Aqui ε > 0, Ω é um intervalo aberto em R, D = D(v,x), e M = M(v,x), são matrizes definidas em
um subconjunto aberto U×V ⊂ Rn×Ω, v = (v1,v2, · · · ,vn) e f é uma aplicação suave de U×R+

em Rn. Se Ω não é todo R, assumimos que v satisfaz alguma condição de fronteira especı́fica (por
exemplo, condição de Dirichlet ou Neumann). Supomos que este problema possua uma solução
(no tempo) local em algum conjunto X de funções suaves de Ω em Rn, isto é, dada uma função
v0 ∈ X , existe um δ > 0 e uma solução suave v(x, t) de (1.2), (1.3) definida para x ∈Ω e t ∈ [0,δ ),
tal que v(., t) ∈ X , 0≤ t < δ .

Definição 1.19 Um subconjunto fechado Σ ⊂ Rn é chamado de região positivamente invariante
para a solução local definida por (1.2), (1.3), se qualquer solução v(x, t) possuindo todas as suas

condições iniciais e de fronteira em Σ, satisfaz v(x, t) ∈ Σ para todo x ∈Ω e para todo t ∈ [0,δ ).

Sempre assumimos que se u ∈ X , existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que se x /∈ K, então
u(x) ∈ int Σ. Chamamos esta condição de condição K. Em Smoller [1] é mostrado que a condição
K é sempre válida se considerarmos (1.2) em um domı́nio limitado, com as condições de fronteira
pertencendo ao int Σ.

As regiões invariantes Σ serão dadas por intersecção de semi-planos, isto é, consideramos
regiões Σ da forma

(1.4) Σ = ∩m
i=1{v ∈U ; Gi(v)≤ 0},

onde Gi são funções a valores reais suaves definidas em um subconjunto aberto de U , e para cada
i, o gradiente ∇v Gi(ν) nunca é o vetor nulo, nos pontos em que Gi(ν) = 0.

Antes de darmos o principal resultado sobre regiões positivamente invariantes, precisamos de
mais uma definição.

Definição 1.20 A função suave G : Rn→ R é chamada quasi-convexa em v se ∇v G(η) = 0, então

d2Gv(η ,η)≥ 0.

Teorema 1.8 Seja Σ definido por (1.4), e suponha que para todo t ∈R+ e para todo v0 ∈ ∂ Σ (então
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Gi(v0) = 0 para algum i), valem as seguintes condições:

1. ∇Gi em v0 é um autovetor de D(v0,x), e M(v0,x), para todo x ∈Ω;

2. Se (∇Gi)D(v0,x) = µ∇Gi, com µ 6= 0, então Gi é quasi-convexo em v0;

3. ∇Gi. f < 0 em v0, para todo t ∈ R+.

Então Σ é invariante para (1.2), para todo ε > 0.

Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em Smoller [1], página 200.

Teorema 1.9 Teorema de Compacidade de Rellich-Kondrachov

Suponha que Ω seja um aberto limitado de Rn e que ∂ Ω ∈C1. Suponha 1≤ p < n. Então

W 1,p(Ω)⊂⊂ Lq(Ω),

para cada 1≤ q≤ p∗. Com,

p∗ =
pn

n− p
.

Observação 1.2 Como p∗> p e p∗→∞ quando p→ n, teremos em particular pelo teorema acima

que

W 1,p(Ω)⊂⊂ Lp(Ω),

para todo 1 ≤ p ≤ ∞. Demonstrações para esta observação e para o teorema acima podem ser

encontradas em Evans [6], página 272.



Capı́tulo

2

Dedução do Modelo

Consideramos o sistema 2×2 de equações parabólicas quasi-lineares:

(2.1) ut +g[t,u] f (u)x = (B(u)ux)x ,0 < t < T,x ∈Ω = (−1,1),g[t;u] = g̃
(∫ 1

−1
K(u1,u2)dx, t

)
,

onde u =

(
u1

u2

)
, f =

(
f1

f2

)
e B =

(
B11 B12

B21 B22

)
e (2.1) é uma versão simplificada de

∂ui

∂ t
+g[t;u]

∂ fi(u)
∂x

=
∂

∂x

(
Bi j(u)

∂u j

∂x

)
.

Vamos obter tal modelo (2.1):

Consideramos o fluxo unidimensional horizontal de três fluidos incompressı́veis e imiscı́veis
formados em fases, digamos, óleo, gás e água. O balanceamento das massas é governado pela
equação de conservação de massas:

(2.2)
∂

∂ t
(Φui ρi)+

∂

∂x
(ρi vi) = 0,

onde Φ denota a porosidade do meio poroso, ui, ρi e v são a saturação, densidade e velocidade
de seepage respectivamente da i-ésima fase. Já que ui denota a porção da porosidade unitária do
volume na i-ésima fase, teremos

(2.3) u1 +u2 +u3 = 1

14
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As equações do momento são dadas na forma da Lei de Darcy

(2.4) vi =−K λi pix, λi = λi(u1,u2), i = 1, 2, 3

onde K é a permeabilidade absoluta, λi é a mobilidade da i-ésima fase e pi é a pressão da i-ésima
fase.

As funções Pi(u1,u2), i = 1,2, que definem as diferenças de pressão

(2.5) p1− p3 = P1, p2− p3 = P2

são chamadas de pressões de capilaridade.

As constantes positivas Φ, ρi e K e as funções λi(u1,u2), i = 1,2,3 e P1(u1,u2), P2(u1,u2)
constituem os dados do modelo.

Vamos assumir por simplicidade que K = Φ = 1. Denotemos

(2.6) λ =
3

∑
i=1

λi, v =
3

∑
i=1

vi, fi =
λi

λ
, i = 1,2,3

Assim, de (2.2) e (2.3) teremos:

ρ1

(
∂u1

∂ t
+

∂v1

∂x

)
= 0

ρ2

(
∂u2

∂ t
+

∂v2

∂x

)
= 0

ρ3

(
∂u3

∂ t
+

∂v3

∂x

)
= 0

Como ρi 6= 0, ∀ i, somamos as três equações, obtendo:

∂

∂ t
(u1 +u2 +u3)+

∂

∂x
(v1 + v2 + v3) = 0, assim

∂v
∂x

= 0,
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já que u1 +u2 +u3 = 1 e portanto v depende somente de t. Somando as equações em (2.4), obtemos

v = −
(

λ1
∂ p1

∂x
+λ2

∂ p2

∂x
+λ3

∂ p3

∂x

)

= −
(

λ1
∂ (P1 + p3)

∂x
+λ2

∂ (P2 + p3)
∂x

+λ3
∂ p3

∂x

)

= −
(

λ1
∂P1

∂x
+λ2

∂P2

∂x
+λ

∂ p3

∂x

)

−λ
∂ p3

∂x
= v+λ1

∂P1

∂x
+λ2

∂P2

∂x

−∂ p3

∂x
=

v
λ

+
λ1

λ

∂P1

∂x
+

λ2

λ

∂P2

∂x
(2.7)

Vamos denotar ∆p3 = p3(1, t)− p3(−1, t) e integrando a igualdade (2.7) em relação à x em [−1,1]
obtemos ∫ 1

−1
−∂ p3

∂x
dx =

∫ 1

−1

(
v
λ

+
λ1

λ

∂P1

∂x
+

λ2

λ

∂P2

∂x

)
dx

−∆p3 = v
∫ 1

−1

1
λ

dx+
∫ 1

−1

(
λ1

λ

∂P1

∂x
+

λ2

λ

∂P2

∂x

)
dx

−v
∫ 1

−1

1
λ

dx = ∆p3 +
∫ 1

−1

(
λ1

λ

∂P1

∂x
+

λ2

λ

∂P2

∂x

)
dx

v(t) =− 1∫ 1
−1 λ−1 dx

(
∆p3 +

∫ 1

−1

(
λ1

λ

∂P1

∂x
+

λ2

λ

∂P2

∂x

)
dx
)

(2.8)

Multiplicando a equação (2.7) por λ

λ2+λ3
, podemos escrever (2.4) do seguinte modo

∂ p3

∂x
=

v
λ

+
λ1

λ

∂P1

∂x
+

λ2

λ

∂P2

∂x

−∂ p3

∂x

(
λ

λ2 +λ3

)
=
(

v
λ2 +λ3

)
+

λ1

λ2 +λ3

∂P1

∂x
+

λ2

λ2 +λ3

∂P2

∂x

−∂ p3

∂x
−
(

λ1

λ2 +λ3

∂ p3

∂x

)
=
(

v
λ2 +λ3

)
+

λ1

λ2 +λ3

∂P1

∂x
+

λ2

λ2 +λ3

∂P2

∂x

−∂ p3

∂x
=

v
λ2 +λ3

+
(

λ1

λ2 +λ3

) (
∂ p1

∂x
− ∂ p3

∂x

)
+

λ2

λ2 +λ3

∂P2

∂x
+(

λ1

λ2 +λ3
)

∂ p3

∂x
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−∂ p3

∂x
=

v
λ2 +λ3

+
(

λ1

λ2 +λ3

)
∂ p1

∂x
+
(

λ2

λ2 +λ3

)
∂P2

∂x(
λ2 +λ3

λ

)
∂ p3

∂x
=− v

λ
− λ2

λ

∂P2

∂x
− λ1

λ

∂ p1

∂x

∂ p1

∂x

(
λ2 +λ3

λ
−1
)

=
v
λ

+
λ2

λ

∂P2

∂x
+
(

λ2 +λ3

λ

)
∂ p3

∂x

−∂ p1

∂x
=

v
λ

+
λ2

λ

∂P2

∂x
−
(

λ2 +λ3

λ

) (
∂ p1

∂x
− ∂ p3

∂x

)
−∂ p1

∂x
=

v
λ

+
λ2

λ

∂P2

∂x
−
(

λ2 +λ3

λ

)
∂P1

∂x

−λ1
∂ p1

∂x
= v

λ1

λ
+

λ1 λ2

λ

∂P2

∂x
− λ1 (λ2 +λ3)

λ

∂P1

∂x
Assim,

v1 = v f1 +
λ1 λ2

λ

∂P2

∂x
− λ1 (λ2 +λ3)

λ

∂P1

∂x

Com cálculos análogos podemos concluir que

v2 = v f2 +
λ1 λ2

λ

∂P1

∂x
− λ2 (λ1 +λ3)

λ

∂P2

∂x
.

Assim, usando (2.2) teremos as seguintes equações:

∂u1

∂ t
+

∂v1

∂x
= 0

∂u1

∂ t
+

∂ (v(t) f1)
∂x

+
(

λ1 λ2

λ

∂P2

∂x

)
x
−
(

λ1 (λ2 +λ3)
λ

∂P1

∂x

)
x
= 0 (∗)

Observe que
∂P1

∂x
=

∂P1

∂u1

∂u1

∂x
+

∂P1

∂u2

∂u2

∂x

∂P2

∂x
=

∂P2

∂u1

∂u1

∂x
+

∂P2

∂u2

∂u2

∂x

Assim, por (*) teremos

∂u1

∂ t
+ v(t)

∂ f1

∂x
+
(

λ1 λ2

λ

(
∂P2

∂u1

∂u1

∂x
+

∂P2

∂u2

∂u2

∂x

))
x

−
(

λ1 (λ2 +λ3)
λ

∂P1

∂u1

∂u1

∂x
+

λ1 (λ2 +λ3)
λ

∂P1

∂u2

∂u2

∂x

)
x
= 0



2. Dedução do Modelo 18

∂u1

∂ t
+ v(t)

∂ f1

∂x
+
((

λ1 λ2

λ

∂P2

∂u1
− λ1 (λ2 +λ3)

λ

∂P1

∂u1

)
∂u1

∂x

)
x

−
(

λ1 (λ2 +λ3)
λ

∂P1

∂u2

∂u2

∂x
− λ1 λ2

λ

∂P2

∂u2

∂u2

∂x

)
x
= 0

∂u1

∂ t
+ v(t)

∂ f1

∂x
=
((

λ1 (λ2 +λ3)
λ

∂P1

∂u1
− λ1 λ2

λ

∂P2

∂u1

)
∂u1

∂x

)
x

−
(

λ1 λ2

λ

∂P2

∂u2

∂u2

∂x
− λ1 (λ2 +λ3)

λ

∂P1

∂u2

∂u2

∂x

)
x

Com cálculos análogos podemos concluir que

∂u2

∂ t
+ v(t)

∂ f2

∂x
=
((

λ2 (λ1 +λ3)
λ

∂P2

∂u1
− λ1 λ2

λ

∂P1

∂u1

)
∂u1

∂x

)
x

−
(

λ1 λ2

λ

∂P1

∂u2

∂u2

∂x
− λ2 (λ1 +λ3)

λ

∂P2

∂u2

∂u2

∂x

)
x

Obtendo então o sistema

(2.9) ut + v(t) f (u)x = (B(u)ux)x

para o vetor u = (u1,u2)T , onde f (u) := ( f1, f2)T e v(t) é definido em (2.6) e (2.8) e a matriz B é
dada por

(2.10)



B11 =
λ1 (λ2 +λ3)

λ

∂P1

∂u1
− λ1 λ2

λ

∂P2

∂u1

B12 =
λ1 (λ2 +λ3)

λ

∂P1

∂u2
− λ1 λ2

λ

∂P2

∂u2

B21 =
λ2 (λ1 +λ3)

λ

∂P2

∂u1
− λ1 λ2

λ

∂P1

∂u1

B22 =
λ2 (λ1 +λ3)

λ

∂P2

∂u2
− λ1 λ2

λ

∂P1

∂u2

A equação de balanceamento do volume (2.3) nos leva a seguinte condição:

(2.11) u(x, t) ∈ ∆ := {u = (u1,u2) ∈ R2; 0≤ ui ≤ 1,u1 +u2 ≤ 1}

para cada (x, t) ∈ Q := Ω × (0,T ). Resumindo, a condição (2.11) nos leva

0≤ ui(x, t)≤ 1, 0≤ u1(x, t)≤ 1−u2(x, t), ∀(x, t) ∈Q.
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As mobilidades λi estão sujeitas às seguintes restrições fı́sicas como em Allen et. al [4]:

(2.12) λi ≥ 0, λi|ui = 0, λi = λi(ui), i ∈ {1,2,3}.

Por (2.10) e (2.12), podemos demonstrar que a matriz de capilaridade B é singular e degenerada, ou
seja, a mesma possui determinante nulo e não é possı́vel encontrar um número k > 0 tal que Bii ≥ k,
na fronteira do triângulo ∆. De fato, consideramos primeiramente a parte da fronteira de ∆ onde
u1 = 0. Vemos, por (2.10) que os termos B11 e B12 serão nulos. Analogamente, na parte da fronteira
de ∆ onde u2 = 0, vemos que os termos B22 e B21 serão nulos. No caso em que u1 = 1−u2, ou seja,
u3 = 0, vemos que

B11 =
λ1λ2

λ

(
∂P1

∂u1
− ∂P2

∂u1

)
B12 =

λ1λ2

λ

(
∂P1

∂u2
− ∂P2

∂u2

)
B21 =

λ1λ2

λ

(
∂P2

∂u1
− ∂P1

∂u1

)
B22 =

λ1λ2

λ

(
∂P2

∂u2
− ∂P1

∂u2

)
,

e portanto, a segunda linha da matriz será igual à −1 vezes a primeira linha. Ou seja, tal matriz é
equivalente à uma constante vezes a matriz(

B11 B12

0 0

)
.

Demonstrando portanto a afirmação sobre a matriz ser singular e degenerada na fronteira do triân-
gulo ∆.

Como em Frid & Shelukhin [5], assumimos que a matriz B dada por (2.10) satisfaz as condições
satisfaz as condições

(2.13) B21 ≡ 0,
∂B22

∂u1
≡ 0

A condição (2.13) significa que a primeira e a terceira fases não são responsáveis pelo total de
difusão para a segunda fase.

Usando as condições (2.13) para B, vamos simplificar a fórmula (2.8). Por (2.10) e (2.13) temos
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que

λ2 (λ1 +λ3)
λ

∂P2

∂u1
− λ1 λ2

λ

∂P1

∂u1
= 0

λ1 +λ3

λ

∂P2

∂u1
=

λ1

λ

∂P1

∂u1(
1− λ2

λ

)
∂P2

∂u1
=

λ1

λ

∂P1

∂u1

λ1

λ

∂P1

∂u1
+

λ2

λ

∂P2

∂u1
=

∂P2

∂u1

De (2.10),

B22 =
λ2 (λ1 +λ3)

λ

∂P2

∂u2
− λ1 λ2

λ

∂P1

∂u2

B22

λ2
=

(λ1 +λ3)
λ

∂P2

∂u2
− λ1

λ

∂P1

∂u2

B22

λ2
=
(

1− λ2

λ

)
∂P2

∂u2
− λ1

λ

∂P1

∂u2

λ1

λ

∂P1

∂u2
+

λ2

λ

∂P2

∂u2
=

∂P2

∂u2
− B22

λ2

λ1

λ

∂P1

∂u2

∂u2

∂x
+

λ2

λ

∂P2

∂u2

∂u2

∂x
=

∂P2

∂u2

∂u2

∂x
− B22

λ2

∂u2

∂x

Assim,
λ1

λ

∂P1

∂x
+

λ2

λ

∂P2

∂x
=

∂P2

∂x
+

∂F
∂x

,

com
F(u2) =−

∫ u2

0

B22(s)
λ2(s)

ds.

E então a fórmula (2.8) pode ser escrita da seguinte forma

(2.14) v(t) =− p2 +F(u2)∫ 1
−1 λ−1 dx

|x=1
x=−1

Assumindo que ∆p2 ≡ p2|x=1
x=−1 é uma função do tempo dada, chegamos ao sistema (2.1) se o

funcional g é dado pela fórmula

g =
g1(t)∫ 1

−1 k(u1,u2)dx
,
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g1 =−∆p2(t)−∆F(t), k = λ−1, onde

∆F(t) = F(u2(1, t))−F(u2(−1, t)).

Até agora sabemos pouco sobre as funções Pi(u) teoricamente e experimentalmente. O mesmo
acontece para as funções de mobilidade λi(u), i = 1, 2, 3. Existem algumas funções de mobilidade
empı́ricas que tem grande utilidade em engenharia. Elas incluem as leis lineares λi = kiui, as leis
quadráticas λi = kiu2

i , e as leis de H. Stone como em Allen et. al [4].

A discussão de capilaridade nos resultados deste trabalho em algumas fórmulas de representa-
ção para as funções de pressão de capilaridade vão de acordo com a restrição (2.13) no tensor de
capilaridade-difusão.

Por (2.10) a hipótese B21 = 0 nos leva à E.D.P.

(2.15) (λ1 +λ3)
∂P2

∂u1
−λ1

∂P1

∂u1
= 0,

para Pi(u), i = 1, 2 e se as funções λi(u) são dadas. A equação (2.15) juntamente com a restrição
adicional ∂B22

∂u1
= 0 e a condição de parabolicidade do sistema (2.1) é analisada na base da teoria de

simetria de grupo.

É mostrado que a classe correspondente de funções de pressão capilar é grande o suficiente e
pode ser descrita em termos de uma função arbitrária de uma variável e uma quantidade arbitrária
de constantes.

Em particular, quando as mobilidades λi são lineares

(2.16) λi = kiui, ki = cte.(≥ 0), i = 1, 2

o sistema (2.13) admite uma solução

(2.17) Pi = qi(ξ )+Qi(u2), ξ =
u1

1−u2
, i = 1, 2

com as funções qi e Qi definidas no capı́tulo 4.

Dadas as equações (2.16) e (2.17), estudamos o sistema de fluxo de reservatório de fluidos
(2.2)-(2.5) no caso em que k1 = k3. Então o sistema parabólico correspondente (2.1) é especificado
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como segue

(2.18)



u1t +g[t;u]
(

u1

ku2 +1

)
x
= αk1(ξ (1−ξ )π ′1(ξ )u1x)x

+
(

ξ

[
αk1ξ (1−ξ )π ′1(ξ )−β

k1k2u2(1−u2)π ′2(u2)
k2u2 + k1(1−u2)

]
u2x

)
x
,

u2t +g[t;u]
(

(1+ k)u2

1+ ku2

)
x
= β

(
k1k2u2(1−u2)π ′2(u2)

k2u2 + k1(1−u2)
u2x

)
x
,

onde α , β , k1, k2 e k são constantes,

ξ :=
u1

1−u2
, g :=

g1(t)∫ 1
−1(1+ ku2)−1dx

,

e π1(ξ ), π2(u2) são funções suaves de ξ , u2 ∈ (0,1) definidas no enunciado do Teorema 2.3, com
π ′1(ξ ) ≥ 0, π ′2(u2) ≥ 0, 0 < ξ < 1, 0 < u2 < 1. Na seção 4.1 discutiremos tal sistema, fazendo a
dedução do mesmo.

Observamos que o sistema (2.18) não é desacoplado pela restrição (2.11) e pela presença do
funcional g[t;u] em ambas equações.

Consideramos então um reservatório de fluidos especial que é conhecido na mecânica do petró-
leo como imbição capilar, Barenblatt et. al [7]. Tal fluxo é caracterizado pela condição ∑

3
i=1 vi = 0,

isto é, duas fases se movem em direções opostas ao fluxo da outra fase. Por (2.14),

(2.19)
3

∑
i=1

vi = 0

quando por exemplo,
p2|x=−1 = p2|x=1 eu2|x=−1 = u2|x=1,

ou seja,
∆p2(t)+∆F(t) = 0.

Agora, no contexto do sistema não-local (2.9), é claro que com a condição (2.19) chegamos ao
sistema reduzido

(2.20) ut = (B(u)ux)x.

Vamos argumentar por regularização. Para isto estudamos primeiramente, no Capı́tulo 3, o
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sistema não-degenerado (2.1) com as condições

(2.21) Bii ≥ ν = cte. > 0, ∀u ∈ ∆, i = 1, 2.

Vamos lembrar alguns resultados conhecidos de existência global para o sistema 2x2 não-degene-
rado (2.1) com g ≡ 1. Na teoria de Ladyzenskaja et al. [2], a matriz B é um múltiplo escalar da
matriz identidade. Os resultados de Amann [8] são obtidos para o caso em que

(2.22)
∂ f2

∂u1
≡ 0, B21 ≡ 0,

∂B22

∂u1
≡ 0,

sob a hipótese de que a norma de alguma solução é finita a priori. Claramente, as condições (2.22)
(mais precisamente a primeira das três condições) implicam que, quando g ≡ 1, o sistema (2.1) é
desacoplado e a segunda equação, para u2, não contém u1.

Nossa hipótese sob as funções fi, Bi j, são mais fracas do que aquelas impostas por Amann [8],
mas também restringimos ao caso em que a matriz B é triangular:

(2.23) B21 = 0

Definimos as seguintes condições inicial e de contorno

(2.24) δun +u = u∂ em |x|= 1, u|t=0 = u0(x),

e

(2.25) u = u∂ em |x|= 1, u|t=0 = u0(x),

onde δ = cte. > 0 e
un|x=±1 :=±ux|x=±1, u∂ |x=±1 := u±(t).

Ou seja, a primeira condição em (2.24), nos indica que o vetor normal nos pontos (−1, t) e (1, t),
apontam para o interior da região ∆. Esta condição significa, fisicamente, que estamos realizando
um controle do volume na entrada e na saı́da dos fluidos no meio poroso. Já a primeira condição
em (2.25) significa, fisicamente, que definimos o volume na entrada e na saı́da no meio poroso.
Temos então, um problema de Dirichlet misto.

Claramente, o triângulo ∆ é a interseção dos semi-planos

(2.26) ∆ = ∩3
i=1{Gi(u)≤ 0}, G1 =−u1, G2 =−u2, G3 = u1 +u2−1.
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No que segue, assumiremos que o vetor ∇uGi é um autovetor das matrizes BT e ( f ′)T no pedaço
correspondente da fronteira ∆∩{Gi = 0} para cada i = 1, 2, 3:

(2.27) ( f ′)T < ∇uGi >= αi∇uGi, BT < ∇uGi >= µi∇uGi, µi ≥ 0,

onde BT é a transposta de B e ( f ′)i j = ∂ fi
∂u j

. Vamos demonstrar que tal fato é verdadeiro para a
matriz BT . Consideramos a matriz de capilaridade B como no sistema (2.18). Assim, teremos para
i = 1, em u1 = 0,(

B11 0
B12 B22

)(
−1
0

)
= µ1

(
−1
0

)
(
−B11

−B12

)
=

(
−µ1

0

)
.

Como estamos no caso em que u1 = 0, segue pela definição da nossa matriz que µ1 = 0. Observe
que com cálculos análogos concluiremos que µ2 = 0. Seja então, o caso i = 3. Assim, teremos que,
u1 +u2 = 1.(

B11 0
B12 B22

)(
1
1

)
= µ3

(
1
1

)
,

ou seja, teremos
B11|u1+u2=1 = µ3

(B12 +B22)|u1+u2=1 = µ3.

Substituindo u1 + u2 = 1 nas entradas B11, B12 e B22 da matriz de capilaridade, concluı́mos que
µ3 = 0. Portanto demonstramos a condição (2.27) para a matriz BT .

Nossas hipóteses sobre a suavidade das funções fi e Bi j são:

(2.28) fi,
∂ fi

∂u j
, Bi j,

∂Bi j

∂uk
,

∂ 2Bi j

∂uk∂us
∈ Hβ (∆),

onde Hβ (∆), β ∈ (0,1) é o espaço das funções Hölder contı́nuas definidas em ∆.

Assim como para os dados iniciais e de contorno, exigimos que

(2.29) u0(x) ∈ H2+β (Ω), u±(t) ∈ H1+β ([0,T ]),

(2.30) u0(x), u±(t) ∈ ∆, ∀x ∈Ω, ∀ t ∈ (0,T ).
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No que segue, também assumiremos que g≡ 1. Formulamos agora nossos problemas

Teorema 2.1 Assuma que os dados B(u), f (u), u0(x) e u±(t) satisfazem as condições (2.21),

(2.23), (2.27)-(2.30). Seja também a seguinte condição de compatibilidade

±δu′0(±1)+u0(±1) = u±(0)

satisfeita. Então o problema (2.1), (2.11), (2.24) com g ≡ 1 tem uma única solução u(x, t) com

u ∈ H2+β ,1+ β

2 (Q), e β dado em (2.28) - (2.30).

Teorema 2.2 Sejam as funções B(u), f (u), como no Teorema anterior. Assuma que os dados u0(x)
e u±(t) satisfazem (2.30) e u0 ∈ L2(Ω), u± ∈W 1,1(0,T ). Então o problema (2.1), (2.11), (2.25)

com g≡ 1 possui uma solução fraca u(x, t) tal que

u ∈ L2(0,T ;W 1
2 (Ω))∩L∞(Q), ut ∈ L2(0,T ;W−1

2 (Ω)).

A solução fraca u deste teorema resolve o problema (2.1), (2.11), no seguinte sentido:∫ ∫
Q

uiφt + fi(u)φx−Bi j(u)u jxφxdxdt =−
∫

Ω

ui0φ(0,x)dx,

para qualquer φ ∈C∞
c ((−∞,T ) × Ω).

Teorema 2.3 Assuma que π1(ξ ), π2(u2) são funções dadas de ξ , u2 ∈ (0,1), com π ′1(ξ ) ≥ 0,

π ′2(u2)≥ 0, 0 < ξ < 1, 0 < u2 < 1, e

u0 ∈ L∞(Ω), u± ∈W 1,1(0,T ), 0 < δ ≤ u2,±(t)≤ 1−δ , δ ≤ ξ±(t)≤ 1−δ ,

δ ≤ u2,0(x)≤ 1−δ , δ ≤ ξ0(x)≤ 1−δ ,

para algum δ ∈ (0,1), onde

ξ0 =
u1,0

1−u2,0
, ξ± =

u1,±
1−u2,±

.

Então com

f1 =
u1

ku2 +1
, f2 = (1+ k)

u2

ku2 +1
, k =

k2

k1
−1,

B11 = αk1ξ (1−ξ )π ′1(ξ ), B12 = ξ (B11−B22), B21 = 0, B22 =
k1k2u2(1−u2)π ′2(u2)

k2u2 + k1(1−u2)
,

onde k1, k2 são constantes positivas, k = k2
k1
−1, ξ = u1(1−u2)−1, o problema (2.1), (2.25) possui
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uma solução fraca u(t,x) tal que

u ∈ L∞(Q), ux ∈ L2(Q), ut ∈ L2(0,T ;W−1,2(Ω)),

e as estimativas

(2.31) 0 < δ ≤ u2 ≤ 1−δ , δ ≤ ξ ≤ 1−δ ,

valem.



Capı́tulo

3

Problemas não-Degenerados

3.1 Estimativas a Priori

Seja h : R2→ R2 uma função suave tal que ∇uGi(u) · h(u) < 0, i = 1,2,3 em uma vizinhança
da ∂∆. Tal escolha de h é possı́vel já que ∇uGi(u) 6= 0 e ∆ é um conjunto convexo. Por agora,
assumiremos que h(u) = u∗−u, onde u∗ é um ponto qualquer do interior do triângulo ∆.

Dados números positivos ε,δ ∈ (0,1), consideramos o problema de valor de contorno aproxi-
mado

(3.1) ut + f (u)x = (Bνux)x + εh,(t,x) ∈ Q,

(3.2) δun +u = u∂ ,ε , |x|= 1,u|t=0 = u0,ε(x).

Onde

ui,±,ε = (1− ε)
(

ε

2
+ui,±

)
,ui,0,ε = (1− ε)

(
ε

2
+ui,0

)
, i = 1,2.

Observe que, tomamos as condições aproximadas desta forma para garantir que quando as con-
dições iniciais e de fronteira originais estiverem no triângulo, então as condições aproximadas
também estarão. Vamos demonstrar este fato:

Suponha que u0(x), u±(t) ∈ ∆, então,

0≤ ui,±,ε = (1− ε)
(

ε

2
+ui,±

)
≤ (1− ε)

(
ε

2
+1
)
≤ (1− ε)(1+ ε) = 1− ε

2 ≤ 1

O que demonstra a primeira condição para que as funções ui,±,ε ∈ ∆. Mostremos agora a

27



3. Problemas não-Degenerados 28

segunda condição:

0≤ u1,±,ε = (1− ε)
(

ε

2
+u1,±

)
≤ (1− ε)

(
ε

2
+1−u2,±

)
=

ε

2
+1−u2,±−

ε2

2
− ε + ε u2,±

≤ 1− ε

2
−u2,±+

ε2

2
+ εu2,± = 1− (1− ε)

(
ε

2
+u2,±

)
= 1−u2,±,ε

Com cálculos análogos, podemos constatar que o mesmo vale para a condição inicial.

Abaixo, nesta seção, as constantes c não dependem de ε; a matriz Bν , obedece as restrições
(2.21) e (2.23), e as funções u0,ε(x), ui,∂ ,ε(t), u±,ε(t) são usados sem seus ı́ndices ν e ε .

Observe que, a ordem na qual os lemas estão colocados, é fundamental para a demonstração, já
que sempre utilizaremos os lemas anteriores para concluir as demonstrações.

Neste primeiro lema demonstraremos que a solução do nosso problema, terá valores no interior
do triângulo ∆, desde que as condições iniciais e de contorno assumam valores em ∆.

Lema 3.1 A solução u assume valores em int∆ sempre que u0 e u± assumem valores em ∆

Demonstração:Seguimos o método das regiões positivamente invariantes como em [1].

Denotamos zi = Gi(u), provaremos que zi < 0 para cada i. Mostramos que max
x∈Ω

zi(0,x) < 0,

i ∈ 1,2,3. De fato, para i = 1, temos que z1 = G1(u) =−u1

z1(0,x) =−u1(0,x) =−u1
0,ε(x) = (1− ε)

(
ε

2
+u01

)
≤−(1− ε)

ε

2
< 0.

Com cálculos análogos concluı́mos que o mesmo vale para z2 = G2(u) = −u2. Seja então, i = 3.
z3 = G3(u) = u1 +u2−1

z3(0,x) =−1+u1(0,x)+u2(0,x) =−1+(1− ε)
(

ε

2
+u01

)
+(1− ε)

(
ε

2
+u02

)
=−1+(1− ε)

[
ε

2
+

ε

2
+u01 +u02

]
=−1+(1− ε)(ε +u01 +u02)≤−1+(1− ε)(1+ ε)

=−ε
2 < 0.

Supomos que exista um primeiro momento t1(i) > 0 tal que

max
x∈Ω

zi(t1(i),x) = zi(t1(i),x0) = 0

para algum i. Existem duas possibilidades:
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|x0|< 1 ou |x0|= 1. O caso x0 = 1 é impossı́vel. De fato, por (3.2) temos,

(3.3) δ zi
x + zi =−ui

+,ε

segue então que zi
x(t1,1) < 0.

Por continuidade, existe t0 ∈ (0, t1) tal que max
x∈Ω

zi(t0,x) = 0.

O que contradiz nossa escolha de t1. O caso x0 =−1 pode ser tratado da mesma forma.

Vamos considerar o caso |x0|< 1. Multiplicando (3.1) por ∇uGi chegamos a igualdade

(3.4) zi
t +αizi

x = (µizi
x)x + εh ·∇uGi em (t1,x0)

Por hipótese,
zi(t1,x0) = maxzi(τ,y)

onde o máximo é tomado sob 0≤ τ ≤ t1, |y| ≤ 1.

Segue então que

(3.5) zi
x(t1,x0) = 0,zi

xx(t1,x0)≤ 0,zi
t(t1,x0)≥ 0

Pela escolha de h, temos
h ·∇uGi < 0 em (t1,x0)

Então, por (3.4) concluı́mos que zi
t(t1,x0) < 0, o que contradiz (3.5).

�

No lema a seguir, demonstraremos algumas estimativas para as funções ux e ut . Tais estimativas
serão fundamentais para as demonstrações de outros lemas, e para as demonstrações dos Teoremas
2.2 e 2.3.

Lema 3.2 A estimativa

(3.6) ||ux||L2(Q) +δ ∑
±

∫ T

0
|ux(t,±1)|2dt ≤ c

vale com a constante c dependendo de ν e das normas ||u̇±||L1(0,T ) e ||h||L1(Q). Em particular, por



3. Problemas não-Degenerados 30

(3.1), segue que

(3.7) ||ut ||L2(0,T ;W−1,2(Ω)) ≤ c

uniformemente em ε e δ .

Demonstração:Seja

w =
1− x

2
u−,ε +

1+ x
2

u+,ε , v = u−w.

Afirmação 3.1
v|x=±1 =∓δ (vx +wx)|x=±1

De fato, temos pela condição (3.2) que δux = u+− u em x = 1 e que δux = u−− u em x = −1.

Assim, usando a definição de v temos,

v|x=1 = u−u+ =−δux|x=1 =−δ (vx +wx)|x=1

e

v|x=−1 = u−u− = δux|x=−1 = δ (vx +wx)|x=−1

O que conclui nossa afirmação.

Observe também que

v = u−w assim, v =
1
2

u+
1
2

u+
x
2

u− x
2

u−w

Logo,v =
(

1− x
2

)
(u−u−,ε)+

(
1+ x

2

)
(u−u+,ε)

Então multiplicando a equação (3.1)2 por v2, obtemos

u2tv2 + f2xv2 = (B22u2x)xv2 + εh2v2

v2tv2 +w2tv2 +( f2v2)x− f2v2x = (B22u2xv2)x−B22u2xv2x + εh2v2

v2tv2 +w2tv2 +( f2v2)x− f2v2x = (B22(v2x +w2x)v2)x−B22(v2x +w2x)v2x + εh2v2

1
2

dv2
2

dt
+B22v2

2x =−w2tv2− ( f2v2)x + f2v2x +(B22(v2x +w2x)v2)x−B22w2xv2x + εh2v2
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Integrando esta igualdade em Ω,utilizando as igualdades da afirmação e da observação acima,o
fato de que B22 ≥ ν e a desigualdade de Cauchy, obtemos:

1
2

d
dt

∫
Ω

v2
2dx+

∫
Ω

B22|v2x|2dx = v2(B22u2x− f2)|x=1
x=−1+

∫
Ω

(v2x( f2−B22(u2x−v2x))−w2tv2+εh2v2)dx

≤−δν |u2x(t,1)|2 +δ (u2x f2)(t,1)−δν |u2x(t,−1)|2 +δ (u2x f2)(t,−1)

+
∫

Ω

(v2x( f2−B22(u2x− v2x)+u2tv2 + εh2v2))dx

Assim,

1
2

d
dt

∫
Ω

v2
2dx≤−δν |u2x(t,1)|2 +δ (u2x f2)(t,1)−δν |u2x(t,−1)|2 +δ (u2x f2)(t,−1)

+
∫

Ω

(v2x f2−B22v2xu2x +u2tv2 +εh2v2)dx =−δν |u2x(t,1)|2 +δ (u2x f2)(t,1)−δν |u2x(t,−1)|2

+δ (u2x f2)(t,−1)+
∫

Ω

d
dx

((
1− x

2

)
(u2−u2,−,ε)+

(
1+ x

2

)
(u2−u2,+,ε)

)
f2dx

+
∫

Ω

d
dx

((
1− x

2

)
(u2−u2,−,ε)+

(
1+ x

2

)
(u2−u2,+,ε)

)
B22u2xdx

+
∫

Ω

u2t

((
1− x

2

)
(u2−u2,−,ε)+

(
1+ x

2

)
(u2−u2,+,ε)

)
dx

+
∫

Ω

εh2

((
1− x

2

)
(u2−u2,−,ε)+

(
1+ x

2

)
(u2−u2,+,ε)

)
dx

Observe que o primeiro e terceiro termos do lado direito da desigualdade são os termos que pre-
cisávamos na nossa estimativa. Assim, pela desigualdade acima e as condições dadas no problema
obtemos,

δν |u2x(t,1)|2 +δν |u2x(t,−1)|2 ≤
∫

Ω

−νcdx−
∫

Ω

νcu2
2xdx+ c

Integrando esta desigualdade em relação à t de 0 àT obtemos a desigualdade desejada para u2.

Vamos agora obter a mesma estimativa para u1. Da equação (3.1)1 temos

u1t + f1x = (B11u1x +B12u2x)+ εh1

v1tv1 +w1tv1 +( f1v1)x− f1v1x = ((B11u1x +B12u2x)v1)x− (B11u1x +B12u2x)v1x + εh1v1

1
2

d
dt

v2
1 +w1tv1 +( f1v1)x− f1v1x = ((B11(v1x +w1x)+B12u2x)v1)x−B11v2

1x−(B11w1x +B12u2x)v1x
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Integrando esta igualdade em Ω,

1
2

d
dt

∫
Ω

v2
1dx+

∫
Ω

B11v2
1xdx =−

∫
Ω

(v1x(B11w1x +B12u2x + f1)+w1tv1− εh1v1)dx

+v1(B11(v1x +w1x)+B12u2x− f1)|x=1
x=−1.

Utilizando a estimativa feita para u2 e um argumento análogo ao feito para obter tal estimativa,
concluı́mos que (3.6) vale para u1, demonstrando assim o lema. �

No próximo lema, obteremos uma maior regularidade para a função u2.

Lema 3.3 Existem constantes c e α ∈ (0,1) tais que

(3.8) |u2|
(α)
Q ≡ ||u2||Hα,α/2(Q̄) ≤ c.

Ainda mais, se u± ≡ 0, a estimativa (3.8) vale uniformemente em δ .

Demonstração:Seja ζ (t,x) uma função teste com valores entre 0 e 1 e que é diferente de zero
somente para x ∈ Kρ , a bola aberta de raio ρ centrada em x0 ∈ Ω̄. Denotemos

Ωρ = Ω̄∩Kρ = [x0
−,x0

+], x0
+ = min{1,x0 +ρ}, x0

− = max{−1,x0−ρ}.

Dado δ ′ > 0, multiplicamos a equação (3.1)2 por

ζ
2 max{u2− k,0} ≡ ζ

2u(k)
2 , k ≥−δ

′,

supondo que max{u2− k,0}= u2− k, obtemos

ζ
2u2t(u2− k)+ζ

2 f2x(u2− k) = ζ
2(B22u2x)x(u2− k)+ζ

2
εh2(u2− k)

Somando e subtraindo ζ ζt(u2− k)2 no primeiro termo da equação acima, e utilizando a regra da
derivada do produto nos outros termos, obtemos,

1
2
(2ζ ζt(u2−k)2+2ζ

2(u2−k)u2t−2ζ ζt(u2−k)2)+(ζ 2 f2(u2−k))x− f2(2ζ ζx(u2−k)+ζ
2(u2−k)x)

= (ζ 2B22u2x(u2− k))x− (2ζ ζxB22u2x(u2− k)+ζ
2B22u2x(u2− k)x)+ζ

2
εh2(u2− k)

1
2

d
dt

(ζ 2(u2− k)2)+ζ
2B22(u2− k)2

x = (ζ 2B22u2x(u2− k))x− (ζ 2 f2(u2− k))x

−(2ζ ζxB22u2x(u2− k)−ζ ζt |(u2− k)|2− f2(2ζ ζx(u2− k)+ζ
2(u2− k)x)− εh2ζ

2(u2− k)).
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Integrando em relação à x em Ωρ , segue que

1
2

d
dt

∫
Ωρ

ζ
2(u2− k)2dx+

∫
Ωρ

ζ
2B22(u2− k)2

xdx = ζ
2B22u2x(u2− k)|x

0
+

x0
−
−ζ

2 f2(u2− k)|x
0
+

x0
−

−
∫

Ωρ

(2ζ ζxB22u2x(u2− k)−ζ ζt |(u2− k)|2− f2(2ζ ζx(u2− k)+ζ
2(u2− k)x)− εh2ζ

2(u2− k))dx

1
2

d
dt

∫
Ωρ

ζ
2|u(k)

2 |
2dx+

∫
Ωρ

ζ
2B22|u

(k)
2x |

2dx = ζ
2B22u2xu(k)

2 |
x0
+

x0
−
−ζ

2 f2u(k)
2 |

x0
+

x0
−

−
∫

Ωρ

(2ζ ζxB22u2xu(k)
2 −ζ ζt |u(k)

2 |
2− f2(2ζ ζxu(k)

2 +ζ
2u(k)

2 )− εh2ζ
2u(k)

2 )dx

A igualdade acima é obviamente satisfeita se max{u2− k,0}= 0. Observe que B22 ≥ ν ,

δux|x=±1 =±(u±−u)|x=±1 pela condição de contorno.

Assim,

u2x|x=1 =
1
δ

(u2+−u2)|x=1≤
1
δ

u2+|x=1 e u2x|x=−1 =− 1
δ

(u2−−u2)|x=−1≤−
1
δ

u2−|x=−1,

e portanto,

ζ
2B22u2xu(k)

2 |
x=x0

+
x=x0

−
≤ 1

δ
ζ

2B22u(k)
2 u2+|x=1 +

1
δ

ζ
2B22u(k)

2 u2−|x=−1.

Seja v uma função dada , definimos v(k) = max{v− k,0}.

Afirmação 3.2

(3.9) |ζ 2v(k)||x|=1 ≤ |
∫

Ωρ

ζ
2v(k)

x +2ζ ζxv(k)dx|

, para ρ suficientemente pequeno.

De fato, se −1e1 /∈ Ωρ , a desigualdade é trivialmente satisfeita, já que o lado esquerdo da

desigualdade será nulo e o lado direito é sempre maior ou igual a zero. Suponha que −1 ∈
Ωρ , assim,1 /∈Ωρ pois supomos ρ pequeno. Assim,

|ζ 2v(k)|x=1 = 0

|ζ 2v(k)|x=−1 = |ζ 2v(k)|x=−1−|ζ 2v(k)|x=1≤ |ζ 2v(k)|x=1−ζ
2v(k)|x=−1|= |

∫ 1

−1
(ζ 2v(k)

x +2ζ ζxv(k))dx|

= |
∫ x0

+

−1
(ζ 2v(k)

x +2ζ ζxv(k))dx|= |
∫

Ωρ

(ζ 2v(k)
x +2ζ ζxv(k))dx|
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O caso em que 1 ∈Ωρ é análogo. Concluindo nossa afirmação.

Pelos cálculos realizados acima teremos,

1
2

d
dt

∫
Ωρ

ζ
2|u(k)

2 |
2dx≤−ν

∫
Ωρ

ζ
2|u(k)

2x |
2dx+

1
δ

ζ
2B22u(k)

2 u2+|x=1+
1
δ

ζ
2B22u(k)

2 u2|x=−1−ζ
2 f2u(k)

2 |
x0
+

x0
−

−
∫

Ωρ

(2ζ ζxu2xu(k)
2 B22−ζ ζt |u(k)

2 |
2− f2(2ζ ζxu(k)

2 +ζ
2u(k)

2 )− εh2ζ
2u(k)

2 )dx≤−ν

2

∫
Ωρ

ζ
2|u(k)

2x |
2dx

+c1

∫
Ωρ

(ζ 2|u(k)
2x |

2+2ζ ζxu(k)
2 )dx−

∫
Ωρ

(
B22ζ 2|u(k)

2x |2

2
+2|ζx|2|u(k)

2 |
2B22−ζ ζt |u(k)

2 |
2−

ε2h2
2ζ 2

2

)
dx

+
∫

Ωρ

(
ζ 2|u(k)

2 |2

2
+ f2

(
ζ 2

2
+

ζ 2|u(k)
2x |2

2
+2ζ

2
x |u

(k)
2 |

2 +
ζ 2

2

))
dx

Logo,

(3.10)

1
2

d
dt

∫
Ωρ

ζ
2|u(k)

2 |
2dx+ν

∫
Ωρ

ζ
2|u(k)

2x |
2dx≤ ν

2

∫
Ωρ

ζ
2|u(k)

2x |
2dx

+c2

∫
Ωρ

(|u(k)
2 |

2(|ζx|2 + |ζ ζt |+ζ
2)+ζ

21Ak,ρ (t))dx,

onde Ak,ρ(t) é a interseção do suporte de u(k)
2 com Kρ e 1A é a função caracterı́stica do conjunto

A. Procedendo de maneira análoga, provamos que (3.10) também vale com u2 trocado por −u2,
para k ≤ 1+δ ′. Assim, u2 ∈B2(Q∪Γ,M,γ,r,δ ′,k) com Γ = ∂Q {t = T}, M = 1, r = 6, k = 2, e
portanto pelo Teorema 1.1 segue que u2 ∈ Hα,α/2(Q) para algum α ∈ (0,1).

�

Demonstraremos a seguir, mais uma estimativa para as derivadas em x e t, da função u2.

Lema 3.4 Existe uma constante c tal que

(3.11) max
0≤t≤T

{∫
Ωρ

u2
2xdx+δ

(
∑
±1

u2
2x(t,±1)

)}
+
∫

Q
u2

2xx +u4
2x +u2

2tdxdt ≤ c.

Ainda mais, se u± ≡ 0, a constante c em (3.11) não depende de δ .

Demonstração:Seja ζ (x) uma função teste como acima. Multiplicamos a equação (3.1)2 por
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(ζ 2u2x)x e obtemos,

u2t(ζ 2u2x)x + f2x(ζ 2u2x)x = (B22u2x)x(ζ 2u2x)x + εh2(ζ 2u2x)x

−(u2t(ζ 2u2x))x +
1
2

d
dt

ζ
2u2

2x− f2x(ζ 2u2x)x =−(B22u2x)x(ζ 2u2x)x− εh2(ζ 2u2x)x

Para um melhor entendimento, vamos renomear cada um dos termos e fazer estimativas para cada
um deles separadamente. Então,
I1 =−(u2t(ζ 2u2x))x

I2 =
1
2

d
dt

ζ
2u2

2x

I3 =− f2x(ζ 2u2x)x

I4 =−(B22u2x)x(ζ 2u2x)x

I5 =−εh2(ζ 2u2x)x

Assim teremos,

I3 =−
(

∂ f2

∂u1
.u1x +

∂ f2

∂u2
.u2x

)
.
(
2ζ ζxu2x +ζ

2u2x
)

=−
(

2
∂ f2

∂u1
u1xζ ζxu2x +

∂ f2

∂u1
u1xζ

2u2xx

)

−
(

2
∂ f2

∂u2
u2

2xζ ζx +
∂ f2

∂u2
ζ

2u2xu2xx

)
≤ 2

(
∂ f2

∂u1

)2

ζ
2u2

1x +
ζ 2

x u2
2x

2
+

(
∂ f2
∂u1

)2
ζ 2u2

1x

2
+ζ

2u2
2xx

+

(
∂ f2
∂u2

)2
ζ 2

x u2
2x

2
+

(
∂ f2
∂u2

)2
ζ 2u2

2x

2
+

ζ 2u2
2xx

2
+2
(

∂ f2

∂u2

)2

ζ
2u2

2x ≤ 2
(

∂ f2

∂u1

)2

ζ
2u2

1x +
ζ 2

x u2
2x

2

+

(
∂ f2
∂u1

)2
ζ 2u2

1x

2
+ζ

2u2
2xx +

(
∂ f2
∂u2

)2
ζ 2

x u2
2x

2
+

(
∂ f2
∂u2

)2
ζ 2u2

2x

2
+

ζ 2u2
2xx

2
+2
(

∂ f2

∂u2

)4

ζ
2 +

ζ 2u4
2x

2

I4 =−
(

2
∂B22

∂u2
ζ ζxu2

2x +
∂B22

∂u2
ζ

2u2xu2xx +2B22ζ ζxu2xu2xx +B22ζ
2u2

2xx

)
≤ 2

(
∂B22

∂u2

)2

ζ
2u2

2x

+
ζ 2

x u2
2x

2
+

(
∂B22
∂u2

)2
ζ 2u2

2x

2
+

ζ 2u2
2xx

2
+2(B22)2

ζ
2
x u2

2x +
ζ 2u2

2xx
2

+
(B22)2ζ 2u2

2xx
2

+
ζ 2u2

2xx
2

I5 =−εh2(2ζ ζxu2x+ζ
2u2xx)=−(2εh2ζ ζxu2x+εh2ζ

2u2xx)≤ 2ε
2h2

2ζ
2
x u2

2x+
ζ 2

2
+

ε2h2
2ζ 2u2

2xx
2

+
ζ 2

2

Para I1, vamos integrar em relação à x de −1 até 1 e utilizar a condição de fronteira (3.2), obtendo

∫ 1

−1
I1dx =−ζ

2u2xu2t |1−1 =−ζ
2u2x(−δ u̇2x + u̇2,∂ )|1−1 = δζ

2u2xu2xt |1−1−ζ
2u2xu̇2,∂ |1−1
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=
1
2

d
dt

δζ
2u2

2x|1−1−ζ
2u2xu̇2,∂ |1−1.

Utilizando estas estimativas e integrando a desigualdade obtida em Ωρ , obtemos a seguinte desi-
gualdade,

1
2

d
dt


∫

Ωρ

ζ
2u2

2xdx+δ

 ∑
x=x0

±

ζ
2u2

2x

+ν

∫
Ωρ

ζ
2u2

2xxdx≤ J,

J = ||u̇∂ ||C([0,T ]) ∑
x=x0

±

|ζ 2u2x|+
ν

2

∫
Ωρ

ζ
2u2

2xxdx+c∗
∫

Ωρ

ζ
2u4

2xdx+c
∫

Ωρ

ζ
2(u2

2x+u2
1x)+u2

2x(ζ
2
x +ζ

2)+ζ
2dx

Observe que pela equação (3.1)2 temos,

u2t = (B22u2x)x + εh2− f2x

u2
2t = [(B22u2x)x]2 + ε

2h2
2 +2εh2(B22u2x)x + f 2

2x−2εh2 f2x(B22u2x)x =
(

∂B22

∂u2

)2

u4
2x +(B22)2u2

2xx

+2B22

(
∂B22

∂u2

)
u2

2xu2xx + ε
2h2

2 +2εh2

(
∂B22

∂u2

)
u2

2x +2εh2B22u2xx +
(

∂ f2

∂u1

)2

u2
1x +

(
∂ f2

∂u2

)2

u2
2x

+2
(

∂ f2

∂u1

)(
∂ f2

∂u2

)
u1xu2x−2εh2

(
∂ f2

∂u1

)(
∂B22

∂u2

)
u1xu2

2x−2εh2

(
∂ f2

∂u1

)
B22u1xu2xx

−2εh2

(
∂ f2

∂u2

)(
∂B22

∂u2

)
u3

2x−2εh2

(
∂ f2

∂u2

)
B22u2xu2xx ≤ c1u4

2x + c2u2
2xx + c3u2

1x + c4u2
2x

Onde a última desigualdade foi obtida utilizando-se a desigualdade de Cauchy e as constantes c1,
c2, c3 e c4 dependem de

(
∂B22
∂u2

)
, B22,

(
∂ f2
∂u1

)
,
(

∂ f2
∂u2

)
e h2.

Utilizando o Lema 1.2 com s = 1 obtemos

(3.12)
∫

Ωρ

ζ
2
ν

4
x dx≤ 16osc2{ν ,Ωρ}

∫
Ωρ

2ζ
2
ν

2
xx +ζ

2
ν

2
x dx.

Utilizando o lema 3.3 e a definição da norma |u2|
(α)
Ωρ

teremos,

ρ
αosc{u2,Ωρ} ≤ sup{ραosc{u2,Ωρ}}= |u2|

(α)
Ωρ
≤ c

Como consideramos ρ suficientemente pequeno, podemos tomá-lo de forma que 32c∗ρα

< ν/4, onde α é a constante do Lema 3.3. Então que

c∗
∫

Ωρ

ζ
2u4

2xdx≤ ν

4

∫
Ωρ

ζ
2u2

2xx +ζ
2u2

2xdx,

concluindo então a demonstração do lema.
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�

O lema a seguir, é análogo ao Lema 3.3, mas agora para a função u1.

Lema 3.5 Existem constantes c e α ∈ (0,1) tais que |u1|
(α)
Q ≤ c. Ainda mais, se u±≡ 0, a constante

c não depende de δ .

Demonstração:Seja ζ (t,x) uma função teste como no Lema 3.3. Definimos u(k)
1 = max{u1− k,0}

e multiplicamos a equação (3.1)1 por ζ 2u(k)
1 . Vamos supor que o max{u1− k,0}= u1− k.

ζ
2(u1− k)u1t + f1xζ

2(u1− k) = (B11u1x +B12u2x)xζ
2(u1− k)+ εh1ζ

2(u1− k)

1
2
(2ζ

2(u1− k)u1t +2ζ ζt(u1− k)2−2ζ ζt(u1− k)2)+ f1xζ
2(u1− k) = B12u2x(u1− k)ζ 2

+(B11u1xζ
2(u1− k))x− (B11u1x)(2ζ ζx(u1− k)+ζ

2(u1− k)x)+ εh1ζ
2(u1− k)

1
2

d
dt

ζ
2(u1− k)2−ζ ζt(u1− k)2 + f1xζ

2(u1− k) = B12u2x(u1− k)ζ 2 + εh1ζ
2(u1− k)

+(B11u1xζ
2(u1− k))x−ζ

2B11(u1− k)2
x−2ζ ζxu1x(u1− k)

Integrando esta igualdade em relação à x em Ωρ concluı́mos,

1
2

d
dt

∫
Ωρ

ζ
2|u(k)

1 |
2dx+

∫
Ωρ

ζ
2B11|u

(k)
1x |

2dx = J1 + J2, J1 = ζ
2B11u1xu(k)

1 |
x0
+

x0
−

J2 =
∫

Ωρ

(
ζ ζt |u(k)

1 |
2−2ζ ζxB11u1xu(k)

1 +ζ
2u(k)

1

[
(B12u2x)x−

∂ f1

∂x
+ εh1

])
dx.

Temos então,

J1 ≤
1
δ

(ζ 2u1+u(k)
1 +ζ

2u1−u(k)
1 )≤ 1

δ

(
u1+

∣∣∣∣∫
Ωρ

ζ
2u(k)

1x +2ζ ζxu(k)
1 dx

∣∣∣∣)

+
1
δ

(
u1−

∣∣∣∣∫
Ωρ

ζ
2u(k)

1x +2ζ ζxu(k)
1 dx

∣∣∣∣)=
1
δ

(
(u1+ +u1−)

∣∣∣∣∫
Ωρ

ζ
2u(k)

1x +2ζ ζxu(k)
1 dx

∣∣∣∣)
≤
∫

Ωρ

(c1

2
ζ

2|u(k)
1x |

2 +
c1

2
ζ

21Ak,ρ (t) +
c1

2
ζ

21Ak,ρ (t) +2c1ζ
2
x |u

(k)
1 |

2
)

dx

=
∫

Ωρ

(c1

2
ζ

2|u(k)
1x |

2 + c1ζ
21Ak,ρ (t) + cζ

2
x |u

(k)
1 |

2
)

dx

J2 ≤
∫

Ωρ

(
|ζ ζt ||u(k)

1 |
2 +

1
2

ζ
2|u(k)

1 |
2 +2c2ζ

2
x |u1x|2 +ζ

2u(k)
1

[
(B12u2x)x−

∂ f1

∂x
+ εh1

])
dx.
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Vamos estimar
∫

Ωρ

(
ζ

2u(k)
1

[
(B12u2x)x−

∂ f1

∂x
+ εh1

])
dx separadamente. Teremos então,

∫
Ωρ

(
ζ

2u(k)
1

[
(B12u2x)x−

∂ f1

∂x
+ εh1

])
dx =

∫
Ωρ

u(k)
1 ζ

2
[

∂B12

∂u1
u1xu2x +

∂B12

∂u2
|u2x|2

]
dx

+
∫

Ωρ

u(k)
1 ζ

2
[

B12u2xx−
∂ f1

∂u1
u1x−

∂ f1

∂u2
u2x + εh1

]
dx≤

∫
Ωρ

u(k)
1 ζ

2
[

1
2
|u1x|2 +

1
2

∂B12

∂u1
|u2x|2

]
dx

+
∫

Ωρ

u(k)
1 ζ

2
[

∂B12

∂u2
|u2x|2 +B12u2xx−

∂ f1

∂u1
u1x−

∂ f1

∂u2
u2x + εh1

]
dx≤

∫
Ωρ

u(k)
1 ζ

2 [c3|u2x|2
]

dx

+
∫

Ωρ

u(k)
1 ζ

2[c4u2xx + c5]dx≤
∫

Ωρ

(
1
2
|u(k)

1 |
2
ζ

2 +
1
2

ζ
2[c3|u2x|2 + c4u2xx + c5]2

)
dx

=
∫

Ωρ

(
1
2
|u(k)

1 |
2
ζ

2 +
1
2

ζ
2 (c2

3|u2x|4 + c2
4u2

2xx
))

dx+
∫

Ωρ

1
2

ζ
2 (2c3c4|u2x|2u2xx + c2

5
)

dx

∫
Ωρ

1
2

ζ
2 (2c3c5|u2x|2 + c4u2xx

)
dx≤

∫
Ωρ

(
1
2
|u(k)

1 |
2
ζ

2 +
1
2

ζ
2c2

3|u2x|4
)

dx

+
∫

Ωρ

1
2

ζ
2
(

c2
4u2

2xx +2c2
3|u2x|4 +

1
2

c2
4u2

2xx + c2
5 +2c3c5|u2x|2 +

1
2

c2
4u2

2xx +
1
2

)
dx

≤
∫

Ωρ

(
1
2
|u(k)

1 |
2
ζ

2 +
1
2

ζ
2c
)

dx.

Assim, com as estimativas acima, obtemos:

J2 ≤
∫

Ωρ

|u(k)
1 |

2(|ζ ζt |+ζ
2)dx+ c

∫
Ωρ

ζ
21Ak,ρ (t)dx,

onde Ak,ρ(t) é a interseção do suporte de u(k)
1 com Kρ , e 1A é a função caracterı́stica do conjunto

A. Assim, temos que u1 pertence à classe B2(Q,M,γ,r,δ ′,k), como no lema 3.3, e assim u1 ∈
Hα,α/2(Q), para algum α ∈ (0,1), concluindo a demonstração do lema.

�

O lema a seguir, é análogo ao lema 3.4, mas agora para a função u1.

Lema 3.6 Existe uma constante c tal que

max
0≤t≤T

{∫
Ωρ

u2
1xdx+δ

(
∑
±1

u2
1x(t,±1)

)}
+
∫

Q
u2

1xx +u4
1x +u2

1tdxdt ≤ c.
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Ainda mais, se u± ≡ 0, a constante c não depende de δ .

Demonstração:Seja ζ (x) uma função teste como no lema 3.4. Multiplicamos a equação 3.11 por
(ζ 2u1x)x e obtemos:

−(u1t(ζ 2u1x))x +
1
2

d
dt

ζ
2u2

1x−
[

∂ f1

∂u1
u1x +

∂ f1

∂u2
u2x

](
2ζ ζxu1x−ζ

2u1xx
)

=−
[(

∂B11

∂u1
u1x−

∂B11

∂u2
u2x

)
u1x−B11u1xx−

(
∂B12

∂u1
u1x +

∂B12

∂u2
u2x

)
u2x +B12u2xx

]
(2ζ ζxu1x+ζ

2u1xx)

−εh1(2ζ ζxu1x−ζ
2u1xx)

Para um melhor entendimento, vamos renomear alguns dos termos desta equação e estimá-los
separadamente:

I1 =−(u1t(ζ 2u1x))x

I2 =
1
2

d
dt

ζ
2u2

1x

I3 =−
[

∂ f1

∂u1
u1x +

∂ f1

∂u2
u2x

](
2ζ ζxu1x−ζ

2u1xx
)

I4 =−
[(

∂B11

∂u1
u1x +

∂B11

∂u2
u2x

)
u1x +B11u1xx +B12u2xx

]
(2ζ ζxu1x +ζ

2u1xx)

−
[(

∂B12

∂u1
u1x +

∂B12

∂u2
u2x

)
u2x

]
(2ζ ζxu1x +ζ

2u1xx)

I5 =−εh1(2ζ ζxu1x−ζ
2u1xx).

Para I1, vamos integrar em relação à x de −1 até 1 e utilizamos a condição de fronteira 3.2,
obtendo:∫ 1

−1
I1dx =−ζ

2u1xu1t |x=1
x=−1 =−ζ

2u1x(−δ u̇1x + u̇1,∂ )|x=1
x=−1 = δζ

2u1xu1xt |x=1
x=−1−ζ

2u1xu̇1,∂ |x=1
x=−1

=
1
2

d
dt

δζ
2u2

1x|1−1−ζ
2u1xu̇1,∂ |1−1

I3 =−2ζ ζx
∂ f1

∂u1
|u1x|2−2ζ ζx

∂ f1

∂u2
u2xu1x +ζ

2 ∂ f1

∂u1
u1xu1xx +ζ

2 ∂ f1

∂u2
u2xu1xx ≤ 2ζ

2
(

∂ f1

∂u1

)2

|u1x|2

+
ζ 2|u1x|2

2
+2ζ

2
x

(
∂ f1

∂u2

)2

|u2x|2 +
ζ 2|u1x|2

2
+

ζ 2

2

(
∂ f1

∂u1

)2

|u1x|2 +
ζ 2u2

1xx
2

+
ζ 2

2

(
∂ f1

∂u2

)2

|u2x|2

+
ζ 2u2

1xx
2
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I4 = 2ζ ζx
∂B11

∂u1
u3

1x +2ζ ζx
∂B11

∂u2
u2xu2

1x +2ζ ζxB11u1xu1xx +2ζ ζx
∂B12

∂u1
u2

1xu2x +2ζ ζx
∂B12

∂u2
u1xu2

2x

+2ζ ζxB12u1xu2xx +ζ
2 ∂B11

∂u1
u2

1xu1xx +ζ
2 ∂B11

∂u2
u2xu1xu1xx +ζ

2B11u2
1xx +ζ

2 ∂B12

∂u1
u1xu2xu1xx

+ζ
2 ∂B12

∂u2
u2

2xu1xx +ζ
2B12u1xxu2xx ≤ 2ζ

2
(

∂B11

∂u1

)2

u4
1x +

ζ 2
x u2

1x
2

+2ζ
2
(

∂B11

∂u2

)2

u4
1x +

ζ 2
x u2

2x
2

+2ζ
2(B11)2u2

1xx +
ζ 2

x u2
1x

2
+2ζ

2
(

∂B11

∂u1

)2

u4
1x +

ζ 2
x u2

2x
2

+2ζ
2
x

(
∂B12

∂u2

)2

u4
2x +

ζ 2u2
1x

2

+2ζ
2
x (B12)2u2

2xx +
ζ 2u2

1x
2

+
1
2

ζ
2
(

∂B11

∂u1

)2

u4
1x +

ζ 2u2
1xx

2
+

ζ 2u2
1xx

2
+

ζ 2

4

(
∂B11

∂u2

)2

u4
1x

+
ζ 2

4
u4

2x +ζ
2B11u2

1xx +
ζ 2

2
u2

1xx +
ζ 2

4

(
∂B11

∂u1

)2

u4
1x +

ζ 2

4
u4

2x +
ζ 2

2

(
∂B12

∂u2

)2

u4
2x

+
ζ 2

2
u2

1xx +
ζ 2

2
(B12)2u2

2xx +
ζ 2

2
u2

1xx.

I5 =−2εh1ζ ζxu1x + εζ
2h1u1xx ≤ 2ε

2h2
1ζ

2
x |u1x|2 +

ζ 2

2
+

ε2ζ 2h2
1

2
u2

1xx +
ζ 2

2

Utilizando estas estimativas e integrando esta desigualdade em Ωρ , obtemos

1
2

d
dt


∫

Ωρ

ζ
2u2

1xdx+δ

 ∑
x=x0

±

ζ
2u2

1x

+ν

∫
Ωρ

ζ
2u2

1xxdx≤ cJ,

J = ||u̇∂ ||C([0,T ]) ∑
x=x0

±

|ζ 2u1x|+
ν

2

∫
Ωρ

ζ
2u2

1xxdx+
∫

Ωρ

ζ
2
x (u2

2x +u2
1x +u2

2xx +u4
2x)dx

+
∫

Ωρ

ζ
2(u4

1x +u4
2x +u2

2xx +u2
1x +1)dx.

Observe que pela equação 3.11 obtemos,

u1t =
(

∂B11

∂u1
|u1x|2 +

∂B11

∂u2
u2xu1x +B11u1xx +

∂B12

∂u1
u1xu2x +

∂B12

∂u2
|u2x|2

)
+εh1−

(
∂ f1

∂u1
u1x +

∂ f1

∂u2
u2x

)

u2
1t = 2B11u1xx

(
∂B12

∂u2

)
(|u2x|)2 +2

(
∂B11

∂u2

)
(|u2x|)3 u1x

∂B12

∂u2
+2B11u1xxε h1

+2
(

∂B11

∂u1

)
(|u1x|)2

ε h1−2
(

∂B11

∂u1

)
(|u1x|)3 ∂ f1

∂u1
+
(

∂B12

∂u1

)2

(|u1x|)2 (|u2x|)2
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−2
(

∂B11

∂u2

)
(|u2x|)2 u1x

∂ f1

∂u2
+2

(
∂B11

∂u2

)
u2xu1xB11u1xx +2

(
∂B11

∂u2

)
u2xu1xε h1

+2B11u1xx

(
∂B12

∂u1

)
u1xu2x +2

(
∂B12

∂u1

)
u1xu2xε h1−2

(
∂B12

∂u1

)
u1x (|u2x|)2 ∂ f1

∂u2

+2
(

∂B12

∂u2

)
(|u2x|)2

ε h1−2
(

∂B12

∂u2

)
(|u2x|)2

(
∂ f1

∂u1

)
u1x−2ε h1

(
∂ f1

∂u1

)
u1x

−2ε h1

(
∂ f1

∂u2

)
u2x +2

(
∂ f1

∂u1

)
u1x

(
∂ f1

∂u2

)
u2x +

(
∂B11

∂u2

)2

(|u2x|)2 (|u1x|)2

−2B11u1xx

(
∂ f1

∂u2

)
u2x−2B11u1xx

(
∂ f1

∂u1

)
u1x +2

(
∂B12

∂u1

)
u1x (|u2x|)3 ∂B12

∂u2

−2
(

∂B11

∂u2

)
u2x (|u1x|)2 ∂ f1

∂u1
+2

(
∂B11

∂u2

)
(|u2x|)2 (|u1x|)2 ∂B12

∂u1

+2
(

∂B11

∂u1

)
(|u1x|)3

(
∂B12

∂u1

)
u2x−2

(
∂B11

∂u1

)
(|u1x|)2

(
∂ f1

∂u2

)
u2x

+2
(

∂B11

∂u1

)
(|u1x|)2 B11u1xx +2

(
∂B11

∂u1

)
(|u1x|)3

(
∂B11

∂u2

)
u2x

−2
(

∂B12

∂u1

)
(|u1x|)2 u2x

∂ f1

∂u1
+
(

∂B11

∂u1

)2

(|u1x|)4 +B11
2 (|u1xx|)2 +

(
∂B12

∂u2

)2

(|u2x|)4

+ε
2h1

2 +
(

∂ f1

∂u1

)2

(|u1x|)2 +
(

∂ f1

∂u2

)2

(|u2x|)2 −2
(

∂B12

∂u2

)
(|u2x|)3 ∂ f1

∂u2

+2
(

∂B11

∂u1

)
(|u1x|)2

(
∂B12

∂u2

)
(|u2x|)2

Utilizando novamente o lema 1.2 e um raciocı́nio análogo ao do lema 3.4 concluı́mos a de-
monstração do lema. �

A primeira estimativa do lema a seguir, será importante para a demonstração da segunda parte
do mesmo, e para a demonstração dos últimos três lemas. A segunda estimativa, será importante
para a demonstração do últimos três lemas.

Lema 3.7 Existe uma constante c tal que

(3.13)
∫

Q
|uix|6dxdt ≤ c,

∫
Q
|uixuixx|2dxdt ≤ c.
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Demonstração:Começamos com a seguinte desigualdade,

|uix|6 = |uix|4|uix|2 ≤max
x∈Ω

{|uix|4}|uix|2 então,
∫

Q
|uix|6dxdt ≤

∫ T

0
max
x∈Ω

{|uix|4}
∫

Ω

|uix|2dxdt.

Observe que para quaisquer x, y ∈Ω vale,

v2
x(x)− v2

x(y) = 2
∫ y

x
vxxvxdz,

pois 2vxxvx = d
dx(v

2
x). Assim teremos,

v2
x(x)−v2

x(y) = 2
∫ y

x
vxxvxdz≤ 2

(∫ y

x
v2

xxdz
)1/2(∫ y

x
v2

xdz
)1/2

≤ 2
(∫ 1

−1
v2

xxdz
)1/2(∫ 1

−1
v2

xdz
)1/2

= 2||vxx||L2(Ω)||vx||L2(Ω)

Integrando esta desigualdade em relação à y de −1 até 1,

∫ 1

−1
v2

x(x)dy−
∫ 1

−1
v2

x(y)dy≤ 4||vxx||L2(Ω)||vx||L2(Ω)

(v2
x)

2 ≤
[

2||vxx||L2(Ω)||vx||L2(Ω) +
1
2
||vx||2L2(Ω)

]2

= 4||vxx||2L2(Ω)||vx||2L2(Ω) +
1
4
||vx||4L2(Ω)

+2||vxx||L2(Ω)||vx||3L2(Ω) ≤ 4||vxx||2L2(Ω)||vx||2L2(Ω) +
1
4
||vx||4L2(Ω) +2||vxx||2L2(Ω)||vx||2L2(Ω)

+
1
2
||vx||4L2(Ω) = 6||vxx||2L2(Ω)||vx||2L2(Ω) +

3
4
||vx||4L2(Ω).

Então,
max
|x|≤1

v4
x ≤ 6||vxx||2L2(Ω)||vx||2L2(Ω) +

3
4
||vx||4L2(Ω).

Assim,

||uix||6L6(Q) ≤
∫ T

0
max
x∈Ω

{|uix|4}
∫

Ω

|uix|2dxdt ≤
∫ T

0
6||uixx||2L2(Ω)||uix||2L2(Ω)

∫
Ω

|uix|2dxdt

+
∫ T

0

3
4
||uix||4L2(Ω)

∫
Ω

|uix|2dxdt =
∫ T

0

(
6||uixx||2L2(Ω) +

3
4
||uix||2L2(Ω)

)(∫
Ω

|uix|2dx
)2

dt

≤ ||uix||4L∞(0,T ;L2(Ω))

(
3
4
||uix||2L2(Q) +6||uixx||2L2(Q)

)
,

o que conclui a demonstração da primeira estimativa do lema.

Para demonstrar a segunda parte do lema, escrevemos primeiramente a equação 3.12 da seguinte
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forma

(3.14) u2t = B22u2xx +F,

F :=
∂B22

∂u1
u1xu2x +

∂B22

∂u2
|u2x|2−

(
∂ f2

∂u1
u1x +

∂ f2

∂u2
u2x

)
+ εh2.

Pelos lemas 3.4, 3.6 e pela primeira parte deste lema, temos que ||F ||L3(Q) ≤ c. Assim podemos
aplicar o Teorema 1.2 com q = 3 e obtemos a seguinte estimativa:

(3.15)
∫

Q
|u2xx|3dxdt ≤ c.

A segunda estimativa em (3.13) para u2 segue pela seguinte desigualdade

(3.16)
∫

Q
|uv|2dxdt ≤

(∫
Q
|u|6dxdt

)1/3(∫
Q
|v|3dxdt

)2/3

.

tomando u = u2x e v = u2xx na equação acima. A desigualdade acima é facilmente obtida
utilizando-se a desigualdade de Hölder com expoentes p = 3 e q = 3/2.

Escrevemos agora a equação 3.11 da seguinte forma

(3.17) u1t = B11u1xx +F,

F :=
(

∂B11

∂u1
|u1x|2 +

∂B11

∂u2
u2xu1x +

∂B12

∂u1
u1xu2x +

∂B12

∂u2
|u2x|2

)
+ εh1−

(
∂ f1

∂u1
u1x +

∂ f1

∂u2
u2x

)

Pelo mesmo argumento anterior, temos que ||F ||L3(Q) ≤ c. Assim a estimativa (3.15) também é
válida para u1xx. Portanto a segunda estimativa em (3.13) para u1 segue da desigualdade (3.16). �
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No lema a seguir, obtemos uma maior regularidade para a função u2x.

Lema 3.8 Existem constantes c e α ∈ (0,1) tais que |u2x|
(α)
Q ≤ c.

Demonstração:Derivamos a equação 3.12 em relação à x.

u2xt +
(

∂ f2

∂u1
u1x +

∂ f2

∂u2
u2x

)
x
=
((

∂B22

∂u1
u1x +

∂B22

∂u2
u2x

)
u2x +B22u2xx

)
x
+(εh2)x.

Vamos efetuar cálculos com o seguinte termo da igualdade acima:((
∂B22

∂u1
u1x +

∂B22

∂u2
u2x

)
u2x +B22u2xx

)
x
=
(

∂B22

∂u1
u1x +

∂B22

∂u2
u2x

)
x
u2x +

∂B22

∂u1
u1xu2xx

+
∂B22

∂u2
u2xu2xx +(B22u2xx)x =

(
∂ 2B22

∂u2
1

u2
1x +

∂ 2B22

∂u1∂u2
u1xu2x +

∂B22

∂u1
u1xx +

∂ 2B22

∂u1∂u2
u1xu2x

)
u2x

+
(

∂ 2B22

∂u2
2

u2
2x +

∂B22

∂u2
u2xx

)
u2x +

∂B22

∂u1
u1xu2xx +

∂B22

∂u2
u2xu2xx +(B22u2xx)x =

∂ 2B22

∂u2
1
|u1x|2u2x

+2
∂ 2B22

∂u1∂u2
u1x|u2x|2 +

∂B22

∂u1
u1xxu2x +

∂ 2B22

∂u2
2

u3
2x +2

∂B22

∂u2
u2xu2xx +

∂B22

∂u1
u1xu2xx

+(B22u2xx)x.

Assim, vemos que v = u2x resolve a equação

vt = (B22(u2)vx)x +F +Hx,

F :=
∂ 2B22

∂u2
1
|u1x|2u2x +2

∂ 2B22

∂u1∂u2
u1x|u2x|2 +

∂B22

∂u1
u1xxu2x +

∂ 2B22

∂u2
2

u3
2x +2

∂B22

∂u2
u2xu2xx

+
∂B22

∂u1
u1xu2xx

H :=−∂ f2

∂u1
u1x−

∂ f2

∂u2
u2x + εh2

Utilizando a desigualdade de Young e os lemas anteriores, vemos que

||F ||q,r,Q =

(∫ T

0

(∫
Ω

Fqdx
)r/q

dt

)1/r

≤ c, ||H2||q,r,Q ≤ c,
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quando q = 2, r = 2. Claramente, as constantes q e r satisfazem as seguintes condições

1
r

+
1

2q
= 1− k, 0 < k <

1
2
, q ∈ [1,∞], r ∈

[
1

1− k
,

2
1−2k

]
,

com k = 1/4. Além disso, segue da condição de fronteira (3.2) e do Lema 3.3 que

||v(t,±)||Hα/2([0,T ]) ≤ c.

Assim, pelo teorema 1.3, segue que
|v|(σ)

Q ≤ c

para algum σ ≤ α .

�

O lema a seguir, é análogo ao lema 3.8, mas agora obtemos uma maior regularidade para a
função u1x.

Lema 3.9 Existem constantes c e α ∈ (0,1) tais que |u1x|
(α)
Q ≤ c.

Demonstração:Derivamos a equação (3.11) em relação à x e obtemos

u1xt =−
(

∂ f1

∂u1
u1x +

∂ f1

∂u2
u2x

)
x
+(εh1)x +

(
∂B11

∂u1
u2

1x +
∂B11

∂u2
u1xu2x +B11u1xx

)
x

+
(

∂B12

∂u1
u1xu2x +

∂B12

∂u2
u2

2x +B12u2xx

)
x

Vamos efetuar cálculos com o seguinte termo da igualdade acima(
∂B11

∂u1
u2

1x +
∂B11

∂u2
u1xu2x +B11u1xx

)
x
=

∂ 2B11

∂u2
1

u3
1x +

∂ 2B11

∂u1∂u2
u2

1xu2x +2
∂B11

∂u1
u1xu1xx

+
∂ 2B11

∂u1∂u2
u2

1xu2x +
∂ 2B11

∂u2
2

u1xu2
2x +

∂B11

∂u2
u2xu1xx +

∂B11

∂u2
u1xu2xx +

∂B11

∂u1
u1xu1xx +

∂B11

∂u2
u2xu1xx

+B11u1xxx

Assim, vemos que v = u1x resolve a equação

(3.18) vt = (B11(u1,u2)vx)x +F1 +F2x,

F1 := 2u1xx

(
∂B11

∂u1
u1x +

∂B11

∂u2
u2x

)
+u1x

[
∂B11

∂u1
u1xx +u1x

(
∂ 2B11

∂u2
1

u1x +
∂ 2B11

∂u1∂u2
u2x

)]
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+u1x

[
∂B11

∂u2
u2xx +u2x

(
∂ 2B11

∂u1∂u2
u1x +

∂ 2B11

∂u2
2

u2x

)]
,

F2 := u2x

(
∂B12

∂u1
u1x +

∂B12

∂u2
u2x

)
+B12u2xx−

(
∂ f1

∂u1
u1x +

∂ f1

∂u2
u2x

)
+ εh1.

Pelos lemas anteriores, concluı́mos que ||F1||L2(Q) ≤ c. Com a estimativa do Lema 3.8 para u2x

em mãos, teremos que ||F ||L4(Q), onde F é a função da equação (3.14). Isto implica, pelo Teorema
1.2, para q = 4, que ||u2xx||L4(Q) ≤ c.

Olhamos a equação (3.18) como uma equação parabólica linear em v, com

||F1||2,2,Q ≤ c, ||F2
2 ||2,2,Q ≤ c, ||v(t,±1)||Hα/2([0,T ]) ≤ c.

Pelo mesmo argumento do lema anterior, concluı́mos que

||u1x||Hσ ,σ/2(Q) ≤ c

para algum σ < α .

�

Neste último lema, demonstraremos que a solução do nosso problema terá a regularidade que
desejávamos. Fazemos tal demonstração a partir das informações obtidas nos lemas anteriores.

Lema 3.10 Seja

u0 ∈ H2+β (Ω), u± ∈ H1+β/2([0,T ]), 0 < β < 1,

e as condições de compatibilidade

(3.19) ±δu
′
0(±1)+u0(±1) = u±(0)

satisfeitas. Então existe uma constante c tal que a solução do problema (3.1), (3.2) satisfazem

a estimativa |u|(2+β )
Q ≤ c. A constante c não depende de ε , mas depende de T , ||u0||H2+β (Ω),

||u±||H1+β/2([0,T ]), ||h||Hβ ,β/2(Q), e das normas L∞ de f (u), ∇u f , Bi j(u), ∇uBi j e ∂ 2Bi j
∂ui∂u j

.

Demonstração:Observe inicialmente que pelas definições de u0ε e de u∂ε , as mesmas também sa-
tisfazem as condições de compatibilidade (3.19). Sabemos dos lemas anteriores que existem cons-
tantes c e α ∈ (0,1) tais que |ui|(α)

Q ≤ c, |uix|(α)
Q ≤ c. Se γ = min{α,β}, segue da equação (3.14)

e do Teorema 1.4 que |u2|
(2+γ)
Q ≤ c. Pelo mesmo argumento, utilizando a equação (3.17) con-
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cluı́mos que |u1|
(2+γ)
Q ≤ c. Retornando aos problemas (3.14) e (3.17) concluı́mos que |u2|

(2+β )
Q ≤ c

e |u1|
(2+β )
Q ≤ c.

�

3.2 Existência e Unicidade

Para provar a resolubilidade do problema (3.1)− (3.2), aplicamos um argumento de ponto fixo
na forma do princı́pio de Leray-Schauder como em Ladyzenskaja et al. [3].

Definimos então o espaço B de funções vetoriais u(t,x) ∈ R2, com a norma limitada

||u||B = |u|(β )
Q + |ux|(β )

Q .

Afirmação 3.3 O espaço B definido acima é de Banach. De fato, seja {um} uma sequência de

Cauchy em B. Assim, pela definição de B, segue que {um} e {umx} são sequências de Cauchy em

Hβ ,β/2(Q). Como Hβ ,β/2(Q) é um espaço de Banach, segue que ∀ε > 0, ∃n0,n1 tais que,

|um−u|(β )
Q < ε/2, para m > n0,

|umx− v|(β )
Q < ε/2, para m > n1.

Afirmação 3.4 v = ux. De fato, seja ϕ uma função teste definida em Q qualquer. Temos que∫
Q

umϕxdxdt→
∫

Q
uϕxdxdt e

∫
Q

umxϕdxdt→
∫

Q
vϕdxdt.

Observe que as convergências acima valem, pois,∫
Q
|um−u||ϕ|dxdt ≤

∫
Q

sup
Q
|um−u||ϕ|dxdt ≤

∫
Q
|um−u|(β )

Q |ϕ|dxdt ≤ c|um−u|(β )
Q → 0.

Analogamente para umx. Assim,∫
Q vϕdxdt←

∫
Q umxϕdxdt =−

∫
Q umϕxdxdt→−

∫
Q uϕxdxdt,

mostrando que v = ux, concluindo nossa afirmação.
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Então ∀ε > 0, seja N = max{n0,n1}. Assim,

||um−u||B = |um−u|(β )
Q + |umx−ux|(β )

Q < ε/2+ ε/2 = ε.

Logo, B é um espaço de Banach.

Dado a = (a1,a2) ∈B e λ ∈ [0,1], definimos u = (u,v) como uma solução do problema linear

vt +λ

[
∂ f2(a)

∂x
− (B22(a)vx)x− εh2(a)

]
= (1−λ )vxx,

ut +λ

[
∂ f1(a)

∂x
− (B11(a)ux)x− (B12(a)vx)x− εh1(a)

]
= (1−λ )uxx,

δun +u = u∂ ,ε , u|t=0 = u0,ε = (1− ε)
(

ε

2
+u01,

ε

2
+u02

)
.

Teremos então que o operador a 7→ u ≡ Aλ (a) é bem definido para cada a fixado, pois se a
é fixado, pela teoria de equações parabólicas, temos que existe uma única solução do problema
acima. Os pontos fixos do operador acima são soluções do problema (3.1)− (3.2) quando λ = 1.
Pelos mesmos argumentos utilizados nos lemas 3.1-3.10, chegamos a uma estimativa a priori para
os pontos fixos uλ do operador Aλ :

uλ ∈ ∆, |uλ , uλx|
(β )
Q ≤M, |uλ |

(2+β )
Q ≤M1,

onde as constantes M e M1 são independentes de λ . Restringimos o operador Aλ ao conjunto

U = {u ∈B : u ∈ ∆
′, |uλ , uλx|

(β )
Q ≤M′,u|t=0 = u0,ε(x), δun +u = u∂ ,ε},

onde ∆′ é um triângulo tal que int∆′ ⊃ ∆ e M′ > M. Claramente, U é limitado em B.

Afirmação 3.5 U é um conjunto convexo. De fato, sejam u1, u2 ∈U então, tu1 +(1− t)u2 ∈ ∆′,

para t ∈ [0,1], pois ∆′ é um triângulo e portanto convexo. Temos também que,

|tu1λ +(1− t)u2λ |
(β )
Q ≤ t|u1λ |

(β )
Q +(1− t)|u2λ |

(β )
Q ≤ tM′+(1− t)M′ = M′.

Analogamente, para u1λx e u2λx. O que conclui nossa afirmação.

Vemos também que todos os pontos fixos uλ de Aλ estão estritamente dentro de U pela própria
definição de tal conjunto. (Pois tomamos ∆′ tal que int∆′ ⊃ ∆ e M′ > M).
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Como em Ladyzenskaja et al. [2], provaremos que as outras condições do teorema de Leray-
Schauder também são verificadas. Verificaremos então as seguintes condições,

1. O conjunto Aλ (U ) é compacto em B para cada λ ∈ [0,1];

De fato, temos pelos lemas anteriores que Aλ (a) ≡ u ∈ Hβ+2,1+β/2(Q). Pelo Teorema 1.5,
temos que toda sequência limitada em Hβ+2,1+β/2 admite subsequência convergente em
Hβ ,β/2 e portanto o conjunto Aλ (U ) é compacto em B para cada λ ∈ [0,1] já que toda
sequência limitada neste conjunto admitirá uma subsequência convergente.

2. A aplicação a→ Aλ (a) é contı́nua em U uniformemente em (a,λ ) ∈U x[0,1];

De fato, sejam a′ e a′′ ∈U tais que ||a′−a′′||B→ 0. Para a′ associamos a seguinte equação,

v′t− [λB22(a′)+(1−λ )]v′xx =−λ

[
∂ f2

∂a′1
a′1x +

∂ f2

∂a′2
a′2x−

∂B22

∂a′1
a′1xv′x−

∂B22

∂a′2
a′2xv′x− εh2(a′)

]
.

E para a′′ associamos a equação,

v′′t −[λB22(a′′)+(1−λ )]v′′xx =−λ

[
∂ f2

∂a′′1
a′′1x +

∂ f2

∂a′′2
a′′2x−

∂B22

∂a′′1
a′′1xv′′x −

∂B22

∂a′′2
a′′2xv′′x − εh2(a′′)

]
.

Subtraindo a segunda equação da primeira e rearranjando os termos, obtemos

vt− [λB22(a′)+(1−λ )]vxx = λ [B22(a′)−B22(a′′)]v′′xx−λ

[
∂ f2

∂a′1
a′1x +

∂ f2

∂a′2
a′2x−

∂B22

∂a′1
a′1xv′x

]
−λ

[
−∂B22

∂a′2
a′2xv′x− εh2(a′)−

∂ f2

∂a′′1
a′′1x−

∂ f2

∂a′′2
a′′2x +

∂B22

∂a′′1
a′′1xv′′x +

∂B22

∂a′′2
a′′2xv′′x + εh2(a′′)

]
,

onde v = v′− v′′. Vamos olhar para esta esta equação como equação em v. Observe que
o primeiro termo do lado direito desta equação vai à zero já que B22 é Hölder contı́nua
e portanto a diferença [B22(a′)−B22(a′′)] vai à zero em módulo quando ||a′− a′′||B → 0.
Definimos,

A(x, t,a,ax) =−λ

[
∂ f2

∂a1
a1x +

∂ f2

∂a2
a2x−

∂B22

∂a1
a1xvx−

∂B22

∂a2
a2xvx− εh2(a)

]
.

Pelas hipóteses do nosso problema, pelos lemas provados anteriormente e pelo Teorema 1.6
temos que a função A ∈ Hβ ,β/2(Q). Vamos então estimar o módulo do segundo termo do
lado direito da igualdade.

|−λ

[
∂ f2

∂a′1
a′1x +

∂ f2

∂a′2
a′2x−

∂B22

∂a′1
a′1xv′x−

∂B22

∂a′2
a′2xv′x− εh2(a′)−

∂ f2

∂a′′1
a′′1x−

∂ f2

∂a′′2
a′′2x

]
−λ

[
∂B22

∂a′′1
a′′1xv′′x +

∂B22

∂a′′2
a′′2xv′′x + εh2(a′′)

]
|= |A(x, t,a′,a′x)−A(x, t,a′′,a′′x )|

=
|A(x, t,a′,a′x)−A(x, t,a′′,a′′x )|

|a′−a′′|β
|a′−a′′|β ≤ ||A(x, t,a′,a′x)−A(x, t,a′′,a′′x )||B||a′−a′′||B→

0.
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Segue então pelo Teorema 1.4, que |v|(β+2)
Q → 0 e portanto demonstramos a condição 2 para

a primeira equação.

Mostremos agora que esta mesma condição vale para a segunda equação. De fato, sejam a′ e
a′′ ∈U tais que ||a′−a′′||B→ 0. Para a′ associamos a seguinte equação,

u′t− [λB11(a′)+(1−λ )]u′xx =−λ

[
∂ f1

∂a′1
a′1x +

∂ f1

∂a′2
a′2x−

∂B11

∂a′1
a′1xu′x−

∂B11

∂a′2
a′2xu′x

]
−λ
[
−(B12(a′)v′x)x− εh1(a′)

]
,

e para a′′ associamos a seguinte equação,

u′′t − [λB11(a′′)+(1−λ )]u′′xx =−λ

[
∂ f1

∂a′′1
a′′1x +

∂ f1

∂a′′2
a′′2x−

∂B11

∂a′′1
a′′1xu′′x −

∂B11

∂a′′2
a′′2xu′′x

]
−λ
[
−(B12(a′′)v′′x )x− εh1(a′′)

]
.

Subtraindo a segunda equação da primeira e rearranjando os termos obtemos,

ut− [λB11(a′)+(1−λ )]uxx = λ [B11(a′)−B11(a′′)]u′′xx−λ

[
∂ f1

∂a′1
a′1x +

∂ f1

∂a′2
a′2x−

∂B11

∂a′1
a′1xu′x

]
−λ

[
−∂B11

∂a′2
a′2xu′x− (B12(a′)v′x)x− εh1(a′)−

∂ f1

∂a′′1
a′′1x−

∂ f1

∂a′′2
a′′2x +

∂B11

∂a′′1
a′′1xu′′x +

∂B11

∂a′′2
a′′2xu′′x

]
−λ
[
(B12(a′′)v′′x )x + εh1(a′′)

]
,

com u = u′− u′′. Vamos olhar para esta esta equação como equação em u. Observe que
o primeiro termo do lado direito desta equação vai à zero já que B11 é Hölder contı́nua
e portanto a diferença [B11(a′)−B11(a′′)] vai à zero em módulo quando ||a′− a′′||B → 0.
Definimos,

B(x, t,a,ax) =−λ

[
∂ f1

∂a1
a1x +

∂ f1

∂a2
a2x−

∂B11

∂a1
a1xux−

∂B11

∂a2
a2xux− (B12(a)vx)x− εh1(a)

]
.

Pelas hipóteses do nosso problema, pelos lemas provados anteriormente e pelo Teorema 1.6
temos que a função B ∈ Hβ ,β/2(Q). Vamos então estimar o módulo do segundo termo do
lado direito da igualdade.

|−λ

[
∂ f1

∂a′1
a′1x +

∂ f1

∂a′2
a′2x−

∂B11

∂a′1
a′1xu′x−

∂B11

∂a′2
a′2xu′x− (B12(a′)v′x)x− εh1(a′)−

∂ f1

∂a′′1
a′′1x

]
−λ

[
−∂ f1

∂a′′2
a′′2x +

∂B11

∂a′′1
a′′1xu′′x +

∂B11

∂a′′2
a′′2xu′′x +(B12(a′′)v′′x )x + εh1(a′′)

]
|

= |B(x, t,a′,a′x)−B(x, t,a′′,a′′x )|=
|B(x, t,a′,a′x)−B(x, t,a′′,a′′x )|

|a′−a′′|β
|a′−a′′|β

≤ ||B(x, t,a′,a′x)−B(x, t,a′′,a′′x )||B||a′−a′′||B→ 0.

Segue então pelo Teorema 1.4, que |u|(β+2)
Q → 0 e portanto demonstramos a condição 2 para

a primeira equação.
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Observe que utilizamos o teorema 1.4 sem preocupação com as condições iniciais e de fron-
teira já que fizemos a diferença de duas soluções do nosso problema e portanto tais condições
são iguais a zero.

3. A aplicação λ → Aλ (a) é contı́nua em (a,λ ) ∈U x[0,1]

De fato, sejam λ ′ e λ ′′ ∈ [0,1] tais que |λ ′−λ ′′|→ 0. Para λ ′ associamos a seguinte equação,

v′t +λ
′
[

∂ f2(a)
∂x

− (B22(a)v′x)x− εh2(a)
]

= (1−λ
′)v′xx,

e para λ ′′ associamos a seguinte equação,

v′′t +λ
′′
[

∂ f2(a)
∂x

− (B22(a)v′′x )x− εh2(a)
]

= (1−λ
′′)v′′xx.

Subtraindo a segunda equação da primeira e rearranjando os termos obtemos,

vt− [λ ′B22(a)+(1−λ
′)]vxx = (λ ′−λ

′′)[B22(a)−1]v′′xx +(λ ′′−λ
′)
[

∂ f2(a)
∂x

− εh2(a)
]

+λ
′∂B22(a)

∂x
v′x−λ

′′∂B22(a)
∂x

v′′x ,

com v = v′− v′′. Vamos olhar para esta esta equação como equação em v. Observe que os
dois primeiros termos do lado direito desta equação vão à zero já que |λ ′− λ ′′| → 0 e os
termos dentro dos colchetes são Hölder contı́nuos pelas hipóteses do nosso problema e pelos
lemas anteriores. Seja,

A(λ ,a) = λ
∂B22(a)

∂x
vx.

Temos pelas hipóteses do nosso problema, pelos lemas provados anteriormente e pelo Teo-
rema 1.6 que a função A ∈ Hβ ,β/2(Q). Vamos estimar o módulo do terceiro termo do lado
direito da equação em v,

|λ ′∂B22(a)
∂x

v′x−λ
′′∂B22(a)

∂x
v′′x |= |A(λ ′,a)−A(λ ′′,a)|= |A(λ ′,a)−A(λ ′′,a)|

|λ ′−λ ′′|β
|λ ′−λ

′′|β

≤ |A(λ ′,a)−A(λ ′′,a)|(β )
Q |λ

′−λ
′′|β → 0.

Segue então pelo teorema 1.4, que |v|(β+2)
Q → 0 e portanto demonstramos a condição 3 para

a primeira equação.

Mostremos agora que esta mesma condição vale para a segunda equação. De fato, sejam λ ′

e λ ′′ ∈ [0,1] tais que |λ ′−λ ′′| → 0. Para λ ′ associamos a seguinte equação,

u′t +λ
′
[

∂ f1(a)
∂x

− ∂B11(a)
∂x

u′x−B11(a)u′xx− (B12(a)v′x)x− εh1(a)
]

= (1−λ
′)u′xx,
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e para λ ′′ associamos a equação,

u′′t +λ
′′
[

∂ f1(a)
∂x

− ∂B11(a)
∂x

u′′x −B11(a)u′′xx− (B12(a)v′′x )x− εh1(a)
]

= (1−λ
′′)u′′xx.

Subtraindo a segunda equação da primeira e rearranjando os termos obtemos,

ut− [λ ′B11(a)+(1−λ
′)]uxx = (λ ′−λ

′′)
[
(B11(a)−1)u′′xx + εh1(a)− ∂ f1(a)

∂x

]
+λ
′
[

∂B11(a)
∂x

u′x +(B12(a)v′x)x

]
−λ

′′
[

∂B11(a)
∂x

u′′x +(B12(a)v′′x )x

]
.

Com u = u′− u′′. Vamos olhar para esta equação como uma equação em u. Observe que o
primeiro termo do lado direito da igualdade vai à zero já que |λ ′−λ ′′| → 0 e o termo dentro
dos colchetes é Hölder contı́nuo pelas hipóteses do nosso problema e pelos lemas anteriores.
Seja,

B(λ ,a) = λ

[
∂B11(a)

∂x
ux +(B12(a)vx)x

]
.

Temos pelas hipóteses do nosso problema, pelos lemas provados anteriormente e pelo Teo-
rema 1.6 que a função B ∈ Hβ ,β/2(Q). Vamos então estimar o módulo do segundo termo do
lado direito da igualdade em u.∣∣∣∣λ ′[∂B11(a)

∂x
u′x +(B12(a)v′x)x

]
−λ

′′
[

∂B11(a)
∂x

u′′x +(B12(a)v′′x )x

]∣∣∣∣= |A(λ ′,a)−A(λ ′′,a)|

=
|A(λ ′,a)−A(λ ′′,a)|

|λ ′−λ ′′|β
|λ ′−λ

′′|β ≤ |A(λ ′,a)−A(λ ′′,a)|(β )
Q |λ

′−λ
′′|β → 0.

Segue então pelo teorema 1.4, que |u|(β+2)
Q → 0 e portanto demonstramos a condição 3 para

a segunda equação.

Observe novamente que utilizamos o teorema 1.4 sem preocupação com as condições iniciais
e de fronteira já que fizemos a diferença de duas soluções do nosso problema e portanto tais
condições são iguais a zero.

4. o operador A0 tem um único ponto fixo dentro de U , e a aplicação a 7→ a−A0(a) possui uma
inversa próxima a este ponto fixo.

De fato, basta observarmos que o operador A0(a) independe de a, isto é, ele é um único
elemento de U para todo a e este é o único ponto fixo de tal operador. Assim, vemos também
que a aplicação a 7→ a−A0(a) é uma perturbação do operador identidade e portanto possui
uma inversa próxima ao ponto fixo de A0(a). O que conclui a demonstração da condição 4.

Assim, o problema (3.1)-(3.2) admite uma solução no espaço de Hölder H2+β ,1+β/2(Q).
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Para demonstrar a unicidade do problema (3.1)-(3.2) escrevemos as equações do nosso sistema
da seguinte forma:

u2t +
∂ f2

∂u1
u1x +

∂ f2

∂u2
u2x−

(
∂B22

∂u1
u1xu2x +

∂B22

∂u2
u2

2x

)
−B22u2xx− εh2 = 0

u1t +
∂ f1

∂u1
u1x +

∂ f1

∂u2
u2x−

(
∂B11

∂u1
u2

1x +
∂B11

∂u2
u1xu2x +(B12u2x)x

)
−B11u1xx− εh1 = 0.

E assim, ambas as equações ficam na forma L u = 0. Pelos lemas anteriores temos que os termos
do operador L em cada uma das equações acima pertence à classe Hα,α/2(Q), para 0 < α < 1.
Observe que já temos que qualquer solução u do nosso problema satisfaz u ∈ H2+α,1+ α

2 (Q), logo,
pela própria definição de tal espaço, temos que, uxx ∈ Hα,α/2(Q) e ut ∈ Hα,α/2(Q). Utilizamos
também o Teorema 1.5 para concluir tais fatos. Assim, podemos utilizar o teorema 1.4, pois as
condições iniciais e de contorno também estão nas hipóteses de tal teorema e, portanto, demonstra-
mos a unicidade da solução do problema (3.1)-(3.2). Observe que além da unicidade da solução,
ainda temos uma estimativa para tal solução que depende somente das normas das condições inici-
ais e de contorno. Assim, provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.1 Sejam as funções fu, ∇u f , Bi j(u), ∇uBi j,
∂ 2Bi j

∂ui∂u j
, e a função h(u) ser Hölder contı́nua

com expoente de Hölder β ∈ (0,1). Suponha também que as condições do Lema 3.10 são sa-

tisfeitas. Então o problema (3.1)-(3.2) tem uma única solução u(t,x) ∈ H2+β ,1+β/2(Q) tal que

u(t,x) ∈ ∆ para cada (t,x) ∈ Q.

Como a estimativa do Lema 3.10 não depende de ε , existe uma sequência εk ↓ 0, tal que a
sequência correspondente uk de soluções do problema (3.1)-(3.2) possui, pela primeira condição
verificada do Teorema de Leray-Schauder, uma subsequência convergente para uma função u ∈
H2+β ,1+β/2(Q) na norma |.|2+γ

Q para qualquer γ < β . Claramente, u resolve o problema (2.1),
(2.11), (2.24) com g≡ 1. Assim, o Teorema 2.1 está provado.

Demonstração do Teorema 2.2: Consideremos o problema de Dirichlet (2.1), (2.11), (2.25).
Pelo Teorema 1.9, de compacidade de Rellich-Kondrachov, temos que

W 1,2((−1,1))⊂⊂ L2((−1,1)),

em particular, vale que,
W 1,2((−1,1)) ↪→ L2((−1,1)).

Assim, no enunciado do Teorema 1.7, de compacidade de Aubin-Lions, tomamos,

U = W 1,2((−1,1)), V = L2((−1,1)) e W = W−1,2((−1,1)).
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Construı́mos então o conjunto

Π = {u ; u ∈ L2(0,T ;W 1,2((−1,1))), ut ∈ L2(0,T ;W−1,2((−1,1)))}.

Seja uk com δk ↓ 0 uma sequência de soluções do problema (2.1), (2.11), (2.24). Como as estima-
tivas (3.6) e (3.7) são uniformes com respeito à δ ↓ 0, segue que

uk ∈Π.

Logo, pelo teorema de compacidade de Aubin-Lions, temos,

uk→ u em L2(Q), u(t,x) ∈ ∆para cada(t,x) ∈ Q,

(3.20) u ∈ L∞(Q), ux ∈ L2(Q), ut ∈ L2(0,T ;W−1,2(Ω))

Afirmação 3.6 u resolve a equação (2.1) no sentido fraco. De fato, seja ϕ ∈ C∞
c ((−∞,T )xΩ)

qualquer.∫ ∫
Q

uiϕtdxdt +
∫ ∫

Q
fi(u)ϕx−Bi j(u)u jxϕxdtdx =

∫ ∫
Q

uitϕ + fix(u)ϕ− (Bi ju jx)xϕdxdt

−
∫ ∫

Q
(uiϕ)tdxdt +

∫ ∫
Q
( fi(u)ϕ)x− (Bi ju jxϕ)xdtdx =−

∫
Ω

ui0ϕ(0,x)dx,

concluindo nossa afirmação.

Demonstramos assim o teorema 2.2. �



Capı́tulo

4

Um Problema Degenerado

4.1 Equações básicas de fluidos trifásicos

Dadas as funções de mobilidade λi(u1,u2), i = 1, 2, 3, e a função B22(u2), tratamos a hipótese
(2.13) como um sistema linear de equações diferenciais para as funções de pressão de capilaridade
Pi(u1, u2). Vamos analisar este sistema no importante caso em que

(4.1) λi = kiui, ki = const (> 0).

Uma análise de simetria de grupo dada em Ovsiannikov [9] sugere que olhemos para soluções
do sistema

(4.2) 0 =
λ2(λ1 +λ3)

λ

∂P2

∂u1
− λ1λ2

λ

∂P1

∂u1
, B22 =−λ1λ2

λ

∂P1

∂u2
+

λ2(λ1 +λ3)
λ

∂P2

∂u2
,

na seguinte forma

(4.3) Pi = qi(ξ )+Qi(u2), ξ =
u1

1−u2
≡ u1

u1 +u3
.

Substituindo tais soluções no sistema acima, obtemos,

q′2(ξ ) = q′1(ξ )
(

k1u1

k1u1 + k3u3

)
= q′1(ξ )

(
k1ξ

(k1− k3)ξ + k3

)
= q′1(ξ )A(ξ ),

A(ξ ) =
(

k1ξ

(k1− k3)ξ + k3

)
, ξ =

u1

1−u2
≡ u1

u1 +u3
.

Tomando
Q′1(u2) =−B22(u2)

1−u2
, k0 =

k3− k1

k1k3
,

55
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obtemos,

Q′2(u2) = B22(u2)
(

λ1(k1− k3)
(λ1 +λ3)k1k3(1−u2)

+
λ

λ2(λ1 +λ3)

)

= B22(u2)
(

u1(k1− k3)
(λ1 +λ3)k3(1−u2)

+
λ

λ2(λ1 +λ3)

)
= B22(u2)

(
λ2u1(k1− k3)+λk3(1−u2)

λ2(λ1 +λ3)k3(1−u2)

)

= B22(u2)
(

λ2λ1−λ2u1k3 +λ1k3(1−u2)+λ2k3(1−u2)+λ3k3(1−u2)
λ2(λ1 +λ3)k3(1−u2)

)

= B22(u2)
(

λ2λ1 +λ2k3(1−u1−u2)+λ1k3(1−u2)+λ3k3(1−u2)
λ2(λ1 +λ3)k3(1−u2)

)

= B22(u2)
(

λ2λ1 +λ2k3u3 +λ1k3(1−u2)+λ3k3(1−u2)
λ2(λ1 +λ3)k3(1−u2)

)

= B22(u2)
(

λ2λ1 +λ2λ3 +λ1k3(1−u2)+λ3k3(1−u2)
λ2(λ1 +λ3)k3(1−u2)

)

= B22(u2)
(

(λ1 +λ3)(λ2 + k3(1−u2))
λ2(λ1 +λ3)k3(1−u2)

)

= B22(u2)
(

λ2 + k3(1−u2)
λ2k3(1−u2)

)
= B22(u2)

(
1
λ2

+
1

k3(1−u2)

)
= B22(u2)

(
1

k2u2
+

1
k3(1−u2)

)
,

isto é,

(4.4) Q′2(u2) = B22(u2)
(

1
k2u2

+
1

k3(1−u2)

)
.

Suponha que a pressão de capilaridade P1(u) é uma função dada de u1 na parte da fronteira do
triângulo ∆ onde u2 = 0:

P1|u2=0 = π1(u1).

Suponha também que a pressão de capilaridade P2(u) é uma função dada de u2 na parte da
fronteira do triângulo ∆ onde u1 = 0:

P2|u1=0 = π2(u2).

Segue de (4.3) que

π1(u1) = q1(u1)+Q1(0), π2(u2) = q(0)+Q2(u2).
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É natural definirmos
q1(ξ ) = π1(ξ ), Q2(u2) = π2(u2).

Então as funções Q1(u2) e q2(ξ ) são definidas por (4.4) como segue:

q2(ξ ) =
∫

ξ

0
A(ξ )π ′1(ξ )dξ , B22(u2) =

k2k3u2(1−u2)π ′2(u2)
k2u2 + k3(1−u2)

,

Q′1(u2) =−k0B22(u2)
1−u2

.

Assim, chegamos às fórmulas para as pressões de capilaridade:

(4.5)


P1(u1,u2) = π1(ξ )−

∫ u2

0

k0k2k3u2π ′2(u2)
k2u2 + k3(1−u2)

du2 + const.

P2(u1,u2) =
∫

ξ

0
A(ξ )π ′1(ξ )dξ +π2(u2)+ const.

Chamamos este processo que nos levou à fórmula (4.5) de método fı́sico de interpolação já que
as fórmulas definem as pressões de capilaridade P1 e P2 no triângulo ∆ a partir de seus valores
quando u2 = 0 e u1 = 0, respectivamente.

Substituindo λi = kiui e (4.5) em (2.10), obtemos,

B11 =
λ1(λ2 +λ3)

λ
π
′
1(ξ ).

1
1−u2

− λ1λ2

λ
A(ξ )π ′1(ξ ).

1
1−u2

=
π ′1(ξ )
1−u2

[
λ1λ2

λ
(1−A(ξ ))+

λ1λ3

λ

]

= k1
u1

1−u2

(
λ2 +λ3

λ
− λ2

λ
A(ξ )

)
π
′
1(ξ ) = k1ξ

(
λ2 +λ3

λ
− λ2

λ

(
λ1

λ1 +λ3

))
π
′
1(ξ )

= k1ξ

(
(λ2 +λ3)(λ1 +λ3)−λ2λ1

λ (λ1 +λ3)

)
π
′
1(ξ ) = k1ξ

(
λ2λ1 +λ2λ3 +λ3λ1 +λ 2

3 −λ2λ1

λ (λ1 +λ3)

)
π
′
1(ξ )

= k1ξ

(
λ3(λ1 +λ2 +λ3)

λ (λ1 +λ3)

)
π
′
1(ξ ) = k1ξ (1−A(ξ ))π ′1(ξ )

B12 =−λ1λ2

λ

(
A(ξ )π ′1(ξ )

u1

(1−u2)2 +π
′
2(u2)

)
− λ1(λ2 +λ3)

λ

(
k0k2k3u2π ′2(u2)
k2u2k3(1−u2)

)

+
λ1(λ2 +λ3)

λ

(
π
′
1(ξ )

u1

(1−u2)2

)
=

λ1λ2

λ

u1

(1−u2)2 (1−A(ξ ))π
′
1(ξ )+

λ1λ3

λ

u1

(1−u2)2 π
′
1(ξ )

−π
′
2(u2)

[
λ1λ2

λ

(
k0k2k3u2

k2u2 + k3(1−u2)
+1
)

+
λ1λ3

λ

(
k0k2k3u2

k2u2 + k3(1−u2)

)]
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=
λ1λ2

λ

u1

(1−u2)2 (1−A(ξ ))π
′
1(ξ )+

λ1λ3

λ

u1

(1−u2)2 π
′
1(ξ )

−u1

λ

[
k2u2

(
(k3− k1)k2u2π ′2(u2)

k2u2k3(1−u2)
+

k1k2u2 + k1k3(1−u2)π ′2(u2)
k2u2 + k3(1−u2)

)]

−u1k3u3

λ

(
(k3− k1)k2u2π ′2(u2)

k2u2 + k3(1−u2)

)
=

λ1λ2

λ

u1

(1−u2)2 (1−A(ξ ))π
′
1(ξ )+

λ1λ3

λ

u1

(1−u2)2 π
′
1(ξ )

−
u1π ′2(u2)

λ

[
k2u2

(
k3k2u2

k2u2 + k3(1−u2)
+

k1k3u1 + k1k3u3

k2u2 + k3(1−u2)

)
+ k3u3

(
k3k2u2 + k1k3u3

k2u2 + k3(1−u2)

)]

=
λ1λ2

λ

u1

(1−u2)2 (1−A(ξ ))π
′
1(ξ )+

λ1λ3

λ

u1

(1−u2)2 π
′
1(ξ )

−
u1π ′2(u2)

λ
(k1u1 + k2u2 + k3u3)

(
k3k2u2

k2u2 + k3(1−u2)

)

=
λ1λ2

λ

u1

(1−u2)2 (1−A(ξ ))π
′
1(ξ )+

λ1λ3

λ

u1

(1−u2)2 π
′
1(ξ )

−
u1π ′2(u2)

1−u2

(
k3k2u2(1−u2)

k2u2 + k3(1−u2)

)
=

k1(1−A(ξ ))u1π ′1(ξ )
1−u2

−
u1π ′2(u2)

1−u2

(
k3k2u2(1−u2)

k2u2 + k3(1−u2)

)
= ξ (B11−B22)

Assim, concluı́mos

(4.6)



B11 = k1ξ (1−A(ξ ))π ′1(ξ ).

B22 =
k2k3u2(1−u2)π ′2(u2)

k2u2 + k3(1−u2)
.

B21 = 0, B12 = ξ (B11−B22).

Finalmente, vemos que a matriz B dada por (4.6) satisfaz

B12|u1=0 = 0, B21 = 0,

(B11−B12−B22)|u1+u2=1 = 0

Mais geralmente, é fácil ver que as funções Bi j da matriz geral de capilaridade dada por (2.10)
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satisfazem

(4.7)


B12|u1=0 = 0, B21|u2=0 = 0,

(B11 +B21−B12−B22)|u1+u2=1 = 0.

Também é imediato ver que as funções fi definidas por fi = λi
λ

, i = 1, 2, 3, para o modelo geral
de fluidos trifásicos satisfazem,

(4.8)


f1|u1=0 = 0, f2|u2=0 = 0.

( f1 + f2)|u1+u2=1 = 1.

A última igualdade acima decorre do fato de que se u1 +u2 = 1, então u3 = 0 já que u1 +u2 +u3 = 1.

4.2 Um sistema particular

Aqui, estudamos um sistema particular que surge em reservatórios de petróleo. Assumimos que
as mobilidades são funções lineares,

λi = kiui, i ∈ {1,2,3}, k1 = k3,

e que as pressões de capilaridade são dadas pelas fórmulas em (4.5). Neste caso, o fluxo é gover-
nado pelo sistema parabólico degenerado

(4.9)
u1t + f1(u1,u2)x = (B11(u1,u2)u1x)x +(B12(u1,u2)u2x)x,

u2t + f2(u2)x = (B22(u2)u2x)x,

com
f1 =

u1

ku2 +1
, f2 = (1+ k)

u2

ku2 +1
, k =

k2

k1
−1,

e B11, B22, B12 são dadas por (4.6), com k1 = k3. As equações (4.9)1 e (4.9)2 são acopladas pela
condição u(t,x) ∈ ∆, que pode ser escrita como

(4.10) 0≤ ui(t,x)≤ 1, u2(t,x)≤ 1−u1(t,x).
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Consideramos o problema de valor inicial e contorno de Dirichlet

(4.11) u|x=±1 = u±(t), u|t=0 = u0(x).

Demonstração do Teorema 2.3. Consideramos o problema não-degenerado aproximado

(4.12)

{
ut + f (u)x = (Bν(u)ux)x,

νux +u = uν
b em |x|= 1, u|t=0 = uν

0 (x),

com

Bν
11 = ν +Xν(u2)B11, Bν

22 = ν +Xν(u2)B22, Bν
12 = Xν(u2)ξ (Bν

11−Bν
22),

uν
0 ∈ H2+β (Ω), uν

0 ∈ ∆, uν
± ∈ H1+β/2([0,T ]), uν

± ∈ ∆,

±νuν
0 (±1)+uν

0 (±1) = uν
±(0),

||uν
±−u±||W 1,1(0,T )→ 0, ||uν

0 −u0||L2(Ω)→ 0, quando ν ↓ 0.

Onde, Xν(u2) é uma função suave tal que

Xν(u2) = 1 se 0≤ u2 ≤ 1−ν , Xν(u2) = 0, se 1− ν

2
≤ u2 ≤ 1.

A construção de tal função satisfazendo estas propriedades pode ser encontrada em Evans, L. C.
[6].

Claramente, a matriz Bν satisfaz as hipóteses do Teorema 2.1, e portanto temos uma única
solução do problema (4.12). Também observamos que, sob as condições do Teorema 2.3 nos dados
uν

0 e uν
±, temos pelo princı́pio do máximo que qualquer solução suave do problema (4.12) satisfaz

uma estimativa a priori

(4.13) δ ≤ u2(t,x)≤ 1−δ .

Com esta estimativa em mãos, a matriz Bν , para ν suficientemente pequeno, fica

(4.14) Bν
11 = ν +B11, Bν

22 = ν +B22, Bν
12 = ξ (Bν

11−Bν
22).

Assim, pela definição da matriz B, temos que Bν
22(u

ν
2 ) ≥ k ≡ const. > 0 uniformemente para

ν ↓ 0. Assim, a constante c no lema 3.2 não depende de ν , e

(4.15) ||uν
2x||L2(Q) ≤ c, ||uν

2t ||L2(0,T ;W−1,2(Ω)) ≤ c,
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uniformemente em ν .

Levando em conta a última igualdade em (4.14) para a entrada Bν
12, podemos verificar a partir

das equações (4.12) que a função ξ = uν
1/(1−uν

2 ) resolve o problema

ξt +
ξx

kuν
2 +1

= (Bν
11ξx)x−

ξxuν
2x(B

ν
11 +Bν

22)
1−uν

2
,

ν(1−uν
2 )

1−uν
±

ξx +ξ = ξ± em x =±1, ξ |t=0 = ξ0(x).

Vamos verificar a afirmação acima. Substituindo ξ = uν
1/(1−uν

2 ) na equação acima, obtemos,

uν
1t(1−uν

2 )+uν
2tu

ν
1

(1−uν
2 )2 +

uν
1x(1−uν

2 )+uν
2xuν

1
(1−uν

2 )2(kuν
2 +1)

=
(

Bν
11

(
uν

1x(1−uν
2 )+uν

2xuν
1

(1−uν
2 )2

))
x

−
(uν

1x(1−uν
2 )+uν

2xuν
1 )uν

2x(B
ν
11 +Bν

22)
(1−u2)4

uν
1t

(1−uν
2 )

+
uν

2tu
ν
1

(1−uν
2 )

+
uν

1x
(1−uν

2 )(kuν
2 +1)

+
uν

2xuν
1

(1−uν
2 )2(kuν

2 +1)

= (Bν
11)x

(
uν

1x
(1−uν

2 )
+

uν
2xuν

1
(1−uν

2 )2

)
+Bν

11

(
uν

1xx
(1−uν

2 )
+

uν
1xuν

2x
(1−uν

2 )2 +
uν

2xxuν
1

(1−uν
2 )

+
uν

2xuν
1x

(1−uν
2 )

)

+Bν
11

(
(uν

2x)
2uν

1
(1−uν

2 )4

)
−

uν
1xuν

2x
(1−uν

2 )2 (Bν
11 +Bν

22)−
(uν

2x)
2uν

1
(1−uν

2 )2 (Bν
11 +Bν

22)

uν
1t

(1−uν
2 )

+
uν

2tu
ν
1

(1−uν
2 )

+
uν

1x
(1−uν

2 )(kuν
2 +1)

+
uν

2xuν
1

(1−uν
2 )2(kuν

2 +1)

= (Bν
11)x

(
uν

1x
(1−uν

2 )

)
+(Bν

12)x

(
uν

2x
(1−uν

2 )

)
+(Bν

22)x

(
uν

2xuν
1

(1−uν
2 )2

)
+B11

(
uν

1xx
(1−uν

2 )

)

+B12

(
uν

2xx
(1−uν

2 )

)
+B22

(
uν

2xxuν
1

(1−uν
2 )2

)
.

A última igualdade acima é exatamente a primeira equação de (4.12) multiplicada por 1/(1−
uν

2 ) somada à segunda equação de (4.12) multiplicada por uν
1/(1−uν

2 )2. E portanto temos o resul-
tado desejado. Assim, podemos utilizar as hipóteses do Teorema 2.3 e o princı́pio do máximo para
concluir que

(4.16) δ ≤ ξ (t,x)≤ 1−δ ,

uniformemente em ν . Como consequência de (4.13) e de (4.16) temos que

δ
2 ≤ uν

1 (t,x)≤ (1−δ )2,
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e assim, Bν
11 ≥ k ≡ const. > 0 uniformemente para ν ↓ 0. Logo, a constante c no lema 3.2 não

depende de ν e portanto,

(4.17) ||uν
1x||L2(Q) ≤ c, ||uν

1t ||L2(0,T ;W−1,2(Ω)) ≤ c,

uniformemente em ν . Assim, basta utilizarmos o Teorema de Compacidade de Aubin-Lions como
na demonstração do Teorema 2.2 e concluı́mos o resultado. �
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