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Existência de padrões com difusibilidade variável e

condição de fronteira de Neumann não linear

Maicon Sônego
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Resumo

Neste trabalho estudamos um problema de reação e difusão com condição de

fronteira de Neumann não linear. O objetivo é apresentar condições suficientes

sobre o coeficiente de difusão, para que o problema possua solução de equiĺıbrio

estável e não constante. Nossos principais recursos são alguns resultados básicos

de análise real, técnicas do cálculo variacional e resultados referentes a sistemas

dinâmicos.



Abstract

In this work we study a reaction-diffusion problem with nonlinear Neumann

boundary condition. The objective is to present sufficient conditions on the dif-

fusion coefficient so that the problem has an stable nonconstant equilibrium so-

lution. The main tools are some basic results of real analysis, techniques of

variational calculus and properties of dynamical systems.
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Introdução

Neste trabalho estudamos um problema parabólico de reação e difusão com

condição de fronteira de Neumann não linear que pode ser escrito como

ut = div(a(x)∇u(x)), (t, x) ∈ R+ × Ω

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω

a(x)
∂u

∂ν
= g(u), (t, x) ∈ R+ × ∂Ω

 (0.0.1)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e suave. As funções a : Ω −→ R e g : R −→
R são suaves, com a sendo positiva e g satisfazendo determinadas hipóteses.

Nosso objetivo é construir condições suficientes sobre a função a, que atua no

interior e na fronteira de Ω, para que (0.0.1) possua pelo menos uma solução de

equiĺıbrio não constante e estável em W 1,p(Ω), p > N .

Nos modelos mais comuns de difusão a função a é chamada de difusibilidade

e, grosseiramente falando, mede o grau de dificuldade de mobilidade do difusor

dentro do domı́nio. A condição de fronteira pode ser interpretada como uma

função de proporcionalidade do fluxo do difusor na fronteira.

A existência de tais soluções, que denominaremos por padrões (terminologia

utilizada em genética populacional) tem sido objeto de estudo de muitos ma-

temáticos ao longo das últimas décadas, podemos citar por exemplo os trabalhos

[1, 2, 3].

Esta dissertação é, essencialmente, baseado nos trabalhos [1, 2], no sentido de

que a idéia e as principais passagens podem ser encontradas nestes artigos. No

entanto, o problema em si difere de ambos os problemas apresentados em [1, 2],

o que acarreta diversas modificações técnicas ao longo do trabalho.

Em [1] o seguinte problema de difusão é estudado

ut = div(a(x)∇u) + f(u), (t, x) ∈ R+ × Ω
∂u

∂ν
= 0, (t, x) ∈ R+ × ∂Ω

 (0.0.2)

note que a não-linearidade aparece somente no interior do domı́nio, assim como a

difusibilidade. O autor mostra que se a função de difusibilidade a for adequada-

mente tomada, então o problema admite padrões. Para o caso particular no qual

viii
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o domı́nio Ω é convexo e a difusibilidade a é uma constante, resultados conhecidos

asseguram que (0.0.2) não possui padrão, ou seja, toda solução de equiĺıbrio não

constante é instável (veja [4, 5]).

Em [2] o problema de difusão possui condição de fronteira não linear

ut = ∆u D ⊂ RN

∂u

∂ν
= kf(u) ∂D

 (0.0.3)

e são dadas condições com respeito a geometria do domı́nio D para que (0.0.3)

possua solução de equiĺıbrio estável e não constante.

No primeiro caṕıtulo desta dissertação fixamos a notação e enunciamos alguns

resultados básicos de análise que nos servirão de ferramentas, além disso, também

fazemos a apresentação do problema. O caṕıtulo 2 é destinado a demonstrar um

importante teorema, presente em [2], que tem papel fundamental neste trabalho.

Este teorema garante que, sob certas hipóteses, o mı́nimo local de um funcional

de energia é uma solução de equiĺıbrio estável de um determinado problema.

No terceiro caṕıtulo constrúımos um subconjunto Λ de W 1,p(Ω) que é inva-

riante em relação ao fluxo definido pelo nosso problema (0.0.1). Este conjunto

sendo não vazio e invariante é de fundamental importância no caṕıtulo 4 quando

mostramos a existência de um mı́nimo local em Λ.

Finalmente, no caṕıtulo 5 constrúımos e exibimos condições suficientes sobre

a função a para que o conjunto Λ seja, de fato, diferente de vazio. Assim teremos

garantida a existência de um mı́nimo local, e aplicando o principal teorema do

caṕıtulo 2 conclúımos que este mı́nimo local é uma solução de equiĺıbrio não

constante e estável em W 1,p(Ω) (p > N) para o nosso problema.



Caṕıtulo 1

Preliminares e apresentação do

problema

Neste caṕıtulo fixaremos a notação, veremos as definições básicas e alguns

resultados preliminares que serão usados ao longo deste trabalho.

Desde já, consideramos Ω ⊂ RN um domı́nio, se Ω for um subconjunto aberto

e conexo.

1.1 Espaços de Sobolev

Dentre os espaços de funções que estudaremos a seguir destacam-se os Espaços

de Sobolev que aparecem para refinar a idéia de suavidade das funções. Sua

importância é evidente no estudo das equações diferenciais parciais. Mas antes

de definirmos os Espaços de Sobolev veremos o espaço de Hölder e estudaremos

o conceito de derivada fraca.

Definição 1.1.1. (i) Seja u : Ω −→ R uma função limitada e cont́ınua, defi-

nimos a norma de u no espaço das funções cont́ınuas em Ω como sendo

‖u‖C(Ω) = sup
x∈Ω
|u(x)|.

(ii) A γ-ésima seminorma de Hölder (0 < γ ≤ 1), de u : Ω −→ R é

[u]C0,γ(Ω) = sup
x,y∈Ω, x6=y

{
|u(x)− u(y)|
|x− y|γ

}
,

e a γ-ésima norma de Hölder é dada por

‖u‖C0,γ(Ω) = ‖u‖C(Ω) + [u]C0,γ(Ω).

1



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES E APRESENTAÇÃO DO PROBLEMA 2

Seja α ∈ NN um multi-́ındice, ou seja, α = (α1, . . . , αN) cuja ordem é dada

por |α| = α1 + . . .+ αN . Consideramos a seguinte notação:

Dαu =
∂α1

∂α1x1

. . .
∂αN

∂αNxN
u

Definição 1.1.2. O espaço de Hölder

Ck,γ(Ω)

é o conjunto de todas as funções u ∈ Ck(Ω) para as quais a norma

‖u‖Ck,γ(Ω) =
∑
|α|≤k

‖Dαu‖C(Ω) +
∑
|α|=k

[Dαu]C0,γ(Ω)

é finita.

Vale observar que o espaço de Hölder Ck,γ(Ω) é um espaço de Banach.

Se X e Y são espaços normados, dizemos que f : X −→ Y é um operador

compacto se para todo A ⊂ X limitado (um conjunto é limitado num espaço

normado se, e somente se, está contido numa bola BR(0) para algum R), tivermos

que f(A) ⊂ Y é um conjunto relativamente compacto (f(A) compacto em Y ).

Um espaço normado X está mergulhado em um espaço normado Y , e escre-

vemos X ↪→ Y , se X é um subespaço vetorial de Y e o operador I : X −→ Y

definido por, Ix = x para todo x ∈ X, é cont́ınuo.

Dizemos que X está compactamente mergulhado em Y se o operador I é

compacto.

Será de extrema importância neste trabalho a utilização de alguns teoremas

de mergulho. A demonstração do teorema seguinte pode ser encontrada em [6].

Teorema 1.1.3. Se k é um inteiro não negativo e 0 < α < β ≤ 1. Então ocorrem

os seguintes mergulhos

Ck+1(Ω) ↪→ Ck(Ω) (1.1.1)

Ck,α(Ω) ↪→ Ck(Ω) (1.1.2)

Ck,β(Ω) ↪→ Ck,α(Ω). (1.1.3)

Se Ω é limitado, os mergulhos (1.1.2) e (1.1.3) são compactos. Se além disso Ω é

convexo então (1.1.1) é compacto e ocorrem também os mergulhos

Ck+1(Ω) ↪→ Ck,1(Ω) (1.1.4)

Ck+1(Ω) ↪→ Ck,α(Ω). (1.1.5)

Sendo (1.1.5) um mergulho compacto.
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Denotamos por C∞0 (Ω) o espaço das funções infinitamente diferenciáveis φ :

Ω −→ R, que possuem suporte (supp(φ) = {x ∈ Ω | φ(x) 6= 0}) compacto. Cha-

maremos as funções φ ∈ C∞0 (Ω) de funções teste.

Definição 1.1.4. Denotamos por Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, o espaço de todas as funções

mensuráveis u : Ω −→ R que satisfazem∫
Ω

|u|p dx <∞,

dizemos que essas são funções p-integráveis. Para p =∞, L∞(Ω) é o espaço das

funções mensuráveis u : Ω −→ R que satisfazem

supessΩ(u) = inf {m ∈ R | |u(x)| < m, q.t.p. em Ω} <∞,

onde supessΩ(u) é chamado de supremo essencial de u em Ω, e estas funções

chamamos de essencialmente limitadas.

Temos também o espaço das funções localmente p-integráveis

Lploc(Ω) = {u : Ω −→ R | u ∈ Lp(V ), ∀ V ⊂⊂ Ω} ,

onde V ⊂⊂ Ω se, e somente se, V é um aberto contido em Ω tal que V ⊂ Ω é um

conjunto compacto.

Definição 1.1.5. Dada u ∈ Lp(Ω), definimos sua norma

‖u‖Lp(Ω) =


(∫

Ω

|u|p dx

) 1
p

(1 ≤ p <∞)

supessΩ(|u|) <∞ (p =∞)

.

Definição 1.1.6. Sejam u, v ∈ L1
loc(Ω), e α um multi-́ındice. Dizemos que v é a

α-ésima derivada fraca de u e escrevemos

Dαv = u,

se ∫
Ω

uDαφ dx = (−1)|α|
∫

Ω

vφ dx

para toda função teste φ ∈ C∞0 (Ω).

Definição 1.1.7. Fixado 1 ≤ p <∞ e k um inteiro positivo, o espaço de Sobolev

W k,p(Ω),
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consiste de todas as funções integráveis u : Ω −→ R tais que para cada multi-

ı́ndice α, com |α| < k, Dαu existe no sentido fraco e ainda Dαu ∈ Lp(Ω).

Definição 1.1.8. Se u ∈ W k,p(Ω) sua norma é dada por

‖u‖Wk,p(Ω) =



∑
|α|≤k

∫
Ω

|Dαu|p dx

 1
p

(1 ≤ p <∞)

∑
|α|≤k

supessΩ(|Dαu|) <∞ (p =∞)

podemos ainda considerar

‖u‖Wk,p(Ω) =
∑
|α|<k

‖Dαu‖Lp(Ω)

que é uma norma equivalente à definição dada acima, e é a norma que será usada

ao longo deste trabalho.

Observação 1.1.9. Para p = 2 escrevemos

Hk(Ω) = W k,2(Ω).

Os espaços W k,p(Ω) são todos espaços de Banach com as normas definidas

acima, e os espaços Hk(Ω) são espaços de Hilbert com o seguinte produto interno

〈u, v〉Hk(Ω) =
∑
|α|≤k

∫
Ω

DαuDαv dx.

Dentre os vários teoremas de mergulho que existem na teoria dos espaços de

Sobolev, destacamos o seguinte, que pode ser encontrado em [6] ou [7]:

Teorema 1.1.10 (Rellich-Kondrachov). Suponha que Ω ∈ RN é um conjunto

limitado de classe C1, então

(i) p < N , então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),∀q ∈ [1, p∗] onde
1

p∗
=

1

p
− 1

N
.

(ii) p = N , então W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω),∀q ∈ [1,+∞ [ .

(iii) p > N , então W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω).

Com todos os mergulhos acima sendo compactos.
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1.2 Resultados gerais de análise

Veremos aqui alguns resultados gerais e básicos de análise que servirão de

ferramentas para o desenvolvimento deste trabalho. As demonstrações podem

ser encontradas, por exemplo, em [8].

Teorema 1.2.1 (Fórmulas de Green). Sejam u, v ∈ C2(Ω). Então

(i)

∫
Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
dHN−1.

(ii)

∫
Ω

∇v · ∇u dx = −
∫

Ω

u∆v dx+

∫
∂Ω

∂v

∂ν
u dHN−1.

(iii)

∫
Ω

u∆v − v∆u dx =

∫
∂Ω

∂v

∂ν
u− ∂u

∂ν
v dHN−1.

Onde HN−1 denota a medida de Haussdorf (N − 1)-dimensional. Em todos

os casos que estudaremos a medida de Haussdorf coincide com a medida usual, e

a razão de sua escolha é simplesmente para facilitar a notação, e

∇u =

(
∂u

∂x1

, . . . ,
∂u

∂xN

)
representa o gradiente da função u.

Temos que
∂

∂ν
representa a derivada direcional, em relação ao vetor unitário

normal exterior ν de ∂Ω, ou seja

∂u

∂ν
= ∇u.ν =

N∑
j=1

∂u

∂xj
νj.

Ainda

∆u =
N∑
j=1

∂2u

∂2xj

representa o laplaciano de u, e o divergente da função u é dado por

div u =
N∑
j=1

∂u

∂xj
.

Teorema 1.2.2. Sejam 1 < p, q < ∞ tais que 1
p

+ 1
q

= 1. Se u ∈ Lp(Ω) e

v ∈ Lq(Ω), temos que:

(i) (Desigualdade de Hölder)

∫
Ω

uv dx ≤
(∫

Ω

up dx

) 1
p
(∫

Ω

vq dx

) 1
q

.
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(ii) (Desigualdade de Minkowski)

(∫
Ω

(u+ v)p dx

) 1
p

≤
(∫

Ω

up dx

) 1
p

+

(∫
Ω

vp dx

) 1
p

.

Será de grande importância neste trabalho a aplicação dos Prinćıpios do

Máximo para equações eĺıticas e parabólicas assim como o Lema de Hopf. Os

resultados seguintes podem ser encontrados em [8, 9, 10]. Consideremos então o

operador eĺıtico

Lu = −
n∑

i,j=1

aijuxixj +
n∑
i=1

biuxi + cu,

onde aij, bi, c ∈ C(Ω) e satisfazem a condição de eliticidade uniforme, ou seja,

existe uma constante η > 0 tal que

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ η |ξ|2

para todo ponto x ∈ Ω e todo ξ ∈ Rn.

Assumimos também que aij = aji (i, j = 1, . . . , n).

Estamos em condição de enunciar o prinćıpio do máximo forte para equações

eĺıticas:

Teorema 1.2.3. Seja u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) e c ≥ 0 em Ω. Suponha também que Ω

é conexo.

(i) Se

Lu ≤ 0 em Ω

e u atingir um máximo não negativo sobre Ω em um ponto interior, então

u é uma função constante em Ω.

(ii) Se

Lu ≥ 0 em Ω

e u atingir um mı́nimo não positivo sobre Ω em um ponto interior, então u

é constante em Ω.

Caso o máximo seja atingido em um ponto x0 pertencente a fronteira, temos

o Lema de Hopf que determina o sinal da derivada normal
∂u

∂ν
no ponto x0. Para

este resultado é necessário que o domı́nio Ω satisfaça a condição da bola interior

em x0, isto é, que exista uma bola aberta B ⊂ Ω tal que x0 ∈ ∂B. No entanto

para domı́nios com fronteira C2 esta condição é automaticamente satisfeita, como

pode ser visto em [9].
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Lema 1.2.4 (Lema de Hopf). Seja u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) e c ≡ 0 em Ω. Suponha

também que

Lu ≤ 0 em Ω,

e existe um ponto x0 ∈ ∂Ω tal que

u(x0) > u(x), ∀ x ∈ Ω.

Se Ω satisfaz a condição da bola interior em x0 então

∂u

∂ν
(x0) > 0,

onde ν é o vetor unitário normal a B em x0.

Se c ≥ 0 em Ω, a mesma conclusão ocorre se

u(x0) ≥ 0.

Para enunciarmos o Prinćıpio do Máximo Forte para equações parabólicas

consideramos o seguinte operador

Lu = −
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxixj +
n∑
i=1

bi(x, t)uxi + c(x, t)u,

onde aij, bi, c são funções cont́ınuas e aij = aji (i, j = 1, . . . , n). Ainda (L+ ut) é

um operador uniformemente parabólico, ou seja, existe uma constante η > 0 tal

que
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ η |ξ|2

para todo ξ ∈ Rn e (x, t) ∈ ΩT para cada T > 0, onde ΩT = Ω × (0, T ] para

algum tempo fixado T > 0.

Afim de inferir a suavidade necessária nas variáveis x e t para nossos propó-

sitos, considere o seguinte espaço de funções

C2
1(ΩT ) =

{
u : ΩT −→ R |u, ∂u

∂x
,
∂2u

∂x
,
∂u

∂t
∈ C(ΩT )

}
.

Teorema 1.2.5. Seja u ∈ C2
1(ΩT ) ∩ C(ΩT ) e c ≥ 0 em ΩT . Suponha também

que Ω é conexo.

(i) Se

Lu+ ut ≤ 0 em ΩT

e u atingir um máximo não negativo sobre ΩT em um ponto (x0, t0) ∈ ΩT ,
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então u é constante sobre Ωt0.

(ii) Se

Lu+ ut ≥ 0 em ΩT

e u atingir um mı́nimo não positivo sobre ΩT em um ponto (x0, t0) ∈ ΩT ,

então u é constante sobre Ωt0.

Lema 1.2.6. Seja u ∈ C2
1(ΩT ) ∩ C(ΩT ) e c ≡ 0 em ΩT . Suponha também que

Lu+ ut ≤ 0 em Ω,

e u atinge um ponto de máximo (x0, t0) ∈ ST = ∂Ω× (0, T ].

Se Ω satisfaz a condição da bola interior, então

∂u

∂ν
(x0, t0) > 0.

1.3 Cálculo variacional

Nosso principal objetivo nesta seção é introduzir o conceito de derivada de um

funcional. Veremos a mais antiga noção que foi proposta por Lagrange e Euler, e

manteremos neste trabalho o śımbolo lagrangeano δ para representar a primeira

variação de um funcional. Para esta seção sugerimos [11].

Considere o seguinte funcional

E : V −→ R,

onde V é um subconjunto de um espaço vetorial X sobre R. Sejam u0 ∈ V , ζ ∈ X
e suponha que o segmento

{u : u = u0 + εζ, |ε| < ε0}

está contido em V para algum ε0 > 0.

Então nós definimos a função φ : (−ε0, ε0) −→ R por

φ(ε) := E(u0 + εζ),

se φ′(0) existir nós definimos a primeira variação δE(u0, ζ) em u0 na direção de

ζ como sendo

δE(u0, ζ) = φ′(0) =
d

dε
E(u0 + εζ)

∣∣∣∣
ε=0

.

Se φ′(0) existir para |ε| < ε0, assim como φ′′(0), definimos a segunda variação
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de E por

δ2E(u0, ζ1, ζ2) = φ′′(0).

Seguindo o mesmo racioćınio podemos definir a n-ésima variação de E como

sendo

δ(n)E(u0, ζ1 . . . ζn) = φ(n)(0).

Dado um funcional E : X −→ R dizemos que v0 ∈ X é um mı́nimo local de

E em X, se existir uma vizinhança V de v0 tal que

E(v0) ≤ E(v), ∀ v ∈ V.

Analogamente definimos máximo local.

Suponha agora que δE e δ2E existam para algum u0 ∈ X em toda direção ζ

contida em algum subespaço Z de X. Se u0 for um mı́nimo local do funcional E,

podemos concluir que

δE(u0, ζ) = 0, δ2E(u0, ζ) ≥ 0, ∀ ζ ∈ Z. (1.3.1)

Vale notar que se Z = X, (1.3.1) é uma condição suficiente e necessária para

que u0 seja um mı́nimo local em espaços com dimensão finita. No entanto, em

espaços de dimensão infinita temos a apenas a necessidade.

É natural questionar porque considerar a primeira variação como a noção

fundamental de derivada de um funcional. Uma importante caracteŕıstica desta

idéia é a possibilidade de ocorrer que a primeira variação δE(u0, ζ) exista para

“variações” ζ contidas em alguma classe Z menor que X, mas “suficientemente

grande” para conseguirmos conclusões valiosas sobre u0, enquanto que outros

tipos de derivadas podem, simplesmente, não existir.

Podeŕıamos também considerar as derivadas de Frèchet ou Gâteux adaptadas

para funcionais, mas estas pela suas próprias definições dependem da escolha do

domı́nio de definição X para existirem, enquanto que o significado e a existên-

cia da primeira variação é independente da topologia de X. No entanto, para

certos domı́nios (por exemplo, C1(Ω)) é verdade que as três noções de derivadas

discutidas acima, coincidem.

Para o nosso propósito, estudar pontos cŕıticos de funcionais do tipo energia,

é de grande importância considerar a primeira variação como noção fundamental

de derivada de um funcional.

Lema 1.3.1 (Lema Fundamental do Cálculo Variacional). Seja f ∈ C(Ω) e

suponha que
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∫
Ω

f(x)η(x) dx ≥ 0, ∀ η ∈ C∞0 (Ω), com η ≥ 0 (1.3.2)

ou ∫
Ω

f(x)η(x) dx = 0, ∀ η ∈ C∞0 (Ω). (1.3.3)

Então f(x) ≥ 0 ou f(x) = 0, respectivamente, ∀ x ∈ Ω.

Demonstração. Suponha que (1.3.2) ocorra. Agora suponha por absurdo que

existe x0 ∈ Ω tal que f(x0) < 0, então como f é cont́ınua e Ω é aberto, existe

ε > 0 e Br(x0) ⊂⊂ Ω tal que f(x) < −ε para todo x ∈ Br(x0).

Considere a seguinte função teste η ∈ C∞0 (Ω)

η(x) =

{
exp

(
−1

r2−|x−x0|2

)
para x ∈ Br(x0)

0 para x ∈ Ω−Br(x0).

Dáı temos que

0 ≤
∫

Ω

f(x)η(x) dx

=

∫
Br(x0)

f(x)η(x) dx

< −ε
∫
Br(x0)

η(x) dx

< 0

o que é um absurdo.

Portanto f(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω. O caso (1.3.3) é análogo.

Lema 1.3.2 (Forma Geral do Lema Fundamental). Suponha que f ∈ L1(Ω) e

satisfaça ∫
Ω

f(x)η(x) dx ≥ 0, ∀ η ∈ C∞0 (Ω), com η ≥ 0 (1.3.4)

ou ∫
Ω

f(x)η(x) dx = 0, ∀ η ∈ C∞0 (Ω). (1.3.5)

Então f(x) ≥ 0 ou f(x) = 0, respectivamente, q.t.p. de Ω.

Demonstração. Veja [11].

Neste trabalho consideraremos funcionais do seguinte tipo

E(u) =

∫
Ω

F (x, u(x),∇u(x)) dx

que é chamado de integral variacional.
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Uma importante consequência do Lema Fundamental é que se F ∈ C2(U)

(U é um aberto contido em Rn × RN × RnN) então a condição de anulamento

da primeira variação (δE(u, ϕ) = 0,∀ ϕ) implica, que pontos cŕıticos suaves,

serão soluções da equação de Euler-Lagrange com a condição de fronteira natural.

Todos os detalhes deste fato podem ser vistos em [11].

Vejamos, com um exemplo, como isso acontece.

Exemplo 1.3.3. Considere a integral de Dirichlet D, definida por

D(u) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2 dx.

Se u é um ponto cŕıtico, em particular para toda ϕ ∈ C∞0 , temos que

0 = δD(u, ϕ) =
d

dε
D(u+ εϕ)

∣∣∣∣
ε=0

.

Mas
d

dε
D(u+ εϕ) =

1

2

∫
Ω

d

dε

N∑
j=1

[
∂

∂xj
(u+ εϕ)

]2

dx

=

∫
Ω

N∑
j=1

(
∂u

∂xj
+ ε

∂ϕ

∂xj

)
∂

∂xj
ϕ dx

Dáı

0 =
d

dε
D(u+ εϕ)

∣∣∣∣
ε=0

=

∫
Ω

N∑
j=1

(
∂u

∂xj

)(
∂ϕ

∂xj

)
dx

=

∫
Ω

∇u.∇ϕ dx

= −
∫

Ω

ϕ∆u dx+

∫
∂Ω

∂u

∂ν
ϕ dHN−1︸ ︷︷ ︸

0

= −
∫

Ω

ϕ∆u dx.

Temos assim, pelo Lema 1.3.1, que

∆u = 0 em Ω.

Note que necessitamos que u seja de classe, pelo menos, C2(Ω).

Para obtermos a condição de fronteira, procederemos da mesma maneira, mas

agora tomando qualquer ϕ ∈ C1(Ω) e usando o fato de que ∆u = 0 em Ω,
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conclúıdo acima. Dessa forma

0 = δE(u, ϕ) =
d

dε
D(u+ εϕ)

∣∣∣∣
ε=0

= −
∫

Ω

ϕ∆u dx︸ ︷︷ ︸
0

+

∫
∂Ω

∂u

∂ν
ϕ dHN−1

=

∫
∂Ω

∂u

∂ν
ϕ dHN−1

Como C∞0 (Ω) ⊂ C1(Ω), com uma generalização óbvia do Lema 1.3.1, obtemos

∂u

∂ν
= 0 sobre ∂Ω,

como condição de fronteira associada ao funcional D.

Assim, se u é um ponto cŕıtico suficientemente suave de D, temos que u é

solução do problema eĺıptico

∆u = 0, x ∈ Ω
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω

 (1.3.6)

Ou ainda, temos que u é uma solução de equiĺıbrio (solução independente da

variável temporal t) do problema parabólico

∆u = ut, (t, x) ∈ R+ × Ω
∂u

∂ν
= 0, (t, x) ∈ R+ × ∂Ω

 (1.3.7)

Dizemos que (1.3.7) é a equação de Euler-Lagrange associada ao funcional de

Dirichlet D.

1.4 Apresentação do problema

Neste trabalho trataremos o seguinte problema parabólico com condição de

fronteira não linear:

ut = div(a(x)∇u(x)), (t, x) ∈ R+ × Ω

u(0, x) = u0(x), x ∈ Ω

a(x)
∂u

∂ν
= g(u), (t, x) ∈ R+ × ∂Ω

 (1.4.1)

onde Ω ⊂ RN é um domı́nio limitado e suave, e a função a : Ω −→ R é positiva

e suave. A função g : R −→ R é suficientemente suave e satisfaz as seguintes

hipóteses:
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• (H0) Existem α, β ∈ R (α < 0 < β) tal que g(α) = g(0) = g(β) = 0, e

ainda 0 < ug(u) < u2, para todo u ∈ (α, β) e u 6= 0.

• (H1) g(x) > 0 ∀ x ∈ (−∞, α) e, g(x) < 0 ∀ x ∈ (β,+∞).

• (H2) Se considerarmos

G(u) =

∫ u

0

g(s) ds

assumimos, sem perda de generalidade, que

G(β) ≥ G(α).

Nosso interesse é encontrar soluções de equiĺıbrio estáveis não constantes para

o problema (1.4.1).

Dizemos que us é uma solução de equiĺıbrio (ou solução estacionária) para o

problema (1.4.1) se us é solução da seguinte equação eĺıptica juntamente com a

condição de fronteira:

0 = div(a(x)∇u(x)), x ∈ Ω

a(x)
∂u

∂ν
= g(u), x ∈ ∂Ω

 (1.4.2)

ou seja, us é uma solução do problema (1.4.1) que não depende da variável tem-

poral t.

Definição 1.4.1. Diremos que uma solução de equiĺıbrio us de (1.4.1) é estável

em W 1,p(Ω) se para cada ε > 0, existir δ > 0 tal que para qualquer v0 ∈ W 1,p(Ω)

satisfazendo

‖v0 − us‖W 1,p(Ω) < δ,

então v, solução de (1.4.1) com condição inicial v0, satisfaz

‖v(t)− us‖W 1,p(Ω) < ε, ∀ t > 0.

A solução us é assintoticamente estável se for estável e

‖v(t)− us‖W 1,p(Ω) −→ 0 quando t −→∞. (1.4.3)

Uma solução é instável se não for estável.

Observação 1.4.2. Note que as seguintes funções

u ≡ 0, u ≡ α, u ≡ β,
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são soluções de equiĺıbrio estáveis de (1.4.1) (devido à hipótese (H0)). No entanto

estas são soluções constantes e nosso objetivo é justamente encontrar soluções de

equiĺıbrio estáveis não constantes.

Ainda, uma solução de equiĺıbrio us é chamada de exponencialmente assintoti-

camente estável quando us é assintoticamente estável e a convergência em (1.4.3)

é de ordem exponencial. Neste caso existem constantes positivas ρ, α tais que,

‖v(t)− us‖W 1,p(Ω) < ρe−αt (t > 0, x ∈ Ω).

Definição 1.4.3. Uma solução de equiĺıbrio us é chamada de estável (assinto-

ticamente estável) pelo lado direito se a condição de estabilidade (estabilidade

assintótica) dada pela Definição (1.4.1) ocorrer para toda solução v(t, x) corres-

pondente à condição inicial v0 ≥ us. De maneira análoga define-se estabilidade

(estabilidade assintótica) pelo lado esquerdo.

Obviamente, se uma solução de equiĺıbrio é estável (assintoticamente estável)

pelo lado direito e pelo lado esquerdo, então esta solução é estável (assintotica-

mente estável).

É de grande importância neste trabalho garantir a existência, a unicidade e

determinada regularidade de soluções para problemas do tipo (1.4.1). Existem

vários trabalhos que estudam estas questões, citamos por exemplo [12, 2, 13].

Enunciaremos duas proposições cujas demonstrações podem ser encontradas em

[12].

Proposição 1.4.4. Para cada conjunto limitado B ⊂ W 1,p(Ω) existe T = T (B) >

0 tal que o problema (1.4.1) possui uma única solução em [0, T ) com valor inicial

u0, para cada u0 ∈ B. Além disso, a solução u(t) é cont́ınua em relação a u0.

Proposição 1.4.5. Se g for de classe C1 então, para cada u0 ∈ W 1,p(Ω), existe

α > 0 tal que a solução u(t, ·) = T (t)u0 de (1.4.1) é de classe C1 em t com valores

em C0,α(Ω) (0 < α < 1) e, para cada t > 0, esta função é de classe C2,α(Ω).



Caṕıtulo 2

Um resultado sobre o mı́nimo

local

O objetivo deste caṕıtulo é mostrar que, sob certas hipóteses, o mı́nimo lo-

cal de um funcional J é uma solução de equiĺıbrio estável de um determinado

problema.

Embora este resultado apareça em [2] de uma forma mais geral, veremos aqui

um caso mais simples porém suficiente para os nossos propósitos.

2.1 Definições preliminares

Definição 2.1.1. Um sistema dinâmico (semigrupo não-linear) sobre um espaço

métrico X é uma famı́lia de aplicações T (t) : X −→ X , com t ≥ 0, tal que

(i) para cada t ≥ 0, T (t) é uma aplicação cont́ınua de X em X ;

(ii) para cada x ∈ X , t −→ T (t)x é cont́ınua;

(iii) T (0) = I onde I é a identidade em X ;

(iv) T (t) (T (s)x) = T (t+ s)x para cada x ∈ X .

Denotamos por {T (t) : X −→ X | t ≥ 0} ou simplesmente {T (t)}, um sistema

dinâmico sobre X .

Definição 2.1.2. Seja {T (t)} um sistema dinâmico sobre X . Para cada x ∈ X
definimos a órbita (ou semi órbita-positiva) de x pelo sistema dinâmico como

sendo

γ(x) = {T (t)x | t ≥ 0} .

E ainda, para t > 0

γt(x) = {T (s)x | s ∈ [t,∞)} .

15
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Definição 2.1.3. Para x ∈ X o conjunto ω-limite é dado por

ω(x) = ω(γ(x)) = {y ∈ X : ∃ tn −→∞ tal que T (tn)x −→ y} .

Ou equivalentemente

ω(x) =
⋂
t≥0

γt(x).

Observação 2.1.4. Se u(t, ·;u0) representa a solução de (1.4.1) que satisfaz

u(0, ·;u0) = u0(·), então se considerarmos a famı́lia de aplicações

T (t) : W 1,p(Ω) −→ W 1,p(Ω) (p > N)

para cada t ≥ 0 como sendo

T (t)u0 = u(t, ·;u0),

temos que esta famı́lia define um sistema dinâmico e para cada t ≥ 0, T (t) é um

operador compacto, isto é, T (t) leva conjuntos limitados de W 1,p(Ω) em conjuntos

relativamente compactos. Para todos os detalhes destes fatos veja [12].

Existe um famoso teorema na teoria das equações diferenciais ordinárias que

infere sobre a estabilidade de um ponto cŕıtico a partir da “linearização” do

problema original. Mais precisamente, dada uma equação diferencial ordinária

u′ = f(u) e se u0 é um ponto cŕıtico (isto é, f(u0) = 0), então se a matriz da

transformação linear df(u0) tem todos seus autovalores no semi-plano esquerdo

(Re z < 0) segue que u0 é assintoticamente estável. Usaremos neste trabalho um

resultado análogo para equações diferenciais parciais e para isso precisamos estu-

dar a localização do espectro de determinados operadores lineares. Para maiores

detalhes consulte [14].

Daremos agora algumas definições que serão necessárias adiante. Vale observar

que estas podem ser feitas de maneira bem mais geral, no entanto, serão feitas

de modo a favorecer a notação, a clareza e a necessidade deste trabalho.

Dado um operador eĺıtico linear P : W 2,p(Ω) −→ Lp(Ω), definimos o espectro

de P como sendo o conjunto

σ(P ) = {λ ∈ C | (P − λI) não é inverśıvel }

onde I : W 2,p(Ω) −→ Lp(Ω) é o operador inclusão.

Dizemos que η ∈ σ(P ) é um autovalor de P se

N(P − ηI) 6= {0} ,
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e denotamos por σp(P ) o conjunto de autovalores de P . Obviamente σp(P ) ⊆
σ(P ) mas a igualdade, em geral, não é verdadeira.

Se η é um autovalor de P e w 6≡ 0 satisfaz

Pw = ηw

então dizemos que w é um autovetor associado ao autovalor η.

Definição 2.1.5. Dizemos que η ∈ σ(P ) é um autovalor simples se

(i) dim N(P − ηI) = dim(Im(P − ηI))c = 1.

(ii) Ix0 /∈ Im(P − ηI) sendo x0 o gerador de N(P − ηI).

2.2 Teorema principal

Seja P o operador uniformemente eĺıtico linear de segunda ordem dado na

forma divergente

Pu = −
N∑

i,j=1

(aij(x)uxi)xj +
N∑
i=1

bi(x)uxi + c(x)u,

com todos seus coeficientes suaves e com a condição de simetria aij = aji.

Agora considere o seguinte problema parabólico:

∂u

∂t
= Pu+ f(u), (t, x) ∈ R+ × Ω

a(x)
∂u

∂ν
= λb(x)g(u), (t, x) ∈ R+ × ∂Ω

u(0, x) = u0(x), u0(x) ∈ W 1,p(Ω)

 (2.2.1)

sendo Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e suave, a, b ∈ C1(∂Ω), λ ∈ R+ as funções

f, g : R −→ R são de classe C1 e p > N ≥ 2.

Agora suponha que (2.2.1) satisfaça as seguintes hipóteses:

(h1) O problema (2.2.1) define um sistema dinâmico {T (t)}.

(h2) O funcional de energia J : W 1,p(Ω) −→ R associado a (2.2.1) é uma função

cont́ınua e estritamente decrescente ao longo de suas órbitas, exceto nos

equiĺıbrios. Ou seja, J é um funcional de Liapunov.

O problema linearizado, em torno de uma solução de equiĺıbrio e0, é dado por

∂u

∂t
= Pu+ f ′(e0)u, (t, x) ∈ R+ × Ω

a(x)
∂u

∂ν
= λb(x)g′(e0)u, (t, x) ∈ R+ × ∂Ω

 (2.2.2)
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A hipótese (h3) se refere à posição do espectro do operador linearizado pro-

veniente de (2.2.2)

P(φ) = Pφ+ f ′(e0)φ

D(P) =

{
φ ∈ W 2,p(Ω) | a(x)

∂φ

∂ν
− λb(x)g′(e0)φ = 0

}  (2.2.3)

(h3) Se σ(P) ⊂ {Reλ ≤ 0} mas σ(P) ∩ {Reλ = 0} 6= ∅ então

σ(P) ∩ {Reλ = 0} = {0}

e 0 é um autovalor simples.

(h4) (i) Se σ(P) ⊂ {Reλ < 0} então e0 é assintoticamente estável.

(ii) Se σ(P)∩{Reλ > 0} 6= ∅ então existe uma solução não-constante u(t)

de (2.2.1) tal que u(t) −→ e0 quando t −→ −∞.

(iii) Se σ(P) ⊂ {Reλ ≤ 0} mas σ(P) ∩ {Reλ = 0} = {0} (como em (h3))

então existe uma variedade local M, que é invariante, unidimensional

e tangente em e0 ao autovetor associado a λ = 0 com a propriedade

de que e0 é estável em W 1,p(Ω) se, e somente se, é estável em M.

Teorema 2.2.1. Suponha que as hipóteses (h1)-(h4) ocorram e que e0 é um

mı́nimo local do funcional J . Então e0 é uma solução de equiĺıbrio estável de

(2.2.1).

Demonstração. Como e0 é um mı́nimo local do funcional J , temos que e0 é um

ponto cŕıtico de J . Como J é o funcional de energia cuja equação de Euler-

Lagrange é (2.2.1), temos que e0 é uma solução de equiĺıbrio de (2.2.1).

Para mostrar que e0 é estável, devemos considerar três posśıveis casos para a

localização do espectro do operador linearizado P definido por (2.2.3).

O caso σ(P) ∩ {Reλ > 0} 6= ∅ não é posśıvel pela hipótese (h4)(ii), pois se

existe uma solução não constante u(t) de (2.2.1) tal que

u(t) −→ e0 quando t −→ −∞,

então como J(u(·, t)) é decrescente, e0 não seria um mı́nimo local de J .

No caso que σ(P) ⊂ {Reλ < 0}, a hipótese (h4)(i) assegura que e0 é assinto-

ticamente estável, logo é estável.

Finalmente, o caso σ(P) ⊂ {Reλ ≤ 0} mas

σ(P) ∩ {Reλ = 0} = {0}
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a hipótese (h4)(iii) diz que se o ponto de equiĺıbrio e0 é estável na variedade

unidimensional M então e0 é também estável em W 1,p(Ω).

Mas vejamos que em dimensão 1, um mı́nimo local de um funcional de Lia-

punov é sempre estável.

Podemos, sem perda de generalidade, considerar que M é o intervalo −r <
x < r, o ponto de equiĺıbrio e0 = 0 e J(0) = 0. Mostraremos que 0 é estável pela

direita e o mesmo argumento se aplica para mostrar a estabilidade a esquerda.

Consideraremos dois casos: o primeiro em que e0 é um mı́nimo estrito de J

em [0, r) e o segundo em que e0 não é mı́nimo estrito.

Primeiro consideramos que 0 é um mı́nimo estrito de J em [0, r). Como

J(0) = 0 existe r1 < r tal que J(x) > 0 em (0, r1]. Dado ε > 0, seja Jε o mı́nimo

de J em [ε, r1]. Como J(0) = 0 e J é uma função cont́ınua existe ε > δ > 0

tal que para todo x ≤ δ nós temos que J(x) < Jε. Então, se x ∈ [0, δ] como J

decresce ao longo das órbitas e M é invariante, temos que

J(T (t)x) < Jε, ∀ t ≥ 0.

Dáı, T (t)x /∈ [ε, r1] para todo t ≥ 0 e segue que

T (t)x ∈ [0, ε], ∀ t ≥ 0,

pois T (0)x = x ∈ [0, ε], 0 é uma solução de equiĺıbrio e t −→ T (t)x é cont́ınua.

Portanto 0 é estável pela direita.

Consideremos agora o caso em que e0 = 0 não é um mı́nimo estrito em [0, r).

Assim existe uma sequência xn −→ 0, n −→ ∞ tal que J(xn) = 0 para todo

n. Estes xn são pontos de equiĺıbrio. Para qualquer ε > 0 existe um ponto de

equiĺıbrio xε tal que

0 < xε < ε.

Logo o intervalo [0, xε] é um conjunto positivamente invariante em relação ao

fluxo T (t), isto é, se x ∈ [0, xε] então T (t)x ∈ [0, xε] pois 0 e xε são pontos de

equiĺıbrio e t −→ T (t)x é cont́ınua. Note que nos argumentos acima é essencial

termos garantida a unicidade de soluções de (2.2.1).

Agora, tomando δ = xε temos que para todo x ∈ [0, δ]

T (t)x ∈ [0, δ] ⊂ [0, ε], ∀ t ≥ 0.

Segue que e0 = 0 é estável pela direita.

Como já dito, nos dois casos acima podeŕıamos demonstrar analogamente a

estabilidade pela esquerda. Assim conclúımos que o ponto de equiĺıbrio e0 sempre



CAPÍTULO 2. UM RESULTADO SOBRE O MÍNIMO LOCAL 20

é estável emM. Agora, pela hipótese (h4)(iii) temos que e0 é estável em W 1,p(Ω).



Caṕıtulo 3

O conjunto invariante

Neste caṕıtulo construiremos um conjunto Λ ⊂ W 1,p(Ω) positivamente inva-

riante (por simplicidade diremos apenas invariante) em relação ao fluxo gerado

pela equação (1.4.1). Ou seja, Λ satisfaz a seguinte condição com respeito ao

sistema dinâmico {T (t)} obtido de (1.4.1):

se u ∈ Λ, então T (t)u ∈ Λ, ∀ t > 0.

Para isso veremos alguns resultados preliminares: um resultado sobre o se-

gundo autovalor do problema de Steklov e algumas propriedades do funcional de

energia associado ao problema (1.4.1).

3.1 Resultados preliminares

Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e suave. O problema de autovalores de

Steklov é dado por

∆u = 0, em Ω
∂u

∂ν
= ρu, em ∂Ω

 (3.1.1)

os valores do parâmetro ρ para os quais (3.1.1) possui uma solução (fraca) positiva

são chamados de autovalores principais de (3.1.1) e as soluções associadas são

chamadas autofunções principais. O segundo autovalor deste problema ρ2(Ω) (ou

primeiro autovalor positivo, visto que ρ = 0 é um autovalor trivial com autofunção

constante) é caracterizado por

ρ2(Ω) = min∫
∂Ω u dHN−1=0

∫
Ω
|∇u|2 dx∫

∂Ω
u2 dHN−1

(3.1.2)

para o resultado acima veja [12].

21
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Lema 3.1.1. Seja Ω um domı́nio limitado suave. Então existe uma constante

positiva ρ2(Ω) dependendo somente do domı́nio, tal que se u ∈ W 1,2(Ω) ocorre a

seguinte desigualdade

∫
∂Ω

u2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

HN−1(∂Ω)

(∫
∂Ω

u dHN−1

)2

. (3.1.3)

A constante ótima ρ2(Ω) é o segundo autovalor do problema de Steklov (3.1.1).

Ainda, para qualquer subconjunto suave Γ de ∂Ω, com HN−1(Γ) > 0, a desi-

gualdade

∫
Γ

u2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

HN−1(Γ)

(∫
Γ

u dHN−1

)2

, (3.1.4)

também ocorre.

Demonstração. De acordo com a caracterização do segundo autovalor do pro-

blema de Steklov dada por (3.1.2) temos que para qualquer u ∈ W 1,2(Ω) tal

que ∫
∂Ω

u dHN−1 = 0

então ∫
∂Ω

u2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx. (3.1.5)

Para toda função u ∈ W 1,2(Ω) considere v = u− ū, onde

ū =
1

HN−1(∂Ω)

∫
∂Ω

u dHN−1.

Então v ∈ W 1,2(Ω) e

v̄ =
1

HN−1(∂Ω)

∫
∂Ω

v dHN−1

=
1

HN−1(∂Ω)

∫
∂Ω

u dHN−1 − 1

HN−1(∂Ω)
ū

∫
∂Ω

1 dHN−1

= ū− ū

= 0.



CAPÍTULO 3. O CONJUNTO INVARIANTE 23

Logo ∫
∂Ω

v dHN−1 = 0.

Portanto v satisfaz (3.1.5), ou seja∫
∂Ω

v2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇v|2 dx.

Como v = u− ū, temos que

∫
∂Ω

u2 − 2uū+ ū2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇(u− ū)|2 dx =
1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx.

Computando, conclúımos que

∫
∂Ω

u2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx+
2

HN−1(∂Ω)

∫
∂Ω

u dHN−1

∫
∂Ω

u dHN−1

−
∫
∂Ω

(
1

HN−1(∂Ω)

∫
∂Ω

u dHN−1

)2

dHN−1

=
1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

HN−1(∂Ω)

(∫
∂Ω

u dHN−1

)2

.

O que prova (3.1.3).

Mostremos agora (3.1.4). Seja u ∈ W 1,2(Ω) tal que∫
Γ

u dHN−1 = 0, (3.1.6)

então por (3.1.3) temos que∫
∂Ω

u2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx+
1

HN−1(∂Ω)

(∫
∂Ω\Γ

u dHN−1

)2

.

Usando a desigualdade de Hölder (p=q=2)∫
∂Ω

u2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx+
HN−1(∂Ω\Γ)

HN−1(∂Ω)︸ ︷︷ ︸
<1

∫
∂Ω\Γ

u2 dHN−1

≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx+

∫
∂Ω\Γ

u2 dHN−1.
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Assim obtemos a seguinte desigualdade∫
Γ

u2 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 dx, (3.1.7)

para qualquer u ∈ W 1,2(Ω) que satisfaça (3.1.6).

Finalmente, dado u ∈ W 1,2(Ω) considere v = u− ū, com

ū =
1

HN−1(Γ)

∫
Γ

u dHN−1.

Novamente conclúımos que v̄ = 0, logo (3.1.7) ocorre para v e com cálculos

análogos aos feitos anteriormente chegamos em (3.1.4).

O funcional de energia E : W 1,p(Ω) −→ R definido por

E(u) =
1

2

∫
Ω

a(x) |∇u|2 dx−
∫
∂Ω

G(u) dHN−1, (3.1.8)

é duas vezes continuamente diferenciável (como a é suave e limitada a demons-

tração é análoga à feita em [12], página 89). Como pode ser visto em [12], para

termos tal regularidade de E sem nenhuma hipótese de crescimento sobre g, é

essencial que g seja de classe pelo menos C1 e que p seja maior que N , como de

fato estamos supondo.

Temos também que E é o funcional cuja equação de Euler-Lagrange é dada por

(1.4.1), ou seja, os pontos cŕıticos de E são soluções de (1.4.2) e consequentemente

são soluções de equiĺıbrio de (1.4.1).

De fato, seja u ∈ W 1,p(Ω) um ponto cŕıtico de E, então para qualquer ϕ ∈
W 1,p(Ω) temos que δE(u)ϕ = 0. Em particular para toda ϕ ∈ C∞0 (Ω)

0 = δE(u, ϕ) =

∫
Ω

a∇u · ∇ϕ dx−
∫
∂Ω

g(u) ϕ dHN−1︸ ︷︷ ︸
0

(∗)
= −

∫
Ω

∇a · ∇u ϕ dx−
∫

Ω

a∆u ϕ dx+

∫
∂Ω

∂u

∂ν
a ϕ dHN−1︸ ︷︷ ︸

0

= −
∫

Ω

(∇a · ∇u+ a∆u)ϕ dx

= −
∫

Ω

div(a∇u)ϕ dx.

Em (∗) foi usada integração por partes ou a segunda fórmula de Green dada pelo
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Teorema 1.2.1. Assim pelo Lema Fundamental do Cálculo Variacional conclúımos

que

div(a(x)∇u(x)) = 0 em Ω. (3.1.9)

Agora, tomando qualquer ϕ ∈ C1(Ω), como já sabemos (3.1.9), temos que

0 = δE(u)ϕ =

∫
∂Ω

∂u

∂ν
aϕ dHN−1 −

∫
∂Ω

g(u)ϕ dHN−1

=

∫
∂Ω

(
a
∂u

∂ν
− g(u)

)
ϕ dHN−1,

novamente pelo Lema Fundamental do Cálculo Variacional

a(x)
∂u

∂ν
= g(u) em ∂Ω.

Portanto, E é de fato, o funcional de energia associado ao problema (1.4.1).

Proposição 3.1.2. O funcional de energia E, definido por (3.1.8), é decrescente

ao longo de suas órbitas, exceto nos equiĺıbrios. Ou seja, E é um funcional de

Liapunov.

Demonstração. Seja u(t, x) = T (t)u0(x) uma solução de (1.4.1), então u satisfaz

sobre Ω

ut = div(a∇u).

Multiplicando a equação acima por v ∈ W 1,p(Ω), temos

utv = div(a∇u)v

=

(
N∑
j=1

∂a

∂xj

∂u

∂xj
+ a

∂2u

∂2xj

)
v

= ∇a · ∇u v + a∆u v.

Integrando em ambos os lados e utilizando a Fórmula de Green
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∫
Ω

utv dx =

∫
Ω

∇a · ∇u v dx+

∫
Ω

av∆u dx

=

∫
Ω

∇a · ∇u v dx−
∫

Ω

∇(av)∇u dx+

∫
∂Ω

av
∂u

∂ν
dHN−1

=

∫
Ω

∇a · ∇u v dx−
∫

Ω

∇a · ∇u v dx

−
∫

Ω

∇v · ∇u a dx+

∫
∂Ω

av
∂u

∂ν
dHN−1.

Agora, cancelando os dois primeiros termos do lado direito da igualdade acima e

como sobre ∂Ω

a
∂u

∂ν
= g(u)

temos que∫
Ω

utv dx = −
∫

Ω

∇v · ∇u a dx+

∫
∂Ω

g(u)v dHN−1, ∀ v ∈ W 1,p(Ω). (3.1.10)

Como ut ∈ W 1,p(Ω) podemos derivar E em relação a t, dáı

d

dt
E(u(t, ·)) =

1

2

∫
Ω

a
d

dt

(
N∑
j=1

(
∂u

∂xj

)2
)

dx−
∫

Ω

d

dt
G(u) dHN−1

=

∫
Ω

a

N∑
j=1

∂u

∂xj

∂2u

∂xj∂t
dx−

∫
Ω

g(u)ut dHN−1

=

∫
Ω

a∇u · ∇ut dx−
∫

Ω

g(u)ut dHN−1.

Assim, de (3.1.10) conclúımos que

d

dt
E(u(t, ·)) = −

∫
Ω

(ut)
2 dx ≤ 0.

Portanto E(u(t, ·)) : R+ −→ R é uma função de t não-crescente, ou melhor,

E é estritamente decrescente exceto nos equiĺıbrios.
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3.2 Lema principal

Dado qualquer domı́nio Ω ⊂ RN limitado e suave, podemos supor que existem

dois subdomı́nios de Ω, digamos Ωl e Ωr, suaves e com fechos disjuntos (Ωl∩Ωr =

∅) tais que

Sl = ∂Ω ∩ ∂Ωl e Sr = ∂Ω ∩ ∂Ωr

satisfazem

HN−1(Sl) > 0 e HN−1(Sr) > 0. (3.2.1)

Definimos então, para cada Ω ⊂ RN limitado e suave

ε0 = G(β) min
{
HN−1(Sl) min

{
1, ρ2(Ωl)a

Ωl
m

}
,HN−1(Sr) min

{
1, ρ2(Ωr)a

Ωr
m

}}
> 0,

sendo ρ2(Ωl) é o segundo autovalor do problema de Steklov

∆u = 0, em Ωl

∂u

∂ν
= ρu, em ∂Ωl.


E ainda

aΩl
m = min

Ωl
a.

Analogamente define-se ρ2(Ωr) e aΩr
m .

Lema 3.2.1. Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e suave. Para p > N e ε0 como

acima, definimos a conjunto

Λ =



v ∈ W 1,p(Ω) | α ≤ v(x) ≤ β, x ∈ Ω,

∫
Sl

v dHN−1 < 0,

∫
Sr

v dHN−1 > 0,

E(v) < ε0 −G(β)HN−1(∂Ω)


sendo α e β como no problema (1.4.1). Se Λ é um conjunto não vazio, então

Λ é invariante em relação ao fluxo definido por (1.4.1), isto é, se v ∈ Λ então

T (t)v ∈ Λ, ∀ t > 0.

Demonstração. Passo 1 - Como supomos Λ 6= ∅ considere w0 ∈ Λ.

Mostremos então que α ≤ T (t)w0 ≤ β sobre Ω para todo t > 0, onde T (t)w0 =

w(t, ·, w0) é o fluxo definido por (1.4.1).

Suponha que exista (t̄, x̄) ∈ R+ × Ω tal que w(t̄, x̄) > β > 0. Então se T > t̄
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temos que

wM
·

= max
( 0,T ]×Ω

w(t, x) > β > 0.

Se wM = w(t̃, x̃) é tal que (t̃, x̃) ∈ ΩT , pelo Teorema 1.2.5 chegamos que

w(t, x) = vM > β ∀ (t, x) ∈ Ωt̃,

o que é um absurdo, pois w(0, x) = w0(x) ≤ β.

Se (t̃, x̃) ∈ (0, T ]× ∂Ω, o Lema 1.2.6 nos dá que

∂w(t̃, x̃)

∂ν
> 0.

Mas dáı

0 <
∂w(t̃, x̃)

∂ν
=
g(w(t̃, x̃))

a(x̃)
=
g(wM)

a(x̃)
< 0

pois a(x) > 0 ∀ x, e como vM > β, temos g(vM) < 0. Assim temos uma

contradição.

De forma análoga obtemos α ≤ T (t)w0 para todo t > 0. Conclúımos então

que α ≤ T (t)w0 ≤ β para todo t ∈ R+.

Passo 2 - Pela Proposição 3.1.2 temos que E é um funcional não crescente em

relação a t, e como w0 ∈ Λ temos que

E(w(t, ·)) = E(T (t)w0) ≤ E(w0) < ε0 −G(β)HN−1(∂Ω),

para todo t ∈ R+.

Passo 3 - Mostremos agora que

J(t) =

∫
Sl

T (t)w0 dHN−1 < 0 ∀ t ≥ 0.

Primeiramente vamos mostrar que a função J : [0,∞) −→ R é cont́ınua.

Seja ε > 0. Como a aplicação ϕ : [0,∞) −→ W 1,p(Ω) dada por ϕ(t) = T (t)w0

é cont́ınua, existe δ̄ > 0 tal que

|t− t0| < δ̄ ⇒ ‖T (t)w0 − T (t0)w0‖W 1,p(Ω) <
ε

(HN−1(Sl))
1
p′
,

onde p′ =
p

p− 1
.
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Assim, se tomarmos δ = δ̄ temos que se |t− t0| < δ então

|J(t)− J(t0)| =

∣∣∣∣∫
Sl

T (t)w0 dHN−1 −
∫
Sl

T (t0)w0 dHN−1

∣∣∣∣
≤

∫
Sl

|T (t)w0 − T (t0)w0| dHN−1

≤
(∫

Sl

|T (t)w0 − T (t0)w0|p dHN−1

) 1
p (
HN−1(Sl)

) 1
p′

= ‖T (t)w0 − T (t0)w0‖Lp(Ω)

(
HN−1(Sl)

) 1
p′

≤ ‖T (t)w0 − T (t0)w0‖W 1,p(Ω)

(
HN−1(Sl)

) 1
p′

<
ε

(HN−1(Sl))
1
p′

(
HN−1(Sl)

) 1
p′

= ε.

Portanto J é uma função cont́ınua. Assim se existir t̄ > 0 tal que J(t̄) > 0, como

J(0) < 0 pelo Teorema do Valor Intermediário existe t1 > 0 tal que J(t1) = 0, ou

seja ∫
Sl

T (t1)w0 dHN−1 = 0.

Por simplicidade denotaremos T (t1)w0 = w1. A segunda desigualdade do

Lema 3.1.1 aplicado a Ωl, nos dá que∫
Sl

w2
1 dHN−1 ≤ 1

ρ2(Ωl)

∫
Ωl

|∇w1|2 dx+
1

HN−1(Sl)

(∫
Sl

w1 dHN−1

)2

︸ ︷︷ ︸
0

=
1

ρ2(Ωl)

∫
Ωl

|∇w1|2 dx

Pela hipótese (H0) sobre a função g, temos que

0 ≥ g(s) ≥ s α ≤ s ≤ 0

0 ≤ g(s) ≤ s 0 ≤ s ≤ β

Dáı

G(w1) =

∫ w1

0

g(s) ds ≤
∫ w1

0

s ds =
s2

2

∣∣∣∣w1

0

=
w2

1

2
.
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Logo w2
1 ≥ 2G(w1), obtemos então∫

Ωl

a |∇w1|2 dx ≥ aΩl
m

∫
Ωl

|∇w1|2 dx ≥ aΩl
m 2ρ2(Ωl)

∫
Sl

G(w1) dHN−1. (3.2.2)

Agora escrevemos

E(w1) =
1

2

∫
Ω\Ωl

a |∇w1|2 dx−
∫
∂Ω\Sl

G(w1) dHN−1

+
1

2

∫
Ωl

a |∇w1|2 dx−
∫
Sl

G(w1) dHN−1.

Desprezando o primeiro termo do lado direito da igualdade acima, usando

(3.2.2) e também que G(w1) ≤ G(β) sobre (α, β), obtemos

E(w1) ≥ aΩl
m ρ2(Ωl)

∫
Sl

G(w1) dHN−1 −
∫
Sl

G(w1) dHN−1 −G(β)HN−1(∂Ω\Sl).

Como já foi mostrado que

E(w1) < ε0 −G(β)HN−1(∂Ω),

juntando estas duas desigualdades conclúımos que

ε0 >
(
aΩl
m ρ2(Ωl)− 1

) ∫
Sl

G(w1) dHN−1 +G(β)HN−1(Sl).

Se aΩl
m ρ2(Ωl)− 1 ≥ 0 obtemos

ε0 > G(β)HN−1(Sl). (3.2.3)

Por outro lado se aΩl
m ρ2(Ωl)− 1 < 0 temos que

ε0 >
(
aΩl
m ρ2(Ωl)− 1

)
G(β)HN−1(SL) +G(β)HN−1(Sl)

= aΩl
m ρ2(Ωl)G(β)HN−1(Sl).

(3.2.4)

Assim, de (3.2.3) e (3.2.4) chegamos que

ε0 > G(β)HN−1(Sl) min
{

1, aΩl
m ρ2(Ωl)

}
. (3.2.5)

Repetindo o mesmo argumento para o conjunto Ωr chegamos em

ε0 > G(β)HN−1(Sr) min
{

1, aΩr
m ρ2(Ωr)

}
. (3.2.6)
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Dáı, de (3.2.5) e (3.2.6), conclúımos que

ε0 > G(β) min
{
HN−1(Sl) min

{
1, aΩl

m ρ2(Ωl)
}
,HN−1(Sl) min

{
1, aΩl

m ρ2(Ωl)
}}

.

O que contradiz a definição de ε0.

Portanto se Λ 6= ∅, então Λ é um conjunto invariante em relação ao fluxo

definido por (1.4.1).

Observação 3.2.2. Note que de maneira análoga é posśıvel mostrar que Λ é

também invariante em relação ao fluxo definido por (1.4.1).



Caṕıtulo 4

Existência de um mı́nimo local

O objetivo principal deste caṕıtulo é mostrar que se o conjunto Λ (definido

no Lema 3.2.1) é não vazio, então Λ contém um mı́nimo local e0 do funcional E

(equação (3.1.8)) associado ao problema (1.4.1).

Para isso usaremos a estimativa de Amann para obtermos algumas proprie-

dades do conjunto

Λ ∩ A,

onde A é o conjunto das soluções de equiĺıbrio do problema (1.4.1).

4.1 Resultados preliminares

Seja Ω ⊂ RN , N > 2, um domı́nio limitado com fronteira de classe C3,α, com

0 < α < 1.

Considere o operador linear A dado por

Au = −
N∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
+

N∑
i=1

ai
∂u

∂xi
+ au

sendo aij = aji tal que aij ∈ C2,α(Ω), ai ∈ C1,α(Ω) e a ∈ Cα(Ω). Suponha que A

seja fortemente uniformemente eĺıtico, ou seja, que exista η > 0 tal que

N∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ η |ξ|2

para todo x ∈ Ω e todo ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ RN .

Consideremos também o operador B agindo na fronteira de Ω dado por

Bu =
∂u

∂ν
+ bu

com b ∈ C1,α(∂Ω).

32
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Teorema 4.1.1 (Estimativa de Amann). Suponha que a, b ≥ 0 mas a 6≡ 0 ou

b 6≡ 0. Então se 1 < p <∞, existe uma constante C > 0 tal que

‖u‖W 1,p(Ω) ≤ C
[
‖Au‖Lp(Ω) + ‖Bu‖Lp(∂Ω)

]
para todo u ∈ C2(Ω).

Para demonstração veja [15].

Lema 4.1.2. O conjunto Λ ∩ A é limitado em W 1,p(Ω).

Demonstração. Seja u ∈ Λ ∩ A, então

0 = div(a(x)∇u(x)), x ∈ Ω
∂u

∂ν
+ bu =

g(u)

a(x)
+ bu, x ∈ ∂Ω


com b ∈ C1,α(∂Ω), b 6≡ 0. Argumentos clássicos nos dão uma regularidade C2

para u em Ω, veja [9].

Estamos então, nas hipóteses do Teorema 4.1.1. Dáı, como α ≤ u ≤ β sobre

Ω e as funções a, g e b são cont́ınuas podemos considerar

K1 = max {|α| , β} ≥ ‖u‖L∞(Ω)

|a(x)| ≥ K2 > 0, ∀ x ∈ Ω

K3 = ‖g‖Lp([α,β])

K4 = ‖b‖Lp(∂Ω) .

Assim, temos que

‖u‖W 1,p(Ω) ≤ C

[
0 +

∥∥∥∥g(u)

a(x)
+ bu

∥∥∥∥
Lp(∂Ω)

]

≤ C

[∥∥∥∥g(u)

a(x)

∥∥∥∥
Lp(∂Ω)

+ ‖bu‖Lp(∂Ω)

]

≤ C

[
K3

K2

+K4K1

]
.

Com C,K1, K2, K3 e K4 constantes finitas independentes de u. Logo Λ∩A é

limitado em W 1,p(Ω).

Afim de verificar que o conjunto Λ ∩ A é não vazio (Teorema 4.1.3) veremos

um importante resultado do conjunto ω-limite de um ponto (Definição 2.1.3).
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Teorema 4.1.3. Seja x0 ∈ X e suponhamos que a órbita γ(x) seja relativamente

compacta em X . Então ω(x0) é compacto e não vazio.

Demonstração. De acordo com a Definição 2.1.3

ω(x0) =
⋂
t≥0

γt(x0),

ou seja, ω(x0) é uma interseção decrescente de conjuntos compactos e diferentes

de vazio, portanto ω(x0) é compacto e não vazio.

4.2 Teorema principal

Teorema 4.2.1. Sob as hipóteses do Lema 3.2.1, se Λ 6= ∅, então Λ contém um

mı́nimo local do funcional de energia E associado ao problema (1.4.1).

Demonstração. Seja A o conjunto das soluções de equiĺıbrio do problema (1.4.1).

Mostremos que Λ ∩ A 6= ∅.
Como Λ 6= ∅, tome v ∈ Λ. Então como Λ é invariante em relação a T (t)

(Lema 3.2.1) temos que a órbita γ(v) = {T (t)v; t ≥ 0} está contida em Λ. Assim

temos que para todo t ≥ 0

E(T (t)v) ≤ ε0 −G(β)HN−1(∂Ω).

Se u(t, ·) = T (t, ·, v), pela definição do funcional E e com algumas contas, não é

dif́ıcil ver que para todo t ≥ 0∫
Ω

∣∣∣∣∂u(t, x)

∂xi

∣∣∣∣2 dx ≤ K <∞, ∀ 1 ≤ i ≤ N.

Ou seja, é posśıvel mostrar que γ(v) é uma órbita limitada na topologia de

W 1,2(Ω) = H1(Ω). Como estamos em um sistema gradiente, γ(v) é relativamente

compacta (veja [16, 17]) e isto implica que o conjunto ω-limite ω(v) é diferente

de vazio (Lema 4.1.3).

Verifiquemos então que u ∈ Λ. Se u ∈ ω(v) temos que existe uma sequência

tn −→∞ tal que

T (tn)v
H1(Ω)−→ u.

Novamente por estarmos em um sistema gradiente temos que ω(v) ⊂ A, isto é,

u ∈ ω(v) é solução de um problema eĺıtico, assim usando a Estimativa de Amann

e com contas análogas às feitas no Lema 4.1.2 conclúımos que u ∈ W 1,p(Ω).

Como T (t)v ∈ Λ para todo t ≥ 0 temos que α ≤ T (tn)v ≤ β para todo n,

logo α ≤ u ≤ β q.t.p. sobre Ω, mas u ∈ W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω), ou seja, podemos
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considerar que α ≤ u ≤ β sobre Ω . Como o funcional E é decrescente ao longo

de suas órbitas (Proposição 3.1.2) temos que

E(u) ≤ E(v) < ε0 −G(β)HN−1(∂Ω).

Ainda ∫
Sl

T (tn)v dHN−1 < 0

para todo n, dáı temos que ∫
Sl

u dHN−1 ≤ 0

e se a igualdade ocorrer chegamos em uma contradição com a definição do ε0, do

mesmo modo como foi feito no Lema 3.2.1. Analogamente temos que∫
Sr

u dHN−1 > 0.

Logo ω(v) ⊂ Λ. Como ω(v) ⊂ A, temos que ω(v) ⊂ Λ∩A e assim conclúımos

que Λ ∩ A 6= ∅, pois ω(v) 6= ∅.
Como já vimos, Λ é invariante em relação ao fluxo T (t) assim como Λ, e

facilmente vemos que A também é invariante em relação a T (t), assim podemos

dizer que

T (t)(Λ ∩ A) = Λ ∩ A.

Mostremos agora que Λ ∩ A é compacto. Note que como T (t) é compacto

para cada t ≥ 0 e Λ ∩A é limitado (Teorema 4.1.2), é suficiente mostrarmos que

Λ ∩ A é fechado para concluirmos que o mesmo é compacto. Mostremos então

que A é fechado.

Considere uma sequência {un} ⊂ A tal que un −→ u. Como un é uma solução

de equiĺıbrio do problema (1.4.1) para todo n temos que un é ponto cŕıtico do

funcional E, ou seja, δE(un)φ = 0 para todo n e toda função φ ∈ C∞0 (Ω). Sendo

E um funcional duas vezes continuamente diferenciável e δE(un) −→ 0 chegamos

que u é também um ponto cŕıtico de E, isto é, u ∈ A. Logo A é fechado.

Portanto Λ ∩ A é compacto.

Como E é um funcional cont́ınuo temos que existe e0 ∈ Λ ∩ A tal que

E(e0) ≤ E(v), ∀ v ∈ Λ ∩ A.

Ou seja, E assume um mı́nimo e0 ∈ Λ ∩ A. Mostremos agora que e0 é um

ponto de mı́nimo em Λ.
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Se e0 não é um ponto de mı́nimo de E em Λ, existe v1 ∈ Λ tal que

E(v1) < E(e0).

Novamente ω(v1) ⊂ Λ ∩ A e para todo t > 0 temos que, E(T (t)v1) ≤ E(v1) <

E(e0). Dáı se u ∈ ω(v1) temos que u ∈ Λ ∩ A ⊂ Λ ∩ A e

E(u) ≤ E(T (t)v1) ≤ E(v1) < E(e0),

o que é um absurdo, pois e0 é um ponto de mı́nimo de E em Λ ∩ A. Logo e0 é

ponto de mı́nimo de E em Λ.

Mostremos agora que e0 é um mı́nimo local de E em Λ, para isso provaremos

que e0 é um ponto interior de Λ. Afirmamos então que

e0 ∈
4⋂
j=1

Λj

onde Λj (j = 1, 2, 3, 4) são subconjuntos de W 1,p(Ω) dados por

Λ1 =
{
u ∈ W 1,p(Ω) |α < u(x) < β, x ∈ Ω

}
Λ2 =

{
u ∈ W 1,p(Ω) |

∫
Sl

u dHN−1 < 0

}
Λ3 =

{
u ∈ W 1,p(Ω) |

∫
Sr

u dHN−1 > 0

}
Λ4 =

{
u ∈ W 1,p(Ω) |E(u) < ε0 −G(β)HN−1(∂Ω)

}
.

Como E é cont́ınuo, Λ4 é aberto e temos que

E(e0) ≤ ε0 −G(β)HN−1(∂Ω).

Se ocorrer a igualdade chegamos em um absurdo pois áı, para todo v ∈ Λ,

teŕıamos que

E(v) ≥ E(e0) = ε0 −G(β)HN−1(∂Ω).

Logo e0 ∈ Λ4.

Temos também que Λ2 e Λ3 são abertos pois I1, I2 : W 1,p(Ω) −→ R definidos

por

I1(u) =

∫
Sl

u dHN−1 e I2(u) =

∫
Sr

u dHN−1

são funcionais cont́ınuos. De fato
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|I1(u)| ≤
∫
Sl

|u| dHN−1

≤
(∫

Sl

1p
′

dHN−1

) 1
p′
(∫

Sl

|u|p dHN−1

) 1
p

=
(
HN−1(Sl)

) 1
p′ ‖u‖Lp(Ω)

≤
(
HN−1(Sl)

) 1
p′

(
‖u‖Lp(Ω) +

N∑
j=1

∥∥∥∥ ∂u∂xj
∥∥∥∥
Lp(Ω)

)

=
(
HN−1(Sl)

) 1
p′ ‖u‖W 1,p(Ω) .

Analogamente mostra-se que I2 é cont́ınuo. Com os mesmos argumentos usa-

dos no Lema 3.2.1 conclúımos que e0 ∈ Λ2 ∩ Λ3.

Resta-nos então mostrar que Λ1 é aberto e que e0 ∈ Λ1. Como p > N temos

que W 1,p(Ω) ↪→ C(Ω), então para todo v ∈ W 1,p(Ω), temos que

||v||C(Ω) ≤ K||v||W 1,p(Ω), (4.2.1)

com K dependendo somente de p, N e Ω.

Seja v0 ∈ Λ1 então podemos considerar que v0 ∈ C(Ω) e temos que

ε1 = min

{
inf
x∈Ω

v0(x)− α, β − sup
x∈Ω

v0(x)

}

é um valor positivo.

Agora, se ε =
ε1
K

afirmamos que

B(v0, ε) =
{
v ∈ W 1,p(Ω) | ||v − v0||W 1,p(Ω) < ε

}
⊂ Λ1.

De fato, tome v ∈ B(v0, ε), então por (4.2.1)

1

K
||v − v0||C(Ω) ≤ ||v − v0||W 1,p(Ω) < ε,

ou seja

sup
x∈Ω
|v(x)− v0(x)| < Kε = ε1

assim, para todo x ∈ Ω temos que

|v(x)− v0(x)| < ε1 ⇒ v0(x)− ε1 < v(x) < ε1 + v0(x). (4.2.2)
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Mas para todo x ∈ Ω

v0(x)− ε1 ≥ v0(x)− inf
x∈Ω

v0(x) + α ≥ α

e

ε1 + v0(x) ≤ v0(x) + β − sup
x∈Ω

v0(x) ≤ β.

Substituindo estas duas desigualdades em (4.2.2), conclúımos que

α < v(x) < β, ∀ x ∈ Ω⇒ v ∈ Λ1,

e isto mostra que Λ1 é aberto.

Sabemos que α ≤ e0 ≤ β em Ω. Agora suponha que exista x ∈ int(Ω) tal que

e0(x) = β.

Como e0 ∈ A podemos utilizar o Teorema 1.2.3 (Prinćıpio do Máximo Eĺıtico) e

chegamos que e0 ≡ β em Ω, o que contradiz o fato de e0 ∈ Λ2 ∩ Λ3.

Se e0(x0) = β para algum x0 ∈ ∂Ω o Lema 1.2.4 (Lema de Hopf) nos dá que

0 <
∂e0(x0)

∂ν
=
g(e0(x0))

a(x0)
=

g(β)

a(x0)
= 0,

o que é um absurdo. Logo e0 < β em Ω. Analogamente mostra-se que α < e0 em

Ω. Portanto

α < e0 < β em Ω

e e0 é um ponto interior de Λ. Segue que e0 é um minimizante local de E em Λ.

Agora, como e0 ∈ int(Λ), existe ε > 0 tal que

B(e0, ε) =
{
v ∈ W 1,p(Ω); ‖v − e0‖W 1,p(Ω) < ε

}
⊂ Λ.

Ou seja, e0 é um mı́nimo local de E em W 1,p(Ω).

Observação 4.2.2. Temos que e0 não é uma função constante pois e0 ∈ Λ, em

particular, e0 ∈ Λ2 ∩ Λ3. Isto exige que e0 troque de sinal ao longo de Ω.



Caṕıtulo 5

Condições suficientes

Dado um domı́nio Ω ⊂ RN limitado e suave, o interesse deste caṕıtulo é dar

condições suficientes sobre a função a para que o problema (1.4.1) possua solução

de equiĺıbrio e0 não constante e estável em W 1,p(Ω), p > N .

A idéia será aplicar o Teorema 2.2.1 para o nosso problema, para isso, devemos

verificar que (1.4.1) satisfaz (h1)-(h4) e que o funcional de energia E associado

ao problema (1.4.1) possui um mı́nimo local.

As hipóteses (h1)-(h4) são discutidas na seção 5.2, enquanto que na seção 5.1

exibimos as condições suficientes sobre a função a para que Λ seja diferente de

vazio. Assim, aplicando o Teorema 4.2.1 conclúımos que E possui um mı́nimo

local em W 1,p(Ω) pertencente a Λ.

5.1 As condições sobre a

Teorema 5.1.1. Considere um domı́nio qualquer Ω ⊂ RN limitado e suave, e

suponha que a condição de área G(α) = G(β) ocorra, sendo

G(u) =

∫ u

0

g(s) ds,

e g satisfaz (H0), (H1) e (H2). Então existe a : Ω −→ R positiva e suave tal que

Λ 6= ∅.

Observação 5.1.2. A função de difusibilidade a : Ω −→ R, que em última ins-

tância determina a existência de padrões para o problema em questão, apresenta

o seguinte comportamento geométrico: é suficientemente grande em duas regiões

disjuntas de Ω e, por outro lado, suficientemente pequena em uma região tubular

que separa as duas primeiras. Chamamos esta região tubular de camada de tran-

sição. Vale lembrar que estas condições são apenas suficientes para a existência

de padrões.

39
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Além disso, como a função de difusibilidade facilita (na região em que a for

maior) e dificulta (na região em que a for menor) a difusão da concentração de

uma substância, por exemplo, a função a acima deixa claro o seu papel: separar e

manter de maneira estável duas concentrações estáveis e constantes, quais sejam,

os zeros de g.

Demonstração. (Teorema 5.1.1) Seja Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e suave, e

considere dois subdomı́nios Ωl ⊂ Ω e Ωr ⊂ Ω com fechos disjuntos (Ωl ∩ Ωr = ∅)
e suaves tais que

Sl = ∂Ω ∩ ∂Ωl e Sr = ∂Ω ∩ ∂Ωr

satisfaçam

HN−1(Sl) 6= 0 e HN−1(Sr) 6= 0.

Por simplicidade, assumiremos em Ω, ser posśıvel a seguinte construção: tome

um ponto P = (x0, y0) ∈ Ω com x0 ∈ R e y0 ∈ RN−1 tal que (x0, x) /∈ (Ωl ∪ Ωr)

para todo x ∈ RN−1 e seja

T =
{

(x0, x) | x ∈ RN−1
}

uma superf́ıcie que atravessa Ω interceptando a ∂Ω ortogonalmente.

Seja S = Ω ∩ T e se m1 = dist(x0,Ωl) e m2 = dist(x0,Ωr), considere

m = min {m1,m2} > 0

Definimos agora a função distância sinal

d(x, S) =

{
dist(x, S) se x1 ≥ x0

− dist(x, S) se x1 < x0

onde x = (x1, . . . , xN) ∈ RN e dist(x, S) denota a função distância (veja [9]).

Sabemos que existe um número positivo δ satisfazendo

m >
δ

2
> 0. (5.1.1)

Definimos então o conjunto

Qδ =

{
x ∈ Ω | | d(x, S)| < δ

2

}
,

e (5.1.1) garante que

Ωl ∩Qδ = ∅ e Ωr ∩Qδ = ∅.
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Podemos tomar δ > 0, suficientemente pequeno, tal que

HN−1(∂Qδ ∩ ∂Ω) < HN−1(Sl), (5.1.2)

essa condição para δ será determinante no final desta demonstração.

Consideremos agora a seguinte função ξ : R −→ R

ξ(t) =


α, se t ≤ −δ

2
α + β

2
+

(β − α)

δ
t, se − δ

2
< t <

δ

2

β, se t ≥ δ

2

e afirmamos que w0(x) = ξ(d(x, S)) ∈ Λ, desde que a satisfaça determinadas

condições.

Mostremos inicialmente que w0 ∈ W 1,p(Ω). Observe que w0 ∈ C(Ω) logo

w0 ∈ Lp(Ω) e facilmente vemos que

∂w0

∂xi
=


0, se d(x, S) < −δ

2
(β − α)

δ

∂ d

∂xi
, se − δ

2
< d(x, S) <

δ

2

0, se d(x, S) >
δ

2

é a derivada parcial de w0 em relação a xi (no sentido fraco). Para mostrarmos

que esta pertence a Lp(Ω) usaremos fortemente que |∇ d| = 1, para este resultado

veja [9]. Assim temos que∫
Ω

∣∣∣∣∂w0

∂xi

∣∣∣∣p dx =

∫
Qδ

∣∣∣∣β − αδ
∣∣∣∣p ∣∣∣∣ ∂ d

∂xi

∣∣∣∣p dx

≤
∫
Qδ

∣∣∣∣β − αδ
∣∣∣∣p |∇ d|p dx

= H(Qδ)

∣∣∣∣β − αδ
∣∣∣∣p <∞.

Segue que w0 ∈ W 1,p(Ω). Agora, por construção temos que α ≤ w0(x) ≤ β
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para todo x ∈ Ω. Além disso∫
Sl

w0 dHN−1 =

∫
Sl

ξ(d(·, S)) dHN−1

=

∫
Sl

ξ(− dist(·, S)) dHN−1

= αHN−1(Sl) < 0,

e ∫
Sr

w0 dHN−1 =

∫
Sr

ξ(d(·, S)) dHN−1

=

∫
Sr

ξ(dist(·, S)) dHN−1

= βHN−1(Sr) > 0.

Sejam S− e S+ porções suaves de ∂Ω definidas da seguinte maneira:

S− ∪ S+ = ∂Ω\(∂Qδ ∩ ∂Ω),

de tal forma que S− ∩ Sl 6= ∅ e S+ ∩ Sr 6= ∅. Em outras palavras, S− e S+ são as

componentes conexas de ∂Ω\(∂Qδ∩∂Ω) que intersectam Sl e Sr respectivamente.

Temos que

E(w) =
1

2

∫
Ω

a(x)|∇w|2 dx−
∫
∂Ω

G(w) dHN−1,

como w0 é constante sobre Ω\Qδ

E(w0) =
1

2

∫
Qδ

a(x)|∇w0|2 dx−
∫
∂Qδ∩∂Ω

G(w0) dHN−1

−
∫
S−
G(w0) dHN−1 −

∫
S+

G(w0) dHN−1

=
1

2

∫
Qδ

a(x)|∇w0|2 dx−
∫
∂Qδ∩∂Ω

G(w0) dHN−1

− G(α)HN−1(S−)−G(β)HN−1(S+).

Como G(α) = G(β) e S− ∪ S+ = ∂Ω\(∂Qδ ∩ ∂Ω), temos que

E(w0) =
1

2

∫
Qδ

a(x)|∇w0|2 dx−
∫
∂Qδ∩∂Ω

G(w0) dHN−1−G(β)HN−1(∂Ω\(∂Qδ∩∂Ω)).
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Para mostrarmos a desigualdade que caracteriza Λ

E(w0) < ε0 −G(β)HN−1(∂Ω), (5.1.3)

é suficiente mostrar que

ε0 +

∫
∂Qδ∩∂Ω

G(w0) dHN−1 >
1

2

∫
Qδ

a(x)|∇w0|2 dx

+ G(β)HN−1(∂Qδ ∩ ∂Ω).

(5.1.4)

Pois dáı

E(w0) =
1

2

∫
Qδ

a(x)|∇w0|2 dx−
∫
∂Qδ∩∂Ω

G(w0) dHN−1

− G(β)HN−1(∂Ω\(∂Qδ ∩ ∂Ω))

< ε0 −G(β)HN−1(∂Qδ ∩ ∂Ω)−G(β)HN−1(∂Ω\(∂Qδ ∩ ∂Ω))

= ε0 −G(β)HN−1(∂Ω).

Portanto, basta darmos condições sobre a em Ω para que (5.1.4) ocorra.

Antes disto, verifiquemos que

1

2

∫
Qδ

a(x)|∇w0|2 dx < aδM
1

2

∫
Qδ

|∇w0|2 dx

=
aδM
2

∫
Qδ

∣∣∣∣∇(α + β

2
+
β − α
δ

d(x, S)

)∣∣∣∣2 dx

=
aδM
2

(β − α)2

δ2

∫
Qδ

|∇ d(x, S)|2 dx

sendo aδM = max
x∈Qδ

a(x). Dáı, como |∇ d(x, S)| = 1 q.t.p. em Qδ, temos que

1

2

∫
Qδ

a(x)|∇w0|2 dx <
aδM
2

(β − α)2

δ2
HN(Qδ). (5.1.5)

Sabemos que

ε0 = G(β) min
{
HN−1(Sl) min

{
1, ρ2(Ωl)a

Ωl
m

}
,HN−1(Sr) min

{
1, ρ2(Ωr)a

Ωr
m

}}
.
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Daremos as seguintes condições sobre a função a nos conjuntos Ωl e Ωr:

aΩl
m >

1

ρ2(Ωl)
e aΩr

m >
1

ρ2(Ωr)
. (5.1.6)

Sem perda de generalidade podemos assumir que HN−1(Sl) ≤ HN−1(Sr). As-

sim

ε0 = G(β)HN−1(Sl).

Devemos mostrar que

G(β)HN−1(Sl) >
1

2

∫
Qδ

a(x)|∇w0|2 dx+G(β)HN−1(∂Qδ ∩ ∂Ω),

mas por (5.1.5) é suficiente dar condições sobre a em Qδ e obter

G(β)HN−1(Sl) >
aδM
2

(β − α)2

δ2
HN(Qδ) +G(β)HN−1(∂Qδ ∩ ∂Ω).

Lembre que δ foi tomado de modo que

HN−1(∂Qδ ∩ ∂Ω) < HN−1(Sl) (veja (5.1.2)).

Assim, basta tomarmos a em Qδ de modo que

0 < aδM <
G(β)

(
HN−1(Sl)−HN−1(∂Qδ ∩ ∂Ω)

)
2δ2

(β − α)2HN(Qδ)
. (5.1.7)

Logo se a : Ω −→ R é qualquer função suave e positiva que satisfaz (5.1.6)

e (5.1.7) nós conclúımos que w0 ∈ Λ e portanto Λ 6= ∅ e pelo Teorema 4.2.1, Λ

possui um mı́nimo local do funcional de energia E.

5.2 As hipóteses (h1)-(h4)

A hipótese (h1) foi discutida na Observação 2.1.4. A hipótese (h2) é exata-

mente a Proposição 3.1.2. Resta-nos então verificar as hipóteses (h3) e (h4), no

entanto estas dependem da posição do espectro do operador linear proveniente

do problema linearizado de (1.4.1) em torno da solução de equiĺıbrio e0.

Tal problema linearizado é

ut = div(a(x)∇u), x ∈ Ω

a(x)
∂u

∂ν
= g′(e0)u, x ∈ ∂Ω.

 (5.2.1)

Analisaremos o espectro do operador linear L, que é dado por
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L(φ) = div(a(x)∇φ)

D(L) =

{
φ ∈ W 2,p(Ω)| a(x)

∂φ

∂ν
− g′(e0)φ = 0, x ∈ ∂Ω

}  (5.2.2)

Podemos considerar uma extensão do operador L ao espaço W 1,2(Ω). Cha-

memos esta extensão de L̄. É óbvio que σ(L) ⊂ σ(L̄) e o Teorema 11.3 de [14]

mostra que σ(L̄) é um conjunto discreto de autovalores reais.

Então, se λ é um autovalor de L e ϕ é uma autofunção associada a λ, temos

que

λϕ = div(a(x)∇ϕ), x ∈ Ω

a(x)
∂ϕ

∂ν
= g′(e0)ϕ, x ∈ ∂Ω.

 (5.2.3)

Se multiplicarmos esta equação por ϕ e integrarmos em ambos os lados, ob-

temos

λ

∫
Ω

ϕ2 dx =

∫
Ω

ϕ∇a∇ϕ+ aϕ∆ϕ dx

=

∫
Ω

ϕ∇a∇ϕ dx−
∫

Ω

∇(aϕ)∇ϕ dx+

∫
∂Ω

∂ϕ

∂ν
aϕ dHN−1

= −
∫

Ω

a|∇ϕ|2 dx+

∫
∂Ω

g′(e0)ϕ2 dHN−1

Como e0 é um ponto de mı́nimo de E em W 1,p(Ω) (Teorema 5.1.1) devemos

ter

δE(e0, ψ) = 0 e δ2E(e0)(ψ, ψ) ≥ 0, ∀ ψ ∈ W 1,p(Ω).

Com contas análogas às feitas no Caṕıtulo 3, chegamos que

δ2E(e0, ψ, ψ) =

∫
Ω

a|∇ψ|2 dx−
∫
∂Ω

g′(e0)ψ2 dHN−1 ≥ 0. (5.2.4)

Agora, como ϕ 6≡ 0 temos que

λ =

−
∫

Ω

a|∇ϕ|2 dx+

∫
∂Ω

g′(e0)ϕ2 dHN−1∫
Ω

ϕ2 dx
≤ 0.

Segue que σ(L) = {λ1, λ2, λ3 . . .} com
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0 ≥ λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥ . . .

Dáı já podemos concluir que não estamos no caso contemplado pela hipótese

(h4)(ii).

Se λ1 < 0 temos que σ(L) ⊂ {Reλ ≤ λ1} (caso abordado pela hipótese

(h4)(i)), ou seja, o espectro de L está no lado esquerdo do plano complexo, assim

é posśıvel concluir que e0 é assintoticamente estável em W 1,p(Ω), logo estável.

Este resultado pode ser visto em [3] ou [14].

Resta-nos agora analisar o caso em que λ1 = 0. Devemos mostrar que, neste

caso, o autovalor λ1 = 0 é um autovalor simples de L (veja Definição 2.1.5). Com

isso conclúımos (h3) e consequentemente (h4)(iii) pois como a não linearidade g

é uma função de classe C1 e σ(L) ⊂ {Reλ ≤ 0} e σ(L)∩{Reλ = 0} = {0} temos

que existe uma variedade localM que é invariante, unidimensional e tangente em

e0 na direção da autofunção associada ao autovalor λ1 = 0, com a propriedade

de que e0 é estável em W 1,p(Ω) se, e somente se, é estável em M. Este é um

importante resultado que tem sido utilizado em diversos trabalhos, citamos por

exemplo [2, 12, 18, 1]. Sua demonstração não é nada trivial e, para maiores

detalhes, sugerimos [12, 19, 20].

Mostremos então que λ1 = 0 é um autovalor simples de L.

Para tal demonstração seguiremos os passos realizados em [3, 18]. Usaremos o

famoso Teorema de Krein-Rutman que diz o seguinte: se existe um cone fechado

C com interior não vazio que satisfaz C ∩ (−C) = {0} e um operador linear T

compacto, tal que T (C\ {0}) ⊂ int(C), então existe ϕ1 > 0 com ‖ϕ1‖ = 1 e

λ1 > 0 tal que Tϕ1 = λ1ϕ1. Além disso temos que

λ1 = max {|λ|;λ ∈ σ(T )}

e λ1 é simples.

Consideremos o operador T : C1(Ω) −→ C1(Ω) definido por T (φ) = v, onde

v é a única solução de

− div(a(x)∇v) +Kv = φ, x ∈ Ω

−a(x)
∂v

∂ν
− (K − g′(e0))v = 0, x ∈ ∂Ω

 (5.2.5)

Onde K é uma constante positiva tal que K − g′(e0) > 0 para todo x ∈ ∂Ω.

A existência de solução para cada φ ∈ C1(Ω), e sua unicidade, seguem de

resultados clássicos que podem ser vistos em [9].

Facilmente vemos que T é linear, mostremos que T é compacto. Seja B ⊂
C1(Ω) um conjunto limitado, devemos verificar que T (B) é relativamente com-
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pacto. Seja ψ ∈ B então T (ψ) é solução de (5.2.5) e dáı temos que

‖T (ψ)‖C2,α(Ω)

(∗)
≤ C1 ‖ψ‖Cα(Ω)

(∗∗)
≤ C2 ‖ψ‖C1(Ω)

(∗∗∗)
≤ M.

Em (∗) foi usado que T (ψ) satisfaz a estimativa de Schauder (veja [21], pag.

98). Em (∗∗) usamos o mergulho (1.1.5) do Teorema 1.1.3 com k = 0. Finalmente

em (∗ ∗ ∗) foi usado que B é limitado. Assim, temos que T (B) ⊂ C2,α(Ω) e é

limitado. Agora temos que

C2,α(Ω)
(1.1.2)
↪→ C2(Ω)

(1.1.1)
↪→ C1(Ω),

isto é, C2,α(Ω) está compactamente contido em C1(Ω). Logo T (B) é relativamente

compacto em C1(Ω). Portanto T é compacto.

Um cone C em um espaço de Banach é um conjunto fechado por adição e

multiplicação por escalares não-negativos. Seja

C =
{
φ ∈ C1(Ω) | φ ≥ 0

}
e mostremos que C é um cone fechado com

intC 6= ∅ e C ∩ (−C) = {0} .

Facilmente vemos que C é um cone, pois dados u, v ∈ C e µ ∈ R+ temos que

u+ µv ∈ C1(Ω) e u+ µv ≥ 0⇒ u+ µv ∈ C.

Considere uma sequência {φn} ⊂ C tal que φn
n→∞−→ φ em C1(Ω), então

0 ≤ ‖φn − φ‖C0(Ω) ≤ c ‖φn − φ‖C1(Ω)

n→∞−→ 0.

Segue que

sup
x∈Ω

|φn(x)− φ(x)| n→∞−→ 0.

Logo |φn(x) − φ(x)| n→∞−→ 0 para cada x ∈ Ω, como φn ≥ 0 para todo n, temos

que φ ≥ 0, e portanto φ ∈ C o que mostra que C é fechado.

Ora, tomando φ ≡ 1 chegamos que intC 6= ∅.
Mostremos agora que T (C\ {0}) ⊂ intC.

Tome φ ∈ C\ {0}, devemos mostrar que T (φ)(x) = v(x) > 0 para todo x ∈ Ω.

Suponha que exista x0 ∈ Ω tal que

v(x0) ≤ 0. (5.2.6)
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Como φ ∈ C e φ 6≡ 0, existe x̄ ∈ Ω tal que φ(x̄) > 0.

Temos então dois casos:

Caso 1: Se v é constante, então

φ = − div(a∇v) +Kv = Kv ⇒ v(x) =
φ(x)

K
≥ 0, ∀ x ∈ Ω.

Em particular

v(x0) = v(x̄) =
φ(x̄)

K
> 0,

o que contraria (5.2.6). Logo v não é constante.

Caso 2: Se v não é constante seja

vm = min
x∈Ω

v(x).

Sem perda de generalidade podemos supor que vm = v(x0). Defina

w(x) = v(x)− vm

então w(x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω e w(x0) = 0. Dáı

div(a∇w) = div(a∇v) = Kv − φ
= Kv −Kvm +Kvm − φ
= Kw +Kvm − φ

assim

div(a∇w)−Kw = Kvm − φ ≤ 0,

pois Kvm ≤ 0 e −φ ≤ 0.

Temos que x0 é um ponto de mı́nimo não positivo de w, como w não é

constante, pelo Prinćıpio do Máximo temos que x0 ∈ ∂Ω. Pelo Lema de Hopf,

temos que
∂w(x0)

∂ν
< 0. (5.2.7)

Da definição de w obtemos que v(x0) = vm ≤ 0. Dáı, juntando isso a (5.2.7)

0 >
∂w(x0)

∂ν
=
∂v(x0)

∂ν
= −(K − g′(e0))v(x0)

a(x0)
≥ 0,

o que é um contradição.

Como os dois casos não são posśıveis chegamos em outra contradição. Logo

v(x) > 0 para todo x ∈ Ω, ou seja, v ∈ intC e portanto T (C\ {0}) ⊂ intC.

Estamos assim, nas condições do Teorema de Krein-Rutman para o operador
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T . Mostremos agora que
1

K
é um autovalor simples de T . Considere o seguinte

operador linear

S(v) = − div(a∇v) +Kv

D(S) =

{
v ∈ C2,α(Ω) | − a(x)

∂v

∂ν
− (K − g′(e0))v = 0, x ∈ ∂Ω

} 
então S = T−1. Assim se λ 6= 0 é tal que S(v) = λv, temos que

T (S(v)) = λT (v)⇒ T (v) =
1

λ
v.

Seja w1 a autofunção associada ao autovalor λ1 = 0 do operador L. Temos

que K é um autovalor de S com autofunção associada w1, pois

S(w1) = − div(a∇w1) +Kw1 = −L(w1) +Kw1 = −0w1 +Kw1 = Kw1,

segue que
1

K
é autovalor de T . Na verdade,

1

K
é o maior autovalor de T . Com

efeito, sejam λ > 0 e ψ autovalor e autofunção de T , respectivamente. Sabemos

que T (ψ) = v e S(v) = ψ, dáı

λ

∫
Ω

ψ2 dx =

∫
Ω

T (ψ)ψ dx =

∫
Ω

(− div(a∇v) +Kv) v dx

= −
∫

Ω

div(a∇v)v dx+

∫
Ω

Kv2 dx

= −
∫
∂Ω

a
∂v

∂ν
v dHN−1 +

∫
Ω

a|∇v|2 dx+

∫
Ω

Kv2 dx

=

∫
∂Ω

(K − g′(e0))v2 dHN−1 +

∫
Ω

a|∇v|2 dx+

∫
Ω

Kv2 dx

=

∫
Ω

a|∇v|2 dx−
∫
∂Ω

g′(e0)v2 dHN−1 +

∫
∂Ω

Kv2 dx+

∫
Ω

Kv2 dx

= δ2E(e0, v, v) +

∫
∂Ω

Kv2 dx+

∫
Ω

Kv2 dx

≥
∫

Ω

Kv2 dx = K

∫
Ω

(T (ψ))2 dx

= Kλ2

∫
Ω

ψ2 dx.
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Segue que

Kλ2 − λ ≤ 0,

logo

λ ≤ 1

K
.

Logo
1

K
é o maior autovalor de T e portanto é um autovalor simples de T .

Isto implica que K é autovalor simples de S.

Assim é posśıvel concluir que λ1 = 0 é um autovalor simples de L. De fato,

suponha que existam u, v funções linearmente independentes tais que u, v ∈ N(L),

então temos que

Lu = 0 e Lv = 0,

mas

0 = Lu = div(a∇u) = div(a∇u) +Ku−Ku = −S(u) +Ku,

e isso implica que S(u) = Ku. Analogamente mostra-se que S(v) = Kv. Como

K é autovalor simples de S temos que u e v são linearmente dependentes.

Temos também que a autofunção w1, associada ao autovalor λ1 = 0, não

pertence a Im(L). Se pertencesse, existiria u ∈ D(L) tal que Lu = w1, ou seja

div(a(x)∇u) = w1, x ∈ Ω

a(x)
∂u

∂ν
= g′(e0)u, x ∈ ∂Ω


Multiplicando ambos os lados da primeira equação por w1 e integrando temos∫

Ω

w2
1 dx =

∫
Ω

w1 div(a(x)∇u) dx.

Agora usando a Fórmula de Green e lembrando que L(w1) = 0 temos que
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∫
Ω

w2
1 dx =

∫
Ω

w1 div(a(x)∇u) dx−
∫

Ω

u div(a(x)∇w1) dx

=

∫
Ω

(∇a∇u+ a∆u)w1 dx−
∫

Ω

(∇a∇w1 + a∆w1)u dx

=

∫
Ω

∇a∇u w1 dx−
∫

Ω

(∇a∇u w1 + a∇w1∇u) dx

+

∫
∂Ω

∂u

∂ν
w1a dHN−1 −

∫
Ω

∇a∇w1 u dx

+

∫
Ω

(∇a∇w1 u+ a∇w1∇u) dx−
∫
∂Ω

∂w1

∂ν
ua dHN−1

=

∫
∂Ω

∂u

∂ν
w1a dHN−1 −

∫
∂Ω

∂w1

∂ν
ua dHN−1

=

∫
∂Ω

g′(e0)uw1 dHN−1 −
∫
∂Ω

g′(e0)w1u dHN−1

= 0.

Isso implica que w1 = 0 q.t.p. em Ω, o que é um absurdo. Portanto λ1 = 0 é

autovalor simples de L.

Com isso temos que nosso problema (1.4.1) satisfaz (h1)-(h4).

Finalmente, podemos enunciar o seguinte resultado:

Corolário 5.2.1. Sejam Ω ⊂ RN um domı́nio limitado e suave, g : R −→ R
uma função suficientemente suave satisfazendo (H0)− (H2) e Ωl, Ωr e Qδ como

constrúıdos acima. Se a : Ω −→ R é uma função suave que satisfaz (5.1.6) e

(5.1.7), então (1.4.1) possui pelo menos uma solução de equiĺıbrio não constante

e estável em W 1,p(Ω), p > N .

Temos assim, que a existência de padrões para o problema (1.4.1) está relacio-

nada com o comportamento da função a em Ω. Vimos que se a for suficientemente

grande nas regiões Ωl e Ωr, e pequena na região tubular Qδ, a existência de tais

soluções é garantida.
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[1] NASCIMENTO, A. S. On the Role of Diffusivity in Some Stable Equilibria

of a Diffusion Equation. [S.l.]: Journal of Differential Equations 155, 231-244,

1999.
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