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Resumo

Este trabalho é uma abordagem do famoso "Problema do Produto com uma Reta”, o
qual investiga a classe dos espagos topoldgicos cujo produto cartesiano com R é uma
variedade topoloégica. Tais espagos sao chamados de "Fatores de Variedade de Codimen-
sao Um". Com base principalmente em [0 [7, 14], 15, 24], introduzimos o conceito de
variedades generalizadas, as quais sao espacos separdaveis ANR que tém mesmo compor-
tamento homolégico local que as variedades topologicas, definimos as propriedades de
posicao geral DAP, DADP, DDP, DHP e DCP e, através desses conceitos e um ferra-
mentario topologico-algébrico, obtivemos respostas ao problema motivador. Dada ainda
a importancia estratégica da propriedade de posicao geral DHP, estudamos um critério

para detecta-la na categoria das variedades generalizadas, qual seja, a P2MP.

Palavras Chave: Variedades Generalizadas, Fatores de Variedade de Codimensao Um,

Propriedades de Posi¢cio Geral, Teoremas de Extensao, Topologia.



Abstract

This work is an approach to the famous "Product with a Line Problem". Tt investigates the
class of topological spaces whose cartesian product with R is a topological manifold. Such
spaces are called "Codimension One Manifold Factors”. Based mainly on [5, [7], 14 [T5], 24],
we introduce the concept of generalized manifolds, which are separable ANR, spaces with
same local homological behavior that the topological manifolds, we define DAP, DADP,
DDP, DHP, DCP general position properties and, through these concepts and a machinery
topological-algebraic, we have got answers to the motivator problem. Even about the
strategic importance of the DHP general position property, we studied a criterion to

detect it into the generalized manifolds category, namely, the P2MP.

Keywords: Generalized Manifolds, Codimension One Manifold Factors, General Posi-

tion Properties, FEaxtension Theorems, Topology.
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Introducao

Um problema fundamental em topologia é determinar quais os tipos de espagcos sao varie-
dades topologicas e como eles podem ser reconhecidos. Variedades sao objetos de interesse
de estudo porque, além de sua rica estrutura topologica, elas desempenham papel determi-
nante em muitos ramos da Matemaéatica, notadamente em Analise Complexa, Geometria,
Algebra e Geometria Algébrica e, também em areas da Fisica, tais como Mecanica Clas-
sica, Relatividade Geral e Teoria Quantica dos Corpos. Essencialmente, uma n-variedade
é um espaco métrico modelado localmente no espaco euclidiano R", isto é, cada um de
seus pontos tem uma vizinhanga aberta homeomorfa ao R"”. Em geral, a dificuldade
do reconhecimento de uma variedade topoldgica reside principalmente na verificagao da

condi¢ao do espago ser localmente euclidiano.

Na tentativa de caracterizar as variedades apenas com propriedades cléssicas de topologia
geral, excluindo nesse caso a condicao euclidiana, muitos matematicos, tais como E. éech,
S.Lefeschetz, R. L. Wilder e P. Alexandroff, voltaram sua atencao a uma classe de espagos
topologicos conhecidos atualmente como wvariedades generalizadas, isto é, espagos que
tém mesmo comportamento homologico local que as variedades. Uma das versoes mais

modernas da defini¢ao de variedades generalizadas é a seguinte:

Definicao 1 Uma n-variedade generalizada X € um espaco métrico de dimensao finita
separdvel do tipo ANR tal que H (X, X — {x},Zs) = H (R",R" — {0}, Zs) qualquer que

seja x € X.

Nem toda variedade generalizada é uma variedade topologica (os espagos 2-ghastly cons-
truidos por R. Daverman e J. Walsh em [8], por exemplo, ilustram esse fato). Porém,

conforme resultados obtidos por R. D. Edwards e J. W. Cannon, existe uma subclasse de
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variedades generalizadas, as resoliveis e que satisfazem uma propriedade de posicao geral

denominada DDP ("disjoint disks property") que sdo variedades topologicas.

Defini¢ao 2 (Resolugao) Seja X wuma n-variedade generalizada. Se existe uma apli-
cagdo propria de uma n-variedade topoldgica ¢ : M — X tal que ¢~1(0X) = OM e a
imagem inversa de cada ponto por ¢ € nao vazia e contrdtil em cada vizinhanga aberta

em M, entao dizemos que X € resoluvel. A aplicacao ¢ é chamada uma resolucao de X.

F. Quinn, em [22] 23], associou a qualquer n-variedade generalizada conexa, n > 4, um
indice local i(X) € 1+ 8Z e mostrou que i(X) = 1 se, e somente se, X ¢& resolavel.
Um fato interessante é que, em [3, 4], foram construidas n-variedades generalizadas tendo
indice local arbitrario em todas as dimensdes n > 5 (tais variedades sdo conhecidas como

variedades generalizadas exdticas).

Definicao 3 Um espaco X tem a DDP se dadas aplicacoes continuas f : I? — X e
g : I* = X entdo, para cada ¢ > 0, existem e-aproximacoes continuas f' : I* — X e
g :I? = X de f e g, respectivamente, tais que f' (I*) N g (I*) = 0.

Notagao: I =[0,1].

A caracterizacgao de variedades topologicas através de variedades generalizadas é dada

pelo seguinte:

Teorema 1 (Edwards-Cannon-Quinn) X ¢ uma n-variedade topoldgica, n > 5, se, e

somente se, X € uma n-variedade generalizada resoliuvel com a DDP.

Este resultado justifica nosso interesse em conhecer melhor tais espacos. No presente
trabalho, abordamos o cléssico "Problema do Produto com Uma Reta", o qual investiga
a classe dos espagos topologicos cujo produto cartesiano com R é uma variedade topolo-
gica. Tais espacos sao chamados Fatores de Variedade de Codimensao Um. Tal problema
data de meados da década de 1930 e foi motivado, inicialmente, pelo trabalho de R.L.
Moore sobre decomposicoes que deixavam R? topologicamente invariante. R. H. Bing foi
o primeiro a demonstrar, com seu espaco de Dogbone, a existéncia de um espago que nao

é uma variedade e, porém, é um Fator de Variedade de Codimensao Um.
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Em [5], R.J. Daverman com o objetivo de detectar a DDP definiu as propriedades de
posigao geral DAP ("disjoint arcs property") e DADP ("disjoint arc-disk property"),

analogas a DDP em dimensao 3 e 4, respectivamente:

Definigao 4 Um espago X tem a Propriedade de Disjunc¢ao de Arcos (DAP - "Disjoint
Arces Property") se dados caminhos continuos o« : I — X e § : I — X entdo, para
cada € > 0, existem e-aproximacoes continuas o : I — X e ' : I - X de a e f3,

respectivamente, tais que o' (I) N G'(I) = 0.

Definigao 5 Um espago X tem a Propriedade de Disjun¢ao de Arco e Disco (DADP -
"Disjoint Arc-Disk Property") se dadas aplicagoes continuas o : I — X eg: [? - X
entdo, para qualquer € > 0, existem e-aproximacoes continuas o : [ — X eqg : [*? - X

de a e g, respectivamente, tais que o/ (I) N g'(I*) = .

R. J. Daverman provou que:

Teorema 2 Se X tem a DAP entao X x R tem a DADP.

Teorema 3 Se X tem a DADP entao X x R tem a DDP.

E, portanto:

Teorema 4 Se X tem a DAP entio X x R*, para k > 2, tem a DDP.

Ainda em [5], Daverman provou que toda n-variedade generalizada, n > 3, tem a DAP,
e, deste modo, combinando tal fato com os Teoremas [I] e [4 segue que se X for uma
n-variedade generalizada resolivel, n > 3, entdao X x R* ¢ uma variedade topoldgica para
k > 2. Em particular, a questao relevante que continua parcialmente em aberto, e que
abordamos nesse trabalho, é a determinacao dos Fatores de Variedade de Codimensao

Um na categoria das variedades generalizadas.

No Capitulo 1, apresentamos as notagoes e requisitos preliminares ao desenvolvimento do
texto. Em particular, na Secao 1.5 damos algumas propriedades de extensao de homo-
topias em variedades generalizadas, as quais sao essenciais para a obtencao dos principais
resultados do trabalho. Na Secao 1.6, enunciamos a versao do Teorema da Dualidade de

Alexander obtida por J. D. Ancel em [I] para variedades generalizadas.
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No Capitulo 2, estudamos as propriedades de posicao geral classicas tais como a DDP e
seus analogos em dimensoes 3 e 4. Além disso, discorremos sobre os principais resultados
concernentes a tais propriedades. Mostramos ainda que toda n-variedade generalizada

com n > 3 tem a DAP. Na Secao 2.3 investigamos uma propriedade de posigao geral mais

fraca que a DADP, a DHP:

Definigao 6 Um espago X tem a Propriedade de Disjun¢ao de Homotopias (DHP - "Dis-
joint Homotopies Property”) se dadas homotopias de caminhos f : D x I — X e g :
D x I — X entao, para qualquer € > 0, existem e-aprozimagoes continuas f': Dx 1 — X
eg :DxI— X de [ eg, respectivamente, tais que f/(D)N g, (D) =0, Vt € I.
Notagao: D =1 =10,1].

Na Secao 2.4 investigamos uma propriedade de posicao geral mais fraca que a DHP, a

DCP:

Definicao 7 Um espa¢o X tem a Propriedade de Disjunc¢ao de Concordincias de Ca-
minhos (DCP - "Disjoint Path Concordances Property") se dadas homotopias de cami-
nhos f : DxI — X eqg: D x1I — X e qualquer € > 0, entao existem aplicagcoes
F:DxI—XxIeG:DxI— X xI tais que

(i) F(Dxd)cXxd e G(Dxd) CX xd sempre que d € {0,1};
(ii) F(D x I)NG(D x I) = 0;
(iii) p(f,projxF) <e e p(g,projxG) <e.

O Capitulo 3 é devotado a nossa primeira resposta ao Problema do Produto com Uma

Reta, a qual é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 5 Seja X uma n-variedade generalizada resolivel, onde n > 4, e suponhamos
que para cada aplicagao continua f : D x I — X e para qualquer € > 0 existe uma

e-aproximacao continua f': D x I — X de f tal que
dim f'(D x I) <n—2.

Entao X € um Fator de Variedade de Codimensao Um.
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Ainda no Capitulo 3, na Se¢ao 3.2, mostramos que a DHP é um refinamento estrito da
DADP no sentido de que todo espago com DADP tem a DHP e, no entanto, a reciproca
nao é verdadeira.

No Capitulo 4, baseando-se no artigo [14] e na tese de doutorado [15], ambos trabalhos de

D. Halverson, mostramos na Sec¢ao 4.2 que a DHP é uma condic¢ao suficiente para que uma

n-variedade generalizada resolivel, n > 4, seja um Fator de Variedade de Codimensao

Um:

Teorema 6 (Teorema de Disjuncao de Homotopias) Se X ¢ um espaco localmente

compacto ANR com a DHP entao X X R tem a DDP.

Na Segao 4.3, baseando-se no trabalho [7] de R. Daverman e D. Halverson, mostramos
que a DCP caracteriza os Fatores de Variedade de Codimensao Um na categoria das

n-variedades generalizadas resoluveis para n > 4:

Teorema 7 (Teorema de Disjuncao de Concordancias) Seja X um espago local-
mente compacto ANR com a DAP. Entio X tem a DCP se, e somente se, X X R tem a
DDP.

No Capitulo 5, baseando-se no artigo [I4] ¢ na tese de doutorado [15], ambos de D.
Halverson, estudamos a Propriedade de Profusao de 2-Variedades, a qual funciona como

um critério, independente da DADP, para detectar a DHP em variedades generalizadas.

Defini¢ao 8 Um espagco X tem a Propriedade de Profusao de 2-Variedades (P2MP -
"Plentiful 2-Manifolds Property”) se cada caminho o : I — X pode ser, qualquer que
seja € > 0, e-aprorimado por um caminho o : I — N C X, onde N € uma 2-variedade

merqgulhada em X.
E mostramos que:

Teorema 8 Se X ¢ uma n-variedade generalizada, n > 4, com a P2MP entao X tem a

DHP.
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No entanto, a reciproca deste resultado nao é verdadeira. Os espacos 2-ghastly, cons-
truidos por Daverman e Walsh, sao exemplos de variedades generalizadas resoltveis de
dimensao n > 4 com a DHP, conforme demonstrado por D. Halverson em [I3], e porém

nao tem a P2MP.

Observamos que a DHP é relativamente mais simples que a DCP. No entanto, ainda nao se
sabe se a DHP é uma condigao necesséaria para que uma variedade generalizada resolivel,

com n > 4, seja um Fator de Variedade de Codimensao Um.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo, apresentamos requisitos necessarios para o desenvolvimento desse tra-
balho. Em particular, definimos nosso principal objeto de estudo: as variedades generali-

zadas.

1.1 Terminologias e Notacoes

Em nosso trabalho todos os espacos considerados serao métricos separaveis. Dados espagos
X e Y, denotaremos por C(X,Y") o conjunto das aplica¢oes continuas de X em Y. Quando
Y for métrico e fizer sentido (por exemplo, X ser um espago compacto), usaremos em
C(X,Y) a métrica uniforme. Dada uma aplicacdo f : A — B e um ntumero real ¢ > 0,
diremos que uma aplica¢ao ' : A — B é uma e-aproximagao de f se p(f, f') < e.

A esfera e o disco em R* serdo denotados, respectivamente, por S¥~1 = {x € R*/p(z,0) <
1} e DF = {z € R*/p(2,0) < 1}. Dado um conjunto A e € > 0, diremos que o conjunto
N.(A) ={z € X/p(x,A) < €} ¢ a e-vizinhanga de A.

Admitiremos que o conjunto N dos nameros naturais é dado por N = {1,2,---} e que
todos os grupos de homologia e cohomologia citados tém coeficientes no anel Z ou Z,. O

simbolo H* denota a cohomologia de Cech.
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1.2 Complexos Simpliciais

Nesta Se¢ao damos uma breve introdugao a teoria dos complexos simpliciais. Definire-
mos tais objetos em dois estagios. Inicialmente, estudamos uma versao mais concreta,
papel desempenhado pelos complexos simpliciais euclidianos, e depois procedemos a uma
definicao mais geral, a qual é dada pelos complexos simpliciais abstratos. De uma maneira
natural, associremos um espaco topologico, chamado poliedro, a cada complexo simplicial

abstrato.

1.2.1 Complexos Simpliciais Euclidianos

Definigao 1.2.1 Um conjunto ordenado de pontos {v,,--- ,vx} C R™ € dito ser geo-
metricamente independente se {v; — vg, -+ ,vx — vo} € linearmente independente em R"
(considerado aqui como espago vetorial real com as operagoes usuais de soma e multipli-

cagdo por escalar).

O simplexo gerado pelos pontos geometricamente independentes vy, - - - , v € 0 conjunto,
denotado (v,, -+ ,vy), dado por
k k
<U07"'>Uk>:{ztivi : Ogtlﬁl, Vi = ,"',k’, eZtlzl}
i=0 i=0

com a topologia do subespago.
Cada um dos pontos v; é dito um vértice do simplexo. O inteiro k é dito ser a dimensdo

do simplexo, e um k-dimensional simplexo é dito um k-simplexo.

Exemplo 1.2.1 Um 0-simplexo é um tunico ponto. Um 1-simplexo gerado por x,y € R"
¢ um segmento de reta em R"™, isto €, (x,y) = {tx+(1—1t)y; 0 <t <1}. Um 2-simplexo

€ um tridngulo "cheio”. Um 3-simplexo € um tetraedro solido.

Defini¢ao 1.2.2 Sejam A um subconjunto arbitrario de R™ e {C)}rer a familia de todos
0s conguntos convezos tais que A C Cy. FEntao a envoltoria convexa de A, denotada por
E(A), € dada por

E(A) =) Ch.

AeL
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Como a interseccao de conjuntos convexos é convexa, entao é imediato que a envoltoria
convexa de um conjunto A C R"™ é, ela propria, um conjunto convexo. Mais ainda,
A C E(A) e E(A) & o menor conjunto convexo contendo A no sentido de que dado

qualquer conjunto convexo K tal que A C K entao F(A) C K.
Teorema 1.2.1 Um simplexo é o envoltorio convexo de seus vértices.

Demonstragao: Ver [26], Proposi¢ao 1.2, pagina 2. O

Seja o um simplexo. Cada simplexo gerado por um subconjunto nao vazio de seus vértices
¢ dito uma face de o. Note que, nesse caso, as faces O-dimensionais de ¢ sao justamente
os seus vértices. Chamaremos as faces 1-dimensionais de arestas, e de proprias as faces

de o que nao sao iguais a o.

Definicao 1.2.3 Sejam o e 7 simplexos. Uma aplicacao continua f : 0 — 7 € dita ser
uma aplicacao simplicial se € a restricao de uma aplica¢ao afim que leva vértices de o em

vértices de T.

Um complexo simplicial euclidiano é uma colegao K de simplexos de algum espago eucli-

diano R™ satisfazendo as seguintes condigoes:
(i) Se o € K entao todas as faces de ¢ estao em K.
(ii) A interseccao de quaisquer dois simplexos em K ou é vazia ou é uma face de ambos.

(iii) (Finitude Local) Para cada ponto de um simplexo de K existe uma vizinhanca

que intercepta no maximo uma quantidade finita de simplexos de K.

A dimensao de K é definida como sendo o méximo das dimensoes dos simplexos em
K. Desde que cada simplexo tem dimensao menor ou igual a n, a dimensao de K esté

bem-definida.

Exemplo 1.2.2 A colegio { [(0,0), (1, )]}, yU{(0,03U{(1, 1)}, s onde [(0,0), (1, )]
¢ um segmento de reta em R? ligando a origem ao ponto (1, %), nao € complexo simplicial

euclidiano. Note que a condicao de finitude local € violada na origem.
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A uniao de todos os simplexos em K, com a topologia do subespaco herdada de R™, é um

espago topologico denotado por |K|. Chamaremos tal espago de poliedro de K.

Exemplo 1.2.3 Seja P, um poligono reqular no plano com n lados, onde n > 3. A
colegao de todas as arestas e vértices de P, é um complexo simplicial euclidiano cujo

poliedro é homeomorfo a S*.

Qualquer subcolecao K’ de K que é, ela propria, um complexo simplicial euclidiano é dito

um subcomplexo de K.

Observacao 1.2.1 Para qualquer inteiro nao-negativo k, a colecio K® dos simplexos

de K com dimensao menor ou igual a k é um subcomplexo de K, dito o k-esqueleto de

K.

Definicao 1.2.4 Sejam K e L dois complexos simpliciais euclidianos. Uma aplica¢ao
continua f : |K| — |L| cuja restri¢io a cada simplezo de K € uma aplicagao simplicial
chegando em um simplexo de L ¢ dita wma aplicacdo simplicial. A restricio de f a K©

€ dita a aplicagao vértice de f.

Note que até aqui todas as consideragoes feitas referem-se a simplexos que estao contidos
no R™. Seja V' espaco vetorial normado de dimensao n. As tnicas propriedades de R"
usadas foram a estrutura de espaco vetorial normado e a estrutura de espago métrico
com métrica induzida pela norma. Além disso, com qualquer escolha de base vetorial, é
possivel definir um homeomorfismo linear ( isto é, uma bije¢ao continua que preserva a
estrutura vetorial e a estrutura topologica) entre R” e V. Portanto, todos os resultados

dessa Subsecao sao verdadeiros se trocarmos R™ por V.

1.2.2 Complexos Simpliciais Abstratos

Definigao 1.2.5 Seja K uma colegio de conjuntos nao-vazios finitos. Se para cada o € KC

tem-se que p(o) — O C K entio K € dito wm complexo simplicial abstrato.

Seja K um complexo simplicial abstrato. Os elementos o € K sao ditos simplexos (abstra-

tos). Qualquer elemento de um simplexo o é dito um vértice de o, e qualquer subconjunto
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nao-vazio de o é dita uma face de . Por simplicidade, nao faremos distin¢ao entre um
vértice v e a correspondente face {v}. Os simplexos definidos na Subse¢ao como
subconjuntos convexos de algum espaco euclidiano, serao ditos simplexos euclidianos.

A dimensao de um simplexo abstrato consistindo de k + 1-vértices é definida como sendo
k. A dimensao de K é o maximo das dimensoes de seus simplexos, se este existe. Se exis-
tem simplexos de dimensoes arbitrariamente grandes, K é dito ser de dimensdo infinita.
Dizemos ainda que K é um complexo finito se K é um conjunto finito, e localmente finito
se qualquer vértice pertence a apenas um nimero finito de simplexos.

Uma subcolecao de IC que é, ela propria, um complexo simplicial abstrato é dito um sub-
complezo de K. A colecio K® de todos os simplexos de dimensdo no maximo k é um
subcomplexo k-dimensional de K, dito a k- esqueleto de K.

Sejam K e L dois complexos simpliciais abstratos. Uma aplicagao f : K — L é dita ser
uma aplica¢ao simplicial se f({vo, - ,vx}) = {fo(vo), -, fo(vx)} para alguma aplicagao
fo: KO — £ Neste caso, a aplicacao f; é dita a aplicacdo vértice de f. Uma aplicacio
simplicial é um isomorfismo se fo é uma bijecao e {vg, -+ ,vx} € um simplexo de K se, e

somente se, { fo(vo), -, fo(vg)} € um simplexo de L.

Observagao 1.2.2 Seja K um complexo simplicial euclidiano. FEntao a cole¢ao de to-
dos os subconjuntos finitos de K© define um o complexo simplicial abstrato K, o qual

chamaremos de conjunto vértice de K.

De posse da algebra elementar dos complexos simpliciais abstratos, construiremos agora
um espagco topoldgico relacionado a cada complexo. Nosso primeiro passo sera relacionar

cada k-simplexo abstrato a um k-simplexo euclidiano.

Definicao 1.2.6 Seja S um conjunto arbitrdrio. Uma combinacao linear formal de ele-
mentos de S € uma funcgao t : S — R tal que t(v) # 0 apenas para uma quantidade finita

de elementos v € S.

Munindo a cole¢ao das combinagoes lineares formais do conjunto S com a multiplicacao
usual de uma constante real por uma funcao e soma usual de fungoes entao temos uma

estrutura de espago vetorial real, o qual denotaremos por R(S) e nos referiremos como
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espago vetorial livre sobre S.
Um elemento ¢t € R(S) tal que t(v;) # 0 parai = 1,--- ,k, onde {v;}F., C S, e t(v) =0
k

para todo v € S — {vi}le, serd simbolicamente representado por t = Ztivi, onde
t; = t(v;). -
Note que S C R(S) no sentido de que cada v € S pode ser enxergado como o elemento
de R(S), denotado também por v, dado por

0, w=v

1, w#wv

Além disso, cada ¢ € R(S) tem uma tunica expressdo como combinagdo linear destas

v(w) =

fungoes. Ou seja, S é uma "base vetorial" de R(S).

Definigao 1.2.7 Seja {vg,--- ,vx} um k-simplexo abstrato qualquer. Entdo sua realiza-
¢ao geométrica € o k-simplexo (vo,- -+ ,vg) no espago euclidiano R{vg, - -, vg).

Dado um k-simplezo abstrato o, denotaremos sua realizagio geométrica por |o|.

Em particular, com a topologia de R{vg, - ,v;) induzida por qualquer norma, a reali-
zacdo geométrica de um simplexo abstrato {vg, -+ ,vx} é homeomorfa a um k-simplexo
euclidiano.

Dado um complexo simplicial abstrato K, entao denotaremos por || o conjunto de todas
k k

as combinagoes lineares formais Ztﬂ)i tais 0 < t; <1, Zti =1e{vg, - ,vx} é um
. i=1 i=1
simplexo de K.

Observagao 1.2.3 De maneira abstrata, podemos considerar |KC| com um subconjunto do

espaco vetorial livre R(K); mais concretamente, |KC| ¢ evatamente a unido de todas as

realiza¢oes geométricas dos simplexos de K.

Consideremos em |K| a topologia quociente 7, induzida pela aplicacao

T H|O‘| — |K]

gell
i — X

onde H |o| é a unido disjunta da realizagdo geométrica de todos os simplexos de K com

cel
a topologia da uniao disjunta.
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Observagao 1.2.4 Seja {A;}ic;r uma colecao de espagos topoldgicos nao-vazios. Dizemos

que um conjunto da uniao disjunta HAi € aberto se, e somente se, a interseccao com
el
cada A; € aberta. A topologia sobre HAZ- assim definida € dita a topologia da uniao
iel
disjunta.

O espago topologico (|K|,7,) é dito a realiza¢ao geométrica de K.

Observagao 1.2.5 Seja {B;}jc; uma colegao de subespagos de um espago topoldgico X

tal que U B; = X. Dizemos que a topologia de X € coerente com os subespagos B; se, e
j€J

somente se, a intersec¢ao com B; de um conjunto aberto em X € aberta em Bj, qualquer

que seja j € J.

Proposicao 1.2.1 Seja K um complexo simplicial abstrato e |K| sua realizagao geométrica.

Entao,

(i) A realizagao geométrica de cada simplexo de K € um subconjunto fechado e compacto

de |K[;
(ii) Se dim K = n, entdo cada n-simplezo aberto int|c| é um subconjunto aberto de |K|;

Como no caso euclidiano, o simplexo aberto int|o| é o subcojunto de |o| de todas as com-
k k

binacoes lineares formais Ztﬂ)i tais que 0 <t; <1e Zti =1, ondeo = {vg, - ,vx}.
i=1 =1

(iii) A topologia de |K| € a tinica coerente com a colegao de subespacos {|o|}oerc;

(iv) Uma aplicagao F : || — |L]| € continua se, e somente se, sua restricao a realiza¢io

geométrica de cada simplexo o € I é continua.

Observagao 1.2.6 Uma aplicagao simplicial f - K — L entre complexos simpliciais

k k

abstratos induz uma aplicagao |f| : |K| — |L| dada por |f] ZQ%) = Ztif(vi).
i=1 i=1

Note, em particular, que sobre cada simplezo |o|, |f| € exatamente a aplica¢ao simplicial

euclidiana determinada pela aplicagao vértice f. Em particular, desde que |f| restrita a

cada simplexo € continua entao, pela Proposi¢cao |f| € uma aplicagdo continua.

Proposicao 1.2.2 Sejam K, L e M complexos simpliciais abstratos. Entao:
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(i) SeId: K — K € a identidade de K entao |Id| : |K| — |K| € a identidade de |K|;
(ii) Se f: K= L eg: L— M sao aplicagoes simpliciais entio |go f| = |g| o |f|;
(iii) Complezxos simpliciais abstratos isomorfos tém realizagcao geométrica homeomorfa.

Portanto, segue que a realizacao geométrica é um funtor covariante da categoria dos

complexos simpliciais abstratos na categoria dos complexos simpliciais euclidianos.

Proposicao 1.2.3 Se K ¢ o conjunto vértice de um complexo simplicial euclidiano K,

entdo a realizagio geométrica de IC € homeomorfa ao poliedro |K|.

Um espago homeomorfo a realizacao geométrica de algum complexo simplicial é dito um

poliedro.

Defini¢ao 1.2.8 Uma triangulacao de um espago Y é um par ordenado (K,t) tal que K
¢ um complezxo simplicial e t : |KC| =Y € um homeomorfismo. O homomorfismo t € dito

uma triangulagao de Y.

Qualquer espaco que admite uma triangulagao , isto ¢, um poliedro, é dito ser trianguldvel.
Em matematica é muito mais facil estudarmos um problema "pedaco a pedaco" e depois
através de alguma técnica concatenarmos os resultados obtidos para cada "pedaco" para
o problema geral. Dessa maneira, a triangulagao fornece-nos uma poderosa ferramenta
para um melhor entendimento dos espagos topologicos triangulaveis, no sentido de que

reduz o estudo apenas a realizacao geométrica de simplexos.

1.2.3 Subdivisao Baricéntrica e Aproximagao Simplicial

Nesta Subsecao, modificaremos um complexo simplicial de modo a obter outro complexo
R L s o : "

simplicial com realizacao geométrica homeomorfa ao primeiro. Especificamente, "sub-
divideremos" os simplexos do complexo original em partes "menores". Nesse sentido,

dizemos que dois complexos sao equivalentes quando tém uma subdivisao em comum.
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Subdivisao Baricéntrica

Definicao 1.2.9 Seja K um complexo simplicial euclidiano. Uma subdivisao de K € um

complexo simplicial K' com as propriedades:
(1) K| =|K];
(ii) Cada simplexo de K’ estd contido em algum simplexo de K.

(iii) Cada simplezo de K € uma uniao finita de simplexos de K.

Daremos agora um importante exemplo de subdivisao de complexos simpliciais: a subdi-
wisao baricéntrica.
Seja o = (vg,- -+ ,vx) um k-simplexo euclidiano em R"™. Se v é um ponto que nao esta no

k-dimensional subespaco afim determinado por ¢ definimos
vko = (v,vg," ", V).
Este ¢ um (k + 1)-simplexo, dito o cone de v sobre o.

Definicao 1.2.10 Seja K um complexo simplicial euclidiano de dimensao finita. O bari-

centro de um k-simplexo o = (vg, -+ ,v;) € K € o ponto

Seja K um complexo simplicial euclidiano n-dimensional. A subdivisao baricéntrica SK
de K sera definida usando-se indugao sobre n.

Se dimK = 0 entao SK = K. Assumindo, agora, que conhecemos SK para todos
complexos finitos de dimensao menor que n, entao definimos SK para um complexo de
dimensdo n como sendo a unido de S(K™~Y) com o conjunto de todos os simplexos da
forma b, * 7, onde ¢ ¢ um n-simplexo de K e 7 é qualquer simplexo de S(K™ 1) contido
em uma face de 0. E imediato que a subdivisdo baricéntrica é uma subdivisao no sentido

da Definigao [1.2.9]

Proposicao 1.2.4 Seja 0 um simplexo euclidiano em R™ com didmetro d. Entao a sub-
divisao baricéntrica So de o € um poliedro cujos simplexos tem dimensdao menor ou igual

k
a k_Hd
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Demonstragao: Ver [I7], Lema 5.18, pagina 205. O

Ou seja, a subdivisao baricéntrica de um complexo simplicial reduz o didmetro de seus
simplexos. Mais ainda, podemos iterar o processo de subdivisao baricéntrica de um com-
plexo um nimero tao grande de vezes de modo que todos os simplexos tenham didmetros
tao pequenos quanto se queira.

Considere:

Definigao 1.2.11 A n-ésima subdivisao baricéntrica S"K de um complexo euclidiano K

€ dada recursivamente por:
(i) S'K = SK,

(ii) S"K = S(S"'K).
Neste caso, vale o:

Corolario 1.2.1 Dado um complexo euclidiano K e qualquer ¢ > 0 entdo existe n € N

tal que todos os simpleros de S"K tém didmetro menor que €.

Demonstragao: Ver [21], Corolario 1, pagina 107 . O

Aproximagao Simplicial
Sejam Y] e Y, dois espagos triangulaveis (isto é, poliedros) com triangulagoes
t12|K1|—>}/1 e tgi|K2|—>Yé,

onde, portanto, t; e t3 sao homeomorfismos e K7 e K5 sao complexos simpliciais.
Dizemos que uma aplica¢ao h : Yy — Y3 é uma aplicagdo piecewise linear (p.l.) se existe
uma aplicagao simplicial A : K| — K} cuja realizacao geométrica é h, onde K| e K/ sao

subdivisoes de K e K, respectivamente. Isto é, h = |A| no sentido da Observagao [1.2.6]

Definigao 1.2.12 Seja f : Y7 — Y5 uma aplicagao continua entre poliedros. Entao uma
aplicagao h : Yy — Y, € dita ser uma aproximacao simplicial de f se dados z € Y] e
a €Y tal que a é vértice de um simplexo o de Y; tal que x € int o entdo h(a) € vértice

de um simplezo T de Yy tal que f(x) € int 7.
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Seja K um complexo simplicial. Entao,
K| =[S"K|

qualquer que seja n € N.
Portanto, uma aplicagao continua f : |K;| — | K3| entre poliedros de complexos simpliciais

K e Ky é amesma que f:|S"K;| — | K,

Observacao 1.2.7 Dado um espago trianguldvel Y, isto €, tal que existe um homeo-
morfismo t : |K| = Y entre Y e a realizagio geométrica de um complexo simplicial K,

denotaremos sua triangulagao por (K, t).

Teorema 1.2.2 Sejam Y) e Yy poliedros com triangulagoes (Ki,t1) e (Ka,ta), respec-
tivamente, e f 1 Y1 — Yy uma aplicagao continua. FEntao, existe uma aplica¢do p.l.

[ |S"K | = Ys que aprozima simplicialmente f para n € N suficientemente grande.

Demonstragao: Ver [21], Teorema 6, pagina 113. O

1.3 Espacos de Baire

Nesta Secao introduziremos a classe dos espacos topoldgicos de Baire. O matematico R.
Baire usava a terminologia Primeira Categoria para os hoje conhecidos Espacos de Baire

e Segunda Categoria para os outros espacos. Mais precisamente temos:

Definicao 1.3.1 X € dito ser um espago de Baire, ou um espago de Primeira Categoria,
se a intersecg¢ao de qualquer familia enumerdvel de conjuntos abertos densos em X € densa

em X.

Como sabemos, um conjunto A é fechado em X se, e somente se, X — A é aberto em X e,
além disso, um conjunto B tem interior vazio em X se, e somente se, X — B é denso em
X. Portanto, podemos caracterizar um espaco de Baire através de conjuntos fechados da
seguinte maneira: X € um espaco de Baire se, e somente se, a uniao de qualquer familia
enumerdvel de conjuntos fechados com interior vazio em X tem interior vazio em X.

A mais importante condi¢ao suficiente para que um espaco seja de Baire é dada por:
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Teorema 1.3.1 (Teorema da Categoria de Baire) Se X ¢ um espa¢o compacto de

Hausdorff ou um espago métrico completo entao X é um espaco de Baire.

Demonstragao: Ver [18|, Teorema 48.2, pagina 296. O
Usando-se técnica semelhante a usada na prova do Teorema da Categoria de Baire em

[18], mostra-se o seguinte:

Teorema 1.3.2 Qualquer espaco localmente compacto de Hausdorff € um espaco de Baire.

Lema 1.3.1 Todo espago métrico localmente compacto € homeomorfo a um espago métrico

completo.

Demonstragao: Ver [19], Corolario 2, pagina 236. O

Um resultado interessante, que usaremos mais adiante, ¢ o seguinte:

Teorema 1.3.3 Sejam Y um espaco métrico localmente compacto ou um espag¢o métrico

completo e X um espago compacto. Entao C(X,Y) é um espago de Baire.

Demonstragao: Se Y é completo, temos por ([19], Corolario 2, pagina 168) que C(X,Y)
é um espaco métrico completo. Se Y é um espaco métrico localmente compacto, entao
podemos, pelo Lema tomar uma nova métrica segundo a qual o espago é completo,
e isto sem modificar sua topologia. O resultado segue entao do Teorema da Categoria de

Baire. 0

Observacgao 1.3.1 O produto cartesiano finito de espagos de Baire é um espaco de Baire.

1.4 Dimensao Topolégica

Nesta Sec¢ao, abordamos os pré-requisitos da teoria de dimensao necessarios para o de-
senvolvimento do texto. Trabalharemos com a teoria classica de dimensao topologica
explorada por Hurewicz e Wallman, em seu livro [16] de 1941, para espagos métricos se-

paraveis.
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Dados um espaco topologico X e uma cobertura U/, dizemos que uma cobertura V de X é
um refinamento de U, ou que refina U, se para cada conjunto V' de V existe um conjunto
U de U tal que V C U. Ou seja, uma cobertura mais fina é aquela na qual cada um
de seus elementos esté contido em algum elemento de outra cobertura, menos fina neste

Caso.

Definicao 1.4.1 A dimensao topoldgica de um espaco X € o valor minimo n € Z para o
qual toda cobertura aberta de X admite um refinamento de ordem menor ou igual a n+1.
Se nao existe o valor minimo de n, dizemos que X tem dimensdo topoldgica infinita.

Notacao: dim X = n.

Aqui, por ordem de uma cobertura de um espaco entendemos o maximo de nimero de

elementos da cobertura ao qual pertence qualquer ponto do espaco, isto é:

Definicao 1.4.2 Uma cobertura U de um espaco X tem ordem m + 1 se algum ponto de
X estda em m + 1 elementos de U, e nao existe nenhum ponto de X que esteja em mais

do que m + 1 elementos de U.

Um caso particular do conceito geral de dimensao de grande importancia é desempenhado
pelos espacos de dimensao 0. Segue diretamente da definigado que um espago X tem
dimensao 0 se, e somente se, para cada x € X e para cada vizinhanca aberta U de =,
existe um subconjunto aberto V de X tal que x € V. C U e 9V = (). Ou seja, espacos
0-dimensionais podem ser caracterizados como espagos que tém uma base de abertos com

fronteira vazia.

Proposigao 1.4.1 Seja X # () um espago métrico separdvel. Se X é enumerdvel entao

dim X = 0.

Demonstracao: Sejam x € X e U qualquer vizinhanca aberta de x em X. Tomemos

e > 0 tal que B(z,e) C U. Desde que X é enumeréavel, existe 0 < n < ¢ tal que

n# p(z,y), Vye€ B(r,e).

Neste caso,

r € B(x,n) CU e 0B(z,n) =0.
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Exemplo 1.4.1 Seque diretamente da Proposi¢ao que
dim Q" =0,
qualquer que seja n € N.
Um fato interessante é que também o conjunto dos nimeros irracionais tem dimensao 0:
Proposicao 1.4.2 dim R — Q = 0.

Demonstracao: Sejam z € R — Q e U qualquer vizinhanca aberta de z em R — Q.
Tomemos y,z € R—Q talque V = (y,2)NR—Q C U, onde (y,z) ={k€R |/ y < k < z}.

Desde que 0V = (), segue o resultado. O

Analogamente & Proposicao [1.4.2] mostramos o seguinte:

Proposicao 1.4.3 Todo subcojunto dos nimeros reais que nao contém intervalos € 0-

dimensional.
Alguns fatos béasicos sobre a teoria de dimensao sao dados pelos seguintes Teoremas:

Teorema 1.4.1 Sejam X um espaco com dimensao finita e Y C X um subconjunto

fechado. EntaoY tem dimensao finita e dim Y < dim X.

Demonstragao: Ver [18|, Teorema 50.2, pagina 306. O

Teorema 1.4.2 Sejam X e Y espacgos tais que pelo menos um € nao-vazio. Entao
dimX xY < dimX + dimY.
Se dimY = 0 entao vale a igualdade na identidade acima.

Demonstragao: Ver [10], pagina 33. O

Teorema 1.4.3 Seja X =Y, UY,U---UYy, onde cada Y; € subespaco fechado de X de

dimensao finita. Entao,

dimX = max{dimYy,dimYs,--- ,dimY;}.
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Demonstragao: Ver [18|, Teorema 50.2, pagina 307. O

Usaremos varias vezes no texto o seguinte resultado:

Teorema 1.4.4 Seja K um espaco trianguldvel. Se n > dim K entao
H"(K)= H,(K)= H"(K)=0.

Demonstragao: Ver [10], pagina 113. O

1.5 Propriedades de Extensao de Aplicacoes

O famoso Teorema da Extensao de Tietze, cuja prova pode ser encontrada em [I8|, asse-
gura que qualquer aplicacao continua de um subespaco fechado A de um espaco normal
X em um intervalo fechado de R pode ser estendida continuamente para todo o espaco

X. Um tal Teorema motiva a seguinte definicao:

Defini¢ao 1.5.1 Um espago métrico X € um retrato absoluto (AR - "absolute retract”)
se toda aplicagao continua f : B — X, onde B é um subespago fechado de um espago

normal Y, estende-se continuamente Y .

Em particular, o Teorema da Extensao de Tietze assegura que R é um AR.

Uma subclasse dos espagos AR é dada por:

Definigao 1.5.2 Um espago métrico X é um retrato absoluto de vizinhang¢a (ANR -
"absolute neighborhood retract”) se toda aplica¢io continua f : B — X, onde B é um

subespaco fechado de um espago normal Y, estende-se continuamente a uma vizinhaca

aberta U de B em Y.

Teorema 1.5.1 (i) O produto cartesiano de espagos AR é um AR.
(ii) O produto cartesiano finito de espa¢os ANR é um ANR.

(iii) Qualquer subespago aberto de um AR (ANR) é um AR (ANR).
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(iv) Se X; e X5 sao abertos ANR de X tal que X = X7 U Xy, entdo X é um ANR.

Demonstracao: Ver [9] e [12] . O
Segue do Teorema acima que o cubo de Hilbert IV, o espaco euclidiano R" e o disco I™
sao exemplos de espagos AR (em particular, ANR).

A propriedade de extensao em espacos ANR provém-nos de uma importante técnica para
a aproximacao de homotopias. A seguir, enunciamos e demonstramos o Teorema de
Extensao de Homotopias, o qual nos referiremos mais adiante no texto apenas como HET
- Homotopy Extension Theorem.

Recordemos os seguinte resultados de topologia geral:

Teorema 1.5.2 (Lema do Tubo) Sejam A e B subespacos de X e Y, respectivamente,
e N um aberto de X xY tal que Ax B C N. Se A e B sao compactos entao existem

abertos U e V de X e Y, respectivemente, tais que A x B C U xV C N.

Teorema 1.5.3 (Lema de Urysohn) Sejam X um espago normal, A e B subespagos
fechados disjuntos de X e [a,b] C R um intervalo fechado. Entao, existe uma aplicagao

continua

a: X — [a,b]

tal que o(A) = a e a(B) = b.

Teorema 1.5.4 (Teorema de Extensao de Homotopias (HET)) Sejam f : Y —
X uma aplicacao continua, onde Y € um espaco métrico e X € um ANR, Z um compacto
deY e € > 0. Entao existe 6 > 0 tal que cada aplicacao continua gz : Z — X satisfazendo
p(flz,92) < estende-se continuamente a uma aplica¢io g :Y — X que é e-homotdpica
a f. Em particular, fitando um conjunto aberto arbitrdrio U tal que Z C U C Y, é

possivel tomarmos a e-homotopia H entre f e g de tal forma que
Hily_v = fly-v, Vtel.

Demonstracao: Seja I'y, = {(z, f(2))/2 € Z} C Y x X o grafico de f|z. Tomemos a

aplicagao continua

F:Y xXx{0HhUu(y, xHUY x X x{1}) = X
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dada por
F(y,#,0) = f(y), se (y,%,0) €Y x X x {0}
Fy,z,1) ==z, se (y,z,1)eY x X x {1}

F(z, f(2),1) = [(2), se (2 f(2), ) €Ty, x 1

Desde que (Y x X x{0})U(I'y, x IU(Y x X x {1}) é um subespaco fechado de Y x X x I

e X é ANR, a aplicagao F' estende-se continuamente a
F: W= X,

onde YV é uma vizinhanca aberta do dominio de F'.

Pelo Lema do Tubo, existe uma vizinhanga aberta V' de I'y, em Y x X tal que
Ff‘ZXICVXICW.

Notemos que, nesse caso,

p(Ts, Y x X —V) >0

Mostraremos que é possivel tomar uma tal vizinhanca V' de tal maneira que se (y,z) € V
entdo diam F ((y,z) x I) < €.

Ora, dado qualquer r > 0, podemos, sem perda de generalidade, "diminuir" a vizinhanca
V de tal modo que 0 < p(I'y,,Y x X = V) <r e I'y, CV. Denotemos, entao, por V,

a vizinhanca de I'y, dada pelo Lema do Tubo tal que

1
p(Ff|Z,Y x X — Vn) < E

para n > n,, onde ny é um natural suficientemente grande.
Seja (Yn, Tn)n>n, Uma sequéncia convergente tal que (Y, z,) € Vo, — int(I'y,).
Neste caso,

(', y) = T}izr}llo(yn,xn) e dl'y,.

Com efeito,

E imediato que, Vn > 0,
B((«",y"),n)NY x X =Ty, #0.
Por outro lado, se existisse > 0 tal que

B ((Ilﬂ y'), 77) N Ff|Z =0
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entao

B((«",y),n) CY x X =Ty, VYn>ny,
e, dai, tomando n’ > ng de tal forma que
1
0< - < p(Ff‘Z,Y X X—Vn)

n
terfamos entao que Vn > n’

Vo.NB((2,y),n) =0.
o que é uma contradi¢ao. Portanto, nao existe um tal n > 0.
Dessa forma Vt € I,

(ymxmt) — (yhxht) € arﬂz x1C Fflz x 1.

Pela continuidade de F, temos que Vt € [

/

F(Z/naxnat) — F(ylvx“t) =Z.

Logo, existe um natural positivo n; > ng tal que Vn > n;

F(yn, xn,t) C B (x', %) , Viel,
ou seja,

F((yn,2,) xI) C B (:1:’, g) ,Vn > ny. (1.1)
Tomemos V =V, eseja (y,z) € V —int(I'y,). Temos que (y,z) € V,,, C V para algum
no > ni. Sem perda de generalidade podemos supor

(yﬂﬁ‘r’fl) - (y7x)7 VTL Z no

F((y,z) xI)C B (9:’,%).

Por outro lado, se (y,z) € I'y, entdo, pela definigio de F,

F((y,z) x I) = {x}.
Portanto, tomando qualquer (y,x) € V, tem-se

diamF ((y,r) x I) < €.
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Sejam § > 0 um real positivo tal que Ns(I'y,) C V e gz : Z — X uma aplicacao continua
tal que p(f|z,9z) < 0. Neste caso, I'y, = {(z,92(2))/z € Z} C V.

Seja U um conjunto aberto tal que Z C U C Y. Fixemos-no. Desde que Z é fechado e
X é ANR, existe uma aplica¢ao continua g4 : A — X tal que ga|z = gz, onde A é uma
vizinhanga aberta de Z.

Consideremos o aberto U = AN U. Desde que p(Z,Y — U’) > 0 existe uma vizinhanga
fechada N de Z tal que N C U’ C U e, restringindo g4 a N, obtemos uma extensao
continua gy de gz a uma vizinhanga fechada N de Z contida no aberto U. Suponhamos

que a vizinhanga N ¢ suficientemente proxima a Z de tal forma que

Iy = {(n,gn(n))/ne N} CV.

Pelo Lema de Urysohn, existe uma fungao continua
a:Y —[0,1]

talque a(Z)=1 e aY —N)=0.
Definamos a aplicacao continua

H:YxI—=X

por

F(y,gn(y),a(y)t), se ye N
fly), se y¢ N

H(y,t) =

Tomemos H, = g. Como para todo y € Y tem-se que H(y,0) = F(y,gn(y),0) = f(y)
entao H define uma homotopia entre f e g.

Além disso,

se yeN = (y,gn(y)) €V
= diam F((y,gn(y)) x I) < e

= diam Hly xI) <e

se ygN = yeY-NCY—-N

= H(yx1I)={f(y)}
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Portanto, Vy € Y tem-se diamH (y X I) < €, ou seja, H é uma e-homotopia entre f e g.

Notemos ainda que tomando z € Z C N entao

g(z) = H(Z’ 1) = F(Z,QN(Z), 1) = F(ngz(z)’ 1) = 92(2)7

e, dai, g ¢ uma extensao de gz.
Em particular,

Hyly_v = fly—v, Vtel

pois tomando

xreY-UCY-NCY-N

entao

Hy(z) = F(z,gn(x),0) = f(2).

Para muitas aplicagoes, sera necessario apenas utilizarmos a versao mais fraca do HET
dado pelo Teorema de Extensao de Aplicacoes, ao qual nos referiremos como MET - Map

Extension Theorem:

Corolario 1.5.1 (Teorema de Extensao de Aplicagoes (MET)) Sejam f : Y —
X uma aplicacao continua, onde Y € um espaco métrico e X € um ANR, Z um sub-
conjunto compacto de Y e e > 0. Entao existe 6 > o tal que cada aplicacao continua

gz Z — X §-proxima de f|; tem uma extensao continua g : Y — X tal que p(f,g) < e.

A reformulacao do HET dada pelo Teorema de Extensao de Homotopias Controlado sera
util para muitos propositos ao longo do trabalho. Nos referiremos a tal resultado como

CHET - Controlled Homotopy Extension Theorem:

Teorema 1.5.5 (Teorema de Extensao de Homotopias Controlado (CHET)) Se-
jam X um ANR, K um subconjunto compacto de X, j : K — X a aplicacio inclusao
e ¢ > 0. Entao existe 6 > 0 tal que para quaisquer aplicagcoes continuas f 1Y — K e
gz + Z — X com p(jflz,92) < 6, onde Y € um espago métrico e Z é um subconjunto

compacto de Y, existe uma extensao g 1Y — X de gz e-homotdpica a 5f. Em particular,
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fixando um conjunto aberto U tal que Z C U C Y, € possivel tomarmos a e-homotopia H

entre jf e g de tal forma que
Hily v =jfly-v, Vtel

Demonstragao: Sejam X, K e j nas condigoes da hipotese e qualquer € > 0. Tomemos
qualquer f :Y — K, onde Y é um espago métrico, e um subespaco compacto Z de Y. O

resultado segue diretamente do HET aplicado a jf, Z e ¢ > 0. U

1.6 Variedades

Uma n-dimensional variedade topologica €, informalmente, um objeto matematico mode-
lado localmente em R™. Por simplicidade, chamaremos uma variedade topoldgica apenas
por variedade. Variedades de dimensao 1 sao geralmente ditas curvas. O exemplo mais
simples é a reta real, outros exemplos sao as familiares curvas no plano, como a circun-
feréncia, a pardbola ou o grafico de uma fungao continua f : R — R. Variedades de
dimensao 2 sao superficies. O plano R? e a esfera S? C R? sao dois importantes exemplos
de uns tais objetos. Em particular, qualquer conjunto aberto de R™ é uma n-variedade

(isto é, uma variedade de dimensao n).

Definicao 1.6.1 Uma n-dimensional variedade é um espago métrico separdvel tal que

cada ponto tem uma vizinhanca aberta homeomorfa ao espaco euclidiano R™.
Para alguns propoésitos, é usual termos a seguinte nogao mais geral:

Definicao 1.6.2 Uma n-dimensional variedade com bordo é um espago métrico separdvel
tal que cada ponto tem uma vizinhanga homeomorfa ou ao espago euclidiano R™ ou a sua

metade superior R, = {(z1, - ,2,) € R"/z, > 0}.

E imediato que R’} ¢ uma variedade com bordo, assim como qualquer intervalo fechado
em R, ou, mais geralmente, um disco em qualquer espaco euclidiano.
O problema da classificagao de variedades configura-se como um dos mais relevantes em

topologia. No caso n =1 e n = 2 temos os seguintes resultados:
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Teorema 1.6.1 (Teorema da Classificacao de 1-Variedades) Uma 1-variedade co-

nexa é homeomorfa a S' se é compacta e homeomorfa a R caso contrdrio.

Teorema 1.6.2 (Teorema da Classificacao de Superficies - Rado, 1924) Uma su-
perficie compacta e conexa € homeomorfa a esfera, a uma soma conexa de toros ou a uma

soma conexa de planos projetivos.

A prova de tais caracterizagoes sao encontradas em grande parte dos livros de topologia,
como por exemplo em [I7]. Para dimensdes maiores a situa¢do é bem mais complicada,
e apesar dos avancos feitos nesse sentido para n = 3 e n = 4 por matemaéticos tais como
Poincaré, o problema ainda continua em aberto. Em 1958 foi provado por A. A. Markov
que nao existe um algoritmo para completa classificacao das n-variedades para n > 3.

Neste trabalho, convencionaremos:
Definicao 1.6.3 Seja M uma n-variedade.

(i) O interior de M, denotado por int(M), é o conjunto dos pontos de M que tem wvizi-

nhang¢as homeomorfas a R™.
(ii) O bordo de M, denotado por OM, é o conjunto M — int(M).
Diremos que M € uma variedade fechada se é uma variedade compacta sem bordo.

Observamos que aqui o uso dos termos bordo e interior tém sentido distinto aos usados
comumente quando nos referimos a subespacos de um espaco topologico.

Investigamos, neste texto, uma classe de espagos topolégicos cujo produto cartesiano com
a reta R é uma variedade. Tais espacos sao ditos Fatores de Variedade de Codimensao
Um.

Mais geralmente, temos:

Definicao 1.6.4 Um espago X com dimensao topologica n é dito ser um Fator de Varie-

dade de Codimensio k se X x RF é uma (n + k)-variedade.

A seguir, damos dois importantes resultados que conectam os grupos de homologia e

cohomologia de uma variedade.
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Teorema 1.6.3 (Teorema da Dualidade de Poincaré) Seja X uma n-variedade to-
poldogica. Entao,

H, (X,Zy) = HI(X,Zy), Vq € Z.

Demonstragao: Ver [12], pagina 217. O

Teorema 1.6.4 (Teorema da Dualidade de Alexander) Seja X uma n-variedade to-

poldgica. Se A € um subconjunto fechado de X, entao

anq<X7X - A7Z2) = Hg(AaZQ)v vq € Z.

Demonstragao: Ver [12], pagina 233. O

1.7 Variedades Generalizadas

Nesta Sec¢ao, definimos os espagos topolégicos conhecidos como variedades generalizadas,

e discorremos brevemente sobre sua topologia e algumas de suas subclasses.

Defini¢ao 1.7.1 (Variedade Homologica) Seja X um espago métrico localmente com-

pacto. Dizemos que X € uma n-variedade homoldgica se
H. (X, X —{z}) = H.(R",R" - {0}), Vz € X.

Defini¢ao 1.7.2 (Variedade Generalizada) Uma n-variedade generalizada X € um

espago de dimensao finita que satisfaz as sequintes propriedades:
1. X € uma n-variedade homoldgica;
2. X é um ANR;

3. X € separdvel.

Definicao 1.7.3 Dizemos que um espa¢o métrico X € um retrato euclidiano de wvizi-
nhan¢a (ENR - "euclidean neighborhood retract”) quando, para algum n € N, é homeo-

morfo ao retrato de um subconjunto aberto de R™.
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Proposicao 1.7.1 A classe dos espacos ENR estd contida na classe dos espacos ANR.

Demonstragao: Ver [20], Proposigao 7, pagina 17. O

Portanto, temos o seguinte:

Teorema 1.7.1 Se X ¢é uma variedade homoldgica ENR separdvel entao X € uma varie-

dade generalizada.

Em [I], F. D. Ancel mostrou que a dualidade de Alexander ¢ valida para as variedades

generalizadas:

Teorema 1.7.2 (Teorema da Dualidade para Variedades Generalizadas) Sejo X

uma n-variedade generalizada. Se B é um subconjunto fechado de X, entao
H'" (B, Z,) = H{(X, X — B, Z,), Vi€ Z

Durante o desenvolvimento do texto, nos restringiremos muitas vezes a classe das varie-

dades generalizadas resoluveis:

Definigao 1.7.4 (Resolugao) Seja X uma n-variedade generalizada. Se existe uma
aplica¢ao prépria de uma n-variedade topoldgica ¢ : M — X tal que ¢~ (0X) = OM e
a 1magem inversa de cada ponto por ¢ € nao vazia e contrdtil em cada vizinhanga aberta

em M, entao dizemos que X € resoluvel. A aplicacao ¢ é chamada uma resolucao de X.
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Capitulo 2

Propriedades de Posicao Geral

Neste Capitulo, estudamos as propriedades de posicao geral DDP e seus anélogos em
dimensao 3 (DAP) e dimensao 4 (DADP). Mostramos que toda n-variedade generalizada
resolivel, com n > 3, é um Fator de Variedade de Codimensao k para k > 2. Definimos
uma nova propriedade de posic¢ao geral, a DHP, mais refinada que a DADP quando deseja-
se detectar Fatores de Variedade de Codimensao Um. Estudamos também a propriedade
de posicao geral DCP. O objetivo desse Capitulo é apresentar e estabelecer os principais

resultados conhecidos referentes as propriedades de posicao geral.

2.1 Propriedades de Posicao Geral Classicas

Nesta Segao, definimos a principal propriedade de posi¢ao geral (DDP) quando deseja-se
detectar Fatores de Variedade de Codimensao Um na categoria das variedades generali-
zadas. Também damos seus analogos em dimensao 3 (DAP) e dimensao 4 (DADP). Além
disso, estudamos os principais resultados concernentes a tais propriedades.

Usando topologia basica, mostra-se que:

Teorema 2.1.1 Se X x R € uma variedade topoldogica, entio X € uma variedade gene-

ralizada.

A reciproca deste resultado, conhecido como Problema do Produto com uma Reta, nao
¢ verdadeira. Em 1957, R.H. Bing construiu em [2] o espago de Dogbone, o qual é

um exemplo de uma 3-variedade generalizada que nao é uma variedade topologica, mas
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cujo produto cartersiano com uma reta é uma 4-variedade. Portanto, pelo menos em
circunstancias especiais tal reciproca vale. Porém, como decorréncia de [10], publicado
em 1973 por W. T. Eaton, nem toda variedade generalizada é um Fator de Variedade de
Codimensao Um.

Como bem ilustra o espaco de Dogbone, existem variedades generalizadas que nao sao
variedades topoldgicas. Em meados da década de 70, J. W. Cannon reconheceu que a
propriedade de posicao geral DDP fornece uma ferramenta estratégica para reconhecer as

variedades generalizadas resoluveis que também sao variedades topologicas:

Definigao 2.1.1 Um espago X tem a Propriedade de Disjun¢ao de Discos (DDP - "Dis-
joint Disks Property") se dadas aplicagoes continuas f : I> — X e g : I* — X entdo,
para qualquer € > 0, existem e-aproximacoes continuas f': 1> - X eqg 1> =+ X de f e
g, respectivamente, tais que f'(I*) N g (I%) = 0.

Notagao: 1 =[0,1].

F. Quinn, em [22] 23], associou a qualquer n-variedade generalizada conexa, n > 4, um
indice local i(X) € 1+ 8Z e mostrou que i(X) = 1 se, e somente se, X for resoluvel.
Combinando tal fato com o Teorema de Aproximacao de Edwards, resultado obtido e
provado por R. D. Edwards em [I1], segue que a subclasse das variedades generalizadas
resoliveis que tém a DDP coincide com a classe das variedades topoldgicas em dimensao

estritamente maior que 4, isto é:

Teorema 2.1.2 (Edwards-Cannon-Quinn) X € uma n-variedade topoldgica, onden >

5, se, e somente se, X € uma n-variedade generalizada com a DDP e i(X) = 1.

Em [3], 4], n-variedades generalizadas tendo indice local arbitrario sdo construidas em to-
das as dimensoes n > 5, ou seja, existem variedades generalizadas que nao sao variedades

topologicas (essas variedades sdo conhecidas como variedades generalizadas exdticas).

R.J. Daverman, em [5], com o objetivo de detectar a DDP definiu as seguintes propriedades

de posicao geral mais simples:

Defini¢ao 2.1.2 Um espaco X tem a Propriedade de Disjungao de Arcos (DAP - "Dis-

joint Arcs Property") se dados caminhos continuos o : I — X e 5 : 1 — X entao, para



Capitulo 2. Propriedades de Posicao Geral 33

qualquer ¢ > 0, existem e-aproximacoes continuas o : I — X e : I — X de a e f3,

respectivamente, tais que o' (I) N G'(I) = 0.

Definigao 2.1.3 Um espago X tem a Propriedade de Disjungao de Arco e Disco (DADP
- "Disjoint Arc-Disk Property") se dadas aplicagoes continuas o : [ — X e g : I* — X
entdo, para qualquer € > 0, existem e-aproximacoes continuas o : [ — X eqg : [* - X

de a e g, respectivamente, tais que o’ (I) N g'(I%) = 0.
Em [5], Daverman provou os seguintes resultados:

Teorema 2.1.3 Se X tem a DAP entao X X R tem a DADP.
Teorema 2.1.4 Se X tem a DADP entao X x R tem a DDP.

E, portanto:
Teorema 2.1.5 Se X tem a DAP entio X x R¥, para k > 2, tem a DDP.

Dessa maneira, acrescentando também a hipdtese de resolubilidade, a DAP e a DADP
fornecem-nos subcasos onde a reciproca do Teorema é valida, os quais especificaremos

ao longo do texto.

2.2 Detectando a DAP

Nesta Secao mostraremos que toda n-variedade generalizada com n > 3 tem a DAP.
Especificamente, nosso objetivo é mostrar que toda n-variedade generalizada resoluvel

com n > 3 é um Fator de Variedade de Codimensao k qualquer que seja k > 2.
Definigao 2.2.1 Seja (X, p) um espago métrico e A, B C X. Entao,

(i) A é localmente k-conexo, e escrevemos LC*, se Va,e, com a € A e e > 0, existe
§ > 0 tal que qualquer aplicagao continua de S* em Nj(a) estende-se a uma aplicagio

continua de D em N_(a), qualquer que seja i € {0,--- , k}.

(ii) B é localmente k-conexo em A, e escrevemos k — LC, se Va,e, coma € A ee >0,
existe & > 0 tal que qualquer aplicagio continua de S* em Ns(a) N B estende-se a

uma aplicag¢do continua de D**' em N.(a) N B, qualquer que seja i € {0,--- ,k}.
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(iii) A é localmente k-coconexo, e escrevemos k — LCC, se X — A é k — LC em A.

Ao longo dessa Secao, X denotara um espaco métrico localmente compacto LC! tal que
nenhum de seus subconjuntos fechados de dimensao 1 contém um subconjunto aberto

nao-vazio.

Lema 2.2.1 Seja X um espaco métrico localmente compacto tal que, para algum r > 0 e
para todo x € X,
Hy(X, X — {a}) 20

onde i € {0,--- ,r}.

Entao, para cada subconjunto fechado A de X com dimensao k, k < r, vale que
H;(X, X —-A)=0,
onde j € {0,--- ,r — k}.

Demonstragao: Ver [6], Lema 2, pagina 192. O

Proposicao 2.2.1 Suponhamos que para cada subconjunto aberto U de X e para cada

subconjunto fechado 1-dimensional A do espag¢o métrico localmente compacto X,
H,(U,U - A)=0. (2.1)
Entao X tem a DAP.

Demonstracgao: Seja A um subconjunto fechado 1-dimensional de X, a € A e € > 0.

Tomemos uma vizinhanca aberta V, de a, e U, um aberto conexo por caminhos tal que
aclU,CV, e diamU, < ¢.

Da sequéncia exata longa do par (U,, U, — A), temos que

Il

02 Hy(U,, U, — A) = Hy(U, — A) — Hy(U,) =0

desde que U, é conexo por caminhos.

Neste caso,

Ho(U, — A) 0,
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isto é, U, — A é conexo por caminhos.
Sejam f,g: I — X aplicagoes continuas.

Particionando o intervalo I como
O=t)<t1 <--- <t 1<t< <t =1

de tal forma que cada conjunto f([t;_1,t;]) contenha um arco de f(t;_1) a f(¢;), sempre

que f(ti-1) # f(t;), e-préximo de f

imagem é 1-dimensional - em particular, se dim f([t;_1,%;]) = 1 é suficiente tomarmos

ti1,t:]- Aqui, por arco entendemos um caminho cuja

fliticit) = flitoo1ts- Colando continuamente esses arcos obtemos uma e-aproximacao
continua f': I — X de f tal que f'([t;_1,;]) € um arco mergulhado em f([t;_1,;]). Neste
caso, f'(I) é um fechado 1-dimensional. Seja A = f'(I).

Desde que g é continua, é possivel tomarmos uma nova particao
D=5 <51 <"+ <§_1 <8< - <8&,=1

de I tal que g([s;_1, s;]) esteja inteiramente contido em algum U; € {U,},ea sempre que
9([sic,si])NA#0, i=1,--- m—1
Paracadai=1,--- ,m—1, desde que U; — A é conexo por caminhos, podemos considerar
g; : [si,l,si] — Ul — A
uma aplica¢ao continua tal que
gi(s) = gi(s), se gi(s) ¢ A
gi(s) = v, se gi(s) e A

onde v é qualquer elemento de U;_1 N U; — A.

Neste caso, p(g,9') <c e
fyngI) =0
Portanto, X tem a DAP. O

Corolario 2.2.1 Se X é um espaco métrico localmente compacto LC° tal que para qual-

quer z € X e para qualquer i € {0,1,2},

H,(X, X —{x}) =0,
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entao X tem a DAP.

Em particular, temos:
Corolario 2.2.2 Toda n-variedade generalizada com n > 3 tem a DAP.
Portanto, combinando o Corolario e os Teoremas e vale que:

Teorema 2.2.1 Toda n-variedade generalizada resolivel, com n > 3, € um Fator de

Variedade de Codimensao k, qualquer que seja k > 2.

2.3 A Propriedade de Disjuncao de Homotopias

Nesta Secao, definimos uma nova propriedade de posicao geral, a DHP, e damos algumas
de suas propriedades. Como veremos, esta é uma estratégia mais refinada que a DADP
quando desejamos detectar Fatores de Variedade de Codimensao Um.

Para evitarmos confusao entre os fatores do dominio das homotopias de caminhos, deno-

taremos D = [ = [0, 1].

Defini¢ao 2.3.1 Um espago X tem a Propriedade de Disjun¢ao de Homotopias (DHP -
"Disjoint Homotopies Property") se dadas homotopias de caminhos f: D x 1 — X eg:
D x I — X entao, para qualquer € > 0, existem e-aproximacoes continuas ' : D x I — X

egd :DxI— X def eg, respectivamente, tais que f/(D)N g, (D) =10, vVt € I.

A seguinte versao da DHP seré tutil mais adiante na prova do Teorema da Disjuncao de

Homotopias:

Definicao 2.3.2 Um espaco X tem a DHP” se dadas duas homotopias f : K x I — X
eqg:LxI— X, onde K e L sao complexos simpliciais finitos de dimensao menor ou
igual a um, entao para qualquer € > 0 existem e-aproximagoes continuas f': K x [ — X

eg :LxI— X def eg, respectivamente, tais que f{(K)Ng,(L) =0, VYtel.

Teorema 2.3.1 Um espaco X ANR localmente compacto tem a DHP se, e somente se,

X tem a DHP”.
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Demonstragao: Sejam X um espago ANR localmente compacto com DHP e K e L
complexos simpliciais finitos com dimensao no maximo um.

Definamos

H=CKxI,X)xC(LxI X)

com a meétrica uniforme, isto é,

p((f1,91), (f2, 92)) = max{p(f1, f2), p(g1. 92)}, onde (fi,g:) € H, i=1,2.
Para cada 0 € K e 7 € L seja
O(o,7)={(f,9)€eH | fillo)Ng(r)=0, Vtel}.
Afirmagao 2.3.1 O(o,7) € aberto em H, quaisquer que sejam o € K et € L.

Demonstracao da Afirmacao [2.53.1):
Fixemos 0 € K e 7 € L. Seja {(fn,9n)}nen C H — O(0,7) uma sequéncia tal que
(fns9n) — (f,9) € H quando n — 0.
Mostraremos que necessariamente (f, g) € H — O(o, 7).
Desde que
(frsgn) € H—O(0,7), Vn € N,

entao para cada n € N existe ¢, € I tal que

(fr)ta (@) N (gn)e, (T) 7 0.

Sejam 1, € g e s, € T tais que f,,(Tn, tn) = gn(Sn, tn).
Ora, {(rn,t,)}nen € uma sequéncia de elementos de o x I e, entdo, por compacidade,

existe uma subsequéncia {(r,, , t,, ) }ren tal que
(Tnystn,) — (r,t) € 0 x I quando k — o0.

Analogamente, {(sy,,tn, ) }ken C 7 X I e, entdo, existe uma subsquéncia {(s,,, tn,) hien de

{<S7’Lk7 tnk)}keN tal que

(Snystn,) — (s,t) € 0 x I quando | — oo.
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Seja g = f,, para algum [ € N. Entao, por continuidade,
9(rny o) — g(r,t) e g(Sn,tn,) — g(s,t) quando | — oc.

Desde que
g<rnl7tnl> = g(snl>tnl)> Vie N

entao g(r,t) = g(s,t), isto é,
fry(ryt) = fu,(s,t), VleN. (2.2)

Fazendo | — oo em ([2.2]) segue que

f(’l“, t) = g(S,t).

Portanto, existe ¢t € I tal que f;(0) N gi(7) # 0 e, entdo, (f,g) € H — O(o, 7).

Segue a Afirmagao [2.3.1]
Afirmagao 2.3.2 O(o,7) € denso em H, quaisquer que sejam o € K et € L.

Demonstragao da Afirmagao [2.3.5
Fixemos 0 € K e 7 € L. Sejam (f,g) € O(o,7) e € > 0.
Como f: K x I — X é uma aplicagao continua, X é um ANR e ¢ x I é um compacto de

K x I, temos, pelo MET, que existe §; > 0 tal que para cada aplicagao continua
frogioxI—=X
com p(floxr, fi) < &1 existe uma extensao continua

FoKxT— X

tal que p(f, ') <e.

Analogamente, pelo MET, existe d, > 0 tal que para cada aplicagao continua
Gosy:TxI =X
com p(gl-xr1, g.) < d2 existe uma extensao continua

g :LxI—X
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tal que p(g,q’) < e.

Seja § = min{dy,d2}. Desde que o e 7 sdo simplexos de dimensdo menor ou igual a um
entao podem ser mergulhados em /. Em particular, se dim ¢ = 1 entao ¢ é homeomorfo a
I e se dimo = 0 entao o é homeomorfo a subconjunto finito de I e analogamente para 7.
Portanto, como X tem a DHP, podemos escolher as §-aproximacoes f. ;e g..; de floxr

e g|rx1, respectivamente, de tal maneira que

(foxr), (@) N (gxs), (1) =0, VEieL

Portanto, as aplicacoes [’ e ¢/, cuja existéncia é garantida pelo MET, sao tais que

(f',9) € B((f,9),e)NO(a,7).

Segue, entdo, a Afirmacao 2.3.2]

Além disso, pelo Teorema [1.3.3] e pela Observagao [1.3.1] H é um espago de Baire e, dai,
0= ﬂ O(o,T)
ceK,reL
¢ denso em H.
Logo, dadas duas homotopias f : K x I — X e g : L x I — X entao para todo
e > 0 existem e-aproximacgoes continuas f' : K x I — X e¢g : Lx 1 — X, de feg,
respectivamente, tais que (f’,¢") € O, isto é, f/(K)Ng;(L) =0, Vt € I.

A reciproca é imediata. U

Definicao 2.3.3 Um espaco X tem a Propriedade de Disjun¢ao de 1-Complezos se duas
aplicagoes continuas f : K — X eg: L — X quaisquer, onde K e L sao complexos simpli-
ciais finitos de dimensdao menor ou igual a um, tém, para qualquer € > 0, e-aprorimagoes

continuas f': K — X e g : L — X, respectivamente, tais que f'(K)Ng' (L) = 0.

Corolario 2.3.1 Todo espaco localmente compacto ANR com a DHP tem a Propriedade
de Disjunc¢ao de 1-Complexos.
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2.4 A Propriedade de Disjuncao de Concordancias

Definiremos nessa Se¢ao uma nova propriedade de posicao geral: a DCP. Com o objetivo
de provarmos mais adiante o Teorema de Disjungao de Concordéncias, daremos também
algumas de suas propriedades. Diferentemente da DHP, o produto cartesiano de um
espaco localmente compacto ANR satisfazendo a DCP com uma reta tem necessariamente

a DDP.

Defini¢ao 2.4.1 Uma aplicagio F : Y x I — X x I tal que F(D x e) C X X e sempre
que e € {0,1} € dita ser uma concordancia de Y em X. Em particular, quandoY = |a, b]

onde a < b sao reais, dizemos que ' € uma concordancia de caminhos.

Definicao 2.4.2 Um espaco X tem a Propriedade de Disjuncao de Concorddncias de
Caminhos (DCP - "Disjoint Path Concordances Property") se dadas homotopias de ca-
minhos f: DX 1 — X eg: D xI— X e qualquer € > 0, entao existem concorddincias

de caminhos F : D x I - X x1 eG:D x I — X x1I tais que

(i) F(DxI)NG(D x I) = {;

(ii) p(f projxF) <e e p(g,projxG) <e.

Lema 2.4.1 Seja X um espaco ANR com a DAP. Consideremos as aplicagoes continuas
f:DxI—XxTeg:DxI— XxI tais que f(Dxt;) C X xt; eg(Dxt;) C X xt,
1 =1,2, onde t; < ty sao elementos de I. Entao para todo € > 0 existem e-aprorimagoes
F de f e G de g tais que F(D x t;) N G(D x t;) = 0 com F(D xt;) C X X t; e
G(D xt;) C X xt;,i=12.

Demonstracao: Seja 0 > 0 satisfazendo o MET para as aplicacoes f e g, o compacto
D x {tl,tg} eec>0.
Desde que X tem a DAP entao existem d-aproximagoes fi : D X t; — X x t; de f|pxy, :

D><t1—>X><t1eglszt1—>X><t1deg|Dxtl:D><t1—>X><t1taisque
fl(Dth)mg:l(Dth):@.

Analogamente, pela DAP existem d-aproximagoes fo @ D X to — X X to de f|pxs, :

Dxty— X xXtyegy: D xXtyg— X Xtyde g|pxs, : D X ta = X Xty tais que

fo(D x t2) M ga(D x t2) = 0.
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Portanto, as aplicagoes

2
Fr=Jfi:Dx{titt} » X xI

i=1

2
¢ =g :Dx{tita} > X x1I

i=1
sao d-aproximagoes continuas de f|py (s 1o} € 9|px et} T€SPectivamente, e, dai, aplicando

o MET obtemos extensoes continuas F : DX I - X xIde FleG:DxI—= X x1Ide

G', que sao, nesse caso, e-proximas de f e g, respectivamente. O

Observagao 2.4.1 Dizemos que uma aplicacao f:Y x I — X x I preserva o nivelt € I
se f(Dxt) C X xt. Se todos os niveis de I sdo preservados, entao dizemos simplesmente

que [ preserva niveis.

Proposigao 2.4.1 Seja X um espaco ANR com a DAP. Entio X tem a DCP se, e
somente se, dadas aplicagoes continuas f : D X I — X x I eg: D x 1 — X x1I que

preservam niveis e € > 0, entao existem e-aproximagoes por concorddincias de caminhos

F:DxI—XxIdefeG:DxI—XxI deg tais que
F(DxI)NG(D x I) = 0.

Além disso, se f(D x dI)Ng(D x 0I) =0, entao podemos tomar as e-aproximagoes F e
G de tal modo que

Flpxor = flpxer € Glpxar = glpxar-

Demonstracao: Seja X um espagco ANR com a DAP e a DCP. Tomemos aplicagoes
continuas f: Dx I — X xTeg:D xI— X xI que preservam niveis e £ > 0.
Seja uma particao

O=t)a<t1 <---<t,=1

de I cujos comprimentos dos intervalos Jy, = [tx_1, k], para k = 1, -+ ,m, sejam menores

que 3, isto &, ty — tp—1 < 5 para cada k.



Capitulo 2. Propriedades de Posicao Geral 42

Observemos que dado qualquer n > 0, segue do Lema que existem n-aproximacoes
F de f e G de g tais que

F(DXt)NG(D xty) =0, Vke{0,---,m}

e, além disso, para cada e € {0,--- ,m} que satisfaz f(D x t.) N g(D x t.) = () podemos
considerar F'|pyi, = flpxt. € G|pxi. = 9|pxt.- Tendo em vista esse fato, consideraremos

por simplicidade de notagoes e sem perda de generalidade que
f(Dxtpy)Ng(D xty)=0, Vke{0,---,m}.
Seja
1
0<¢< §min {k_nlnin {p(f(D xt),9(D x t))} ,5} .

Tomemos 0 < § < g satisfazendo o CHET para £ > 0, o espaco ANR X x I e um compacto
K de D x I tal que
Ne(f(Dx1)Ug(Dx1I)) CK.

Denotemos fr = flpxy, : DX Jy = X X Ji e gr = g|pxy, : D x Jy — X x Jj, para cada
k=1, ,m.

Ora, a DCP aplicada a cada par de aplicagoes
projxfr: D X Jy = X e projxgr: D x Jy — X
onde kK =1,--- ,m, fornece-nos concordancias de caminhos
fl.:DXJy—=XxJy e g.:DXJy—XxJ

tais que

oD x Jp) N gp(D x Jp) =0

com
p (projx fe,projx fi.) <0 e p(projxgr. projxgy) <o

e ainda de tal forma que

iDx Jy) CK e g (DxJ,) CK.
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Agora, como f; preserva os niveis de 9.J; entao

p (felpxose: frlpxos) <0

e, pelo mesmo motivo,
1% (gk’DXGJka g]/€|D><aJk) < 0.

Portanto, para cada k = 1,--- ,;m, aplicando-se o CHET as aplicagoes
fr:DxJy—=XXxJ. e filpxos : D x Jy— X X Ji
e também as aplicagoes
G DX Jy =X xJr e gilpxes, : DX Jp — X X Ji
obtemos extensoes
F.:DxJ,—-XxJ, e Gp:DxJ,—XxJ,

de
fk’Dank € gk\Dank,

respectivamente, tais que

p(F fi) <§<e p(Gr,gp) <& <e.

¢}

Em particular, a escolha de £ implica que
Fo(D X J) NGr(D x Jp) =0
e, pela propriedade de extensao,
Filpxos, = frlpxas, = flpxas,-
Sejam
F=U"1F,:DxI—=-XxI e G=U_G,:DxI—=XxI

aplicagoes continuas dadas por colagem.
Entao, por construgao, F' e G sao concordancias de caminhos disjuntas e-proximas, res-

pectivamente, de f e g.
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Para a reciproca, tomemos aplica¢oes continuas f : D x I — X eg: DxI — X e
qualquer € > 0. Sejam f': D x I — X xIeqg :DxI— X xI as aplicacoes continuas
dadas, respectivamente, por f'(s,t) = (f(s,t),t) e ¢'(s,t) = (g(s,t),t), ¥Y(s,t) € DxI.
Notemos que, nesse caso, f’ e ¢’ preservam niveis e, portanto, pela hipdtese, existem

concordancias de caminhos F' e G e-proximas, respectivamente, a f’ e ¢’ tais que
F(DxI)NG(D x I) = 0.

Além disso,

p(f,projxF) < p(projx f',projxF) < p(f',F) <e¢

p(g,projxG) < e.

A seguinte generalizagao da DCP sera tutil na prova do Teorema de Disjun¢ao de Con-

cordancias:

Definicao 2.4.3 Um espaco X tem a Propriedade de Disjuncao de Concorddncias de
1-Complezos (DCP”) se dadas duas homotopias f : K x I — X eg: Lx1 — X,
onde K e L sao 1-complexos simpliciais finitos e qualquer € > 0, existem concorddncias

F:KxI—>XxIeG:LxI— X XxI tais que
(i) F(KxI)NG(LxI)=10;

(ii) p(f,projxF) <e e p(g,projxG) <e.
Relembremos o seguinte resultado de topologia:

Proposicao 2.4.2 Seja X um espago metrizavel localmente compacto ANR com a DAP.

Entio X tem DCP se, e somente se, X tem DCP”.

Demonstragao: Tendo em vista o Lema [1.3.1], podemos tomar uma métrica p segundo
a qual X é completo. Neste caso, desde que X e I sao completos entao X x I com a
métrica do méaximo é completo. Assim, por ([19], Corolario 2, pagina 168), o espago

C(KxI,Xx1I)xC(LxI,X x1I)éum espago completo com a métrica da convergéncia
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uniforme, onde K e L sao 1-complexos finitos.

Por simplicidade, denotaremos C = C(K x I, X x I)eC' =C(L x I, X x I). Seja
H={(f,9) €CxC"/ flgxor € glixor preservam niveis}.
Tomando uma sequéncia convergente de fungoes
(firg:) — (f'.9)

tal que, Vi € N, (f;,9;) € H entao a convergéncia uniforme da sequéncia implica que
f'lxor € g'|Lxor preservam niveis. Segue que H é um subconjunto fechado de C x C' e,
portanto, completo. Dai, pelo Teorema da Categoria de Baire, H é um espago de Baire.

Para cada 0 € K e 7 € L seja

Oo,7) ={(f,.9) e H | floxI)Ng(r x 1) =0}

Afirmacao 2.4.1 O(o,7) € aberto em H para cada 0 € K e € L.

Demonstracao da Afirmacao [2.4. 1)
Fixemos 0 € K e 7 € L.

Seja (f,g) € O(o,7) ¢ escolhamos 0 < & < 2p (f(o x I), g(t x I)). Entao,

B((f.9),¢) € O(o, 7).

Segue, dessa forma, a Afirmacgao [2.4.1

Afirmagao 2.4.2 O(o,7) € denso em H para cada 0 € K e T € L.

Demonstragao da Afirmagao [2.4.5
Fixemos 0 € K e 7 € L e sejam quaisquer (f,g) € O(o,7) e € > 0.

Tomemos 0 < ¢ < 5 satisfazendo o CHET para X x I e um compacto C' tal que

N.(f(e x ) Ug(r x I)) € C.
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Escolhamos n > 0 satisfazendo o CHET para X x I, C' e § > 0.
Ora, pela Proposigao existem n-aproximagoes f’ de f|,x; € ¢’ de g|,xs tais que

floxI)n fi(rx1)=10,

com f/|a><8] = f‘ax@[ € g,|7'><8[ = ngX(‘)I-

Portanto, aplicando o CHET as aplicagoes
floxiorxor :o x ITUK x9I - C e f:oxI—XxI,

obtemos uma extensao f”: o0 x IUK x 0 — X x I de f’" tal que p (f|oxiurxor, f") < 0.
Analogamente, considerando a restricao de g a 7 x IUL x 01 e aplicando o CHET obtemos
uma extensdo ¢” : 7 X IUL x 0 — X x I de ¢’ d-proxima & g|,«rurxar-

Observemos que, nesse caso,

f”|K><8] = f,|K><6[ € g”|K><8] = g,|K><8[
e, portanto, f” e ¢” sdo concordancias de caminhos.
Entao, aplicando o CHET para as aplicacoes f : K xI — Ce f":ox IUK X0 — X x1I
e para as aplicagoes g : K x [ =+ C e g”": 7x1UL x 0l — X x I obtemos extensoes
F:KxI—XxIdef"eG:LxI— XxIdeg"quesao, respectivamente, $-préximas
afeg.
Neste caso,

(F,G) € B((f,9),e) N O(a,7),

o que mostra a Afirmacao [2.4.2]

Como H é um espaco de Baire, entao o conjunto

O = ﬂ O(o, 1)

(o,7)EK XL

¢ denso em H.
Tomemos, agora duas homotopias F': K x I - X e G : L x I — X, e qualquer € > 0.
Definamos as concordancias de caminhos f: K x I - X xTeg: L xI — X x I por
f=FxIdyeg=G xIdy,onde Id; : I — I é a aplicagao identidade.
Neste caso, existem

(f.9) € ONB((f,9).9),
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ou seja, f' e ¢’ sdo concordancias de caminho tais que
(1) fIKxI)ng(LxI)=0.
(ii) p(F,projxf') <eep(G,projxg) < e.

Portanto, X tem a DCP*.

A reciproca é imediata.
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Capitulo 3

Sobre a DHP e a DADP

Como vimos nos Teoremas e[2.1.4] toda n-variedade generalizada resoluvel, n > 4,
com a DADP é um Fator de Variedade de Codimensao Um. Neste Capitulo, estudamos
uma condicao suficiente para que um espaco tenha a DADP. Depois, mostramos que a
DHP é um refinamento estrito da DADP no sentido de que todo espaco com DADP tem

a DHP e, no entanto, a reciproca nao é verdadeira.

3.1 Detectando Fatores de Variedades de Codimensao

Um com a DADP

Nessa Secao, X denotard um espaco métrico localmente compacto LC? tal que nenhum
de seus subconjuntos fechados de dimensao 1 contém um subconjunto aberto nao-vazio.
Aqui, motivados pelos Teoremas e [2.1.4] os quais combinados garantem que toda
n-variedade generalizada resolivel para n > 4 é um Fator de Variedade de Codimensao
Um, damos condig¢oes para que uma variedade generalizada tenha a DADP.

Relembremos a seguinte:

Definicao 3.1.1 Se Y ¢ um espaco compacto de Hausdorff e X € um subespaco de Y
cujo fecho € igual a 'Y, entao Y € dito ser uma compactificacao de X. Se Y — X € igual
a um unico ponto, entao Y € dito a compactificagao por um ponto (ou compactificagdo de

Alexzandrov) de X. Neste tltimo caso, denotaremosY = X* eY — X = {oo}.
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O seguinte Teorema fornece uma condigao suficiente para a existéncia da compactificagao

de Alexandrov de um espag¢o nao compacto:

Teorema 3.1.1 Seja X um espago localmente compacto de Hausdorff e nao compacto.
Entao existe, e € inica a menos de homeomorfismos, uma compactificacao de Alexandrov

X*=XU{oo} de X.

Demonstracao: Ver [1§]. O

Observagao 3.1.1 A topologia 7™ de X* € dada por " = 17U L, onde T € a topologia de
XeL={UU{x}/ Uer e X—U ¢ compacto}.

Observacgao 3.1.2 Se A ¢ um subconjunto fechado de X, podemos considerar A* como

subespaco fechado de X*.

Lema 3.1.1 Seja X um espago de Hausdorff, localmente compacto e conexo por caminhos
tal que para algum n e para qualquer subconjunto fechado A de X tem-se

Y

H"(X* A") = Ho(X — A). (3.1)
Neste caso, se dim A < 2 entao X — A € conexo por caminhos.
Demonstragao: Seja a sequéncia exata em cohomologia de Ceech do par (X*, A*):

o= H"YAY) — HM(X* A" — HY(X*) — H"(A") — - - (3.2)

Desde que dim A < n — 2 entao dim A* < n — 2 e, dai, pelo Teorema [1.4.4}

H"Y(A*) = H™(A*) 0.
Da exatidao da sequéncia segue que

H"(X*, A") = H(X™).
Assim,
Ho(X — A) = HY(X* A*) =~ H"(X*) = H"(X*,0) = Hy(X — 0) = Hy(X) = Z,.

Portanto, X — A é conexo por caminhos. O
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Observagao 3.1.3 Pelo Teorema se X é uma variedade generalizada entao X
satifaz a dualidade do Lema m

Teorema 3.1.2 Seja X uma n-variedade generalizada e F C X um subconjunto fechado
tal que dim F' < n — 2. Entao, para cada aplica¢do continua g : I — X e para cada € > 0,

existe uma e-aprozimagao continua ¢’ : I — X tal que ¢'(I) N F = 0.

Demonstracao: Seja g : I — X uma aplicagdo continua e ¢ > 0. Tomemos uma
cobertura U de g(I) tal que se U € U entdo diam U < € e U é conexo por caminhos. Pelo
Lema[3.1.1} para todo U € U tem-se que U — F' é conexo por caminhos.

Seja 6 um nimero de Lebesgue para U e escolhamos uma partigao
O=th<ti < ---<t,=1

de I tal que diam g([t;_1,t;]) <6, i=1,--- m.

Denotemos por U; o elemento de U tal que
9([%—1,%]) C UZ‘, 1= 1, s, M.
Como ¢(t;) € U; N U;4q entao U; NU; 1 # 0, Vi =0,--- ,m — 1. Assim, tomando

To € UO—F
z, € UNUgp—F, i=0,--- m—1

Tym € U, —F.

e ligando x;_; a x; por uma caminho, o que é sempre possivel tendo em vista que, para
cadai =0, ---,m, U;— F & conexo por caminhos, definimos uma e-aproximacao continua
g I — X de g tal que ¢'(t;) = x; e ¢'([tiz1,t:]) CU; — F.

Neste caso,

g(I)NF=0.

Teorema 3.1.3 Seja X uma n-variedade generalizada resoluvel, onde n > 4, e suponha-

mos que para cada aplicacao continua f : D x I — X e para qualquer € > 0 existe uma
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e-aproximacao continua f': D x I — X de f tal que
dim f/(D x I) <n-—2.
Entao X € um Fator de Variedade de Codimensao Um.

Demonstragao: Sejam f: D x I — X e g: I — X aplicagdes continuas e € > 0.

Tomemos uma e-aproximacao continua f': D x [ — X de f tal que
dim f/(D x I) <n—2,

dada pela hipotese.
Pelo Teorema [3.1.2] existe uma e-aproximacao continua ¢’ : I — X de g tal que

gUNf(Dx1I)=0.

Portanto, X é uma n-variedade generalizada resolivel, n > 4, com a DADP e entéao,

tendo em vista os Teoremas e [2.1.4] um Fator de Variedade de Codimensao Um. [

3.2 A DHP como um refinamento da DADP

Nesta Secao compararemos a DHP com a DADP. Especificamente, mostraremos que a
DHP é estritamente mais fina que a DADP.

Neste sentido, nosso primeiro passo é modificar as coordenadas do espago de parametriza-
cao I? de modo que, dadas duas homotopias de D x I em um espaco X, seja possivel

obter-se homotopias disjuntas arbitrariamente préximas as primeiras.

Definicao 3.2.1 Sejam f: D xI — X eg: D x I — X homotopias. Entao o Con-
junto dos Pontos de Parametrizacao da Interseccao ("Set of Parameterization Points of

Intersection”) de f e g , escrito como PPIN(f,g), é dado por

PPIN(f,g) ={(t,s) € I | fi(D) N gs(D) # 0}.

Lema 3.2.1 Sejam f: D x I — X eg: D x I — X homotopias. Entao PPIN(f,q) é

um conjunto fechado.



Capitulo 3. Sobre a DHP e a DADP 52

Demonstracao: Seja (tg, so) € PPIN(f,g). Entao, existem sequéncias (z;,t;) e (v, i),

cujos termos pertencem a PPIN(f, g), tais que

t, — to e S; — So

flzi, ts) = g(yi, s:), VieN.

Por compacidade, podemos admitir (passando a uma subsequéncia se necessario) que
i ——>%o € Y —Yo-
Dai, pela continuidade de f e g,

f(zo,t0) = 9(yo, s0),

e, portanto,(to, so) € PPIN(f,g). O

Lema 3.2.2 (Lema da Reparametrizagao) Sejam f: Dx I -+ X eg: D x I = X
homotopias tais que dim PPIN(f,g) = 0. Entao, podemos reparametrizar f e g de modo

a obtermos, qualquer que seja € > o, e-aproximagoes por homotopias disjuntas f' de f e
g deg.
Demonstracao: Sejam f : D x I — X e g : D x I — X homotopias tais que

dim PPIN(f,g) =0eec > 0.

Escolhamos n > 0 tal que

p(ftaft’) <e€ € p(gsags’) <e€

sempre que p((t, 5), (¢, ') < 7.
Definamos o caminho

a:l—1?

por

a(t) = (,1).
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Afirmagao 3.2.1 FEziste uma n-aprozimagao continua o/ : I — I? — PPIN(f,g) de .

Demonstracao da Afirmacao[3.2.1):

Denotemos A = PPIN(f,g).

Seja U uma cobertura aberta de «(I) por conjuntos conexos por caminhos com didmetro
menor que 7. Ora, pelo Lema [3.2.1] PPIN(f, g) é fechado. Logo, tomando a sequéncia
exata do par (U,U — A), onde U € U, e usando o Teorema da Dualidade de Alexander,

™ o - - (**)
0= HNA) = H (U, U — A) — Hy(U — A) — Hy(U) 22 0,

onde para ver o isomorfismo (*) usamos o argumento da dimensao do Teorema eo
isomorfismo (*x*) segue do fato de que U é conexo por caminhos.

Logo, pela exatidao da sequéncia,

Ho(U — A) =0

e, entao, U — A é conexo por caminhos.

Seja 0 > 0 um nimero de Lebesgue para /. Escolhamos uma partigao
O=t)y<t1 <---<t, =1

de I tal que diam a([t;_1,t;]) < d,i=1,--- m.

Denotemos por U; o elemento de U tal que
a([ti—17ti]) cU;, +1=1,---,m.

Como, parai=1,---,m—1, a(t;) € U; N U;;1 entdao U; N U1 # 0.

Tomemos, entao,

Tg € Ul—PP[N<f,g>
xr; € UZﬁUZH—PP]N(f,g), Z:1,,m—1
Tm € U, — PPIN(f,g).

Desde que cada U; — PPIN(f,g) é conexo por caminhos, podemos, ligando z; a x;,; ,

definir uma n-aproximagao continua

of T —TI?
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de « tal que

ot) =z e o([ti-y,t;]) CU;— PPIN(f,g)

ondei=1,--- ,m—1.

Neste caso, como queriamos,
o'(I)NPPIN(f,g9) =0.

Segue, entao, a Afirmacao [3.2.1]

Denotemos por o) e o as aplicagoes componentes de o na primeira e segunda coor-
denadas, respectivamente. Assim, definindo f' : D x I — X por f/ = fuqu e
g :DxI—X por g = 9oy (t) obtemos, respectivamente, e-aproximagoes continuas
de f e g por homotopias disjuntas.

Com efeito,

Pela construcao de o/,
fo, (D) N Gayy(D) =0, Vt € 1,
isto é,
fi(D)Ng, (D) =10, Vtel.

Além do mais, desde que

pla(t), o' (t)) = p((t,1), (eq(t), a5(t)) <n, Vtel

entao
p(fes farwy) <€ e p(g gaywy) <&, VEE,
isto é,
p(fi, f))<e e plg,g,) <e, Vtel.
Portanto,

p(f, ") <e e plg,d)<e
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Proposicao 3.2.1 Seja X um espaco localmente compacto ANR. Entao X tem DHP se,
e somente se, para cada duas homotopias f: DxI — X eg: DxI — X ec > 0 existem

e-aprozimagcoes continuas f' e g', respectivamente, tais que PPIN(f’, ') é 0-dimensional.

Demonstragao: Denotemos por C = C(D x I, X) o espaco das aplicagoes continuas de
D x1IemX.
Seja

T={(P,Q) e@QnIPx(@nI)? / P=(p,p), Q=(q1,%), o1 #q@ ¢ p#Dp}.

Para cada (P,Q) € T e (f,g) € C x C definamos as aplica¢oes continuas

frq: D x1— X vpor (frQ)i= flu—typrttar)y VEEI

gpq: D x 1T — X por (grq)i = gi1-tips+te), VEE L.

Seja, para cada (P,Q) € T,

Opq ={(f,9) €CxC | (fro)(D) N (gre)e(D) =0, Vtel}.

De maneira analoga a Afirmagao do Teorema vemos que Opg ¢ aberto em
C x C, qualquer que seja (P, Q) € T.

Afirmacao 3.2.2 Opq € denso em C x C, qualquer que seja (P, Q) € T.

Demonstragao da Afirmagao [3.2.2:

Fixemos (P, Q) € T e tomemos (f,g) € Opg e € > 0. Seja 6 > 0 dado pelo MET para
f, g, e os compactos D X [p1,q1] € D X [pa,qe] de D x I.

Ora, X tem a DHP e, portanto, existem d-aproximacoes continuas F' e G' de fpg € gpq,

respectivamente, tais que

Definamos as aplica¢oes continuas

fbx[pl,qﬂ D x [pl,ql] — X
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por
(f/DX[pl,ql])t = F( t—pj )a Vt € [p17Q1]
q1—P1
(§]
ngX[pz,qg] : D X [p27Q2] — X
por

(ngX[PQ»fD])t = G(ﬂ)? Vit € [p27 Q2]‘

92 —P2

Temos, por construcgao, que

P (f/DX[Plvql]’ f|DX[P17q1]) <o e p (ng[p2,q2}79|DX[p2,QQ]) <0,

e entdo, aplicando o MET, existem extensoes continuas f': Dx I —- Xeg :Dx 1 — X

de f,’jx[phqﬂ e g’DX[p% 4] Tespectivamente, tais que

p(f,f)<e e plg,g) <e.

Seja t € I. Entdo existe um tnico par (r,s) € [p1, ¢1] X [p2, ¢2] tal que
r=(1—-tpr+tg e s=(1—1)ps+tg.

Portanto,

(fIIDQ)t(D) N (Q;DQ)t(D) = f(ll—t)pl—i-tql(D) N gEl—t)pQ—l—tqQ (D)
fi(D) N g,(D)
= )N C )P

= F,(D)NGD)
= 0.

Segue que (f',¢") € B((f,9),€) N Opg.

Portanto, vale a Afirmagao [3.2.2]

Desde que X é localmente compacto entao, pelo Teorema [I.3.3] e pela Observagao [1.3.1]

C x C é um espago de Baire. Segue entao que

0= (] Orq
(P,Q)ET
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é denso em C x C.

Portanto, dado (f,g) € C x C e £ > 0 existem e-aproximagoes f' e ¢’ de f e g, respecti-
vamente, tais que (f',¢') € O.

Agora, para cada (P,Q) € T

0 = PPIN(fpq.dpq) = PPIN(f'.¢) N PQ

e, dai,
PPIN(f',¢') € (R—-Q)*N I°.
Segue que PPIN(f’,¢') é O-dimensional.

Tendo em vista o Lema da Reparametrizacao, a reciproca é valida. 0

Proposicao 3.2.2 Seja X um espago localmente compacto ANR. Entao X tem a DADP
se, e somente se, quaisquer duas homotopias f : D x I — X eg: D x I — X podem
ser, para todo € > 0, e-aproximadas, respectivamente, por homotopias f' : D x I — X e
g : DxI — X tais que PPIN(f',g') C Ax B, onde A e B sdo subespagos 0-dimensionais
de I.

Demonstragao: Denotemos por C = C(D x I, X) o espaco das aplicagoes continuas de
D x1Iem X.
Para cada ¢ € QN I, definamos

Oy =1{(f.9) €CxC | f(D)Ng(DxI)=0 e f(DxI)Ng,(D)=0}.

De maneira analoga a Afirmagao do Teorema vemos que O, ¢ aberto em C x C
para cada g € QN I.

Afirmacao 3.2.3 O, ¢ denso em C x C, para cada g € QN 1I.

Demonstracao da Afirmagao[3.2.5;
Fixemos ¢ € QN[ e tomemos (f,g) € Oy e e > 0. Seja 6 > 0 dado pelo MET para f, g, 5

e o compacto D x gde D x I.

Como X tem a DADP, existem d-aproximagoes continuas

F,:Dxq—X e G:DxI—=X
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de f, e g, respectivamente, tais que
F, (D xq)NG(D xI)=1.

Temos que p (F,, flpxq) < 0 e, portanto, pelo MET existe uma extensdo continua F :
D x I — X de F, tal que p(F, f) < 5.

Analogamente, tomando

g = gmin {5 p(F(D),G(Dx 1))}

obtemos £-aproximagoes continuas f' de F' e ¢’ de G tais que
F/(D x 1) g)(D) = 0.

Neste caso,
(flvg/> € B((f? g)75) N O(I'

Portanto, vale a Afirmagao [3.2.3

Desde que X é localmente compacto, entao C x C é um espago de Baire, e, dai,
o= () o,
qeQnI
¢ denso em C x C.
Portanto, dados (f,g) € C x C e € > 0 existem e-aproximacoes [’ e ¢’ de f e g, respecti-
vamente, tais que (f',¢") € O.
Dai, Vg e QN 1T
PPIN(f',g") C (I —{q})

e, assim,

PPIN(f'.¢d) € (R—Q)>N I,

Tomemos A=(R-Q)NIeB=(R-Q)NI.

Para vermos a reciproca, tomemos um caminho o : D — X, uma aplicagao continua
g: D x1— X e qualquer € > 0.

Sejam f: D x I — X a aplicacao dada por f; = «a, Vt € I, e f' e ¢’ as e-aproximagoes de

f e g, respectivamente, dadas pela hipotese, tais que PPIN(f’',¢g') C Ax B, onde Ae B
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sao subespacos 0-dimensionais de /.
Escolhamos qualquer ¢y € I — A e definamos o caminho o' : D — X por o/(s) = f; (s),

Vs € D. Neste caso, p(a,a’) < ¢ e, desde que
fo(D)Ng(D)=0, vtel,
entao
o' (D)Ng(D x I)=40.

Portanto, X tem a DADP. O

Corolario 3.2.1 Todo espago localmente compacto ANR com a DADP tem a DHP.

Demonstragao: Sejam X um espago localmente compacto ANR com a DADP e f :
DxI— Xeg:DxI— X homotopias.

Pela Proposicao m, para qualquer € > 0 existem S-aproximagoes continuas f’ de f e
g’ de g tais que PPIN(f', ¢') é O-dimensional.

Neste caso, a Proposic¢ao fornece-nos $-aproximagoes f” de f’ e ¢” de ¢', tais que f”
e ¢" sao homotopias disjuntas.

Portanto, como f” e ¢” sdo e-aproximacgoes de f e g, respectivamente, X tem a DHP. [J

Em particular, vale o seguinte resultado:

Teorema 3.2.1 Toda n-variedade generalizada com a DADP, onde n > 4, tem a DHP.

Observacao 3.2.1 A DHP nao € equivalente a DADP. Daverman e Walsh construiram,
em [8], os espagos k-ghastly, os quais, em particular para k = 2, tem a DHP e, no entanto,

nao tem a DADP.
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Capitulo 4

Produto com Uma Reta

Neste Capitulo, demonstraremos o Teorema de Disjuncao das Homotopias e o Teorema de
Disjunc¢ao de Concordancias. O primeiro estabelece que a DHP é uma condigao suficiente
e o segundo que a DCP é uma condig¢ao necessaria e suficiente para reconhecer os Fatores
de Variedade de Codimensao Um na categoria das n-variedades generalizadas resoluveis

com n > 4.

4.1 Topografia sobre D x [

Nesta Secao, muniremos D x I com uma "estrutura topografica". Especificamente, nosso
objetivo é introduzir uma ténica de demonstragao para os dois principais resultados desse

Capitulo.

Definig¢ao 4.1.1 (Topografia sobre D x I) Uma topografia T sobre D x I consiste dos

sequintes elementos:

(i) Um conjunto {Jy,---,Jn} de intervalos consecutivos em R tais que J; = [t;_1,1j],

0ndet0<t1<~-<tm;

(ii) Um conjunto de complexos simpliciais finitos {Lg,- - , Ly}, ditos os niveis de tran-

sicao, de dimensao no mdximo um merqulhados em D X I;
(iii) Um conjunto de 1-complexos finitos {Ki,--- , K}, ditos os fatores de nivel;

(iv) Um conjunto de aplicagoes continuas {¢; : K; x J; = D X I}z ... .
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Tais elementos relacionam-se da sequinte forma:

(@) Lo = ¢1(K1 x {to}),
Lj = ¢i(K; x {t;}) U dja (K x {t;}), j=1,--- ,m—1L

(b) &jlk;xints; € um mergulho para cada j =1,--- ,m;
(¢) |Joj(r;x J;) =D x 1.
j=1

Definigao 4.1.2 (Aplicagao Topografica) Uma aplicagio p : D x I — X x R €
chamada de topografica se existe uma topografia T sobre D X I cujos niveis sao preser-
vados por p, isto €, para cada ¢; = K; x J; — D x I da topografia tem-se po ¢;(K; xt) C
X xt, Vte ;.

Lema 4.1.1 (Lema da Aproximagao Topografica) Seja p: D x I — X x R uma
aplicacao continua. FEntao, para cada € > 0 existe uma e-aproximacao de [t por uma

aplicagao topogrdfica ' : D x I — X x R.

Demonstracgao: Seja p: D x I — X x R uma aplicacao continua e € > 0. Denotemos
por projx : X xR — X e projr : X x R — R as aplicacoes projegoes.

Pelo Teorema [[.2.2] existe uma p.l. aplicacdo f : D X R que aproxima simplicialmente
projr o it : D x I — R com respeito a uma triangulagao (K, s) de D x I.

Definamos

W= (projxopu) x f:DxI— X xR.

Mostraremos que y’' é uma aproximagao desejada para fi.

Seja {to, - ,tm} € R um conjunto ordenado contendo f(K (). Subdividamos K de uma
tal maneira que f~!(¢;) seja o poliedro de um subcomplexo K’ de K cujos vértices estao
em f~'({to, -+ ,tm}). Sem perda de generalidade, K denotard K'.

Seja 0 € K um 2-simplexo. Neste caso, 0 = ((a,b,c)) e necessariamente temos que
fla) = f(b) =t; e f(c)=tj_1. Sejam o, = f~H(t)Noet: = %, para j =1,---,m.

Neste caso, o+ ¢ um segmento médio de o e existe uma aplicacdo ¢, : oy« X [t;_1,t;] = 0

que preserva niveis e tal que @|g,. x[t;_ ;) € um homeomorfismo. Assim:
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(i) {/1, -, Jm} € uma colecdo de intervalos consecutivos em R, onde J; = [t;_1, ;] para
cada j.
(ii) {Lo, -+, L} € uma colecao de complexos de dimensao no maximo um, onde L; =

Usecr 0 para cada j.
iii) {Ky, -+, K,,} ¢ uma colecao de 1-complexos, onde K; = U,cx 04+ para cada j.
G P j € p J

(iv) As aplicagoes {¢; : K; x J; — D X I}y .. mm, onde ¢; = Usegns-1(,)Ps, 580 tais

que:

(a) Lo = ¢1(K1 x {to}),
Ly = ¢ (K X {tm}),
Lj = ¢;(K; x {t;}) Udjp1(Kj1 x {t;}), j=1,--- ,m—1;

(b) @]k, xints; ¢ um mergulho para cada j =1,---,m;
(¢) Jos(i; x J) =D x 1.
j=1
Isto determina uma topografia sobre D x I. Notemos, em particular, que p'o ¢, (K; xt) C

X x t para todo t € J;. Portanto, p/ é uma aproximacao desejada para .

0

4.2 Detectando Fatores de Variedades de Codimensao

Um com a DHP

Nesta Se¢ao, mostramos que a DHP é uma propriedade suficiente para detectar, no uni-
verso das variedades generalizadas resoltiveis de dimensao maior ou igual a 4, os Fatores de
Variedade de Codimensao Um. Aqui nos baseamos principalmente em [14] e [15], ambos

da autoria de D. Halverson.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Disjuncao de Homotopias) Se X ¢ um espacgo local-

mente compacto ANR com a DHP entao X x R tem a DDP.
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Demonstragao: Sejam g : D X I — X xR e pus: D x I — X xR aplicagoes continuas

e e > 0. Pelo Lema existem aplicagoes topograficas py : D x I — X xR e

ph: D x I — X xR com topografias T! e T2, respectivamente, tais que p(uy, it}) < se
p(p2, ) < 5. Denotaremos os elementos de cada Y, i = 1,2, como na Defini¢ao m,
de uma topografia T sobre D x I, com o indice ¢ sobrescrito.

Subdividindo os intervalos {JZ} onde ¢ = 1,2, se necessario, podemos sem perda

17

de generalidade assumir que eles sdo os mesmos ( isto ¢, m = m; = my e, para cada
j=0,---,m, vale que t; = t; = t3).
Sejam projx : X x R — X e projr : X x R — R as aplicagdes projecoes.

Nosso primeiro passo sera disjuntar todos os niveis de transigéo por aplica(;ées -proximas
a projx o py e projx o i, respectivamente. Sejam L' = U L1 e [? = U L2
Ora, paracadai=1,2,sep#qep,qge{l,--- ,m—1} entao
pi(Ly N Ly)  C pi(Ly) N pi(Ly)
= 1 (6 (K x {tp}) U 61 (KGy x {t,})) N
145 (Cbl( x {tq}) U ¢q+1( q+1 X {tq}))
C X x{t,}NX x{t;}
=0

esep€{l,---,m—1} entao
(LN L) € X x {t,} N X x {t,} =0.

Portanto, pj(L, N L)) =0, Vi € {1,2} e Vp,q € {1,--- ,m} tal que p # q.
Seja

i=1,2
p,q€{l,---,m

. 1 . ’l . Z
0<d< min {gp (projx o pi(Ly,), projx o ué(Lq))}
}

dado pelo MET para as aplicagoes projx o p. , i = 1,2, os compactos L, i = 1,2, e R

Pelo Corolario [2.3.1], para cada j = 1,--- ,m existem aplicacoes continuas
el X e @2 X

tais que

p(oj,projx o phln) <8 p(f,projx o hlp2) <&
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com

AL N L) = 0.

Pela escolha de 6, ¢(L;N L)) =0, Yq € {1,--- ,m} — {j}, i = 1,2, e, portanto, segue do

Lema da Colagem que as aplicagoes
g01:Ug0J1.:L1—>X e @QZU@E:LQ%X

sao continuas.

Além disso, por construcao,

pler, projx o py) <6 e p(a, projx o i) < 9,

pi(L) Npa(L?) = 0.

Neste caso aplicando o MET, temos que as aplicacoes ¢; : L' — X, i = 1,2, estendem-se
continuamente a $-aproximagoes ¥; : D x I — X de projx o, i = 1,2, respectivamente.
Ainda,

1(LY) N pa(L?) = o1 (L) Npy(L?) = 0.

Nosso proximo passo agora ¢ obtermos extensoes de adequadas aproximacgoes das apli-

cagoes ;| i, © = 1,2, por aplicagoes que disjuntam todo o disco D x I e ainda permanecem
S-proximas a v; para i@ = 1,2, respectivamente.

Sejam
!
<€ <min {2 5o (L), 027
e 0 < 7 < & satisfazendo o MET para os compactos L’, i = 1,2, e para as aplicacoes

Vi DxT—X,i=1,2
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Notemos que

i — U L = (U GL(K % {t;1) Ui (Kip, x {t; })))U%(Kf}zx{tm})

= <U ¢;+1( 1 X })) (
(U

Cs

&5 (I x {t; })>

1

Uqb;i K;ix{tjl}> (U¢ x{t})

= Gi(Kx{u}h)u <U¢ j < {ts- 1,25}))

- Ud)’ P % {tim1,15).
e, portanto,
Vi (D x I — Oqs;‘.(K;i X {tj_l,tj})> C (D xI—L"
h C (D x I) —4y(L")
C X — (LY.

Dai, tomando n > 0 suficientemente pequeno, temos, desde que v; é uma aplicagao

uniformemente continua, que

Vi (D x I — U OL(KL X [ti1 41,15 — n])) C N.(¢;(L")), paracada i=1,2.

j=1

Tomemos as aplicagoes continuas
O il kixttyrinty )+ KG X [t + ity =] = X, i=1,2.
Pela DHP, para cada j =1,--- ,m e i = 1,2, existem aplicagoes continuas
0 K x [t +n,t;—n) — X, i=1,2,
tais que p <9§‘a Y; 0 ¢j|K;ix[t]~,1+n,tjfn]> <7 ¢
(05), (K;)) N (02), (K7) =0, Vt € [t;1 +n,t; — 7).
Desde que, pela escolha de 7, as aplicacoes

‘ ' -1 .
0 o <¢j|KJi><[tj71+777tj*77]> I (qﬁleJiX[tﬂ'*l*”’tﬂ'*”}) X

4
g v~

7 [3
9; Aj
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sao tais que para todo p,q € {1,--- ,m} com p # q tem-se
g;(A; N Aé) = gé(A; N Az) =0
entao as aplicagoes
m m
gZ:Ug;:UA}%X, 1=1,2,
j=1  j=1

sao continuas pelo Lema da Colagem e, além disso, por construgao distam menos que 7
Logo, aplicando o MET, obtemos extensoes continuas 6; : D x [ — X de g;, para cada
i = 1,2, respectivamente, tais que p(6;,1;) <&, 1= 1,2.

Além do mais, pela definicao de 0; e 6, temos que

m(U¢ﬂKb<J1+m )(]%(U¢ (K3 x [tjm1 + .1 mﬁzw

e, por outro lado, desde que p (¢1 (L), 1o(L?)) > 4€,

2 m 2
6 (D x I = J@h(K] x [tjo + 1.t — 77])) C () Nae (a(Ly)) = 0.
=1 j=1
Portanto,
01(D x I)N6x(D x I)=0.
Seja pf = 0; X projro i, : D x I — X x R.
Desde que
p(pi, i X projro p;) = p(projx o pi X projr o i, ¥y X projr © ;)
= max{p(projx o u;, V), p(proje o i, projr © p) }

= p(projx o wi, ;)

Wl M

. . g
p(; X projr o w;,0; X projr o p;) = p(;, 0;) < € < 3

entao

Pt 117) < ppas 1) + p(pig, s X projr o pi) + p(abs X proge o iy, 0; X projg o ;)
L f,E.¢
3733
= £.
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Além do mais,

pi(DxI)Nuy(Dx1I) = (6(Dx1)N6y(D xI)) x
(progr o i (D x I) N projr o uy(D x 1))

= 0.

Segue, dessa forma, que, para i = 1,2, u! fornece uma e-aproximagao continua de p;, e
além disso, essas aplicagoes tém imagens disjuntas.

Portanto, X x R tem a DDP. 0]

Em particular, em virtude do Teorema de Disjun¢ao de Homotopias é imediato que:

Teorema 4.2.2 Toda n-variedade generalizada resolivel, com n > 4, com a DHP ¢ um

Fator de Variedade de Codimensao Um.

Conforme a Observacao[3.2.1] a classe dos espacos com a DHP é estritamente mais ampla
que a classe dos espacos com a DADP. Portanto, a DHP é uma ferramenta mais forte que

a DADP quando desejamos responder o Problema do Produto com uma Reta.

4.3 Detectando Fatores de Variedade de Codimensao

Um com a DCP

Nesta Secao, mostramos que a DCP é uma propriedade suficiente e necesséria para dectec-
tar, no universo das variedades generalizadas resoluveis de dimensao maior ou igual a 4, os
Fatores de Variedade de Codimensao Um. A principal referéncia para tal caracterizacao

é [7], trabalho de R. Daverman e D. Halverson de 2006.

Teorema 4.3.1 (Teorema de Disjunc¢ao de Concordancias) Seja X um espago lo-
calmente compacto ANR com a DAP. Entao X tem a DCP se, e somente se, X X R tem
a DDP.

Demonstragao:

(<) Suponhamos que X X R tem a DDP esejam f: DxI - Xeg: DxI — X
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aplicacoes continuas e € > 0.

Definamos as aplica¢oes continuas

f""DxI—XxI vpor fl(s,t)=(f(s,t),t), V(s,t)e D x1I

g:DxI—XxI vpor ¢(st)=1(g(st),t), V(s,t)e D xI.

Como X tem a DAP entao, tendo em vista o Lema [2.4.1] podemos admitir que
f(Dxdl)Nng (D xdl) =0

com f/(Dxe)C X xeeg(Dxe)CX xe,Veedl.
Notemos que, como X x (0,1) tem a DDP e

/(D x(0,1) c X x(0,1) e ¢(Dx(0,1)cC X x(0,1)
entao existem e-aproximacoes continuas
F':Dx(0,1) > X x(0,1) e G':Dx(0,1) = X x(0,1)
de f'|px(,1) € ¢'|px(0,1), respectivamente, tais que
F' (D x (0,1))NG" (D x (0,1)) = 0.

Assim,

FIF/UfI’DXa]ZDX[%XX[

G=G U |pxor : DxI—XxI

sao concordancias de caminho tais que

p(f.projxF) = p(projx f',projx F) < p(f', F) < e

p(g,projxG) < e.

(=) Suponhamos que X tem a DCP esejam pg : DX I - X xReps: DxI — X xR

aplicacoes continuas e € > 0.
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Tendo em vista o Lema entao, passando a uma aproximagao se necesséario, admi-
tiremos que p; e pp sdo aplicagdes topograficas. A topografia de p; seréd denotada por
T? com elementos dados como na Definicao de uma topografia sobre D x I com o
indice i sobrescrito, onde i = 1, 2.

m;

Subdividindo os intervalos {J;} onde ¢+ = 1,2, se necessario, podemos sem perda

=1
de generalidade assumir que eles sdo os mesmos ( isto é, m = m; = my e, para cada
- _ _ 4l 42

J=0,,m, t; =th=12).

As aplicacoes projecoes serao denotadas por projx : X x R — X e projr : X x R — R.

Afirmacgao 4.3.1 Para todo n > 0 existem n-aproximagoes () de py e phy de po tais que

i (U)o (U22) -
e =1

Demonstragao da Afirmagao [{.3.1):

Seja n > 0.
Notemos, inicialmente, que se p # g e p,q € {1,--- ,m — 1} entao
pi(Ly, N Ly) C i Ly) N (L)
= M (¢;(K; x {tp}) U ¢;+1(K;+1 X {tp})) N
i (05 (K X {tg}) U gy (K gy X {t4}))

C X x{t,}nX x{t,}

= 0
esepé€{l,---,m—1} entao

w(LNLL) C X x {t,} N X x {tn} =0

e, portanto, ui(L; N LfI) = (), para todo Vp #qem {1,--- ;m}ei=1,2.
Portanto, a Afirmacao 4.3.1] segue aplicando o MET como na demonstracao do Teorema

de Disjuncao de Homotopias.

Levando em conta um tal fato, assumiremos, sem perda de generalidade, que

() )



Capitulo 4. Produto com Uma Reta

Uma vez que para cada j = 1,--- ,m os pares de aplicagoes
u1¢}:K}ij—>Xij e u2¢?:KJZ><Jj—>X><Jj
preservam niveis, entao, pela Proposicao [2.4.1], existem e-aproximacoes
K xJyp = X xJ; e KD x Jj— X x
de p1] e p2¢3, respectivamente, tais que
vy (K x J;) 03 (K7 x J;) = 0.
Agora, Vj € {1, - ,m},
d; (Kj x 0.J;) N pads (K7 x 0J;) Cpn (LyUL;_y) Npg (LEULY ) =0

entdo, também pela Proposigao [2.4.1 podemos assumir que

¥

KixdJ; = Mz‘(ﬁé KixdJ;s 1=1,2.
Sejam, para cadai=1,2ej=1,---,m,

e ¢h (K x 0J;) = X x0J; € X xR
dada por
hy (952, 1)) = pi (52, 1))

) ) -1 ) .
gi=ylo (qs; K;;mej) ¢! (K0 x int];) — X x R.

Neste caso, as aplicagoes

u’lannguLth}:DxI%XxR

j=1 j=1
(S
wy=JgulJr:DxIT—>X xR
j=1 j=1

sao e-aproximacoes de i e us, respectivamente, tais que

1, (D x I) N (D x T) = 0.
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Em particular, o seguinte resultado é imediato a partir do Teorema de Disjuncao de

Concordancias:

Teorema 4.3.2 Seja X uma n-variedade generalizada resolivel, com n > 4. Entao, X

tem a DCP se, e somente se, X € um Fator de Variedade de Codimensiao Um.

Como consequéncia dos Teoremas de Disjuncao de Homotopias e Concordancias, temos

que:

Corolario 4.3.1 Seja X uma n-variedade generalizada, n > 4. Se X tem a DHP entao
X tem a DCP.

Demonstragao: Pelo Teorema de Disjuncao de Homotopias, dada uma n-variedade ge-
neralizada X, n > 4, com a DHP entao X x R tem a DDP. Nesse caso, pelo Teorema de

Disjuncao de Concordancias, X tem a DCP. U

Portanto, todo espago com a DHP tem a DCP. Atualmente, ainda é desconhecido se a

DHP e a DCP sao propriedades equivalentes.
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Capitulo 5

Detectando a DHP com a P2MP

Vimos no Capitulo 4| que, para n > 4, toda n-variedade generalizada resolivel com a DHP
¢ um Fator de Variedade de Codimensdao Um. Também, no Capitulo [3, verificamos que
nem todo espaco ANR localmente compacto com a DHP tem a DADP. Motivados por
tais fatos, neste Capitulo estudamos a Propriedade de Profusao de 2-Variedades, a qual
funciona como um critério, independente da DADP, para detectar a DHP em variedades

generalizadas.

5.1 Estratégia para a Disjuncao de Homotopias

Visando mostrar o resultado principal desse Capitulo, nesta Secao damos uma estratégia

para disjuncao de homotopias.

Lema 5.1.1 Sejam X C R™ um conjunto compacto e Q o conjunto dos homeomorfismos

de X em X cuja restricio a 0X € a aplicacao identidade. Entdo a aplicacao
p 1 O9xQ—R
P, d) = p(ih,¢) + p( =", ¢7)

onde p € a métrica usual induzida por C(X, X) em Q, define uma métrica seqgundo a qual

Q € um espago métrico completo.

Demonstracao: Denotaremos C = C(X, X). Notemos, inicialmente, que p define uma

métrica ja que dados ¢, ¢ e f em Q entao
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(i)
P, 0) =0 = p.¢)=p( "¢ ) =0 = =4,

(i)

oW, 9) = p(,¢)+p " o)
< p(1h,0) + p(0,0) + p(p~ 1,071 + p(6~ 1, 071
= p(¥,0) +p(0,9)

(iii)
p,¢) = p(,d) +p~", ™) = pld, ) + p(o~ ", 07" = pl(o, ).

Além disso, visto que X é um subconjunto fechado do espaco completo R", entao X é
completo. Portanto, como X é compacto, temos que C é completo com a métrica usual p.
Mostraremos o conjunto (Q, p) ¢ fechado em (C, p). Para tanto, tomemos uma sequéncia

convergente

fn—f€cC

tal que f, € Q para cada n € N. Como (f;l)neN ¢ uma sequéncia de Cauchy, entao é
convergente em C.
Seja

1

Fl=limf, "

neN

Temos que para cada x € X,

(f o f)x) = f(f(x)
= 7 (lim f(@))
= lim f," (lim f,(x))

= lim(lim £, (fa(2)))

neN neN

e, analogamente,
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Portanto, f ¢ uma bijecao com inversa f~!, e como f, f~! € C, um homeomorfismo. Além

do mais, para qualquer z € X tem-se

flox(@) = lm fulox ()
= }lig%]idax(x)

= X.

Logo, f € Qe (Q,p) ¢é fechado em (C, p). Segue que (Q, p) ¢ completo.
Seja (1, )nen uma sequéncia de Cauchy em (Q, 7). Entao, para todo € > 0 existe ng € N

tal que se m,n > ng entao

P(Vn, hm) <

DO ™

e, neste caso,
1 - € €
p<wn17wml) < 5 € p(wnawm) < 5

Portanto, (¥ )nen € (¥, )nen sdo sequéncias de Cauchy em (Q, p).

Dessa forma,
wn — w € w;l — wil

em (Q, p), onde ¥ € Q. Agora, se n > ng entao

D, ) = p(tbn, ) + (071 < g n g _c

e, dai, ¢, — ¢ em (Q,p). O

Observacao 5.1.1 Dizemos que um subsconjunto A de um espago topologico X € um
conjunto Gy em X se € uma intersecgao enumerdvel de conjuntos abertos de X. Analoga-

mente, A € um conjunto F, em X se € uma uniao enumerdvel de conjuntos fechados de

X.

Proposicao 5.1.1 Sejam A C intD x I um subconjunto fechado 0-dimensional de D x I
e Q o conjunto dos homeomorfismos de D x I em D X I cuja restri¢io a (D x 1) é a

aplicacao identidade. Entao

Q" ={v € Q / projoi)|a € injetora}



Capitulo 5. Detectando a DHP com a P2MP 75

€ um conjunto denso G em Q.

Demonstragao: Pelo Lema [5.1.1} (Q,p) é um espac¢o métrico completo com respeito a

métrica

P 9xQ—R
(Y, 0) = p(¥,0) + p(p~t, 07 ")

onde p é a métrica da convergéncia uniforme induzida por C(D x I, D x I) no subespago
Q.
Entao, pelo Teorema da Categoria de Baire, (Q,p) é um espaco de Baire.

Seja, para cada m € N,
1
O, = {z/; € Q / diam (proj='(t) NY(A)) < E’W € I}.
Afirmagao 5.1.1 Q,, € denso em (Q,p) para cada m € N.

Demonstracao da Afirmacao[5.1.1):
Fixemos m € N e tomemos quaisquer 1) € Q e £ > 0.

Notemos, inicialmente, que a continuidade uniforme de ¢)~! garante a existéncia de

Yyt (B ((x,t), g)) cB (w-l(x,t), Z)

qualquer que seja (x,t) € D x [I.

0 <6 < 5 tal que

Em particular, desde que diam B (w_l(x,t), i) = 5, Y(z,t) € D x I, e levando-se em

conta que dado qualquer subconjunto W de D x I tal que diam W < § entao existe

(xo,tg) € D x I tal que W C B ((aco, to), g) concluimos que diam ¢~'(Z) < § sempre que
diam Z < §, qualquer que seja Z C D x I.

Seja {B;},.; uma cobertura de A por bolas abertas com diametro menor que ¢ e tal
que B; C mtD x I, Vi € I. A 0-dimensionalidade de A garante a existéncia de um
refinamento {A; }jEJ de {B;},c; tal que A’ CintD x I, Vj € J, e ainda de tal maneira
que para cada a € A existe um tunico j, € J para o qual a € A}O. Notemos que, nesse
caso, A;N AN A =0 sempre que i # j, i,j € J.

Extraiamos, usando a compacidade de A, uma subcolegao finita {Aj}?zl de {A; }je , tal

k
que A C Uj_;A;.
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Para cada j =1,--- , k escolhamos
(ZEj,tj) S Z?’LtA]

e tal que t; #t; se 1 # j.
Seja
0<£<1 i |t —t;] ! )
5 by

i,j€{1,--- ,k}

Definamos, usando colagem, um homeomorfismo
p:DxI—DxI

tal que
¢’Dx1—u§:1A]- =1Id

e, paracada j=1,---  k,

P(ANA;) C B((x,t5),8)

e ainda de tal forma que
proj o ¢(A;) Nprojo ¢p(A;) =10

sempre que ¢ # j, 1,5 = 1,--- | k.
Tomemos ' = ).

Neste caso, por construcao ¢ € Q,,. Notemos agora que

p(oY,¢) = sup {p(o(W(x)), ()}

Y(x)eyp(DxI)=DxI

= supl{p (9 (y),y)}

yeDx

= p(¢,1d)

pp ey = supl{p(W%’l(ﬂc),w’l(ﬁ:))}

zeDX

= swp {p (767" (@), v e(¢ ()}

zeDX

= swp {p (V7). vTew))
= p(wfl,wil(b)-
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Além disso, como p(¢, Id) < entao p(v~", ¢~ 1¢) < £.
Portanto,
) = p(eg, ) +p( ™o~ 0
= p(¢,1d) +p(y™" 40 7"9)
€
< 0+ =
- 2
< €.
e, dai, Q,, é denso em Q.
Segue a Afirmacao [5.1.1]
Afirmagao 5.1.2 Q,, € aberto em (Q,p) para cada m € N.
Demonstragao da Afirmagao [5.1.5
Fixemos m € N.
Seja ¢ € Q,,. Entao para cada t € I, existe d; > 0 tal que
1
diam (proj =" ([t — 6, t + &,]) NY(A)) < p— (5.1)

Com efeito,

Suponha que existe tg € I tal que para cada d > 0

diam (proj~"([to — 6, to + 0]) NY(A)) > %

Assim, tomando sucessivamente §; = %, onde i € Z*, obtemos pontos

(i, 1), (), 1)) € proj~ ' ([to — 6;.to + 6:]) N p(A) C ¥ (A)

tais que

p((2i,t:), (2, 1)) > %

Ora, ¥(A) é compacto e, portanto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos

supor que

(i, ti) = (z,t,) € P(A)

(@}, ;) = (2", 1,) € Y(A).
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e, entao,

Pela continuidade da funcéo distancia vem que p((z,to), (2, t9)) > =

diam (p?“oj_l(to) N @Z)(A)) > %;

o que é uma contradi¢ao. Portanto nao existe um tal ¢y em I e, dai, vale (5.1)).

Tomemos um nimero de Lebesgue 2§ > 0 para a cobertura {(t — d;,t + 0;) }1er de I, onde

0; ¢ dado como em (j5.1)) para cada t € I. Neste caso,
1
o = sup {diam (proj ([t — 6,t +6]) N(A))} < p. (5.2)

Com efeito,

Suponha que 0 = -. Entdo existem sequéncias {(z;, ;) }ien € {(2}, ]) }ien tais que
(i, ti), (2, 1}) € proj =" ([to — d,t0 +8]) N¥(A) C ¥(A),

tal que

17 71

1
p((zi, ), (25, ) — — e |t; —t] < 20.
m

Uma vez que ¥(A) é compacto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos
supor que

(@i, 1) = (x,t) € P(A)
(x5, ;) = (¢, 1) € Y(A).
Ora, a continuidade da funcao distancia implica que

1
t ")) = — t—1t] < 26.
plla.t). (' )= — e [t—1]|<2

/
Neste caso, denotando t* = 5 a escolha de § > 0 implica que

[t — 6,8 + 0] C [t — G, t* + 0]

e, portanto,

diam (proj " ([t* — 6,t* 4+ 6]) NY(A)) < %7

o que é uma contradigao. Logo, vale (5.2)).

Sejam ¢ € Q,,, 0 e o satisfazendo 1) Entao tomando 0 < £ < min {5,% (% — a)} vem
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que se 1)’ € B(1,¢) entdo, para cada t € I,

diam (proj " (t) Ny (A)) < diam (N, (proj~' ([t — 6, t + 6]) NP (A)))
< o042
1
< o+ E —0
_ 1

e, portanto, ¢ € Q,,.
Segue a Afirmacao [5.1.2

Afirmagao 5.1.3 Q* = Q,,

Demonstragao da Afirmagao [5.1.3
Seja 1 € Q* et € I. Se existe x € D tal que (x,t) € ¥(A) entao, desde que proj|ya) €
injetora, proj—'(t) ¢ um conjunto unitario e se (z,t) ¢ ¥(A), qualquer que seja x € D,

entdao proj—1(t) N(A) = 0. Neste caso,
1
diam (proj =" (t) N (A)) < p Vtel, VmeN.

Por outro lado, tomando ¢ € () Q,, entao diam (proj—'(t) Ny (A)) =0, Vt € I. Neste
caso, dado qualquer ¢ € I entao ou (proj='(t) N (A)) = 0 ou (proj=t(t) Ny(A)) é um
conjunto unitario. Logo, proj o |4 é injetora.

Segue a Afirmagao [5.1.3]

Logo, pelo Teorema da Categoria de Baire, Q* é um denso G5 em Q, como queriamos

demonstrar. O

Observacao 5.1.2 Como a aplicacao identidade Id: D x I — D x I é um elemento de
Q entao, Ve > 0, existe uma e-aproximacao continua v : D x I — D x I de Id tal que 9

¢ um homeomorfismo, V¥|spxry = Id e proj o|a € injetora.

Exemplo 5.1.1 A conclusao da Proposi¢cao vale se A C intD x I é um conjunto

0-dimensional do tipo F,. Para ver isso, suponhamos que A = UjGN A;, onde cada A; €
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um subconjunto fechado 0-dimensional de D x I. Pela demonstra¢ao da Proposicaol[5.1.1],
VjeN
Qi ={YeQ / projo(¢Yla,) € injetora}

€ um denso G5 em Q e, desde que, para cada j € N, Q7 € aberto, entao
=<
jEN

€ também um denso G5 em Q.

5.2 A propriedade de Profusao de 2-Variedades

Nesta Se¢ao, estudamos a Propriedade de Profusao de 2-Variedades (P2MP), a qual, como
mostraremos, funciona como um critério independente da DADP para detectar a DHP
em variedades generalizadas. A P2MP foi sugerida por D. Halverson em sua tese de
doutorado [15] e também no artigo [14] de sua autoria. Esse capitulo é uma abordagem

dos resultados obtidos por D. Halverson em tais trabalhos.

Definigao 5.2.1 Um espago X tem a Propriedade de Profusao de 2-Variedades (P2MP
- "Plentiful 2-Manifolds Property") se cada caminho o : I — X pode ser, qualquer que
seja € > 0, e-aproximado por um caminho o : I — N C X, onde N € uma 2-variedade

merqulhada em X.

Nosso proximo objetivo ¢ mostrar que toda n-variedade generalizada, n > 4, com a P2MP
tem a DHP. Para tanto, comecamos com o seguinte Teorema, o qual é uma consequéncia

direta do Teorema da Dualidade para variedades generalizadas:

Teorema 5.2.1 Seja X uma n-variedade generalizada, comn > 4, e N uma 2-variedade

mergulhada em X como um subconjunto fechado. Entao,

(i) Cada caminho o : I — X pode ser, Ye > 0, e-aproximado por um caminho o/ : [ — X

tal que o/(I) NN = 0. Dizemos que &' omite N.

(ii) Cada aplicagao continua g : D x I — X pode ser, Ve > 0, e-aprozimada por uma

aplicagao continua g' tal que (¢')~1(N) é 0-dimensional em D x I.
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Demonstragao:

(i) Seja o : I — X um caminho e € > 0.

Tomemos uma cobertura aberta U de «(I) cujos elementos s@o conexos por caminho e
tém diametro menor que €. Desde que um aberto em uma variedade generalizada é uma

variedade generalizada, entao, usando o Teorema [1.7.2] para cada aberto U € U vale que
H' {(NNU)~ H;(UU-N), Viel
e, dai, tomando a sequéncia exata do par (U, U — N),
0= H'"YNNU) =~ H(UU~-N)— Hy(U - N) — Hy(U) 20,

onde para ver o isomorfismo (*) usamos o argumento de Teoria de Dimensao do Teorema
1.4.4, Neste caso, a exatiddo da sequéncia implica que Ho(U — N) 2 0 ¢, portanto, U — N
é conexo por caminhos.

Seja 0 > 0 um nimero de Lebesgue para U e escolhamos uma particao
O=to<ti < - <t, =1

tal que diam a([t;—1,t;]) < 6, para cada i = 1,--- ;m. Dessa maneira, existe, para cada
i=1,---,m, um aberto U; € U tal que «a([t;_1,t]) C U;.
Escolhamos

Ty € U1 - N

xr; € UiﬂUiH—N, Z:L ,m—l

Tm € U, — N.

Ora, U; N U1 # 0 desde que «(t;) € U; N U;yq, qualquer que seja ¢ = 1,---,m — 1, e
portanto, ligando x; a x; 1 por um caminho cuja imagem esté contida em U; — N e depois

colando continuamente esses caminhos, obtemos um caminho
o T =X

tal que o/(t;) = x; e &/ ([ti—1,t]) CU; — N parai=1,--- ,m— 1.

Além do mais, por construgao

pla,d)y <e e &(I)NN = 0.
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(ii) Denotemos por C = C(D x I, X) o espago das aplicagoes continuas de D x [ em X e

seja, para cada ¢q € Q,
Q,={heC |/ h(Dx{qg}U{q} xI)NN =0}.

Dados ¢ € Q, h € Q, e 0 < e < p(h(D x {¢q} U{q} x I),N) entdo B(h,e) C Q, e,
portanto, Q, ¢ aberto em C para cada g € Q.

Afirmamos que Q, ¢ denso em C, Vg € Q.

Com efeito,

Sejam ¢ € Q, h € C, ¢ > 0 e um 6 > 0 dado pelo MET para h, € e o compacto
D x{q}U{q} xIdeDxI.

Tomemos os caminhos continuos

hl D — X
t — h(t,q)

hy : I —> X
t — h(g,t).
Pela parte (i), existem d-aproximagoes continuas h} e by, de hy e hg, respectivamente, tais
que

R (D)NN =0

hy(D)N N = 0.
Definamos a aplicacao continua

h':Dx{q}U{q} xI—X

por
W(t.q) = hi(t), se t#g;
W(g,t) = hy(t), se t#g;
W(q,9) = hilg)

Desde que

p(h [pxiguigxr B') <9
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entao, aplicando o MET, obtemos uma extensao continua h” de h' tal que
p(h,h'") <e.

Também,

h"(D x {q}U{¢} x )N N = 0.

Segue que Q, é um aberto denso em C, qualquer que seja ¢ € Q.

Assim, pelo Teorema da Categoria de Baire, o conjunto

Q*:ﬂqu{hGC / h(U(DX{q}U{q}XI)>ﬂN=@}

q€Q q€Q
é denso em C.
Neste caso, dada uma aplicacao g : D x I — X e € > 0, existe uma e-aproximacao

continua ¢’ : D x I — X de g tal que

9/<U(Dx{q}u{q}><[)) NN =0.

q€Q

Segue que (¢')"}(N) esta contido no conjunto 0-dimensional D x I N (R —Q)? e, portanto,

assumindo, sem perda de generalidade, que (¢')~}(NN) # 0, temos que

dim(g")~'(N) = 0.

Lema 5.2.1 Sejam g : D x I — X e f: D x I — N C X aplicagoes continuas, onde
X ¢ uma n-variedade generalizada com n >4 e N € uma 2-variedade mergulhada em X .

Entao, f e g podem ser, qualquer que seja e > 0, e-aproximadas por homotopias disjuntas.

Demonstragao: Assumamos, sem perda de generalidade, que g~!(NN) é 0-dimensional
(tendo em vista o Teorema e que f é um p.l. mergulho sobre uma triangulagao
finita de D x I.

Notemos que, como g~ '(f(D x I)) C g '(N), entao dim ¢ '(f(D x I)) = 0. Seja

Id: D x1 — D x I a aplicacao identidade e ¢ > 0. Pela Proposicao |5.1.1] existe um
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homeomorfismo 1 : D x I — D x I tal que proj o ¥|,—1(s(pxrp) € injetora e p(v, Id) < 5.

Em particular,

plg,g) = pw~', 1d)
= p(, 1d)

DO |

Definamos ¢g* = g1
Ora, (¢*)~'(f(D x I)) = ¥g~'(f(D x I)). Entdo, 1

pelo Lema da Aplicagao Fechada, um mergulho.

(¢*)-1(f(Dx1)) € Injetora e, portanto,

Seja
m
DxI=|]Jo;
i=1
onde o; é uma 2-célula tal que f|,, ¢ um mergulho. Denotemos, para cada i =1,---,m,

Ai=proj [(97) " (f(0:)] -

Pelo Lema da Aplicagiao Fechada temos, também, que proj—!|4, ¢ um mergulho.
Segue que

¢i =projo flgtoproj Tt Ay =1

é uma aplicacao continua.
Como ¢; ¢ definida sobre um subconjunto 0-dimensional fechado de I, entao o grafico de
¢, denotado por I'(¢;), ¢ um conjunto fechado 0-dimensional de I

Agora, como
m

PPIN(f,g") c | JT(¢)
i=1
segue que

dim PPIN(f,g") = 0.

Portanto, pelo Lema da Reparametrizagao, existem $-aproximagoes continuas f’ e g’ de

f e g*, respectivamente, tais que
fi(D)Ng(D) =0, vt €I,

com

p(f, f) <e e plg,g) <e
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Teorema 5.2.2 Toda n-variedade generalizada, com n > 4, que possui a P2ZMP tem a

DHP.

Demonstragao: Sejam X uma n-variedade generalizada, onde n > 4, com a P2MP,
f:DxI—Xeg:DxI— X homotopias e € > 0.
Tomemos uma particao

O=to<ti < ---<t,=1

de I tal que
€ 5
p(ftafs) < 5 € p(gtags) < 5
sempre que t, s € [t;_1,t;], qualquer que seja i € {1,--- ,m}.

Sejam 1 > 0 qualquer e > 0 dado pelo MET para as aplicagoes f,g e o compacto
D x {ty, -+ ,t;m} de D x I.
Como, pelo Corolario 2.2.2) X tem a DAP, existem [-aproximagoes continuas

f'iDx Aty tmp—X e ¢ :Dx{ty, tm} — X
de flpxfto, tm} € 9Dx{to, - tm}> TESPECtivamente, tais que
fi(D)ng, (D)=10

qualquer que seja i,j € {1,--- ,m}. Aplicando o MET, obtemos extensoes continuas de
fleqg a D x I que sdo n-proximas de f e g, respectivamente.

Portanto, podemos assumir por simplicidade que
fu(D)N gy, (D) =0, Vi,je{l,--- m}.
Também, visto que X tem a P2MP, assumiremos
fu(D)CN; e g,(D)CT;

onde i,j € {1,--- ,m} e N; e T sao 2-variedades mergulhadas em X.

Para cada k =1,--- ,m, definamos as aplicagoes

ap: D xI— N, CX por ()= f,_,,
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Br:Dx1—T,CX por (L) =g,
fe:DxIT—X vpor(fi)= Jtrortt(t—te1) ©
gk DX T — X por (gr)e = Gu_y+e(te—tu1)-
Seja 0 < ¢ < § tal que
p(fi.(D), g, (D) > 46
e & > 0 satisfazendo o HET para ¢.

Pelo Lema existem homotopias disjuntas o) e g; que sao, respectivamente, %—

proximas de ay, e g e homotopias disjuntas ), e f]. que sdo, respectivamente, %—préximas
de By e fg.
Agora, Vk =1,--- ;m,

(1) p (o (ah)o) < p((n)e: (o)) <

(ii)

N

Y

IA

p (k)1 (fr)o) p(ak, fi) < p(ag, o) + p (o, fi)

= p(a;ga&k>+p(ftk,17flg)
£ ¢

< 24+2=¢
2+25

(iii) o ((fi) fu) <5 .

[Ne172,%

(iV) p (gtkfﬂ (g;c)o) <3,
(v) p((gk)1: (Brlo) <& e
(vi) p((Bi)r gs) <5,

e, portanto, denotando "d-homotopica a" por "=5", temos pelo HET que
(1) fi._, s (fi)o por uma homotopia 7,
(i) aj)1 =5 (fi)o por uma homotopia 7,
(iif) (fi)1 ~s fy, por uma homotopia 7,

(iv) gt,_, ~s (g}.)o por uma homotopia i,
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(V) g3)1 ~s (B},)o por uma homotopia uy e
(vi) (B})1 ~s g1, por uma homotopia ps.
Definamos as homotopias

F,:DxI—-X e Gy:DxI—=X

por
Fe=mxa,xmx*frxns e Gp=py %0 %o * gy * 3

onde * é a operagao produto de homotopias, isto é, para cada (s,t) € D x [

¢

m(5s,t), se 0<s<i

o (5s —1,t), se $+<s<?2

Fi(s,t) = m(bs —2,t), se % <s< %
fi(5s —3,1), se 2<s<1

| (s —4,1), se §<s<1

o
IN
»
IN

w1 (5s,t), se

Br.(bs — 1,t), se
Gr(s,t) = o

g, (bs — 3,t), se
(

IN
»
IA

VAN
V2]
IN
= ous ol ol (S

)
)
bs —2,t), se
)
)

Tl glw N ot
IA
»
IN

IN
»
IA

ns(bs —4,t), se

Agora, a escolha de § implica que
Imn;NImp; =0, i=1,2,3
e, além disso, (o, g5.) e (B, 95.) sdo pares de homotopias disjuntas; portanto, temos que
(Fp), (D)N(Gy), (D) =0, Vtel.
Também, por construcao, vale que

Fk(s X I) C Ngg(fk(S X I)), Vs € D,

Gr(s x I) C Nos (Gr(s x I)), Vs e D.
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Logo,

p(Fy, fr) < sup{diam (fi(s x I))} + 2§

seD

= sup{diam (f(s X [tp_1,tx]))} + 20

seD

= sup{ sup p(fu(S),fu(S))}ﬂL%

s€D | u,w€[tp_1,tx]
- € n €

— 4+ - =c.

2 2
e, analogamente,

p(Gr, g) <e.

Definamos

F:Fl*FQ**Fm
e

G:Gl*GQ**Gm

Neste caso, F' e G sao e-aproximacgoes de f e g, respectivamente, tais que
F,(D)NGy(D)=0, Vtel.

Segue que X tem a DHP. O

A reciproca desse resultado nao é verdadeira. Os espacos 2-ghastly, construidos por
Daverman e Walsh, sao variedades generalizadas resoltveis que nao tem a P2MP e, porém,
conforme demonstrado por D. Halverson em [13], sdo espagos de dimensdo n > 4 com a
DHP. Segue, em particular, pelo Teorema de Disjun¢ao de Homotopias, que tais espagos

sao necessariamente Fatores de Variedade de Codimensdao Um.
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