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Resumo

Este trabalho é baseado na tese de doutorado de R.Brooks [1]. R.Brooks desenvolve seu
trabalho em trés partes. Primeiramente, estabelece a teoria de Nielsen (Classes essenciais,
ntimero de Nielsen, estimativas do nimero de Nielsen) para determinadas classes de pares
de homotopias, chamadas de A-classes de homotopia.

Na segunda parte usando homologia e cohomologia desenvolve um indice, que associa
a cada terna admissivel, (f, A, B), um homomorfismo L.(f, A, B).

Na terceira parte relaciona a teoria de Nielsen para A-classes de homotopia com a teoria
de indice da segunda parte.

Neste trabalho estenderemos o conceito de A-classes de homotopia para D-classes de
homotopia, e estudaremos o D-nimero de Nielsen, n(f,p, D), para (f,p) € D, além disso

definiremos um indice, L.(f,p, A, s(B)), com o objetivo de detectar quando n(f,p, D) > 0.
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Abstract

This work is based on Ph.d. thesis of R.Brooks [1]. R.Brooks develops his work in
three parts, first establishes Nielsen’s theory (Essential class, Nielsen’s number, estimates
for the Nielsen’s number) for determined classes of pairs of homotopy, called A-classes of
homotopy.

In the second part using homology and cohomology develop an index, that associates
to each tuple (f, A, B), a homomorphism L.(f, A, B).

In the third part he relates Nielsen’s theory for A-classes of homotopy with the index
theory of the second part.

In this work we will extend to the concept of A-classes of homotopy for D-classes of
homotopy, and will study the D-number of Nielsen, n(f, p, D), for (f,p) € D, after that we
will define an index, L.(f,p, s(B)), with the objective to detect when n(f,p, D) > 0.
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Introducao

Este trabalho é baseado na tese de doutorado de R.Brooks [1], o qual consta de trés
partes. Primeiramente estabelece a teoria de Nielsen a partir de determinadas classes
de pares de homotopias, chamadas de A- classes de homotopia. Nesta parte seguem os
conceitos de classes essenciais, nimero de Nielsen e sua estimativa relacionada com o
nimero de Reidemeister.

Por exemplo, para a classe A; := A;(X,Y") formada pelos pares de homotopias (F, G)
de fungoes continuas de X em Y desenvolve a teoria de Nielsen para coincidéncia; para
a classe Ay 1= Ay(X,Y,a) formada pelos pares de homotopias (F,G) com G homotopia
constante na funcao constante que leva X em um ponto a € Y, desenvolve a teoria de
Nielsen para raizes e para a classe Az := A3(X) formada pelos pares de homotopias (F, G)
com G homotopia constante na funcao identidade desenvolve a teoria de Nielsen para
pontos fixos.

Na segunda parte desenvolve um indice, L.(f, A, B), para fungoes f : X — Y, o qual
¢ um homomorfismo em grupos de homologia, para detectar classes essenciais de Nielsen.
Analogamente define-se L*(f, A, B) fazendo uso de cohomologia.

Na terceira parte relaciona a teoria de Nielsen para A;- classes de homotopias com a
teoria de indice da segunda parte.

O objetivo desta dissertacao é generalizar a abordagem aplicada a A-classes de homo-
topias ao contexto de D-classes de homotopia.

A descricao sucinta de D-classes de homotopia, consiste no seguinte. Fixada uma
aplicagao q : Fs — B e uma inversa a direita s : B — Fy de ¢, entao D é um subconjunto
de F(Ey, E))'x F(Ey, B)!, onde F(E, E,) denota o conjunto da funcoes continuas de £, em
Eye F(E;, EQ)I denota o conjunto das homotopias de fungoes de F; em F,. Analogamente
F(E/, B)" denota o conjunto das homotopias de fungoes de E; em B.

Os pares (H, P) € D satisfazem as seguintes propriedades:



SUMARIO

1) go H, = P;

2)E Fechado para a operagao de justaposigao de caminhos(vendo homotopias como
caminhos no espago de fungoes);

3)E fechado para as operacdes inversas e “restricdes” a intervalos [r, s| C [0, 1].

Este trabalho é organizado da seguinte forma

No CAPITULO 1 é apresentado as definicoes e requisitos basicos para o desenvolver dos
demais capitulos.

No CAPITULO 2 ¢é definido as D-classes de homotopia e o D-ntimero de Nielsen,
n(f,p, D), para (f,p) € D, mostrando que n(f,p, D) é um limitante inferior para o nimero
de coincidéncias de f' e sop’, onde (f',p’) € D, com f’ na classe de homotopia de f e p’
na classe de homotopia de p.

No CAPITULO 3 ¢ definido o ntimero algébrico de Reidemeister para homomorfismo
de grupos g,h : G — H, depois é definido o D-nimero de Reidemeister, r(f,p), para
(f,p) € D. Neste capitulo também definiremos o D-conjunto de Jiang e estudaremos a
relac@o entre r(f,p), n(f,p, D) e o D-conjunto de Jiang.

No CAPITULO 4 é definido um indice, L.(f, A, B), para ternas admissiveis (f, A, B),
e posteriormente é definido o indice L.(f,p, A, s(B)) para (f,p) € D. Veremos que esse
indice detecta quando n(f,p, D) > 0.



Capitulo

1

Requisitos, Convencoes e Terminologias

1.1. Convencdes e Definicdes

Denotaremos por F(Ej, Fs), o espaco das fungdes continuas de E; em FEs, com a
topologia que o torna compactamente gerado, isto é, F(E;, Es) é Hausdorff e um sub-
conjunto B C F(FEy, Es) é fechado se, e somente se, a intersec¢ao com qualquer compacto
K C F(FE,, E,) é fechado(veja pagina 17 [2]). Em particular quando I = [0, 1], denotaremos
F(I,E) por Ef e F(I,F(E,, E,)) por F(Ey, Ey).

As homotopias denotadas por letras maiusculas, serao vistas como um caminho no
espaco das fungoes H € F(E,, Ey)!, além disso indicaremos por H; : By — F,, a funcio
dada por Hy(z) = H(t)(z) e por H : I x E; — E» a adjunta de H, dada por H(t,z) =
H(t)(z). Quando indicamos uma homotopia por uma letra mintscula estamos considerando
uma homotopia que independe de t.

Um caminho C' € E' pode ser visto como uma homotopia em F(x, E)! onde * é o

espago com um unico ponto, por essa razao denotaremos caminhos por letras maitsculas.

Defini¢ao 1.1.1. Se C,D : I — F; forem caminhos em FEj, com C(1) = D(0), entao
CD : I — E; denotarda o caminho em F; dado por

t
t

—_ N

CD(t) = { ¢ 2), (;)

D(2t - 1),

IA A

<
<

Definicao 1.1.2. Dois caminhos D,C' : [ — F;, sao homotdpicos relativamente ao bordo

de I, se existir uma homotopia H € F(I, E;)! entre C' e D tal que
H{(t)(0) = C(0) = D(0), H(t)(1) = C(1) = D(1),t € I.
Duas homotopias sao homotdpicas relativamente ao bordo de I, se como caminhos, elas

3



CAPITULO 1. REQUISITOS, CONVENCOES E TERMINOLOGIAS

sao homotdpicas relativamente ao bordo de I. Denotaremos por [C] a classe de todos os
caminhos homotdépicos a C' relativamente ao bordo 1.

Denotaremos por m(E, xg), o grupo fundamental de Ej, com ponto base xy € Ej.
Além disso, sendo f : E} — E5 continua, denotaremos por fu : m(E1, xg) — m1(Ea, f(z0))

o0 homomorfismo induzido por f.

Definicao 1.1.3. Sejam x,y € Fy e C': I — E; um caminho unindo x a y, entao definimos
C# :m (B, x) — m(Ey,y) por C#([D]) = [C~tDC].

Definigao 1.1.4. Sejam H € F(E,, Ey)! e C € EY, definimos o caminho em E,, < H,C >:
I — Eypor < H C > (t)=H(t)(C(t)).

Temos que < H,C' > é composta das seguintes fungoes continuas HC' : [ x I — Ey
dada por HC(r,s) = H(r)(C(s)) ed: I — I x I, dada por d(t) = (t,t), assim < H,C > é

continua.

Proposicao 1.1.5. Sejam H, K homotopias em F(E;, Ey) e C, D caminhos em F; satis-
fazendo C'(1) = D(0) e H(1) = K(0), assim :

i) < HK,CD >=< H,C >< K, D >;
i) < HYC'>=<H,C>"!

Prova:. i) Dado t € I, temos

S HRep AR - { gg?ﬁ(i%)@ - 1)) 2 iii i
Por outro lado, temos
<H,C><K,D>(t):{<HC>(2t) 0<t<i
<K,D>(2-1), }<t<1
_ ) HEH)(C@2), 0<t<]
K2t -=1)(D(2t-1)), 3<t<1

it) Dado t € I, temos

<HYLCU'>@)=H't)(Ct)=H1—-t)(C(—1t)=
<HC>(1—t)=<H,C>"1(t).



1.2. FIBRACAO E FIBRADOS

Proposicao 1.1.6. Sejam H, K homotopias em F(FE;, Es), e C, D caminhos em FE; tais
que [H] = [K] e [C] = [D]. Entao [< H,C >]| =[< K, D >]|.

Prova:. Sejam ¥ homotopia relativa ao bordo entre H e K, ® homotopia relativa ao

bordo entre C' e D. Mostremos que II dada por
I(t) =< W(t), ®(t) >
¢ uma homotopia relativa ao bordo, entre < H,C' > e < K, D >. Temos que
I1(0) =< ¥(0),®(0) >=< H,C >, II(1) =< ¥(1),P(1) >=< K, D >.

Além disso temos

=

(0)(C(0)) =< H,C > (0),t € I,
)(C(1)) =< H,C > (1),t € I.

I(£)(0) =< W(1), B(t) > (0) = L(H)(0)(B(£)(0)) =
I(1)(1) =< W(1), B(t) > (1) = V() (1)(@(1)(1)) = H

—_

Logo IT é uma homotopia relativa ao bordo e [< H,C >] = [< K, D >|. O

1.2. Fibracao e Fibrados

Seja ¢ : E5 — B, um problema de levantamento para (q, P, f) é simbolizado pelo

diagrama comutativo abaixo

Ey E,
/4
o 10 ()
I x E; B

P
onde i : By — I x Ey é dado por ip(z) = (0,2). Uma solu¢do para o problema é uma

homotopia H : I x Fy — FEs, satisfazendo Hoiy = f e qo H = P. Portanto H é uma
homotopia de f que levanta a homotopia P de go f.
Uma funcao g : £ — B tem a propriedade de levantamento de homotopia para E; se,

e somente se, cada problema representado pelo diagrama 1 tem solucao.

Definicao 1.2.1. Se ¢ tem a propriedade de levantamento para todo espaco F,, entao
dizemos que ¢ é uma fibracao. Se ¢ : F; — B é uma fibragao, chamamos de fibra sobre

by € B, o conjunto ¢~ *(by), o qual indicamos por Fy,.



CAPITULO 1. REQUISITOS, CONVENCOES E TERMINOLOGIAS

Exemplo 1.2.2. Seja p; : B Xx I — B a projecio no primeiro fator, entdao p; € uma
fibracao com fibra F. De fato, se P : I x Fy — B e f : E; — B X F sao tais que
P(0,e) = (p1o f)(e), entao H : I x By — B X F dada por H(t,z) = (P(t,x), (p2 o f)(x))

com py projecao no sequndo fator, € uma levantamento de P.

Teorema 1.2.3. Se q: By — B € uma fibragao, yo € Es,q(yo) = by e F = ¢ ' (by), entdo

existe uma sequéncia exata longa

e = T F Y0) s T (E2, Yo) 5 (B, bo) Lt Tn—1(F, yo) s Tn—1(E2, Yo) S Tn—1(B, bo)

o = i (F,90) o m1(E2, Yo) " T (B, by) — 1
Prova:. veja [3], pagina 453.

Corolario 1.2.4. Se q: E5s — B ¢ uma fibracao, e existe s : B — Fs tal que go s = 1p,
tomando os pontos bases by € B e yo = s(by), entdo para cada n € N, temos a sequinte

sequéncia exata curta
0— Wn(Fa yO) Z—#> 7T-n(E127y0> q_#> 7Tn<B7 bO) —0

Além disso, para n = 1, temos m(FEs, x9) = m(F,yo) X w1 (B, by)) produto semidireto de
7-‘-1(}77 yO) por 1 (B7 bO))

Prova:. Suponhamos que exista s : B — Ej tal que go s = 1p, assim gy o s34 =
(gos)y = 1p,. Afirmamos que gy é sobrejetora, de fato, dado [a] € m,(B,by)), temos
qx(s4([a])) = 1p,([a]) = [a]. Assim, sendo g4 sobrejetora a sequéncia do Teorema 1.2.3

se quebra em sequéncias exatas curtas

7

0 = 7o (F,20) 5 700(Fa, 20) 25 7(B, by) — 0.

Para n = 1, a operacao em 7y (F, yo) x w1 (B, by)) ¢ dada por ([aq], [81]) @ ([az], [B2]) =

([en][s o Billae][s o B, [Bu][Be))-
Seja @ : my(Ea, yo) = m1(F, yo) 3 m1(B, bo) dada por @([a]) = ([e][(s 0 g)a™"], gx([a])).
i) ® é homomorfismo

@([a)) o @(18]) = ([all(s 0 )] gy ([a])) @ ([)[(s 0 )8 ], aw (1))
— (([e]l(s o ) ([(s 0 )] [8][(s @) 87 ([(s © @)a)) " as([a])ax((8)

B
= (o< Bll(s 0 ) (87 )] gl B])) = ([ # Bll(s 0 )+ B) ", qe(la + B)))

6



1.2. FIBRACAO E FIBRADOS

— (fa+ 8))
ii)® ¢ bijetor
Seja W : w1 (F,yo) X w1 (B, by) — m1(F2,y0) dado por ¥U([a], [f]) = [a][s o ],
Assim,
(@ o W) ([al, [B]) = @([e][s 0 A]) = ®(a * (s 0 §))
= (lax(soB)ll(soq)(ax(soB) ], qulla* (s0B)]))
Como iy(a) = [a], qg oy = lp, e gos = 1p, temos
gp(lax(soB)]) =[B] e ([ax(sop)][(soq)(ax*(sopB)™!]=][a].
Assim, temos (P o U)([a], [B]) = ([o], []) para todo ([a], [B]) € m1(F,yo) x w1 (B, by).
Por outro lado temos,
(o @)([a]) = ¥([a]l(s 0 g)a], qx([a]) = [a][(s 0 g)a"][s 0 (g0 )] = [a].
Portanto, ® é bijetor, com inversa V.
Para n > 2, a prova é a mesma e como os grupos m,(F, yo), 7, (F2, yo) € m,(B, by) sao

abelianos, o produto semi-direto se reduz ao produto cartesiano. O

Definicao 1.2.5. Sejam ¢ : Fy — B uma fibracao, e W(Es, ¢, B) = {(e,u) € Ey x B |
q(e) = u(0)}. Uma conexdo para ¢, ¢ uma fungao continua \, : W(FEs,q, B) — El, que

satisfaz as seguintes propriedades.
1) Ag(@,u)(0) =
2) qo Ay(z,u) = u, para todo (z,u) € W.

Temos que A\, ¢ uma conexao para ¢ se, e somente se, sua adjunta A\, : I x W — E, ¢

uma solucao para o seguinte problema de levantamento de homotopia.

P

0 X W(E27Q7 B) EQ
7
7 P q
IXW<E2>Q7B) B

onde (0, (e,u)) = e, K(t,e,u) = u(t). Assim temos o seguinte teorema.

Teorema 1.2.6. Uma funcdao q : By — B € uma fibragdao se, e somente se, existe uma

CONexao para q.



CAPITULO 1. REQUISITOS, CONVENCOES E TERMINOLOGIAS

Prova:. Ver [2], pagina 30. O
Explicitamente o levantamento H no diagrama abaixo em termos da conexao A\, ¢é

H(t,z) = \,(f(z), P,)(t) onde P, : I — B ¢ dado por P,(t) = P(t,x).

/

OXEl E2
/1
H//
% // q
I x By B

Teorema 1.2.7. Se q: Ey — B € uma fibra¢io com conexdo \,, entao q: F(Ey, Ey) —
F(Ey, B) dada por q(f) = qo f € uma fibragao.

Prova:. ver [2], pdgina 31. O

A conexao \; : W(F(Ey, Fy),q, F(Fy, B)) — F(Ey, Ey)! é dada em termos de )\, da
seguinte forma Ag(f, P) : I — F(E1, Ey), onde \g(f, P)(t)(z) := A\(f(z), P,)(t), com
P, : 1 — Be P(t):= P(x,1).

Definig¢ao 1.2.8. Um fibrado £ = (Es, B, F, p), consiste de um espago total Ey, um espago
base B, uma fibra F' e uma aplicacao p : F» — B, chamada de projecao do fibrado, onde
cada b € B, possui uma vizinhanga V', e um homeomorfismo ¢y : V x F — p~1(V) de tal

forma que a composicao
VxFZEptv)L v

é a proje¢ao no primeiro fator, ou seja, (p o vy )(b,e) = b para todo (b,e) € V x F.

Exemplo 1.2.9. Seja M = % a faira de Mobius, obtida identificando os pontos (0,t) e
(1,1 —t), entdo a projecio p : M — S* = L dada por p([(t,s)]) =<t >, é uma fibrado

com espaco base S' e fibra I.

Exemplo 1.2.10. Seja 7 : R" — {0} — S™! dada por n(z) = [ap, €ntdo p € uma fibrado
com espaco base St e fibra IR, onde todo ponto x € S™ 1, possui vizinhanca V = S !,

com py : VxR — 7 Y(V), dada por oy (z,t) = e'x.

Teorema 1.2.11. Se p: Ey — B € a projecao de um fibrado, com B paracompacto, entao

p € uma fibragao.

Prova:. vide [2], pagina 33. O



Capitulo

2

‘D-Numero de Nielsen

2.1. D- Classes de Homotopia

Defini¢ao 2.1.1. Sejam H uma homotopia em F(E;, Es), e r,s € I, definimos H? homo-
topia em F(E;, Ey) por

H:t)=H(r+t(s—r)),tel.

Intuitivamente se r < s entao H? é a restrigdo de H ao intervalo [r, s], e caso r > s a

restricao de H~! ao intervalo [s, r].

Proposicao 2.1.2. Seja H € F(Ey, E»), q,r e s € 1. Entao,
[H7HE) = [H] e ()™ = H.

Prova:. Considere ¢ : [ — F(E;, Ey)" dada por
W):{ H(r(g+t(s — q)) + (1 = 1) (g + 2t(r — ))),0 < t <
H(r(g+t(s—q) + (1 —7)(r+ 2t —1)(s—7))),3
H(g+2t(r —q)),0 <t <3
H(r+2t—1)(s—71)),1 <t<1 I

Temos que ¢(0) = {
e (1) = H(g+t(s —q)) = Hy.

Além disso, temos p(7)(0) = H(q) = HyH;(0) e o(7)(1) = H(s) = H3(1),V 7 € I.
Assim ¢ é uma homotopia relativa ao bordo entre HyH} e H.

Portanto, [H; H;| = [H]. O

Definicao 2.1.3. Dizemos que ¢ : £ — B é uma r-funcao se existe s : B — FEy tal que

gos=1g.



CAPITULO 2. D-NUMERO DE NIELSEN

Proposicao 2.1.4. Sejam ¢ : F; — B uma r-funcao e s : B — Fy com qos = 1g. Se F»
¢ Hausdorff entao s(B) é fechado em Fj.

Prova:. Para mostrarmos que s(B) é fechado em Ey, mostraremos que Es—s(B) é aberto.
Dado = € Ey — s(B), temos que s(q(x)) # x, assim sendo Ey hausdorff, existem abertos U
e V contendo x e s(q(x)) respectivamente, com U NV = ().

Como s e ¢ sdo continuas temos que (s o ¢)~'(V) é um aberto de F,, assim W =
UnN(soq) (V) é um aberto de FEy, além disso temos que W contém z, pois # € U e
(soq)(z) = s(q(z)) € V. Mostremos agora que W C Ey — s(B), para isso suponhamos por
absurdo que exista y € W N s(B), assim y = s(b) para algum b € B e (soq)(y) € V, ou
seja, (soq)(s(b)) € V. Por hipétese temos go s = 1, logo y = s((qgo s)(b)) € V, de onde
temos uma contradigao pois UNV = () com y € UNV. Portanto, dado = € E, — s(B)
existe um aberto W com W C Ey — s(B), mostrando assim que Fy — s(B) é aberto. [

Definicao 2.1.5. Sejam ¢ : F; — B uma r-fungao e s : B — FEs satisfazendo qgo s = 1.
Dizemos que um conjunto D de pares de homotopias (H, P) € F(Ey, Ey)! x F(E,,B)! é

uma D-classe se :
1) Se (H,P),(H',P") € D, com H(1) = H'(0) e P(1) = P'(0), entao (HH', PP') € D;
2) Se (H,P) € D,er,s €I, entao (H?, P?) € D;
3) Se (H,P) € D, entdo para cada t € I, o diagrama abaixo comuta no sentido horario.

Hy EQ
N S
B

Proposicgao 2.1.6. Suponhamos que D seja uma D-classe de homotopia, e seja (H, P) € D.
Entao, (H™', P7') € De (H(t),P(t)) € D para todo t € I.

Ey

Prova:. Pela condigao (2) da definigao 2.1.5, temos (H~', P7') = (H),P?) € D e
(H(t), P(t)) = (H}, P}) € D.

2.2. Exemplos

Exemplo 2.2.1. Sejam q: Fy —+ B es: B — FE,, comqgos=1g.
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Considere q : F(Ey, Ey)' — F(Ey,B)" dada por q(H)(t) = qo H(t), definimos a D-
classe, D(q) C F(Ey, Ey)" x q(F(Ey, E2)') formada pelos elementos da forma (H,q(H)).

Observe que todas as D-classes estao contidas em D(g), pois dado D uma D-classe
entdo por definicio se (H, P) € D entio go H(t) = P(t) Vt € I.

Exemplo 2.2.2. Seja D uma D-classe, para q : E5 — B com sec¢ao s : B — FEs, entao

podemos considerar D, a classe de todos os pares (H,p) € D, com p homotopia constante.

Exemplo 2.2.3. No caso de q : Fy — B ser uma fibracao, com seccao s : B — FEj,
definimos a D-classe D()\,) constituida de todos os pares (H, P) obtidos da sequinte forma:
para cada f : Ey — Es, e para cada homotopia P : Ey X I — B com P(0) = qo f, tome H

como sendo o levantamento determinado por \,, ver comentdrio em 1.2.7.

Exemplo 2.2.4. Em [1], R.Brooks definiu a A-classe de homotopia A1(X,Y") formada por
todos os pares (F,G) de homotopias F' e G de fungoes continuas de X em'Y . Considerando
q:Y XY =Y a projecio no primeiro fator e s : Y — Y XY dada por s(y) = (y,y),
definimos a D-classe de homotopia, dada por D(A;) = {((F,G),F) € F(X,Y x V) x

F(X,Y)!'}. Note que para cada t € I, temos o sequinte diagrama comutativo

B =X PG B Y xY
/
X / qs
B-Y

Eziste uma bijegao natural entre A (X,Y) e D(Ay), dada por (F,G) — ((F,G), F).

Exemplo 2.2.5. Em [1], R.Brooks definiu a A-classe de homotopia Ao(X,Y) formada
por todos os pares (F,a) de homotopias F' e @ de fungoes continuas de X em Y, com @
homotopia constante em a € Y. Considerando s : {a} — Y a inclusio e q : Y — {a} a
aplicagdo constante, definimos a D-classe de homotopia D(Ay) = {(F,a) € F(X,Y)! x

F(X,a)'}. Note que para cada t € I, temos o sequinte diagrama comutativo

Fy

E1:X EQZY

i~

B ={a}

Exemplo 2.2.6. Em [1], R.Brooks definiu a A-classe de homotopia A3z(X) formada por
todos os pares (F,I) de homotopias F e I de fungdes continuas de X em X, com I ho-

motopia constante na identidade de X. Considere s : X — X x X dada por s(x) = (z,z)
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eq: X xX — X a projecao no primeiro fator, definimos a D-classe de homotopia
D(A;) = {((I,F),I) € F(X,X x X)! x F(X,X)"}. Note que para cada t € I, temos o

sequinte diagrama comutativo.

E,=X

2.3. H, P- Relacdes de Coincidéncia

Considere fixado uma D-classe, D, paraq: Fy - Bes: B — Ey, com gos = 1p.
Considere também f : Fy — Ey e p: Ey — B com (f,p) = (H(0), P(0)) para algum par
(H,P) € D.

Definigao 2.3.1. Denotamos por I'(f, s o p) e I'(f; s(B)) o conjunto das coincidéncias de

f e sopeaimagem inversa de s(B) por f, respectivamente.

Proposicao 2.3.2. Sejam I'(f, sop) e I'(f; s(B)), como definidos acima, entao I'( f, sop) =
I'(f:s(B)).
Prova:. Dado z € I'(f;s(B)), temos que f

q(f(x)) = q(s(b)) = b. Segue que (s o p)(x) =
Por outro lado, se x € I'(f, s o p), entao f
f~Y(s(B)). Portanto I'(f, s op) = T'(f;s(B)).

—~

x) = s(b) para algum b € B, logo p(z) =

(p(x)) = s(b) = f(x), assim x € T'(f, s o p).
7) = 50 p(a), assim & € (s 0 p)(x)) C

~—~ O

Definigao 2.3.3. Seja (H, P) € D tal que (H(0), P(0)) = (fo,po) e (H(1), P(1)) = (f1, p1),
e sejam xg € I'(fo; s(B)) e x1 € I'(f1;s(B)); dizemos que x esta (H, P)-relacionado com

r1 se existir um caminho C' : I — E; unindo xq a x; tal que
< H,C >] =[s(< P,C >)].

Se zg esta (H, P)-relacionado com x; entdo denotaremos xg ~(m,p) T1, € no caso de H
ser uma homotopia constante em f, e P ser uma homotopia constante em p, denotaremos
POT Lo ~(fp) T1-

Existe uma relagao entre essa definigao na classe D(A) e a definigdo dada por R.Brooks
para a A-classe A;(X,Y), a saber :

Proposicao 2.3.4. Se (h, f) € D(A1) com h = (f,g), onde f,g: X =Y, entao xg ~ )

Ty se, e somente se, T ~(y,4) 1, isto é existe C': I — X tal que [f o C] = [go C].
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Prova:. Na classe D(4A;), temos a seguinte situagao

h=(f.9)

E1 X YXY:E2
p=f %
Y

Onde ¢(z,y) =y e s(y) = (y,9).
Suponha que [< (f,g),C >] = [s(< f,C >)], para algum caminho C' em E; unindo zy a
xI.

Observe que
s(< f,C>)=(< f,C><f,C>)e <(f,9),C>= (< f,C><g,C>),

De fato, dado t € I,
s(< f,0>)(t) = s(f(CQ))) = (f(C(1), F(C(1)) = (< [, C >, < [,C>)(1),
<(f,9),C>(t) = (f(C(1)),9(C(1)) = (< [,C >, < g,C >)(1).
Agora considere U : [ — (Y xY)! com W(t) = (¥, Uy)(¢) : I — Y x Y, homotopia relativa
ao bordo entre s(< f,C >) e < (f,g),C >. Afirmamos que ¥y : I — Y é uma homotopia
relativa ao bordo entre < f,C' > e < g,C >, de fato:

(W1(0), ¥5(0)) = (W1, W2)(0) = s(< f,C >) = (< ,C > < f,C>) e
(\I’ (1) \DZ(l)) = (\Ijla“DZ)(l) (fag)ac >= (< f,C >, < gaC >)

Logo V5(0) =< f,C > e Uy(1) =< g,C >.
Além disso dado t € I,

(‘Ifl(t)(o)7 ‘112(75)(0)) = (‘1’1, ‘1’2)(t>(0) = (\1’1, ‘1’2)(0) = (‘I’l(o)a ‘112(0))§
(W1 (2)(1), Wo(t)(1)) = (W1, Wa)()(1) = (1, W2)(1) = (P1(1), ¥a(1))

Ou seja, Uy(1)(0) = Uy (0) =< f,C > (0) e Uy(t) = Vy(l) =< 9,C >, Vit eI
Portanto, [< f,C >] = [< g,C >].

Por outro lado, suponha que [f o C] = [g o C] para algum caminho C': [ — X, assim
existe @ : I — (Y x Y')! homotopia relativa ao bordo entre fo C e go C.

Tome H : I — (Y x Y)! dada por H(t)(s) = ((f o C)(s), ®(t)(s)), assim

H(0)(s) = ((foCO)(s), 2(0)(s)) = ((f o C)(s),(fo O)(s)) e H(L) = ((f o C)(s), 2(1)(s)) =
((foC)(s),(goC)(s)) para todo s € I. Além disso dado t € T

H(t)(0) = ((f © €)(0), 2(2)(0)) = ((f © C)(0), (f  C)(0))

13
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H(t)(1) = ((f o O)(1), 2(t)(1)) = ((f o CO)(1), (f o C)(1)). DI

Mostraremos agora algumas propriedades desta definicao, em relagao a multiplicagao,

inversao de homotopias e classes equivalentes de homotopias relativas ao bordo.

Proposicao 2.3.5. Sejam z,y,2 € Ey, (H,P)e (H',P') € D com H(1) = H'(0) e P(1) =
P'(0) entao:

i) Se x € I'(f,s0p), entdo x ~(sp) ;
ii) Se x ~(H,P) Y, entao Y ~H-1,p-1) T
iii) Se & ~mp) Y €Y ~mr,py %, €NLAO T ~ (gt ppr) 2-

Prova:. i) Suponha x € I'(f,sop), e tome C' : I — F; como sendo o caminho constante

C(t) ==, Vtel. Assim parat € I, temos
< f,C>(t) = f(z) = (sop)(z) = s(<p,C >)(1),

Logo @ ~(yp) .
ii) Suponha que x ~py y, e seja C' : I — Ey tal que < H,C >~ s(< P,C >),

tomando D = C'~! caminho inverso unindo y a x, temos

<H'D'>=[<HD>'1=[<HD>"1=[s(<PD>)]"!=
[s(< P,D > =[s(< P7}, D7t >)].

Assim y ~ g1 p-1) T.
iii) Suponha = ~ypy y € y ~ pry 2, assim existem caminhos C,D : I — FE; satis-
fazendo
< H,C >|=[s(< P,C >)|e|[<H,D>|=[s(< P,D>)|.

Assim temos um caminho C'D unindo z a z e

< HH',CD >|=[< H,C >|][< H',D >] = [s(< P,C >)][s(< P',D >)] =
[s(< P,C >< P',D >)| =[s(< PP',CD >)],

LOgO T ~(HH' PP % ]

Proposicao 2.3.6. Sejam (H,P)e (H',P") € D com [H| = [H'] e [P] = [P'], se  ~(u,p)

y, entao &~y pry Y.
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Prova:. Por hipétese temos = ~ (g py ¥, assim existe um caminho C' unindo z a y, tal que
(< H,C >] = [s(< P,C >)]. Agora como [P] = [P'] e [H] = [H'], temos pela Proposi¢ao
1.1.6 que [< H,C > =[< H',C >]e[< P,C>]=[< P,C >], assim

< H,C>]=[s< P, C>|.

Portanto, x ~ pry y . O
Se (H, P) = (f,p) € D as duas tltimas proposi¢oes induzem uma relagao de equivalén-

cia em I'(f; s(B)), mais explicitamente

Definicao 2.3.7. Dados = e y € I'(f; s(B)), dizemos que x esté (f, p)-relacionado com y,

denotado por & ~ s,y ¥, se existe um caminho C': I — F; unindo z a y satisfazendo
[< [, C>]=Is(<p,C>)].

Proposicao 2.3.8. A relacdo acima é uma relacao de equivaléncia em I'( f; s(B)).

Prova:. Pelo item i) da Proposi¢ao 2.3.5 temos que a relagao é reflexiva.

Suponha que = ~ ;) ¥, assim pelo item ii) da Proposicao 2.3.5 temos que y ~ -1 ,-1) ,
onde f~! e p~! sao inversas de homotopias constantes em f e p respectivamente. Como a
inversa de uma homotopia constante ¢ ela prépria, temos que y ~ ) x, de onde segue que
a relacao é reflexiva.

Suponha que  ~sp) Y € Y ~(sp) %, assim pelo item iii) da Proposi¢ao 2.3.5 temos que
x ~m,p) %, onde H é a composta da homotopia constante igual a f com ela mesma, e P ¢
a composta da homotopia constante igual a p com ela mesma, ou seja, H é a homotopia
constante igual a f e P é a homotopia constante igual a p, logo x ~(s,) 2, e a relagao ¢

transitiva. ]

Definigao 2.3.9. O conjunto I'(f; s(B)) passado ao quociente pela relagao acima é deno-

tado por I'(f;s(B)) e é chamado de conjunto das classes de coincidéncia de f e s o p.

Com o propésito de definir uma relacdo entre as classes de coincidéncia a € I'(fy; s(B))

e e f( f1;8(B)), considere a seguinte proposicao.

Proposigao 2.3.10. Scjam (H, P) € D. Se z € o € I'(fo; s(B)) estiver (H, P)-relacionado

/

comy € f € f(fl; s(B)), entao para 2’ € a e y' € 3 arbitrarios, temos que &'~y py ¥/
Prova:. Dados 2’ € a e y' € 3, queremos mostrar que @’ ~( p) . Temos que
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! ~(fopo) T € Y N(f1,p1) y/-

Além disso por hipdtese temos = ~ (g p) y, logo pelo item iii) da Proposi¢ao 2.3.5 temos
que &' ~(fompor) Y- Como [foH] = [H] e [poP] = [P], segue da Proposicao 2.3.6 que (1)
' ~mp) Y.

Agora por hipdtese temos (2) y ~(s ) ¥, assim por (1), (2) e pelo item iii) da
Proposicao 2.3.5, temos (3) 2’ ~my, pp) ¥'- Como [H fi] = [H] e [Pp;] = [P], temos por
(3) e pela Proposicao 2.3.6 que @'~y p) v/'. ]

Pela proposigao acima podemos estender o conceito de (H, P)-relacionado para classes

de coincidéncia, da seguinte forma.

Definicao 2.3.11. Seja (H, P) € D, com (H(0), P(0)) = (fo,po) e (H(1),P(1)) = (f1.p1),
dizemos que uma classe de coincidéncia o € f( fo; s(B)) esta (H, P)-relacionada com uma
classe 3 € I'(fy; 5(B)), denotado por a ~m,p) B, se algum x € « estiver (H, P)-relacionado
com algum y € .

As propriedades a seguir sao analogas as propriedades 2.3.5 e 2.3.6, feitas agora para

classes.

Proposicao 2.3.12. Sejam (H,P) e (H',P") € D com H(1) = H'(0) e P(1) = P'(0),

entao:

i) Se v € D(H(0);5(B)), 8 € T(H(1); s(B)) e se a ~m,p) B, entao B ~ g1 p-1y a;

ii) Se a € T(H(0);5(B)), 8 € T(H(1);5(B)), e v € T(H'(1);8(B)) com a ~py 8 e

ﬁ ~(H',P) Y entao «a ~(HH'.PP') -

Prova:. i) Suponha a ~(y py 3, entdo existe x € a e y € 3, com = ~(y py y. Assim pelo
item ii) da Proposicao 2.3.5 temos y ~(g-1,p-1y x, de onde segue que § ~ (g, p) a.

ii) Suponha « ~(g.py B € B~ pry 7, assim existem = € a,y € f e z € v de tal forma
que & ~g,py Y ey~ pry 2. Assim pelo item iii) da Proposicao 2.3.5 temos & ~(gu pp 2,
logo av ~(m ' ppry -

O

Proposicao 2.3.13. Sejam (H,P) e (H',P') € D com [H] = [H'| ¢ [P] = [P'], a €
I'(H(0);s(B)), B € [(H(1);s(B)), se o ~(m,py 3, entao o ~ s pry B.

16



2.3. H,P- RELACOES DE COINCIDENCIA

Prova:. Suponhamos que a ~g,p) 3, logo existem z € a e y € 3 com = ~(g py y. Pela

Proposicao 2.3.6 temos x ~ (g pry y, assim a ~ g pry 3. O

A seguir encontraremos condigoes para se ter uma quantidade finita de classes de coin-

cidéncia, para isso considere as seguintes defini¢oes.

Definicao 2.3.14. E; ¢é um espacgo localmente conexo por caminhos se, dado = € F;
e uma vizinhanca V' de z, existir uma vizinhanca U de x, com U C V, onde U é conexa

por caminhos.

Definicao 2.3.15. E5 é um espaco semi-localmente simplesmente conexo se, dado
y € FEy, existir uma vizinhanca V' de y, de tal forma que para todo lago C' com ponto base

y, contido em V, tem-se que [C] = [y].

Teorema 2.3.16. Sejam U'(f; s(B)) C Ey subespago de Ey, e T(f; s(B)) com a topologia
co-induzida pela projecio p : T(f; s(B)) — T'(f; s(B)), Entio:

i) Cada componente conexa por caminho de T'(f;s(B)) estd contida numa classe a €

L(f;5(B)).
ii) Se Ey for hausdorff entao I'(f;s(B)) € fechado em E;.

ii1) Se Fy € localmente conexo por caminhos e Ey € semi-localmente simplesmente conexo,
entdo T(f; s(B)) ¢ discreto.

iv) Se Ey € localmente conexo por caminhos, Ey é semi-localmente simplesmente conezo
e D(f:s(B)) é compacto entio T'(f;s(B)) € finito.

Prova:. i) Sejam C componente conexa por caminhos de I'(f; s(B)) e € C, mostraremos
que C esta contida na classe a = [z] € I'(f;s(B)). Dado y € C, seja C' caminho em
['(f;s(B)) unindo z a y, assim f(C(t)) = (sop)(C(t)),V t € I, de onde segue que
< f,C >=s(< p,C >). Portanto y ~ s, .

i1) Suponhamos Fy Hausdorff, assim pela Proposicao 2.1.4 temos que s(B) é fechado
em E,. Portanto, sendo I'(f;s(B)) = f~'(s(B)) e f é continua, temos que I'(f;s(B)) ¢
fechado em Fj.

i11) Suponhamos que E; seja localmente conexo por caminhos e Es seja semi-localmente
simplesmente conexo e seja o € I'(f;s(B)). Dado z € «, considere V vizinhanca de
f(z) = (sop)(x) € F,, onde para todo lago C' em V', com ponto base f(z), vale [C] = [f(x)].

17



CAPITULO 2. D-NUMERO DE NIELSEN

Como F; ¢ localmente conexo por caminhos existe um aberto U C f~ (V)N (sop) =1 (V)
contendo z, onde U é conexo por caminhos. Mostraremos que W=U NT'(f;s(B)) C «, ou
seja, que todo elemento y € W esta (f, p)-relacionado com z.

Dado y € W, como W C U e U é conexo por caminhos, existe um caminho C' em
U unindo x a y, observe que f(C(t)) C Ve (sop)(C(t) CV,Vtel, assim (foC)
*((sop)o )t é um lago em V, com ponto base f(z).

Pela escolha de V temos [(foC)*((sop)oC) ] = [f(x)], ou seja, [foC] = [(sop)oC)].
Portanto y ~ (s, =. Entao cada z € o possui uma vizinhanga W com W C «, assim « é
aberto em I'(f: s(B)), de onde segue que « é aberto em I'(f;s(B)).

iv) Suponhamos que F; seja localmente conexo por caminhos, Fj seja semi-localmente
simplesmente conexo e I'(f; s(B)) compacto, assim por i) temos que I'(f: s(B)) ¢ discreto.

Como a projecao I(f;s(B)) — I'(f:s(B)) é continua e I'(f; s(B)) é compacto, temos
que f(f; s(B)) é compacto. Assim f(f; s(B)) é compacto e discreto, de onde segue que
I'(f; s(B)) é finito. O

2.4. D-Classes Essenciais e o0 D- Numero de Nielsen

Definiremos nesta secao o conceito de D-Classes Essenciais, D- Numero de Nielsen e

por fim mostraremos que esse niimero é um invariante homotépico.

Proposi¢io 2.4.1. Sejam (H,P) € D. Cada classe o € T'(H(0);s(B)) esté (H,P)-
relacionada com no maximo, uma classe 8 € T(H (1); s(B)) e cada classe 8 € T'(H(1); s(B))

possui 1o maximo uma classe o € T'(H(0); s(B)) com a ~m,p) B

Prova:. Dado o € ['(H(0); s(B)), suponhamos que existam f3; e 85 € ['(H(1); s(B)), com
a ~mpy b1 e a ~upy B2. Pelo item i) da Proposicao 2.3.12 temos que f ~g-1.p-1) a,
assim pelo item 7i) da Proposicao 2.3.12 temos que 3y ~(g-1g,p-1p) f2. Como [H'H| =
[H(1)] e [P~'P] = [P(1)], temos pela Proposicao 2.3.13 que 1 ~(m(),p(1)) B2, logo 1 = fs.
Dado g € f(H(l);s(B)), suponhamos que existam a; e ay € f(H(O);s(B)), com
oy ~m,p) B e ag ~p) B. Pelo item i) da Proposigao 2.3.12 temos que 3 ~ -1 p-1y oy €
B ~(g-1,p-1y (. Segue da primeira parte que a; = axo.
]

Definigio 2.4.2. Uma classe a € I'(f; s(B)) é dita ser essencial se, para qualquer (H, P) €
D com (H(0), P(0)) = (f,p), existir uma classe 8 € T'(H(1);s(B)) com a ~m,p) B. O

numero de D-classes essenciais de f( f;s(B)) denotado por n(f,p,D) é o D- nimero de
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Nielsen. O subconjunto de f( f;s(B)), formado pelas classes essenciais serd denotado por
N(f,p, D).

Observe que pelo Teorema 2.3.16, n(f, p, D) é um limitante inferior para as componentes
conexas por caminhos de I'(f; s(B)).

O préximo teorema estabelece uma bijegao entre N(H (0), P(0),D) e N(H(1), P(1), D),
para (H, P) € D.

Teorema 2.4.3. Dados (H, P) € D e o € T(H(0); s(B)) uma classe essencial, ento existe
ezatamente uma classe essencial 8 € T'(H(1); s(B)) com o ~m,p) - Reciprocamente dado

B eT(H(1);s(B)), entdo existe exatamente uma classe essencial o € T(H(0),;s(B)) com

O ~(H,P) B.

Prova:. Suponhamos que o € I'(H(0); s(B)) seja classe essencial, assim por defini¢ao
existe uma classe 8 € D(H(1); s(B)) com a ~(H(1),p1)) 8. Provemos que 3 ¢é essencial.

Sejam (H', P") € D com (H'(0), P'(0)) = (H(1), P(1)), assim (HH', PP’) € D, como «
é essencial e (HH'(0), PP'(0)) = (H(0), P(0)) temos que existe v € I(HH'(1): s(B)) com
o ~gg,ppy - Pelositens i) e i) da Proposicao 2.3.12, temos que 3 ~g-1(gary,p-1(ppry) V-

Como [H™Y(HH')] = [H'] e [P7Y(PP'")] = [P'] temos pela Proposi¢ao 2.3.13 que
B ~xgr,pry y. Portanto 3 é essencial, a unicidade segue da Proposicao 2.4.1.

Reciprocamente, suponhamos 3 € T'(H(1); s(B)) classe essencial, como (H~*, P71) e
D, temos pela primeira parte da proposicao que existe uma D-classe essencial —« €
T(H(0); s(B)) com f3 ~(m-1,p-1) . Portanto a ~y py 3, a unicidade segue da Proposigao
24.1.

[

Corolario 2.4.4. Se (H,P) € D, entao n(H(0), P(0)),D) =n(H(1), P(1),D).

Prova:. Pela proposigao anterior temos que a (H, P)-relacao define uma bijecao entre
N(H(0), P(0), D) e N(H(1), P(1), D), logo n(H(0), P(0), D) = n(H(1), P(1), D).
O
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Capitulo

3

D- Numero de Reidemeister e D- Conjunto

de Jiang

Para estimar o nimero de classes essenciais (n(f,p, D)), definiremos o D-ntimero de
Reidemeister e o D- conjunto de Jiang. Veremos que o D-nuimero de Reidemeister é um
limitante superior para o D-ntimero de Nielsen. Primeiramente definiremos o niimero de
Reidemeister (r (7, k)) para homomorfismos j, k : G — H entre grupos, depois considerando
os espagos Fy e Fy conexos por caminhos, definiremos o D-ntimero de Reidemeister (r(f, p))
para o par (f,p) € D, usando os homomorfismos induzidos fg, (s o p)g @ m(Ey,z) —
T (B2, y).

3.1. O Numero Algébrico de Reidemeister

O numero de Reidemeister é definido a partir de dois homomorfismos entre grupos

7,k : G — H. Primeiramente define-se a seguinte relacao em H.

Definicao 3.1.1. Dados hy, he € H, dizemos que hy é (j, k)-congruente a ho, se existe
go € G, tal que j(go)h1 = hok(go). Quando hy é (j, k)-congruente a hy, denotamos por
hl N(]?k)R h2

Proposicao 3.1.2. A relacao acima é uma relagao de equivaléncia em H.
Prova:. i) Reflexividade: Dado h € H, tomando o elemento neutro e de G, temos
j(eg)h =h= hk’(eg), IOgO h ~(4,k)r h.

it)Simetria: Sejam hi,hy € H, com hy ~r), he. Assim existe g € G, tal que
j(g)hy = hak(g). Logo temos j(g~")j(9)hk(g™") = j(g7")hak(9)k(g™"), de onde segue
que hik(g™") = j(g~")he. Portanto hy ~(jk), hi.

ii1) Transitividade: Sejam hi,hy € hg € H com hy ~(ry, he € hy ~(r), hs. Assim

existem g, g" € G, tais que j(g)h1 = hak(g) e j(g')ha = h3k(g').
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Tomando gy = ¢'g temos que j(go)h1 = j(g'9)hv = j(¢")j(g)h1 = j(g)h2k(g) =
hsk(g")k(g) = hsk(g'g) = hsk(go). Portanto hy ~; ), hs. O]

Defini¢ao 3.1.3. A (j, k)-classe de congruéncia determinada por h, [hlg = {h € H |
h ~(ry '} é chamada de classe de Reidemeister determinada pelos homomorfismos j e
k . O numero de classes de Reidemeister é chamado de nimero algébrico de Reidemeister
de j e k. Denotamos o conjunto das classes de Reidemeister por R(j, k) e o ntimero de

Reidemeister por r(j, k).
Proposicao 3.1.4. r(j,k) = r(k, j).

Prova:. Dados hy, hy € H, temos hy ~(;r), ha se, e somente se, hit ~ (ki) r hy*. De fato,
existe g € G com j(g)h1 = hak(g) & hy'j(g)nhy' = hy ' hak(9)hy" < hy'j(g) = k(g)hy!
Portanto a correspondéncia h — h~!, induz uma bijecao entre R(j, k) e R(k, 7), ou seja,
r(j k) = r(k, j).
]

Proposigao 3.1.5. Sejam ¢ : G' — G epimorfismo, e j, k : G — H homomorfismos.
Assim temos r(j o @, ko) =r(j,k).

Prova:. Sejam hy, hy € H com hy ~(; k), ho. Assim existe g € G tal que j(g)hi = hok(g).
Como ¢ é sobrejetora, existe ¢ € G' com p(g') = g, logo j(p(g))h1 = hk(e(g)), de
onde segue que hi ~(jopkop), ho. Por outro lado, se hy ~(jop kop)r N2, existe g e
tal que j(¢(g"))h1 = hok(p(g')), assim tomando go = ©(¢'), temos j(go)h1 = hak(go) e
hi ~(jk) ho. Portanto as (j, k)-classes de congruéncias sao iguais as (j o ¢, k o ¢)-classes
de congruéncias, de onde segue que r(j o p, ko ) =r(j, k).

]

Proposigao 3.1.6. Sejam v : H — H' isomorfismo, e j,k : G — H homomorfismos.
Assim temos r(¢ o j, oo k) =r(j, k).

Prova:. Sejam hy, hy € H com hy ~;ry, ho. Assim existe g € G tal que j(g)h1 = hok(g),
logo (¥0))(g9)¢(h1) = ¥(j(g9)h1) = ¥(h2k(g)) = ¥ (h2)(¥ok)(g). Portanto ¢(h1) ~(yoejyor) s
Y(hs). Por outro lado, se ¥(hy),¥(hs) € H', com (h1) ~(pojupor), ¥(h2), entao existe
g € G tal que (voj)(g)Y(h1) = ¥(hg)(¥ok)(g). Sendo ¥ homomorfismo temos ¥ (j(g)h1) =
Y (hok(g)), de onde segue que, j(g)hi = hok(g), pois ¢ é isomorfismo. Portanto hy ~; k),
hs. Logo v induz uma bijecao entre R(¢ o j,¢ o k) = R(j,k), ou seja, r(¢ o j,ip o k) =
r(j, k). O
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Proposicao 3.1.7. Sejam ¢,¢' : H — H automorfismos internos dados por ¢(h) =
hohhyt e ' (h) = hih(hy) ™", com hg, hly € H fixados. Assim r(p o j,¢ ok) =7r(j, k).

Prova:. Sejam hy, hy € H com hy ~(j k), ho. Assim existe g € G tal que j(g)hi = haok(g).
Aplicando ¢ temos ¢(j(g))hohihy* = ho(hok(g))hg ' assim

©(j(9))hoh1 = hohak(g).

Aplicando ¢’ na equagao anterior temos h{(¢(j(g))hoh1)(hy) ™ = hy(hohok(g)) (ki)' =
hohoha((ho) ™ ho)k(g) (ho) ™ = hohoha(ho)~'¢'(k(g)), logo temos que

(¢ 0 5)(9))hoha(ho) ™" = hoha(hg) ' (¢ 0 k)(g)

Portanto, hohi(h() ™" ~(poj.pok)n Roha(h) ™
Por outro lado, se hohi(hy) ™" ~(sojpok)n hohz(hg)_l, entao existe g € G, tal que

(¢ 07)(9)hohi(hg) ™" = hoha(hg) ™' (" 0 k)(g). (%)

Como (¢ 0 5)(g9)) = ho(j(g))hy* e (¢’ 0 k)(g) = hiy(k(g))(hi)~!, substituindo em (*) temos
ho(7(g))hi(hy) ™" = hohak(g)(hy) ™t logo j(g)hi = hak(g). Portanto hy ~(jx), ho.

Assim a correspondéncia h — hoh(hy)~', induz uma bijecao entre R(j,k) e R(p o j

, @' o k). Portanto r(j,k) =r(poj,¢ ok). O

Proposicao 3.1.8. Se (H,+) é abeliano entao cada (7, k)-classe de congruéncia é uma
classe lateral da imagem de j — k : G — H dado por (j — k)(g) = j(g) — k(g). Portanto
r(j, k) = ord (ﬁ)

Prova:. Suponha H abeliano, e considere a classe de Reidemeister [h1]r. Mostraremos
que esta classe é uma classe lateral de (j — k). Dado hy € [hi]r, temos hy ~ (), ho, entao
existe g € G tal que j(g)+hy = ho+k(g). Logo, hy —ho = —j(g9) +k(g) = —(( —k)(g ))

(5 —k)(g™") € Im(j — k). Assim hy pertence a classe lateral [hy| = {h € H | hy —

Im(j - k)}.

Por outro lado, se hy pertence a classe lateral [h], temos hy — hy € Im(j — k), logo
existe ¢ € G tal que j(g) — k(g) = hy — ho. Assim, —j(g) + h1 = hs — k(g), e sendo
—il9) = 3J(g7") e —k(g) = k(g™"), temos j(g~") +h1 = ha —k(g™"). Portanto hy ~(j), ha,
ou seja, hy € [hy]r.
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3.2. O D-Numero de Reidemeister

Consideremos F; e Fsy espacos conexos por caminhos, f: EFy — Ey e p: By — B, com
(f,p) € D, onde D é uma D-classe qualquer para q: F; — Bes: B — Fj.

Seja x € E; qualquer, assim podemos considerar os homomorfismos induzidos
Joge » m(Er,x) — m (B, f(2)) e (sop)ey @ m(Er,x) — m(Es, (sop)(x)). Agora, para
y € Es, considere Cy um caminho unindo f(x) a y, entdao Cy induz um homomorfismo
C§ : m(By, f(x)) = m(Ey,y)), onde CF ((C)) = [C5 ' CCy.

Da mesma maneira, sendo C; um caminho unindo (s o p)(x) a y, temos um homo-
morfismo C* : 7y (Ey, (s 0 p)(z)) — m1(Es,y), dado por C7 ([C]) = [C7'CCY]. Podemos
assim tomar as composicoes C7 o (50 p)yu, Cif 0 fou : mi(Ey, x) — m1(Es,y), e considerar
o niimero de Reidemeister de Cf o (50 p),s ¢ CFf o foy. A seguir mostraremos que este

numero depende somente de f e sop.
Proposicao 3.2.1. O nimero r(C’f o (50D)yy, C’SéE o fy#), depende somente de f e sop.

Prova:. Sejam 2’ € F; , y € E,, C§ caminho ligando f(2’) a ¢’ e (| caminho ligando
(sop)(z') ay’. Devemos mostrar que T(CI#O(SOp)x#, C’fOfx#) = T(Ci#o(sop)x/#, C(;#Ofx/#).

Seja C' caminho em F; unindo z a 2’ e considere a figura abaixo.

T f(x) foC f(z')

i S0P (.’E )

.
S0P o sop(2)

Considere o isomorfismo C~# : 7y (Ey, 2") — m(E}, x) induzido por C~1.

Pela Proposigao 3.1.5 temos
(1) 7(Cf o (50 p)ag, CFf © fup) = 1(C 0 (50 p)ag 0 CT#,Cf © fryp 0 CT¥).

Da mesma forma o caminho C;*(f o C')C}, induz um isomorfismo Ct(foC)FC

m1(FEa,y) — m(F2,y') e pela Proposigao 3.1.6, podemos aplicar esse homomorfismo no
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lado direito da igualdade de (1), e obter a equagao (2) abaixo

r(CFo(sop)ag, Cff o fuge) = 1(Co¥ (foC)*Cy FCF o(s0p)agoC#, O (foC) o fryoC ).

Observe agora, que Cyt(f o C)"1CoCT (s 0 p) o C)C} é um laco com ponto base 1/,

assim ele induz um automorfismo interno
o= Ci#((s Op) © C)#Cl_l#cg#(f © C)fl#ctl)_l# : 71(E2>?/) — 71(E27y/>'

Logo pela Proposigao 3.1.7, podemos aplicar os pares de automorfismos internos (¢, id)
do lado direito da igualdade de (2), e obter

(3) r(Cf o(s0p)ase, CFf o feg) = r(C1 o ((s0p)oC)Fo(50p) 1 0C#, ¥ (foO) o fryoC~'#).

Temos que (*) (f o C)# o fou 0 C7 = fuyu. De fato, dado [D] € m,(E1, '), temos que
(foC)F o foy o CTH([D]) = [(f o C)H(f o (CDC))(f o O)] = [fo(CTICDCIO)] =
[f o D] = fuy([D]).

Da mesma forma temos (**) ((sop)o C)# o (s0p),u 0 C~ = (s0p)uy. Substituindo
(*) e (**) em (3), temos

r(CF o (50p)as, CF 0 fo) = 7(C7 0 (50 p)urg, Oy 0 furp).
L]

Definig¢ao 3.2.2. Dados (f,p) € D, o D-ntimero de Reidemeister de f e p, é o niimero de
Reidemeister de C’f o fop € C o (s 0 p)as, ou seja, r(f,p) = 7“(0(?E o fust, CF o (s O D)ust),
para quaisquer x € E; e y € Ey e caminhos Cy e (] unindo f(z) a y e (sop)(x) a y,
respectivamente. Da mesma forma denotamos o conjunto das D-classes de Reidemeister
de f e p, por R(f,p) = R(CJ © fog, CF o (s 0 p)ag).

Teorema 3.2.3. Se f € homotdpica a f' e p € homotdpica a p', entao r(f,p) =r(f,p).

Prova:. Sejam F' homotopia entre f e f’, e P homotopia entre p e p’. Tome z € F; e
y € Ey, seja Cy caminho em Fj unindo f(x) a y e C} caminho unindo (s o p)(x) a y.
Dado [C] € m(E1, x), temos

<Fa>%ofu(C)=[<Fa>"foC<Fax>] e [i(C])=I[fC]
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Note que < F,x >: I — E5 é um caminho unindo f(z) a f'(x), assim
[< Fa>"'foC < Fo>]=[foC)].

Portanto, fl, =< F,x >% of,4.
Analogamente temos (s o p'),4 = (s < P,x >)# o (s 0 p).4, segue que
r(f,p) = 1(C§ © fup, CF 0 (s 0p)ay)
= T(C’#o < F x> ofg’c#,C’iéé o(s<Px>)"#o(sop).s)
r((< F,o >~ Cy)# o > (s< Px>"1C))#o(sop)es) =r(f,p). H

3.3. D-Conjunto de Jiang

Definiremos nesta secao o D-conjunto de Jiang, e estudaremos a relacao entre esse

conjunto, o D-nimero de Reidemeister e o D-ntimero de Nielsen.

Definigao 3.3.1. Seja (H, P) € D, com H lago em f. Observe que da condigao go H = P
temos P lago em p, assim dado o € T'(f;s(B)) := f~(s(B)), temos que < H,zy >
x5 < Pyxg >"1 é um lago em f(xg).
Logo

[< H,xq > *s < P,xg > € m(Es, f(x0)).

O D-conjunto de Jiang, que denotaremos por T'(f, p, xo, D), é o subconjunto de 7 (Es, f (o)),

cujos elementos sao da forma descrita acima.
Proposicao 3.3.2. T(f,p,x¢, D) C Ker(qy).

Prova:. Dado [< H,zq > *s < P,xg >"'] € T(f,p,x0, D), temos que qu([< H,zo >
xs < Pxg >7') = [qg < Hyxg > *x(qos) < Pyxg >"']. Como (H,P) € D, temos
qo H = P, assim o caminho ¢ < H,zy >: [ — B ¢é igual ao caminho < P,zy >: [ — B; de
fato,

q< H,xog> (t) = q(H(t))(xg) = P(t)(z9) =< P,xg > (t), Vt € I.

Além disso, temos por hipdtese que g o s = 1g, assim
qu([< H g > *s < P,wg >7']) = [< Pwg > % < Pag >7'] = [p(xo)].

Portanto, [< H,zg > *s < P,xg >"'] € Ker(qy). O
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Definicao 3.3.3. Seja R(f,p,z) o conjunto das D-classes de Reidemeister, considerando

x = z9 ey = f(rg) na definigdo 3.2.2. Para qualquer subconjunto A C m(FEs, x),
denotamos por R(f,p, x¢; A) o subconjunto de R(f,p, zo) cujos representantes estao em A.

Além disso denotaremos por r(f,p; A) a cardinalidade de R(f,p, zo; A).

Proposicao 3.3.4. Seja D, formada pelos pares, (H,p) € D, entdo o D,-conjunto de
Jiang, T'(f,p, o, D,), ¢ um subgrupo de m(Es, f(xo)).

Prova:. O caminho s < p,xo >~ é um lago constante em (sop)(zo) = f(zo), entdo para
cada [< H,zg > xs < p,xg >'] € T(f,p,x0,D,) temos [< H,zg > xs < p,xg > '] =
< H,zg >|[s < p,xo > = [< H,z0 >][f(z0)] = [< H,zo >]. Portanto, todo elemento
de T'(f, p, z0, D,) é da forma [< H,z >], com (H,p) € D, e H lago em f.

Dados [< H,xo >| e [< H',xy >] em T(f, p, x0, D), temos

[< H7x0 >][< H/ax() >] = [< HHlva >]a

como HH' élago em f e (HH',p) € D,, temos [< HH',xy >| € T(f, p, xo, D,). Portanto,
vale o fechamento.
Tomando H homotopia constante igual a f, temos pela Proposigao 2.1.6 que (H,p) €

D,; além disso temos H laco em f. Portanto o elemento neutro [f(xo)]=[< H,zo >| €

T(f>p7 Zo, Dp)
Agora, dado [< H,z¢ >] € T(f,p, z0,D,), temos (H,p) € D,, com H lago em f, assim

pela Proposicao 2.1.6 temos (H !, p) € D,; além disso também temos que H~' é um lago
em f. Portanto [< H,zq >|"' = [< H ', 29 >] € T(f,p, x0,Dp). O

Fixe 2y € I'(f; s(B)), assim para cada x € I'(f;s(B)) e C' caminho ligando z( a z, temos
[(foC)x(sop)oC™l] € m(FEy, f(xo)); logo podemos considerar

¢ : L(f;s(B)) — R(f,p, o),

Definida por () = [[(f o C) * (s 0 p) 0 O]

Veremos, que ¢ se fatora, como no diagrama abaixo.

L(f;s(B)) ——— R(f,p, 7o)
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Além disso, ¢ serd injetora.
Observe que gy ([(foC)*(sop)oC ) = [(go f)oC*((gos)xpoC )] = [(poC)xpoC~'] =
[p(z0)], assim Im(p) C R(f,p,xo; Ker(qy)).

Teorema 3.3.5. FEuxiste uma fun¢ao injetora @ : f(f; s(B)) — R(f,p,zo; Ker(qy)), dada

por
P(a) =[[(fo C)* (sop) o C ],

onde C' € um caminho unindo xy a x € .

Prova:. Devemos, mostrar que para 2/ € a € I'(f;s(B)),

[(foC)x(sop)oCMr=[[(foC') x(s0p) o C']]a.

Onde C' é um caminho unindo g a z € @ ¢ C’ é um caminho unindo z a 2’ € a.

Como  ~ (s, @', existe um caminho D em FE;, unindo z a 2/, tal que
[fo D] =[(sop)oD]. Assim, [CDC' '] € 7, (FE1, x0), com

Faoy ((CDC(f 0 C") % (sop) o C = [f o Cl[f o Dl[(s 0 p) 0 C"']

=[f o Cll(sop) o D[(s o p) 0 C"]

= [foCl([(sop) o CM[(sop) o C])l(s 0 p) o D][(s 0p) 0 C']

=[f o Cll(s op) o C7][(s 0 p)(CDC )] = [(f 0 C) * (s 0 p) © C7'](5 © Py, [CDC"].

Logo, [(foC”)*(sop)oC'_l] estd (fro,, (sop)mo#)— relacionado com [(foC)*(sop)oC~1].
Portanto [[(f o C) * (sop) o CVg =[[(f o C") ¥ (s o p) o C" Y.

Mostramos acima que @ esta bem definida, resta mostrarmos que ¢ é injetora.
Sejam «, 3 € f(f;s(B)) com p(a) = @(f). Tomando x € o, &’ € (3, temos por hipdtese
que, existem C' e €' caminhos em F; unindo xg a x e zy a x’, respectivamente, onde
[(foC)x(sop)oC™] estd (fu,,, (50P)a,, )-relacionado com [(foC)x (sop)oC~']. Assim,

existe um lago D no ponto base o com
[foD][foCll(sop)oCl™ = [fol[(sop) o C'|7}(sop)o Dl
Operando com [f o C"]"! e [(s o p) o C] na equagio acima, temos
[fo O foD][foCl=[(sop)oC (sop)oDl(sop)eCl.
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Portanto, [f o (C""'DC)] = [(s o p)(C'~*DC)], onde C'~'DC ¢é um caminho em F,

unindo " a z. Segue que x' ~(;,) v e a = f3.

]

Corolario 3.3.6. Dado (f,p) € D e xy € I'(f;s(B)), temos que

n(f,p, D) < r(f,p; Ker(qy)).

Prova:. Pelo Teorema 3.3.5, existe uma injecao @ : f(f, s(B)) = R(f,p,xo; Ker(qy)).
Portanto, n(f, p, D) < card(L(f; s(B))) < r(f,p; Ker(qy)).
O
Para o préximo teorema é fundamental que o ponto escolhido z(, para a construcao de
o, esteja numa classe essencial; assim supomos de agora em diante que n(f,p,D) > 0 e

2o € ap € T'(f;5(B)) com ay essencial.

Teorema 3.3.7. Cada elemento de R(f,p,xo;T(f,p,x0,D)) € imagem por ¢ de uma
D-classe essencial de T(f; s(B)).

Prova:. Seja [a]g € R(f,p,x0;T(f,p,x0,D)), com a = [< H,xg > *s(< P,xg >71))].
Como g € T'(H(1);5(B)) ¢é essencial, ¢ (H, P) € D, existe § € T(H(0); s(B)) essencial
com g ~g,p) 3. Assim dado x € (3, existe um caminho C' em £ unindo x a z, tal que
< H,C >] =[s(< P,C >)].

Assim, temos

a = [< H,xo >][s(< P,xo >)]*
= [< H,x¢ >][s(< P,C >)"ts(< P,C >)][s(< P,xg >)]*
= [< H,zo >][s(< P,C >)"Y[s(< P,C >)][s(< P,zg >)]!
=[< H,xo >][< H',C7! >|[s(< P,C >)|[s(< P71, o >)]
=[< HH ', 20C™! >][s(< PP7!,Czy >)]
=

<[, >][s(<p,C>)] = [(foC7Y) *(sop)oC]
Portanto, ¢(8) = [[(f o C~1) (s 0 p) 0 C]|r = [a]r, onde B é essencial. O
Corolario 3.3.8. r(f,p:T(f.p.70. D)) < n(f.p.D) < r(f.p; Ker(qs)).
Corolario 3.3.9. Se T(f,p, x0,D) = Ker(qy), entio n(f,p, D) = r(f,p: Ker(qu)).

Prova:. Suponha T'(f,p,x¢, D) = Ker(qy), entao r(f,p; T(f,p,x0, D)) = r(f,p; Ker(qs)),

assim o resultado segue do Corolério 3.3.8. ]
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Definigao 3.3.10. Denotaremos respectivamente por T'(f,zq) e T(Es, f(xq)), os subcon-
junto de mi(Es, f(z0)), formado por elementos da forma [< H,zy >] com H lago em f e
[< H, f(xg) >] com H lago na identidade de Ej.

Teorema 3.3.11. Temos as sequintes iqualdades e inclusoes.
1) T(Ey, f(x0)) € T(f,x0);
2) T(f,p,x0,Dp) CT(f,x0);
3) T(f,p,x0, D) CT(f,20)54(T (p,0));
4) T(f,p, 0, D(A2)) =T(f, o).

Prova:. 1) Dado a = [< H, f(x¢) >] € T(E>s, f(z0)), assim F': I — F(E}, Ey) dada por

F(t) = H(t)o f é um lago em f, além disso temos que
< Foao > (1) = F(t)(wo) = H(1)(f(x0) =< H, f(0) > (t), Ve € I

Portanto, T'(Es, f(z0)) C T(f, zo).
2) Na Proposicao 3.3.4, vimos que T'(f, p, o, D,) ¢é formada por elementos da forma
< H,zg >|, com (H,p) € D, e H laco em f, assim temos a inclusao T'(f,p,zo, D,) C
T(f,xo).
3) Dado [< H,xo > xs(< P,xg >"1)] € T(f,p,r0, D), entdo [< H,xq > *s(< P,xg >
= [< H,zg >][s(< Pyzg > 1] = [< H,zg >|sg[< Pyxg > € T(f,20)s4(T(p,z0)).
Portanto temos a inclusao T'(f, p, zo, D) C T(f, x0)s4(T(p, xo))-
4)Temos D(A,), formado pelos pares de homotopias (F, @) , com @ homotopia constante na
fungao constante em a, e F' homotopia qualquer, assim T'(f, p, zo, D(As)) = {[< F,zo >]
/ Flaco em f }, 10go T(f, p, 0, D(D3)) = T(f, 20).

]

Corolario 3.3.12. Se T(f,xo) = m(Es, f(x0)), entao n(f,p,D(Aq)) = r(f,p; Ker(qy)).

Prova:. Suponhamos T'(f,z) = m1(Es, f(20)), entao segue do Teorema 3.3.11 que

T(f,p, o, D(As))=m1(Ex, f(z0)).
Assim temos Ker(qy) C mi(Es, f(z0))=T(f,p,xo, D(A3)) e pela Proposigao 3.3.2 temos

T(f7p7 Lo, D<A2)) - Ker(Q#)? IOgO K@T(Q#):T(f,p, Zo, D(A2))
Portanto, usando o Corolario 3.3.9 temos que n(f,p, D(As)) = r(f,p; Ker(qy)).
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Proposicao 3.3.13. Se f é uma funcao constante, entao T'(f, zo) = m1(Fa, f(x0)).

Prova:. Dado [C] € m(Es, f(x0)), consideremos F : [ — F(Ey, Es) tal que F(t)(x) =
C(t), YV x € E1,Vt € I. Assim, temos que F' é um lago em F(E;, F3) na fun¢ao constante

f, pois
F0)(z) = C(0) = f(zo) = f(x), e F(1)(z)=C(1)(x) = f(xo) = f(x),Vz € Er.

Além disso, < F,xg > (t) = F(t)(zo) = C(t),Vt € I, logo < F,C >= C.
Portanto, [C] = [< F,C >] € T(f, o). O

Proposicao 3.3.14. Sejam f: X — Y e g: X — Y fungbes continuas, zg € I'(f, g) com
(Y, g(x0)) = T(g, 20), entio T((f,g), f, D(Ay)) = Ker(qy) para i = 1,3.

Prova:. Sabemos pela Proposicao 3.3.2 que T'((f,9), f, D(A;)) C Ker(qy), assim basta
mostrarmos que Ker(qg) C T((f, ), f, D(A))).

Seja [a] = [(aq,a2)] € Ker(qy) C m(Y x Y, (f(xo),g(x0))), assim temos gx([a]) =
la1] = [f(z0)]. Por hipdtese temos m (Y, g(z0)) = T(g, z0), assim [as] = [< F,x >] com F
lago em g, logo [a] = [(f(z0), < F,zo >)], com F lago em g.

Consideremos [3] = [< (F7',Gq),zo > *xs(< F~Yxg >)7Y € T((f,9), f,D(4;)) com
G homotopia constante em g. Mostraremos a seguir que [a] = [5] € T((f,q), f.D(4A;)),
demonstrando assim o resultado.

O caminho 3 =< (F1,Gy),x9 > *s(< F~ Y29 >)"1: I - Y x Y é dado por

B(t) = { < (F71,Gp), 19 > (215),1 0<t< %
S<<F7$0>>(2t—1)7 §§t§1
— { (F~H(2t)(w0), g(x0)), 0<t <3

(F(2t — 1)(zo), F(2t — 1)(zg)), 3 <t<1
= (< F71F, 29 >, g(x0)* < F, 20 >)(

Como [F~'F] = [f], temos pela Proposi¢ao 1.1.6 que [< F~'F, xzy >] = [f(z0)]; além
disso temos [g(zo)* < F,zq >] = [< F, 2o >], logo

Bl = [(< F7'F, 20 >, g(z0)* < F,zg >)] = [(f(z0), < F,xg >)] = [a]. O

Proposicao 3.3.15. Sejam g, f : X — Y funcgoes continuas com g homotopica a uma
funcao constante, entao n((f,g), f,D(A;)) =r((f,9). f; Ker(qs)), i = 1,3.
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Prova:. Suponhamos g homotdpica a gy, com gy funcao constante, assim pelo Corolario

2.4.4 temos que

Pela Proposi¢ao 3.3.13 temos w1 (Y, go(z0)) = T(go,xo); assim da Proposi¢ao 3.3.14 e

Corolario 3.3.9 temos

(2)  n((f,90), [, D(A)) = r((f; 90), ; Ker(qy)).

Além disso do Teorema 3.2.3 temos

(3)  r((f,90), f; Ker(qy)) = r((f,9), f; Ker(qy)).

Segue de (1),(2) e (3) que n((f,q), f,D(A;)) =r((f,9), f; Ker(qs)). O
Proposicao 3.3.16. Sejam f : X — Y e g : X — Y fungoes continuas, xy € I'(f,g) e
T(Y,g(xo)) = m(Y, g(x0)), entao

n((f7 g)7f7D(Az>> - T((f: g)vgerT(Q#))7 1= 173

Prova:. Suponhamos que T'(Y, g(zo)) = m1(Y, g(z0)), assim segue do Teorema 3.3.11(1)
que T'(g, z0) = m (Y, g(z0))-
Logo, pela Proposigao 3.3.14, temos T'((f,9), f, D(A;)) = Ker(qy) parai =1¢e i = 3;

portanto do Corolario 3.3.9 temos que

n((f7 g)? fv D(Az» = r((fa g)a fﬁ K@T(Q#)).

]
Para o resultado anterior foi fundamental a hipdtese T'(Y, g(xo)) = m (Y, g(x0)), assim
¢é natural questionar em quais espacos se tem tal igualdade; logo a seguir mostraremos que

para certos espacos chamados H-espacos a igualdade é verificada.

Definicao 3.3.17. E5 é um H-espaco se existe ry € Ey e uma funcao continua pu : Fy X
Ey — Es tal que u(.,y0) : Fo — Ey dada por p(.,yo)(z) = pu(x,v0) € 1(yo,.) : Ex — FEs
dada por pu(yo,.)(z) = u(yo, z), sdo homotdpicas a aplicagao identidade de Fs.

Definicao 3.3.18. Um grupo de lie é um grupo topolégico G que tem a estrutura de uma

variedade diferencidvel no qual as fungoes produto i : G X G — G dada por u(g1, g2) = G192

e inversao 1 : G — G dada por 7(g) = g~ ! sao diferencidveis.
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Teorema 3.3.19. Suponhamos que Ey seja

1) Um H-espago

2) Um espago da forma G /Gy onde G é um grupo de lie e Gy € um subgrupo fechado e

COMEXO.

Entao T'(Es, f(x0)) = m1(Ea, f(x0)).

Prova:. Suponhamos que Es é um H-espaco e denotemos yo = f(zg). Assim existe uma
fungao continua p : Fy X By — Fs tal que p(.,yo) : Ea — Es dada por u(., yo)(z) = p(z, vo)
e (Yo, .) : Ey — FEy dada por pu(yo,.)(x) = pu(yo, x), sdo homotdpicas a aplica¢ao identidade
de Ey. Seja F': [ — F(E,, F5) homotopia entre 1g, e u(yo, .); assim dado [a] € 71 (Fs, yo),
temos que G : I — F(Es, Ey) dada por G(t)(x) = u(a(t), ) é um lago em F(Es, Ey) com

ponto base p(yo, .). Consideremos agora a composigao dos caminhos
H=F+«G+«F':1—= F(E,, E).

Assim, H é um lago na funcao identidade de Fy e < H,yg >: I — E5 é um lago em .
Observe que < G,y >= pu(.,yo) © @, assim

< H,yo >=< F,yo >< G,yo >< F ' yg >=< F,yo > (u(-,90) o) < F~ 1 yo > .

Como (., 90) ¢ homotédpica a 1g, e < F~1 yy > é um caminho unindo (u(.,40) o @)(0) a

(1g, o @)(0), temos
(< Hyyo >] = [< Fyyo > (u(p0) o) < F~yo >] = [, 0] = [a].

Suponha Ey = G/Gy, com G um grupo de Lie com elemento neutro ey e Gy um subgrupo
fechado e conexo, assim a projegao q : G — G /Gy é um fibrado localmente trivial com

fibra conexa (Gy. Assim temos a seguinte sequéncia exata
e 7T1(G0,60) Z—#> Wl(G, 60) q—#> Wl(G/Go,GoGo) £> 1.

Segue que g4 : m1 (G, eg) = m1 (G /Gy, eGo) é sobrejetora. Logo, dado [5] € m1(G /Gy, e0Go),
existe [a] € m(G,e) tal que gula] = B. Seja H : I — F(G/Gy,G/Gy) dada por
H(t)(9Go) = a(t)gGyp; assim H é um lago na identidade de G/Gy e < H,egGy > (t) =
H(t)eoGo = a(t)Gy = q(«(t)), ¥V t € I. Portanto [< H,eqGy >| = [go a] = qx|a] = [F].
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]

Corolario 3.3.20. Sejam f: X =Y eg: X — Y fungoes continuas e xo € I'(f, g), se Y
possuir o mesmo tipo de homotopia de um H-espago ou for da forma de espagos em 2) do

Teorema 3.3.19, entao

n((f,9), /. D(A)) = r((f,9), [: Ker(qy)), i=1,3 .

Prova:. Pelo Teorema 3.3.19, temos que T(Y, g(xo)) = m(Y,g(x)) e T(Y, f(z0)) =
m1 (Y, f(z0)), assim segue da Proposi¢ao 3.3.16 que

n((f,9), [, D(A:)) =r((f.9), [, Ker(qy)),i =1,3.

Teorema 3.3.21. Se T'(Es, f(x0)) = m(F2, f(z0)) entdao m(Esy, f(x0)) € abeliano.

Prova:. Sejam [C] e [D] € T(Ey, f(xo)) = mi(E2, f(x)), assim existe um lago H na
identidade de F5 tal que [< H, f(x¢) >] = [D], além disso temos que [C] pode ser escrito
da forma [C] = [< 1g,,C >]. Logo

[C][D] = [< 1p,, C >|[< H, f(z0) >] = [< 15, H,Cf(x0) >] = [< Hlp,, f(20)C) >]
:[< H?f(x()) >][< 1E27O>]:[D][C] [

Teorema 3.3.22. Se FE, possuir o mesmo tipo de homotopia de um H-espaco, entdao

n(fﬂPv Zo, D(q)) = T(f?]); K(ET’(Q#))-

Prova:. Observe que se mostrarmos que T'(f, p,zo, D(q)) = Ker(qy), entao o resultado

segue do Corolério 3.3.9, e como mostramos na Proposi¢ao 3.3.2 que T'(f,p,xo, D(q)) C

Ker(qy), para provar o resultado basta mostrarmos que Ker(qy) C T(f,p, zo, D(q)).
Sendo Fy um H-espago, temos pelo Teorema 3.3.19 que 1 (Fs, f(z0)) = T(Es, f(x0)),
logo do Teorema 3.3.11(1) temos m1(Es, f(x0)) = T'(f, z0)(*).
Seja [a] € Ker(qy) C m(Es, f(xg)), assim segue de (*), que existe uma homotopia H
lago em f com [o] = [< H, z >].
Seja P = q o H, mostraremos a seguir que [a] = [< H,zg > xs(< P,xo >)!].
Como [a] € Ker(qy) temos que [s(< P,z >)"'] = [f(x0)], de fato,

[s(< Pymg>)"Y =[s(<qoH,zg>) " =[(s0q) < Hyao > = (soq)x[a] " = [f(x0)].
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Logo, [a] = [< H,zo >] = [< H,x¢ >][f(z0)] = [< H,zo >|[s(< P,xo >)7Y = [< H,z¢ >
xs(< Pyxg >)71.

Por construgao temos H lago em f e (H, P) € D(q), assim
[Oé] = [< H’ To > *8(< P7 o >)_1] S T(f’p7 $0,D(g))

Portanto, Ker(qy) C T(f,p,v0,D(q)) de onde segue o resultado. O

Proposigao 3.3.23. Seja (f,p) € D, com ¢ fibragao, entao Ker(qx) = ix(m1(Fpao), f(20))),
onde Fy) = ¢ (p(x0)) é a fibra sobre p(zy).

Prova:. Suponhamos que ¢ : E» — B é uma fibracao, com fibra F,,,) = ¢ '(p(x0)),

assim existe uma sequéncia exata longa
iyt az A
oo = T (Fpao), f(@0)) = m1(E2, f(20)) = m1 (B, p(20)) =

= 70(Fyan)s [ (20)) 5 mo(Ea, f(20)) % 7o(B, (o).

Assim, pela exatidao da sequéncia temos ix (71 (Fp(z,), f(20))) = Ker(qy), de onde segue o

resultado. n
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Capitulo

A

D-Indices

4.1. indice de Ternas Admissiveis

Consideraremos nesta secao F; normal e admitiremos conhecidos os conceitos bésicos
da teoria de homologia e cohomologia.

Indicaremos por H,(E;, A) e H*(E;, A) os grupos totais em homologia e cohomolo-
gia, respectivamente, do par (Ey, A); f. : H.(F1,A) — H.(Ey, B) e f* : H*(Fy, B) —
H*(Ey, A) sao os homomorfismos homolégico e cohomolégico induzidos por uma fungao
f:(E,A) — (Eq, B).

H,(Ey,A) e H"(FE;, A) sdo os grupos n-dimensionais homoldgico e cohomoldgico do par
(E1,A); fo s Hy(Ey, A) = Hy(Ey, B)e f7: H"(FEy, B) — H"(Ey, A) sao os homomorfismos

correspondentes. Em alguns momentos, f, serd denotada por f, no nivel n.

Proposicao 4.1.1. Sejam A C X e N uma vizinhanca fechada de A, assim temos que a
inclusao e : (N, N — A) — (X, X — A) é uma excisao.

Prova:. Observe que o par (N,N —A) = (X — (X — N),(X — A) — (X — N)), assim
temose: (X —(X—=N),(X—A)— (X —N)) = (X, X —A). Logo, para e ser uma excisao
basta mostrarmos que

(x) X —NCInt(X—A).

Temos que X — Int(N) é um fechado contendo X — N, assim
(1) X — N C X — Int(N).
Por hipétese temos A C Int(N), logo
(2) X —Int(N)C X — A

35



CAPITULO 4. D-INDICES

Sendo X — A um aberto contendo X — A, segue que
(3) X —ACInt(X — A).

Portanto, por (1), (2) e (3) temos (*), de onde segue o resultado.

Definigao 4.1.2. Seja f : F; — E, continua. Dizemos que a terna (f, A, B) é admissivel se
B é fechado em Ey, A C FE; e A esta contido numa vizinhanca fechada N, tal que f restrita
a NN, define uma aplicagao de pares f, : (N, N — A) — (E», > — B), ou equivalentemente,
Y B)N(N —A) =0.

Proposicao 4.1.3. Suponhamos que (f, A, B) seja admissivel. Se N e N’ sao vizinhangas
fechadas de A, tais que a restricao de f & N e & N’ respectivamente, definem aplicacoes de
pares f; : (N,N—A) — (Ey,E,—B) e f; : (N',N'"—A) — (E,, E5— B), entao as inclusoes
e: (N,N—-A)— (Ey,Ey, —A)ee : (NN —A) — (Ey, By — A) induzem isomorfismos

o . -1z I_1
homoldgicos, satisfazendo f, oe = f 5,06 -

Prova:. Pela Proposicao 4.1.1 temos que e e €’ sdo excisoes, assim induzem isomorfismos
em homologia. Sendo N e N’ vizinhancas fechadas de A, satisfazendo f~1(B)N(N—A) =0
e f7Y(B)N (N — A) =), temos que N” = N U N’ é uma vizinhanca fechada de A, com
fYB)N(N" — A) = (). Assim, a restricio de f a N”, define uma aplicagao de pares
[/ (N",N" — A) — (E», B> — B). Consideremos agora o seguinte diagrama

(B, By — A)

(N,N — A) —L= (N" N" — A) <2— (N',N" — A)

f”
x i / /;

(Es, E5 — B)

O diagrama ¢ comutativo, pois pela Proposicao 4.1.1 as inclusoes sao excisoes e as

demais fungoes sao obtidas a partir de restri¢coes da f, assim temos,

€. =€, 0Js ¢, = e, oj.

Fro=Fhode  fl=flo
Logo fi.0e:t = (f},04.)0(jr o€, t) = fi ¢/ = (fl,05)0(j oci™) = fl0¢ L D
Definicao 4.1.4. Suponhamos (f, A, B) admissivel e seja N uma vizinhanca fechada de A,
para a qual a restricdo de f a N, induz uma aplicacao de pares f, : (N, N —A) — (E», Fs —
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B). Sendo e : (N,N — A) — (Ey,E1 — A) ei: By — (Fy, By — A), inclusoes, definimos
L.(f,A B): H.FE,) — H.(Ey, E5 — B), como sendo a composi¢ao dos homomorfismos

Ha(E) 5 Ho(Ey, By — A) s HoN,N — A) X5 H.(Ey, By — B)

ou seja, L,(f, A, B) = f/. oe;! oi,. Além disso definimos L*(f, A, B) como a composi¢ao

dos homomorfismos
f* e—1* i*
H*(Es, By — B) 5 H*(N,N — A) =" H*(Ey, E1 — A) > H*(Ey)

ou seja, L*(f,A,B) =i*oe "o 7.
Proposicao 4.1.5. Sejam f : F; — E5 continua e B C FE, fechado, entao:
i) (f,E1,B) e (f,0,B) sao admissiveis;
ii) Se (f, A1, B) e (f, A, B) sao admissiveis entao (f, A; U Ay, B) e (f, A1 N Ag, B) serdo
admissiveis.

Prova:. i) Temos que E; é uma vizinhanca fechada de E, = F, satisfazendo f~'(B) N

(Ey — Ey) = 0, logo (f, E1, B) é admissivel. Além disso temos que () é uma vizinhanca

fechada de ) = (), e satisfaz f~'(B) N (0 — 0) = 0, logo (f,?, B) é admissivel.
Suponhamos agora que (f, Ay, B) e (f, Aa, B) sdo admissiveis, logo existe uma vizin-

hanca fechada N; de A, satisfazendo
(1) fH(B)N (N, — A) =0.

Além disso, existe uma vizinhanca fechada N, de A,, satisfazendo
(2) fHB)N(Ny— Ay) = 0.

Assim, Ny U Ny é uma vizinhanca fechada de A; U A, além disso como A; C A; U A,
(§ AQ C Al U AQ, temos que N1 - (Al UAQ) C N1 - Al e N2 - (Al UAQ) C N2 - AQ. Segue
de (1) e (2) que f[7HB)N(Ny — (A; UAy))=0e f7HB)N(Ny — (A U Ay)) = 0.

logo,

FHB) N (N1 U Ny) — (A1 U Ay)) = f74(B) N ((N1 — (A UAY)) U (Ny — (4 U AQ)))

= (f'(B)N (N — (A UA))U(fH(B)N (N2 — (A UA))) =0Ud=0.
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Portanto, (f, A1 U Ay, B) é admissivel.

ii) Temos também que Ny N N, é uma vizinhanga fechada de A; N Ay, além disso, como
N1 NNy C Njyi = 1,2, temos que (Ny N Ny) — A; C N; — Ayyi = 1,2, Assim de (1) e (2)
segue que fTHB)N((NyNNy) — A;) =0,i=1,2.

Logo,

JHB)YN (N1 N Ny) = (AN Ay)) = fH(B) N (N1 N Na) — Ay U (N N N,) — Ayp))

=(fYUB)N((NyNNy) — AU (fHB)N (N1 N No) — A)) =0uU = 0.

Portanto,(f, A1 N Ay, B) é admissivel.

Lema 4.1.6. Sejam (f, A1, B) admissivel, e Ay C A; tal que f~1(B) N (A; — Ay) = 0.
Entao, (f, Ag, B) é admissivel e L,(f, A1, B) = L.(f, As, B).

Prova:. Suponhamos (f, A;, B) admissivel, assim existe uma vizinhanca fechada N de
A; tal que f restrita & N, define uma aplicacao de pares [/ (N,N—Ay) = (Ey, B, — B).
Assim se Ay C Ay é tal que f71(B) N (A; — Ay) = 0, entao f~1(B) N (N — Ay) = 0, ou
seja, f restrita a IV, define uma aplicacao de pares f; : (N,N — Ay) — (Es, Es — B).

Consideremos agora o seguinte diagrama comutativo.

/\

(El, E1 El; El AZ)
(N,N — A;) (N,N — A,)
E27 E2

Pela comutatividade temos ei:l oj,=k,oe !, jooi, = z; e f;* ok = f/a. Assim,

’ 1_q g /1 . .
f/*oe* OZ*_f/*Oe* O Jx O x

:f}*okj*oe*_loi*:f/*oe*_lo
Portanto, L.(f, Ay, B) = f;* oetoi, = f.oe toi, = L.f, AL, B). O
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Lema 4.1.7. Suponhamos que (f, A, B) seja admissivel, e seja {Aa,a = 1,...,n} uma

familia de subconjuntos de Ey, satisfazendo
i) (f,Aa, B) € admissivel para o = 1,..,n;

i) Aa N Ag =0, para o # j3;
iii) A= J Aa.
a=1

Entio, L.(f,A,B) = L.(f,Aa, B).
a=1

Prova:. Como F; é normal e (f, A,, B) é admissivel para cada «, existe uma colegao
{N, | @ =1,...n} de conjuntos fechados, tais que N, é uma vizinhanca fechada de A,,
com N, N Ng =0 paraa# e f~H(B)N (N, — Ay) = 0.

Assim, N = U N, é uma vizinhanca fechada de A = U"_, A, e f~Y(B)N(N — A) = 0.

a=1

Segue que f restrita a N define uma aplicagao de pares f, : (N,N — A) — (E», E» — B).
Consideremos agora as aplicagoes de pares f, : (No, Ny — A) — (Es, E5 — B) obtidas

pela restricao da f as respectivas vizinhancas fechadas, assim temos o seguinte diagrama

comutativo.
/El\
(Ela El - Aa) o (El, E1 — A)
€a € (41)
(Ng, Ny — Ay) o (N,N —A)
I
(Ey, By — B)
Mostraremos que f/, o e;toid, = Zfa* ) e;*I 0 1ys . Sendo N uma reuniao finita
a=1

de fechados disjuntos N, e A = U A,, temos que as inclusoes k, : (Ny, Ny — An) —

a=1

(N, N — A) induzem um isomorfismo Z Eas EB H,(Ny, Ny — Ay) = H.(N,N — A).

a=1 a=1
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Do diagrama 4.1 temos que j, o e o k, = e,, assim para cada «,
€l 0 jax 064 0 kgy : H (Ny, Ny — Ay) — H,(Ny, Ny — Ag)
¢ o homomorfismo identidade, logo

Id = anea*l O Jas O €4 O Koy éH*(Na,Na —Ay) — éH*(Na,Na —An).

a=1 a=1 a=1

n n n
Aplicando (Z kae) ' ma equacdo anterior temos Ze;j O jJax 06, = Ido (Z os) L.

a=1 a=1 a=1

Aplicando Z kqs na ultima equacao, segue que

a=1
n n
1 .
E Kos © E €ox O Jax © €x = Id.
a=1 a=1

Ou seja, Z(ka* oel ojumoe) : H(N,N - A) — H,(N,N — A) é o homomorfismo

a=1
identidade. Logo,

f/*oe*_loz'* :f/*o(Z(ka*Oe;:Oja*oe*))oelloi*

a=

1
= (fx 0 kax 0 €3t 0 Jaw 0 (ex0 s ) 01i).
a=1

Pela comutatividade do diagrama 4.1, temos f/, 0 ko = fa € Jax © i = iax, SEGUE quUE

n
fr«0 e*—l 01y = Z(fa* o e;*l O lgu)-
a=1

Portanto, L,(f, A, B) = > L.(f,Aa, B). O

a=1
Teorema 4.1.8. Suponhamos que (f, A, B) seja admissivel e seja {An, o = 1,..,n} uma

familia de subconjuntos de E; satisfazendo

i) (f,Aa, B) € admissivel para o = 1,..,n;

n

i) fHB)N (A=) A4a) =0;

a=1
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iii) Ao N Az =0, para a # .

Entao, L.(f, A, B) = iL*(f, A,, B).

a=1
Prova:. Por hipétese temos que para cada A,, existe uma vizinhanca fechada N,, satis-
fazendo f~1(B)N (N, — As) = 0. Afirmamos que A, = f~1(B)N A, ¢ um fechado em Ej,
De fato,

AL =fTH(B) N Ao = (f7H(B) N (Na — Aa)) U (f7H(B) N Aa)
= [7H(B)(Aa U (No = Aa)) = f7H(B) N Na.

Assim, como f~}(B) e N, sdo fechados de E, segue que A/ é fechado em E;. Sendo A/,
um fechado, temos que A, = A/, C A,; assim como A, N Ag = () para o # J3, segue que
A_flﬁA_’B = (), para @ # . Afirmamos que para cada a temos L,(f, AL, B) = L.(f, Aa, B),
De fato,

BN (A —A’>=f <B>m(A ~ (4 17(B)))
(B) N (A — £7(B) = 0.

Assim, segue do Lema 4.1.6 que (f, A/, B) é admissivel e L.(f, A, B) = L.(f, Aa, B).

Portanto temos

(1) > Luf,AaB) =Y L.(f A, B

Consideremos agora A" = A’ . Observe que a colecao {A., o = 1,...,n} satisfaz as
g o a

a=1
hipoteses do Lema 4.1.7, assim

(2) > L.(f, A, B) = L.(f, A, B).
a=1

n

Por hipétese temos f~1(B) N (A — U A,) =0, assim

fUB)N(A=A) = f(B)N (A~ UA’
=B nA-JAan B = (B nA) - (FHB)n [ 4a)
= B)NA-JA) =0
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Segue do Lema 4.1.6 que L.(f, A, B) = L.(f, A’, B). Deste resultado, juntamente com (1)

e (2), temos que L.(f, A, B) = ZL*(f, A,, B). ]
a=1

Coroléario 4.1.9. Seja (f, A, B) uma terna admissivel. Se L.(f, A, B) # 0, entao

fTYUB)NA#D.

Prova:. Suponha que f~'(B)N A = (). Assim, aplicando o Teorema 4.1.8, para n=2 e

considerando A; = Ay = (), temos
(1) L.(f, A, B)=L.f0,B)+ L.f,0,B).
Por outro lado, aplicando o Teorema 4.1.8 para n=1 e considerando A; = (), temos
(2) L.(f, A, B) = L.(f,0, B).

Segue de (1) e (2) que L.(f, A, B) = 0. O

Proposicao 4.1.10. Suponhamos que f : £y — F» seja continua, B seja fechado em F,
e ACEy. Se f71(B)N Fr(A) = 0 entao (f, A, B) é admissivel. Se A é aberto e (f, A, B)
entao f~1(B)N Fr(A) = 0.

Prova:. Se f~Y(B)N Fr(A) =0, entdao f~1(B) — Fr(A) = f~Y(B) e como A = Fr(A)U
Int(A), temos

FUB) A= f1(B) - (Fr(4) U Int(A)

= (f71(B) = Fr(A) N (f1(B) = Int(A)) = f(B) N (f~(B) — Int(A))
= fY(B) — Int(A).

Assim, A e f~'(B) — Int(A) sdo fechados distintos em Ej, e sendo F) normal, existe
uma vizinhanca fechada N de A, disjunta de f~'(B) — Int(A). Como f~Y(B) — A C
f~YB) — Int(A), temos que N é uma vizinhanca disjunta de f~!(B) — A satisfazendo
fYB)N (N — A) = 0. Portanto, (f, A, B) é admissivel.

Se A é aberto e (f, A, B) é admissivel, entdo A possui uma vizinhanca fechada N, com
S YB)N (N —A) =0. Sendo A aberto, temos Fr(A) C N — A, logo

fFYB)NFr(A) c fF/Y(B)N(N - A) =0.

42



4.1. INDICE DE TERNAS ADMISSIVEIS

Teorema 4.1.11. Sejam H uma homotopia em F(Ey, Es) e A aberto em FEj.
Se (H(t), A, B) € admissivel para cada t € I, entdo

L.(H(0),A,B) = L.(H(1), A, B).
Prova:. Pela Proposicao 4.1.10, temos que H(t)™'(B) N Fr(A) = (), para cada t € I,
assim H(t)(z) € By — B,z € Fr(A),t € I. Como Ey — B aberto, dado (t,x) € I x Fr(A),
existe vizinhanca W,, contendo H(t)(x) tal que W, C Es — B. Segue da continuidade de

H(t) que existe uma vizinhanca V;, de t, tal que H(t)(Vi,) C Wy C Ey — B. Variando
(t,x) € I x Fr(A), obtemos vizinhancas Uy, C E; e V}, C I tais que

H(t)(x) € By — B, © € Uy, t € V.

Assim, se fixarmos = € Fr(A), temos uma cobertura {Vj, | t € I} de I, logo existe uma
n
sub-cobertura finita {Vi,,t = to, ..., t,} de I. Seja U, = ﬂ Ui, assim U, é uma vizinhanga

1=0
aberta de x € Fr(A), satisfazendo H(t)(U,) C E, — B para todo t € I. Segue que

U=( U U,) U A é uma vizinhanca de A satisfazendo
xE€FT(A)

Ht)'(B)n(U—-A)=0,tel

Sendo E; normal temos que existe uma vizinhanca fechada de A contida em U, com
Ht) "' (B)n(N—-A)=0, tel.

Logo, para cada t € I, H(t) restrita a N define uma aplicacao de pares H,(t) : (N, N —
A) — (Es, Ey — B), ou seja, H define uma homotopia H, de funcdes continuas H/(t) :
(N,N — A) — (FEs, E; — B).

Portanto, L.(H(0),A,B) = H;.(0)oe; ' oi, = H/(1)oe;toi, = L(H(1),A,B). O

Se considerarmos o homomorfismo L*(f, A, B), como a composi¢ao dos homomorfismos
f* e—l* i*
H*(Ey, By — B) 5 H*(N,N — A) = H*(Ey, B, — A) 5 H*(Ey)

obtemos, os resultados duais do Teorema 4.1.11, 4.1.8 e Corolario 4.1.9, listados no teorema
abaixo.

Teorema 4.1.12. Seja (f, A, B) admissivel entio L*(f, A, B) satisfaz

1) Se{A. | a=1,..,n} for uma cole¢io finita de subconjuntos de A C E\, satisfazendo
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i) (f,Aqs, B) € admissivel para oo = 1,..,n;

i) fH(B)N (A= Aa) =0;
a=1
iii) Ao M Ag =0, para a # 3. Entao, L*(f, A, B) = iL*(f, Ay, B).
a=1

2) Se H for uma homotopia em F(Ey, Es),A C Ey e (H(t), A, B) for admissivel para
cada t € I, entao L*(H(0),A,B) = L*(H(1), A, B).

3) Se (f, A, B) for admissivel e L*(f, A, B) # 0, entdo f~'(B) N A # 0.

4.2. D-indices

Nessa secao consideraremos F; um espaco compacto, localmente conexo por caminhos,
conexo por caminhos e normal. FEs sera considerado Hausdorff, semi-localmente simples-
mente conexo e conexo por caminhos.

O objetivo é aplicar os conceitos da secao anterior para uma D-classe de homotopia,
para a construgao de um D-indice o qual serd um detector de D-classe essencial(veja 4.2.14).

Seja D uma D-classe para q: EFy - Bes: B — Fy, com qgos=1g.

Definicao 4.2.1. Sejam f : £y — FE, e p : E; — B fungbes continuas. Dizemos que
(f,p, A, s(B)) é D-admissivel, se (f,p) € D, A C E, e existe uma vizinhanga fechada N de
A com

[(f,sop)N (N —A)=10.

Proposigao 4.2.2. (f,p, A, s(B)) é D-admissivel se, e somente se, (f,p) € De (f, A, s(B))

¢ admissivel no sentido da segao 4.1.

Prova:. Pela Proposicao 2.3.2 temos que I'(f, s o p) = f~!(s(B)). Assim, A possui uma
vizinhanga fechada N, satisfazendo I'(f,sop) N (N — A) = () se, e somente se, f~'(s(B))N
(N — A) = (. Além disso, sendo F hausdorff, temos pela Proposigao 2.1.4 que s(B) é
fechado. Portanto, (f,p, A, s(B)) é admissivel, se e somente se, (f, A, s(B)) é D-admissivel
e (f,p) € D. O

Da Proposicao 4.2.2, temos as seguintes proposigoes.

Proposicao 4.2.3. Sejam f : Fy — FEy e p: Fy — B fungoes continuas, A C FEi, e
(f,p) €D. SeT'(f,sop)NFr(A) =10, entao (f,p, A, s(B)) é D-admissivel. Se A é aberto
e (f,p, A, s(B)) é D-admissivel entao I'(f,sop) N Fr(A) = (.
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Prova:. Segue da Proposicao 4.1.10. O]

Proposicao 4.2.4. Sejam f : E; — FEj e p: F; — B fungoes continuas, com (f,p) € D.

Entao
i) (f,p,0,s(B)) e (f,p, E1, s(B)) sdo D-admissiveis;

ii) Se (f,p, A1,s(B)) e (f,p, Az, s(B)) sao D-admissiveis, entao (f,p, A1 U As,s(B)) e
(f,p, A1 N Ay, s(B)) serao D-admissiveis.

Prova:. Segue da Proposicao 4.1.5 . ]

Da Proposigao 4.2.2, podemos definir um D-indice para (f, p, A, s(B)) D-admissivel, da

seguinte forma:

Definicao 4.2.5. Sejam f : F; — FE,, p : E; — B funcgoes continuas e A C F;. Se
(f,p, A, s(B)) é D-admissivel entao definimos L.(f,p, A, s(B)) = L.(f, A, s(B)).

Assim, os resultados da se¢ao anterior ficam da seguinte maneira

Teorema 4.2.6. Suponhamos que (f,p, A, s(B)) seja D-admissivel e seja { Ay, = 1,..,n}

uma familia finita de subconjuntos de Ey satisfazendo

i) (f,p, Aa, s(B)) é D-admissivel para o = 1,..,n;

n

ii) f7(s(B)) N (A— | Ad) =0;

a=1

iii) Ao N Az =0, para a # .

Entao, L.(f,p,A,s(B)) = En:L*(f,p, Aq,s(B)).
a=1

Prova:. Segue do Teorema 4.1.8. ]

Teorema 4.2.7. Sejam (H,P) € D e A aberto em E,. Se (H(t),P(t),A,s(B)) é D-

admissivel para cada t € I, entao,
Prova:. Segue do Teorema 4.1.11. ]

Proposicao 4.2.8. Seja (f,p, A, s(B)) D-admissivel. Se L.(f,p,A,s(B)) # 0, entao
['(f,sop)NA#0D.
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Prova:. Segue do Corolario 4.1.9. ]

Proposicao 4.2.9. Sejam f : Ey — Ey e p : Ey — B, com (f,p) € D. Entao,
(f,p, o, s(B)) é D-admissivel para cada classe de coincidéncia a € I'(f;s(B)) e

L.(f.p. Ev,s(B)) = Y L.(f.p.c,s(B)).

a € T(f;s(B))

Prova:. Peloitem iii) do Teorema 2.3.16, I'(f; s(B)) é discreto; assim dado o € T(f; s(B)),
existe uma vizinhanga aberta U, de «, satisfazendo T'(f;s(B)) N (U, — a) = 0.

Como « é fechado em I'(f; s(B)), e I'(f; s(B)) é fechado em FEj, temos que « é fechado
em F;. Sendo F; normal, existe uma vizinhanca fechada N, de @, contida em U,. Assim

para essa vizinhanca temos
L(f;s(B))N(Ny — ) =0.

Portanto, (f,p,«, s(B)) é D-admissivel.
Temos pelo item iv) do Teorema 2.3.16, que I'(f; s(B)) ¢ finito. Como I'(f;s(B)) =
U a, temos I'(f;s(B)) N (B, — U a) ={. Sendo a N B = 0 para a # 3, segue do

a € T(f:5(B)) a € T(f;5(B))
Teorema 4.2.6 que

Lo(f,p, By, s(B)) = Y Lu(f,p,a,s(B)).

a € T(fs(B))

]

Lema 4.2.10. Dadost € I, oy € T'(H(0);5(B) e ay = {x; € D(H(t): s(B)) | 3z € g

com o ~ gt pty Tef, entdo oy € T(H(t); s(B)) ou a; = 0.

Prova:. Suponha oy # (), e seja 2, € oy, assim existe a € T(H(t), s(B)) contendo ;.
Mostraremos que o = ay.

Dado y € a, temos que x; ~(m(1),p(t) Y; COMO Ty € ay existe xg € g com To ~ (gt pty T;
assim pelo item ii) da Proposicao 2.3.5 temos que xo ~ (gt ), ptp(r) Y- Como [HLH(t)] =
[H{] e [PLP(t)] = [P], temos pela Proposi¢ao 2.3.13 que xq esta (H§, P})-relacionado com
Y, ou seja, y € ay. Portanto a C «.

Dado y; € ay, suponha que y, € § € T'(H(t); s(B) com « # 3. Seja x1 € T'(H(0); s(B))
COmM Ty ~ (gt pty Yi; COMO To ~(H(0),P(0) 1 € L1 ~(gt pt) Y temos pelo item iii) da

Proposicao 2.3.5 que xo ~m(0)mt,p0)FL) Yt-
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Sendo [H (0)Hp| = [Hg] e [P(0) 5] = [Fg] temos pela Proposicao 2.3.13 que xg ~ g pty
Y. Assim temos que z ~(HLPY) Tt € Yt ~((HY)-1,(PH-1) To; logo pelo item iii) da Proposicao

2.3.5 segue que Yy ~((mt)-1HL,(Pt)-1PL) Lt-
Como [(HY)T'HE = [H(t)] e [(P)™'PY] = [P(t)], temos pela Proposigao 2.3.13 que

Yi ~(H(1),P(1)) Tt, assim o = 3, contrariando a hipétese, logo y; € . Portanto oy C . [

Lema 4.2.11. Sejam (H,P) € D,q,r,s € I, e considere oy € T(H(t): s(B)) para t =
q,r,s. Se ay estd (H7, P])-relacionado com a, e a, estd (H;, P?)-relacionado com as,

entdo oy estd (H;, Py)-relacionado com as.

Prova:. Suponha que o, ~(Hy,Pp) Qr € Qp ~(H3 Ps) O, assim pelo item ii) da Proposigao
2.3.12, ag ~(urms prps) s. Pela Proposicao 2.1.2, temos [Hy H}| = [H]] e [Py P}] = [F;],

assim segue da Proposicao 2.3.13 que ag ~(m3,ps) Q. O

Lema 4.2.12. Dados (H,P) € D er € I, entio existem e > 0 ¢ {A | a € T(H(r);s(B))}

colecao finita de abertos, com o C A, satisfazendo as propriedades abaizo:
i) Ao N Ag =0 para a # B, com aef € T(H(r):;s(B));

i) Se|r—s| <e, e eT(H(s);s(B)), entio existe o € D(H(r); s(B)),

com 3 C Ay e 8 ~(ur.pry a;

iii) Se s € I e|r—s| < e, entio a colegio Aq(indezadas para o € T(H(r); s(B))) € tal
que (H(s), P(s), Aa, s(B)) € D-admissivel.

]

Prova:. i) Pelos itens iv),iii) e ii) do Teorema 2.3.16 temos que I'(H(r); s(B)) ¢é finito,
cada « é fechadoem I'(H (r); s(B)) e I'(H(r); s(B)) é fechado em FEy, assim cada « é fechado
em F;. Como FE; é normal existem vizinhangas abertas e disjuntas A/, com o C Al para
cada o € D(H(r); s(B)).

Fixado «, para cada x € a, tome V, vizinhanga de H(r)(z) = (s o P(r))(z), de modo
que para todo lagco D contido em V,, com ponto base H(r)(x), temos [D] = [H(r)(z)].

Como H, (soP) : IXE, — F, dadas por H(r,x) = H(r)(x) e (soP)(r,x) = (soP(r))(x)
sdo continuas e H(r,z),s0 P(r,z) € V,, entdo existe vizinhanca [r — ., 7 +¢,] x U, contendo
(r,x), com U, C AL, tal que

(1) H([r —ep,r + 6] x Up) U (s0 P)([r — €4, 7 + €] x Up) C V.

47



CAPITULO 4. D-INDICES

Podemos tomar U, conexo por caminhos, pois E; é localmente conexo por caminhos.
Fazendo o variar em I'(H(r): s(B)), obtemos a colecio {U, | z € T(H(r): s(B))} que é
uma cobertura por abertos de I'(H (r); s(B)). Como I'(H(r); s(B)) ¢ compacto, existe um
subconjunto finito J de I'(H(r); s(B)) com {U,,x € J} cobrindo I'(H(r); s(B)).

Tome agora a cole¢ao A, = U U,, o € D(H(r);s(B)), e = min{ez,x € J} ¢
rzcanJ

considere K = F; — UAO“ com a € T(H(r): s(B)). Como I'(H(r); s(B)) C UyA, temos

I'(H(r);s(B))N K =10.

Observe que K é compacto pois é um fechado dentro do compacto E; e sendo
T(H(r);s(B)) = H(r)"'(s(B)) temos que H(r)(K) C Ey — s(B).

Mostremos que existe €3 tal que para |[r — s| < €
H(s)(K) C Ey — s(B).

Para cada k € K, H(r,k) = H(r)(k) € Ey — s(B), como E, — s(B) é aberto, existe um
aberto W}, contendo H(r)(k), com Wy N s(B) = ().

Sendo H continua existe uma vizinhanca [r — ez, 7 + €,] x Oy contendo (, k), com O,
aberto em K, satisfazendo H([r — e, 7 + €] x O) C Wj. Assim obtemos uma cobertura
aberta {O, k € K} de K, e sendo K compacto, podemos extrair uma subcobertura finita
{O,,i =1,..,n} de K, satisfazendo H([r — ex,, 7 + €,] x O,) C Wy, C Ey — s(B).

Tomando €, = min{e,,i = 1..,n}, temos que H(s)(K) C Ey — s(B) para |r — s| < €.

Portanto, temos que para |[r — s| < €3

(2)  H(s)(s(B)) = T(H(s); s(B)) € | J Ao

Seja € = min{e;, e2}. Mostremos que € e a colecio {A, | a € T(H(r); s(B))} satisfazem as
propriedades acima.

Temos que A, = U U, C Al e por construgao A/, N A%, = () para o # (3, assim segue
rzeanJ
o item 7).

ii) Suponhamos que |r —s| < e,s € I, e z, € 8 € T(H(s);s(B)). Como € < €, temos
por (2) que z, € A, para algum o € D(H(r); s(B)) , logo z, € U, para algum z € v N J.

Como U, é conexo por caminhos, existe um caminho C em U, unindo z, a x.
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Como |r —s| < ¢ < ¢, temos por (1) que < H],C > e s(< P!, C >) estao contidos
em V; além disso o caminho < H',C' > xs(< P’,C' >)"! é um lago em V, com ponto
base H(r)(x). Pela escolha de V, temos [< HT,C > xs(< Pr,C >)7'] = [H(r)(z)], assim
(< H,C >] =[s(< P],C >)], logo x5 ~yr pry x. Portanto 3 ~(gr pry a.

Além disso, se !, € [, temos da mesma forma que, 2, € A, para algum o', e
T, ~grpry ¥ com ' € o, ouseja, B ~gr pry . Assim temos 3 ~gr pry @' € B ~gr pry @,
logo pela Proposicao 2.4.1 temos que o = «/.

Portanto § C A, e B ~gr pry 3, provando assim i1).

iii) Suponhamos que |r —s| < e,s € I, e a € T(H(r); s(B)). Como Az ¢é aberto para
cada f3, e os abertos A, sao disjuntos, temos que (UB Ag) N Fr(A,) = 0.

Portanto, por (2) temos que
['(H(s);s(B)) N Fr(A,) = 0.

Assim pela Proposigao 4.2.3, temos que (H(s), P(s), A, s(B)) é D-admissivel. O

Teorema 4.2.13. Sejam (H,P) € D e ag € T(H(0); s(B)). Se g ~(H,P) X1, COM O €
I'(H(1):s(B)), entdo

L.(H(0), P(0), a0, 5(B)) = L.(H(1), P(1), o1, 5(B)).
Se o ndo esta (H, P)-relacionado com nenhum oy € T(H(1);s(B), entdo
L.(H(0), P(0),ap,s(B)) = 0.

Prova:. Para cada t € I, seja oy, como no Lema 4.2.10, assim oy € T(H(t); s(B)) ou
a; = (). Em ambos os casos temos (H(t), P(t), at, s(B)) D-admissivel.

Se a; = () entdo pela Proposicao 4.2.8 L,(H (1), P(1), ay, s(B)) = 0, assim para mostrar-
mos que L,(H(0), P(0), o, s(B)) = 0, basta mostrarmos que

L.(H(0), P(0), ag, s(B)) = L.(H(1), P(1), a1, 5(B)).

Mostraremos agora que para provar isso ¢ suficiente mostrarmos que fixado r € I, existe

e > 0 tal que para |[r —s| <e
(1) L.(H(s), P(s), s, 8(B)) = Lo(H(r), P(r), o, s(B)).
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Seja J ={t eI | L.(H(0),P(0),,s(B)) = L.(H(t), P(t),aq,s(B))}, sendo I conexo
e J nao vazio pois 0 € J, se mostrarmos que J é aberto e fechado, teremos J = I, mostrando
assim que L,(H(0), P(0), ap,s(B)) = L.(H(1), P(1), a1, s(B)).

Mostremos, entao que J ¢é aberto. Dado ¢t € J, temos L.(H(0), P(0),ao,s(B)) =
L.(H(t), P(t),a, s(B)), e por (1) temos que para |s — t| < €,

LL(H(0), P(0), a0, 5(B)) = L.(H(t), P(t), a0, 5(B)) = Lo(H(5), P(s), s, 5(B)).
Assim para s € I, = (t — €, + €), temos
LL(F(0), P(0), a0, 5(B)) = Lu(H(5), P(s), s, 5(B)).

Assim cada t € J possui uma vizinhanga aberta I, C J, logo J é aberto. Analogamente
I — J é aberto.

Provaremos agora (1), considerando o caso o, = (). Pela Proposi¢ao 4.2.8 basta mostrar-
mos que «; = (). Suponha por absurdo que ay # (), assim pelo item i) do Lema 4.2.12
existe 3, € f(H(r);s(B)) com a, ~yr.pr) Br e sendo ag ~(ys ps) s temos pelo Lema
4.2.11 que ag ~ur pr) B,. Portanto a, = (3, # (), contrariando a suposicao a, = (), assim
as = 0.

Consideremos agora o caso «, # (). Mostraremos a seguir que, ao tomarmos a colecao

A,, garantida pelo Lema 4.2.12, é suficiente mostrar
(2) Ay, NT(H(s);8(B)) = as.

Se (2) é valido entao para r = s temos A,, NI'(H(7); s(B)) = a,.. Pelo item éii) do Lema
4.2.12, temos que (H(s), P(s), Aa,,s(B)) é D-admissivel e pela Proposigao 4.2.9 temos que
(H(s), P(s),as,s(B)) é D-admissivel, além disso temos de (2) que T'(H(s); s(B)) N (Aa, —

a) = (), portanto pelo Teorema 4.2.6 temos
(3) L.(H(s), P(s), s, 5(B)) = L.(H(s), P(s), Aa,, s(B)).
Da mesma forma temos
(4) L.(H(r), P(r), ar, s(B)) = Lu(H(r), P(r), Aa,, 5(B)).
Pelo item i) do Lema 4.2.12 temos que (H:(t), P¥(t), Aa,.,s(B)) é D-admissivel para
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cada t € I. Como A,, é aberto e (H?, P?) € D, com (H?(0),P:(0)) = (H(r),P(r)) e
(H:(1),P:(1)) = (H(s), P(s)), segue do Teorema 4.2.7 que

(5) L.(H(r), P(r), Aa,, s(B)) = L.(H(s), P(s), Aa,, s(B))-

Portanto,

L.(H(s), P(s), a5, 5(B)) 2 L.(H(s), P(s), Au,,8(B)) L L.(H(r), P(r), Aa,,5(B)) <
L.(H(r), P(s),a,s(B)). Assim é verificado a igualdade em (1).

Mostraremos agora (2). Se A, NT'(H(s);s(B)) =0, entao a5 = . De fato, se as # 0,
entao existe x5 € oy e pelo item 4i) do Lema 4.2.12 existe (3, € f(H(r); s(B)) com oy C Ag,
e ag ~r.pry Br. Como ag ~(Hg.Pg) (s € Qs ~(HT pr) B, temos pelo Lema 4.2.11 que
o ~(mz,p;) Br- Assim B, = a,, e v, € ay C Ag, = A,,. Portanto x, € Ay, NT(H(s); s(B)),
contrariando o fato de A,, NT(H(s);s(B)) = 0.

Se Ao, NT(H(s);s(B)) # 0, seja © € Ay, NT(H(s); s(B)) e v, € T(H(s); s(B)), com
x € 75. Pelo item 4i) do Lema 4.2.12, existe /3, € I'(H(r); s(B)) com 75 C Ag,.

Como A,, NAg,. # 0, temos Ag, = A,,, logo 75 C A,,. Portanto pelo item ii) do Lema
4.2.12 temos que o, ~(gs ps) Vs. Como o ~(Hg, Py) O, T€IMOS O ~ (15, Ps) Vs logo vs = as.
Portanto, x € as.

Por outro lado, temos que a; C I'(H(s); s(B)), assim resta mostrar que ag C A,, .

Se a, = (0, a inclusao é trivialmente satisfeita. Suponha entao a, # (), assim pelo item
ii) do Lema 4.2.12, existe 8, € T(H(r); s(B)) com o ~ur,pry Br e ag C Ag.. Como
Qo ~(H3,Pg) sy SEGUE qUe g ~(m7 Pr) By, logo B, = a,.. Portanto oy C A,, .

]

Coroléario 4.2.14. Sejam [ : Ey — Ey e p: By — B fungoes continuas, com (f,p) € D
eaeT(f;s(B)). Se L,(f,p, o, s(B)) #0, entio o ¢ essencial.

Prova:. Suponhamos por absurdo que L.(f,p,a, s(B)) # 0 e @ nao seja essencial, entao
existe (H, P) € D, com (H(0), P(0)) = (f,p), e ndo existe 5 € T'(H(1); s(B)) satisfazendo
a ~py B. Assim, pelo Teorema 4.2.13 temos L.(f,p,a,s(B)) = 0, contrariando a
hipétese.

]

Coroldrio 4.2.15. Sejam f : Ey — FEy e p: Ey — B fungoes continuas, com (f,p) € D.
Se L.(f,p, Ey,s(B)) # 0, entao n(f,p,D) > 0.
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Prova:. Suponha L.(f,p, Fy,s(B)) # 0, entao pela Proposi¢ao 4.2.9

S Lu(f.p.a,s(B)) = Lo(f.p, Ev, s(B)) # 0.

a € T(f;s(B))

Logo, existe a € I'(f; s(B)), com L,(f,p,a,s(B)) # 0. Segue do Coroldrio 4.2.14 que a &
essencial, logo n(f,p, D) > 0.
UJ

Proposicao 4.2.16. Seja (f,p) € D, assim para que L.(f,p, E1,s(B)) # 0, é necessario

que o diagrama abaixo nao se fatora para nenhuma g homotépica a f.

E2 - S(B)
i -7 l
B Ey

Prova:. Suponhamos que exista alguma g homotépica a f, possuindo um levantamento
g, assim f, = g, e i, 0 g, = f.. Consideremos agora a terna admissivel (f, Ey,s(B)) e o

seguinte diagrama comutativo

..H,(E, — F\) — H,(E,) —> H,(E\,E, — F\) — H,_1(E, — E})...

| .5 B |
£ -/

n kn
Hn(EQ - S(B)) I Hn<E2) —— Hn(EQ, E2 - S(B)) I n,1(E2 - 8(B>>

Segue da exatidao e comutatividade do diagrama que f,,0j, = k,of, = kyo(i},0g,) = 0;
como j, é isomorfismo, devemos ter f,,; = 0. Assim L,(f,p, E1,s(B)) = f,oe;toi, =0
para todo n > 0. Portanto, L.(f,p, E1, s(B)) : @ H,(Ey) — @Hi(E27 E;—s(B)) é igual

ieN ieN

a0 homomorfismo nulo. ]
Teorema 4.2.17. Sejam f : Ey — FEy e p: Ey — B fungoes continuas, com (f,p) € D.
Se existe xg € a € f(f;s(B)), tal que T(f,p,x0, D) = Ker(qy), entio para toda classe
B eT(f;s(B)) temos

L*(f,p,oz,s(B)) = L*(f,p,ﬁ,S(B))

Prova:. Sejam 3 € I(f;s(B)),z € 8 e C caminho ligando z, a .
Temos que [foC][(sop)oC]™' € Ker(qx) = T(f,p, o, D), logo existe (H, P) € D com
H laco em f e P lago em p, tal que
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[foCl[(sop)oC]™ =< H,z >|[s(< Pyxg >71)].
Assim,

(< H'NC>|=[<H'f,20C > =[< H 2y >< f,C >| = [< H ' 2y >][< f,C >]
= [s(< Pyzg >7Y)|[(sop) o C] = [s(< P,xg >"1)s(< p,C >)] = [s(< P71 C >)].

Portanto, zo ~(g-1,p-1) T, ou seja, a ~g-1 p-1) 3. Como (H=Y,P~1) € D, e sendo H

lagco em f, P lago em p, segue do Teorema 4.2.13 que
L.(f.p,a,s(B)) = L.(f,p, B, s(B)).
O

Corolario 4.2.18. Sejam f : Fy — FEy e p: Ey — B fungdes continuas, com (f,p) € D.
Se existe xg € I'(f; s(B)), com T(f,p,x9,D) = Ker(qy) e L.(f,p, E1,s(B)) # 0, entio

n(f,p, D) = r(f,p; Ker(qy)).
Além disso, para cada o € T'(f; s(B)), temos

L.(f,p, Er, s(B)) = r(f, p; Ker(qy)) L (f, p, &, s(B)) = n(f,p, D) L (f, p, @, s(B)).

Prova:. Suponha que existe zyp € oy € f(f;s(B)), com T(f,p,x0,D) = Ker(qy) e
L.(f,p,E1,8(B)) # 0. Como L.(f,p, E1,s(B)) # 0, temos pela Proposi¢ao 4.2.9, que
L.(f,p,, s(B)) # 0 para algum « € f(f; s(B)), assim, pelo Teorema 4.2.17,

L*(fapa Q, S(B)> 7é 0.

Segue do Corolario 4.2.14 que o é essencial, e como T'(f, p, xo, D) = Ker(qy), temos pelo
Corolario 3.3.9 que

(1) na(f,p,D) =r(f.p; Ker(qs)).

Pela Proposigao 4.2.9, temos que

L.(f.p, Ev,s(B)) = Y Lu(f,p,a,s(B)).

a € T(f;5(B))
Segue do Teorema 4.2.17, que todas as classes tem mesmo indice, logo

L*<f7p> Elvs(B)) = n(fvpa D)L*<f7p7057 S<B))

53



CAPITULO 4. D-INDICES

Portanto, por (1) temos

L.(f,p, E1,8(B)) = n(f,p, D)L.(f,p, o, s(B)) = (f, p; Ker(qx)) L. (f, p, a,5(B)).
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Capitulo

5

Aplicacao

Apresentaremos nesta secao algumas aplicacoes da teoria de D-classes de homotopia.
A seguir estimaremos o numero de Nielsen n(f,p, D), para determinadas D-classes de

homotopia.
Exemplo 5.0.19.

Sejam f : S — S' uma funcéo continua qualquer com f nao homotépica a identidade

el:8" — S a funcio identidade, assim podemos associar o seguinte diagrama

(L.f)

Elzsl E2251X51
A
\ /—4/
B =25

onde ¢(z,y) = x e s(z) = (z,x).
a)Mostrando que L.((1, f),1, Ey,s(B)) # 0
Para isso, mostraremos que L;((1, f), 1, E1, s(B)) # 0.

Consideremos o seguinte digrama comutativo

.. > H\(E, — B)) —— H,(E,) —~ H,(E\, E, — F) Ho(E, — Ey)

\L (Lf)ll l(lvf)/l i

= Hy(By — 8(B)) = H,(Ey) —~ H,(Ey, By — s(B)) — Hy(E> — s(B))

Onde j: By — (Ey, Ey — Ey) ei: Ey — s(B) — Ey s@o inclusoes.

Temos que 7 (Fy — s(B)) = Z (para mais detalhes veja pag 146 de [4]), também temos
iy m(Ey —s(B)) 2% — m(Ey) 2 Z x Z dada por iy(x) = (x,x).

Assim 71 (Fy — s(B)) é abeliano e Hy(Ey — s(B)) = m(Ey — s(B)).
Utilizando as identificagdes Hy(Ey) = Z X Z e Hi(Ey — s(B)) = Z, temos que
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iy © Hy(Ey — s(B)) — Hy(FE>) é dada por ii(x) = (z,z). Além disso sendo f nao

homotopica a identidade, tomando n = grau(f) # 1 temos
(L f)1: Hi(By) 2 Z — Hy(Es) XL x Z

dada por (1, f)1(z) = (z,nx).
Assim Im((L f)1> ¢ Zm(zl) = K6r<kl); segue que Ll((Lf)? 1>E17S(B)) = (17 f)/lojl -
k1o (1, f)1 # 0, portanto

L*((la f)? 17E17S(B)) = ]* o (Lf)/* 75 0.

Como L.((1, f),1, E1,s(B)) # 0 temos pelo Corolario 4.2.15 que n((1, f), 1, D(A3)) > 0.

b)Calculando o Nimero de Nielsen

Sendo ¢ uma fibragao, temos pela Proposicao 3.3.23 que

KG’I”(Q#) = Z# (71—1(Fxoa (230, f(xo)»),

com F,, = ¢ '(x¢) a fibra sobre xq, além disso temos que ¥ = S! é um H-espago, logo

pelo Corolério 3.3.20 temos

A1, £),1,D(89)) = (1, ), 15 (ma (s (20, £ () ).

Como F,, = {xg} x S! temos

iy <7r1 (Fy(zo)s (2o, f(a:o)))) = {[(aw0, )] € m (S* x S, (w0, f(20))) }, com g lago constante
em xg. Determinaremos agora quando [[(ag, @1)]|r = [[(c0, @2)]]r-

Usando as identificagoes (S, zo) = Z, m (S* x S, (2o, f(20))) = Z X Z, temos que o
homomorfismo (so 1)y : m (S, o) — m (S* x S, (z0,20)) é dado por (sol)(z) = (z,z),

além disso como f nao é homotdpica a identidade temos que existe n # 1 com

(1, ) 7T1(517900) — 7T1(S1 x St (ﬁo,f(xo)))

Dado por (1, f)x(x) = (z,nx).

Por definigao temos que [[(ag, a1)]]r = [[(ao, a2)]]r, se e somente se, existe 3 € 71 (S!, x)
tal que (1, f)x([B]) (a0, a1)] = [(co, 2)](s 0 1)x([5]). Assim usando novamente a identifi-
cagao acima temos [(0,z)]r = [(0,y)]r, se e somente se, existe k € Z tal que (1, f)x(k) +
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(0,2) = (0,y) + (so 1) (k). Temos
(1, /)u(k) + (0,2) = (k,nk) + (0,z) = (k,nk + x)

(0,y) + (s o Dy (k) = (0,9) + (k, k) = (k,y + k)

Assim, (1, f)x(k) + (0,2) = (0,y) + (s 0 1).(k), se e somente se, (n — 1)k =y — .

Segue que [(0,2)]g = [(0,y)]g, se e somente se, x = y mod(n — 1), ou seja, existem

exatamente |n— 1| classes de Reidemeister com representantes em iy (7 (Fy,, (o, f (xo)))>

Portanto n((1, f),1,D(A3)) = T((l, 1)y Ly (1 (Fl. (:L‘o,f(xo))))> =|n—1].

Exemplo 5.0.20.

Contexto:
Consideremos F; um espaco compacto, normal, localmente conexo por caminhos e

conexo por caminhos e Fy o anel pingado em a € F5 representado pela figura abaixo.

Sejam f : By — E, funcao continua qualquer e p : F; — {a}, assim podemos associar

o seguinte diagrama

B ={a}
Onde s é a inclusao e g aplicacao constante.
Condicgoes para n(f,1,D(As)) >0 .
Observemos que F, tem o mesmo tipo de homotopia que o circulo S!, através de uma
retragao 1 : (Es, By —a) — (S, S' —a), a qual composta com a inclusao i : (S, S* —a) —
(Es, By — a) é homotdpica a identidade de (Es, Ey — a).
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Como FE, tem o mesmo tipo de homotopia que S', temos H;(Fy) = Z, além disso
pela sequéncia do par (Fs, By — a) segue que: Hi(Es, Fy —a) = Z e a inclusao j : By —
(Es, E5 — a) induz um isomorfismo, j; : Hy(Es) — Hi(Es, Ey — a).

Como j; é isomorfismo, se f; # 0, entdao Ly(f,p, F1,s(a)) = j1 o fi # 0, assim pelo
Corolario 4.2.15, n(f,p, D(Az)) > 0.

Calculando o Nimero de Nielsen
Temos que Ey é um H-espago, assim T'(Fy, a) = m1(Es, a) e m1(Es,a) = Z é abeliano.

Supondo n(f,p, D(Ay)) > 0, entao pela Proposi¢ao 4.2.18 temos

n(fvpa D(AQ)) = T(fapa KBT(Q#)) = T(.ﬂp)

Além disso temos pela Proposicao 3.1.8 que

m1(E») )

r(f,p) = T(f#, (S OP)#) - 0Td<[m(f# - (5 op)#)

Observemos que (s o p)x é o homomorfismo nulo, assim I'm(fy — (sop)g) = Im(fz).

Além disso, como 71 (FEs, a) = Z, temos que existe n > 0 tal que
M) Im(fy) = .

Se n =0, entao r(f,p) = ord(%) = ord(Z) = oo, assim devemos ter n(f,p, D(Ay)) =

0, pois se n(f,p, D(Az)) > 0 entdao n(f,p, D(Aq)) = r(f,p) = 0o, contrariando o item (iv)
do Teorema 2.3.16.

Se n > 0, entao fx # 0, assim pelos comentdrios feitos anteriormente temos

17,9, D(8s)) = r{f,p) = ord(-) = n.

Assim, podemos concluir que n(f,p, D(As)) = n onde n é dado em (1).
Exemplo 5.0.21.

Contexto :

Consideremos M A = IxT onde A =




, . IR2
T é o toro visto como T

O espaco M A é um fibrado sobre S' com projecao ¢ : MA — S dada por

q(< t, ’ >) =< t >. Segue da sequéncia exata do fibrado que M A é também um
Y
espago K (m, 1), cujo grupo fundamental tem a presentacio < a,b,c;[a,b] = 1,cac™ =
a,cbc™t = a3b7! >, onde a e b sao geradores do 7 (T) e ¢ é o gerador de m(S?) .
Consideremos f : MA — MA, de modo que no grupo fundamental fy : m(MA) —
T (MA) é dada por fy(a) =1, fx(b) = a®b* e fu(c) = a®b2c (veja pag 11 de [10] que tal

fungao é uma composigao ps o ho (1, f)).
0
Tomemos s : ST — MA dada por s(< t >) =< (t, [ 0 ]) >, assim sy : m(S') —

m(MA) é dada por sx(c) = c.

Pode-se provar (veja [10]) que f é construida de forma a tornar o seguinte diagrama

comutativo no sentido horério, com go s = 1g1.

E, = MA ! Ey=MA
q
q S
Sl

Estamos considerando a D-classe de homotopia D,,.
a) Célculo de r(f,p, Ker(qx)).

Para o calculo de r(f, p, Ker(qu)) considere os homomorfismos (soq) 4, fu : m(MA) —
m(MA). Dado fy = a™b™c™ € m(MA), entdo f; = a™ b3 estd na classe de Reide-

meister de 3y se existe a = a*b¥c* € m(MA) tal que
F(@)am e = a™m e (s 0 )4 @)
Assim,
<a6b4>y(acl bCQ C)zanl bng Cng _ aml bmg Cmg CZ
(a6b4)y(acl bCQ C)Z(J,nl bng szcng — aml bmg Cm3

(a®bh)Y (ab%c) . .. (a™b%2c) a™ b 7™ = ™ b2
v

||

(a®b*)¥ (a“b) (ca“ b2 ) (ab?) e 2. .. a2 ) e T e a™ b e = a2 ems
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a“ b se x é par
Notemos que ¢*(a“ b?)c™* = . -
a“ (a=°b~")* se x é impar

Logo,
(a®b")¥(a“b%2)(cab?)c (a1 b2)e™2 .. FH a b2 ) e F  Fa™M b2 e = g™ Ems
(a6b4)y(aclb02)[%](ac1 (a73b71>02)[%]czanlbnchzcng —  gmMpmems

onde [3] significa "maior inteiro menor ou igual que 5. E assim, ora somando expoentes

de a, ora de b e de ¢ respectivamente, temos:

6y + c1[Z5] + c1[Z] — 3ca[2] + 1 + (—3ny se z fmpar, caso contrario +0) = my
4y + o[ Z2] — o[2] + (—n2 se z fmpar, caso contrério + ns) = my
ns = m3

Segue que a"'b"c™ e a™ b2 estao na mesma classe de Reidemeister se é possivel
encontrar x,y, z inteiros satisfazendo
Quando z é par, digamos z = 2k
( 6y + c12 — 3cok +ny+ = my
4y 4 no = Mgy
L 73 = ms3
Se z fmpar, z =2k + 1
( 6y + c12 — 3cok +ny —3ny = my

4y + co — ng = Mg

L 73 = ms3

Assim, em ambos os casos a ultima igualdade implica que existem infinitas classes de
Reidemeister, logo r(f,p) = oo. No entanto, veremos que r(f,p, Ker(qs)) ¢ finito sob
algumas hipoteses.

Vamos identificar o Ker(qy) = m (1) cujos geradores sao a e b, como sendo o reticulado
7 x 7 C TR?, assim nas equacoes acima temos ng = ms = 0. Neste reticulado calcularemos
quando que dois pontos deste reticulado representam mesma classe de Reidemeister.

6 c
Casol: Se Det [ ! ] = 0, entao existem infinitas classes de Reidemeister.

C2

C1

6
Suponha Det [ ] = 0, assim 3¢y = 2¢;.

C2
Reescrevendo as equagoes acima temos

Se z = 2k
6y + (201 — 362)]{3 +ny = my
4y + no = my

Assim, se z = 2k temos
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Sez=2k+1
6y +n1—3ng+c1+ (20 —3c)k = my
4y+02—n2 = M

Assim, se z = 2k + 1 temos

<m1> <n1—3n2+01> (6)
meo Co — N9 4

Portanto, fixado a™ 0™, a classe de Reidemeister [a 0™ é composta apenas por pontos

-3 6
no reticulado que pertencem a reta L; = ( = et > +y ( A ) ou Ly = ( m )

Co — Ny ng
(6
Y 4 )

Assim, existem infinitas classes de Reidemeister com representantes em Ker(gy) se
6 (&1

462

Det =0.

Caso 2(Particular): Para ci,c; = 1, existem 2 classes de Reidemeister.
Substituindo ¢q, co = 1 nas equagoes anteriores temos

Se z =2k
6y—l€—|—n1 = mm

4y + ng = my

Colocando em forma matricial temos
m ny — k 6

mo N9 4
Se z=2k+1
6y+n,—3ns+1—k = my
dy+1—ny = Mo

Colocando em forma matricial temos

m ng—3n.+1—k% 6
B: e ! ? +y .
mo 1— N9 4
Tomando y = 0 na equacao A, “ em termos do reticulado temos que todos os pontos
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CAPITULO 5. APLICACAO

com mesma altura estao relacionados” assim [a™¥b"2|p = [a™1b™2]g com k € Z .

Tomando, k& = 0, e variando y € Z, é sempre possivel achar um representante no
reticulado da forma (ny,ny) com 0 < ny < 4.

Assim, pelas consideracoes anteriores basta analisarmos os pontos do reticulado
J =1{(0,0),(2,1),(3,2),(5,3)}, que estao no paralelogramo de vértices
((0,0),(1,0),(6,4),(7,4)). Ou seja, para calcularmos o nimero de classes de Reidemeister
basta analisarmos no conjunto J quais estao na mesma classe.

Utilizaremos agora a equacao B, para compararmos os elementos em .J.

Tomando k = n; = ny = y = 0 na equacao B, temos que (0,0) esta relacionado com
(1,1), o qual por sua vez pela equagao A esta relacionado com o ponto (2, 1).

Tomando n; = 0,ny = —2 e k = 0 na equagao B temos que (0, —2) esta relacionado
com (7,3), o qual pela equagao A esta relacionado com (5,3), além disso tomando y = 1
e k = 0 na equagao A temos que (0, —2) esta relacionado com (6,2). Usando novamente
A temos (6,2) relacionado com (3,2). Portanto conclui-se que (3,2) esta relacionado com
(5,3).

Portanto, os representantes no conjunto J dao origem a priori duas classes de Reide-
meister distintas a saber [a°0"]r e [ab?]R.

Mostremos agora que (0,0) nao esta relacionado com (3, 2).

Suponha que (0,0) esta relacionado com (3,2), entao deve-se verificar a equagao A ou B,

ou seja deve existir k,y € Z tais que

3\ [ 1-k 6
()0 ) ()
ou
3\ [ —k 6
(2)-(0)(5)
Verifica-se facilmente que é impossivel existir tais inteiros k e y. Portanto existem
exatamente duas classes de Reidemeister a saber [a’0°]g e [a*b?]R .

b) Anélise do D-conjunto de Jiang

Como M A é um espaco K (7, 1) nao abeliano, conforme pag 1773 de [9] temos que
m(F(MA,MA), f) éisomorfo ao C(m M A, f(m(MA))), centralizador da imagem de 71 (M A)
por f em m(MA), através do homomorfismo ev,, : m (F(MA, MA), f) — m(MA, f(x0))
dada por ev,,(H) = [< H,zo >].

A imagem de fy é gerada por a®b? e a®bc, assim para que a”bYc? esteja no comutador

deve comutar com esses elementos.
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ab*a*bVc* = a®bYcaSb*
bre* = bYeEbt
Vb e = Y
Primeira condicao comutar com a’b* < )
se z é par bbbt = bV
Se z é fmpar b*bYchb™4ct = Y
bY (a=3b1) " = 1Y impossivel

\
ou seja, para comutar com a’b* o elemento é da forma a®b¥c?*.

( a“bca®We? = a*bYcPkacrbe
b2eb¥e? = bYePFhee
pe2 beCQk—lb—cg — byCQk
Segunda condicao comutar com a“b®c: { b2V lh2c 2k = By
b2chvc b= =
be2(a3b b2 = Y
\ s6 ocorre se y = 0

Assim os elementos do centralizador C(m(MA); f) sdo da forma a®c**, como a e ¢?

comutam, esse centralizador é Z & Z com geradores a e ¢? .

Logo, os elementos da forma I'm(ev,,) = {[< H,z¢ >| € m(MA, f(z0)), H lago em f}
¢ gerado por a e 2.

Observemos que T'(f, ¢, o, D,) C Im(evy,) e pela Proposicao 3.3.2 temos T'(f, q, xo, D,)

C Ker(qu), assim T'(f, q, x0, Dy) é gerado apenas por a.

c¢) Estimativa do Nimero de Nielsen

Segue dos calculos anteriores para o caso particular ¢; = ¢o = 1 que

r(f,;T(f,q,70,Dg)) = 1er(f,q; Ker(qy)) =2

Assim se existir classe essencial, ou seja, n(f, ¢, D,;) > 0, temos pelo Coroldrio 3.3.8 que
1 <n(f,p.D,) <2

C1 ~ ~
# 0, entao f nao se fatora de acordo
C2

com o Proposicao 4.2.16. Assim, nesse exemplo particular para ¢; = ¢ = 1 podemos ter
L.(f,q, MA,s(S")) # 0 e portanto podemos ter n(f,q,D,) > 0.

No artigo [10] mostra-se que se Det [
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[10]

[11]
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