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Resumo

Neste trabalho estudamos leis de consé&wagscalar, com a dediug de uma drmula
explicita de uma solu#p suave de suporte compacto, t@&mbapresentamos o comportamento
da solu@o dada peladirmula quando o dado inici& nulo fora de algum intervalo limitado e

por fim estudamos a unicidade para uma dada lei de con&ersab certas hggeses.

Palavra-chave:Leis de Conservap, Condi@o de Entropia, Rel@p de Rankine-Hugoniot

e Solu@o Admisével.



Abstract

We study scalar conservation laws, with the deduction ofxati@t formula of a smooth
solution with compact support, we also present the beha¥itie solution given by the formula
when the initial value is zero outside a finite interval. Id@rto study the uniqueness of a given

conservation law under certain hypotheses.
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Introdu@o

A apresente®o deste trabalho inicia-se com um estudo sobre leis de m@gde escalar,
mais especificamente estudamos a egoag+ f (u)x = 0, para(x,t) € R x (0,0) queé o mais

simples modelo de movimento de onda.

Escrevendo a equag na forma diferencial; + f’(u)ux = O, vimos que seai(x,t) &€ uma
solug@o suave para o problema de valor inicial, com dado inigigl0) = up(X), a mesmae
. N , . dx : ~
igual ao seu dado inicial sobre a reth) satisfazendo a equag - = f'(u(x,t)), tais retas &o

chamadas dearacteiisticas

Em geral, tal problema de Cauch@apossui sollio suave globalmente definida, i€p
definida para todo > 0, mesmo quando temos dados iniciais suaves. Estenfeno de &o
exiséncia de solugo global, pode ser observada pelo fato que a indioatas retas carac-
teristicas dependem da soaa; e assim podemos esperar que tais retas se interceptame e ond

isto ocorre @o ha solu@o suave definida.

Interessados em definir soRpara todo tempo, 0 conceito de s@opara a equap acima
deve ser enfraquecido, cedendo lugar a um novo conceitdutgisachamada de solagfraca
ou generalizadao qual nos permite lidar com soldgs descoiriuas. Este novo conceito de
solu@o significa satisfazermosia a equago diferencial parcial em si, mas uma form@ac
integral obtida a partir da mesma, de sorte que quandoteestsioludes chssicas (suaves) tal

formulag@o integrake equivalente a equag diferencial original.

Apos tal defini@qo de solugo fraca demos alguns exemplos ésipbs de solugo fraca e
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verificamos diretamente que as mesmas satisfazem aagu#egral a qual define sokag
fraca. Tamem demos um teorema, a saber teorema 2.1, qual nos permiteutosolu@es

fracas explicitamente.

O enfraquecimento do conceito de s@dao@mplia nossa classe de candidatas a 8olugas
adotando este novo conceito perdemos unicidade para ceprablstog, solu@es fracas &o
sa0 unicamente determinadas por seus dados iniciais. Suide a&questo de como escolher
a solu@o adequada ou fisicamente relevante, lembrando que nassg@@§ proveniente de
algum modeloikico. Um criério para a escolha da sogfisicamente relevanéedado quando

o fluxo f em quesioé convexo, tal crério @ chamado deondi@o de entropiadada por Lax .

Por fim apresentamos a dedocde umadrmula expicita de uma sollio suave de su-
porte compacto para o problema de Cauchy com dado inicidhlitoj tamem apresentamos o
comportamento da sol&g dada peladrmula quando o dado inicial em qu&s€ nulo fora de
algum intervado limitado e estudamos um teorema de unieidach a dada lei de conseraacg

u + f(u)x = 0, sob certas hipteses.



Cagtulo

1

Resultados Bsicos e Conceitos

Neste cafiulo estio alguns resultados e defib&s para a leitura dos demais ttajos e

tamkem alguns teoremas fundamentais para a obtede alguns resultados deste trabalho.

Definicao 1.1 Uma fun@o real g definida em um intervala, b), onde—o <a< b < w0, & dita

convexa se para cadaye (a,b) e cada0 < A <1temos

gAX+(1=A)y) <Ag(X) + (L —A)g(y). (1.1)

Geometricamente, uma fulagé chamada convexa quando seafipo se situa sobre ou abaixo
de qualquer de suas secante, mais precisamentes<dexy enfio o ponta(t, g(t)) encontra-se

abaixo ou sobre a reta conectando os portag(x)) e (y,9(y)) no plano.

Substituindo< por < temos a defin@o de fun@o estritamente convexa, neste caso, 0

grafico de g @o apresenta trechos reitileos.

Teorema 1.1 Se gé convexa sobréa, b) ento gé contnua sobre(a, b).

Prova: \eja demostra@o, por exemplo, eni [7], p.106.
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Teorema 1.2 Seja f: (a,b) — R derivavel. Enfio as seguintes afirmées §o equivalentes:
a) f & convexa.
b) A derivada f(a,b) — R & morbtona crescente.

c) Para quaisquer w € (a,b) tem-se fu) > f(v) + f'(v)(u—v).
Prova: Veja demostrago, por exemplo, em[7], p.106.

Teorema 1.3 Uma fun@o f: (a,b) — R, duas vezes der@vel em(a,b) é convexa se, ésse,

f”(x) > 0 para todo xe (a,b).
Prova: Veja demostrago, por exemplo, em[7], p.106.

Observago 1.1 Se f'(x) > 0 para todo x< (a,b) entio f’ & crescente, logo & estritamente

convexa.

Teorema 1.4 Todo ponto citico de uma fungo convexa@ um ponto de mimo absoluto.
Prova: \eja demostra@o, por exemplo, eni [7], p.107.

Definicdo 1.2 Uma fungo g: (a,b) — R diz-se éncava quande-g & convexa.
Teorema 1.5 Todo ponto citico de uma fungo ddncavaé um ponto de aAximo absoluto.
Demonstra@o: Segue da defingp de fun@o @ncava e teorema anterior.

Lema 1.1 (Desigualdade de Jensere gé convexa sobréc,d) e se xy, X,y sdo pontos de

(c,d) taisque x< X' <y ex<y<y, enfio

a(y) —9(x)

X x) (1.2)

N
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Demonstragio: Sex=x ey =Y enfio nada temos a fazer. Observamos que-sev < b

sS40 quaisquer pontos de,d) pela defini@o de fungo convexa temos

b—w w—a

g(w) < Eg(a) + Eg(b)~

Entio seguem as desigualdades

(b—ajgw) < (b—w)g(a)+(w-ajg(b)

< (b—a)g(a)+ (a—w)g(a) + (w—a)g(b)

ou seja,

(b—2a)(g(w) —g(a)) < (w—a)(g(b) —g(a)),

multiplicando alltima desigualdade p v a)l(b— 3) > 0 temos

Portanto,

Por hipotesex < X' <y enfo de [1.B) temos a desigualdade

9(x) —g(x) _ 9(¥) —g(x)
X — X — y/ —x :

(1.3)

(1.4)

(1.5)

(1.6)
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Caso tivermos < y < X' enfio por [1.b) e[(1]16) obtemos

a(y) —9(x) < g(x) —g(x) < aly)

g(y)
y—X X —X y '

y

Casox < X <yeX <y< Y segue de[(115) as desigualadades

a(y) —9(x) < ay) —g(x) <

9(y) —9(X)
y—x y—x y-x

!

Portanto em qualquer dos casos vale o resultademAlisso, sg € estritamente convexa temos

que vale a desigualdade estrita cora X' <y ex<y <y em(c,d). m

Definicdo 1.3 Seja f: R — R de classe &R), e considere a aplicdp

g(v) =supuv—f(u)),ve R

ueR

g & chamada dé&ransformago de Legendrassociada a f.

Teorema 1.6 Seja f: R — R continuamente diferer@vel e estritamente convexa de modo que

|Ifm f(u)/|u| = co.

Considere g dransformago de Legendrassociada a fEntao,
a) gé convexa,

b) Iim|\,_m$ =0 e gf'(v)=Ff(vyv—1f(v),veR.
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Demonstrago:  Vamos provar que(.) & convexa. Dadop,q € R distintos e 0< A <1

en@o
gAp+(1-Aq) = fgﬂguo\w(l—)\q})—f(u»
= fgﬂg(A(up—f(U)H(l—/\)(UQ—f(U)))
< sngA(up— f(u))+suﬂ§(1—/\)(uq— f(u))
= Ag(p)+(1-A)g(q).
Agora vamos mostrar que lign., % = c0. DadoA > 0, parap # 0, temos :

_ B P (AP
g(D)—ggﬂgqp f(a) > /\|p|p f(|p|>

2
_ Aﬁ_f(A_p)
p| p|
)\p)
— Alpl—f (22,
P (Ip\

obtemos esta desigualdade considerangdol %. Dail temos que

> Alp| — i
g(p) > Alp| [n}aﬁ,

assim
iminf 3P < iminf <)\ _ M) _ 2
Il [P] T Jple p|
Portanto,
liminf 9(p) >A, ¥V A>0,
e [P
logo
liminf ﬂ = 00,
pl—e [P
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Segue da defin@p deg e do fato quef (u) > f(v)+ f/(v)(u—v) a igualdade

g(f'(v)) = f'(v)v—f(v), ve R.

Observago 1.2 Seja f: R — R uma fun@o convexa satisfazendo

f’(x)>6>0¢e Ilim f/(x)=+o

X—>=t00

e considere

g(v) =supluv— f(u)), ve R

uer
a transforma&o de Legendre de(f), observamos que o supremo acifaa verdade um
maximo, pois considerando a fuig real H(u) = uv— f(u),u € R, temos que Hu) = v—
f/(u),V uc R entio H (b(v)) = 0, onde Kv) = (f')~1(v), e como Hu), para cada v fixadoé
cbncava temos que o pontaitico b(v) € R & um ponto de Aximo global. Note que(l) &€ o

Unico ponto citico de H. Dai, podemos reescrever a transforrdagde Legendre como segue

g(v) = b(v)v— f(b(v)).

Assim, g(v) = b(v), o que implica §(v) = 1/f”(b(v)) > 0. Portanto, a fungo g .) & estrita-

mente convexa e tar@im temodim 1 g = lim 1o b = +oo.

Teorema 1.7 (Formula de Taylor com resto de Lagrange)Seja f: [a,b] — R n vezes de-
rivavel no intervalo abertqa,b), com "1 confnua emla,b]. Entio existe c= (a,b) tal

que
£(n-1)(p)

oy @O

f(a)= f(b)+ f'(b)(@a—b) +---+

Prova: Vide demostrago em|[7], p.104.
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Teorema 1.8 (Derivada de uma fungo inversa) Seja f: X — Y C R uma fun@o que possui
inversa g Y — X C R. Se fé derivavel no ponto & XN X’ e gé contnua em fa) enéio g

admiti derivada em (a) se e & se f(a) # 0. Neste caso,’¢f (a)) = 1

f'(a)

Prova: \eja demostra@o em|[7], p.92.

Teorema 1.9 Se f: X — R & derivavela direita (resp.a esquerda) no pontoa XN Xjr (resp.

ac XNX_) e tem &um maximo local (resp. fimimo local) endo f, (a) < 0 (resp. f (a) <0.)

Prova: \eja demostra@o em|[[7], p.94.

Teorema 1.10 (Teorema da Furo Implicita) SejaF:U — R, de classe €k > 1) no aberto
U C R™1 seja(xo,Yo) € U, ¢ = F(Xo,Y0) € %—i(xo,yo) # 0. Entao, existem uma bola aberta

B = B(Xp,r) e um intervalo J= (yo — £, Yo+ £) com as seguintes propridades:

e BxJCUeZ(xy) #0, V (xy) €BxJ;

e Para cada xe B existe uniinico y= u(x) € J tal que Fx,y) = F(x,u(x)) = c.

A fungo u: B — J, assim definidag de classe (e suas derivadas parciais em cada ponto

x € B C R" sao dadas por
Jdu
o™

Prova: Veja demostrago em|[8], p.160.

Teorema 1.11 (Teorema da Divergncia no Plano) Seja F= (P,Q) um campo vetorial de classe
C! num abertoQ de R? e seja K um compacto, com interiodo-vazio, contido en®, cuja
fronteira & imagem de uma curva fechagd) = (x(t),y(t)), a<t < b, de classe &, simples,
orientada no sentido anti-hario comy (t) # 0 no intervalo aberto. Seja n o normal uaito

exterior a K enﬁo%F.n ds= // divF dxdt
y K



Captulo 1. Resultados #sicos e Conceitos

Demonstra@o:
b !
¢ Fnds— [“F(yw)n(y0)ly (]t
y a
onde
n(y(t)) = ,—imo/(t), X))
Logo,

frnas= [Py 0 - QoK B

da segue que

?{F.nds: %—QdX‘f— Pdy
y y

Em vista do Teorema de Green

74—de+ Pdy— // 0P+ 3,Q dxdt
y K

Portanto,

j{F.nds: // divF dxdt
y K

Teorema 1.12 Sejam fg e C(X) fungdes complexas ondeXR" e/ fodx= / gpdx para
X X
todag e CZ(X) ento f=g.

Prova: Veja demostraio em[4], p. 15.

10
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Teorema 1.13Considere a aplica@o f: R x [a,b] — R e assuma que a fudg x— f(x;t) &
R —mensuéavel para cada & [a,b]. Suponha que para algurg € [a,b], a fun@o x— f(x,to)
. , of . : ~ : .
seja integavel sobreR, queﬁ exista enR x [a,b], e que exista uma fufig g(x) integravel

emR tal que
f
20| <00,

Entio a fungo F(t) :/ f(x,t)dx & diferencavel em[a, b e C:j—l,[:(t) = % (x,t)dx.
R R

Prova: Veja demostrago em|[3], p.54.

Definicao 1.4 Seja u: R — C e xe R, definimos
n
Tu(X) = sup Z|u(xj)—u(xj,1)| 0 <X <X < - <Xn=X,NEN

Tu(X) &€ chamada déuncao variago total associada a uObservamos que, e uma fungo
morbtona crescente com valores possivelmentéew. De fato, note que a soma na defiig
acima cresce se aamero de pontospna subdivigio cresce, diese a< b 0 supremo na defiréo
de T,(b) ndo é alterado se assumirmos qué&aempre um ponto da subdéus pois dada uma
somay 1 |u(xj) — u(xj—1)| @ mesma menor ou igual a outra soma onde algum=xa. Engio,

segue que
n
Tu(b) = Tu(a) +sup{§ lu(xj) —u(Xj—1)| ;a=Xg <X < <Xp=X,NE N} . @

portanto T, € mordtona crescente.

Dizemos que @ devariacdo limitadasobreR, se (o) = limy_, 1 Ty(X) & finito, notagéo

ueBV(R).

O suprema direita de [(1.V)e chamadovariag@o totalde u sobrga, b|, como tal supremo

so depende dos valores de u éb|, definimos BVa, b] ser o conjunto das fuidgs sobréa, bj

11
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cuja variag@o totalem|a, b é finita, em Bnbolos
n
ue BV[a,b] < TV,[a,b] =:sup Z’U(Xj) —U(Xj_1)|;a=Xo <X <+ <Xp=X,NEN p <00,

Teorema 1.14 Seja u: R — R morbtona crescente &(x) = u(x").
a) O conjunto dos pontos de descontinuidade éeconével.

b) u ed sio diferencaveis g.t.p xu’ &€ mensuavel, > 0q.t.p x e ¥ (x) =u(x) g.t.p.
Prova: Veja demostrago em|[3], p.95.

Teorema 1.15a) Se ue BV, enio u(x") =limy_,,+ u(y) e ux")=Ilimy_,, u(y) existem para
todo xe R.

b) Se ue BV enfo ué contnua quase sempre.

c)Se uc BV e®d(x) = u(x"),enio U e @ existem guase sempre&osguais quase sempre.
d)Se u R — R & BV existem furigs montonas crescentes limitadas,w, : R — R tais que

u=u;— Up.
Prova: Veja demostrago em|[3], p.98.

Teorema 1.16Se f= f; — fo: [a,b] — R & de variago limitada ema, b] enio f'(x) existe

quase sempre € £ L'[a,b]. Onde fé& como no teorema anterior.

Demonstrago: Estendaf; pondofi(x) = fi(a) parax < a e fij(x) = fj(b) parax > b, com
i =1,2. Pelo teoremal(1.15) & diferencavel quase sempre, pofs€ BV(R). Portanto, as

fungdes
fi(x) = fi(x+ 1:{;)(— fi (X)

= K(fi(x-+ 1/K) — fi(x)) (1.8)

12
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convergem pontualmente q.t.p pdféx) parak — . Pelo Lema de Fatu, temos

b b
Og/ #x)dx < Iiminf/ i (x) dx
a k—o Ja
b+1/k b
— liminf (k/ fi(x)dx—k/ fi(x)dx)
a a

k— o0 +1/K
bt1/k at1/k

— liminf (k/ fi(x)dx — k/ fi(x)dx)

k— o0 b a

bt1/k at1/k
< k/b fi(b)dx—k/ fi(a) dx
a

= fi(b)— fi(a).

Segue quef’| < |f;| +|f}| g.t.px, portantof’ € L1[a,b].

Corolario 1.1 Se f= f; — f,: R — R & de varia@o limitada emR en&o f'(x) existe quase

sempre e fe LY(R).

Demonstra@o:

k 0
De fato, defina as segucias, 0< ay = / f/(x)dx e 0<byx= / f/(x)dxparai = 1,2, e
0 —k

k € N. Note quesy < ax1, bk < bk, 1, e do teorema anterior

a < fi(k) — fi(0) < TV;[0,K] < TV;(R) < 0

bk < fi(0) — fi(—K) < |fi(—=k) — fi(0)| < TV;[—Kk,0] < TV;(R) < 0

Assim, as segencias 80 mordtonas e limitadas, portanto convergentesi, Begue que ,

13
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Og/:ofi’(x)dx = / dx+/

= lim f( )dx+ lim f( X) dX < co.
k—o0 J_k k—+00 /0

Jaquef’ = f/ — 5 q.t.pxendol|f'| <|f{|+|fi g.tpx Pontantof’ € LY(R).

Teorema 1.17 Seja fe BV[a,b] e TV(X) = TV;[a,x], enio TV(x) & diferencavel g.t.p x

[a,b], e (TV)'(x) =|f'(x)] g.t.p xe [a,b]. Lembre que
n
TVi[a,X| isup{Z\f(xj)— f(Xj—1)|ra=Xxp <X < - <xn:x,neN} < o,

onde o supremé sobre o conjunto de todas as padtss dea, X|.

Prova: Veja demonstreigo em[1].

14



Cagtulo

2

Leis de Conservaap

As EDPs de primeira ordem aparecem em muitos problemsa®$ e geormtricos, dev-
ido ao significadoisico da nogo de derivada (velocidade de movimento) e seu significado
geonetrico (a tangente dangulo). Em muitos problemas deste tipo uma dasavaisé a
variavel tempo, e os processos podem durar um tempo suficierteeigramde. Durante este
peliodo, algumas singularidades das sokgpodem aparecer. Entre essas singularidades, con-
sideramos apenas descontinuidades fortes go€saltos” das soldes . E claro que, aps
as singularidades terem surgido, a fim de dar um signifieéadquago em questo tem de
se definir derivadas fracas e sddeg fracas. Essas rigs foram introduzidos na linguagem
matenatica apenas nasulo 20. A primeira realizaép materatica nesse sentido foi o trabalho
classico de Hopf (1950). Neste trabalho, uma teodia-local para o problema de Cauchy foi
constrida para a equao u; + (u2/2)x = 0 com dado inicialu(x,0) = up(x), ondeug &€ uma

funcdo mensuavel limitada. A equao

€ uma natural generalizag da equeio estuda por Hopf.

Motivacao para a equa@o de Hopf: Considere partulas em movimento em um meio

15
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unidimensional na aéscia de forcas externas. Denote pgx,t) a velocidade da padula,
localizada no ponta no instante de tempo Sex = ¢(t) é a trajebria da paricula endo sua
velocidadeg ¢'(t) = u(¢(t),t) e a acelerégp ¢’ (t) € nula para todo temgopela primeira Lei

de Newton. Portanto,

_d’  d ~du du, du du

0—w—a[u(¢( ) )]_EJFE( = ot T axt

A equa@ou + uux = 0 assim obtida que descreve o campo velocidade ddsydage chamada
equag@o de Hopt
Assimé natural estudar problemas mais gerais com

ou Jdf(u)
at " ax =0

ou na forma multidimensionak + divxf (u) = 0. No presente trabalho, o objeto de est@do
a equagou + f(u)x = 0, que engloba a equag de Hopf, conf (u) convexa e com algumas

hipbteses adicionais.

2.1 Leis de Conservagp Escalar
Uma lei de conservap escalaé uma EDP de primeira ordem da forma
U+ f(ux =0, (2.1)

ondef & uma fun@o rao-linear dada @ = u(x,t) e R, xe R et > 0, & a fun@o procurada.
Estamos interessados no problema de Cauchy associado @edddd, ou seja, queremos

obter uma fungou(x,t) que satisfaZ(2]1) e uma determinada coadimicial

u(x,0) = up(x). (2.2)

16
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Porem, leis de conservag do tipo [2.11){(2]2) @0 possuem em geral solgglobal suave, isto
e, de class€! emR x (0,%) e contnua emR x [0, ), mesmo quando o dado inicialsuave.

Vejamos isso nas sub<egs a seguir.

2.1.1. Condigo para a ao-exiséncia de solugo global

Sejaf” > 0, ou seja,f & estritamente convexaug(x) € C1(R). Considere o problema de

Cauchy escalar

W+ f(u)xy=0,t>0 xeR,
(U)x 2.3)

u(x,0) = up(x), xeR.

Suponha que(x,t) seja uma Soluip suave pare> 0, e reescreva a equagacima na forma
U+ f'(u)ux = 0.

Considere a curva integra(t) da equago diferencial ordiaria

O Fuxy). o) =0, 10>0 (2.4)
Ao longo desta curva— (X(t),t) temos quei(x,t) & constante, pois

d d
U, 1) = t(X(1), 1) X (1) + U (x(1), 1) =0,

deste fato e dé(2.4) segue que
X(t) = %o+ (t —to) f'(u(xo, to))

tal uma curva (retag chamada deurva caracterstica Consequentemente, o valaXo,to)
da solu@o no ponto(xp,tg) & conservado por toda essa reta. Logo, estendendo tal eeta at

interceptar o eixo-x em algum pontgop,0), podemos considerar o valor dg(yp). Como o

17
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ponto (yo,0) encontra-se sobre a reta inicial temgSp,tp) = U(Yyo,0) = Up(Yo) € podemos

escrever

X(t) = %o+ (t —to) f'(Uo(Yo)), ou ainda, & queyp = Xo —to f'(Up(Yo)) enéio

X(t) = yo+tf'(Uo(yo)),

onde a inclinago da ret& dada pelo dado inicial. Assim, se tivermos

my = f'(Uo(y1)) > mp = f'(Uo(y2))

paray; < y» enfio as curvas caractsticas passando py1,0), (y2,0), respectivamente, cruzay
Yo—VY1
My — My

em algum pont@g do planox —t, para algunt > 0, a saber para @t = . Logo em

po a fun@ou(x,t) deixa de ser comua, pois

Uo(Y1) = U(y1,0) = u(po) = U(y2,0) = Uo(y2),

jaqueu(-,-) & constante sobre as curvas, note ay(g,) # Up(y2). Para a exigincia dos pontos
y1 ey, basta supor que existdal queuy(z) < 0. Portanto, 8o podemos ter uma soBug suave

globalmente definida.

2.1.2. Redugo do Problema de Cauchy a uma Eq@@atmpicita

Considere o problema de Cauchy

W+ f(ux=0,t>0 xeR,
(Ux (2.5)

U(x,0) = Uo(X), XE R,

com dado inicialug = up(x) de classeC(R). Assuma que temos uma sofiogu = u(X,t)

classica (suave) para o problema de Cauchy. Sendo as curvetefstiaas retas, sejét)
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€ um ponto cont > 0, denote pol = y(x,t) o Unico ponto sobre o eixo-x que a reta carac-
teristica intercepta passando gart). Ja queu = u(-,-) &€ constante sobre a reta caraistica

temos a seguinte identidade para a satuc

u(x,t) = u(y,0) = up(x—tf'(u(x,t))). (2.6)

Agora, transferimos nossa at@agpara a equag abaixo , proveniente de (R.6), ou seja,

F(u,x,t) =u—up(x—tf'(u)) =0. (2.6)

Observe que aplicdpF € C1(R? x (0,0)) acima. Note para= 0 queF (u,x,0) & crescente

emu. Suponha , para algui > 0, que tenhamos

Z—E(x,t,u) = 1+tup(x—tf'(u))f”(u) >0,

para todqu, x,t) ondeu é solu@o da equadpF (u,x,t) = 0 para cad#x,t) € R x [0, T) fixado.
Note que estamos supondo ser posigesolver a equa@pF (u,x,t) = 0. Entio para cadéx,t) €
R x (0,T), existe uminicou = u(x,t) tal queu(x,t) — up(x—tf’(u(x,t))) = 0 e oTeorema da
Fungo Implcita nos garante que a fuag assim definida de class€! na faixaR x (0,T),
aléem disso, temos as expréss

f/(u(x,t))up(x—tf(u(xt)))
14 tug(x—tu) 7 (u(x,t))

U[(X,t) -

O up(x—tf(u(x,t)))
It (=t ()

Ux (X, 1)

Segue por substitldp na equaio u; + f(u)x = 0 queu = u(+,-) & solu@o do problema de

Cauchy com dado inicialp, e suave na faix® x (0, T).

Agora, s€|| f”(u)|| < L sobre aimagem de& e ainda |up|| < K entio temosi(x,t) = ug(y),
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ondey = x—tf’(u(x,t)), portanto
1+tug(x—tf'(u)) f’(u) > 1—tKL > 0,

. . : 1 .
assim basta considerasatisfazendo &t < P T. Assim o problema de Cauchy tem uma

. 1
solugo na faixa < t < KL= T.

Em suma, o que fizemdastransferir o problema de Caucayesolugo da equ&io dada por
(2.6)" em uma faixdlt = {(X,t); —0 < x < 0, 0 <t < T} de sorte a obter uma sobug suave

para o problema de Cauchy.

Comentario 1 Em resumo, dadogyc R, a curva caracteistica t — X(t) saindo de y &

definida (ao menos localmente) por

O ponto y & considerado o @ da curva caractéstica, e pondo () = u(x(t),t) temos
V/(t) = 0. Assim a solugo & constante ao longo da caractstica , onde a mesma deve ser uma
reta. E geometricamente pdss| que duas tais caractisticas possam cruzar em algum tempo

t>0.

2.2 Solu@o Fraca e Condip de Rankine-Hugoniot

Vimos nas se@es anteriores em que geraknpodemos ter sol&ég chssica para todo tempo
e quando isseé possvel pode fazer apenas para tempo finito. Logo, como gastas de obter
solug@o para todo tempo, o conceito de s@lochssica cede lugar ao de sdoggeneralizada

ou fraca. Estailtima significa satisfazermofin a equago diferencial parcial em si, mas uma
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formulag@o integral obtida a partir da mesma que quando restritaugtss chssicas suaves
tal formula@oé equivalente a equag diferencial original. Infelizmente adotando-se este co
ceito de solugo generalizada perdemos unicidade, e uréroiadicional se faz necesso para
garantirmos a unicidade, ou ainda, selecionarmos a&oliigicamente correta dentre todas as
fracas existentes. Existe uma abordagem geral que condoma ao@o de solugo general-
izada, que tem sua origem na teoria das distri®s¢ Em vista de nossa eqaadiferencial

em estudo damos a seguinte defiaic

Definicao 2.1 Dizemos que uma fuég u: R x [0,0) mensuéavel e limitadaé uma solugo

generalizada do problema de Cauchy (2.7) com dagi&)umensuavel limitado

W+ f(u)x=0,t>0 xeR,
(U)x 2.7

u(x,0) = up(x), xR

se

00

//t>0(uqtt+ f(u)q;()dxdtJr/ Uo(X)@(x,0)dx=0 (2.8)

—00

para todag € CY(R? com Suppp) N {t > 0} C [a,b] x [0, T].

Motivacao para tal definigio: Sejag € CL(R x [0,)). Suponha que temos uma sdiog
classica (suave) para o problema de Cauchy, agora multipliggea@ou; + f(u)x = 0 por¢

e integre sobre a re@d R x [0, ), suponddSupf®) C [a,b] x [0, T| temos

0= // (u+ f(u)x) edtdx = // (u + f(u)x)pdtdx
. / / U odtdx+ / / Jepdxdt
T b b
= / [u(p —/ ug dx+/ —/ f(u)@] dt
a 0 0 a

= —/abu(x,O)(p(x,O)dx—/a /0 uqthdx—/oT/abf(u)(g(dxdt
= —// (ucq+f(u)cg()dxdt—/ Uo(X) @(x,0) dx
t>0 R
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Portanto, s& = u(x,t) & uma solugo suave dé(2.7) e [2.8)e satisfeita para todac C(R?)

comSupgp)N{t >0} C [a,b] x [0, T].

Observamos ainda que, 8eR x [0,00) — R & tal queu € C}(R x (0,00)) NC(R x [0,))
satisfaz[(2.B) ef@ou = u(x,t) &€ uma solugo chssica do problema de Cauchy com dagix)
confnuo e fluxof € C1(R). De fato, sejap € CL(R x (0,»)) enfio por hiptese e usando

integra@o por partes

O://tzoqurf(u)@(dxdt://t>0(ut+f(u)x)(pdxdt (2.9)

como ¢ é qualquer segue que + f(u)x = 0 emR x (0,). Agora, considerep como na
definicdo acima e multipliquex + f(u)x = O por @ e integre por partes como na motigac

dada acima. Segue que,

// (ug + f(u)@()dxdt+/w u(x,0)p(x,0)dx=0
t>0 —o

mas por[(2.B) tem-se

/_ Z(“(X; 0) — up(X))@(x,0)dx=0

ja quep & qualquer @(x,0) — up(x) & contnuo conclimos queu(x,0) — up(x) = 0 emR, como

gueiiamos.

2.3 Exemplos de Soldgs Fracas

Vejamos alguns exemplos de sdbeg fracas :

Considere o fluxd linear; istoé, f (u) = au+ b, podemos escrever a eqéagna forma

U +au =0
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e & bem conhecido que(x,t) = up(x — at) &€ uma solugo suave, com dado inicial suave,

pelo netodo das caractisticas. Agora com dado inicial explicitado considere dofgma de

Cauchy:
h+au=0,t>0 xeR,
(2.10)
u(x,0) = up(x), xeR.
onde
u., x<0,
Up(X) = (2.11)
U, x>0

Portanto, segue dos fatos apresentadog gue u.. )

u_, x—at<o
u(x,t) = up(x—at) = (2.12)

Uy, Xx—at>0

€ uma solugo pontual e suave de ambos os lados daxetat = 0 sobre a quali = u(x,t)
e descorihua devido ao fato que seu dado iniciagd @mx = 0. No caso,u_ = u, temos que

u(x,t) = u_ & uma solugo chssica global.

Considere o problema de Cauchy

U+ (U?/2)x =0, t >0, xeR,

(2.13)
u(x,0) = Ug(x), X< R,
0, x<0
Up(X) = (2.14)
1, x>0
Entao
0, x<t/2
u(x,t) = (2.15)
1, x>t/2

& uma solugo fraca. De fato, Sej@ € CL(R x [0,)) e suponhaS@) C [a,b] x [0,T] com
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a<0<btemos:

/O/ (uq+f(u)@>dxdt+/ Uo(X)P(x,0)dx =
T rb b
/ / (ug + f(u) g dxdt+/ P(x,0)dx =
0
T )2 b
// (U + f(u dxdt+// (U + f(u dxdt+/ o(x,0)dx —
0 Ja 0
b
+ = dxdt+/ x,0)dx =
[ [+ jmaxas [ ox0
T rb 1 /T b b
/ qqudt-l-—/ / (ndxdt-i-/ o(x,0)dx —
t/2 2 t/2

// (,thdx-i-z/(pbt t/2tdt—|—/(px0d =

/(pxg dex——/ (pt/2tdt+/(px0d =
T/2
(p(x,2x)dx—/ (p(x,T)dx—/ cp(x,O)dx——/ (p(t/2,t)dt+/ @(x,0)dx =

T/2 T T T
/0 (p(X,ZX)dX—%/O (p(t/2,t)dt:%/o (p(t/2,t)dt—%/o o(t/2,t)dt = 0.

Onde

(2.16)

—
N4 O
IN
x
IN
o NH

Portanto, & queg é arbit@ria segue que & uma solugo fraca.

Agora, considere para 0 mesmo problema adiong

x<0

0<x<t (2.17)

= ~+I X O

<
A%
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Enfio afirmamos que esta taérh & uma solugo fraca. De fatop € CL(R x [0,0)) e

suponh&s(¢) C [a,b=T] x [0,T] temos

/O / (U@ + f (W) @) dxdt+ / Uo(X)@(x,0)dx —
T /b U2 b

/ / ucn+—<pydxdt+/ P(x,0)dx =
o Jo 2 0

/ /ucn+—cg<dxdt+/ / u¢1+—¢;<dxdt+/ P(x,0)dx =
o Jo 2 0 Jo 2 0

T ty N b /x 1 b
/ /—qq+—2qg(dxdt+/ / qq+—(g<dxdt+/ P(x,0)dx =
o Jot 2t 0 Jo 2 0

T T T b rx b
/ /)—((,qudt-l-/ Mdt—/ /52<pdxdt+/ / }(n(dxdt-i—/ (%, X) dx
o Jot o 2 o Jot 0 Jo 2 0

Agora, note que,

T sty b T oty
/ / —(ndxdt:—/ (p(x,x)dx+/ / — @dxdt (2.18)
o Jot 0 o Jot

e que
b rx T
//}q;(dxdt:/ LA (2.19)
o.Jo 2 o 2

Portanto,

L[ e twggdxdts [ w90 0)dx=0

pois ¢ foi tomada arbitariamente. Observamos, em vista dos exemplos de@asiftacas, que
perdemos unicidade ao considerar a classe dast@sdutacas. Voltamos a este assunto mais

adiante.
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2.4 Conceitos e Condip de Rankine-Hugoniot

Definicao 2.2 Dizemos que uR x [0,0) — R & uma fungo suave por partes se existe apenas
um rumero finito de curvab = {(¢(t),t);t > 0} emR x [0, ) fora das quais a furp u(x,t)

é de classe te sobre” u tem limites laterais, isté, os limites abaixo existem (finitos)

lim  u(x,t) =ur(Xp,tg) € lim  u(x,t) =u (Xo,to),
R
(xt)eQy (xt)eQ_

para cada(xo,tp) € I', ondeQ. = {(x,t);x>@(t)} e Q_ ={(Xt);x< P(t)}.

Definicao 2.3 Dizemos que & u(x,t) & uma solugo suave por partes para a lei de conser&ac
u + f(u)x = 0 no semi-plano t> 0 se satisfaz pontualmente a eqgdagm ambos os lados de

uma curva x= X(t) suave sobre a qual @ descorihua.

Comentario 2 (Sobre as definiped 2.8) Para ser mais espéfico no caso de umanica curva
de descontinuidade temos a sitéac tal uma curva divide o semi-planct 0 em duas redies
Q, eQ_tal que ue CY(Q,)NCHQ ) e satisfaz[(2]7) no sentido usualéai disso, valem os

limites laterais sobre a curva como na deféc(2.2).

Teorema 2.1 (Rankine-Hugoniot) Seja u: R x [0,0) — R uma fun@o suave por partes da

forma

u(x,t) = H-(xD), x< o) (2.20)

u+(x,t), X> ¢<t)
ondeQ  ={(x,t);x>¢(t)} e Q_={(xt);x<¢(t)}, e asfunfes

Qs -Re¢p:R, —R

sendo continuamente difereageis. Enfio, sendo u uma solég fraca, logo uma sol@p
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classica em ambas as régisQ.., temos que condép deRankine-Hugoniotale ao longo da

curvag, istoé,

dé(2) _ flu(e(®)+.1) = fFlu(e®)—,1))
dt |t-0 u¢(t)+t)—u(pt)—t)

Reciprocamente, seja u(x,t) uma solu@o classica da equap u + f(u)x = 0 em ambas
as regbesQ. e assuma que u tenha descontinuidade sobre a durseparandd, eQ_ e
que a condigo de Rankine-Hugoniot seja satisfeita sobreEntao u= u(x,t) & uma solugo

distribucional para lei de conservao.

Demonstrag@o:  SejaU um aberto limitado tal qu&l c U C R x (0,), e suponha qué
passe pod dividindo-o em duas partés, =UNQ, e U_=UNQ_. Observamos de iriic
que senda = u(x,t) solugo fraca temos a igualdade+ f(u)x = O pontual sobre as rdigs
Q+ poisCZ(Q+) C CZ(R x (0,)) eu & suave em cada uma das fesQ + . Considerep

uma fungo teste ent(U) C CL(R x (0,)), enio

O://t>0uqq+f(u)q3<dxdt - //U U@ + f (W) gedxdt
= // ucn+f(u)q;<dxdt+// ug + f(u)@dxdt

= // O)x+ (UP) dxdt+// ®)x+ (up); dxdt
U+

As fungdesu = u(t,x), f(u(t,x)) e @ sdo suaves nos ddmiosU, eU_ e ja que tais dofmios
sao limitados podemos usar o teorema do divergente no plaa® notemos que as fronteiras
dos donmnios envolvidos possuem pontoside- {(¢(t),t);t > 0} e dedU. Entao considerando

a exiséncia dos limites

lim u(xt) :==ur(xo,to) € lim u(x,t) := uj(xo,to).
()= (xo;to) (xt)—=(xo,to)
(Xt)€Q+, (xo.to) €l (xt)eQ_, (xoto) €l

podemos escrever
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//U @)x+ (Up)]dxdt = /6U+(p(—ur)dx+(pf(ur)dt
// @)x+ (up)]dxdt = /aU @(—u) dx+ @f (u) dt

SobredU temos quep(x,t) = 0, en@o estas integrais de linha deixam de ser nulas possivel-
mente & sobrel’. Agora observando que a oriendacdel’ como parte de?U, tem sentido

oposto a orientap del" como parte d@U_, podemos escrever as igualdades :

o(—u)dx+ @f(u)dt = — / o(—ur) dx-+ f (uy) dt
au, r

/ o(—u)dx+ @f (u)dt = /qo(—u.)dx+cpf(u|)dt
u_ r

Portanto, segue

0= /r O~ (U — up) dx-+ (F(u) — F(ur))d (2.21)
Esta igualdade ocorrendo para toda famgestep implica que

(f(u) = f(ur)) = (U —ur)9'(t) =0

Como,

(P (0).) = fim u(p(V)+£.0) = u(@()+.1)
e

WP = lim u(@() 1) == u(@()-.0)
obtemos,
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Reciprocamente, considerempsima fun@o teste ent(R x (0,)), sejaU aberto limi-

tado de modo quBupge) CU Cc U C R x (0,0). Procedendo como acima temos

J| e+ T dxdt= [ gl (u—ur)dxt (F(u) - F(u)dt).
t>0 r

Considere o intervala <t < b de sorte que a parte da fronteiraldle sobrel” seja coberta.

Portanto, podemos escrever na forma

//t>ougq+f(u)qg<dxdt -
_ /r(p[—(u|—ur)dx+(f(u|)—f(ur))dt]
=[O0 +090 — U9+ )00, d
[ 00080~ o) )]0, d
= [ 0.0 {lu —ulg®) — [F() — ()]} de=0

a N /
'

=0

Dal, segue que

//t>0(“‘ﬁ + f(u)@) dxdt=0,

ou sejau & uma solugo distribucional, poig € arbitaria.

|
Uma situad@o simple€ quandai; eu_ sio constantes ¢(t) = At & linear; segue que
u_, X<At
u(t,x) = (2.22)
Uy, X>At

€ uma solugo fraca se etsse 0s escalares. e A satisfazenRankine-Hugonigtou seja,

A(uy —u_ )+ f(up)—f(uo) =0.
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Considerando aqua@o de Burgers

W+ (U?/2) =0, xeR,t>0

temos que
u_, X<At
u(t,x) =
Up, X>At
, . u- +u
€ uma a solugo fraca quanda = er aay

2.4.1. Aplicag@o da Condigo de Rankine-Hugoniot

Considere &quago de Burgers u+ (U?/2) = 0, x € R, t > 0 com dado inicial

1, x>0
Uo(X)z
0, x<0O

Geometricamente (vide figura2.1) dafico das caractéicas rao entram na regb

//\\q'

v, A

Figura 2.1:

(2.23)

(2.24)

{(x,t);0 < x < t}. Assim, o dado inicial &o nos fornece informées de como a sol&éo pode
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ser computada nesta ragi Uma tentativa de contornar esta sii@eeria construir artificial-
mente uma descontinuidade, i§toconsidere uma curva dada o« {(¢(t),t);t > 0} tal que
$(0) =0e 0< ¢(t) <t,( ¢ encontra-se na re@p ) e definai(x,t) =0, x < ¢(t) eu(x,t) =1
parax > ¢(t). Por contruéou é descorihua sobrd . Em vista de Rankine-Hugoniot tal uma

curva rao pode ser qualquer, ou seja, deve satisfazer

f(uy)—f(u 1/2 1
Ur —Uu_ 1 2
Assim, tal umap € obtida considerando o P.V.I abaixo :
o _1
dt 2 (2.25)
¢(0)=0
Portanto,
0, x<t/2
u(x,t) = (2.26)
1, x>t/2

€ uma candidata a solag fraca segundo teorenia(2.1).

2.5 Entropia de Lax

Vimos que soluges fracas para a lei de consedagm estudo podem conter descon-
tinuidade que&o provindas do dado inicial ou originada por intefes;de retas caracisticas.
Vimos tamlem, atraes de exemplos concretos que em se tratando dedesdacas o prob-
lema de Cauchyao possui em geralnica solu@o fraca. Isto nos mostra que um adicional
critério se faz neceésio, baseado em prifos fisicos e suportado em prifpios materaticos,
para que possamos escolher dentre asiypeisssolu@es fracas a sol@ap fisicamente correta,
lembrando que a equagu; + f(u)x = 0 provem de algum modelddico, e assim deve ter al-

gum mecanismo para escolher a salugisicamente relevante. Matematicamente, a goest
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e impor uma condio sobre a classe das sdles fracas que assegure exgtia e unicidade.

Para este praysito segue a defirép

Defini¢do 2.4 Seja u uma solll#ip suave por partes para lei de conser&agt + f (u)x =0 no
semi-plano t> 0. Suponha que & u(x,t) tenha descontinuidade sobre uma curva da forma
r={(x(t),t);t >0}, e denote por e y os valores-limites de u em um potidt),t) € I, istoé,

U (t) =limg_g+ u(x(t)—¢g,t) e u(t) =lim _,o+ u(x(t) + £,t). Entdo a solu@oé ditaadmisével,

se em cada ponto sobfea condi@o deRankine-Hugonioe a condi§o deEntropia(devidoa
Lax) f'(u) > % > f'(uy) sejam satisfeitas.

Comentario 3 A condi@o deRankine-Hugoniohao escolhe a soldp fisicamente relevante

ou admissrel, pois considerando a equag deBurgerscom dado inicial

0, x<0
Up(X) = (2.27)
1, x>0
temos que
1, x<t/2
u(x,t) = (2.28)
0, x>t/2

€ uma solugo fraca que satisfaz Rankine-Hugoniot, @ar, f(u) < % < f'(ur).

Observa@o 2.1 No proximo cajitulo o fluxo f em que&b seh sempre considerado estrita-
mente convexo, ou seja, vamos supbr-f0. Assim sendo, seja=x x(t) uma curva de descon-
tinuidade de u= u(x,t), sobre a qual valha a condiip de Rankine-Hugoniot, ou seja,

f(u) — F(u)
U — Y

X(t) =

Caso y < u;, temos peldeorema do valor kdio quex(t) = f/(ur + 6(u — ur)), € no caso

contrario, x(t) = f'(u + 6(ur — uy)). Sendo f crescente, conclmos em qualquer dos casos
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que% est entre f(u;) e f'(u)). Portanto, para obtermos a desigualdade dada na defimic
(2.4) basta mostrar que

F(ur) < f'(w),

ou ainda, que y< u;. Em suma, para que & u(x,t), uma soluéo de ¥+ f(u)x = 0, seja

solug@o admis$vel devemos concluir a desigualdade<u .
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Cagtulo

3

Formula Expicita

Este caftulo & dedicada dedu@o de umdbrmula expicita para o problema de Cauchy
quando o fluxo em queib é convexo. Tamem mostramos que estarula ros ch uma pista
de uma podsel solu@o generalizada descamta. Provamos um resultado de unicidade para
o problemal(311) sob certas condiés. Em se tratando do dado inicial mostramos o comporta-
mento da solu@o dada peladrmula expicita quando o dado inici@ devariacdo limitadae

guando o dado tem suporte compacto.

Teorema 3.1 (Brmula Explicita) Sejam f: R — R uma fun@o convexa satisfazendo

f’(x)>0>0 e lim f'(x)=doo,

X—rt00

e W(x) um dado inicial em £(RR). Entio, se u= u(x,t) & uma solugo suave de suporte com-

pacto do problema de Cauchy

k+f(ux=0 xeR, t>0 (3a
(U)x (3.) (3.1)

u(x,0) = up(x), XxeR, (3.b)

e denotando por @) a transformago de Legendréle f e por b a inversa de & f’ temos a
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seguinte expre&® para ux,t) :

u(x,t) = b (%O‘t)) (3.2)

onde y=y(x,t) € um ponto de imimo de

/yoo Uo(X) dx+tg (x%y) = G(x,t,y) (3.3)

Demonstragio: Consideremos o problema de Caudhy](3.1) e demonstramos qQueald
(3:2) é valida para qualquer sol&ig suave por partes com suporte compacto satisfazendo a
condi@o de Entropia. Note que, segundo estas cdredi@ dado inicial tamém tem suporte

compacto, poisip(X) = u(x,0).

Considere a seguinte fuag integral

X
U(x,t):/ u(y,t)dy, xe R, t >0

ento

Uy =u. (3.4)

Integrando na vaavel espacial a equag em(3.a) de —o a x e usando[(3]4) derivamos a
igualdade:

U+ f(Uy) =0,
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onde ajustamo$ de modo quef (0) = 0, do contario considere o fluxé (u) = f(u) — f(0).

Tal igualdadee deduzida abaixo :

0 = [ wint)+ Py m dy
= U0+ [ Fuy)udndy

u(xt)
= Ug(xt) +/ f'(z)dz
0

= Ui(xt)+ f(u(x,t)) — f(0)

Ja quef & convexa vale a desigualdade
f(u) > f(v)+ f'(v)(u—v) (3.5)

parav u,v e R.

Usando a desigualdade (B.5) cam- Ux(x,t) e qualquer € R deduzimos a seguinte de-
sigualdade :

Ut (x,t) +a(v)Ux(x,t) <a(v)v—f(v), YWeR. (3.6)

. X
Denote pory o ponto onde a retX = X(t) de inclina@o Ocli_t = a(v) passando pofxt)

intercepta o eixo-x, segue que o pogte dado por
=a(v) (3.7)

Agora, integramog (3.6) ao longo desta reta sd@ite,
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tla(v)v—f(v)] > ot Ui (X(s),s) +a(v)Ux(X(s),s)ds

td
= | Gux).)ds

= U(X(t),t) —U(X(0),0)

e obtemos

U(x,t) <U(y,0)+t[a(v)v— f(v)] (3.8)
De (3.7) temos qub((x—y)/t) = v. Seja

9(2) = b(2)z— f(b((2))

a transformada de Legendre tleEm vista de[(3.8) deduzimos a expr&ss

U(x,t) <U(y,0)+tg (x%y) = /yoo Uo(X)dx+tg (xt;y> (3.9)

Note que esta desigualdaglealida para tody real, poisR > v— x—ta(v) € R & uma bijedo,
e concluimos que

U(x,t) <G(xty), Vy e R

Agora considere dnico pontoy = y(x,t) sobre o eixo-x associado a reta de incléxagc
como anteriormente, com= u(x,t) e que passa pqgkx,t), ou seja, estamos interessados na

curva (reta) caractistica associada a E.D.O com dado inicial:

dX
T =aluX(9).9

X(t) =x

(3.10)
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Desta curva note que

UX(9),9)+aUx X)) = [ il s)dy+avuX(s).9

[ -1 u9)y(y9)dy+avu(X(s).s)
= —(U(X(9).9) +aVu(X(s).9
= —f(u(X(t),t))+a(v)u(X(t),t)

= a(v)v—f(v)

ja queu = u(-,-) & constante sobre tal reta. Batsobre a curva caracigtica X = X(s)
vale a igualdade eni (3.6) e consequentemente temos igeatad3.9) pary = y(xt) =
x—tf’(u(x,t)), ou sejay(x,t) minimiza a fun@oG(x,t,-) e dd deduzimos que

u(x,t) =b (%(X’t)) .

Teorema 3.2 (Soludo Generalizada) As Hrmulas [3.2){(3.8) definem uma poad fungo
u(x,t) descorihua para um arbitério dado inicial w(x) € L*(R); e a fun@o u(x,t) assim

definida satisfaz3.a) no sentido das distribu@es.

Demonstrago: Definimos as funges Qn(x,t), un(X,t) e fn(x,t) paraN > 0, por

Onixt) = /Zexp{—NG(x,t,y)}dy

un(xt) = QN(XJ)/Zb(?)exp{—NG(x,t,y)}dy

fuoot) = QN?X’t)/_Zf(b(ﬂ))exp{—NG(x,t,y)}dy
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Considerando a aplicagV(x,t) no semi-pland > 0,

WN(Xt) = In/oo exp{—NG(x,t,y)} dy,

tem-se por diferenci@p direta que

dVN o fiooo_N%_()?exp{_NG(Xatay)}dy
5x Jo.exp[-NG(xLy)dy

—N /2, b (%) exp{—NG(x,t,y) }dy
2 exp{—NG(x,t,y) }dy

= —Nun.

Logo, segue que
—10W
N 0x

M 5 —NZexp{NG(xt,y)}dy
oo [Z,exp{-NG(xt,y)}dy

N/, f (b(%)) exp{—NG(x,t,y) }dy
Jo,exp{—NG(x,t,y) }dy

39



Capgtulo 3. Formula Expicita

Portanto,
— 10W
NTN ot
Agora, diferenciandg% em rela@o ax e ddiXN em relag@o at obtem-se
oV oV
oxot  dtox’
e portanto,
dUN di o
ot Tax ~©

As igualdades acima tem sido justificadas de uma certa fonmeendice.

Agora demonstraremos as seguintes Cor@me@s pontuais:

un(Xt) = u(xt), fn(xt) — f(u(x,t)), quandoN — oo,

respectivamente.

Seja &,t) um ponto de continuidade dg-,t) ento a aplicago G(t, x,-) tem comounico

ponto de nmimoy(x,t). Afirmamos que

un (X t) = u(xt).

Provemos este fato :

Adicionando uma constante a fla@G(x,t, -), se neces®io, podemos supor que

G(x,t,y(x1)) =0,

pois rio alteramos as fudesuy (x,t).
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Dado 0< ¢ < 1 arbittario, por hipptese 0< G, existe (veja apndice) uma constante

C1 =Cy(x,t) > O tal que

G(x,t,y) <Cily—y(xt)[, Yy € [y(x,t) —&,y(xt) + €

0 que implica

/e—NG(x,t,y)dy >
R

— /yy(x’t)+£ e—NCﬂy—y(X,t)\ dy

(xt)—e€

&
_ / e NG| gy
—&
&
= 2/ e Ndy
0
2 rNe Cyy
= N/o e dy

- —CYdy= ==
> N/O e Yy N

1-e &

1

ondeszz( )e£N>1.

Portanto,

G C 1
NG(xt.y) ~2 =
e dy> ==, parae > —.
/]R =N “N

Agora, consideremos arégily—y(x,t)| > €, afirmamos que existe uma constabiés) > 0

tal que

g NGXty) < g CaNly-y(xt)|

sobre ared@io|ly —y(x,t)| > €.
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G(xty)
1yl

definigdo de limite infinito, existe algum=r(C;) > 0 tal que

De fato, p que limy . = +c0 tamkEm temos que lim ‘G(x,t,y)| = +o0. Dai, pela

y—y(xt)

G<X7t>y) > C1|y_y(xat>|

paraly| > r. Observe que > y(x,t) + & e —r < y(x,t) — €. Considere os seguintes intervalos,

y(x,t) +&,r]=lye[-ry(xt) - & =1, e sejam
B1= (x1,G(x1)), Bz=(X2,G(x2))

os pontos de mmimo eml; e Iy, tais pontos dependem det) e € > 0. Denotez = y(x;t) e

suponha > 0 Consideramn; = Gz(jﬁ) (>0)emp = Gz(jf) (> 0), ou sejajm e mp sA0 respectiva-

mente os coeficientes angulares das retas passando-p¢zr, 0) e B' = (2z+1,G(x1)) , Ae

C=(2z+r,G(x2)).
SejaCz = min{my, m} enfBloG(x,t,y) > Caly — y(x,t)| paray € I; U1, De fato,
1. CasdCz = my. Sejaz+& <W< r enBoCa|w— 2z = my|w—2z| = my(w—2) < my(r—2) <
m((2z+r) —2z) = G(x1) < G(w).

Se—r <w<z—genBoCsw—2 =my|w—2| = —my(W—2) < —my(—r —2) = G(x;) <

G(x2) < G(w).

2. CasCz =M. Sejaz+£ <W< r enfoCa|W—2z| = Mp|w—2| = mp(W—2) < mp(r —2) <
mMp((2z+r1) —2) = G(X2) < G(x1) < G(w).
Se—-r<w<z—¢ enﬁof:vgjw—z] =mw—2=-mWw—-2) < —my(—r—2z) =G(x2) <

G(w).
3. Fora dos intervalog el ja temos qué&(x,t,y) > Ci|y — y(X,t)].

4. Portantds(x,t,y) > Cgly—y(x,t)|, paray € {y; |y—y(x,t)| > €}, comCz = min{Cl,E:vg}.
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Caso, daddx,t) tivermosy(x,t) < O a ickiaé araloga.

Agora, sej&C, > 0 uma constante de Lipschitz pda)/t, que existe poig” > 6 > 0. D4,

temos

X=Y\ _p (XYD N o
Jun (x,1) — u(xt)] /R(b< t )/:G(Nedty >)e NSdy

Ca [ Iy=y(xt)le Gy

/ e—NGdy

R
y(x,t)+e€

/ ge NCdy / ly—y(x,t)le NCdy
y ly—y(xt)[>¢e

(Xat)fs _,_C4
/ e NGy
R

/ e NGy

R

£Ca+NCy/C; [ y—y(x.t)le NCdy
‘Y*y(x7t)|25

IN

IN

Cs

IA

y—y(x e MY dy

INA IA
M m
elNe
+ o+
59
=
\Y
™M
<
ml
<
=z
&
o
<

IN
[32)
O
_|_

e YNG(g
C yzsy y

[\
R
N
+
0\8
<
CD|
<
=z
k)
o
<

Dal,

limsup|un (X, t) —u(x,t)| < eCq,
N— o0

comog é arbit@ario, segue o resultado desejado.

Agora vamos provar que

fn(x,t) — f(u(x,t)), quandoN — co.
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Podemos escrevel (x,t) como segue

uN(x,t)z/Rb<X%y) pn(y) dy,

eﬁN G(Xat',y)

, note que| un(y)dy= 1. Do mesmo modo,
R

—NG(xt,2) d

e z

moco = [ 1 (oY) ) miay

Dal, pela convexidade désegue a desigualdade abaixo

ondepn(y) = /

R

moxt— fuoce) = [ [1(o(*F)) -1 (6(*) ) [y

AN
%\
|
VR
‘><
| |
<
N~
| —|
O
VRS
‘><
—| |
<
~~
|
O
VR
x
|
~|=<
X
=
~
—_
=
pd
=
o
<

< N +1Yxt)
onde
00 =3 [ o (*TY) -0 () imtay
e
1N t) = /Hb(x%y)—b(x‘yfx’t))]uN(y)dy.‘
Note que

IN(x,t) = 0, N — oo,

X

poisIN(xt) = T|uN(x,t) —u(x,t)] = 0, N — oo
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Agora, 1) (x,t) < IN(xt)+1}(xt) onde

I?(x,w=%/R\y—y<x,t>|\b(x%y) b (XX )y

pn(y)dy.

00 = ¢ [ ol (XY ) b (X220

SejaC4 uma constante de Lipschitz para)/t ento

C
500t < 5 [ ly=y0et)Pun(y)dy

e IR'(x,t)SMx’tﬂ/Rly—y(x,t)lzuN(y)dy

Segue da demonsti@g queun (X,t) — u(x,t) as seguintes estimativas :
2Cs
tN2

Y DICa 5 | 2ly(%,1)[Cs
A

C
IN(xt) < T“52+

IN(x,t) <

Novamente pela convexidade féemos

o) - ix) = [ (b2 )1 (0] ) oy
y

IN

< It

onde

X—y(x,t)
t

[ () () e

observamoi;,’\, (Xx,t) — 0 quandaN — co.
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Em vista das estimativas anteriores obtemos que

[fn () = FO0t)] < maxiy, 1Y+ 15+ 13"},

da segue que

limsup|fn(x,t) — f(x,1)| < £2C,
N—c0

ondeC = max{%, [y(x,1)|Cq

: " } comoce € arbitario, conclimos que

lim |fn(x,t) — f(x,t)] = 0.
N— o0

Vimos anteriormente que
(9UN 7] fN
TN, ZN _ o
ot * X ’

e por ([11]) temos tamém queuy — u(x,t) e fy — f(u) na norma.(R x (0,)).

Dai, para todap(x,t) € CX((R x (0,))) no semi-espagb> 0 temos

1
Un ()@ + () @ — ua + f(U) @

Dal, segue que

0= lim // Une@+ Fux@dxdt = — lim // Un@ + Fugdxdt
N—+o.//gg) N—+o./Jgg)
_ _// u@ + f (u) @ dxdt
S(o)
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pois
L, v o) - a @adxat < [ n-ulaldxe
o) o)
+ [ 1= f)leddxdt
o)
Portanto,
O:// ug + f(u)@dxdt,
)
isto&,u(x,t) & uma solugo fraca . [

Lema 3.1 Para t > 0O fixado, denote por(x) algum valor que minimize @,y). Entio y(x) &

uma fun@o morbtona crescente de x.

Demonstrago: Temos que demonstrar pata< X queG(xz,y) nao atinge seu mimo para

y <y1=Y(X1), 0 que equivale a verificarmos queyse yi,

G(X27Y1) < G(X27 y)

No entanto tal desigualda@deequivalenté

G(X1,Y) +G(X2,¥1) < G(X2,Y) + G(X1, Y1)

paray < yi, ja queG(x1,y1) < G(x1,y). Entio, transferimos nossa atéoca dedugo da de-
sigualdade5(xy,y) + G(x2,y1) < G(X2,Y) + G(x1, Y1), paray < yi. Pela definio deG(xs, .) e

G(xo,-) esta desigualdadeequivalenté

ou ainda
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X1—Yy X1—Y1 xX—y X2—Y1
Qo) o () <t o (7)o (52

a qual podemos reescreveibapmultiplica@o pory; —y > 0 como segue
X1—Yy X1—Y1 xX—y X2—Y1

() o) _o(*¢)-o(*2")

XYy X—W -y X—W
t t t t

Mas esta desigualdadeverdadeira pela convexidade estritagdle parax; < xo ey < yi,
pois 0s pontos

(Xxi=y)/t, xa—y1)/t , (2—y)/t e (X2—y1)/t

esfio nas condiges do Lem&1]1. PortantB(xy,y1) < G(x2,Y), sey <y; e ddy; <ya.

Observago 3.1 Esta observa®o & dedicada a verificar que de fato a aplié;G(x,t, -) para
cada(x,t) tem algum ponto de mimo. Para isto, mostraremos alguns limites e concluiremo

tal resultado. Faremos abaixo algumas afirrbas:

Inciamos observando queteansformada de Legendde f tem crescimento linear, pois
H /
— [00]
img’ = o

0 que nos permite concluir qué\g — c quando v— oo,

Afirmago 1:
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De fato, basta aplicar a Regra de L’'Hospital e notar que

poislimy_, o b(y) = .

Afirmago 2:

y—>+o0 Yy

, 1y . . I
De fato, p que,)—// Up(z)dzeé limitado, pois g € L”, e segue o resultado da afirmég 1.
0

Afirmago 3:

ylnjgm G(x,t,y) = co.

Segue da afirm&p 2.

G(x,t,y)

Ja quelimy_,c = oo, existe > Otal que Qy’) > 0. Comolimy_,, G(X,t,y) = oo,

segue da defindp de limite Gy) > G(y') para y< [r,») onde r=r(G(Y)) > 0.

Por outro lado, como & contnua e |= [0,r] & compacto existe’ye | que & ponto de
minimo. En&o considerando, G1) = min{G(y'),G(y")} obtemos que (1) < G(y) para
todo y> 0. Porem, temos tan@m quelimy_,_., G(x,t,y) = o, e conseguimosyy< 0 tal que

G(y2) < G(y) para todo y< 0.

Portanto,min{G(y1),G(y2) } < G(y) para todo yc R. Assim, a aplicago G(x,t,-) admite

ponto de rmimo.

Segue do Lema acima que, para0 fixado, exceto para um conjunto enuanezl dex € R
a aplica@oG(x,t, -) possui unnico ponto de rmimoy(x,t), que define uma fu@p mordtona
crescente na vavelx. Portanto,u = u(x,t) esé bem definida a menos de um conjunto enu-

meravel dex, para cada > 0 fixado.
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Observag@o 3.2 Nesta observaip, verifiquemos que parat O fixado a fung@o G(x,t,-) tem

umUnico ponto de mMimMo exceto para um conjunto enuraeel de x

Definimos a fungo x— y(X) onde yx) & algum ponto que minimiza a fulagy— G(t,X,y)
parayec R et > 0 fixado. Vimos acima qugy) assim definid& morbtona crescente, logo
coninua a menos de um conjunto enuesl. Afirmamos que, sg & um ponto de continuidade

de y(.) en&io a fun@o G(xp,y) tem somente um ponto démimo. De fato, seja

U (%) = {y € R; y minimiza a fungo G(xp,Y)},

aqui escrevemos @, y) em vez de (,t,Yy), verifiquemos que Xp) & unitrio (ja temos que
€ réo vazio). Suponha queiq, sejam y # zp em U(Xp), onde y & a imagem da furdp y(.)

definida na primeira linha avaliada emyxAgora, definimos a fuld a (x) para x€ R por:

ay=d LR (3.11)

y(X) , caso contario
Note que para cada % R, o valor a(x) minimiza a fungo G(x, .). Mas, por construgo
a(X) ndo & mordtona crescente, o que contradiz o Lema acima. Com efeita,ypat zyp sendo
y(x) & contnua em ¥, dado0 < € < zy— yp existe r> O tal que—e < y(xg) —y(Xo+Tr) < &, 0U

seja,—& <Yy(Xg) —a(Xo+r),logoa(xg+r) < £+Y(Xo) < Zo=a(Xp) enBoa (Xo+r) < a(Xo).

Para yp > 7o & aralogo. Portanto, Wxp) & unitrio.

Proposigao 3.1 (Condigo de entropia) Existe uma constante K, dependendd|dgl|~ € de

f” tal que
u(X2,t) — u(xa,t)
Xo — X1

K
< re t>0, X1 <Xo. (3.12)
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Demonstragio:  Pelo Lemd 311y(-,t) € uma fun@o mordtona crescente. Dparax; < Xo,

denotey; = y(x1,t) ey, = y(Xo,t), seqgue ddeorema do valor fadioque

() o) = wlen () () (%)

ondeK = 1/inf f”. Dai, obtemos a seguinte desigualdade

u(xe,t) = b<x1;y1>

b X1—Y2

ngztyng(szl)
t t

= Uu(Xe,t)—K (Xz;xl)

v

Vv

Seguindo, obtemos
u(X2,t) — u(xg,t)
X2 —X1

g? (3.13)

Esta desigualdade mostra que nos portds descontinuidade dg-,t) temos
Ur < up,

onde

w(t) = lim u(st),  u® = lim ust),

pois considerando seguciasw; < a < zj convergindo para o ponto de descontinuidadebre

0 eixo-x temos dd (3.13)

K
U@M—WMMST@—M%
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quandoj — oo, obtemog (t) < u(t).

Segue da convexidade estritatdque :

f(ur) > f(ur)+ £ (ur) (F (u) — f(ur)),

ento
f(u)—f(ur) 1 U
! T S /A s R S /
flu) < ==y UI—Ur/ur #/(x) dx
< ! /UI f'(u)dx= f'(u)
S ouudy
Portanto,
/ flu)—Flur) o,
f'(u) < T < f(w).

Deste fato, s&= S(t) & uma curva de descontinuidadewde u(x,t) e a condigo deRankine-

Hugoniotvale, segue as desigualdades

ds
f'(ur) < P f'(u). (3.14)
Tal desigualdadé chamada deondigo de entropiade Lax . n

3.1 Unicidade da Sol&p

Lema 3.2 Seja u = u(x, t) uma sol@p suave por partes de.a) no semi-plano t> 0 com
suporte compacto na vavel x, tal que y=y(t) seja alnica curva suave de descontinuidade

de u satisfazendo a condig¢ deRankine-HugoniotDenote por
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en@o I(t) independe de t, ou sej%,—l =0.

Demonstra@o: De fato, podemos escrever

I(t) = /_ "t dxt /y :) u(x,t) dx

o0

denote

u(y(t)—0,t) = Ilim u(xt) e u(y(t)+0,t)= Ilim u(xt)

x—y(t)~ x—=y(t)*

os limites laterais ao longo do eixo-x da s@og sobre a curva de descontinuidade. &nt

—  (U(y(t) —0,t) —u(y(t) +0,1))y’ +/ dwgaw—uwum»ﬂm

= (U(Y(t) = 0,8) — u(y(t) +0,1)y (t) — f(u(y(t) — 0,1)) + f (u(—co,1))

— f(u(eo,t)) + F(U(y(t) +O,t))

= (F(u(y(t)+0,t)) — f(u(y(t) - 0,1))) — (U(y(t) +0,t) — u(y(t) — 0, 1))y (t) = O,
jaque

ity — 1D +0.0) — F(uly(®) ~0.0) _ f(u) ~ f(w)
T Um0y uy® 0.0 u-u

por hipbtese, ou seja, a curva de descontinuidade satisfaz a,@ond@Rankine-Hugoniot.
Note que o mesmo resultado airlgalido se supormos unumero finito de descontinuidades.
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Teorema 3.3 Sejam ©x,t) e \(x,t) duas soludes de(3.a) continuamente diferenaveis por
partes com dados iniciais(x) e w(x) em L}(R) respectivamente, e assuma que donvexa e
que todas as curvas de descontinuidades(det be \(x,t) satisfacam a cond&p deRankine-

Hugoniote acondig@o de entropia(3.14). Enéo, a fun@o

U0 vl = [ Jux ) —vix Dldx

é decrescente emiia norma LL(R) com respeito a vagivel x

Demonstra@@o: Para manusear esta integral, particionamos o eixo-x pdeaateanpd > 0
por uma partigdo enumeavel {x;(t)}; tal queu(-,t) —v(-,t) como fun@o dex tem sinal con-

stante enx;(t) < x < xj11(t). Tal decomposigo existe poigu— Vv)(-,x) & contnua por partes.
Podemos efib escrever a norma (R) de (u—v)(-,t) como segue :

Xi1(t)

00 VOl = Y son—v) [ et —vixn) de (3.15)

ondesgn(u— V) significa o sinal dei(-,t) — v(-,t) no interior do intervaldx; (t), x+1(t)]. Destas

escolhas temos algumas obsebeg;sobre 0 comportamento destes pontos.

Seu(-,t) ev(-,t) sdo contnuas enx;(t) , enBou(x(t), t) = v(x(t), t), pois

lim (u—v)(x,t)=(u—v)(x)>0

X=X (t)*

lim (u—v)(x,t)=(u—Vv)(x) <0

X=X (t)~

onde supomos, sem perda de generalidaga(u—v) >0 e sgn_1(u—v) <0 e neste

caso,(xi(t),t) encontra-se sobre uma curva cardstera de ambas.
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Seu ouvtem uma descontinuidade efit) e a outreé suave neste ponto, @otneste caso
Xi(t) move-se ao longo de uma curva de descontinuidade. Em resunxgt) & uma curva

caracteitica ou uma curva de descontinuidade.

No interior de cada intervalix(t), x11(t)], a aplica@ou(-,t) — v(-,t) como fun@o dex ou
€ suave ou possui alguma descontinuidade, rigtieo caso quebramos a integéacao longo

da curva de descontinuidade. Assim cada termo a direitaudddigde[(3.15¢ diferencavel.

Seja(u—v)(-,t) suave para cadasobre o interior dgx(t), x1(t)], temos segundo a

formula deLeibnitz Generalizada

d Xi1(t)
a/xi(t) (ux,t) —v(x,t))dx = X 4(t){u(Xiy2(t)—0, t) —v(Xiy1(t)—0, t)}

XU +0, ) — V() 10, 1)} + ;:“)umx)—vt(x)dx

= X (O{u(isa(t) =0, t) — V(X1 (t) - 0, 1)}

Xi+1(t)
— X(O{u4(t) +0, 1) —v(x () +0, )} + " F(V)x— f(u)x dx

= X (O{u(isa(t) =0, t) = v(xi4a(t) - 0, 1)}

— XO{uX(t) +0, t) —v(x(t)+0, t)} +[F(v(x) — f(U(X))JﬁZ(#)m

Diferenciando[(3.15) obtemos :
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—lu®) —vO)l] = ZSQH(U—V){Xf+1(t)[u(xi+1(t)—07 t) = V(%i41(t) = 0, t)]
— X()[u(x(t) +0, t) = v(x(t) +-0, t)]

+ [f(v(x) - f(u(x))]ﬁftl)(t)}

Agora analisemos dois casos:

1. Sexi(t) ex+1(t) sdo pontos de continuidade de v vimos queu(x;(t),t) = v(xi+1(t),t),
portanto todas as parcelas acirfa sulas e a derivadanula, fato que nos habilita derivar
termo a termo. Assim, dmicas contribuiges para a derivada vem das descontinuidades,
mais ainda, vem das descontinuidades nos extremos , porgermi de[x(t), X 1(t)]
podemos quebrar o intervalo e ter uma siitmgemelhante ao do Lemal3.2, e neste caso

a derivada tamdm sea nula.

2. Supomos que tenhamos descontinuidade em algum extremo.

Entio, suponha que exista urfiaica descontinuidade d€-,t) no extremox1(t) e que

v(-,t) seja corihua, deste modgj(t) com j # (i +1) & continuidade para ambas. &of

%Hu(t) —Vv()|[ = sgn(u —V){ F(V(%i11,1) = F(U(i41—01))

— X (O)u(xiya(t) =0, 1) = v(Xiya(t), t)]}
- Sgﬂ+1(U—V){ f(v(Xi+1,1)) — f(Uu(Xi+1+0,t))

— X2 (DU (t) +0, 1) = V(Xira(t), 1)] }

Note que tal expredé® acima nos autoriza derivar termo a termo (3.15).
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e Sejasgn(u(-,t') —v(-,t')) = 1.

e Jaque(u—v)(-,t') >0em(x(t'),x1(t")) en@o por hipteseu—v)(-,t') < 0 em(Xi;+1,Xi+2)-
Dal, via limites laterais obtemos, respectivamente, e, > 0 eu— v, < 0, portanto,
U < V(X+1) < U, onde osindicesr,| denotam os limites lateragsdireita ea esquerda,

no caso enx;,1(t'), respectivamente.

De acordo com a condap de Rankine-Hugoniot

d)qul _ f(U|)— f(ur)
dt u — U

e temos que

Grlu@) =)l = [f(v)—f(u|)+(u.—v)M]

U| —Ur

- () {f(v)—f(ur)+(ur—v)M}

U| - Ur
Afirmamos que a exprede acima avaliada ethé negativa, pois
f(u)—f(u
) — () +(u —y =Ty
U| —Ur
V— Ur U| —V
— f f 3.16
U — U (UI)‘Ful_ur (ur) (3.16)
. / V— Ur U| —V
e jaquev(xi+1(t") € (ur,u) enlov=Au + (1—A)ur, ondeA = T e(l-A)= T
| — Yr | — Ur

da pela convexidade détemos que

F(V) < AF(U)+(1—A)F(u).
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Agora,

logo

F(V) = Af(w) — (1= A)f(u) <O,
Portanto,%Hu(t’) —v(t")]| <0.

Agora, suponha quéxi;1(t),t) & uma curva de descontinuidade pafta-) e v(-,-) com

xi(t) continuidade para ambas.

e Se(u—V)(-,t') >0em(x(t'),x1(t")) enBo(u—v)(-,t') < 0 em(x1(t),X2(t)). Dai,

usando limites laterais obtemos que-v; > 0 eu, — Vv, <0, portantou, <v; < Vv < U.

Agora, temos a seguinte sitizax;

d

GO VO = 1) = )+ @ —w =)

U| —Ur

+ [f(vr) — f(ur) + (ur —Vr)—f(U|) — f(ur)}

U| — Ur
Assim,u; >V, > U ey >V > Ur, € estamos nas condigs do caso acima, portanto em

d
qualquer dos casogiHu(t’) —v(t")|| €0, no pontot’,

Para o caso ond€-,t) tem no extrema; (t) Unica descontinuidade o quatontinuidade de
v(-,t), comx;(t) (j # i) ponto de continuidade para ambas, pode ser tratado de makigan

S6 observamos queain podemos tesgn(u—v) = 1, pois se for este o cas@)—Vv)(x) > 0 em
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(Xi,Xi+1) eno (u—v)(x) < 0 em(xi_1,% ). Dai obtemosuy, —v>0 e u —v <0, ou seja,
u < Vv(x(t)) <ur.

Absurdo, poia); < u; pela condi@o de entropia.
: d , p o
Portanto, em quaisquer dos ca%gt)$|u(t ) —V(t")|| <0, assim inferimos quéu(t) — v(t)|]
& morotona decrescente. N
Coroléario 3.1 (Unicidade) Se ux,t) = v(x,t) em t= 0, enfio u= v para todo t> 0.

[oe]

Demonstrago: De fato, que% lu(x,t) —v(x,t)|dx < 0 parat > 0, enfio

t 0
/lg/ lu(x,t) — v(x,t)|dxdt< 0,
o dt/ o

ou seja,
(/ NQJQ—Vuﬁgmxg/"|Wmoy—W&mumzo
portanto,
’U(X, tl) - V(thl)‘ =0
g.t.px para todd; > 0. Isto completa a prova. n

Teorema 3.4 (Dado inicial) Quando @ € LY(R) NBV(R) a solugo u= u(x,t) obtida pelo

teoremal(311) assume seu dado iniciginanormall, no seguinte sentido:

u(t) = Uo(t)]| L1y — O, t—0. (3.18)
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Demonstragio: Desde que(x,t) minimiza a fun@oG(x,t,-) temos

G(X,t,y(X,t)) = /Oy(x’t) U()(Z) dz+ tg (%O(’t))

< G(x,t,X) = /OX Uo(2) +1tg(0)

< |Juo|[ 2 +1tg(0) <Cy

para0<t <T eCy =Cy(T) > 0. Dai, obtemos que
X—Y(X,t )
tg (yf()) < C1+||ug|| 1 =Co.

Suponha que @ K < 1g”(2) e sejac = f/(0), recordemos que é convexa e qug (c) = b(c) =
0 logoc & ponto de rmimo parag, alem dissog(c) = g'(c) = 0. Segue pelo teorema daylor
com resto de Lagrange

9(2) > K(z—c)? V zeR,

ento
tg(x yfx’t’) > 8 yix) - a?
ou ainda,
_ 1/2
X—y(x,t) —ct| < <g<x yt(x’t)» ,
logo

- 1/2
t — t
X—y0ot)| < K- y(xt) —ct| +[et] < g(x it ))] et

121 . 1/2
- Oy (x)

IN
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portanto,

y(x,t) — x, parat — 0.

Pela propriedade deinimo dey(x,t) e pelo fato quelp € BV(R) valem as desigualdades

Uo— (Y(x,1)) < u(xt) <ot (y(x1)).

De fato, defind=(s) = —G(x,t,s) enfioy(x,t) & ponto de raximo deF, logo,

0> Fy (y(xt)) = —[uos (y(x,1) = b(x=y(x,1)) /1))]

onde

I = t
S m . Uo(S) = Uo+(Y(X.1))

ou, aindap(x,t) < g (y(x.t)). Tamkem,
0 < FL(y(x1)) = —[Uo- (y(x,1) = b((x—y(x, 1)) /1))]
logo, Uo_ (y(x,t)) < u(x,t). Portanto,
Uo— (Y(X,t)) S u(X,t) < Uoy (Y(X,1)).

Segue que, seé ponto de continuidade dg(.) e pelo fato quey(x,t) — x quandot — O as

desigualdades acima implicam que

u(x,t) — up(x), t—0.

De fato, sejax ponto de continuidade dg, enfio conseguimos uma vizinhanga-s| < r

dex tal queug restritaé contnua. Tamkm temos qug(x,t) — x quandot — O enfo existe
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T > 0 de modo que parae (0, T) temos|y(x,t) —X| < r. Logo, para O<t < T segue que

y(x,t) & ponto de continuidade dg. Dali, up+ (Y(X,t)) = ug(y(x,t)) parat € (0, T), portanto

limu(xt) = tIi_r>rz)uo(y(x,t)) = Up (Iing)y(x,t)) = Up(X).

t—0 t—

Em resumo temos que :

(tCz)l/Z
VK

IX—y(xt)] < +|ct| < Bt, paratodoxe R, et e (0,T).

Uo— (Y(X,t)) < u(x,t) < ugs(y(xt)), ento

u(x,t) —uo(x)| < |uo(X) — Uo+ (Y(X1))[ + [Uo(X) — Uo- (y(X,1))|

— i - I -
,Jim1uo) —uo(s)| +_ fim [uo(x) —o(s)]

portanto

lu(x,t) —up(X)| < 2TV [X—tB,x+tB], g.t.pxeR.

Dal,

/yu(x,t)—uo(x)mxg/2TvuO[x—t[3,x+tB]dx,
R R

considereT V(y) = TV, [X—tB,y] paray € [x—tB,x+tf] pelo teorema1.17 tem-se

(TV)'(y) = luo(Y)l
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da segue que

X+t . y-+t B .
[t —weoi<2 [ [ Cupwldydx = 2 7 "jupiy)laxdy
R R Jx—tB R Jy-tB

= 4B [ |yl dy

portanto,

nm/ﬁmxo—udmmx:a
t—=0JR

3.2 Decaimento da solag

Supondo aindd”(u) > 6 > 0, ou seja,f estritamente convexa o teorenia {3.1) da uma

expres8o expicita da solugou de [3.1)

uuﬁ):b(i%z> (3.19)

ondey = y(x,t) minimiza a aplicagoG(xt, ).

Vejamos que podemos obter inforndag de[(3.19) sobre o comportamento das §asic
parat suficientemente grande. Recordemos g(& é uma fun@o convexa b(z) & mordtona

crescente e qug(z) atinge seu valor imimo emc = a(0) e

g(c) =d'(c) =0, estamos supondo qui0) = 0. (3.20)
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Denote pok a constante
1 //

1 /
k= ib(c) = Eg (c).

Ja quef €& estritamente convexa temos due 0. Além disso, assumimos que

O<k < %b’(x) <k.. (3.21)
Segue de(3.20).(3.21) e teoremd 1.7
02 = 00) + 9 (©2- 9+ L (202 = LMz ¢k (z—c2vze k.
portanto
9(2) > k_(z—c)?, VzeR. (3.22)

enfo paraz= xt;y

X— k_
tg <Ty) > (x—y- ct)?.

Agora, suponhal(x) dado inicial deu emL(R); enfio para tody € R, aplicago

y

Uo(y):/ Uo(X) dx

—00

é limitada em valor absoluto pfup||; = M. Em vista de[(3.22), vemos que para tgglo

M+ kT(x—y— ct)? < /y Uo(S) ds +tg ("%”) — G(x,t,y). (3.23)

Dai, G(x,t,x—ct) = Up(x—ct) < M isto demonstra qué(x,t,y(x,t)) <M no ponto de rmimo.

Combinando isto coni (3.23) vemos que

X—Yy(X,t) 2M
ol <, =, .
t c‘ <\ (3.24)
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Segue de[(3.21) por integi@g de ambos os lados e ta@mb porb(c) = 0 a desigualdade

b(z)| < 2ki|z—d],

e combinando isto comi (3.24) obtemos

X—Yy(X,t) X—Yy(Xt) const
7)< — <
‘b( t )‘_ZM t - vt
ondeconst = 2k i—M
Portanto, por((3.19)
const

ux,t)| < . 3.25
uten) < =2 (3.25)

Em vista destas estimativas, suponha que o dado inig{a) seja nulo fora do intervalo
(—AA), enfio a aplicagoUp(y) € constante igual a zero payac —A e & alguma constante

paraA < y. De acordo conl(3.24) o ponto démmoy = y(x,t) encontra-se no intervalo

X—ct—Lvt <y < x—ct+Lvi,

[2M
ondeL = PR

Sex<ct—Lyvt—A enfloy< —A e Ug(y) independente dg pois & nulo, portanto o
_ } L - X—Yy ,
ponto ninimo deG € o ponto que minimiza a fuagtg . e este valoBy(x,t) = x— ct.
Similarmente, para

X > ct+Lvi+A,

y > Ae o valor ddJy(y) independe dg, logo o ninimo valor deG & dado pof(x,t) = x—ct.

65



Capgtulo 3. Formula Expicita 3.2. Decaimento da sokag

Segue desses fatoséedueb(c) = 0, queu(x,t) = 0 parax fora do intervalo

(ct—Lvt—A, ct+LVi+A).

Portanto, toda sol@pu cujo valor inicialé zero fora de algum intervalo finitg para fixo,

nula fora de um intervalo.
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Apéndice

A

Justificativas

Este agndice visa esclarecer alguns passos apresentados nastieg@ondo teorema 3.2,
escolhemos apresenatar as justificavas abdixoeste momento e no texto para tornar a

leitura menos carregada.

Dado 0< € < 1 arbitiario, existe uma constan@= C(x,t) > 0 tal que

G(x,t,y) <Cly—y(x,t)], y € [y(xt) — &,y(x,t) +€].

Vamos verificar tal afirmaip, para 0< € < 1, considerd = [y(x,t) — &,y(X,t) + €].

Sejay € | temos:

G(x,t.y) — G(x,t,y(x 1)) < [uolly—y(x.t)| +t ‘g (X%y) g (%M)’

Agora, pelo teorema do valorédio, supondy < y(x,t) :
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X—Y(x,1)

) (60 t

v yoe)

IN

(X=y(xt)|+¢)

IN

(x=y(xt)[+1)

e

temos ques € [—K,K] ondeK = %(|x—y(x,t)| +1), senddd(.) confnua temos quéh(s)| <

C]_(X,t).

Portanto,

‘G<X7tay) - G(X,t,y(X,t))l < ’uOHy_y(X’t” +C1(th)’y_y(xvt)’

< C2<X,t)|y—y(X,t)|

Agora, supondg > y(x,t) temos

() o () oo (A (7))
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Como, paraX A <1,

X— —y(xt X— 1
aa () < Y v
A g 7
1 1
< X+ + L (y=yo )]+ lyx )
1 1
< ((K+e)+(yxtl+e) =K

temos ques € [—K,K] senddb(.) confinua temos quéd(s)| < C3(x,t). Assim,

|G(X7tay) - G(X,t,y(X,t»l < |U0||y—y(X,t)| —|—C3(X,t)|y—y(X,t)’

< Ca(xt)ly—y(x,t)]

Portanto, em qualquer dos casos, temos
IG(x,t,y) = G(xt,y(x 1)) < Cx, )|y —y(x,t)|

ondeC(x,t) = max{C4,C,}. Segue a afirmap.

y _
Agora, considere as estimativas abaixo, e recordemoS@ue y) =/ Uo(S)ds+tg (xt_y>
0

paray € R onde
g(u) = supluv— f(v)).

veR

Fixados(x,t) € R x (0,), paray > 0 eN € N temos :
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y _
NGty > N [ (s ds i [— (XTy)ZHUoH—f(—leUoH)
— _Nyj]uol |+ 2N ol (Y= X) — tN f(—2]] o]

> Ny|[uo|| — 2N[[uo][x — tN f(—2][uo]|)

logo ,e NG < NPe~Mlwll ondeD = 2||ug||x+t f (—2||ug]|).

No casoy < 0 temos:

0 _
NG(ty) > N [ uo(sdstN [3(¥)||uo||—f<3||uo||>
y
— Nyi]uol |+ 3N]uol (X— y) — tN (3] o]

> —2Nyi|uo| | + 3N][uo|[x — tN f(3][uo]|)

assim g NG < NWe2\Wlwll ondeW = —3)|ug|[x+t  (3||uo]]).

Afirmamos , parx € R et > 0 fixados, que

onde/ h(y)dy < co.

De fato, sejaC4 > 0 uma contante de Lipchtz d&z)/t (funcdo de z) e por desigualdade

triangular
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Paray > 0 :

e—NG(X,t,y) + |b(0)|e_NG(X’t’y) < %|X—y|e_NG(X’t’y) + |b(0)|e_NG(X’t’y)

1. %’x_y‘e_NG(X7t7Y) < C%|x_y’e’\“:)e—'\'yHUO|| < c%|)(|e'\|De_'\‘yHUOH + C%|y|e'\|De_'\|)’HUOH_

2. |b(0)|e"NCX*tY) < |b(0)|eNPe NVl

Paray <0

1. %|x_y|efNG(x,t,y) < %|X_y|eNWe—Ny||uO|| < %|X|eNWe2Ny||UOH +%|y|eNWe2NyHuOH_

2. |b(0)|eNCXLY) < |b(0) |NWePNYiIoll,

Agora defina

Cay|eNDeNVlltoll 1 (b(0)[eNP + S |x|NP)eMYIwll  sey > 0

h(y) =
Ca|y|eNWeNH ol 1 (|b(0) [NV + St x| NW)e?Wilwoll - sey < 0
Agora temos
/+Ooe—N)’IUO|d e Ml |7 1
b - - =
0 YT\ NIl ) |, T NIl
+oo 1
Nyl gy L
s Jy ety = e
® Ayl gy — [ o-2Nyiluoll g e 2l \ I 1
= e = B = —
- /. =), YT\ Nwll )|, 2Nl
o [0 ve@iwligy— [“veMoligy_ L
WY =Y Y= 2N[[wol])2
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Portanto, das expre®ss que definem a aplicagh, segue a afirmap. Conclimos endo
queb (XY) e NCXL) "y € R & integhvel para cada pdk,t) € R x (0, ) fixado. Alem disso,

obtemos que/ e NCXLY) dy < oo,

Agora afirmamos qué (b (*7Y)) e NCXW) |y € R & integavel para cada pgxt) € R x

(0,0) fixado e para cadd € N dado.

Pela convexidade detemos :

e—N G(xt,y)

e < 55C2)
t t t

+ af(Oﬂe‘NGW¢”f+|f%O)M)(filx)
| (x=Yy
* t b t

;. ~ . ~ . , , ‘y‘ X—y _NG Xty
a Unica expres® que aindad@o conhecemos ser intégelé + }b(T) \ e NGXty) Mas

e_N G(X1t7y)

e NGxLY) (A.2)

dos resultados acima temos d{ﬁqb (X)) |e NGty < Yh(y) e obtemos que

‘/MMW<%
Rt

Portanto, segue a afirmaag.

Agora, justificaremos que a aplicag

V(x,t) = In/_oo exp{—NG(x,t,y)} dy,

admite derivadas parciais. Primeiramente, verificamos que

OV —N b () exp{—NG(x,t,y)}dy
oxX [ exp{—NG(x,t,y)}dy
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O objetivoé apenas justificar que podemos derivar sob o sinal de igtegrie fato, defina
F(q = [ eNetway (A.3)
R

parax € [c,d] et > O fixado.

Agora, consider® > y+—s e NCXY) comx € [c,d] et > 0 fixados. Erfio,

‘N b (X ; y) e—NG(xJ,y)

ai (e—NG(t7x7y)> ‘
X

provemos que

;_X <eNG(t,x,Y))‘ < h(y)

paray € R, para alguma furéip h(y) integravel, ou seja,[p h(y)dy < . Mas de [(A.1) com

X € [c,d] existe tal fun@oh(y). Entio por teoremia 1.13 a apliGuF (x) é diferencavel e

dF « [ 9 [ _NGixy) _/ X=Y\ —NG(xty)
dX(x)_/RaX<e )dy_N Rb " e dy

Agora, verificamos que

oW NJf (b(*)) exp(—NG(x,t,y) }dy
ot [exp(—NG(x,t,y)}dy

novamente & justificaremos que podemos derivar sob o sinal de intagrdgefina
F(t)= [ e N ay (A%)
R

para 0< c <t < d ex e R fixado, e consider® >y +— e NCEXY) comt € [c,d] exe R

e
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provemos que

‘% (e—NG(t,x,y)>' <H(y)

paray € R, para alguma furioH (y) integravel, ou seja,/ H(y)dy< «. Mas issce exatamente
R

o que fizemos end (Al2). Por argumentos semelhantes podenstsanmue

oV 9V
oxot  odtox’
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Apéndice

‘B

Mais Alguns Casos

Aprovitamos estes espaco para cobrir mais alguns casgsogieeiam ser questionados no

decorrer da demonstrag do teorem@a 3.3:

1. e Se(u—v)(-,t)>0 em (x(t),x+1(t)) comx;(t) descontinuidade d&(-,t) e con-
tinuidade para(-,t), alem dissox;;1(t) &€ ponto de continuidade para ambasient

por hipdtese(u—v)(-,t) < 0 em(xi_1,%). Dai,

lim (u—v)(X) =u —v>0
X=X

lim (u—v)(x) =u —v<0,
X=X~

ou seja,v < uy ey <v, portantoy; < v < u,. Absurdo, poisy; > u;. Logo as

condiges deste cas@n ocorrem.

2. e Seja(u—v)(-,t') >0em(x(t'),x1(t")) comx(t) descontinuidade d&-,t) e con-

tinuidade parai(-,t) ondex;,1(t) &€ ponto de continuidade para ambas. Pooteipe
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(u—V)(x) < 0em(x_1,x). Dai, usando limites laterais

lim (u—v)(X)=u—v; >0
X=X

lim (u—v)(x) =u—v; <0,
X=X

ou seja,vy <u e u<y, portantov; < u < vj.(nao ocorrendo a igualdade si-

multaneamente poig < V).

e Neste caso, estamos suporsfn(u—v) = 1. E segue que a expr@ssabaixo

avaliada no pontt/ & rao-positva

%/);?:(t) u(x,t) —v(x,t)dx = Xa'+1(u—v)(xi+1)-l-/)(i)?:(t)(u(x)—v(x))tdx
— A=)
= (1)~ 1))~ (1) — F(W] —o(u= )
= -t - [ ),

3. e Se(u—v)(-,t') >0em(x(t'),x1(t")) comx(t) descontinuidade de-,t) eu(-,t)
ondex;.1(t) &€ ponto de continuidade para ambas. Segue v)(-,t') < 0 em

(Xi—1,%). Dal,

lim (u—v)(X)=u—v >0 e lim(u—v)(x)=u —v <0,
X=X X%

ousejayy <u e Uy <y, portantov; < U < U < V.

e Neste caso, supomagn(u—vV) = 1. E, conclimos que a exprede abaixcé rao-

positiva emt’
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ﬂ/x”l(t)u(x,t)—v(x,t)dx = >'<a+1(u—V)(Xa+1)+/)q)::(t)(u(x)—v(X))th
— Xi(Ur —vr)(X%)

= —[f(v)— f(u)] =% (ur —v)

4. e Se(u—v)(-,t) <0em(x(t),x+1(t)) comx;;1(t) descontinuidade de(-,t) e con-
tinuidade para(-,t) ondex;(t) & ponto de continuidade para ambasat®os

(U=V)(x) >0 em(Xi;1,X12). Dai,

lim u—v(x)=u—v>0e lim u—v(X)=u—-v<0,
Xy K

ou sejayv < ur ey <V, portantou; < v < u,. absurdo poisl < u;. Logo este caso

nao ocorre.

5. e Se(u—v)(,t') <0 em(x(t'),x1(t")) comx1(t) descontinuidade de(-,t) e
continuidade para(-,t) ondex;(t) & ponto de continuidade para ambasaenpor

hipotese(u—v)(x) > 0 em(xi+1,Xi+2). Segundo os limites laterais abaixo,

lim u—v(x)=u—v,>0e lim u—v(X)=u—v <0,
Xy K

ou sejay; <ueu<v, temosy, <u<vy,.(nao ocorrendo a igualdade simaeamente
poisvy < V).

e Neste caso estamos suporsdm (u—v) = —1. Deste fatos tan@m conclimos que

(~1) (% /y:::(t) u(x,t) —v(x,t)dx>

<0
t=t/

6. e Se(u—v)(-,t') <0em(x(t),x1(t")) comxi 1(t) descontinuidade dé€-,t) eu(-,t)

ondex;(t) & ponto de continuidade para ambas.aeiiti— v)(x) >0 em(Xi+1,Xi+2)-
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Dal, usando limites laterais

lim (u—v)(X)=u—v% >0 e Ilim (u—-v)(x)=u —v <0,

+ —
X~>Xi+l X_>Xi+l

ou sejayy < Uy e u <V, portantovy < u < U < V.

e Supomos aqusgn(u—v) = —1. E novamente temos

<0
t=t’

(—1) <% /X::(t) u(x,t) —v(x,t) dx>

7. e Se(u—v)(,t) <0 em(x1(t),X42(t)) comx1(t) descontinuidade de(-,t) e
continuidade para(-,t) ondex; 2(t) &€ ponto de continuidade para ambas. ddnt

(u—v)(x) > 0 em(xj,xi+1) . Dd,

lim (u—v)(x) =u—v <0 e lim (u—v)(X) =u—v >0,

+ —
X=X +1 X—=X; +1

ou sejau < vy ev; < u, portantov; < u < v,. Absurdo poisy; < V;. E este casoan

ocorre.

8. e Se(u—v)(-t') >0 em(x(t),x+1(t")) comx1(t) descontinuidade da(-,t) e
continuidade de/(-,t) ondex;(t) & ponto de continuidade para ambas. Este caso

esta apresentado trabalho e a derivada em @oiestio-positiva.

e Segue da hiptese acima quéu —V)(x) < 0 em (Xi;+1,%+2), cCOM X2 ponto de
continuidade de ambas, estamos supondo aindadescontinuidade de e con-

tinuidade des. Ddi, usando limites laterais

lIim (u—v)(X)=u—v<0 e Ilim (u-v)(x)=u —-v>0,

+ —
X=X +1 X=X +1

ou seja,ur < v ev<uy, portantou, <v < u. (ndo ocorrendo a igualdade si-

multaneamente poig < u.
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e Neste caso, supomagn(u—Vv) =1, logosgn.i(u—v) = —1. Temos a Situdp :

d X

(1) —/ u(x,t) — v(x,t) dx <0
dt Jx () y
d Xi2(t)

(-1) —/ ux.t) —v(xt)dx|| <o
dt Jx,q(t)

t=t/

O caso (8) foi apresentado no corpo do trabalho. As outraag#s poderiam
tamkem ocorrer, e em quaisquer dos casos teremos que aduwagla no teorema

[B:3é decrescente em t.

79



Refekéncias Bibliogaficas

[1] Christopher E. Heil, Notas de aula, Georgia Institute e€fihology, Atlanta, 2010. Veja

http://math.gatech.edu/ heil.
[2] Evans, L.C, Partial Differential Equations. AMS, Proeitte, 1998.

[3] Folland, G.B, Real analysis: modern techniques and thpgli@ations. New York: Wiley

Interscience, 1984, p.54.

[4] Hormander, L. The Analysis of Linear Differential Opdaaes |, 2 ed. Springer-Verlag.
New York, 1990.

[5] Keyfitz, B.Q, Solutions with shocks: An example of an cawtive semigroup, Com. Pure

Appl. Math, 24, 1971 ,125-129.
[6] LeFloch, P.G. Hyperbolic Systems of Conservation Lawsklgiuser,Basel, 2002.
[7] Lima, E.L. Curso de Aalise. v.1, 11 ed. Rio de Janeiro: Projeto Euclides, 2004.
[8] Lima, E.L. Curso de Aalise. v.2, 5 ed. Rio de Janeiro: Projeto Euclides, 1999.

[9] P.D. Lax. Hyperbolic Systems of Conservation Laws Il, Cé&uare Appl. Math, 10, 1957,
539-543.

[10] P.D. Lax. Hyperbolic Systems of Conservation Laws arel Mathematical Theory of
Shock Waves, Philadelphia: Society for Industrial and AgghMathematics, 1973, 1-18.

[11] P.D. Lax. Hyperbolic Partial Differential Equatio’MS, Providence, 2006.

80



Refeéncias Bibliogaficas Refeéncias Bibliogaficas

[12] Smoller, J. Shock Waves and Reaction-Diffusion EquetidNew York: Springer-Verlag,
1983.

81



	Introdução
	Resultados Básicos e Conceitos
	 Leis de Conservação 
	Leis de Conservação Escalar
	Condição para a não-existência de solução global
	Redução do Problema de Cauchy a uma Equação Implícita

	Solução Fraca e Condição de Rankine-Hugoniot
	Exemplos de Soluções Fracas
	Conceitos e Condição de Rankine-Hugoniot
	Aplicação da Condição de Rankine-Hugoniot

	 Entropia de Lax

	Fórmula Explícita
	Unicidade da Solução
	Decaimento da solução 

	Justificativas
	Mais Alguns Casos
	Referências Bibliográficas



