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Resumo

Neste trabalho estudamos leis de conservação escalar, com a dedução de uma f́ormula

expĺıcita de uma soluç̃ao suave de suporte compacto, também apresentamos o comportamento

da soluç̃ao dada pela fórmula quando o dado inicialé nulo fora de algum intervalo limitado e

por fim estudamos a unicidade para uma dada lei de conservação sob certas hiṕoteses.

Palavra-chave:Leis de Conservação, Condiç̃ao de Entropia, Relação de Rankine-Hugoniot

e Soluç̃ao Admisśıvel.
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Abstract

We study scalar conservation laws, with the deduction of an explicit formula of a smooth

solution with compact support, we also present the behaviorof the solution given by the formula

when the initial value is zero outside a finite interval. In order to study the uniqueness of a given

conservation law under certain hypotheses.
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Introduç̃ao

A apresentaç̃ao deste trabalho inicia-se com um estudo sobre leis de conservaç̃ao escalar,

mais especificamente estudamos a equaçãout + f (u)x = 0, para(x, t) ∈R× (0,∞) queé o mais

simples modelo de movimento de onda.

Escrevendo a equação na forma diferencialut + f ′(u)ux = 0, vimos que seu(x, t) é uma

soluç̃ao suave para o problema de valor inicial, com dado inicialu(x,0) = u0(x), a mesmáe

igual ao seu dado inicial sobre a retax(t) satisfazendo a equação
dx
dt

= f ′(u(x, t)), tais retas s̃ao

chamadas decaracteŕısticas.

Em geral, tal problema de Cauchy não possui soluç̃ao suave globalmente definida, istoé,

definida para todot > 0, mesmo quando temos dados iniciais suaves. Este fenômeno de ñao

exist̂encia de soluç̃ao global, pode ser observada pelo fato que a inclinação das retas carac-

teŕısticas dependem da solução e assim podemos esperar que tais retas se interceptam e onde

isto ocorre ñao h́a soluç̃ao suave definida.

Interessados em definir solução para todo tempo, o conceito de solução para a equação acima

deve ser enfraquecido, cedendo lugar a um novo conceito de solução chamada de soluçãofraca

ou generalizadao qual nos permite lidar com soluções descontı́nuas. Este novo conceito de

soluç̃ao significa satisfazermos não a equaç̃ao diferencial parcial em si, mas uma formulação

integral obtida a partir da mesma, de sorte que quando restrita a soluç̃oes cĺassicas (suaves) tal

formulaç̃ao integraĺe equivalente a equação diferencial original.

Após tal definiç̃ao de soluç̃ao fraca demos alguns exemplos explı́citos de soluç̃ao fraca e
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verificamos diretamente que as mesmas satisfazem a equação integral a qual define solução

fraca. Tamb́em demos um teorema, a saber teorema 2.1, qual nos permite construir soluç̃oes

fracas explicitamente.

O enfraquecimento do conceito de solução amplia nossa classe de candidatas a solução, mas

adotando este novo conceito perdemos unicidade para o problema, istoé, soluç̃oes fracas ñao

são unicamente determinadas por seus dados iniciais. Surge então a quest̃ao de como escolher

a soluç̃ao adequada ou fisicamente relevante, lembrando que nossa equaç̃ao é proveniente de

algum modelo f́ısico. Um crit́erio para a escolha da solução fisicamente relevanteé dado quando

o fluxo f em quest̃aoé convexo, tal crit́erio é chamado decondiç̃ao de entropia, dada por Lax .

Por fim apresentamos a dedução de uma f́ormula expĺıcita de uma soluç̃ao suave de su-

porte compacto para o problema de Cauchy com dado inicial limitado, tamb́em apresentamos o

comportamento da solução dada pela fórmula quando o dado inicial em questãoé nulo fora de

algum intervado limitado e estudamos um teorema de unicidade para a dada lei de conservação

ut + f (u)x = 0, sob certas hiṕoteses.



Caṕıtulo

1

Resultados B́asicos e Conceitos

Neste caṕıtulo est̃ao alguns resultados e definições para a leitura dos demais capı́tulos e

tamb́em alguns teoremas fundamentais para a obtenção de alguns resultados deste trabalho.

Definição 1.1 Uma funç̃ao real g definida em um intervalo(a,b), onde−∞ ≤ a< b≤ ∞, é dita

convexa se para cada x,y∈ (a,b) e cada0≤ λ ≤ 1 temos

g(λx+(1−λ )y)≤ λg(x)+(1−λ )g(y). (1.1)

Geometricamente, uma função é chamada convexa quando seu gráfico se situa sobre ou abaixo

de qualquer de suas secante, mais precisamente, se x< t < y ent̃ao o ponto(t,g(t)) encontra-se

abaixo ou sobre a reta conectando os pontos(x,g(x)) e (y,g(y)) no plano.

Substituindo≤ por < temos a definiç̃ao de funç̃ao estritamente convexa, neste caso, o

gráfico de g ñao apresenta trechos retilı́neos.

Teorema 1.1 Se gé convexa sobre(a,b) ent̃ao gé cont́ınua sobre(a,b).

Prova: Veja demostraç̃ao, por exemplo, em [7], p.106.
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Teorema 1.2 Seja f : (a,b)→ R derivável. Ent̃ao as seguintes afirmações s̃ao equivalentes:

a) f é convexa.

b) A derivada f′(a,b)→ R é mońotona crescente.

c) Para quaisquer u,v∈ (a,b) tem-se f(u)≥ f (v)+ f ′(v)(u−v).

Prova: Veja demostraç̃ao, por exemplo, em [7], p.106.

Teorema 1.3 Uma funç̃ao f : (a,b)→ R, duas vezes derivável em(a,b) é convexa se, e só se,

f ′′(x)≥ 0 para todo x∈ (a,b).

Prova: Veja demostraç̃ao, por exemplo, em [7], p.106.

Observaç̃ao 1.1 Se f′′(x) > 0 para todo x∈ (a,b) ent̃ao f′ é crescente, logo f́e estritamente

convexa.

Teorema 1.4 Todo ponto cŕıtico de uma funç̃ao convexáe um ponto de ḿınimo absoluto.

Prova: Veja demostraç̃ao, por exemplo, em [7], p.107.

Definição 1.2 Uma funç̃ao g: (a,b)→ R diz-se ĉoncava quando−g é convexa.

Teorema 1.5 Todo ponto cŕıtico de uma funç̃ao ĉoncavaé um ponto de ḿaximo absoluto.

Demonstraç̃ao: Segue da definiç̃ao de funç̃ao ĉoncava e teorema anterior.

Lema 1.1 (Desigualdade de Jensen)Se gé convexa sobre(c,d) e se x,y,x′,y′ são pontos de

(c,d) tais que x≤ x′ < y′ e x< y≤ y′, ent̃ao

g(y)−g(x)
y−x

≤ g(y′)−g(x′)
y′−x′

(1.2)
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Demonstraç̃ao: Sex= x′ e y= y′ ent̃ao nada temos a fazer. Observamos que sea< w< b

são quaisquer pontos de(c,d) pela definiç̃ao de funç̃ao convexa temos

g(w)≤ b−w
b−a

g(a)+
w−a
b−a

g(b).

Ent̃ao seguem as desigualdades

(b−a)g(w) ≤ (b−w)g(a)+(w−a)g(b)

≤ (b−a)g(a)+(a−w)g(a)+(w−a)g(b)

ou seja,

(b−a)(g(w)−g(a))≤ (w−a)(g(b)−g(a)),

multiplicando aúltima desigualdade por
1

(w−a)(b−a)
> 0 temos

g(w)−g(a)
w−a

≤ g(b)−g(a)
b−a

. (1.3)

Por argumento similar podemos concluir que

g(b)−g(a)
b−a

≤ g(b)−g(w)
b−w

. (1.4)

Portanto,
g(w)−g(a)

w−a
≤ g(b)−g(a)

b−a
≤ g(b)−g(w)

b−w
. (1.5)

Por hiṕotesex< x′ < y′ ent̃ao de (1.3) temos a desigualdade

g(x′)−g(x)
x′−x

≤ g(y′)−g(x′)
y′−x′

. (1.6)
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Caso tivermosx< y< x′ ent̃ao por (1.5) e (1.6) obtemos

g(y)−g(x)
y−x

≤ g(x′)−g(x)
x′−x

≤ g(y′)−g(y)
y′−y

.

Casox< x′ < y ex′ < y< y′ segue de (1.5) as desigualadades

g(y)−g(x)
y−x

≤ g(y)−g(x′)
y−x′

≤ g(y′)−g(x′)
y′−x′

.

Portanto em qualquer dos casos vale o resultado. Além disso, seg é estritamente convexa temos

que vale a desigualdade estrita comx< x′ < y′ ex< y< y′ em(c,d).

Definição 1.3 Seja f : R→ R de classe C1(R), e considere a aplicaç̃ao

g(v) = sup
u∈R

(uv− f (u)), v∈ R

g é chamada detransformaç̃ao de Legendreassociada a f .

Teorema 1.6 Seja f: R→R continuamente diferenciável e estritamente convexa de modo que

lim
|u|→∞

f (u)/|u|= ∞.

Considere g atransformaç̃ao de Legendreassociada a f. Então,

a) g é convexa,

b) lim|v|→∞
g(v)
|v| = ∞ e g( f ′(v)) = f ′(v)v− f (v), v∈ R.
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Demonstraç̃ao: Vamos provar queg(.) é convexa. Dadosp,q ∈ R distintos e 0≤ λ ≤ 1

ent̃ao

g(λ p+(1−λq)) = sup
u∈R

(u(λ p+(1−λq))− f (u))

= sup
u∈R

(λ (up− f (u))+(1−λ )(uq− f (u)))

≤ sup
u∈R

(λ (up− f (u))+ sup
u∈R

((1−λ )(uq− f (u))

= λg(p)+(1−λ )g(q).

Agora vamos mostrar que lim|v|→∞
g(v)
|v| = ∞. Dadoλ > 0, parap 6= 0, temos :

g(p) = sup
q∈R

(qp− f (q)) ≥ λ
p
|p| p− f

(
λ p
|p|

)

= λ
|p|2
|p| − f

(
λ p
|p|

)

= λ |p|− f

(
λ p
|p|

)
.

obtemos esta desigualdade considerandoq= λ p
|p| . Dáı temos que

g(p)≥ λ |p|− max
[−λ ,λ ]

f ,

assim

liminf
|p|→∞

g(p)
|p| ≥ liminf

|p|→∞

(
λ − max f

|p|

)
= λ .

Portanto,

liminf
|p|→∞

g(p)
|p| ≥ λ , ∀ λ ≥ 0,

logo

liminf
|p|→∞

g(p)
|p| = ∞.
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Segue da definiç̃ao deg e do fato quef (u)≥ f (v)+ f ′(v)(u−v) à igualdade

g( f ′(v)) = f ′(v)v− f (v), v∈ R.

Observaç̃ao 1.2 Seja f : R→ R uma funç̃ao convexa satisfazendo

f ′′(x)≥ θ > 0 e lim
x→±∞

f ′(x) =±∞

e considere

g(v) = sup
u∈R

(uv− f (u)), v∈ R

a transformaç̃ao de Legendre de f(.), observamos que o supremo acimaé na verdade um

máximo, pois considerando a função real H(u) = uv− f (u),u ∈ R, temos que H′(u) = v−

f ′(u),∀ u∈ R ent̃ao H′(b(v)) = 0, onde b(v) = ( f ′)−1(v), e como H(u), para cada v fixado,́e

côncava temos que o ponto crı́tico b(v) ∈ R é um ponto de ḿaximo global. Note que b(v) é o

único ponto cŕıtico de H. Dáı, podemos reescrever a transformação de Legendre como segue

g(v) = b(v)v− f (b(v)).

Assim, g′(v) = b(v), o que implica g′′(v) = 1/ f ′′(b(v)) > 0. Portanto, a funç̃ao g(.) é estrita-

mente convexa e também temoslim±∞ g′ = lim±∞ b=±∞.

Teorema 1.7 (F́ormula de Taylor com resto de Lagrange)Seja f : [a,b] → R n vezes de-

rivável no intervalo aberto(a,b), com f(n−1) cont́ınua em[a,b]. Então existe c∈ (a,b) tal

que

f (a) = f (b)+ f ′(b)(a−b)+ · · ·+ f (n−1)(b)
(n−1)!

(a−b)n−1+
f (n)(c)

n!
(a−b)n.

Prova: Vide demostraç̃ao em [7], p.104.
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Teorema 1.8 (Derivada de uma funç̃ao inversa) Seja f : X →Y ⊂ R uma funç̃ao que possui

inversa g: Y → X ⊂ R. Se f é deriv́avel no ponto a∈ X∩X′ e g é cont́ınua em f(a) ent̃ao g

admiti derivada em f(a) se e śo se f′(a) 6= 0. Neste caso, g′( f (a)) =
1

f ′(a)
.

Prova: Veja demostraç̃ao em [7], p.92.

Teorema 1.9 Se f : X → R é deriv́avelà direita (resp.à esquerda) no ponto a∈ X∩X
′
+ (resp.

a∈ X∩X
′
−) e tem áı um ḿaximo local (resp. ḿınimo local) ent̃ao f

′
+(a)≤ 0 (resp. f

′
−(a)≤ 0. )

Prova: Veja demostraç̃ao em [7], p.94.

Teorema 1.10 (Teorema da Funç̃ao Implı́cita) Seja F:U →R , de classe Ck (k≥ 1) no aberto

U ⊆ R
n+1, seja(x0,y0) ∈ U, c = F(x0,y0) e ∂F

∂y (x0,y0) 6= 0. Então, existem uma bola aberta

B= B(x0, r) e um intervalo J= (y0− ε,y0+ ε) com as seguintes propridades:

• B×J ⊂U e ∂F
∂y (x,y) 6= 0, ∀ (x,y) ∈ B×J;

• Para cada x∈ B existe uḿunico y= u(x) ∈ J tal que F(x,y) = F(x,u(x)) = c.

A funç̃ao u : B → J, assim definida,́e de classe Ck e suas derivadas parciais em cada ponto

x∈ B⊂ R
n são dadas por

∂u
∂xi

(x) =−
∂F
∂xi

(x,u(x))
∂F
∂y (x,u(x))

.

Prova: Veja demostraç̃ao em [8], p.160.

Teorema 1.11 (Teorema da Diverĝencia no Plano) Seja F=(P,Q) um campo vetorial de classe

C1 num abertoΩ deR
2 e seja K um compacto, com interior não-vazio, contido emΩ, cuja

fronteira é imagem de uma curva fechadaγ(t) = (x(t),y(t)), a≤ t ≤ b, de classe C1, simples,

orientada no sentido anti-horário comγ ′
(t) 6= 0 no intervalo aberto. Seja n o normal unitário

exterior a K, ent̃ao
∮

γ
F.nds=

∫∫

K
divF dxdt.

9



Caṕıtulo 1. Resultados B́asicos e Conceitos

Demonstraç̃ao:

∮

γ
F.nds=

∫ b

a
F(γ(t)).n(γ(t))|γ ′

(t)|dt,

onde

n(γ(t)) =
1

|γ ′
(t)|(y

′(t),−x′(t))

Logo,
∮

γ
F.nds=

∫ b

a
[P(γ(t))y′(t)−Q(γ(t))x′(t)]dt,

dáı segue que

∮

γ
F.nds=

∮

γ
−Qdx+Pdy.

Em vista do Teorema de Green

∮

γ
−Qdx+Pdy=

∫∫

K
∂xP+∂xQ dxdt.

Portanto,
∮

γ
F.nds=

∫∫

K
divF dxdt.

Teorema 1.12Sejam f,g∈C(X) funç̃oes complexas onde X⊆Rn e
∫

X
f φ dx=

∫

X
gφ dx para

todaφ ∈C∞
c (X) ent̃ao f = g.

Prova: Veja demostraç̃ao em [4], p. 15.
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Teorema 1.13Considere a aplicaç̃ao f : R× [a,b]→ R e assuma que a função x→ f (x, t) é

R−mensuŕavel para cada t∈ [a,b]. Suponha que para algum t0 ∈ [a,b], a funç̃ao x→ f (x, t0)

seja integŕavel sobreR, que
∂ f
∂ t

exista emR× [a,b], e que exista uma função g(x) integrável

emR tal que ∣∣∣∣
∂ f
∂ t

(x, t)

∣∣∣∣≤ g(x).

Então a funç̃ao F(t) =
∫

R

f (x, t)dx é diferencíavel em[a,b] e
dF
dt

(t) =
∫

R

∂ f
∂ t

(x, t)dx.

Prova: Veja demostraç̃ao em [3], p.54.

Definição 1.4 Seja u: R→ C e x∈ R, definimos

Tu(x) = sup

{
n

∑
1
|u(x j)−u(x j−1)| : −∞ < x0 < x1 < · · ·< xn = x, n∈ N

}
,

Tu(x) é chamada defunção variaç̃ao total associada a u. Observamos que Tu é uma funç̃ao

mońotona crescente com valores possivelmente em[0,∞]. De fato, note que a soma na definição

acima cresce se o número de pontos xj na subdivis̃ao cresce, dáı se a< b o supremo na definição

de Tu(b) não é alterado se assumirmos que aé sempre um ponto da subdivisão, pois dada uma

soma∑n
1 |u(x j)−u(x j−1)| a mesmáe menor ou igual a outra soma onde algum xj = a. Ent̃ao,

segue que

Tu(b) = Tu(a)+sup

{
n

∑
1
|u(x j)−u(x j−1)| : a= x0 < x1 < · · ·< xn = x, n∈ N

}
. (1.7)

portanto Tu é mońotona crescente.

Dizemos que úe devariação limitadasobreR, se Tu(∞) = limx→+∞ Tu(x) é finito, notaç̃ao

u∈ BV(R).

O supremòa direita de (1.7)́e chamadovariaç̃ao totalde u sobre[a,b], como tal supremo

só depende dos valores de u em[a,b], definimos BV[a,b] ser o conjunto das funções sobre[a,b]
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cuja variaç̃ao totalem[a,b] é finita, em śımbolos

u∈BV[a,b]⇐⇒TVu[a,b] =: sup

{
n

∑
1
|u(x j)−u(x j−1)| : a= x0 < x1 < · · ·< xn = x, n∈ N

}
<∞.

Teorema 1.14Seja u: R→ R mońotona crescente eΦ(x) = u(x+).

a) O conjunto dos pontos de descontinuidade de ué cont́avel.

b) u eΦ são diferencíaveis q.t.p x, u′ é mensuŕavel, u′ ≥ 0 q.t.p x, e Φ′(x) = u(x) q.t.p.

Prova: Veja demostraç̃ao em [3], p.95.

Teorema 1.15a) Se u∈BV, ent̃ao u(x+) = limy→x+ u(y) e u(x−) = limy→x− u(y) existem para

todo x∈ R.

b) Se u∈ BV ent̃ao ué cont́ınua quase sempre.

c) Se u∈ BV eΦ(x) = u(x+), ent̃ao u′ e Φ′
existem quase sempre e são iguais quase sempre.

d) Se u: R→ R é BV existem funç̃oes mońotonas crescentes limitadas u1, u2 : R→ R tais que

u= u1−u2.

Prova: Veja demostraç̃ao em [3], p.98.

Teorema 1.16Se f= f1− f2 : [a,b]−→ R é de variaç̃ao limitada em[a,b] ent̃ao f′(x) existe

quase sempre e f′ ∈ L1[a,b]. Onde fi é como no teorema anterior.

Demonstraç̃ao: Estendafi pondo fi(x) = fi(a) parax≤ a e fi(x) = fi(b) parax≥ b, com

i = 1,2. Pelo teorema (1.15)f é diferencíavel quase sempre, poisfi ∈ BV(R). Portanto, as

funções

f i
k(x) =

fi(x+1/k)− fi(x)
1/k

= k( fi(x+1/k)− fi(x)) (1.8)

12
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convergem pontualmente q.t.p paraf ′i (x) parak→ ∞. Pelo Lema de Fatu, temos

0≤
∫ b

a
f ′i (x)dx ≤ liminf

k→∞

∫ b

a
f i
k(x)dx

= liminf
k→∞

(
k
∫ b+1/k

a+1/k
fi(x)dx − k

∫ b

a
fi(x)dx

)

= liminf
k→∞

(
k
∫ b+1/k

b
fi(x)dx − k

∫ a+1/k

a
fi(x)dx

)

≤ k
∫ b+1/k

b
fi(b)dx − k

∫ a+1/k

a
fi(a)dx

= fi(b)− fi(a).

Segue que| f ′| ≤ | f ′1|+ | f ′2| q.t.p-x, portantof ′ ∈ L1[a,b].

Corolário 1.1 Se f= f1− f2 : R−→ R é de variaç̃ao limitada emR ent̃ao f′(x) existe quase

sempre e f′ ∈ L1(R).

Demonstraç̃ao:

De fato, defina as sequências, 0≤ ak =
∫ k

0
f ′i (x)dx e 0≤ bk =

∫ 0

−k
f ′i (x)dxparai = 1,2, e

k∈ N. Note queak ≤ ak+1, bk ≤ bk+1, e do teorema anterior

ak ≤ fi(k)− fi(0)≤ TVfi [0,k]≤ TVfi(R)< ∞

e

bk ≤ fi(0)− fi(−k)≤ | fi(−k)− fi(0)| ≤ TVfi [−k,0]≤ TVfi(R)< ∞

Assim, as seqûencias s̃ao mońotonas e limitadas, portanto convergentes. Daı́, segue que ,

13
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0≤
∫ +∞

−∞
f ′i (x)dx =

∫ 0

−∞
f ′i (x)dx+

∫ +∞

0
f ′i (x)dx

= lim
k→+∞

∫ 0

−k
f ′i (x)dx+ lim

k→+∞

∫ k

0
f ′i (x)dx< ∞.

Já quef ′ = f ′1− f ′2 q.t.p-x ent̃ao| f ′| ≤ | f ′1|+ | f ′2| q.t.p-x. Pontantof ′ ∈ L1(R).

Teorema 1.17Seja f∈ BV[a,b] e TV(x)
.
= TVf [a,x], ent̃ao TV(x) é diferencíavel q.t.p x∈

[a,b], e (TV)′(x) = | f ′(x)| q.t.p x∈ [a,b]. Lembre que

TVf [a,x]
.
= sup

{
n

∑
1
| f (x j)− f (x j−1)| : a= x0 < x1 < · · ·< xn = x,n∈ N

}
< ∞,

onde o supremóe sobre o conjunto de todas as partições de[a,x].

Prova: Veja demonstraç̃ao em [1].
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Caṕıtulo

2

Leis de Conservação

As EDPs de primeira ordem aparecem em muitos problemas fı́sicos e geoḿetricos, dev-

ido ao significado f́ısico da noç̃ao de derivada (velocidade de movimento) e seu significado

geoḿetrico (a tangente dôangulo). Em muitos problemas deste tipo uma das variáveisé a

variável tempo, e os processos podem durar um tempo suficientemente grande. Durante este

peŕıodo, algumas singularidades das soluções podem aparecer. Entre essas singularidades, con-

sideramos apenas descontinuidades fortes que são ”saltos” das soluç̃oes . É claro que, aṕos

as singularidades terem surgido, a fim de dar um significadoà equaç̃ao em questão tem de

se definir derivadas fracas e soluções fracas. Essas noções foram introduzidos na linguagem

mateḿatica apenas no século 20. A primeira realização mateḿatica nesse sentido foi o trabalho

clássico de Hopf (1950). Neste trabalho, uma teoria não-local para o problema de Cauchy foi

constrúıda para a equação ut +
(
u2/2

)
x = 0 com dado inicialu(x,0) = u0(x), ondeu0 é uma

função mensuŕavel limitada. A equaç̃ao

ut + f (u)x = 0

é uma natural generalização da equaç̃ao estuda por Hopf.

Motivação para a equaç̃ao de Hopf : Considere partı́culas em movimento em um meio
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unidimensional na ausência de forças externas. Denote poru(x, t) a velocidade da partı́cula,

localizada no pontox no instante de tempot. Sex= ϕ(t) é a trajet́oria da part́ıcula ent̃ao sua

velocidadée ϕ ′(t) = u(ϕ(t), t) e a aceleraç̃aoϕ ′′(t) é nula para todo tempot, pela primeira Lei

de Newton. Portanto,

0=
d2ϕ
dt2

=
d
dt
[u(ϕ(t), t)] =

∂u
∂ t

+
∂u
∂x

ϕ ′ =
∂u
∂ t

+
∂u
∂x

u.

A equaç̃aout +uux = 0 assim obtida que descreve o campo velocidade das partı́culasé chamada

equaç̃ao de Hopf.

Assimé natural estudar problemas mais gerais com

∂u
∂ t

+
∂ f (u)

∂x
= 0

ou na forma multidimensionalut + divx f (u) = 0. No presente trabalho, o objeto de estudoé

a equaç̃aout + f (u)x = 0, que engloba a equação de Hopf, comf (u) convexa e com algumas

hipóteses adicionais.

2.1 Leis de Conservação Escalar

Uma lei de conservação escalaŕe uma EDP de primeira ordem da forma

ut + f (u)x = 0, (2.1)

onde f é uma funç̃ao ñao-linear dada eu= u(x, t) ∈ R , x ∈ R e t ≥ 0, é a funç̃ao procurada.

Estamos interessados no problema de Cauchy associado a equac¸ão (2.1), ou seja, queremos

obter uma funç̃aou(x, t) que satisfaz (2.1) e uma determinada condição inicial

u(x,0) = u0(x). (2.2)
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Poŕem, leis de conservação do tipo (2.1)-(2.2) ñao possuem em geral solução global suave, isto

é, de classeC1 emR× (0,∞) e cont́ınua emR× [0,∞), mesmo quando o dado inicialé suave.

Vejamos isso nas subseções a seguir.

2.1.1. Condiç̃ao para a ñao-exist̂encia de soluç̃ao global

Seja f ′′ > 0, ou seja,f é estritamente convexa eu0(x) ∈C1(R). Considere o problema de

Cauchy escalar

ut + f (u)x = 0, t > 0, x∈ R,

u(x,0) = u0(x), x∈ R.
(2.3)

Suponha queu(x, t) seja uma soluç̃ao suave parat > 0, e reescreva a equação acima na forma

ut + f ′(u)ux = 0.

Considere a curva integralx(t) da equaç̃ao diferencial ordińaria

dx
dt

= f ′(u(x, t)), x(t0) = x0, t0 > 0. (2.4)

Ao longo desta curvat → (x(t), t) temos queu(x, t) é constante, pois

d
dt

u(x(t), t) = ux(x(t), t)
d
dt

x(t)+ut(x(t), t) = 0,

deste fato e de (2.4) segue que

x(t) = x0+(t − t0) f ′(u(x0, t0))

tal uma curva (reta)́e chamada decurva caracteŕıstica. Consequentemente, o valoru(x0, t0)

da soluç̃ao no ponto(x0, t0) é conservado por toda essa reta. Logo, estendendo tal reta até

interceptar o eixo-x em algum ponto(y0,0), podemos considerar o valor deu0(y0). Como o
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ponto (y0,0) encontra-se sobre a reta inicial temosu(x0, t0) = u(y0,0) = u0(y0) e podemos

escrever

x(t) = x0+(t − t0) f ′(u0(y0)), ou ainda, j́a quey0 = x0− t0 f ′(u0(y0)) ent̃ao

x(t) = y0+ t f ′(u0(y0)),

onde a inclinaç̃ao da retáe dada pelo dado inicial. Assim, se tivermos

m1 = f ′(u0(y1))> m2 = f ′(u0(y2))

paray1< y2 ent̃ao as curvas caracterı́sticas passando por(y1,0), (y2,0), respectivamente, cruzarão

em algum pontop0 do planox− t, para algumt > 0, a saber para 0< t =
y2−y1

m1−m2
. Logo em

p0 a funç̃aou(x, t) deixa de ser contı́nua, pois

u0(y1) = u(y1,0) = u(p0) = u(y2,0) = u0(y2),

já queu(·, ·) é constante sobre as curvas, note queu0(y1) 6= u0(y2). Para a exist̂encia dos pontos

y1 ey2 basta supor que existaz tal queu′0(z)< 0. Portanto, ñao podemos ter uma solução suave

globalmente definida.

2.1.2. Reduç̃ao do Problema de Cauchy a uma Equação Impĺıcita

Considere o problema de Cauchy

ut + f (u)x = 0, t > 0, x∈ R,

u(x,0) = u0(x), x∈ R,
(2.5)

com dado inicialu0 = u0(x) de classeC1(R). Assuma que temos uma solução u = u(x, t)

clássica (suave) para o problema de Cauchy. Sendo as curvas caracteŕısticas retas, seja(x, t)
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é um ponto comt > 0, denote pory = y(x, t) o único ponto sobre o eixo-x que a reta carac-

teŕıstica intercepta passando por(x, t). J́a queu= u(·, ·) é constante sobre a reta caracterı́stica

temos a seguinte identidade para a solução

u(x, t) = u(y,0) = u0(x− t f ′(u(x, t))). (2.6)

Agora, transferimos nossa atenção para a equação abaixo , proveniente de (2.6), ou seja,

F(u,x, t) = u−u0(x− t f ′(u)) = 0. (2.6)′

Observe que aplicaçãoF ∈ C1(R2× (0,∞)) acima. Note parat = 0 queF(u,x,0) é crescente

emu. Suponha , para algumT > 0, que tenhamos

∂F
∂u

(x, t,u) = 1+ tu′0(x− t f ′(u)) f ′′(u)> 0,

para todo(u,x, t) ondeu é soluç̃ao da equaç̃aoF(u,x, t) = 0 para cada(x, t) ∈R× [0,T) fixado.

Note que estamos supondo ser possı́vel resolver a equaçãoF(u,x, t)= 0.Ent̃ao para cada(x, t)∈

R× (0,T), existe umúnicou= u(x, t) tal queu(x, t)−u0(x− t f ′(u(x, t))) = 0 e oTeorema da

Funç̃ao Impĺıcita nos garante que a função assim definidáe de classeC1 na faixaR× (0,T),

além disso, temos as expressões

ut(x, t) =− f ′(u(x, t))u′0(x− t f (u(x, t)))

1+ tu′0(x− tu) f ′′(u(x, t))

e

ux(x, t) =
u′0(x− t f (u(x, t)))

1+ tu′0(x− tu) f ′′(u(x, t))
.

Segue por substituição na equaç̃ao ut + f (u)x = 0 queu = u(·, ·) é soluç̃ao do problema de

Cauchy com dado inicialu0, e suave na faixaR× (0,T).

Agora, se|| f ′′(u)|| ≤ L sobre a imagem deu0 e ainda||u′0|| ≤ K ent̃ao temosu(x, t) = u0(y),
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ondey= x− t f ′(u(x, t)), portanto

1+ tu′0(x− t f ′(u)) f ′′(u)> 1− tKL > 0,

assim basta considerart satisfazendo 0< t <
1

KL
= T. Assim o problema de Cauchy tem uma

soluç̃ao na faixa 0< t <
1

KL
= T.

Em suma, o que fizemosé transferir o problema de Cauchyà resoluç̃ao da equaç̃ao dada por

(2.6)′ em uma faixaΠT = {(x, t);−∞ < x< ∞, 0< t < T} de sorte a obter uma solução suave

para o problema de Cauchy.

Comentário 1 Em resumo, dado y0 ∈ R, a curva caracteŕıstica t 7−→ x(t) saindo de y0 é

definida (ao menos localmente) por

x′(t) = f ′(u(x, t))

x(0) = y0.

O ponto y0 é considerado o ṕe da curva caracterı́stica, e pondo v(t) = u(x(t), t) temos

v′(t) = 0. Assim a soluç̃ao é constante ao longo da caracterı́stica , onde a mesma deve ser uma

reta. É geometricamente possı́vel que duas tais caracterı́sticas possam cruzar em algum tempo

t > 0.

2.2 Soluç̃ao Fraca e Condição de Rankine-Hugoniot

Vimos nas seç̃oes anteriores em que geral não podemos ter solução cĺassica para todo tempo

e quando issóe posśıvel pode fazer apenas para tempo finito. Logo, como gostarı́amos de obter

soluç̃ao para todo tempo, o conceito de solução cĺassica cede lugar ao de solução generalizada

ou fraca. Estáultima significa satisfazermos não a equaç̃ao diferencial parcial em si, mas uma
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formulaç̃ao integral obtida a partir da mesma que quando restrita a soluções cĺassicas suaves

tal formulaç̃aoé equivalente a equação diferencial original. Infelizmente adotando-se este con-

ceito de soluç̃ao generalizada perdemos unicidade, e um critério adicional se faz necessário para

garantirmos a unicidade, ou ainda, selecionarmos a solução fisicamente correta dentre todas as

fracas existentes. Existe uma abordagem geral que conduz a uma noç̃ao de soluç̃ao general-

izada, que tem sua origem na teoria das distribuições. Em vista de nossa equação diferencial

em estudo damos a seguinte definição :

Definição 2.1 Dizemos que uma função u : R× [0,∞) mensuŕavel e limitadaé uma soluç̃ao

generalizada do problema de Cauchy (2.7) com dado u0(x) mensuŕavel limitado

ut + f (u)x = 0, t > 0, x∈ R,

u(x,0) = u0(x), x∈ R

(2.7)

se
∫ ∫

t≥0
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
u0(x)φ(x,0)dx= 0 (2.8)

para todaφ ∈C1(R2 com Supp(φ)∩{t ≥ 0} ⊂ [a,b]× [0,T].

Motivação para tal definição: Sejaφ ∈C1
c(R× [0,∞)). Suponha que temos uma solução

clássica (suave) para o problema de Cauchy, agora multiplique aequaç̃aout + f (u)x = 0 porφ

e integre sobre a regiãoR× [0,∞), supondoSupp(φ)⊂ [a,b]× [0,T] temos

0=
∫ ∞

−∞

∫ ∞

0
(ut + f (u)x)φ dtdx =

∫ b

a

∫ T

0
(ut + f (u)x)φ dtdx

=
∫ b

a

∫ T

0
utφ dtdx+

∫ T

0

∫ b

a
f (u)xφ dxdt

=
∫ b

a

[
uφ
∣∣∣∣
T

0
−
∫ T

0
uφt

]
dx+

∫ T

0

[
f (u)φ

∣∣∣∣
b

a
−
∫ b

a
f (u)φx

]
dt

= −
∫ b

a
u(x,0)φ(x,0)dx−

∫ b

a

∫ T

0
uφt dtdx−

∫ T

0

∫ b

a
f (u)φxdxdt

= −
∫ ∫

t≥0
(uφt + f (u)φx)dxdt−

∫

R

u0(x)φ(x,0)dx
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Portanto, seu= u(x, t) é uma soluç̃ao suave de (2.7) então (2.8)́e satisfeita para todaφ ∈C1(R2)

comSupp(φ)∩{t ≥ 0} ⊂ [a,b]× [0,T].

Observamos ainda que, seu : R× [0,∞)→ R é tal queu∈C1(R× (0,∞))∩C(R× [0,∞))

satisfaz (2.8) entãou= u(x, t) é uma soluç̃ao cĺassica do problema de Cauchy com dadou0(x)

cont́ınuo e fluxo f ∈ C1(R). De fato, sejaφ ∈ C1
c(R× (0,∞)) ent̃ao por hiṕotese e usando

integraç̃ao por partes

0=
∫ ∫

t≥0
uφt + f (u)φxdxdt=

∫ ∫

t>0
(ut + f (u)x)φ dxdt (2.9)

como φ é qualquer segue queut + f (u)x = 0 em R× (0,∞). Agora, considereφ como na

definiç̃ao acima e multipliqueut + f (u)x = 0 por φ e integre por partes como na motivação

dada acima. Segue que,

∫ ∫

t≥0
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
u(x,0)φ(x,0)dx= 0

mas por (2.8) tem-se
∫ ∞

−∞
(u(x,0)−u0(x))φ(x,0)dx= 0

já queφ é qualquer eu(x,0)−u0(x) é cont́ınuo conclúımos queu(x,0)−u0(x) = 0 emR, como

queŕıamos.

2.3 Exemplos de Soluções Fracas

Vejamos alguns exemplos de soluções fracas :

Considere o fluxof linear; istoé, f (u) = au+b, podemos escrever a equação na forma

ut +aux = 0
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e é bem conhecido queu(x, t) = u0(x− at) é uma soluç̃ao suave, com dado inicial suave,

pelo ḿetodo das caracterı́sticas. Agora com dado inicial explicitado considere o problema de

Cauchy:

ut +aux = 0, t > 0, x∈ R,

u(x,0) = u0(x), x∈ R.
(2.10)

onde

u0(x) =





u−, x≤ 0,

u+, x> 0
(2.11)

Portanto, segue dos fatos apresentados que(u− 6= u+)

u(x, t) = u0(x−at) =





u−, x−at ≤ 0

u+, x−at > 0
(2.12)

é uma soluç̃ao pontual e suave de ambos os lados da retax− at = 0 sobre a qualu = u(x, t)

é descontı́nua devido ao fato que seu dado inicial oé emx = 0. No caso,u− = u+ temos que

u(x, t) = u− é uma soluç̃ao cĺassica global.

Considere o problema de Cauchy

ut +(u2/2)x = 0, t > 0, x∈ R,

u(x,0) = u0(x), x∈ R,
(2.13)

u0(x) =





0, x≤ 0

1, x> 0
(2.14)

Ent̃ao

u(x, t) =





0, x≤ t/2

1, x> t/2
(2.15)

é uma soluç̃ao fraca. De fato, Sejaφ ∈ C1
c(R× [0,∞)) e suponhaS(φ) ⊂ [a,b]× [0,T] com
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a< 0< b temos :

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
u0(x)φ(x,0)dx =

∫ T

0

∫ b

a
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ T

0

∫ t/2

a
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ T

0

∫ b

t/2
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ T

0

∫ b

t/2
(φt +

1
2

φx)dxdt+
∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ T

0

∫ b

t/2
φt dxdt+

1
2

∫ T

0

∫ b

t/2
φt dxdt+

∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ b

0

∫ g(x)

0
φt dt dx+

1
2

∫ T

0
φ(b, t)−φ(t/2, t)dt+

∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ b

0
φ(x,g(x))−φ(x,0)dx− 1

2

∫ T

0
φ(t/2, t)dt+

∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ T/2

0
φ(x,2x)dx−

∫ b

T/2
φ(x,T)dx−

∫ b

0
φ(x,0)dx− 1

2

∫ T

0
φ(t/2, t)dt+

∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ T/2

0
φ(x,2x)dx− 1

2

∫ T

0
φ(t/2, t)dt =

1
2

∫ T

0
φ(t/2, t)dt− 1

2

∫ T

0
φ(t/2, t)dt = 0.

Onde

g(x) =





2x, 0≤ x≤ T
2

T, T
2 ≤ x≤ b

(2.16)

Portanto, j́a queφ é arbitŕaria segue queu é uma soluç̃ao fraca.

Agora, considere para o mesmo problema a função

u(x, t) =





0, x< 0
x
t
, 0≤ x< t

1, x≥ t

(2.17)
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Ent̃ao afirmamos que esta também é uma soluç̃ao fraca. De fato,φ ∈ C1
c(R× [0,∞)) e

suponhaS(φ)⊂ [a,b= T]× [0,T] temos

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
u0(x)φ(x,0)dx =

∫ T

0

∫ b

0
uφt +

u2

2
φxdxdt+

∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ T

0

∫ t

0
uφt +

u2

2
φxdxdt+

∫ b

0

∫ x

0
uφt +

u2

2
φxdxdt+

∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ T

0

∫ t

0

x
t

φt +
x2

2t2φxdxdt+
∫ b

0

∫ x

0
φt +

1
2

φxdxdt+
∫ b

0
φ(x,0)dx =

∫ T

0

∫ t

0

x
t

φt dxdt+
∫ T

0

φ(t, t)
2

dt−
∫ T

0

∫ t

0

x
t2φ dxdt+

∫ b

0

∫ x

0

1
2

φxdxdt+
∫ b

0
φ(x,x)dx.

Agora, note que,

∫ T

0

∫ t

0

x
t

φt dxdt=−
∫ b

0
φ(x,x)dx+

∫ T

0

∫ t

0

x
t2φ dxdt (2.18)

e que
∫ b

0

∫ x

0

1
2

φxdxdt=
∫ T

0

φ(t, t)
2

dt (2.19)

Portanto,
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
(uφt + f (u)φx)dxdt+

∫ ∞

−∞
u0(x)φ(x,0)dx= 0

poisφ foi tomada arbitŕariamente. Observamos, em vista dos exemplos de soluções fracas, que

perdemos unicidade ao considerar a classe das soluções fracas. Voltamos a este assunto mais

adiante.
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2.4 Conceitos e Condição de Rankine-Hugoniot

Definição 2.2 Dizemos que u: R× [0,∞)→R é uma funç̃ao suave por partes se existe apenas

um ńumero finito de curvasΓ = {(ϕ(t), t); t ≥ 0} emR× [0,∞) fora das quais a funç̃ao u(x, t)

é de classe C1 e sobreΓ u tem limites laterais, istóe, os limites abaixo existem (finitos)

lim
(x,t)→(x0,t0)
(x,t)∈Ω+

u(x, t) = ur(x0, t0) e lim
(x,t)→(x0,t0)
(x,t)∈Ω−

u(x, t) = ul (x0, t0),

para cada(x0, t0) ∈ Γ, ondeΩ+ = {(x, t);x> ϕ(t)} e Ω− = {(x, t);x< ϕ(t)}.

Definição 2.3 Dizemos que u= u(x, t) é uma soluç̃ao suave por partes para a lei de conservação

ut + f (u)x = 0 no semi-plano t> 0 se satisfaz pontualmente a equação em ambos os lados de

uma curva x= x(t) suave sobre a qual úe descontı́nua.

Comentário 2 (Sobre as definiç̃oes 2.3)Para ser mais especı́fico no caso de umáunica curva

de descontinuidade temos a situação: tal uma curva divide o semi-plano t≥ 0 em duas regĩoes

Ω+ e Ω− tal que u∈C1(Ω+)∩C1(Ω−) e satisfaz (2.7) no sentido usual, além disso, valem os

limites laterais sobre a curva como na definição (2.2).

Teorema 2.1 (Rankine-Hugoniot)Seja u: R× [0,∞) → R uma funç̃ao suave por partes da

forma

u(x, t) =





u−(x, t), x< ϕ(t)

u+(x, t), x> ϕ(t)
(2.20)

ondeΩ+ = {(x, t);x> ϕ(t)} e Ω− = {(x, t);x< ϕ(t)}, e as funç̃oes

u± : Ω± → R e ϕ : R+ → R

sendo continuamente diferenciáveis. Ent̃ao, sendo u uma solução fraca, logo uma soluç̃ao
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clássica em ambas as regiõesΩ±, temos que condiç̃ao deRankine-Hugoniotvale ao longo da

curvaϕ, isto é,

dϕ(z)
dt

∣∣∣∣
z=t>0

=
f (u(ϕ(t)+, t))− f (u(ϕ(t)−, t))

u(ϕ(t)+, t)−u(ϕ(t)−, t)
.

Reciprocamente, seja u= u(x, t) uma soluç̃ao clássica da equaç̃ao ut + f (u)x = 0 em ambas

as regĩoesΩ± e assuma que u tenha descontinuidade sobre a curvaΓ separandoΩ+ e Ω− e

que a condiç̃ao de Rankine-Hugoniot seja satisfeita sobreΓ. Então u= u(x, t) é uma soluç̃ao

distribucional para lei de conservação.

Demonstraç̃ao: SejaU um aberto limitado tal queU ⊂ U ⊂ R× (0,∞), e suponha queΓ

passe porU dividindo-o em duas partesU+ =U ∩Ω+ e U− =U ∩Ω−. Observamos de inicı́o

que sendou= u(x, t) soluç̃ao fraca temos a igualdadeut + f (u)x = 0 pontual sobre as regiões

Ω± poisC∞
c (Ω±) ⊂ C∞

c (R× (0,∞)) e u é suave em cada uma das regiõesΩ± . Considereφ

uma funç̃ao teste emC1
c(U)⊂C1

c(R× (0,∞)), ent̃ao

0=
∫∫

t>0
uφt + f (u)φxdxdt =

∫∫

U
uφt + f (u)φxdxdt

=
∫∫

U+

uφt + f (u)φxdxdt+
∫∫

U−
uφt + f (u)φxdxdt

=
∫∫

U+

( f (u)φ)x+(uφ)t dxdt+
∫∫

U−
( f (u)φ)x+(uφ)t dxdt

As funç̃oesu= u(t,x), f (u(t,x)) e φ são suaves nos domı́niosU+ eU− e já que tais doḿınios

são limitados podemos usar o teorema do divergente no plano, mas notemos que as fronteiras

dos doḿınios envolvidos possuem pontos deΓ= {(ϕ(t), t); t > 0} e de∂U. Ent̃ao considerando

a exist̂encia dos limites

lim
(x,t)→(x0,t0)

(x,t)∈Ω+, (x0,t0)∈Γ

u(x, t) := ur(x0, t0) e lim
(x,t)→(x0,t0)

(x,t)∈Ω−, (x0,t0)∈Γ

u(x, t) := ul (x0, t0).

podemos escrever
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∫∫

U+

[( f (u)φ)x+(uφ)t ]dxdt =
∫

∂U+

φ(−ur)dx+φ f (ur)dt

∫∫

U−
[( f (u)φ)x+(uφ)t ]dxdt =

∫

∂U−
φ(−ul )dx+φ f (ul )dt

Sobre∂U temos queφ(x, t) = 0, ent̃ao estas integrais de linha deixam de ser nulas possivel-

mente śo sobreΓ. Agora observando que a orientação deΓ como parte de∂U+ tem sentido

oposto a orientaç̃ao deΓ como parte de∂U−, podemos escrever as igualdades :

∫

∂U+

φ(−ur)dx+φ f (ur)dt = −
∫

Γ
φ(−ur)dx+φ f (ur)dt

∫

∂U−
φ(−ul )dx+φ f (ul )dt =

∫

Γ
φ(−ul )dx+φ f (ul )dt

Portanto, segue

0=
∫

Γ
φ [−(ul −ur)dx+( f (ul )− f (ur))dt] (2.21)

Esta igualdade ocorrendo para toda função testeφ implica que

( f (ul )− f (ur))− (ul −ur)ϕ ′(t) = 0

Como,

ur(ϕ(t), t) = lim
ε→0+

u(ϕ(t)+ ε, t) := u(ϕ(t)+, t)

e

ul (ϕ(t), t) = lim
ε→0+

u(ϕ(t)− ε, t) := u(ϕ(t)−, t)

obtemos,
dϕ
dt

=
f (u(ϕ(t)+, t))− f (u(ϕ(t)−, t))

u(ϕ(t)+, t)−u(ϕ(t)−, t)
.
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Reciprocamente, consideremosφ uma funç̃ao teste emC1
c(R× (0,∞)), sejaU aberto limi-

tado de modo queSupp(φ)⊂U ⊂U ⊂ R× (0,∞). Procedendo como acima temos

∫∫

t>0
(uφt + f (u)φx)dxdt=

∫

Γ
φ [−(ul −ur)dx+( f (ul )− f (ur))dt].

Considere o intervaloa≤ t ≤ b de sorte que a parte da fronteira deU+ sobreΓ seja coberta.

Portanto, podemos escrever na forma

∫∫

t>0
uφt + f (u)φxdxdt =

=
∫

Γ
φ [−(ul −ur)dx+( f (ul )− f (ur))dt]

=
∫ b

a
[u(ϕ(t)+, t)ϕ ′(t)− f (u(ϕ(t)+, t))]φ(ϕ(t), t)dt

−
∫ b

a
[u(ϕ(t)−, t)ϕ ′(t)− f (u(ϕ(t)−, t))]φ(ϕ(t), t)dt

=
∫ b

a
φ(ϕ(t), t){[ur −ul ]ϕ ′(t)− [ f (ur)− f (ul )]}︸ ︷︷ ︸

=0

dt = 0.

Dáı, segue que
∫∫

t>0
(uφt + f (u)φx)dxdt= 0,

ou seja,u é uma soluç̃ao distribucional, poisφ é arbitŕaria.

Uma situaç̃ao simpleśe quandou+ eu− são constantes eϕ(t) = λ t é linear; segue que

u(t,x) =





u−, x< λ t

u+, x> λ t
(2.22)

é uma soluç̃ao fraca se e śo se os escalaresu± e λ satisfazemRankine-Hugoniot, ou seja,

λ (u+−u−)+ f (u+)− f (u−) = 0.
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Considerando aequaç̃ao de Burgers

ut +(u2/2) = 0, x∈ R, t > 0

temos que

u(t,x) =





u−, x< λ t

u+, x> λ t
(2.23)

é uma a soluç̃ao fraca quandoλ =
u− + u+

2
.

2.4.1. Aplicaç̃ao da Condiç̃ao de Rankine-Hugoniot

Considere aequaç̃ao de Burgers ut +(u2/2) = 0, x∈ R, t > 0 com dado inicial

u0(x) =





1, x≥ 0

0, x< 0
(2.24)

Geometricamente (vide figura 2.1) o gráfico das caracterı́ticas ñao entram na região

Figura 2.1:

{(x, t);0< x< t}. Assim, o dado inicial ñao nos fornece informações de como a solução pode
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ser computada nesta região. Uma tentativa de contornar esta situação seria construir artificial-

mente uma descontinuidade, istoé; considere uma curva dada porΓ = {(ϕ(t), t); t ≥ 0} tal que

ϕ(0) = 0 e 0< ϕ(t) < t,( ϕ encontra-se na região ) e definau(x, t) = 0, x< ϕ(t) e u(x, t) = 1

parax> ϕ(t). Por contruç̃aou é descontı́nua sobreΓ. Em vista de Rankine-Hugoniot tal uma

curva ñao pode ser qualquer, ou seja, deve satisfazer

ϕ̇(t) =
f (u+)− f (u−)

u+−u−
=

1/2
1

=
1
2
.

Assim, tal umaϕ é obtida considerando o P.V.I abaixo :





dϕ
dt

=
1
2

ϕ(0) = 0
(2.25)

Portanto,

u(x, t) =





0, x< t/2

1, x≥ t/2
(2.26)

é uma candidata a solução fraca segundo teorema (2.1).

2.5 Entropia de Lax

Vimos que soluç̃oes fracas para a lei de conservação em estudo podem conter descon-

tinuidade que s̃ao provindas do dado inicial ou originada por interseções de retas caracterı́sticas.

Vimos tamb́em, atrav́es de exemplos concretos que em se tratando de soluções fracas o prob-

lema de Cauchy ñao possui em geraĺunica soluç̃ao fraca. Isto nos mostra que um adicional

critério se faz necessário, baseado em princı́pios f́ısicos e suportado em princı́pios mateḿaticos,

para que possamos escolher dentre as possı́veis soluç̃oes fracas a solução fisicamente correta,

lembrando que a equaçãout + f (u)x = 0 prov́em de algum modelo fı́sico, e assim deve ter al-

gum mecanismo para escolher a solução fisicamente relevante. Matematicamente, a questão

31
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é impor uma condiç̃ao sobre a classe das soluções fracas que assegure existência e unicidade.

Para este proṕosito segue a definição

Definição 2.4 Seja u uma soluç̃ao suave por partes para lei de conservação ut + f (u)x = 0 no

semi-plano t≥ 0. Suponha que u= u(x, t) tenha descontinuidade sobre uma curva da forma

Γ= {(x(t), t); t ≥ 0}, e denote por ul e ur os valores-limites de u em um ponto(x(t), t)∈Γ, istoé,

ul (t) = limε→0+ u(x(t)−ε, t) e ur(t) = limε→0+ u(x(t)+ε, t). Então a soluç̃aoé ditaadmisśıvel,

se em cada ponto sobreΓ a condiç̃ao deRankine-Hugoniote a condiç̃ao deEntropia(devidoà

Lax) f′(ul )>
dx
dt

> f ′(ur) sejam satisfeitas.

Comentário 3 A condiç̃ao deRankine-Hugoniotnão escolhe a solução fisicamente relevante

ou admisśıvel, pois considerando a equação deBurgerscom dado inicial

u0(x) =





0, x≤ 0

1, x> 0
(2.27)

temos que

u(x, t) =





1, x≤ t/2

0, x> t/2
(2.28)

é uma soluç̃ao fraca que satisfaz Rankine-Hugoniot, porém, f′(ul )<
dx
dt

< f ′(ur).

Observaç̃ao 2.1 No próximo caṕıtulo o fluxo f em questão seŕa sempre considerado estrita-

mente convexo, ou seja, vamos supor f′′ > 0. Assim sendo, seja x= x(t) uma curva de descon-

tinuidade de u= u(x, t), sobre a qual valha a condição de Rankine-Hugoniot, ou seja,

ẋ(t) =
f (ur)− f (ul )

ur −ul
.

Caso ur < ul , temos peloteorema do valor ḿedio queẋ(t) = f ′(ur + θ(ul − ur)), e no caso

contrário, ẋ(t) = f ′(ul + θ(ur −ul )). Sendo f′ crescente, concluı́mos em qualquer dos casos
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que
dx
dt

est́a entre f′(ur) e f′(ul ). Portanto, para obtermos a desigualdade dada na definição

(2.4) basta mostrar que

f ′(ur)< f ′(ul ),

ou ainda, que ur < ul . Em suma, para que u= u(x, t), uma soluç̃ao de ut + f (u)x = 0, seja

soluç̃aoadmisśıvel devemos concluir a desigualdade ur < ul .
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Caṕıtulo

3

Fórmula Expĺıcita

Este caṕıtulo é dedicadòa deduç̃ao de umafórmula expĺıcita para o problema de Cauchy

quando o fluxo em questãoé convexo. Tamb́em mostramos que esta fórmula ńos d́a uma pista

de uma posśıvel soluç̃ao generalizada descontı́nua. Provamos um resultado de unicidade para

o problema (3.1) sob certas condições. Em se tratando do dado inicial mostramos o comporta-

mento da soluç̃ao dada pela fórmula expĺıcita quando o dado iniciaĺe devariação limitadae

quando o dado tem suporte compacto.

Teorema 3.1 (F́ormula Expl ı́cita) Sejam f: R→ R uma funç̃ao convexa satisfazendo

f ′′(x)≥ θ > 0 e lim
x→±∞

f ′(x) =±∞,

e u0(x) um dado inicial em L∞(R). Então, se u= u(x, t) é uma soluç̃ao suave de suporte com-

pacto do problema de Cauchy

ut + f (u)x = 0, x∈ R, t > 0 (3.a)

u(x,0) = u0(x), x∈ R, (3.b)
(3.1)

e denotando por g(.) a transformaç̃ao de Legendrede f e por b a inversa de a= f ′ temos a
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Caṕıtulo 3. F́ormula Expĺıcita

seguinte expressão para u(x, t) :

u(x, t) = b

(
x−y(x, t)

t

)
(3.2)

onde y= y(x, t) é um ponto de ḿınimo de

∫ y

−∞
u0(x)dx+ tg

(
x−y

t

)
= G(x, t,y) (3.3)

Demonstraç̃ao: Consideremos o problema de Cauchy (3.1) e demonstramos que a fórmula

(3.2) é válida para qualquer solução suave por partes com suporte compacto satisfazendo a

condiç̃ao de Entropia. Note que, segundo estas condições o dado inicial tamb́em tem suporte

compacto, poisu0(x) = u(x,0).

Considere a seguinte função integral

U(x, t) =
∫ x

−∞
u(y, t)dy, x∈ R, t ≥ 0

ent̃ao

Ux = u. (3.4)

Integrando na variável espacial a equação em(3.a) de−∞ a x e usando (3.4) derivamos a

igualdade:

Ut + f (Ux) = 0,
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onde ajustamosf de modo quef (0) = 0, do contŕario considere o fluxoF(u) = f (u)− f (0).

Tal igualdadée deduzida abaixo :

0 =
∫ x

−∞
ut(y, t)+ f ′(u(y, t))ux(y, t)dy

= Ut(x, t)+
∫ x

−∞
f ′(u(y, t))ux(y, t)dy

= Ut(x, t)+
∫ u(x,t)

0
f ′(z)dz

= Ut(x, t)+ f (u(x, t))− f (0)

Já quef é convexa vale a desigualdade

f (u)≥ f (v)+ f ′(v)(u−v) (3.5)

para∀ u,v∈ R.

Usando a desigualdade (3.5) comu = Ux(x, t) e qualquerv ∈ R deduzimos a seguinte de-

sigualdade :

Ut(x, t)+a(v)Ux(x, t)≤ a(v)v− f (v), ∀v∈ R. (3.6)

Denote pory o ponto onde a retaX = X(t) de inclinaç̃ao
dX
dt

= a(v) passando por(x, t)

intercepta o eixo-x, segue que o pontoy é dado por

x−y
t

= a(v) (3.7)

Agora, integramos (3.6) ao longo desta reta sobre[0, t],
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t[a(v)v− f (v)] ≥
∫ t

0
Ut(X(s),s)+a(v)Ux(X(s),s)ds

=
∫ t

0

d
ds

[U(X(s),s)]ds

= U(X(t), t)−U(X(0),0)

e obtemos

U(x, t)≤U(y,0)+ t[a(v)v− f (v)] (3.8)

De (3.7) temos queb((x−y)/t) = v. Seja

g(z) = b(z)z− f (b((z))

a transformada de Legendre def . Em vista de (3.8) deduzimos a expressão

U(x, t)≤U(y,0)+ tg

(
x−y

t

)
=
∫ y

−∞
u0(x)dx+ tg

(
x−y

t

)
(3.9)

Note que esta desigualdadeé válida para todoy real, poisR ∋ v→ x− ta(v) ∈R é uma bijeç̃ao,

e concluimos que

U(x, t)≤ G(x, t,y), ∀ y ∈ R.

Agora considere óunico pontoy = y(x, t) sobre o eixo-x associado a reta de inclinação,

como anteriormente, comv = u(x, t) e que passa por(x, t), ou seja, estamos interessados na

curva (reta) caracterı́stica associada a E.D.O com dado inicial:





dX
ds

= a(u(X(s)),s)

X(t) = x
(3.10)
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Desta curva note que

Ut(X(s),s)+a(u(x, t))Ux(X(s)),s) =
∫ X(s)

−∞
ut(y,s)dy+a(v)u(X(s),s)

=
∫ X(s)

−∞
− f ′(u(y,s))uy(y,s)dy+a(v)u(X(s),s)

= − f (u(X(s),s))+a(v)u(X(s),s)

= − f (u(X(t), t))+a(v)u(X(t), t)

= a(v)v− f (v)

já queu = u(·, ·) é constante sobre tal reta. Então sobre a curva caracterı́stica X = X(s)

vale a igualdade em (3.6) e consequentemente temos igualdade em (3.9) paray = y(x, t) =

x− t f ′(u(x, t)), ou seja,y(x, t) minimiza a funç̃aoG(x, t, ·) e dáı deduzimos que

u(x, t) = b

(
x−y(x, t)

t

)
.

Teorema 3.2 (Soluç̃ao Generalizada) As f́ormulas (3.2)-(3.3) definem uma possı́vel funç̃ao

u(x, t) descont́ınua para um arbitŕario dado inicial u0(x) ∈ L∞(R); e a funç̃ao u(x, t) assim

definida satisfaz(3.a) no sentido das distribuiç̃oes.

Demonstraç̃ao: Definimos as funç̃oes ΩN(x, t), uN(x, t) e fN(x, t) paraN > 0, por

ΩN(x, t) =
∫ ∞

−∞
exp{−NG(x, t,y)}dy

uN(x, t) =
1

ΩN(x, t)

∫ ∞

−∞
b

(
x−y

t

)
exp{−NG(x, t,y)}dy,

fN(x, t) =
1

ΩN(x, t)

∫ ∞

−∞
f

(
b

(
x−y

t

))
exp{−NG(x, t,y)}dy
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Considerando a aplicaçãoV(x, t) no semi-planot > 0,

VN(x, t) = ln
∫ ∞

−∞
exp{−NG(x, t,y)}dy,

tem-se por diferenciação direta que

∂VN

∂x
=

∫ ∞
−∞−N∂G

∂x exp{−NG(x, t,y)}dy
∫ ∞
−∞ exp{−NG(x, t,y)}dy

=
−N

∫ ∞
−∞ b

(x−y
t

)
exp{−NG(x, t,y)}dy

∫ ∞
−∞ exp{−NG(x, t,y)}dy

= −NuN.

Logo, segue que

uN =
−1
N

∂VN

∂x

e

∂VN

∂ t
=

∫ ∞
−∞−N∂G

∂ t exp{NG(x, t,y)}dy
∫ ∞
−∞ exp{−NG(x, t,y)}dy

=
N
∫ ∞
−∞ f

(
b
(x−y

t

))
exp{−NG(x, t,y)}dy

∫ ∞
−∞ exp{−NG(x, t,y)}dy

= N fN.
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Portanto,

fN =
1
N

∂VN

∂ t
.

Agora, diferenciando
∂VN

∂ t
em relaç̃ao ax e

∂VN

∂x
em relaç̃ao at obtem-se

∂ 2V
∂x∂ t

=− ∂ 2V
∂ t∂x

,

e portanto,
∂uN

∂ t
+

∂ fN
∂x

= 0.

As igualdades acima tem sido justificadas de uma certa forma em ap̂endice.

Agora demonstraremos as seguintes convergências pontuais:

uN(x, t)→ u(x, t), fN(x, t)→ f (u(x, t)), quandoN → ∞,

respectivamente.

Seja (x, t) um ponto de continuidade dey(·, t) ent̃ao a aplicaç̃ao G(t,x, ·) tem comoúnico

ponto de ḿınimo y(x, t). Afirmamos que

uN(x, t)→ u(x, t).

Provemos este fato :

Adicionando uma constante a funçãoG(x, t, ·), se necesśario, podemos supor que

G(x, t,y(x, t)) = 0,

pois ñao alteramos as funçõesuN(x, t).
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Dado 0< ε < 1 arbitŕario, por hiṕotese 0≤ G, existe (veja ap̂endice) uma constante

C1 =C1(x, t)> 0 tal que

G(x, t,y)≤C1|y−y(x, t)|, y ∈ [y(x, t)− ε,y(x, t)+ ε]

o que implica

∫

R

e−NG(x,t,y)dy ≥

=
∫ y(x,t)+ε

y(x,t)−ε
e−NC1|y−y(x,t)|dy

=
∫ ε

−ε
e−NC1|y|dy

= 2
∫ ε

0
e−NC1ydy

=
2
N

∫ Nε

0
e−C1ydy

>
2
N

∫ 1

0
e−C1ydy=

C2

N

ondeC2 = 2

(
1−e−C1

C1

)
e εN > 1.

Portanto,
∫

R

e−NG(x,t,y)dy≥ C2

N
, para ε >

1
N
.

Agora, consideremos a região|y−y(x, t)| ≥ ε, afirmamos que existe uma constanteC3(ε)> 0

tal que

e−NG(x,t,y) ≤ e−C3N|y−y(x,t)|

sobre a regĩao|y−y(x, t)| ≥ ε.
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De fato, j́a que lim|y|→∞
G(x,t,y)

|y| =+∞ tamb́em temos que lim|y|→∞
G(x,t,y)
|y−y(x,t)| =+∞. Dáı, pela

definiç̃ao de limite infinito, existe algumr = r(C1)> 0 tal que

G(x, t,y)>C1|y−y(x, t)|

para|y| > r. Observe quer > y(x, t)+ ε e−r < y(x, t)− ε. Considere os seguintes intervalos,

[y(x, t)+ ε, r] = I1 e [−r, y(x, t)− ε] = I2 e sejam

B1 = (x1,G(x1)), B2 = (x2,G(x2))

os pontos de ḿınimo emI1 e I2, tais pontos dependem de(x, t) e ε > 0. Denotez= y(x, t) e

suponhaz≥ 0 Considerem1 =
G(x1)
z+r (> 0) e m2 =

G(x2)
z+r (> 0), ou seja,m1 e m2 são respectiva-

mente os coeficientes angulares das retas passando porA = (z, 0) e B′ = (2z+ r,G(x1)) , A e

C= (2z+ r,G(x2)).

SejaC̃3 = min{m1,m2} ent̃aoG(x, t,y)≥ C̃3|y−y(x, t)| paray∈ I1∪ I2, De fato,

1. CasõC3 = m1. Sejaz+ε ≤ w≤ r ent̃aoC̃3|w−z|= m1|w−z|= m1(w−z)< m1(r−z)≤

m1((2z+ r)−z) = G(x1)≤ G(w).

Se−r ≤ w≤ z−ε ent̃aoC̃3|w−z|= m1|w−z|=−m1(w−z)≤−m1(−r −z) = G(x1)≤

G(x2)≤ G(w).

2. CasõC3 = m2. Sejaz+ε ≤ w≤ r ent̃aoC̃3|w−z|= m2|w−z|= m2(w−z)≤ m2(r−z)<

m2((2z+ r)−z) = G(x2)≤ G(x1)≤ G(w).

Se−r ≤ w≤ z−ε ent̃aoC̃3|w−z|= m1|w−z|=−m1(w−z)≤−m1(−r −z) = G(x2)≤

G(w).

3. Fora dos intervalosI1 e I2 já temos queG(x, t,y)>C1|y−y(x, t)|.

4. PortantoG(x, t,y)>C3|y−y(x, t)|, paray∈ {y; |y−y(x, t)| ≥ ε}, comC3 = min{C1,C̃3}.
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Caso, dado(x, t) tivermosy(x, t)< 0 a id́eiaé ańaloga.

Agora, sejaC4 > 0 uma constante de Lipschitz parab(·)/t, que existe poisf ′′ ≥ θ > 0. Dáı,

temos

|uN(x, t)−u(x, t)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫

R

(
b

(
x−y

t

)
−b

(
x−y(x, t)

t

))
e−NGdy

∫

R

e−NGdy

∣∣∣∣∣∣∣∣

≤
C4

∫

R

|y−y(x, t)|e−NGdy
∫

R

e−NGdy

≤ C4

∫ y(x,t)+ε

y(x,t)−ε
εe−NGdy

∫

R

e−NGdy
+C4

∫

|y−y(x,t)|≥ε
|y−y(x, t)|e−NGdy
∫

R

e−NGdy

≤ εC4+NC4/C2

∫

|y−y(x,t)|≥ε
|y−y(x, t)|e−NGdy

≤ εC4+
NC4

C2

∫

|y−y(x,t)|≥ε
|y−y(x, t)|e−NC3|y−y(x,t)|dy

≤ εC4+
NC4

C2

∫

|y|≥ε
|y|e−|y|NC3 dy

≤ εC4+
2NC4

C2

∫

y≥ε
ye−yNC3 dy

≤ εC4+
2NC4

C2

∫ ∞

0
ye−yNC3 dy

= εC4+
2NC4

C2(NC3)2 = εC4+
C5

N
.

Dáı,

limsup
N→∞

|uN(x, t)−u(x, t)| ≤ εC4,

comoε é arbitŕario, segue o resultado desejado.

Agora vamos provar que

fN(x, t)→ f (u(x, t)), quandoN → ∞.
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Podemos escreveruN(x, t) como segue

uN(x, t) =
∫

R

b

(
x−y

t

)
µN(y)dy,

ondeµN(y) =
e−NG(x,t,y)

∫

R

e−NG(x,t,z)dz
, note que

∫

R

µN(y)dy= 1. Do mesmo modo,

fN(x, t) =
∫

R

f

(
b

(
x−y

t

))
µN(y)dy.

Dáı, pela convexidade def segue a desigualdade abaixo

fN(x, t)− f (u(x, t)) =
∫

R

[
f

(
b

(
x−y

t

))
− f

(
b

(
x−y(x, t)

t

))]
µN(y)dy

≤
∫

R

−
(

x−y
t

)[
b

(
x−y

t

)
−b

(
x−y(x, t)

t

)]
µN(y)dy

≤ IN
1 (x, t)+ IN

2 (x, t)

onde

IN
1 (x, t) =

|x|
t

∣∣∣∣
∫

R

[
b

(
x−y

t

)
−b

(
x−y(x, t)

t

)]
µN(y)dy

∣∣∣∣

e

IN
2 (x, t) =

∣∣∣∣
∫

R

y
t

[
b

(
x−y

t

)
−b

(
x−y(x, t)

t

)]
µN(y)dy.

∣∣∣∣

Note que

IN
1 (x, t)→ 0, N → ∞,

poisIN
1 (x, t) =

|x|
t
|uN(x, t)−u(x, t)| → 0, N → ∞.
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Agora,IN
2 (x, t)≤ IN

3 (x, t)+ IN
4 (x, t) onde

IN
3 (x, t) =

1
t

∫

R

|y−y(x, t)|
∣∣∣∣b
(

x−y
t

)
−b

(
x−y(x, t)

t

)∣∣∣∣µN(y)dy

e

IN
4 (x, t) =

1
t

∫

R

|y(x, t)|
∣∣∣∣b
(

x−y
t

)
−b

(
x−y(x, t)

t

)∣∣∣∣µN(y)dy.

SejaC4 uma constante de Lipschitz parab(·)/t ent̃ao

IN
3 (x, t)≤

C4

t

∫

R

|y−y(x, t)|2µN(y)dy

e IN
4 (x, t)≤

|y(x, t)|C4

t

∫

R

|y−y(x, t)|2µN(y)dy.

Segue da demonstração queuN(x, t)→ u(x, t) as seguintes estimativas :

IN
3 (x, t)≤

C4

t
ε2+

2C5

tN2 e

IN
4 (x, t)≤

|y(x, t)|C4

t
ε2+

2|y(x, t)|C5

tN2 .

Novamente pela convexidade def temos

f (u(x, t))− fN(x, t) =
∫

R

f

(
b

(
x−y(x, t)

t

))
− f

(
b

(
x−y

t

))
µN(y)dy

≤
∫

R

−
(

x−y(x, t)
t

)[
b

(
x−y

t

)
−b

(
x−y(x, t)

t

)]
µN(y)dy

≤ I
′
N(x, t)

onde

I
′
N =

∣∣∣∣
x−y(x, t)

t

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫

R

[
b

(
x−y

t

)
−b

(
x−y(x, t)

t

)]
µN(y)dy

∣∣∣∣

observamosI
′
N(x, t)→ 0 quandoN → ∞.
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Em vista das estimativas anteriores obtemos que

| fN(x, t)− f (x, t)| ≤ max{I
′
N, I

N
1 + IN

3 + IN
4 },

dáı segue que

limsup
N→∞

| fN(x, t)− f (x, t)| ≤ ε2C,

ondeC= max

{
C4

t
,
|y(x, t)|C4

t

}
comoε é arbitŕario, conclúımos que

lim
N→∞

| fN(x, t)− f (x, t)|= 0.

Vimos anteriormente que
∂uN

∂ t
+

∂ fN
∂x

= 0,

e por ([11]) temos tamb́em queuN → u(x, t) e fN → f (u) na normaL1(R× (0,∞)).

Dáı, para todaφ(x, t) ∈C1
c((R× (0,∞))) no semi-espaçot > 0 temos

uN(·, ·)φt + fN(·, ·)φx
L1

−→ uφt + f (u)φx

Dáı, segue que

0= lim
N→+∞

∫∫

S(φ)
uNtφ + fNxφ dxdt = − lim

N→+∞

∫∫

S(φ)
uNφt + fNφxdxdt

= −
∫∫

S(φ)
uφt + f (u)φxdxdt
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pois

∣∣∣∣
∫∫

S(φ)
(uNφt + fNφx)− (uφt + f (u)φx)dxdt

∣∣∣∣ ≤
∫∫

S(φ)
|uN −u||φt |dxdt

+
∫∫

S(φ)
| fN − f (u)||φx|dxdt.

Portanto,

0=
∫∫

S(φ)
uφt + f (u)φxdxdt,

isto é,u(x, t) é uma soluç̃ao fraca .

Lema 3.1 Para t > 0 fixado, denote por y(x) algum valor que minimize G(x,y). Ent̃ao y(x) é

uma funç̃ao mońotona crescente de x.

Demonstraç̃ao: Temos que demonstrar parax1 < x2 queG(x2,y) não atinge seu ḿınimo para

y< y1 = y(x1), o que equivale a verificarmos que sey< y1,

G(x2,y1)< G(x2,y).

No entanto tal desigualdadeé equivalentèa

G(x1,y)+G(x2,y1)< G(x2,y)+G(x1,y1)

paray < y1, já queG(x1,y1) ≤ G(x1,y). Ent̃ao, transferimos nossa atenção a deduç̃ao da de-

sigualdadeG(x1,y)+G(x2,y1)< G(x2,y)+G(x1,y1), paray< y1. Pela definiç̃ao deG(x1, .) e

G(x2, ·) esta desigualdadée equivalentèa

t

[
g

(
x1−y

t

)
+g

(
x2−y1

t

)]
< t

[
g

(
x2−y

t

)
+g

(
x1−y1

t

)]

ou ainda
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t

[
g

(
x1−y

t

)
−g

(
x1−y1

t

)]
< t

[
g

(
x2−y

t

)
−g

(
x2−y1

t

)]

a qual podemos reescrever após multiplicaç̃ao pory1−y> 0 como segue

g

(
x1−y

t

)
−g

(
x1−y1

t

)

x1−y
t

− x1−y1

t

<

g

(
x2−y

t

)
−g

(
x2−y1

t

)

x2−y
t

− x2−y1

t

Mas esta desigualdadeé verdadeira pela convexidade estrita deg(.) parax1 < x2 e y< y1,

pois os pontos

(x1−y)/t , (x1−y1)/t , (x2−y)/t e (x2−y1)/t

est̃ao nas condiç̃oes do Lema 1.1. Portanto,G(x2,y1)< G(x2,y), sey< y1 e dáı y1 ≤ y2.

Observaç̃ao 3.1 Esta observaç̃ao é dedicada a verificar que de fato a aplicação G(x, t, ·) para

cada(x, t) tem algum ponto de ḿınimo. Para isto, mostraremos alguns limites e concluiremos

tal resultado. Faremos abaixo algumas afirmações:

Inciamos observando que atransformada de Legendrede f tem crescimento linear, pois

lim
±∞

g′ =±∞,

o que nos permite concluir que g(v)→ ∞ quando v→±∞.

Afirmaç̃ao 1:

lim
y→±∞

g

(
x−y

t

)
t
y
=±∞.
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De fato, basta aplicar a Regra de L’Hospital e notar que

lim
y→±∞

b

(
x−y

t

)
=∓∞.

pois limy→±∞ b(y) =±∞.

Afirmaç̃ao 2:

lim
y→±∞

G(x, t,y)
y

=±∞.

De fato, j́a que,
1
y

∫ y

0
u0(z)dzé limitado, pois u0 ∈ L∞, e segue o resultado da afirmação 1.

Afirmaç̃ao 3:

lim
y→±∞

G(x, t,y) = ∞.

Segue da afirmaç̃ao 2.

Já quelimy→∞
G(x, t,y)

y
= ∞, existe y′ > 0 tal que G(y′)> 0. Comolimy→∞ G(x, t,y) = ∞,

segue da definiç̃ao de limite G(y)≥ G(y′) para y∈ [r,∞) onde r= r(G(y′))> 0.

Por outro lado, como Ǵe cont́ınua e I= [0, r] é compacto existe y′′ ∈ I que é ponto de

ḿınimo. Ent̃ao considerando, G(y1) = min{G(y′),G(y′′)} obtemos que G(y1) ≤ G(y) para

todo y≥ 0. Porém, temos também quelimy→−∞ G(x, t,y) = ∞, e conseguimos y2 < 0 tal que

G(y2)≤ G(y) para todo y≤ 0.

Portanto,min{G(y1),G(y2)} ≤ G(y) para todo y∈ R. Assim, a aplicaç̃ao G(x, t, ·) admite

ponto de ḿınimo.

Segue do Lema acima que, parat > 0 fixado, exceto para um conjunto enumerável dex∈R

a aplicaç̃aoG(x, t, ·) possui uḿunico ponto de ḿınimoy(x, t), que define uma função mońotona

crescente na variável x. Portanto,u = u(x, t) est́a bem definida a menos de um conjunto enu-

meŕavel dex, para cadat > 0 fixado.
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Observaç̃ao 3.2 Nesta observaç̃ao, verifiquemos que para t> 0 fixado a funç̃ao G(x, t, ·) tem

umúnico ponto de ḿınimo exceto para um conjunto enumerável de x.

Definimos a funç̃ao x→ y(x) onde y(x) é algum ponto que minimiza a função y→ G(t,x,y)

para y∈ R e t > 0 fixado. Vimos acima que y(x) assim definidáe mońotona crescente, logo

cont́ınua a menos de um conjunto enumerável. Afirmamos que, se x0 é um ponto de continuidade

de y(.) ent̃ao a funç̃ao G(x0,y) tem somente um ponto de mı́nimo. De fato, seja

U(x0) = {y∈ R; y minimiza a funç̃ao G(x0,y)},

aqui escrevemos G(x0,y) em vez de G(x0, t,y), verifiquemos que U(x0) é unit́ario (já temos que

é ñao vazio). Suponha que não, sejam y0 6= z0 em U(x0), onde y0 é a imagem da funç̃ao y(.)

definida na primeira linha avaliada em x0. Agora, definimos a função α(x) para x∈ R por:

α(x) =





z0 , se x= x0

y(x) , caso contŕario
(3.11)

Note que para cada x∈ R, o valor α(x) minimiza a funç̃ao G(x, .). Mas, por construç̃ao

α(x) não é mońotona crescente, o que contradiz o Lema acima. Com efeito, para y0 < z0 sendo

y(x) é cont́ınua em x0, dado0< ε < z0−y0 existe r> 0 tal que−ε < y(x0)−y(x0+ r)< ε, ou

seja,−ε < y(x0)−α(x0+ r), logoα(x0+ r)< ε +y(x0)< z0 = α(x0) ent̃aoα(x0+ r)< α(x0).

Para y0 > z0 é ańalogo. Portanto, U(x0) é unit́ario.

Proposiç̃ao 3.1 (Condiç̃ao de entropia) Existe uma constante K, dependendo de||u0||∞ e de

f ′′ tal que

u(x2, t)−u(x1, t)
x2−x1

≤ K
t
, t > 0, x1 < x2. (3.12)
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Demonstraç̃ao: Pelo Lema 3.1,y(·, t) é uma funç̃ao mońotona crescente. Daı́ parax1 < x2,

denotey1 = y(x1, t) ey2 = y(x2, t), segue doteorema do valor ḿedioque

b

(
x2−y2

t

)
−b

(
x1−y2

t

)
≤ b′

(
(1−s)

(
x1−y2

t

)
+s

(
x2−y2

t

))(
x2−x1

t

)

≤ K

(
x2−x1

t

)
.

ondeK = 1/ inf f ′′. Dáı, obtemos a seguinte desigualdade

u(x1, t) = b

(
x1−y1

t

)

≥ b

(
x1−y2

t

)

≥ b

(
x2−y2

t

)
−K

(
x2−x1

t

)

= u(x2, t)−K

(
x2−x1

t

)

Seguindo, obtemos
u(x2, t)−u(x1, t)

x2−x1
≤ K

t
. (3.13)

Esta desigualdade mostra que nos pontosx de descontinuidade deu(·, t) temos

ur < ul ,

onde

ur(t) = lim
s→x+

u(s, t), ul (t) = lim
s→x−

u(s, t),

pois considerando sequênciasw j < a< zj convergindo para o ponto de descontinuidadea sobre

o eixo-x temos de (3.13)

u(zj , t)−u(w j , t)≤
K
t
(zj −w j),
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quandoj → ∞, obtemosur(t)< ul (t).

Segue da convexidade estrita def que :

f (ul )> f (ur)+ f ′(ur)( f (ul )− f (ur)),

ent̃ao

f ′(ur)<
f (ul )− f (ur)

ul −ur
=

1
ul −ur

∫ ul

ur

f ′(x)dx

≤ 1
ul −ur

∫ ul

ur

f ′(ul )dx= f ′(ul )

Portanto,

f ′(ur)<
f (ul )− f (ur)

ul −ur
< f ′(ul ).

Deste fato, seS= S(t) é uma curva de descontinuidade deu= u(x, t) e a condiç̃ao deRankine-

Hugoniotvale, segue as desigualdades

f ′(ur)<
dS
dt

< f ′(ul ). (3.14)

Tal desigualdadée chamada decondiç̃ao de entropia, de Lax .

3.1 Unicidade da Solução

Lema 3.2 Seja u = u(x, t) uma soluç̃ao suave por partes de(3.a) no semi-plano t> 0 com

suporte compacto na variável x, tal que y= y(t) seja aúnica curva suave de descontinuidade

de u satisfazendo a condição deRankine-Hugoniot. Denote por

I(t) =
∫ ∞

−∞
u(x, t)dx
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ent̃ao I(t) independe de t, ou seja,
dI
dt

= 0.

Demonstraç̃ao: De fato, podemos escrever

I(t) =
∫ y(t)

−∞
u(x, t)dx+

∫ ∞

y(t)
u(x, t)dx

denote

u(y(t)−0, t) = lim
x→y(t)−

u(x, t) e u(y(t)+0, t) = lim
x→y(t)+

u(x, t)

os limites laterais ao longo do eixo-x da soluçãou sobre a curva de descontinuidade. Então

d
dt

I(t) = y′(t)u(y(t)−0, t)+
∫ y(t)

−∞
ut(x, t)dx

− y′(t)u(y(t)+0, t)+
∫ ∞

y(t)
ut(x, t)dx

= (u(y(t)−0, t)−u(y(t)+0, t))y′(t)+
∫ y(t)

−∞
−( f (u(x, t)))xdx+

∫ ∞

y(t)
−( f (u(x, t)))xdx

= (u(y(t)−0, t)−u(y(t)+0, t))y′(t)− f (u(y(t)−0, t))+ f (u(−∞, t))

− f (u(∞, t))+ f (u(y(t)+0, t))

= ( f (u(y(t)+0, t))− f (u(y(t)−0, t)))− (u(y(t)+0, t)−u(y(t)−0, t))y′(t) = 0,

já que

y′(t) =
f (u(y(t)+0, t))− f (u(y(t)−0, t))

u(y(t)+0, t)−u(y(t)−0, t)
=

f (ur)− f (ul )

ur −ul

por hiṕotese, ou seja, a curva de descontinuidade satisfaz a condic¸ão deRankine-Hugoniot.

Note que o mesmo resultado aindaé válido se supormos um número finito de descontinuidades.
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Teorema 3.3 Sejam u(x, t) e v(x, t) duas soluç̃oes de(3.a) continuamente diferenciáveis por

partes com dados iniciais u0(x) e v0(x) em L1(R) respectivamente, e assuma que fé convexa e

que todas as curvas de descontinuidades de u(x, t) e v(x, t) satisfaçam a condiç̃ao deRankine-

Hugoniote acondiç̃ao de entropia(3.14). Ent̃ao, a funç̃ao

||u(t)−v(t)||L1(R) =
∫ ∞

−∞
|u(x, t)−v(x, t)|dx

é decrescente em t, na norma L1(R) com respeito a variável x.

Demonstraç̃ao: Para manusear esta integral, particionamos o eixo-x para cada tempot ≥ 0

por uma partiç̃ao enumeŕavel{xi(t)}i tal queu(·, t)− v(·, t) como funç̃ao dex tem sinal con-

stante emxi(t)< x< xi+1(t). Tal decomposiç̃ao existe pois(u−v)(·,x) é cont́ınua por partes.

Podemos então escrever a normaL1(R) de(u−v)(·, t) como segue :

||u(t)−v(t)||L1(R) = ∑
i

sgni(u−v)
∫ xi+1(t)

xi(t)
(u(x, t)−v(x, t))dx. (3.15)

ondesgni(u−v) significa o sinal deu(·, t)−v(·, t) no interior do intervalo[xi(t),xi+1(t)]. Destas

escolhas temos algumas observações sobre o comportamento destes pontos.

Seu(·, t) ev(·, t) são cont́ınuas emxi(t) , ent̃aou(xi(t), t) = v(xi(t), t), pois

lim
x→xi(t)+

(u−v)(x, t) = (u−v)(xi)≥ 0

e

lim
x→xi(t)−

(u−v)(x, t) = (u−v)(xi)≤ 0

onde supomos, sem perda de generalidade,sgni(u− v) > 0 e sgni−1(u− v) < 0 e neste

caso,(xi(t), t) encontra-se sobre uma curva caracterı́stica de ambas.
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Seu ou v tem uma descontinuidade emxi(t) e a outráe suave neste ponto, então neste caso

xi(t) move-se ao longo de uma curva de descontinuidade. Em resumo,ou xi(t) é uma curva

caracteŕıtica ou uma curva de descontinuidade.

No interior de cada intervalo[xi(t), xi+1(t)], a aplicaç̃aou(·, t)−v(·, t) como funç̃ao dex ou

é suave ou possui alguma descontinuidade, nesteúltimo caso quebramos a integração ao longo

da curva de descontinuidade. Assim cada termo a direita da igualdade (3.15)́e diferencíavel.

Seja (u− v)(·, t) suave para cadat sobre o interior de[xi(t), xi+1(t)], temos segundo a

fórmula deLeibnitz Generalizada:

d
dt

∫ xi+1(t)

xi(t)
(u(x, t)−v(x, t))dx = x′i+1(t){u(xi+1(t)−0, t)−v(xi+1(t)−0, t)}

− x′i(t){u(xi(t)+0, t)−v(xi(t)+0, t)}+
∫ xi+1(t)

xi(t)
ut(x)−vt(x)dx

= x′i+1(t){u(xi+1(t)−0, t)−v(xi+1(t)−0, t)}

− x′i(t){u(xi(t)+0, t)−v(xi(t)+0, t)}+
∫ xi+1(t)

xi(t)
f (v)x− f (u)x dx

= x′i+1(t){u(xi+1(t)−0, t)−v(xi+1(t)−0, t)}

− x′i(t){u(xi(t)+0, t)−v(xi(t)+0, t)}+[ f (v(x))− f (u(x))]xi+1(t)
xi(t)

Diferenciando (3.15) obtemos :
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d
dt
||u(t)−v(t)|| = ∑

i
sgni(u−v)

{
x′i+1(t)[u(xi+1(t)−0, t)−v(xi+1(t)−0, t)]

− x′i(t)[u(xi(t)+0, t)−v(xi(t)+0, t)]

+ [ f (v(x))− f (u(x))]xi+1(t)
xi(t)

}

Agora analisemos dois casos:

1. Sexi(t) exi+1(t) são pontos de continuidade deu ev vimos queu(xi(t), t) = v(xi+1(t), t),

portanto todas as parcelas acima são nulas e a derivadaé nula, fato que nos habilita derivar

termo a termo. Assim, aśunicas contribuiç̃oes para a derivada vem das descontinuidades,

mais ainda, vem das descontinuidades nos extremos , pois no interior de[xi(t), xi+1(t)]

podemos quebrar o intervalo e ter uma situação semelhante ao do Lema 3.2, e neste caso

a derivada tamb́em seŕa nula.

2. Supomos que tenhamos descontinuidade em algum extremo.

Ent̃ao, suponha que exista umaúnica descontinuidade deu(·, t) no extremoxi+1(t) e que

v(·, t) seja cont́ınua, deste modox j(t) com j 6= (i+1) é continuidade para ambas. Então,

d
dt
||u(t)−v(t)|| = sgni(u−v)

{
f (v(xi+1, t))− f (u(xi+1−0, t))

− x′i+1(t)[u(xi+1(t)−0, t)−v(xi+1(t), t)]

}

− sgni+1(u−v)

{
f (v(xi+1, t))− f (u(xi+1+0, t))

− x′i+1(t)[u(xi+1(t)+0, t)−v(xi+1(t), t)]

}

Note que tal expressão acima nos autoriza derivar termo a termo (3.15).
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• Sejasgni(u(·, t ′)−v(·, t ′)) = 1.

• Já que(u−v)(·, t ′)> 0 em(xi(t ′),xi+1(t ′)) ent̃ao por hiṕotese(u−v)(·, t ′)< 0 em(xi+1,xi+2).

Dáı, via limites laterais obtemos, respectivamente, queu−vl ≥ 0 eu−vr ≤ 0, portanto,

ur < v(xi+1) < ul , onde ośındicesr, l denotam os limites laterais̀a direita eà esquerda,

no caso emxi+1(t ′), respectivamente.

De acordo com a condição de Rankine-Hugoniot,

dxi+1

dt
=

f (ul )− f (ur)

ul −ur
,

e temos que

d
dt
||u(t ′)−v(t ′)|| =

[
f (v)− f (ul )+(ul −v)

f (ul )− f (ur)

ul −ur

]

− (−1)

[
f (v)− f (ur)+(ur −v)

f (ul )− f (ur)

ul −ur

]

Afirmamos que a expressão acima avaliada emt ′ é negativa, pois

f (v)− f (ul )+(ul −v)
f (ul )− f (ur)

ul −ur
= f (v)

−
[

v−ur

ul −ur
f (ul )+

ul −v
ul −ur

f (ur)

]
(3.16)

e já quev(xi+1(t ′)) ∈ (ur ,ul ) ent̃aov= λul +(1−λ )ur , ondeλ =
v−ur

ul −ur
e (1−λ ) =

ul −v
ul −ur

,

dáı pela convexidade def temos que

f (v)≤ λ f (ul )+(1−λ ) f (ur).
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Agora,

f (v)− f (ur)+(ul −v)
f (ur)− f (ul )

ur −ul
= f (v)

+

[
− f (ul )

v−ur

ul −ur
− ul −v

ul −ur
f (ur)

]
(3.17)

logo

f (v)−λ f (ul )− (1−λ ) f (ur)≤ 0.

Portanto,
d
dt
||u(t ′)−v(t ′)|| ≤ 0.

Agora, suponha que(xi+1(t), t) é uma curva de descontinuidade parau(·, ·) e v(·, ·) com

xi(t) continuidade para ambas.

• Se(u−v)(·, t ′)> 0 em(xi(t ′),xi+1(t ′)) ent̃ao(u−v)(·, t ′)< 0 em(xi+1(t),xi+2(t)). Dáı,

usando limites laterais obtemos queul −vl ≥ 0 eur −vr ≤ 0, portanto,ur ≤ vr < vl ≤ ul .

Agora, temos a seguinte situação

d
dt
||u(t ′)−v(t ′)|| =

[
f (vl )− f (ul )+(ul −vl )

f (ul )− f (ur)

ul −ur

]

+

[
f (vr)− f (ur)+(ur −vr)

f (ul )− f (ur)

ul −ur

]

Assim, ul > vl > ur e ul > vr > ur , e estamos nas condições do caso acima, portanto em

qualquer dos casos
d
dt
||u(t ′)−v(t ′)|| ≤ 0, no ponto t ′.

Para o caso ondeu(·, t) tem no extremoxi(t) única descontinuidade o qualé continuidade de

v(·, t), comx j(t) ( j 6= i) ponto de continuidade para ambas, pode ser tratado de modo análogo.

Só observamos que não podemos tersgni(u−v) = 1, pois se for este o caso,(u−v)(x)> 0 em
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(xi ,xi+1) ent̃ao(u−v)(x)< 0 em(xi−1,xi). Dáı obtemosur −v≥ 0 e ul −v≤ 0, ou seja,

ul ≤ v(xi(t
′))≤ ur .

Absurdo, poisur < ul pela condiç̃ao de entropia.

Portanto, em quaisquer dos casos
d
dt
||u(t ′)−v(t ′)|| ≤ 0, assim inferimos que||u(t)−v(t)||

é mońotona decrescente.

Corolário 3.1 (Unicidade) Se u(x, t) = v(x, t) em t= 0, ent̃ao u= v para todo t> 0.

Demonstraç̃ao: De fato, j́a que
d
dt

∫ ∞

−∞
|u(x, t)−v(x, t)|dx≤ 0 parat > 0, ent̃ao

∫ t1

0

d
dt

∫ ∞

−∞
|u(x, t)−v(x, t)|dxdt≤ 0,

ou seja,
∫ ∞

−∞
|u(x, t1)−v(x, t1)|dx≤

∫ ∞

−∞
|u(x,0)−v(x,0)|dx= 0

portanto,

|u(x, t1)−v(x, t1)|= 0

q.t.p-x para todot1 > 0. Isto completa a prova.

Teorema 3.4 (Dado inicial) Quando u0 ∈ L1(R)∩BV(R) a soluç̃ao u= u(x, t) obtida pelo

teorema (3.1) assume seu dado inicial u0 nanormaL1, no seguinte sentido:

||u(t)−u0(t)||L1(R) → 0, t → 0. (3.18)
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Demonstraç̃ao: Desde quey(x, t) minimiza a funç̃aoG(x, t, ·) temos

G(x, t,y(x, t)) =
∫ y(x,t)

0
u0(z)dz+ tg

(
x−y(x, t)

t

)

≤ G(x, t,x) =
∫ x

0
u0(z)+ tg(0)

≤ ||u0||L1 + tg(0)≤C1

para 0< t < T eC1 =C1(T)> 0. Dáı, obtemos que

tg

(
x−y(x, t)

t

)
≤C1+ ||u0||L1

.
=C2.

Suponha que 0<K < 1
2g′′(z) e sejac= f ′(0), recordemos queg é convexa e queg′(c) = b(c) =

0 logoc é ponto de ḿınimo parag, além disso,g(c) = g′(c) = 0. Segue pelo teorema deTaylor

com resto de Lagrange

g(z)≥ K(z−c)2 ∀ z∈ R,

ent̃ao

tg

(
x−y(x, t)

t

)
≥ K

t
(x−y(x, t)−ct)2

ou ainda,

|x−y(x, t)−ct| ≤ t√
K

(
g

(
x−y(x, t)

t

))1/2

,

logo

|x−y(x, t)| ≤ |x−y(x, t)−ct|+ |ct| ≤ t√
K

[
g

(
x−y(x, t)

t

)]1/2

+ |ct|

=
t1/2
√

K

[
tg

(
x−y(x, t)

t

)]1/2

+ |ct|

≤ (tC2)
1/2

√
K

+ |ct|,
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portanto,

y(x, t)→ x, parat → 0.

Pela propriedade de mı́nimo dey(x, t) e pelo fato queu0 éBV(R) valem as desigualdades

u0−(y(x, t))≤ u(x, t)≤ u0+(y(x, t)).

De fato, definaF(s) =−G(x, t,s) ent̃aoy(x, t) é ponto de ḿaximo deF, logo,

0≥ F
′
+(y(x, t)) =−[u0+(y(x, t))−b((x−y(x, t))/t))]

onde

lim
s→y(x,t)+

u0(s)
.
= u0+(y(x, t))

ou, ainda,u(x, t)≤ u0+(y(x, t)). Tamb́em,

0≤ F
′
−(y(x, t)) =−[u0−(y(x, t))−b((x−y(x, t))/t))]

logo,u0−(y(x, t))≤ u(x, t). Portanto,

u0−(y(x, t))≤ u(x, t)≤ u0+(y(x, t)).

Segue que, sex é ponto de continuidade deu0(.) e pelo fato quey(x, t) → x quandot → 0 as

desigualdades acima implicam que

u(x, t)→ u0(x), t → 0.

De fato, sejax ponto de continuidade deu0, ent̃ao conseguimos uma vizinhança|x−s|< r

de x tal queu0 restritaé cont́ınua. Tamb́em temos quey(x, t) → x quandot → 0 ent̃ao existe

61
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T > 0 de modo que parat ∈ (0,T) temos|y(x, t)− x| < r . Logo, para 0< t < T segue que

y(x, t) é ponto de continuidade deu0. Dáı, u0±(y(x, t)) = u0(y(x, t)) parat ∈ (0,T), portanto

lim
t→0

u(x, t) = lim
t→0

u0(y(x, t)) = u0

(
lim
t→0

y(x, t)

)
= u0(x).

Em resumo temos que :

|x−y(x, t)| ≤ (tC2)
1/2

√
K

+ |ct| ≤ β t, para todox∈ R, e t ∈ (0,T).

e

u0−(y(x, t))≤ u(x, t)≤ u0+(y(x, t)), ent̃ao

|u(x, t)−u0(x)| ≤ |u0(x)−u0+(y(x, t))|+ |u0(x)−u0−(y(x, t))|

= lim
s→y(x,t)+

|u0(x)−u0(s)|+ lim
s→y(x,t)−

|u0(x)−u0(s)|

portanto

|u(x, t)−u0(x)| ≤ 2TVu0[x− tβ ,x+ tβ ], q.t.p x∈ R.

Dáı,
∫

R

|u(x, t)−u0(x)|dx≤
∫

R

2TVu0[x− tβ ,x+ tβ ]dx,

considereTV(y) = TVu0[x− tβ ,y] paray∈ [x− tβ ,x+ tβ ] pelo teorema 1.17 tem-se

(TV)′(y) = |u′0(y)|,
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dáı segue que

∫

R

|u(x, t)−u0(x)| ≤ 2
∫

R

∫ x+tβ

x−tβ
|u′0(y)|dydx = 2

∫

R

∫ y+tβ

y−tβ
|u′0(y)|dxdy

= 4tβ
∫

R

|u′0(y)|dy

portanto,

lim
t→0

∫

R

|u(x, t)−u0(x)|dx= 0.

3.2 Decaimento da solução

Supondo aindaf ′′(u) ≥ θ > 0, ou seja,f estritamente convexa o teorema (3.1) da uma

express̃ao expĺıcita da soluç̃aou de (3.1)

u(x, t) = b

(
x−y

t

)
(3.19)

ondey= y(x, t) minimiza a aplicaç̃aoG(x, t, ·).

Vejamos que podemos obter informações de (3.19) sobre o comportamento das soluções

parat suficientemente grande. Recordemos queg(z) é uma funç̃ao convexa ,b(z) é mońotona

crescente e queg(z) atinge seu valor ḿınimo emc= a(0) e

g(c) = g′(c) = 0, estamos supondo quef (0) = 0. (3.20)
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Denote pork a constante

k=
1
2

b′(c) =
1
2

g′′(c).

Já quef é estritamente convexa temos quek> 0. Além disso, assumimos que

0< k− <
1
2

b′(x)< k+. (3.21)

Segue de (3.20), (3.21) e teorema 1.7

g(z) = g(c)+g′(c)(z−c)+
g′′(w)

2
(z−c)2 =

g′′(w)
2

(z−c)2 ≥ k−(z−c)2,∀z∈ R.

portanto

g(z)≥ k−(z−c)2, ∀z ∈ R. (3.22)

ent̃ao paraz=
x−y

t

tg

(
x−y

t

)
≥ k−

t
(x−y−ct)2.

Agora, suponhau0(x) dado inicial deu emL1(R); ent̃ao para todoy∈ R, aplicaç̃ao

U0(y) =
∫ y

−∞
u0(x)dx

é limitada em valor absoluto por||u0||1 = M. Em vista de (3.22), vemos que para todoy,

−M+
k−
t
(x−y−ct)2 ≤

∫ y

−∞
u0(s)ds+ tg

(
x−y

t

)
= G(x, t,y). (3.23)

Dáı, G(x, t,x−ct)=U0(x−ct)≤M isto demonstra queG(x, t,y(x, t))≤M no ponto de ḿınimo.

Combinando isto com (3.23) vemos que

∣∣∣∣
x−y(x, t)

t
−c

∣∣∣∣≤
√

2M
tk−

. (3.24)
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Caṕıtulo 3. F́ormula Expĺıcita 3.2. Decaimento da solução

Segue de (3.21) por integração de ambos os lados e também porb(c) = 0 a desigualdade

|b(z)|< 2k+|z−c|,

e combinando isto com (3.24) obtemos

∣∣∣∣b
(

x−y(x, t)
t

)∣∣∣∣≤ 2k+

∣∣∣∣
x−y(x, t)

t
−c

∣∣∣∣≤
const.√

t
,

ondeconst.= 2k+

√
2M
k−

.

Portanto, por (3.19)

|u(x, t)| ≤ const.√
t

. (3.25)

Em vista destas estimativas, suponha que o dado inicialu0(x) seja nulo fora do intervalo

(−A,A), ent̃ao a aplicaç̃aoU0(y) é constante igual a zero paray<−A e é alguma constante

paraA< y. De acordo com (3.24) o ponto de mı́nimo y= y(x, t) encontra-se no intervalo

x−ct−L
√

t ≤ y≤ x−ct+L
√

t,

ondeL =

√
2M
k−

.

Sex < ct− L
√

t −A, ent̃ao y < −A e U0(y) independente dey pois é nulo, portanto o

ponto ḿınimo deG é o ponto que minimiza a funçãotg

(
x−y

t

)
e este valoŕe y(x, t) = x−ct.

Similarmente, para

x> ct+L
√

t +A,

y> A e o valor deU0(y) independe dey, logo o ḿınimo valor deG é dado pory(x, t) = x−ct.
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Caṕıtulo 3. F́ormula Expĺıcita 3.2. Decaimento da solução

Segue desses fatos e já queb(c) = 0, queu(x, t) = 0 parax fora do intervalo

(
ct−L

√
t −A, ct+L

√
t +A

)
.

Portanto, toda soluçãou cujo valor inicialé zero fora de algum intervalo finitóe, parat fixo,

nula fora de um intervalo.
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Apêndice

A

Justificativas

Este ap̂endice visa esclarecer alguns passos apresentados na demonstraç̃ao do teorema 3.2,

escolhemos apresenatar as justificavas abaixo só neste momento e não no texto para tornar a

leitura menos carregada.

Dado 0< ε < 1 arbitŕario, existe uma constanteC=C(x, t)> 0 tal que

G(x, t,y)≤C|y−y(x, t)|, y ∈ [y(x, t)− ε,y(x, t)+ ε].

Vamos verificar tal afirmaç̃ao, para 0< ε < 1, considereI = [y(x, t)− ε,y(x, t)+ ε].

Sejay∈ I temos:

|G(x, t,y)−G(x, t,y(x, t))| ≤ |u0||y−y(x, t)|+ t

∣∣∣∣g
(

x−y
t

)
−g

(
x−y(x, t)

t

)∣∣∣∣

Agora, pelo teorema do valor ḿedio, supondoy≤ y(x, t) :
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Apêndice A. Justificativas

t

∣∣∣∣g
(

x−y
t

)
−g

(
x−y(x, t)

t

)∣∣∣∣= |y(x, t)−y|
∣∣∣∣b
(

x−y(x, t)
t

+λ
(

y(x, t)−y
t

))∣∣∣∣

Como, para 0≤ λ ≤ 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣

x−y(x, t)
t

+λ
(

y(x, t)−y
t

)

︸ ︷︷ ︸
s

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣
x−y(x, t)

t

∣∣∣∣+
1
t
|y−y(x, t)|

≤ 1
t
(|x−y(x, t)|+ ε)

≤ 1
t
(|x−y(x, t)|+1)

temos ques∈ [−K,K] ondeK = 1
t (|x−y(x, t)|+1), sendob(.) cont́ınua temos que|b(s)| ≤

C1(x, t).

Portanto,

|G(x, t,y)−G(x, t,y(x, t))| ≤ |u0||y−y(x, t)|+C1(x, t)|y−y(x, t)|

≤ C2(x, t)|y−y(x, t)|

Agora, supondoy≥ y(x, t) temos

t

∣∣∣∣g
(

x−y(x, t)
t

)
−g

(
x−y

t

)∣∣∣∣= |y(x, t)−y|
∣∣∣∣b
(

x−y
t

+λ
(

y−y(x, t)
t

))∣∣∣∣
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Como, para 0≤ λ ≤ 1,

∣∣∣∣∣∣∣∣

x−y
t

+λ
(

y−y(x, t)
t

)

︸ ︷︷ ︸
s

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣
x−y

t

∣∣∣∣+
1
t
|y−y(x, t)|

≤ 1
t
(|x|+ ε)+

1
t
(|y−y(x, t)|+ |y(x, t)|)

≤ 1
t
(|x|+ ε)+

1
t
(|y(x, t)|+ ε) = K

temos ques∈ [−K,K] sendob(.) cont́ınua temos que|b(s)| ≤C3(x, t). Assim,

|G(x, t,y)−G(x, t,y(x, t))| ≤ |u0||y−y(x, t)|+C3(x, t)|y−y(x, t)|

≤ C4(x, t)|y−y(x, t)|

Portanto, em qualquer dos casos, temos

|G(x, t,y)−G(x, t,y(x, t))| ≤C(x, t)|y−y(x, t)|

ondeC(x, t) = max{C4,C2}. Segue a afirmação.

Agora, considere as estimativas abaixo, e recordemos queG(x, t,y)=
∫ y

0
u0(s)ds+tg

(
x−y

t

)

paray∈ R onde

g(u) = sup
v∈R

(uv− f (v)).

Fixados(x, t) ∈ R× (0,∞), paray≥ 0 eN ∈ N temos :
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NG(x, t,y) ≥ N
∫ y

0
u0(s)ds+ tN

[
−
(

x−y
t

)
2||u0||− f (−2||u0||)

]

= −Ny||u0||+2N||u0||(y−x)− tN f(−2||u0||)

≥ Ny||u0||−2N||u0||x− tN f(−2||u0||)

logo ,e−NG ≤ eNDe−Ny||u0||, ondeD = 2||u0||x+ t f (−2||u0||).

No caso,y≤ 0 temos :

NG(x, t,y) ≥ −N
∫ 0

y
u0(s)ds+ tN

[
3

(
x−y

t

)
||u0||− f (3||u0||)

]

= Ny||u0||+3N||u0||(x−y)− tN f(3||u0||)

≥ −2Ny||u0||+3N||u0||x− tN f(3||u0||)

assim ,e−NG ≤ eNWe2Ny||u0||, ondeW =−3||u0||x+ t f (3||u0||).

Afirmamos , parax∈ R e t > 0 fixados, que

∣∣∣∣b
(

x−y
t

)∣∣∣∣e
−NG(x,t,y) ≤ h(y), y∈ R

onde
∫ ∞

−∞
h(y)dy< ∞.

De fato, sejaC4 > 0 uma contante de Lipchtz deb(z)/t (função de z) e por desigualdade

triangular
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∣∣∣∣b
(

x−y
t

)
−b(0)

∣∣∣∣e
−NG(x,t,y)+ |b(0)|e−NG(x,t,y) ≤ C4

t
|x−y|e−NG(x,t,y)+ |b(0)|e−NG(x,t,y)

Paray≥ 0 :

1. C4
t |x−y|e−NG(x,t,y) ≤ C4

t |x−y|eNDe−Ny||u0|| ≤ C4
t |x|eNDe−Ny||u0||+ C4

t |y|eNDe−Ny||u0||.

2. |b(0)|e−NG(x,t,y) ≤ |b(0)|eNDe−Ny||u0||.

Paray≤ 0 :

1. C4
t |x−y|e−NG(x,t,y) ≤ C4

t |x−y|eNWe−Ny||u0|| ≤ C4
t |x|eNWe2Ny||u0||+ C4

t |y|eNWe2Ny||u0||.

2. |b(0)|e−NG(x,t,y) ≤ |b(0)|eNWe2Ny||u0||.

Agora defina

h(y) =





C4
t |y|eNDe−Ny||u0||+(|b(0)|eND+ C4

t |x|eND)e−Ny||u0|| sey> 0

C4
t |y|eNWe2Ny||u0||+(|b(0)|eNW+ C4

t |x|eNW)e2Ny||u0|| sey< 0

(A.1)

Agora temos

•
∫ +∞

0
e−Ny||u0||dy=

(
−e−Ny||u0||

N||u0||

)∣∣∣∣∣

+∞

0

=
1

N||u0||

•
∫ +∞

0
ye−Ny||u0||dy=

1
(N||u0||)2

•
∫ 0

−∞
e2Ny||u0||dy=

∫ ∞

0
e−2Ny||u0||dy=

(
−e−2Ny||u0||

2N||u0||

)∣∣∣∣∣

+∞

0

=
1

2N||u0||

•
∫ 0

−∞
−ye2Ny||u0||dy=

∫ ∞

0
ye−2Ny||u0||dy=

1
2(N||u0||)2
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Portanto, das expressões que definem a aplicaçãoh, segue a afirmação. Conclúımos ent̃ao

queb
(x−y

t

)
e−NG(x,t,y), y∈R é integŕavel para cada par(x, t) ∈R× (0,∞) fixado. Além disso,

obtemos que
∫ ∞

−∞
e−NG(x,t,y)dy< ∞.

Agora afirmamos quef
(
b
(x−y

t

))
e−NG(x,t,y), y∈ R é integŕavel para cada par(x, t) ∈ R×

(0,∞) fixado e para cadaN ∈ N dado.

Pela convexidade def temos :

∣∣∣∣ f
(

b

(
x−y

t

))∣∣∣∣e
−NG(x,t,y) ≤ |x|

t

∣∣∣∣b
(

x−y
t

)∣∣∣∣e
−NG(x,t,y)

+ 2| f (0)|e−NG(x,t,y)+ | f ′(0)
∣∣∣∣b
(

x−y
t

)∣∣∣∣e
−NG(x,t,y)

+
|y|
t

∣∣∣∣b
(

x−y
t

)∣∣∣∣e
−NG(x,t,y) (A.2)

a única express̃ao que ainda ñao conhecemos ser integrável é |y|
t

∣∣b
(x−y

t

)∣∣e−NG(x,t,y). Mas

dos resultados acima temos que|y|
t

∣∣b
(x−y

t

)∣∣e−NG(x,t,y) ≤ |y|
t h(y) e obtemos que

∫

R

|y|
t

h(y)< ∞,

Portanto, segue a afirmação.

Agora, justificaremos que a aplicação

V(x, t) = ln
∫ ∞

−∞
exp{−NG(x, t,y)}dy,

admite derivadas parciais. Primeiramente, verificamos que

∂VN

∂x
=

−N
∫

b
(x−y

t

)
exp{−NG(x, t,y)}dy

∫
exp{−NG(x, t,y)}dy

.
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O objetivoé apenas justificar que podemos derivar sob o sinal de integração. De fato, defina

F(x) =
∫

R

e−NG(t,x,y)dy (A.3)

parax∈ [c,d] e t > 0 fixado.

Agora, considereR ∋ y 7−→ e−NG(t,x,y) comx∈ [c,d] e t > 0 fixados. Ent̃ao,

∣∣∣∣Nb

(
x−y

t

)
e−NG(x,t,y)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣

∂
∂x

(
e−NG(t,x,y)

)∣∣∣∣

provemos que ∣∣∣∣
∂
∂x

(
e−NG(t,x,y)

)∣∣∣∣≤ h(y)

paray ∈ R, para alguma funç̃ao h(y) integŕavel, ou seja,
∫
R

h(y)dy< ∞. Mas de (A.1) com

x∈ [c,d] existe tal funç̃aoh(y). Ent̃ao por teorema 1.13 a aplicaçãoF(x) é diferencíavel e

dF
dx

(x) =
∫

R

∂
∂x

(
e−NG(t,x,y)

)
dy= N

∫

R

b

(
x−y

t

)
e−NG(x,t,y)dy

Agora, verificamos que

∂VN

∂ t
=

N
∫

f
(
b
(x−y

t

))
exp{−NG(x, t,y)}dy

∫
exp{−NG(x, t,y)}dy

novamente śo justificaremos que podemos derivar sob o sinal de integração. Defina

F(t) =
∫

R

e−NG(t,x,y)dy (A.4)

para 0< c ≤ t ≤ d e x ∈ R fixado, e considereR ∋ y 7−→ e−NG(t,x,y) com t ∈ [c,d] e x ∈ R

fixados. Ent̃ao, ∣∣∣∣N f

(
b

(
x−y

t

))
e−NG(x,t,y)

∣∣∣∣=
∣∣∣∣

∂
∂ t

(
e−NG(t,x,y)

)∣∣∣∣
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provemos que ∣∣∣∣
∂
∂ t

(
e−NG(t,x,y)

)∣∣∣∣≤ H(y)

paray∈R, para alguma funç̃aoH(y) integŕavel, ou seja,
∫

R

H(y)dy<∞. Mas issóe exatamente

o que fizemos em (A.2). Por argumentos semelhantes podemos mostrar que

∂ 2V
∂x∂ t

=− ∂ 2V
∂ t∂x

.
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Apêndice

B

Mais Alguns Casos

Aprovitamos estes espaço para cobrir mais alguns casos quepoderiam ser questionados no

decorrer da demonstração do teorema 3.3:

1. • Se(u−v)(·, t)> 0 em (xi(t),xi+1(t)) comxi(t) descontinuidade deu(·, t) e con-

tinuidade parav(·, t), além disso,xi+1(t) é ponto de continuidade para ambas então

por hiṕotese(u−v)(·, t)< 0 em(xi−1,xi). Dáı,

lim
x→x+i

(u−v)(x) = ur −v≥ 0

e

lim
x→x−i

(u−v)(x) = ul −v≤ 0,

ou seja,v ≤ ur e ul ≤ v, portantoul ≤ v ≤ ur . Absurdo, poisul > ur . Logo as

condiç̃oes deste caso não ocorrem.

2. • Seja(u−v)(·, t ′)> 0 em(xi(t ′),xi+1(t ′)) comxi(t) descontinuidade dev(·, t) e con-

tinuidade parau(·, t) ondexi+1(t) é ponto de continuidade para ambas. Por hipótese
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(u−v)(x)< 0 em(xi−1,xi). Dáı, usando limites laterais

lim
x→x+i

(u−v)(x) = u−vr ≥ 0

e

lim
x→x−i

(u−v)(x) = u−vl ≤ 0,

ou seja,vr ≤ u e u ≤ vl , portantovr ≤ u ≤ vl .(não ocorrendo a igualdade si-

multâneamente poisvr < vl ).

• Neste caso, estamos supondosgni(u− v) = 1. E segue que a expressão abaixo

avaliada no pontot ′ é ñao-positva

d
dt

∫ xi+1(t)

xi(t)
u(x, t)−v(x, t)dx = ˙xi+1(u−v)(xi+1)+

∫ xi+1(t)

xi(t)
(u(x)−v(x))t dx

− ẋi(u−vr)(xi)

= ( f (v)− f (u))(xi+1)− [ f (vr)− f (u)]− ẋi(u−vr)

= f (u)− f (vr)−
[

f (vl )− f (vr)

vl −vr

]
(u−vr).

3. • Se(u−v)(·, t ′)> 0 em(xi(t ′),xi+1(t ′)) comxi(t) descontinuidade dev(·, t) e u(·, t)

onde xi+1(t) é ponto de continuidade para ambas. Segue(u− v)(·, t ′) < 0 em

(xi−1,xi). Dáı,

lim
x→x+i

(u−v)(x) = ur −vr ≥ 0 e lim
x→x−i

(u−v)(x) = ul −vl ≤ 0,

ou seja,vr ≤ ur e ul ≤ vl , portantovr ≤ ur < ul ≤ vl .

• Neste caso, supomossgni(u−v) = 1. E, conclúımos que a expressão abaixóe ñao-

positiva emt ′
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d
dt

∫ xi+1(t)

xi(t)
u(x, t)−v(x, t)dx = ẋi+1(u−v)(xi+1)+

∫ xi+1(t)

xi(t)
(u(x)−v(x))t dx

− ẋi(ur −vr)(xi)

= −[ f (vr)− f (ur)]− ẋi(ur −vr)

4. • Se(u−v)(·, t)< 0 em(xi(t),xi+1(t)) comxi+1(t) descontinuidade deu(·, t) e con-

tinuidade parav(·, t) ondexi(t) é ponto de continuidade para ambas, terı́amos

(u−v)(x)> 0 em(xi+1,xi+2). Dáı,

lim
x→x+i+1

u−v(x) = ur −v≥ 0 e lim
x→x−i+1

u−v(x) = ul −v≤ 0,

ou seja,v≤ ur e ul ≤ v, portantoul ≤ v≤ ur . absurdo poisur < ul . Logo este caso

não ocorre.

5. • Se (u− v)(·, t ′) < 0 em (xi(t ′),xi+1(t ′)) com xi+1(t) descontinuidade dev(·, t) e

continuidade parau(·, t) ondexi(t) é ponto de continuidade para ambas então por

hipótese(u−v)(x)> 0 em(xi+1,xi+2). Segundo os limites laterais abaixo,

lim
x→x+i+1

u−v(x) = u−vr ≥ 0 e lim
x→x−i+1

u−v(x) = u−vl ≤ 0,

ou seja,vr ≤ ueu≤ vl , temosvr ≤ u≤ vl . (não ocorrendo a igualdade simultâneamente

poisvr < vl ).

• Neste caso estamos supondosgni(u−v) =−1. Deste fatos também conclúımos que

(−1)

(
d
dt

∫ xi+1(t)

xi(t)
u(x, t)−v(x, t)dx

)∣∣∣∣∣
t=t ′

≤ 0

6. • Se(u−v)(·, t ′)< 0 em(xi(t),xi+1(t ′)) comxi+1(t) descontinuidade dev(·, t) eu(·, t)

ondexi(t) é ponto de continuidade para ambas. Então(u−v)(x)> 0 em(xi+1,xi+2).
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Dáı, usando limites laterais

lim
x→x+i+1

(u−v)(x) = ur −vr ≥ 0 e lim
x→x−i+1

(u−v)(x) = ul −vl ≤ 0,

ou seja,vr ≤ ur e ul ≤ vl , portantovr ≤ ur < ul ≤ vl .

• Supomos aquisgni(u−v) =−1. E novamente temos

(−1)

(
d
dt

∫ xi+1(t)

xi(t)
u(x, t)−v(x, t)dx

)∣∣∣∣∣
t=t ′

≤ 0

7. • Se (u− v)(·, t) < 0 em (xi+1(t),xi+2(t)) com xi+1(t) descontinuidade dev(·, t) e

continuidade parau(·, t) ondexi+2(t) é ponto de continuidade para ambas. Então

(u−v)(x)> 0 em(xi ,xi+1) . Dáı,

lim
x→x+i+1

(u−v)(x) = u−vr ≤ 0 e lim
x→x−i+1

(u−v)(x) = u−vl ≥ 0,

ou seja,u≤ vr evl ≤ u, portantovl ≤ u≤ vr . Absurdo poisvr < vl . E este caso ñao

ocorre.

8. • Se (u− v)(·, t ′) > 0 em (xi(t ′),xi+1(t ′)) com xi+1(t) descontinuidade deu(·, t) e

continuidade dev(·, t) ondexi(t) é ponto de continuidade para ambas. Este caso

esta apresentado trabalho e a derivada em questãoé ñao-positiva.

• Segue da hiṕotese acima que(u− v)(x) < 0 em (xi+1,xi+2), com xi+2 ponto de

continuidade de ambas, estamos supondo aindaxi+1 descontinuidade deu e con-

tinuidade dev . Dáı, usando limites laterais

lim
x→x+i+1

(u−v)(x) = ur −v≤ 0 e lim
x→x−i+1

(u−v)(x) = ul −v≥ 0,

ou seja,ur ≤ v e v ≤ ul , portantour ≤ v ≤ ul . (não ocorrendo a igualdade si-

multâneamente poisur < ul .

78
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• Neste caso, supomossgni(u−v) = 1, logosgni+1(u−v) =−1. Temos a situaç̃ao :

(1)

(
d
dt

∫ xi+1(t)

xi(t)
u(x, t)−v(x, t)dx

)∣∣∣∣∣
t=t ′

≤ 0

(−1)

(
d
dt

∫ xi+2(t)

xi+1(t)
u(x, t)−v(x, t)dx

)∣∣∣∣∣
t=t ′

≤ 0

O caso (8) foi apresentado no corpo do trabalho. As outras situaç̃oes poderiam

tamb́em ocorrer, e em quaisquer dos casos teremos que a função dada no teorema

3.3é decrescente em t.
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