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Resumo

Nosso objetivo neste texto é mostrar que o espaco de lagos da suspensao reduzida
de um complexo CW conexo X tem o mesmo tipo de homotopia que o mondide topologico

livre gerado por X.



Abstract

Our main goal in this dissertation is to show that the loopspace of reduced sus-
pension of a connected CW complex X has the same type of homotopy that the free

topological monoid generated by X.
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Introducao

O objetivo deste texto é apresentar uma equivaléncia de homotopia entre o espaco
de lacos de um complexo CW conexo X e o monodide topolédgico livre gerado por X, tal
espaco é conhecido como produto reduzido de James, o qual foi inicialmente apresentado
em [7].

Um dos pilares que nos permitird alcancar o objetivo acima citado é a construcao
do espaco de lacos de Moore apresentada no Capitulo 2. Em tal capitulo trataremos
do espago de fungoes, o qual possui uma topologia adequada para o nosso trabalho, a
topologia compacto-aberta, posteriormente apresentaremos alguns conceitos, tais como
categorias, funtores, suspensao, cones, colimite, H-espacos, e finalmente o conceito de Es-
paco de Lagos. Mostraremos que este espaco € um H-grupo, porém a estrutura de H-grupo
nao ¢ suficiente para chegarmos ao nosso objetivo. Para tanto, construiremos o espaco de
lacos de Moore e mostraremos que tal espaco é um monéide topolégico que tem o mesmo
tipo de homotopia que o espaco de lacos. No terceiro capitulo mostraremos a existéncia
de um monobide livre gerado por um conjunto qualquer, e mais, definiremos também o que
vem a ser o produto reduzido de James, que na realidade é o monoéide topoldgico livre
gerado por um espago topologico de Hausdorff, para colocarmos a topologia adequada em
tal mondide, utilizaremos fortemente a topologia compactamente gerada.

Por fim, no quarto capitulo obteremos o resultado-objetivo que desejamos. Os

principais textos utilizados para a atingir tais metas sao [2], [5], e [7].



Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo resumimos o material que utilizaremos nos capitulos seguintes.
Omitiremos as provas dos resultados, e também supomos que os leitores deste trabalho

tenham algum conhecimento sobre teoria de homologia e teoria de homotopia.

1.1 Produto Tensorial

Consideramos R um anel comutativo com elemento identidade.

Definicao 1.1 Sejam M, M,, ... My R-mddulos. O produto tensorial de My, M, ... My
é um R-modulo M1 @ My ® ... ® My que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) Eziste uma aplicacao k-linear
My X Myx...x My — M; @My ®...® M,
(2) Dados um R-mddulo N e uma aplica¢io k-linear
fiMyx Myx...x My — N,
existe um unico R-homomorfismo
h: M @My&...0 M — N

tal que f = h o ¢, de outra maneira, o diagrama
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Mi@My®...0 My > N

g

My x My x ... x M,

pode ser completado comutativamente, quaisquer que sejam N e f.

Observagao 1- Dado (mq,ma,...,my) € M; X My X ... X My, denotamos
d(my,ma, ... my) por my @ mo @ ... & my, e como ¢ é k-linear temos que, para qual-

quer i € {1,2,...k}, dados r € R e m;,n; € M;,

M. (Mi+n)®...0ME=mM®...0M;KQD...AME+M Q...0N; @...R My
m®..rm;&...0mEr=r(m &...0m; @...Qmy)

Observacao 2- Dados R-modulos My, My, ... My, sempre existe o produto ten-
sorial M1 @ My ® ... ® My, e quaisquer dois R-modulos satisfazendo (1) e (2) da defini¢ao
anterior sao isomorfos.

Observacgao 3- A imagem de ¢ forma um conjunto gerador de M1 QMse®. .. Q My,
ou seja, todo elemento de M; ® My ® ... ® M} ¢ uma soma finita de elementos da forma
m;®@me® ... my comm; € M, 7=1,2.. k.

A seguir listamos uma série de propriedades do Produto Tensorial de R-moédulos.

T 1- Sejam M;, com i = 1,2,...,k, R-modulos livres com base B;. Entao
M, ® My ® ... ® M, também ¢ um R-mo6dulo livre e possui o conjunto
{b1®@by®...®by : b; € B;} como uma base, logo, dim M; @My ®...@ M, = Hle dim M;.

T 2- Temos os seguintes isomorfismos entre R-mo6dulos

(1) (My ® My) ® Ms = M, @ (My ® Ms);

2) My ® My = My ® M;;

N® (M; © M) = (N ® M) ® (N ® M);
5) M ® R M;

6

)
)
3) (My ® M) ® N = (My @ N)@® (My® N);
)
)
) Ro M = M.

(
(
(4
(
(

T 3- Sejam M, Mo, M{, Mé R-modulos e f; : M; — MZ/ R-homomorfismos,

para i =1,2.
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A aplicagdo g : My x My — M, ® M,, definida por g(mi, my) = fi1(m1)® fa(ms),

é bilinear, logo d4 origem a um tnico R-homomorfismo
fi® fa: My ® My — M; @ M,,

tal que (f1 ® fo)(mi @ ma) = f(m1) ® f(ma).
Observamos que, se f; é sobrejetora, entao f; ® fo também é sobrejetora. Além

disso, se cada f; é isomorfismo, entao f; ® fo é isomorfismo, sendo

(hef) ' =i'ef!

T 4- Dados R-homomorfismos f; : M; — M; e g;: Mz-” — M,;, para i =1, 2,

tem-se que

(f1® f2) 0 (1 ®g2) = (fiog1) ® (f2090)

As demonstracoes dos resultados acima, bem como uma exposicao clara sobre

produto tensorial e suas principais propriedades podem ser encontradas em [6].

1.2 Algebras

Seja R um anel comutativo com elemento identidade 15.

Defini¢ao 1.2 Uma R-dlgebra é um R-mddulo (A, +,¢) munido de uma multiplicagdo
-t AX A— A que, para a,b,c € A er € R, satisfaz:
(1) a-(b-c)=(a-b)-c (associatividade);
(2)31a€Atal quea-1a=14-a=a;
(3)a-(b+c)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c;
(4)ro(a-b)=(roa)-b=a-(rob).

Representaremos a R-algebra A, da definigao anterior, por (4, -, ¢, +). Ainda, se
A for uma R-algebra, e para quaisquer a,b € A, a-b=b- a, entdo diremos que A é uma

R-algebra comutativa.
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Observamos que, (1), (2) e (3) na definigao de R-algebra nos garante que (A, +,-)
é um anel com elemento identidade.

Se (A,-,0,4) e (B,-,0,+) sdo R-algebras, dizemos que a aplicacdo f: A — B
é um homomorfismo de R-ilgebras se f satisfaz:

(1) fla+b) = fla) + f(b), ¥V a,b € A

(2) fla-b) = f(a)- F(B), ¥ a,b € A

(3) f(roa)=rof(a),Vac AeVreR.

Dizemos que f é um isomorfismo de R-algebras se f é um homomorfismo bijetor
de R-algebras .

Na definigdo de R-algebra, a propriedade (3) nos garante que - : A x A — A é
uma aplicacao bilinear, e assim, existe uma aplicagao R-linear 4 : A® A — A que torna
o diagrama abaixo comutativo.

AR A

1 N

Ax A——A.

A associatividade da multiplicacdo - do anel A implica na comutatividade do

diagrama
A A AX M A0 A
1A®MJ/ iu
A A—1" A

Se (A, -, ¢,4) é uma R-élgebra, podemos definir

n: R — A

ro—n(r) =roly.

A aplicagdo 1 ¢ um homomorfismo de R-algebras ( para maiores detalhes, veja [6] ),

chamado homomorfismo estrutural de A.
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Haja visto que A é um anel com elemento identidade, o diagrama

R® A

comuta.
Os trés ultimos diagramas caracterizam completamente a estrutura da R-algebra,

ou seja, temos o seguinte Teorema:

Teorema 1.1 Sejam R um anel comutativo com elemento identidade 1p e A um
R-mddulo, entao A tem estrutura de R-dlgebra se, e somente se, eristem aplicacoes lin-

eares p: A® A — A en: R— A que tornam os ultimos trés diagramas comutativos.

Prova: Ver [0].

Definigao 1.3 Sejam (A, -, +,0) uma R-dlgebra e { A, }nez uma familia de R-submddulos

de A indezada pelos inteiros. A familia { A, }nez constitui uma graduagio em A se

(i) A= P A
nez
(ii) a, € A, e as € A, entdo a, - a5 € A, .
Uma R-dlgebra com tal graduagao é chamada uma R-dlgebra graduada. O ele-

mento x de A tem grau n, gr(x) =n, sex € A,.

Se A ¢ uma R-algebra graduada, como acima, entdo (i) e (ii) implicam que
14 € Ap.

Sejam A e B R-algebras graduadas; uma aplicagao f : A — B é um homomor-
fismo de R-algebras graduadas se f é um homomorfismo de R-algebras que preserva grau,
ou seja, f(A,) C B,, ¥V n. Se ainda f for bijetora, diremos que f é um isomorfismo de
R-algebras graduadas.

Exemplo 1- R é uma R-ilgebra graduada, onde Ry = R e R, = {0} para
n € Z* =7 —{0}.
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Exemplo 2- Se V é um espaco vetorial graduado, isto é, V = @V}, entao
i€Z
V)= @T(")(V) ¢ uma R-algebra, sendo
nez
)

VeVe...oV, sen>1

n vezes

R, sen=20

TO(V) =

{0}, sen <0,

\

epara u = U QUs®. . . Ry, V= 011Q0R...Qu, € T(V), uov = 11®. . .QUyp QU1 R. . .QUy,.
Além disso, verifica-se que T'(V') é uma R-algebra graduada, com a seguinte estrutura
graduada:

Sev=v1QU®...Quv, € T(V), entao gr(v Zgr v;). A R-algebra graduada

=1

T(V) é chamada Algebra Tensorial.

Teorema 1.2 Se V' é um espaco vetorial e A € uma R-dlgebra graduada, sendo \ : V. —>
A uma aplicacao linear graduada, entao existe um tnico homomorfismo de R-dlgebras

graduadas A : T(V) — A tal que Aly = A

Prova: Basta definirmos A : T'(v) — A por

(ZU1®U2® ) Z)\vl ) Muwy,) com k> 1.

Consideremos V, um espaco vetorial graduado sobre um corpo F', com V, = {0},

e A, = @ A; uma F-algebra graduada, com Ay = F. Suponhamos ainda, que
i=0

=1

seja uma aplicagao entre espagos vetoriais graduados, entao, pelo Teorema existe um

unico homomorfismo de F-algebras graduadas
i T(V,) — A,

v. = . Finalizamos esta secao com um Teorema que nos diz em que condicoes ¢

é um F-isomorfismo.
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Teorema 1.3 Sejam A, = @ A; uma F-dlgebra graduada com Aqg = F sendo um corpo,
e com multiplicacao OO A, >i<:[j4* — A,, Vi, um espaco vetorial graduado sobre F' com
Vo = {0}, e A, = @Ai. Seja ainda i - V., — A, um homomorfismo entre espacos
vetoriais gmduados.plSe a aplicacio multiplicacdo p : Vo, ® A, — A,, definida por

1 <Z v; ® aj> = Zi(vj) -a; € 1somorfismo de espagos vetoriais graduados, entdo i
T(V*; — A, € um iéomorﬁsmo de dlgebras graduadas.
Prova: Necessitamos apenas provar que ié bijecao.

Sabemos que (7™ (V,)) C A,, denotemos entdo i, = 7|T<n>(v*), e provemos por
inducio que i, ¢ sobrejecio de T™(V,) em A,.

Para n = 0, temos que i : TO(V,) = F — Ay = F & dada por i(r) = r e
claramente segue que Q6 bijecao.

Suponhamos que para todo k < n, zAk seja uma sobrejecao, e mostremos que, para
n>0,i,: TM™(V,) — A, & sobrejecio.

Seja a € A, como n > 0, ou seja, a € A,. Mas por hipotese, 1 é um isomorfismo

de espacos vetoriais graduados, logo existe Z v; ®a; € Vi ® A, tal que
J

a=fi (Z%@%’) = ilv) - ay,

J J

com v; € Vi e a; € Ayj. Como gr (Zi(vj).a]) =n e Im (i) C A, segue que
J
n(j) < n, logo pela nossa hipotese de indugao, existe a; € TMU(V) tal que i(a;) = a;.

Deste modo,
a= Zi(vj) (o) =1 <Z v; ® aj> :
J J
de onde segue a sobrejetividade de in.
Mostremos, agora, a injetividade de i
!
Seja {v;};es uma base de V,, e . = Z&jvfl ®.. .®v§k‘ e T(V,) tal que i(z) = 0.
J
j=1
Logo

S ai(vl) i) i), ) = 0. (1)
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Pode ser mostrado (por indugao sobre k) que o conjunto
{i(viy) - 1(viy) - ... -i(vy,) € Av vy, € {v}jes , parat=1,2,...k, e k € N}

¢ linearmente independente, de onde segue por (1) que o; = 0, para j = 1,2,...,1, e

assim x = (. Portanto ¢ é injetora.

1.3 Pré-requisitos Homotopicos

Neste trabalho estamos supondo que os leitores tenham um certo conhecimento
sobre os grupos de homotopia, e de homotopia relativa, a saber, m,(X), e m,(X, A),
respectivamente, bem como sobre suas propriedades, sendo X um espaco topologico e A
um subespaco de X. Nesta secao definiremos algumas relacoes e propriedades dos grupos
de homotopia. Para um melhor esclarecimento do que trataremos, veja [5] ou [13].

Lembremos que para um espago X com ponto base z,
7Tn<X> -:EO) = [(Sna 8n)7 (Xa xO)}

denota o conjunto das classes de homotopia relativa de fungoes f : (S™,s,) — (X, xo),
onde s, = (1,0,...,0) e R""t e n > 1.

Ja para a terna (X, A, zo), sendo X um espaco topologico, A C X um subespaco,
e xg € A, temos que 7,(X, A, z0) = [(D", 5", s,.1), (X, A, x0)] denota o conjunto das

classes de homotopia relativa de fungoes f : (D™, 8" ! s,) — (X, A, z0), para n > 2.

Definicao 1.4 Seja A C X. Uma retracao de X sobre A € uma aplicacao continua
r: X — A tal que a restricio | : A — A € a identidade em A. Se existir uma tal
retracao, diremos que A € um retrato de X.

A ¢é chamado retrato por deformagao (no sentido fraco) de X, se A € retrato de

X eior~ly, onder: X — A é uma retracao ei: A — X € a inclusao.

Definiremos agora, retrato por deformagao no sentido forte.
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Definicao 1.5 Sejam X um espaco topologico, A um subespaco de X, ei1 : A — X
a inclusao natural. Dizemos que A € um retrato por deformacdo forte de X, se existe
aplicacao continuar: X — A tal queroi=14 eior >~ 1x rel A, ou seja, existe uma
aplicacao continua F : X x I — X satisfazendo,

(1) F(z,0) =z, Vz € X;

(2) F(x,1) € A, ¥V z € A;

(3) F(a,t) =a, Vac AeVtel

E imediato verificar que, se A é retrato por deformacio (no sentido forte ou fraco),

entao A ~ X.
Um teorema na teoria de homotopia que vale a pena ressaltarmos é o da existéncia

da sequéncia exata do par. Uma demonstragao de tal teorema se encontra em [10)].

Teorema 1.4 Se (X, A) é um par de espagos topoldgicos, entdo existe uma sequéncia

exata

Tt (A) = T (X) — mner (X, A) " 1 (A) s (X)) —

s m(A) — (X)) — (X, A) ™ 1 (A) — mo(X),

sendo que m(d)p11 : Ty (X, A) — m,(A) € dada por m(d),41([a]) = [a|gn], enquanto as

outras aplicacoes sao induzidas pelas inclusoes.

Se X e Y sao espacos topologicos, definimos a unido disjunta de X e Y como

sendo o conjunto X | |V := (X x {0}) U (Y x {1}) munido da topologia
T={AC X|_|Y : AN(X x{0}) e AN(Y x{1}) sdo abertos em X x{0} e Y x{1}, resp.}.
Observamos que X x {0} e Y x {1} sao abertos e fechados em X x Y.

Defini¢ao 1.6 Dados espagos topoldgicos com pontos bases, (X, xo) e (Y,yo), definimos
a soma wedge X V'Y como sendo o quociente da unido disjunta X | |Y obtido pela iden-

tificacao de xo e yo em um unico ponto. Mais geralmente, podemos formar a soma wedge
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\/Xa para uma familia de espagos topoldgicos com ponto base {(Xa, o) : a € J}, onde J

«

¢ um conjunto de indices, como sendo o quociente da uniao disjunta |_|Xa, identificando

[e%
0s pontos x, em um unico ponto.

Exemplo 1- O espaco S* Vv S* é homeomorfo a figura oito.

Definicao 1.7 Sejam X, Y espacos topologicos, e f: X — Y uma aplicacao continua.
Tomemos, agora, a unigo disjunta (X x I)|]Y. Neste espaco, consideremos a relagdo
de equivaléncia ~ gerada pela identifica¢ao (x,t) ~ y, sey = f(x) et = 1. O cilindro

induzido por f, denotado por I, € o espago quociente [(X x I)[ Y]/ ~.

Denotaremos a classe de (x,t), em Iy por [z,t], e a classe de y por [y] (pela
defini¢ao de ~, [z, 1] = [f(x)]).
Notamos que Y é um retrato por deformacao de Iy. De fato, basta definirmos

F:Ipx1I— Iy por
F([z,t],s) =[z,(1—=s)t+s], sex € X, t,s € I;
F(lyl,s) =1y, sey €Y, sel.

Defini¢ao 1.8 No espaco X XY, X x{yo}, e {xo} XY sdo homeomorfos, respectivamente
a X eY, além disso, X x {yo} N{xo} XY = {(x0,y0)}, sendo assim, podemos identificar
X x{yo} U{zo} xY com a soma wedge X VY. O produto smash X \Y € entao definido

como o espaco quociente X X Y/ (X x{yo} U{zo} xY).

Finalizamos nossos pré-requisitos homotopicos com o conceito de equivaléncia de
homotopia fraca. No transcorrer do trabalho, veremos uma série de resultados interes-

santes sobre equivaléncia de homotopia fraca.

Defini¢ao 1.9 Uma aplicagio continua f : (X,z9) — (Y,v0) € equivaléncia de ho-
motopia fraca se mu(f) : (X, 70) — Tu(Y.40), dada por m([r]) = [f 0], para

[v] € T (X, o), € um isomorfismo para todo n.
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1.4 Pré-requisitos Homolégicos

Nesta secao pressupomos que o leitor tenha um certo conhecimento sobre ho-
mologia e suas propriedades. Os resultados e defini¢coes apresentados se encontram em
[10].

Inicialmente, enunciaremos teoremas que dao a existéncia de sequéncias exatas

em homologia singular.

Teorema 1.5 Sejam X um espaco topologico e A um subespaco de X, entdo existe um

homomorfismo H(d),, de H,(X,A) em H, 1(A) tal que a sequéncia

9 () 29 (x4 T 4y e

.— H,(A) . — Hy(X,A) — 0

€ exata.

Prova: Veja [10].

Teorema 1.6 Seja X um espaco topoldgico, tal que X = AU B, sendo A e B abertos de
X, com a propriedade de que AN B # (). Entao existe homomorfismo 0, : H,(X) —

H,_1(AN B) tal que a sequéncia, chamada de Mayer-Vietoris,

. Hy(ANB) - H,(A) & H,(B) 2% Hy(X) 2% H,_ (AN B) —> ... — Hy(X),

é exata, onde a, = (Hy(i1),—Hy(i2)) e b, = H,(k1) + H,(k2), sendo iy : AN B — A,

i9: ANB— B, ki :A— X eky: B— X as inclusoes apropriadas.

Prova: Veja [5].

A partir de agora listaremos alguns conceitos preliminares com o intuito de enun-
ciar e compreender o Teorema de Kunneth, bem como, descrever algumas consequéncias

deste Teorema.
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Definicao 1.10 Uma resolucao livre de um R-modulo M é uma sequéncia exata

On 0
. —F, S F, — ... — S Fy— M —0,

na qual cada F, € um R-mddulo livre.

Dado um conjunto arbitrario A e um anel comutativo com elemento identidade

R, definimos F'(A) como sendo o conjunto de todas as somas formais Z rqa, onde r, € R,

acA
e r, = 0 exceto para um numero finito de indices a € A.

Considerando as operagoes de adigao e multiplicagdo dadas em F'(A) por

<Z ma) + (Z saa) =Y (ra+s4)a,

acA acA acA

: (Z ) =S e

acA acA
F(A) torna-se um R-mo6dulo livre, com base A, chamado R-moédulo livre gerado por A.

Observamos que qualquer R-modulo A possui uma resolucao livre: basta tomar-
mos Fy = F(A), ¢ : F(A) — A sendo o homomorfismo que restrito a A é a identidade,
Fy = F(Ker ¢), 0, : F1 — Fj sendo o homomorfismo que restrito a Ker € é a inclusao
e, em geral, F,, = F(Ker 0,_1), 0, : F,, — F,,_1 sendo 0 homomorfismo que restrito a
Ker 0,1 é a inclusao. A resolucao assim construida é chamada resolucao livre canonica
de A.

Se R é um dominio principal, entao todo submodulo de um modulo livre é livre

e deste modo a sequéncia
0— Fi i> Fy i> A—0

é uma resolucao livre de A, com Fy = F(A) e F} = Ker ¢.

Tensorizando a sequéncia acima por B, obtemos a sequéncia exata

FFoB"¥ 9B — A9 B —0.

Definicao 1.11 Se A e B sao R-mddulos, onde R é um dominio principal, entdo defini-

mos Tor(A, B), também denotado por Ax B, como sendo Ker (01 ® 1p).
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Teorema 1.7 Sejam A e B R-mddulos. Se A ou B € livre, entao A x B = 0.

Prova: Ver [5].

O proximo teorema a ser enunciado é conhecido como Teorema dos Coeficientes

Universais.

Teorema 1.8 Seja R um dominio de ideais principais. Sejam ainda X um espaco

topoldgico e G um R-mddulo. Entao existe uma sequéncia exata
0 — H,(X;R)®G — H,(X;G) — H, 1(X;R)«G —0
que se fatora.

Prova: Ver [5].

Corolario 1.1 Uma aplicacao continua f : X — Y induz isomorfismos em homolo-
gia com coeficientes em 7 se, e somente se, f induz isomorfismos em homologia com

coeficientes em Q e Z,, para todo primo p.

Prova: Ver [5].

Teorema 1.9 Seja R um dominio de ideais principais. Sejam ainda X e Y espagos

topoldgicos, G e G R-mddulos tais que G x G' =0, entio existe uma sequéncia exata
0 — [HJX;G)QRH,(Y;G )], = Ho(XXY;GRG ) — [Hy(X; G)xH (Y G )]y — 0

que se fatora, onde [H.(X;G) @ H.(Y,G)], = @ Hy(X;G) ® H,(Y;G) e
p+q=n
[Ha(X;G)« HY;G)or = P Ho(X;G)x Hy(Y;G).

p+g=n—1
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Prova: Ver [5].

O monomorfismo x é chamado produto cross em homologia, e o teorema acima
é conhecido como Teorema de Kunneth para homologia singular.
Se Hi(X) = H;(X;R) e H;j(X) = H;j(X; R), entdo denotamos:

H.(X) =@ Hi(X) e

>0

H.(X)® H.(Y) = EDIH(X) ® H(Y)].

n>0

Corolario 1.2 Consideremos as hipdteses do Teorema anterior satisfeitas, porém sendo

R um corpo. Entio H(X)® H.(Y) = H, (X xY).

Prova: Visto que R é um corpo, pelo Teorema [1.7, H,(X;R) « H,(Y; R) = {0}, agora,

pela exatidao da sequéncia do Teorema acima, segue o resultado desejado.

Definicao 1.12 Um mondide é um conjunto nao vazio M, munido de uma operac¢ao
bindria - : M x M — M associativa que admite elemento neutro bilateral, ou seja:

(1) (mq -mg)-ms =my - (mg-ms), ¥V my, mg, mg € M;

(2)3ee M tal quem-e=e-m=m, ¥ me M.

Se M ¢é um espago topoldgico e (M,-) é um mondide, dizemos que (M,-) é um
mondide topologico se a operacao bindria - : M x M — M € continua.

Um homomorfismo entre mondides topologicos M e N € uma funcdao continua
f: M — N que satisfaz f(m-n) = f(m)- f(n), V. m,n € M. Nesta diltima igualdade,
na primeira sentenca, - representa a multiplicacao em M , e na sequnda sentenca, -
representa a multiplicacao em N. Dizemos que um homomorfismo de mondides f é um

isomorfismo se f € bijetora e sua inversa f~1 seja continua.
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Seja ' um corpo, e M um monbide topologico com multiplicacao
pw: M x M — M. Entao, H. (M) = H,(M;F) é uma F-algebra graduada (para

maiores detalhes, veja [5]), sendo

P(u) - Ho(M) @ H,(M) = H,(M x M) =% ()

a aplicagao conhecida como o produto de Pontryagin.

Definimos homologia reduzida de um espaco topologico X como sendo
H,(X) = H,(X,x0), onde 2o ¢ um ponto de X.

A seguir, citamos algumas propriedades de homologia reduzida que nos interes-
sardo. As justificativas de tais propriedades se encontram em [5].

HR 1- Se X ¢é conexo por caminhos, entdo Ho(X) 2 {0}.

HR 2- Hy(X) = Hy(X)® R e Hy(X) = H,(X), paran > 1.

HR 3- Se X e Y sao espacos conexos por caminhos, entao
H. (X xY) 2 [H,(X)® H,(Y)] & H,(Y).

Mais ainda, em homologia reduzida, temos um Teorema de Kunneth analogo ao

anterior, a saber, se R ¢ um anel comutativo com elemento identidade, entao a sequéncia
0—>@ (X;R)®@ Hp_i(Y:R)] — Hy(X AY;R) — T_y — 0

n—1

é exata, sendo 1,1 = @ Tor(Hy(X;R), Hy_i-1(Y; R)) e X AY o produto smash definido

=0
na secao anterior.

Como a sequéncia acima é exata, se R é um corpo, entdo, sabendo que

= @}NI@(X), segue que H,(X) ® H,(Y) = H,(X AY), e utilizando inducdo,

>0

vemos que H, (X AX A ... A X) §®ITI*(X

n vezes

1.5 Espacos Compactamente Gerados

Definicao 1.13 Um espaco topologico X € compactamente gerado se, e somente se, X €
um espaco de Hausdorff, e cada subconjunto A de X com a propriedade de que ANC €

fechado para qualquer subconjunto compacto C de X, é um fechado.
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Todo espaco de Hausdorff localmente compacto é compactamente gerado, bem
como qualquer espaco metrizavel.

Se X é um espaco de Hausdorff, o espaco compactamente gerado associado é o
espaco k(X) definido da seguinte maneira: k(X) e X coincidem como conjuntos, e um
subconjunto A de X é fechado em k(X) se, e somente se, AN C é fechado em X, para
qualquer subconjunto compacto C' de X.

A seguir, listaremos uma série de resultados e propriedades que envolvem espagos
compactamente gerados (c.f. [12]).

CG 1- Se X é um espaco de Hausdorff, entao k(X) é compactamente gerado.

CG 2- Se X é compactamente gerado, entdo k(X) = X.

CG 3- Se X é espaco de Hausdorff, entdo X e k(X) tém os mesmos subconjuntos
compactos.

CG 4- Se f: X — Y é uma funcao, sendo X e Y espacos de Hausdorff, entao
k(f): k(X) — Ek(Y) dada pela mesma expressao de f, porém considerando os conjuntos
X e Y com a topologia copactamente gerada, é continua se, e somente se, f|lc: C — Y
é continua, para qualquer conjunto compacto C' C X.

Sejam X um espaco compactamente gerado, e A um subconjunto de X. Em geral,
A nao é compactamente gerado, quando consideramos a topologia induzida de X em A.
Sendo assim, definimos subespaco de X da seguinte maneira: Inicialmente induzimos a
topologia de X em A e posteriormente consideramos k(A). O espago k(A) é chamado

subespaco de X.

Definicao 1.14 A aplicacio f: X — Y € uma proclusao (ou aplicagcio quociente) se, e
somente se, [ € sobrejetora, e um subconjunto U de 'Y é aberto se, e somente se, f~1(U)

¢ aberto em X.

CG 5- Se X é compactamente gerado, Y é um espaco de Hausdorff,ep: X — Y
¢ uma proclusao, entao Y é compactamente gerado.
CG6-Sef: X — X eg:Y — Y sdo proclusdes, sendo X, YV, X', YV’

espacos compactamente gerados, entdo f x g: X x Y — X' x Y’ também é proclusio.
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Definicao 1.15 Seja X um espaco compactamente gerado e seja A um subespaco de X.
Entao (X, A) é um par-NDR se, e somente se, existem aplica¢oes continuas u: X — I,
h:IxX — X, tais que

(1) A=u"1(0);

(2) h(0,x) = x para todo x € X;

(8) h(t,z) = x para todo t € I, x € A;

(4) h(1,z) € A para todo x € X tal que u(x) < 1.

Dizemos que o par (u, h) representa (X, A) como um par-NDR.

CG 7- Se X é compactamente gerado e se A é fechado em X, as seguintes
condigoes sao equivalentes:

(1) (X, A) é um par-NDR;

(2) (X, A) tem a propriedade de extensdo de homotopia, com relacdo a espagos

arbitrarios.

CG 8- Se (X, A) e (Y, B) sao pares-NDR, entao
(X, A)x(Y,B)= (X xY, X xBUAXY)
é um par-NDR.

Defini¢ao 1.16 Uma aplicagio continua f : (X, A) — (Y, B) é um homeomorfismo
relativo se, e somente se, [ : X — Y € proclusao, e flx_ a: X —A—Y — B é um

homeomorfismo.

CG 9- Sejam (X, A) um par-NDR e f : (X, A) — (Y, B) um homeomorfismo
relativo. Entdo (Y, B) ¢ um par-NDR.

CG 10-Se f: X — Y é continua, sendo X e Y compactamente gerados, entao,
sendo [ o cilindro induzido por f, (I, X) é um par-NDR.

Finalizamos esta secao com o conceito de Espacos Filtrados e algumas de suas

propriedades.

Defini¢ao 1.17 Seja X um conjunto coberto por subconjuntos A;, com j € J, sendo J

uma familia de indices, ou seja, X = U Aj. Se
jet



26

(1) cada A; € espago topoldgico;

(2) para cada i,j € J, a topologia de A; N Aj como subconjunto de A; e de A;
cotncidem;

(3) para cada i,5 € J, a intersecgio A; N A; € fechada em A; e A;.

Entao a topologia fraca de X determinada por {A; : j € J} € a topologia cujos
fechados sao os subconjuntos F' de X tais que F'N A; é fechado em Aj, para cada j € J.

A familia {A; : j € J} é chamada familia coerente sobre X.

Quando X tem a topologia fraca determinada por {4; : j € J}, cada A, é fechado
em X, além disso, cada A; visto como subespaco de X retém sua topologia original.
Exemplo 1- Dada uma familia de espacos topologicos {X; : j € J}, entdo a

uniao disjunta |_| X; tem a topologia fraca determinada pela familia {X; : j € J}.
jeJ

Teorema 1.10 Se X tem a topologia fraca determinada por {A; : j € J}, entdo, para
qualquer espago topoldgico Y, uma fungdo f: X — Y € continua se, e somente se, f|a,

€ conlinua, para todo j € J.

Prova: Veja [10].

Para uma familia de espagos topologicos {X; : j € J}, um espago topologico Y e
uma familia de funcées continuas {f; : X; — Y : j € J}, vemos, pelo teorema anterior,
que a aplicacao [ := j6J|_|fj :jEJUXj — Y, definida por f(z) = fj(z),se z € Xj, é
continua.

Seja X um espago de Hausdorff. Entao X é compactamente gerado se, e somente
se, ele tem a topologia fraca determinada pela colecao de todos subconjuntos compactos
de X.

CG 11- Se a familia {A, : « € J} é coerente sobre X, sendo cada A, um espago
compactamente gerado, e se X é um espago de Hausdorff (na topologia fraca), entao X é

compactamente gerado.



27

Definicao 1.18 Para cada n € N, seja X,, um espaco topoldgico. Dizemos que a sequén-
cia {X, : n € N} é expandida, se X, é um subespago fechado de )&LH; para todo natural
n. Neste caso, a familia {X,, : n € N} € coerente sobre X = U X, Quando X for
um espago de Hausdorff munido com a topologia fraca determingc:lg pela familia acima,

diremos que X € filtrado pela sequéncia {X,}.

CG 12- Seja X um espaco tendo a topologia fraca determinada pela sequéncia
expandida { X, }. Entao qualquer subconjunto compacto C' de X esta inteiramente contido
em X, para algum n.

CG 13- Seja X um espaco tendo a topologia fraca determinada pela sequéncia
espandida {X,,}. Se (X,41,X,) é um par-NDR para todo n, entdo X é compactamente
gerado, e (X, X,,) ¢ um par-NDR, para todo n.

CG 14- Sejam X, Y espagos compactamente gerados, filtrados por { X, }, {Y,.},
respectivamente. Entao X x Y é filtrado por {Z,}, onde

Zy =X x Y,
i=0

Dizemos que X ¢é filtrado sob uma filtragao NDR {X,} se (X,41,X,) é um
par-NDR para todo n.

CG 15- Se {X,} e {Y,} sdo filtracbes NDR de X e Y, respectivamente, e

n

Zn = Xi x Yo, entdo {Z,} ¢ filtragio NDR de X x Y.
=0

1.6 Complexos CW

Definigao 1.19 Uma n-célula e é uma copia homeomdrfica do n-disco aberto D™ —S™1,

Jd uma n-célula fechada € uma copia homeomdrfica do n-disco fechado D™.

Defini¢ao 1.20 Sejam X um espago topologico, e E uma familia de n-células (podendo

n variar). Se X = U{e}, entio, para cada k > 0, o k-esqueleto X®) de X € definido

eckE
como sendo

X(k):U{e"GE: n <k}
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Observamos que X© c XMW c ... c...e X = UX('“).

Definigao 1.21 Um complexo CW é uma terna (X, E, ®), onde X € um espago de Haus-
dorff, E ¢ uma familia de células em X, e ® = {¢. : e € E} é uma familia de aplicagaes,
tais que:

(1) X =U{e:e € E} (uniao disjunta);

(2) para cada n-célula e € E, a aplicagdo ¢, : (D™, S" 1) — (eu X~ X (n=1)
€ um homeomorfismo relativo;

(3) se e € E, entao seu fecho, €, estd contido numa unido finita de células em E;

(4) X tem a topologia fraca determinada por {€ :e € E}.

Se (X, F,®) é um complexo CW, entao X é chamado de espaco CW, (E,®) é
chamada uma decomposicao CW de X, e ¢, € ® é chamada aplicacao caracteristica de e.

A partir deste momento apresentaremos uma série de propriedades de complexos
CW, e algumas consequéncias de tais propriedades, e na medida que listamos tais pro-
priedades, daremos algumas defini¢oes que envolvem a teoria de complexos CW.

CW 0- Uma reunido (intersecgao) qualquer de complexos CW, ainda é um com-
plexo CW.

CW 1- Se X & um complexo CW, entdo X também é um complexo CW.

CW 2- Se X é um complexo CW, entao X é compactamente gerado.

CW 3- Sejam X um complexo CW e Y um espago topolégico. Entao a aplicacao
f: X — Y é continua se, e somente se, f|z é continua, para cada n-célula e”.

CW 4- Seja X um complexo CW. Entao X é conexo se, e somente se, X é conexo
por caminhos.

Um complexo CW (X, E, ®) é finito, se £ é um conjunto finito. Temos que S™ é

um exemplo de complexo CW finito.
Definigao 1.22 Seja (X, E, ®) um complexo CW. Se E' C E, definimos

E|=|J{e: ec E'} C X,
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e d ={¢.: e € E'}. Dizemos que (|E'|, E',®") ¢ um subcomplezo CW de (X, E,®) se

Im ¢. C |E'|, para qualquer e € E'.

Pela definicao de k-esqueleto, segue que qualquer k-esqueleto de um complexo
CW X é um subcomplexo CW de X. Dizemos que (X, A) é um par-CW se X é um
complexo CW e A é um subcomplexo CW de X.

CW 5- Se X é um complexo CW e Y & um subcomplexo CW, entdo X/Y é um
complexo CW.

Desta ultima propriedade, decorre que o produto smash de complexos CW é um
complexo CW. Utilizando a propriedade CW 0 e a tultima propriedade citada, verifica-se
que a soma wedge de complexos CW ainda é um complexo CW.

CW 6- Sejam X um complexo CW e Y C X um subcomplexo CW. Entao existe
um subconjunto aberto U em X contendo Y, sendo Y um retrato por deformacgao forte
de U.

CW 7- Sejam X um complexo CW, e Y um espaco conexo por caminhos. Se
f: X — Y & uma equivaléncia de homotopia fraca, entao X é conexo por caminhos.

CW 8- Sejam Z e Z complexos CW. Se f : Z — X e f : Z — X'
sao equivaléncias de homotopia fraca, e ¢ : X — X & uma aplicacdo continua, entio

existe uma tnica (a menos de homotopia) aplicagdo continua h : 7 — Z' que satisfaz

gof=~foh.

Definicdo 1.23 Sejam X e Y complezos CW, com k-esqueletos X e Y respectiva-
mente. Dizemos que a aplicacdo continua f : X — Y € celular se f(X(k)) cY® para

todo k.

CW 9- 5e f: X — Y ¢é aplicagao celular, entao o cilindro induzido por f, Iy,
é complexo CW, tendo como subcomplexos CW, X e Y.

CW 10- Se X e Y sao complexos CW, e f: X — Y é uma aplicacao continua,
entao existe uma aplicagao celular g : X — Y tal que f ~ g. Este resultado é conhecido
como o Teorema de Aproximacao Celular.

Finalizamos esta secao enunciando o Teorema de Whitehead.
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Teorema 1.11 Sejam X e Y complexos CW, e suponhamos que f : X — Y seja uma

equivaléncia de homotopia fraca. Entao f é uma equivaléncia de homotopia.

Para as devidas justificativas dos resultados listados, bem como, uma compreen-

sao mais aprofundada do assunto em questao, veja [5], [10], e [13].

1.7 Teoremas de Hurewicz

Nesta secao, definiremos agao, agao trivial e daremos alguns resultados relaciona-
dos, posteriormente enunciaremos os Teoremas de Hurewicz (absoluto e relativo), e por
fim, utilizando alguns resultados de acoes triviais, e os Teoremas de Hurewicz, obteremos

novos isomorfismos que nos interessarao.

Definicao 1.24 Sejam G um grupo e Y um conjunto. Dizemos que G atua sobre Y se
existe uma funcio - - G XY — 'Y, chamada a¢ao de G em Y, que satisfaz:
(1) (9-9)-y=g-(g -y), para quaisquer g, ¢ € G ey €Y;
(2)1g-y=y,VyeY, sendo 1 o elemento neutro de G.
Dizemos que G atua trivialmente sobre Y, ou que a acao de G em'Y € trivial, se

g-y =1y, para quaisquer g € G ey €Y.

Observamos que, se GG atua sobre Y, entao cada elemento g € G determina uma
bijecdo 7, : Y — Y, que em geral, ndo é isomorfismo, dada por 7,(y) = g - v.

Exemplo 1- Se X é um espago topolégico, A C X ¢é um subespago de X e
xo € A, entdo o grupo fundamental m (A, zo) atua sobre m, (X, A, x9) (n > 2) da seguinte
forma:

Dados [w] € m1 (A, z0) e [a], [a1] € T (X, A, x0) temos que [w] - [a1] = [a] se, e
somente se, existe uma w-homotopia de oy para a;, sendo que uma w-homotopia de ay

para a; ¢ uma aplicagao continua H : (D" x I,S" ! x I) — (X, A) tal que:
H(q70) = Oéo((]), v q < Dn’

H(g,1) =ai(q), Vge D" e
H(sp_1,t) =w(t), Vteles,1=(1,0,...,0) € R".
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Verifica-se que a relagao w-homotopia independe das classes de homotopia de w,
ap e ai e que a operacao [w] - [ay] = [ap| definida acima é uma agao (c.f. [L1]).

Analogamente podemos definir uma acao de 7 (X, zg) sobre 7, (X, z) (n > 1),
sendo que uma w-homotopia de ag para a; (ag, a3 € m,(X,x9)) é uma homotopia
F:S"x I — X de ag para a; tal que F(s,,t) =w(t), ¥t € I, sendo s, = (1,0,...,0)

sendo o ponto base de S™. Se n = 1, essa a¢ao ¢ a conjugacgao, ou seja,
T (X, xo) X m (X, z9) — m (X, x0)
([w], [en]) — [w] - [on] = [w] * o] * [w] 7.
Observamos que, se [w] € m(A, ), entdo a bijegao
Tl * T (X, A, 20) — mp (X, A, 20)
é na realidade um isomorfismo de grupos (se n > 2). Analogamente
Th) © Tn (X, o) — mn (X, 20)

é isomorfismo V [w] € m (X, x¢) e V1 > 1.

Definicao 1.25 Um espaco X € n-simples, sendo n um inteiro positivo, se a acdo de
m (X, zo) em m,(X,x0) € trivial. Definimos X como sendo simples se X ¢é n-simples,

para todo inteiro positivo n.

Definigao 1.26 Um espaco topoldgico com ponto base, (X,xy), € n-conero se
(X, z9) = {0} para todo 0 < i < n. Deste modo, um espaco X é 0-conezo se, e
somente se, X € conero por caminhos. Jd o par (X,A) € dito ser n-conexro, quando
mi(X, A, x9) = 0 para todo i < n. Seja f: X — Y wuma aplicacio continua, sendo X
e Y espacos topoldgicos. Dizemos que a aplicagao f € n-conexa se, e somente se, 0 par

(I, X) € n-conezo.

Agora daremos algumas preliminares para enunciarmos os Teoremas de Hurewicz.

O homomorfismo de Hurewicz px : m,(X, z9) — H,(X) é dado por

px([f]) = Hu(f)(in),



32

onde i, é o gerador basico de H,(S"), e [f] € m,(X). Temos também o homomorfismo

relativo de Hurewicz, a saber, pa g : m,(A, B) — H,(A, B) definido por

pas(la]) = a.(e),

onde [a] € 7,(4, B), sendo a : (D", 5" ') — (A, B), e um gerador de H,(D",S" 1) e
a, 0 homomorfismo em homologia relativa ( H,(X, A) ) induzido por a.

Sejam X um espago topolégico com subespago A, f : (X, x9) — (Y,y0) uma
aplicacao continua, e H(d), : H,(X,A) — H,_1(A), 7(d), : m(X, A) — m,_1(A) os
homomorfismos das sequéncias exatas do par (X, A) em homologia e homotopia, respec-

tivamente. Entao os seguintes diagramas comutam:

(X, A) T () (X)) YL (v
PX,AL iPA pxl \pr
Ho(X, A) "% 1, (A) Ho(X) 2 1,(v).

Defini¢ao 1.27 Sejam X um espaco topoldgico, e & € m (X, o). Seja
Te = (X, o) — (X, o)

o isomorfismo dado pela agdo de m (X, o) em m,(X,x9) (n > 1). Consideremos entao

WL (X) como sendo o subgrupo de m,(X,xq) gerado pelo conjunto
L={ax(r(a))™: £ em(X, xg), a€ m(X,20)},
ou seja, Wi (X) = (L) . Definimos 75 (X, xo) como sendo o grupo m,(X,zo)/Wp(X).

Notamos que se n = 1, entao

L ={ax*(r(a)™t: & aem(X, x)}
={ax(Exax&) £ aem(X,x)}
={axfxatx&: & aem (X, x)},

donde W7 (X) é o subgrupo dos comutadores de 7 (X, o).
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Teorema 1.12 Se X ¢ n-simples, e xo € X, entdo 7} (X, x0) = m,(X, o).

Prova: Como X é n-simples, m(X,z9) atua trivialmente em m,(X, z9), logo

W,.(X) = {0}, de onde segue o resultado.

=
O Teorema Absoluto de Hurewicz nos diz que
Teorema 1.13 Seja X um espaco (n-1)-conexo (n > 1), com xg € X. Entdo
pmi(X,xo) — Hyp(X)
é um isomorfismo, sendo p(T) = px(x), com T € 7} (X, xo).
Prova: Veja [13].
=

Utilizando e segue que 0 homomorfismo de Hurewicz
px (X, x0) — H,(X)

é um isomorfismo, desde que X seja (n — 1)-conexo, sendo n um inteiro maior que 1. Se

n = 1, o mesmo ocorre se X for 1-simples.

Definicao 1.28 Sejam X um espacgo topologico e A um subespaco de X, com xg € X
e & € m(A, xy). Consideremos entao W, (X, A) como sendo o subgrupo de m,(X, A, o)

gerado pelo conjunto
P={a- 7'5/(04) cfem(A xg), € m (X, A x)},

sendo Té D1 (X, Ay xg) — T (X, A, z0) 0 isomorfismo determinado pela acio de
€ € m(A ) em 7, (X, A, x0), ou seja, W,(X,A) = (P). Definimos 7} (X, x0) como
sendo o grupo

(X, A, 20)/Wo (X, A).
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Teorema 1.14 Se m(A, zo) atua trivialmente sobre m,(X, A, zo), entdo
TIL(X, A, 3?0) = Fn(X, A, .130).

Prova: Segue imediatamente das defini¢oes de W, (X, A) e 7/ (X, A, x0).

Agora, o Teorema Relativo de Hurewicz afirma que

Teorema 1.15 Seja (X, A) um par (n-1)-conexo (n > 2)tal que A e X sejam 0-conexos.
Entao p : 7 (X, A,z9) — H,(X,A) é um isomorfismo, sendo p(T) = px.a(z), com

z € (X, A x0) eT €7 (X, A x0).

Prova: Veja [13].

Finalmente observamos, pelas combinacoes dos Teoremas e que
px.a (X, A) — H, (X, A)

é um isomorfismo, desde que exista uma a¢ao trivial de m;(A, xg) em 7,(X, A, z() e o par

(X, A) seja (n — 1)-conexo.



Capitulo 2

Espaco de Lacos

Neste capitulo definimos espaco de lagos de um espaco topologico X com ponto
base zy, o qual é um H-espago. Porém, para mostrarmos o Teorema de James, devemos
ter uma estrutura melhor para o espaco de lacos. Tendo isto em vista, mostraremos que o
espaco de lagos tem o mesmo tipo de homotopia de um mondéide topolégico. Também neste

capitulo daremos alguns conceitos funtoriais que nos auxiliarao nos préoximos capitulos.

2.1 Espaco de Funcoes

Nesta secao definiremos o espaco de funcoes. Além disso, enunciaremos e provare-

mos alguns teoremas relacionados ao espago de funcoes.

Definicao 2.1 Se X e Y sdo espacos topoldgicos, entio XY denota o conjunto de todas
fungées continuas de Y em X. A topologia compacto-aberta sobre XY ¢é a topologia tendo

uma subbase consistindo de todos subconjuntos
(K;U) ={f € X" /f(K) C U},
onde K é um subconjunto compacto de Y, U é um subconjunto aberto de X.

Deste modo, um aberto basico em XY é uma interseccio finita de subconjuntos

da forma (K;U).

35
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A seguir, definiremos a aplicacao avaliacao e provaremos sua continuidade, mas

para isso usaremos o seguinte lema, cuja demonstracao pode ser encontrada em [10].

Lema 2.1 Sejam X e Y espacos topologicos, com Y compacto. Se xg € X e U € um
subconjunto aberto de X x'Y contendo {xo} XY, entao existe uma vizinhanca aberta L
de xg em X com

{zo} xY CLxY CU.

Definicao 2.2 Se X e Y sao espacos topoldgicos, entdo a aplicacio avaliagao

a: XY xY — X € definida por a(f,y) = f(y).

Teorema 2.1 Sejam X e Z espacos topoldogicos, seja Y um espaco de Hausdorff local-
mente compacto, e seja XY munido da topologia compacto-aberta. Entdo:

(1) A aplicacio avaliacdo a: X¥ xY — X ¢é continua.

(2) Uma funcio F : Z x Y — X ¢é continua se, e somente se, F 1 Z — XY

dada por F(2)(y) = F(z,y) é continua.

Prova:(1) Seja (f,y) um elemento de X x Y, e seja V uma vizinhanca aberta
de f(y) em X. Visto que f é continua, existe uma vizinhanga aberta W de y com
f(W) C V; desde que Y é localmente compacto Hausdorff, existe um conjunto aberto U,
com U compacto tal que y € U € U C W. Agora, (U; V) x U é uma vizinhanca aberta de
(f.y). Se (f.y) € (U; V) x U, entao a(f,y) = f () € f(U) c f(U) C V. Portanto
a é continua.

(2) Suponhamos que F : Z — XY seja continua. Temos que F' é a composicio
Z XY f—Xl> XY xY % X: visto que @ e F x 1 sdo continuas segue que F também é
continua. Inversamente, suponhamos que F' seja continua, e mostremos que F & continua.
Para tanto, é suficiente provarmos que se z € Z e (K;U) é qualquer vizinhanga aberta
subbésica de F(z), entdo existe uma vizinhanca aberta V de z com F(V) C (K;U).
Agora, F(z) € (K;U) significa que F(z,y) € U para todo y € K; equivalentemente,
F({z} x K) C U; continuidade de F diz que F~'(U) é um subconjunto aberto de Z x Y.
Dai F~1(U)N(Z x K) é um subconjunto aberto de Z x K contendo {z} x K e o Lema 2.1

d4 uma vizinhanga aberta V de z com V x K C F~Y(U). E dai segue que F(V) C (K;U).
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Existe um resultado mais geral, que afirma o seguinte: Se X e Y sdao compacta-

mente gerados, entao a aplicagio avaliagao a : XY X Y — X ¢ continua (ver [12]).

Corolario 2.1 Sejam X e Z espacos topologicos, e seja’Y um espaco localmente compacto
de Hausdorff. Uma funcio g : 7 — XY € continua se, e somente se, a composicao
ao(gx1) é continua.

IxY T8 XYy 4 X

Prova: Imediata do Teorema anterior.

2.2 Categorias

Varios objetos matematicos, tais como conjuntos, grupos, espacos topologicos,
junto com as aplicagbes apropriadas entre estes objetos (fungbes para conjuntos, ho-
momorfismos para grupos, fungbes continuas para espagos topologicos) tém certas pro-
priedades em comum. Por exemplo, em cada caso, a composi¢ao de aplicacoes (quando
definida) é associativa, ou ainda, para cada objeto A existe uma aplicagao identidade
1y : A — A com certas propriedades. Estas nocoes mais gerais sao formalizadas na

definicao de categoria.

Definigao 2.3 Uma categoria é uma classe C de objetos, obj(C), denotados por A, B, .. .,
jJunto com

(1) uma classe de conjuntos disjuntos, denotados por Home(A, B), um para cada
par (A, B) de objetos em C. Um elemento f de Home(A, B) é chamado um morfismo de
A em B e é denotado por f : A — B.

(2) uma fungao o : Home(A, B)x Home(B,C) — Home (A, C), para cada tripla

(A, B,C) de objetos de C, sendo que cada par de morfismos f : A — B, g : B — C,
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¢ levado no morfismo go f, chamado composicao de g com f. Tal funcao deve satisfazer
08 sequintes ariomas:

(I) Associatividade. Se f: A — B, g: B — C, h: C — D sao morfismos
de C, entio ho(go f)=(hog)o f.

(11) Identidade. Para cada objeto B de C existe um morfismo 1p : B — B tal

que para quaisquer f:A— B, g: B— C,lgof=fegolg=yg.

Em uma categoria C, um morfismo f : A — B é uma equivaléncia se existir em
C um morfismo g : B — Atalque gof =14e fog=15. Se f: A — B ¢ uma
equivaléncia, entao A e B sao ditos equivalentes.

Exemplo 1- A = Sets. Seja obj(A) a classe de todos conjuntos, para A, B €
obj(A), Hom (A, B) é o conjunto de todas funcoes f : A — B, e a composi¢io é a
composicao usual de funcoes. Um morfismo f de C é uma equivaléncia se, e somente se,
f € uma bijecao.

Exemplo 2- B = Top. Neste caso obj(B) é a classe de todos espagos topologicos,
e para cada par (A, B) de objetos de B, Homg(A, B) é o conjunto de todas fungoes
continuas f : A — B, e a composicao em B é a composi¢ao usual de fun¢des. Um
morfismo f de B é uma equivaléncia se, e somente se, f é um homeomorfismo.

Exemplo 3- C = Grupos. Seja 0bj(C) a classe de todos grupos, para
A,B € obj(C), Hom¢(A, B) é o conjunto de todos homomorfismos f : A — B, e a
composicao é a composi¢ao usual de fungoes. Um morfismo g de C é uma equivaléncia se,
e somente se, g ¢ um isomorfismo de grupos.

Exemplo 4- D = Top?. Seja obj(D) a classe de todos pares ordenados (X, A),
onde X é um espaco topologico e A é um subespaco de X. Para (X, A), (Y, B) € obj(D),
Homp((X,A),(Y,B)) é o conjunto de todas fun¢des continuas f : X — Y, tais que,
f(A) C B, e a composigao é a composi¢ao usual de fungoes.

Exemplo 5- £ = TMon. Seja obj(€) a classe de todos mondides topologi-
cos. Para M, N € obj(E), Homg(M,N) é o conjunto de todos homomorfismos continuos

f: M — N, e a composicao ¢ a composicao usual de funcoes.
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Agora definiremos subcategorias, e a seguir citaremos alguns exemplos de sub-

categorias de determinadas categorias.

Definigao 2.4 Sejam C e A categorias com 0bj(C) C obj(A). Entio C é uma subcategoria
de A se Home(A,B) C Homa(A,B), ¥V A, B € 0bj(C) e se a fungdo

o: Home(A, B) x Home(B,C) — Home(A, C)
€ a restricao da correspondente composi¢cao com subscrito A.

Exemplo 6- F = Ab. Seja obj(F) a classe de todos grupos abelianos. Para
A, B € obj(F), Homp(A, B) é o conjunto de todos homomorfismos f : A — B, e a
composi¢ao é a composicao usual de homomorfismos. Ab é uma subcategoria de Grupos.

Exemplo 7- C = Top,.. Seja obj(C) a classe de todos pares ordenados (X, zy),
onde X & um espaco topologico e zo ¢ um ponto de X. Para (X, xg), (Y,y0) € 0bj(C),
Hom((X,z0),(Y,v0)) ¢ o conjunto de todas fungbes continuas f : X — Y com
f(zo) = o, estas fungdes serao denotadas por f : (X,z9) — (Y, 40). A composigao
é a composicao usual de funcoes. Top, é uma subcategoria de Top?.

A préxima construcao serd 1til na definicdo de uma nova categoria.

Definicao 2.5 Seja C uma categoria, uma congruéncia sobre C é uma relagcao de equiv-

aléncia ~ sobre a classe U(A,B) Home(A, B) de todos morfismos em C, tais que:
(1) f € Home(A,B) e f ~ f = f € Home(A, B);

(2) f~ f', g~g, eacomposicio go f existe => go f~g of.

Sejam C uma categoria, ~ uma congruéncia sobre C, e seja [f] a classe de

equivaléncia de um morfismo f de C. Consideremos C' como segue:
0bj(C") = 0bj(C);
Hom (A, B) = {[f]/f € Home(A, B)};

lglo[fT=1lgo [l
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Entdo, sem muitas dificuldades, verifica-se que C' é uma categoria. Esta categoria
é chamada uma categoria quociente de C, e denotaremos Hom (A, B) por [A, B].
A categoria quociente mais importante para nos é a categoria de homotopia, a

qual definiremos a seguir. Lembremos antes da definicdo de homotopia.

Definicao 2.6 Se X eY sao espacos topoldgicos e se f, g sao aplicagoes continuas de X
em Y, entao f é homotdpica a g, denotado por f ~ g, se existe uma aplicacdo continua
F:XxI—Y comF(2,0) = f(z) e F(z,1) = g(z) para todo x € X. A aplica¢io F é

chamada uma homotopia.

Sabemos que homotopia é uma relacao de equivaléncia sobre o conjunto de todas
aplicacoes continuas X — Y. A partir disso, se f € XY, entdo sua classe de homotopia
é a classe de equivaléncia [f] = {g € XY /g ~ f}. A familia de todas classes de homotopia
é denotada por [X,Y].

Ainda, temos que, se f; € YX, g, € ZY, parai = 0,1, fo ~ f1, € go =~ g1, entao
go o fo = g1 o fi, ou seja, [go o fo] = [g1 © fi].

Deste modo, pelo que vimos acima, Homotopia ¢ uma congruéncia sobre a cate-
goria Top. Assim, existe a categoria quociente sobre Top, denotada por hTop. Em hTop
temos que,

obj(hTop) = obj(Top)
HothOP(X7 Y) = {[f] D € HomTOP(X7 Y>}

lglo [fl=lg° f]

Esta categoria serd util para justificarmos a relacao entre o espaco de lagos e a
suspensao reduzida de um espago topolégico. Tais nogoes serao introduzidas em secoes
posteriores.

Em muitas categorias (por exemplo, Grupos), qualquer objeto na categoria é
de fato um conjunto (geralmente com alguma estrutura adicional) e qualquer morfismo
f : A — B na categoria é uma funcao entre os “conjuntos fundamentais” (geralmente
com alguma estrutura). Entendemos conjuntos fundamentais, no sentido usual, como

sendo conjuntos sem estrutura alguma. Formalizamos esta idéia na definicao a seguir.
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Definicao 2.7 Uma categoria concreta é uma categoria C junto com uma funcdo o que
leva cada objeto A de C no conjunto o(A) (chamado o conjunto fundamental de A) de tal
modo que:

(1) Todo morfismo A — B de C € uma fun¢ao entre os conjuntos fundamentais
o(A) — o(B);

(2) O morfismo identidade de cada objeto A de C € a funcao identidade sobre o
conjunto fundamental o(A);

(8) Composicao de morfismos em C funciona como composicao usual de fun¢oes

entre os conjuntos fundamentais.

Exemplo 1- A categoria T'Mon, equipada com a funcao que leva cada monoide
topologico em seu conjunto fundamental, no sentido usual, é uma categoria concreta. De
maneira semelhante as categorias Grupos, Sets, Top e Ab sao categorias concretas.

Exemplo 2- Seja X um espago topologico e consideremos a categoria C = I1(X),
definida da seguinte forma:

obj(C) = X.

Dados x,y € 0bj(C) = X, entdo f € Home(z,y) se, e somente se, f = [a], sendo
a :[0,1] — X um caminho continuo tal que a(0) = y e a(l) = z, e [a] é a classe de

homotopia de caminhos de a. Se x Lo, z, entao [f] o [a] = [8 * a], sendo

B(2t), se 0 <t<1/2
(B*a)(t) =
a2t —1), sel/2<t<1

II(X) é uma categoria ndo concreta, chamada grupoide fundamental de X. Além
disso, verifica-se que todo morfismo de TI(X) é uma equivaléncia.

Exemplo 3- Temos que, se C é uma categoria tal que obj(C) = {z} (conjunto
unitario) entao C é chamada mondide. Notemos que, se M = Home(z,x), entdao (M, o) é
um mondide algébrico, ou seja, o : M X M — M é uma operacao em M que é associativa
e possui elemento neutro, como na Defini¢ao Verifica-se que C é uma categoria nao

concreta.
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Exemplo 4- Seja C = II(z), sendo obj(Il(z)) = {x} C X (onde X é um espaco
topologico) e Homuyy(x,x) = Hompx)(x, z). Entao II(x) é uma subcategoria de IT1(X).
Pelo exemplo anterior vemos que II(x) é um monoide, e portanto é uma categoria
ndo concreta. Observamos que (Homi,)(z,x),0) é igual ao grupo fundamental m (X, z).
Quando trabalhamos com grupos e modulos, se soubermos que um determinado
grupo, ou modulo é livre, o conhecimento e as propriedades de tais estruturas tornam-
se, muitas vezes, mais simples de serem trabalhadas. Levando-se em consideracao isto,

definimos objeto livre em uma categoria concreta.

Definicao 2.8 Seja F' um objeto em uma categoria concreta C, X um conjunto nao vazio,
ei: X — F uma aplicagio (entre conjuntos). F € livre sobre o conjunto X se, para
qualquer objeto A de C e qualquer aplicacio f : X — A (entre conjuntos), eciste um

tinico morfismo de C, f: F — A, tal que foi= f.

Objetos livres existem em diversas categorias. Veremos um exemplo no capitulo
seguinte, a saber, a existéncia de objetos livres na categoria dos monoéides, e na categoria
dos monoides topologicos. Claro que existem objetos que nao sao livres em determinadas
categorias, por exemplo, na categoria dos Z-modulos, @ nao é um objeto livre (ver [6]).

Geralmente, no estudo de qualquer objeto matematico fazemos consideracoes
sobre as aplicacoes entre tais objetos, para conhecermos melhor a estrutura de tal objeto

matemaético. Na proxima secao estudaremos as aplicacoes entre categorias.

2.3 Funtores

Um funtor pode ser pensado como uma “aplicacao” entre categorias, que preserva
a estrutura. A idéia fundamental em Topologia Algébrica é converter problemas sobre
espagos topologicos e fungées continuas em problemas sobre objetos algébricos (por exem-
plo, grupos, modulos, anéis, etc.) e seus homomorfismos. Os funtores desempenham um
papel fundamental em tais conversoes. Iniciaremos esta secao com a definicao de funtores

covariantes e contravariantes, e a seguir listaremos alguns exemplos.
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Definicao 2.9 Sejam A e C categorias. Um funtor covariante T : A — C € uma func¢ao
que satisfaz:

(1) A € obj(A) = TA € obj(C),

(2)se f: A— A éummorfismo em A, entao Tf : TA — TA" éum morfismo
em C, tal que:

(1) se f, g sao morfismos em A e go f estd definida, entao T(go f) = (T'g)o(Tf);

(IT) T(14) = 1ra para todo A € objA.

Exemplo 1- Seja F' : Top — Sets tal que, para cada espaco topolégico X,
F(X) é o conjunto X, e se f: X — Y é fun¢ao continua, entao F(f) : F(X) — F(X)
é a funcao f. F é chamado funtor esquecimento.

Exemplo 2- Se C é uma categoria, o funtor identidade [ : C — C é definido por
I(A) = A para todo A € 0bj(C), e I(f) = f para todo morfismo f de C.

Exemplo 3- Fixemos um objeto A em uma categoria C. Entao
Hom(A, ):C — Sets é um funtor levando cada objeto B de C no conjunto Hom(A, B)

e cada morfismo f : B — B’ na aplicacio induzida
Hom(A, f) : Hom(A, B) — Hom(A, B'),
definida por Hom(A, f)(g) = f o g. Denotaremos Hom(A, f) por f..

Definigao 2.10 Sejam A e C duas categorias. Um  funtor contravariante
S: A — C é uma funcao que satisfaz:

(1) A € obj(A) = SA € obj(C),

(2) se f: A— A" éum morfismo em A, entdo Sf : SA" — SA é um morfismo
em C, tal que:

(1) se f, g sao morfismos em A e go f estd definida, entao S(go f) = (Sf)o(Sg);

(II) S(14) = 1sa para todo A € objA.

Exemplo 4- Fixemos um objeto B em uma categoria C. Entao

Hom( ,B) : C —» Sets é um funtor contravariante, levando cada objeto A em C no
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conjunto Hom(A, B) e cada morfismo g : A — A" na aplicacio induzida
Hom(g,B) : Hom(A', B) — Hom(A, B),

definida por Hom(g, B)(h) = h o g. Denotaremos a aplicacdo induzida de g, Hom(g, B),
por g*.

Finalizamos esta se¢ao com um teorema interessante.

Teorema 2.2 Sejam A e B categorias e T : A — B um funtor (covariante ou con-

travariante). Se f é uma equivaléncia em A entio T(f) é uma equivaléncia em C.

Prova: Como f é uma equivaléncia, existe g, tal que, fog =1ge gof = 14. Aplicando T,
nestas tltimas expressoes, e usando a hipotese de que 7' é um funtor, seguira o resultado

desejado.

2.4 Funtores Adjuntos

Pares de funtores adjuntos ocorrem em muitos ramos da Matematica. Iniciaremos
esta secao definindo transformagao natural, que grosso modo, é uma aplicacao entre dois
funtores. Logo a seguir definiremos quando dois funtores sao adjuntos. Adiante daremos

um exemplo de pares de funtores adjuntos, em forma de teorema.

Definigao 2.11 Sejam A e C categorias e S, T : A —> C funtores covariantes. Uma
transformacao natural o : S — T é uma funcdo que leva cada objeto A de A em
um morfismo oy @ S(A) — T(A) em C de tal modo que, para todo morfismo em A

f:A— A o diagrama abaizo é comutativo.

(e 2N

S(A") —=T(A)
Se ay € uma equivaléncia para todo A em A, entdo « € um isomorfismo natural dos

funtores S e T.
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Agora definimos quando dois funtores sao adjuntos.

Defini¢ao 2.12 Sejam FF: A — C e G : C — A funtores. O par ordenado (F,G) é

um par adjunto se, para cada objeto A em A e cada objeto C' em C, existe uma bijecao
T =Tac : Home(FA,C) — Homu(A,GC),

que € natural em cada varidvel (A e C no caso, sao as varidveis).Ou seja, 0s sequintes

diagramas comutam para todas f : A — A eg:C — C' em C:

Home(FA,C) % Home(FA',C) Home(FA,C) —~> Home(FA,C')
Hom(A, GC) —L~ Hom(A', GO) Homu(A, GO) %% Hom (A, GC)

Neste caso, (Ff)*(h) = ho Ff, f*(k) = ko f, g.(m) = gom, e (Gg).(n) = Ggon.

2.5 Espaco de Lacos e Suspensao Reduzida
Defini¢ao 2.13 Sejam (X, z) um espago com ponto base, e I = [0,1] C R. Definimos
PX ={y:1 — X :~ € continua e v(0) = z¢}.

Visto que PX C X', podemos considerar a topologia de PX como sendo a topologia

compacto-aberta induzida do espaco X'.

Uma propriedade interessante do espaco PX ¢ dada pelo proximo Teorema.
Teorema 2.3 Se (X, ) € um espago com ponto base, entdo PX é contrdtil.

Prova: Devemos mostrar que PX tem o mesmo tipo de homotopia de um ponto {c}.
Seja ¢ : I — X € PX definida por ¢(t) = xg, para todo t € I.
Consideremos entao, f : {¢} — PX e g : PX — {c} dadas por f(c) = ce

9(7) = ¢. Temos que go f =1 ¢ (fo g)(7) = c.
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Mostremos que f o g ~ 1px. Para tanto, definimos F' : PX x [ — PX por
F(v,t) = v, onde v(s) = ~(ts).

Sem dificuldades, vemos que F(y,0) = v, com 7o(s) = v(0) = zp e F(7v,1) = 71,
com yi(s) = ~v(s), logo F(v,0) = ¢, e F(v,1) = =, para todo v € PX. Além do mais,
afirmamos que F' é continua.

De fato, F' é continua, desde que a composi¢ao
PX x -5 px < x!

seja continua. Mas como I é localmente compacto, segue do Teorema[2.1]que a composi¢ao
acima é continua se, e somente se, F : PX x I x I —s X dada por F(v,s,t) = ~(st) for
continua.

Agora, Féa CcoOmposicao
PX xIxT-% PX x5 x,

onde p(v,s,t) = (7,st) e a é a aplicagdo avaliacdo. Haja visto que ¢ e a sdo continuas,
segue que F também é. E assim, pelo que comentamos acima, [’ é continua. Portanto

PX é contratil.

Em PX, temos um subespago especial, o Espaco de Lagos, definido como segue.

Definicao 2.14 Seja (X, xz9) um espaco com ponto base. Entio seu espaco de lagos,

denotado por Q(X, xo), € o espago de fungoes
Q(X7 xO) = (XJ x0>(1,31)7

visto como subespaco de X! (este 1iltimo munido da topologia compacto-aberta). Escolhe-

mos ly, : I — X, definida por l,,(t) = xo Vt € I, como ponto base de Q(X, xg).

Observacgao 1: Se (X, x) € obj(hTop.), entdo pela definicao acima temos que
o espaco de lacos de (X, zg), denotado por (X, zg), tem como ponto base [,,. Logo

Q(X, zq) € obj(hTop,). Ainda, se f : (X,x9) — (Y, yo) é funcdo continua, entao existe
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Qf - QUX,z9) — QY. yo) definida por Qf(vy) = f o+, e mais, Qf(l,,) = [, (para mais
detalhes, ver [I0]). Sem muitos problemas, verifica-se que €2 : hTop, — hTop, é um

funtor.

Definicao 2.15 Se (Z,z) € um espa¢o com ponto base, entio a suspensio reduzida de

Z, denotada por X7, € o espaco quociente
X7 =(Zx1)/((ZxdI)U({z} xI)).

Observagao 2: Se (z,t) € Z x I, denotamos o correspondente elemento de X7
por [z,t]. Abusaremos da notacdo, e escreveremos zo = [2,0] = [z,1] = [20,t] ¥V 2z €
Zetel.

Observagao 3: Dado um espago com ponto base (Z, zy), existe ¥.Z definida como
acima, logo (XZ7,%y) € obj(hTop,). Além disso, se f : (Z,zy) — (W, wp) é continua,
entdo existe Xf : (X2,Z5) — (EW,wy) continua dada por X f([z.t]) = [f(2),t] (para
mais detalhes, ver [10]). Sem muitas dificuldades, mostra-se que X : hTop, — hTop, é
um funtor. Além disso, notamos que, se (X, zg) =~ (Y, yo), entao Q(XX, l,,) ~ QXY 1,,).

Observacao 4: Sendo ¢ : X x I — (X xI)/((X x9I)U ({xo} x I)) a aplicagao
quociente natural, podemos pensar no subespaco C(X) = ¢(X x [1/2,1]) de ¥X. Sem
muitas dificuldades, verifica-se que C;(X) = (X x [1/2,1])/(X x {1}) U {xo} x [1/2,1]).
De maneira analoga, temos o subespago C_(X) = ¢(X x [0,1/2]). Os espagos C,(X) e

C_(X) sao chamados cones reduzidos.

Teorema 2.4 Os cones reduzidos C(X) e C_(X), definidos na ultima observacdo, sao

contrdteis. Além disso, C(X)NC_(X) e X sao homeomorfos.

Prova: Lembremos que um espaco X é contratil se X tem o mesmo tipo de homotopia
de um ponto, o que é equivalente a dizer que existe uma retracao por deformacao entre

X e o ponto em questao. Sendo assim, consideremos

Hy CL(X)x I — Co(X) e H : O_(X) x [ — C_(X)
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definidas por
Hy(([0,8),9) = [0, (1 = )t + 5] e H_((2,1],5)) = [z, (1 — 5)].

Verifica-se que tanto H,, quanto H_ sao continuas, além disso, satisfazem:
(1) Hi(([2,1],0)) = [z, 1], H(([z,1],1)) = [z, 1] = To, ¢ Hi((To, 1)) = To;
(2) H-(([x,1],0)) = [z, 1], H-(([z,1],1)) = [2,0] = 0 e H_((%s,5)) = To.
Portanto C(X) e C_(X) sao contrateis. Agora, que C(X)NC_(X) e X sdo
homeomorfos ¢ imediato, basta definirmos G : C(X) N C_(X) por G([z,1/2]) = x.

Um Teorema que relaciona o espago de lagos de um espaco topologico X e a teoria

de complexos CW, é o Teorema de Milnor, o qual enunciaremos a seguir.

Teorema 2.5 Qualquer espago de lagos de um complexo CW tem o mesmo tipo de ho-

motopia de um complexo CW.

Prova: Veja [9)].

Observacao 5: Suponhamos que X seja um complexo CW, sendo xy uma 0-célula de X,
entao, como I é complexo CW, e (X x 9I)U ({xo} x I) é subcomplexo de X x I (notemos
aqui, a utilizagdo da propriedade CW 1), pela propriedade CW 5, XX também é um
complexo CW. Naturalmente, por um argumento anélogo ao feito acima, cones reduzidos
também sao complexos CW, quando X for complexo CW. E mais, C,(X) e C_(X) sdo
na realidade, subcomplexos CW de ¥ X.

Suspensao Reduzida e Espaco de Lagos de um espaco (X, zg) se relacionam

através do préximo teorema.
Teorema 2.6 (X,)) é um par adjunto de funtores sobre hTop,.

Para demonstrarmos o Teorema acima, necessitaremos de dois resultados, que serao dados

através de lemas.
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Lema 2.2 Se F : (XX,%5) — (Y,y) € continua, entao F# : X — Q(Y, ) definida

por F#(z)(t) = F([z,t]) é continua.

Prova: Se mostrarmos que i o F'# : X — YT ¢ continua, onde i : Q(Y,yo) — Y! é a
inclusao, seguird que F# ¢ continua.

Visto que [ é localmente compacto, pelo Teorema temos que ioF# : X — Y/
é continua se, e somente se, 0 F# : X x I — Y definida por i o F#(z,t) = F([z,t]), é
continua.

Agora, i o F'# ¢é a composicao
XxI-5Hyex Dy,

onde ¢(x,t) = [z,t]. E como ¢ e F sao continuas, segue que i o F'# é continua. Portanto

F# & continua.

Lema 2.3 Se G : (X,20) — (Y, %0),1,,) € continua, entio G* : (XX,Z5) — (Y, v0)

definida por G°([z,t]) = G(z)(t) € continua.

Prova: Notemos inicialmente que G(zg) = I, logo G(z0)(t) = l,,(t) = yo. Também

notamos que G*([z,0]) = G°([x,1]) = y. Como G é continua, segue que
ioG: X —Y!

também ¢ continua. Sendo [ é localmente compacto, segue do Teorema que

ioG:X x 1 —Y,dada porioG(x,t) = G(x)(t), é continua. Temos ainda que
i0G(x,0) = G(x)(0) = wo,

i0G(z,1)=G(x)(1) =10 €

i0G(zo,t) = G(0)(t) = yo.

Deste modo, existe aplicagdo continuaio G : X — Y, tal que i o G([z,t]) =i o G(z,t) =

G(z)(t) = G*(|x,t]). Portanto G” & continua.



50

Prova do Teorema Sejam (X, x0), (Y, o) espagos com ponto base. Pelo Lema[2.2]
podemos considerar 7yy : [2X,Y] — [X, QY] definida por 7xy ([F]) = [F'#].

Afirmamos que 7xy estad bem definida.

De fato, sejam Fy, Fy : (XX,7T5) — (Y, y0) continuas, tais que Iy ~ F; rel T via
homotopia H : XX x I — Y.

Seja H? : X x I — QY dada por H*(z,s)(t) = H([z,1], s).

H# ¢ continua, pois H# : X x I x I —» Y, definida por H#(z,s,t) = H([z,t],s)

é continua. Para tanto, basta notarmos que H# é a composi¢io

XxIxT S xxIxIT®vxx1-Ly,

onde T'(z,s,t) = (z,t,9), e q(z,t) = [z, 1].

Temos que,
H*(2,0)(s) = H([z,5],0) = Fy([z, s]) = F{ (x)(s) = H*(2,0) = F]' (x),

H#*(x,1)(s) = H([z,5s],1) = Fy([z,5]) = F] (x)(s) = H*(x,1) = F{' (),
H#(20,1)(s) = H([20, 8], 1) = 3o = Ly, (s) = H#(20,1) = Ly, -

Portanto FO# ~ Fl# rel o via homotopia H#. Logo Txy estd bem definida.

Pelo Lema 2.3} podemos definir vxy : [X, QY] — [2X, Y] por vxy([G]) = [G*].
De maneira semelhante a que fizemos anteriormente, verifica-se que yxy esta bem definida.
Além do mais, vé-se que yxy = T;}%/. Logo Txy é uma bijegao.

Finalmente, para f: X' — X e ¢g:Y — Y  em hTop,, temos:

(1) (F#o f)(@)(t) = F#(f(2")()
= F([f(«),1))
= F(Ef([2, 1))
= (FoXf)[z,1]
= (FoXf)#(a)(t), Va' € X', Vt € I.
Logo F# o f = (F o Xf)#, e assim, para [F] € [2X,Y], segue que



[Txry © BF)UED) = 7xy (BF)([F]))
= 7xry ([ o Xf])
= [(F o Xf)*]
= [F# o f]
= f*([F*))
= [*(rxv ([F])).

Deste modo, o diagrama

é comutativo.

(2) (go F)*(2)(t) = (g0 F)([z.1])
= g(F([z1]))
= g(F*(x)(1))

= [go F*(2)](t)
= Qg(F*(x))(t)

= [Qgo F#)(z)(t), Vx € X, eVt € I.

Logo (go F)# = Qg o F#, e assim, para [F] € [2X, Y], segue que

ol
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Portanto o diagrama

é comutativo.

De (1), (2), e pela bije¢ao de Txy segue que (X, Q) é um par de funtores adjuntos.

2.6 Colimite

Sejam A, e Z categorias.

O colimite de um funtor (covariante) F': Z — A (se existir) ¢ um objeto de A

colimF = C € obj(A),

junto com morfismos ¢; : F'(i) — C em A, para cada ¢ € obj(Z) tais que se aj; : j —> i
¢ um morfismo de Z, entdo ¢; 0 F(ay;) = q;. Ese A€ obj(A)e f;: F(i) — A (i € Z) sdo
morfismos de A tais que, para cada morfismo a;; : j — ¢ em T tem-se f; o F'(aj;) = fj,
entao existe um tnico morfismo f: C — A tal que foq; = f;, V j € objZ.

O seguinte diagrama ilustra a propriedade definidora de colimF'.

Exemplo 1- Consideremos a mesma notacao anterior. Se Z é uma categoria

discreta (isto é, os nicos morfismos sao as identidades), entao

colim F' = F(7)
i€Z
ieT
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Existe um conceito de limite, que é um conceito dual de colimite, porém para o
que seguird, utilizaremos apenas as nocoes de colimite.

Finalizamos esta se¢ao com o conceito de limite direto.

Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado Z é filtrado, ou dirigido, se
quaisquer dois elementos 4,7 € Z tém um limitante superior k € Z (i < k,e j < k).
Mais geralmente, uma categoria pequena Z (categoria na qual a classe dos objetos é um
conjunto) é filtrada se:

(1) Para quaisquer i, j € Z, existem k € Z e morfismos i — k, j — k;

(2) Para quaisquer morfismos u,v : i —» j existe um morfismo w : j — k tal
que wou =wovem Hom(i, k).

Um colimite filtrado em uma categoria A é o colimite de um funtor A : Z — A,
no qual Z é uma categoria filtrada. Tal colimite chamaremos de limite direto e denotare-
mos por lim A;.

B

Observamos que se Z é uma categoria pequena filtrada, e A é a categoria dos
conjuntos, ou a categoria dos espacos topologicos, ou a categoria dos R-modulos, entao
qualquer funtor F': Z — A possui limite direto (para maiores informagoes veja [3]).

No capitulo 4 provaremos a existéncia do limite direto na categoria dos R-mo6dulos.

2.7 H-espaco

Nesta secao, todos espacos sao espacos com ponto base, e o simbolo ~ denota a

relacao de homotopia relativa ao ponto base entre funcgoes.

Definicao 2.16 Um espaco topoldgico X com ponto base xy é um H-espaco se existe uma

multiplicacao continua p: X x X — X tal que
Iuoil ~ 1X 2#02.2,
sendo 11,19 : X — X X X as inclusoes definidas por

i1(z) = (z,m0), i2(x) = (xg,z) Vo € X
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Observamos que, se B é um H-espaco, e A ~ B, entdo, naturalmente, A herda
uma estrutura de H-espaco de B.

Exemplo 1- Todo mondide topolégico é um H-espaco.

Exemplo 2- Todo grupo topolégico é um H-espago.
Definicao 2.17 Sejam X e Y H-espacos, com multiplicacoes ux e py. Uma aplicagao
continua f : X — Y € uma H-aplicacdo se o sequinte diagrama comuta homotdpica-

mente,

Xxxx Ly sy

u% f |

X Y

)

ou seja, pry o f X f =~ fopux.
Exemplo 3- Todo homomorfismo de mondéides topologicos é uma H-aplicacao.

Teorema 2.7 SeY é um H-espaco, com ponto base 1o, entao para cada espago topologico
X, o conjunto [ X,Y] das classes de homotopia (relativas a um ponto base) de aplicagoes de
X em'Y pode ser munido de um produto natural de tal maneira que a classe de homotopia

da aplicacao constante igual a yo seja um elemento neutro bilateral.
Prova: Suponhamos que Y seja um H-espaco, entdao dadas fi, fo : X — Y, podemos
definir
fi-fa=po(fi x f2) o Ax,
sendo Ax : X — X x X a aplicagao diagonal.
O produto assim definido é compativel com homotopia, pois sejam as aplicacoes
g1,92 : X — Y tais que f; ~ g através da homotopia H; : X x I — Y, e seja

Hy : X x I — Y a homotopia entre f5 e go, entao basta tomarmos
H =H, -Hy=po(H x Hy)oAxyy,

que teremos uma homotopia entre f; - fo e g1 - go. Portanto, o produto acima definido,

induz um produto em [X,Y] da seguinte forma:

L] - [fe] = [f1- fo] = [no (fi X f2) 0 A],
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onde [f1],[f2] € [X,Y].
Dizemos que um produto - em [X,Y] é natural, se dados quaisquer espacos X'
e X, e uma funcdo continua ¢ : X' — X, entdo ¢* : [X,Y] — [X,Y], definida por

o*([f]) = [f o ¢], € um homomorfismo, ou seja,

¢"(LA] - [f2]) = ¢°(LA]) - ¢ ([fa]), V [ul: [f2] € [X, Y],

Afirmamos que o produto acima definido é natural, pois seja ¢ : X' — X tal

que ¢* : [X,Y] — [X',Y], e notemos que
¢ [f1- fo] = "o (fi X f2) o Ax] = [po (f1 x f2) o Ax o ¢]

¢ LA 0[Sl = [frodl-[faodl =[(frog) - (fac @)l =[uo((fio¢) x (f2a00)) oAyl

e como (f1 X fa)oAxo¢p = ((fiop) x (fao¢)) oAy segue que o produto é natural.
Finalmente, verifiquemos que [[,,], a classe da aplicacdo constante igual a yo, é o elemento
neutro. Para tanto, seja [f] € [X,Y], temos que [fi] - [l,,] = [ o (f x l,) o Ax],

mas [ o (f % ly) o Ax](z) = p(f(x),y0) = (1oir)(f(x)), e como poiy = id segue
que po (f x1,)oAx =~ f, portanto [f] - [l,,] = [f]. De modo semelhante vemos que

[Lyo] - [f] = [f].

Definicao 2.18 Dizemos que um H-espagco X é homotopicamente associativo quando
po(px1x) >~ po(ly x p).

Definicao 2.19 Dada uma funcao continua f : X — Y de um espaco topologico X
para um H-espaco Y, dizemos que f é homotopicamente inversivel se existe g: X — Y

continua, que satisfaz

f-g:,uo(fxg)oAX:uo(gxf)oszLyo,

onde Ly, : X — Y ¢ definida por L, (x) = yo Yz € X.
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Defini¢ao 2.20 Um H-grupo (group like space) é um H-espa¢o Y homotopicamente as-

soctativo tal que a aplicacao identidade 1y 1Y — Y € homotopicamente inversivel.

Teorema 2.8 Se Y é um H-grupo, entao [X,Y] é um grupo com a operagao induzida de

Y, para todo espaco topologico X .

Prova: A condicdo pro(ux ly) ~ po(1ly X u) é equivalente a associatividade em [ X, Y],
e para cada [f] € [X,Y], seu inverso homotopico ¢ [j o f], sendo j : Y — Y a inversa

homotopica de 1y, ou seja, po (j x ly) o Ax ~ L, >~ po (ly x j)o Ax.

Um exemplo de H-grupo, é o espago de lacos.
Teorema 2.9 Se (X, xg) € um espago com ponto base, entao Q(X,xy) € um H-grupo.

Prova: Seja p: Q(X, z0) x Q(X, 10) — Q(X, 1) definida por u(w,w’) = w* w', onde

w(2t), se0<t<1/2
ey =" /

w2t —1), sel/2<t<1
Para mostrarmos que p é continua, basta verificarmos a continuidade de
iop: QX z0) X QUX, z0) — X, onde i : Q(X, 1) — X! é a inclusao.
Agora, como I é localmente compacto, pelo 2.1} 7 o 4 é continua se, e somente
se, T = iop: QX, z0) X QX,x0) x I — X, definida por fi(w,w’,t) = (w* w')(t), é
continua.

Observamos que
Q(X, .Z'D) X Q(X, x0> X [O, 1] = F1 U FQ,

sendo Fy = Q(X, x0) x Q(X,x0) X [0,1/2] e Fy = Q(X, x0) x Q(X, x0) % [1/2,1] fechados
em Q(X, x9) X Q(X, x0) x I. Ainda, em F1NFy = Q(X, x0) x QX, zo) x{1/2}, il m, = 0|,
(pois e, (w,w', 1/2) = w(1) = 20 = w'(0) = Al w, ', 1/2)).

Em Fi, ifgﬁ ¢ igual a composi¢ao
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Fr = Q(X, 20) x X, 20) 2 Q(X, 20) x [ - X,

onde p; : QX,z) X QX,z9) — Q(X,z9) & a projecdo sobre o primeiro fator,
q : [0,1/2] — I é definida por ¢(t) = 2t e a é a aplicagao avaliacido. Logo fi|p, &
continua.

Um argumento analogo mostra que fi|g, é continua. Portanto, pelo Lema da
colagem, p é coninua.

Para mostrarmos que (X, xy) é um H-grupo falta-nos verificar que:

(1) poiy =~ loxe = po g, sendo iy,d9 + QX z9) — Q(X,20) X QX, o)
definidas por iy (w) = (w, 1y, ), € i2(w) = (I4,, w), para w € QX zo);

(2) o (1 X loxe) = 1o (laxee) X H);
(3) laxao) : QUX,x9) — Q(X, 20) ¢ homotopicamente inversivel, isto &, existe

g: QX x0) — QX x0) tal que
110 (La(x.me) X 9) © Da(x,m) = 110 (9 X lo(xzy)) © Da(X,me) = Liyo-

Prova de (1):

poip: QX,xy) — QX,x0), € pois: QX,xy) — QX, x0)

w — W * Iy w > Ly * W

sao homotopicas a

1Q(X,z0): Q(X,l’o) —)Q(X,l'o)

w — W

De fato, seja F': Q(X, zq) x I — Q(X, ) definida por F(w,t) = w,;, onde

Bu(s) = w(2s/(t+1)), se0<s<(6+1)/2
t o, se(t+1)/2§s§1.
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, . = F i , p
F & continua se, e somente se, F': Q(X,z9) x I — Q(X,29) — X' ¢ continua,

e isto equivale a mostrar que F : Q(X,z¢) x I x I — X, definida por

_ w(2s/(t+1)), se (w,t,s) € Gy
F(w,t,s) =w(s) = ;

Zo, se (w,t,s8) € Gy
onde

Gr={(w,t,s) e UX,x0) x I x[:0<s<(t+1)/2}, e
Gy = {(w,t,s8) € UX,x0) x I XxT:(t+1)/2<s<1}
sao fechados em Q(X,zg) x I x I. Ainda, notemos que Q(X,z¢) x I x I = G1 U Go.

Vemos ainda que, em G1 NGy = {(w,t,s) € UX,z9) x [ x I :s=(t+1)/2},

Flg, = lpy = Flg,. Além disso, em Gy, F' é a composi¢io
lo(x e “
Gy QX w0) x T x T 25 (X o) x T - X,

onde f(t,s) = 2s/(t +1), e a é a avaliacio. Logo F|g, é continua. Ja em Gy, F é a
cOMposicao

Gy QX m0) x I x T =% X,

onde ¢, (w,t,s) = l,,. Portanto F|g, é continua.

Pelo que vimos acima, do lema da colagem, segue que F é continua, e assim, F'
é continua.

Além do mais, vé-se que F(ly,t) = lyy, F'(w,0) =w*ly e F(w,1) = loxz)- E
assim, w ~ w * l,, rel ponto. O argumento para provar que (o lox z0) =~ lax,z)-

Prova de (2):

Para definirmos uma homotopia
G: Q(X, l’o) X Q(X, .Z'()) X Q(X, .Z'()) X [ — Q(X,xo)
entre 1o (p X lo(xz)) = 1o (lacx ey X QUX, z0)) é suficiente definirmos

F:Q(X,20) x QX,20) X QX,20) x [ x [ — X
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continua (pelo Teorema tal que G = F, onde F(z)(s) = F(x,5) com
r = (w,w,w’,t) € QX,x0) x QUX,z0) x QX,z0) x I, e checarmos que a imagem
de F em X! realmente estd em Q(X, o).

Consideremos entao F' definida por:

(w(4s/(t+1)), se0<s<(t+1)/4

Fw,w',w', t,8) = S w'(4s —t — 1), se (t+1)/4<s< (t+2)/4

(W' (s —2—1)/(2 1)), se(t+2)/4<s<1

Segue facilmente do lema da colagem que F' é continua, e que para todo
(w,w",w",s) € QUX,z0) x UX,20) x UX,20) X I, Fw,w',w",s) € QX, xp).

Ainda, temos que, para s,t € I,

/

F(w,w,, w' 0)(s) = F(w,w,, w0, s)=[(w*w)x* w”](s) =10 (1o laxag))(s)

/

F(w,w,, w 1)(s) = F(w,w,, w1, s) = [w * (w/ *w N(s) = po (Laix,ae) © 1)(5)

Flag, lag, lag: £)(5) = F(lag, Lagy a1, 8) = Ly (5)
E assim f10 (10 Logxe)) = 10 (Lox,e) © it). Deste modo (2) vale.
Prova de (3):
Seja n @ QUX,x9) — Q(X,x9) dada por n(w) = w, onde wW(s) = w(l — s).
Fazendo uso do Teorema [2.1] a continuidade de 1 seguira.

Consideremos K : Q(X,xg) x I x I — X definida por

To, se 0 <s<t/2

w(2s —t), set/2<s<1/2
K(w,t,s) =

w(2—-2s—1t), sel/2<s<(2-1)/2

xo, se (2—1)/2<s<1L
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Seja H : Q(X,x0) x I — Q(X,x0), dada por H = K, onde K(w,t)(s) =
K(w,t,s). A continuidade de K segue do Teorema 2.1} Para s,t € I, verifica-se que

K(w,0)(s) = (w*w)(s) = (10 (lagx.a X 1) © Aaxa)(w)(s)

K (w,1)(s) = Lay(s)

?afbm t)(S) =Ty = lwo (8>

Deste modo, temos que 1o (Lo(x,zg) X 1) 0 Ag(x,20) = La,, € de maneira semelhante

mostramos que /0 (7 X Loix,zg)) © Aa(xe), € assim a afirmacao (3) fica provada.

Definicao 2.21 Sejam X, e A H-espagos, sendo A C X, com multiplicagoes ux e
pa, respectivamente. Dizemos que (X, A) é um H-par se (X,A) é um par-NDR, e

x| axa = pa.
Temos os seguintes resultados relacionados a H-teoria:

Teorema 2.10 Para qualquer H-espaco Y, existe um complexo CW, X, e uma equiv-

aléncia de homotopia fraca f : X — Y.

Prova: Veja [13].

Teorema 2.11 Se Y é um H-espago, entao m(Y) atua trivialmente sobre [X,Y], para

todo espaco X.

Prova: Veja [13].
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Teorema 2.12 Se (Y, B) é um H-par, entao m(B) atua trivialmente sobre [ X, A;Y, B],
para qualquer par-NDR (X, A).

Prova: Veja [13].

Teorema 2.13 Sejam X, Y H-espacos e complezos CW, e f: X — Y uma H-aplicacao.

Entao (I, X) € um H-par, sendo Iy o cilindro induzido por f.

Prova: Veja [13].

Teorema 2.14 Sejam X um complezo CW, e Y um H-espago. Se f : X — Y ¢
uma equivaléncia de homotopia fraca, entao X admite uma H-estrutura que torna f uma

H-aplicacao.

Prova: Veja [13].

Teorema 2.15 Sejam X, Y H-espacos, tendo X wuma estrutura de complexo CW,
f: X — Y uma H-aplicagao, que € uma equivaléncia de homotopia fraca. Além disso,

suponhamos que X eY sejam 0-conexos. Entdao [ € equivaléncia de homotopia.

Prova: Veja [13].

Pelo Teorema vimos que Q(X, zg) é um H-grupo, porém para demonstrarmos
o principal resultado deste trabalho, o Teorema de James, necessitaremos de um monoéide
topologico que possua o mesmo tipo de homotopia de (X, ), e este mondide topologico

nos iremos definir na proxima secao.
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2.8 Espaco de Lacos de Moore

Nesta secao definimos o Espaco de Lacgos de Moore de um espaco com ponto
base, e provamos que ele é um monoéide topoldgico que possui o mesmo tipo de homotopia
do espago de lagos. Inicialmente, relembremos que Ry = [0,00) = {x € R : & > 0} e
que X®+ & o conjunto formado por todas fun¢des continuas f : R, — X, munido da

topologia compacto-aberta ( Veja a Secao 1 deste Capitulo ).

Definigao 2.22 Seja X um espaco topoldgico, e xg um ponto de X. Definimos QM (X, )
como sendo o subespago de X®+ x Ry tal que (¢,r) € QM (X, xy) se, e somente se,

#(0) = zo e ¢(t) = xo para todo t > 7.

Teorema 2.16 Seja Q(X,x0) = {(¢,7) € QM (X, z0)/r = 1}. Entdo Q(X, o) é homeo-

morfo a Q(X,xq). Ou seja, X, x0) pode ser visto como um subespaco de QM (X, xy).

Prova: Considere W : Q(X,x9) — Q(X,z) tal que W(¢) = (¢,1), onde ¢ ;= ¢ e
 |1,.00)= Lug» onde Ly (t) = zg, ¥t € T = [0,1].

U ¢ continua. Com efeito, seja U = [L x A] N Q(X,z¢) um aberto basico de
k

Q(X, ), onde L = ﬂ(SZ-,Vi) com S; compacto em R, e V; aberto em X, para todo
i=1
i =1,2,...k, e A um aberto béasico de R,. Afirmamos que ¥~1(U) ¢ um aberto em

Q(X, ). Para isto, seja 0 € U~1(U), entdo V(o) = (7,1) € U, donde segue que 7 € L,
1€ A donde 7 € (S;,V;) Vi=1,2,...k, o que implica em &(S5;) C V;, Vi =1,2,.. . k.
Seja. K; = S; N 1I. Notamos que ¢ € (K;,V;), Vi = 1,2,...k, pois
o(K;) =o0(S;NI) =7 (S;NnI) CV, para cada ¢ = 1,2,...k. Consideremos en-
tao V.= M N Q(X, ), com M = ﬁ(Ki,Vi), segue que V é um aberto em Q(X, ), e

i=1
pelo que vimos anteriormente, o € V.

Finalmente, ¥(V) C U, pois dado 7 € V, ¥(7) = (7, 1) € Q(X, ). Notamos
que, para t € S; segue que, out € S; NI = K; out € S;N[l,00), donde vem que,
para o primeiro caso, 7(t) = w(t) € V;, e para o segundo caso, 7(t) = xg. Assim,

7€ N,(S;, Vi) = L, e como 1 € A segue que U(n) = (7,1) € (L x A) N QX z0) = U.

Logo ¥ é continua.
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Seja T : Q(X, x9) — Q(X, o) definida por T(¢,1) = ¢|;.
Constata-se sem dificuldades que, ¥ o T = Lo(xz): © além  disso,
T oV = lg(x,z). Deste modo resta-nos apenas provar que T é continua, pois dai seguira

que Q(X, zo) e Q(X,x0) sdo homeomorfos.
k

Seja U = m(Si,Vi) N Q(X,z9) um aberto basico em Q(X,z,) (para cada
i=1,2,...kS;é corirzl)acto de Ry, e V; é aberto de X). Temos que T=}(U) é aberto em
Q(X, o). De fato, seja (0,1) € T-H(U), ou seja, o|; € U, donde vem que, o|; € Q(X, x)
eol(S;) CcV; Yi=1,2,...k. Como S; é compacto de I C R,, segue que é compacto
em R, .

k

Consideremos V = [P x A N Q(X, %), onde P = ﬂ(SZ-, Vi), e A é um aberto em
R, com 1 € A. Temos entao que Y (V) C U. De fato, sie:1(7r, 1) € V, entdo n(S;) C V;
Vi=1,2,...k, e como S; C [ segue que Y(m, 1)(S;) = 7|;(S;) C V;. Portanto

T(m, 1) € U, e dai segue a continuidade de Y.

Teorema 2.17 Seja X um espaco topoldgico, e xo um elemento de X. Entao os espagos

OM(X,29) e QX, o) tém o mesmo tipo de homotopia.

Prova: Consideremos Q(X,z0) = {(¢,t) € QM(X, xo)/t > 1} C QM(X, x9). A idéia ¢
mostrarmos que Q(X, 7o) é retrato por deformagao de QM (X, x¢), dai seguira que Q(X, xo)
e OM(X, o) tém o mesmo tipo de homotopia, além disso provaremos que Q(X, )
¢ retrato por deformacao de @(X, 7o). E isto nos permitird concluir que Q(X, o) e
QM (X, z) tém o mesmo tipo de homotopia, e como Q(X, zy) ¢ homeomorfo a Q(X, z)
(pelo Teorema , decorrera que Q(X,xq) e QM (X, z,) terao o mesmo tipo de homo-
topia. Inicialmente, mostremos que (~2(X, 7o) é um retrato por deformagao de QM (X zy).

Seja H : I x QM (X, x9) — QM (X, x¢) definida por

)
(p,r+s8), ser+s<1

H(s, (¢,7)) = (p,1), ser<1<r+s

(6. 7), ser > 1
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H é continua. De fato, seja H:IxX® x R, — X®+ x R, dada por

(
(p,7r+s), ser+s<1

H(s, ¢,r) = (9, 1), ser<1<r+s

(&, 7), ser > 1

Se provarmos a continuidade de H. seguird que H também seri continua, pois
) )
H = H|14om(x4,)- Deste modo basta-nos provar a continuidade de H. Consideremos os

seguintes conjuntos

Ay =X x {(s,r) €I xRy :r+s5<1}
Ay =X x {(s,r) eI xRy :r<1<r+s}
Az = XB x {(s,r) € [ xRy 17 > 1}

Temos que I x XB®+ x R, ¢é homeomorfo a X%+ x I x R,, via aplicacio
a: XB+ x I xR, — I x X® x R, dada por a(¢,s,r) = (s,¢,r). Como A;, As,e Az
sao fechados em X%+ x I x R, segue que L; = a(4;), para i = 1,2, 3, sao fechados em

I x X®+ x R,. Assim, podemos ver H como

(p,r+5s), se(s,or) €l

ﬁ<57¢> r) = (,1), se (s, ¢,1) € Ly

(¢7 T)? se (87 Cb, I‘) € L3
Sejam f[z = ﬁ|L para ¢ = 1,2,3. Temos que ﬁl é continua. De fato, temos que

H, é igual a composicao

xR+

o 1 S
Ly 955 Ay s T x XB+ xRy 25 XBF 5 [ xR, 557 XB < R,

onde p(s,d,r) = (¢,5,7) ¢ (Lyzs x S)(¢,5,7) = (¢, 7 + s), logo Hy & continua.

H, é igual a composicao
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Ly S5 Ay s T x XB+ xR, -5 X®+ xR,

onde T'(s, ¢, 7) = (¢,1). Portanto H, é continua.

E finalmente, f[g, ¢ igual a composi¢ao

Ly 5 Ag s T x XB x R, 2 X+ x R,
onde 7a(s, ¢, 1) = (¢, 7). Donde segue que H, é continua.
Ainda, temos que em L; N Lo, ]:]1 = I:jQ, em Lo N Ls, ﬁg = _ﬁg eem L;NLyN Ls,
ﬁl = ﬁg = ﬁg. E como Ly ULy U L3 = I x X®+ x R, segue do lema da colagem que H
é continua, e dai a continuidade de H é imediata.
Sejam i : Q(X, z0) — QM (X, z0), a inclusdo e R : QM (X, z0) — Q(X, z0) dada
por R(¢,r) = H(1,(¢,r)). Observamos que

(9,1), se0<r<1
H(1,(¢,7)) =
(p,r), ser>1

E assim, temos que H (1, (¢,r)) € Q(X, xo). Donde segue a boa defini¢do de R. Como H

é continua, R também sera. Temos ainda que, para (¢,r) € Q(X, xo),

(Roi)(¢,1) = R(¢,r) = H(L,(¢,7)) = (&,7) = 1gx 1) (&,7)
e 10 R~ lgmx,,) via homotopia H. Notemos que

(

(¢,7), ser<1

H(0,(¢,7)) = (¢,1), ser<ler>1

k(gb,?"), ser>1

Portanto Q(X, o) é retrato por deformacio de QM(X,z0). E assim, Q(X, z) e
OM(X, z0) tém o mesmo tipo de homotopia.

Mostremos agora que Q(X, o) e SNI(X, zo) tém o mesmo tipo de homotopia. Para

tal, mostraremos que Q(X, o) é retrato por deformagio de Q(X, xo). Consideremos
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G 1 x QX,z0) — X, z0) definida por
G(s,(0,1)) = (¢4, (1 = s)r + ), onde ¢((t) = ¢[rt/((1 = s)r + s)].
Afirmamos que G é continua. De fato, consideremos
G:Tx X% x[1,00) — X®+ x [1,00),

dada por G(s, ¢,7) = (¢7, (1 — s)r+s), onde ¢"(t) = ¢[rt/((1—s)r +s)]. Para provarmos
que G é continua, basta verificarmos que Gy : I x X®+ x [1,00) — X%+ dada por
él(s,¢,r) =¢l, e Go i I x XB+ x [1,00) — [1,00), dada por (N}’g(sgqb, r)=(1—s)r+s,
sao continuas.

A continuidade de G5 é mais evidente. De fato, sejam
IT: 1 x X®™ x[l,00) — I x [1,00), e ®: 1 x [1,00) —> [1, 00),

definidas por Il(s, ¢, 7) = (s,7) e (s,7) = (1 — s)r +s. Claramente II e ® sdo continuas,
e além disso Go = @ o IT, e dai segue a continuidade de Gs.

Verifiquemos agora a continuidade de G;. Para isso, consideremos
AT x X% x[1,00) — [1,00) x X*+

definida por A(s,¢,7) = (r/((1 — s)r + s),¢). Como as fungdes coordenadas de A sdo

continuas, A também é continua. Seja ainda © : [1,00) x X®+ — X%+ dada por

O(r,9)(t) = ¢(rt) = ¢"(t) Vt € R.

Notemos que (Q 0 A)(s,¢,r) = O(r/((1—s)r+s),¢) = ¢/ (=979 = G, Deste
modo, se provarmos que © é continua, a continuidade de él seguird imediatamente.
Temos, pelo Teorema que O é continua se, e somente se, o: Ry x[1,00) x XB®+ — X
dada por O(t,r, ¢) = ¢(rt) ¢ continua.

Seja A : R, x[1,00) x X®+ — R, x X®+ definida por A(¢,r, ¢) = (rt,¢). Como
as funcoes coordenadas de A sao continuas, segue que A também é continua. Ainda,
sabemos que a aplicacdo avaliacdao a : Ry x X®+ — X que satisfaz a(t, ) = ¢(t) é

continua, pelo Teorema 2.1
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Notemos que (a o A)(t,r,¢) = a(rt,¢) = ¢(rt) = é(t,r, ®), e dai vem que 06
continua, bem como ©. Logo, CNJ1 é continua.

Agora, como Gy e Gy sdo continuas, segue que G & continua. Ainda, como
I xQ(X,30) C I x XB+ x [1,00), segue que é‘IXQ(X,xO) = (G é continua.

Temos que G(1,(¢,7)) = (¢7,1) € Q(X,z), Assim podemos considerar
L QX z0) — QX, z0) dada por L(¢, ) = G(1, (¢, 7)). Como G ¢ continua, segue que

L também é continua. Ainda, para (¢,1) € Q(X, z¢), temos

(Loi)(¢,1) =G(1,(4,1)) = (¢1,1),

sendo i : (X, z0) — QX z0) a inclusdo. Mas,
$1(t) = ¢[1t/(1 =11+ 1)] = ¢(t) V t € Ry

Assim, G(L (¢7 1)) = (gbi 1) = (¢7 1) = 1|§(X,xo)(¢v 1)'
Observamos que G(0, (¢, 7)) = (¢, 7). Mas,

¢o(t) = ¢[rt/((1 = 0)r +0)] = ¢(rt/r) = ¢(t), V1 >0,

donde vem que ¢f = ¢. Deste modo, temos que

G(0,(0,7) = (¢0,7) = (6, 7) = Ug(x ) (D5 7)-

Usando o fato que L(¢,r) = G(1,(¢,7)), segue que i o L ~ 15X ) ViR homotopia
G. Portanto, Q(X, z0) e Q(X, Zo) tém o mesmo tipo de homotopia. Finalmente, pelo
Teorema [2.16] vimos que Q(X, zq) e Q(z, z¢) sdo homeomorfos, e assim tém o mesmo tipo

de homotopia. Dai segue que QM (X, xq) e Q(X, x) tém o mesmo tipo de homotopia.

Teorema 2.18 Seja p : QM (X, z9) x QM(X,29) — OQOM(X,z) definida por
p((é,7), (¥, 8)) = (o,7r) ® (¥,5) = (p*1),r +5), onde
o(t), se0<t<r

Yt —r), set>r
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Entdo o espago QM (X, zq) com a operagdao p é um mondide topoldgico, com ele-

mento neutro (ly,,0).

Prova: Inicialmente, mostremos que (Q (X, z¢), 1) é um monoide.
Associatividade de p: Sejam (¢, 7), (¢, s) e (0,t), elementos de QM (X, z4). Entao

temos

[(p,r) o (¥, 5)] @ (0,1) = (pxv,r+s)e(0,1)
=((¢p*) %0, (r+s)+1t)=(dx(P*0),r+(s+1))
= (¢,r) 0 (V*0,s+1)

= (

¢,7) @ [(¢,5) @ (0,1)],
estas igualdades decorrem da igualdade (¢ x 1)) x 0 = ¢ * (¢ x 0), a qual é justificada por:

(

(o x1)(1), se0<1<r+s
[(¢x4) +0](1) =
Ol —(r+s)), sel>r+s

o(1), se0<1<r

=9yl —r), ser<I<r+s

0 —(r+s)), sel>r+s

o(l), se0<I<r

(W*x0)(l—r), ser<l<r+s
\

— (B @xO)D) ¥ LER,
Agora verifiquemos que (I,,,0) de fato ¢ o elemento neutro de Q™ (X, z,), medi-

ante a operagao p. Seja (¢,r) um elemento de QM (X, x¢), entdo temos:
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(l2y,0) ® (¢, 1) = (Izy * 9,0+ 1) = (¢,7), onde a ultima igualdade decorre da

igualdade [, * ¢ = ¢, a qual se justifica da seguinte maneira,

leo(t), set=0
(o x 9)(t) =

o(t), set>r

§
o, set =20

o(t), se0<t<r

\

=¢(t) Vte Ry

Deste modo, temos que Q (X, x) com a operagiao p é um mondide topologico,
desde que p seja continua. Verifiquemos a boa defini¢ao de p. Para isso, sejam (¢, ), (1, s)
elementos de QM (X xq). Afirmamos que (¢,7) @ (1, 8) = (¢ x 9, r + 5) € QM (X, x0).

De fato, temos que ¢ * ¢ : R, — X, dada por

o(t), set € [0,r
(@x)(t) = ( -
Pt —r), set € r,00)

é continua pelo lema da colagem. Além disso,

(@ 9)(0) = ¢(0) = o, e (dxP)(r+s) =(r+s—7)=1v(s) =20

Mostremos a continuidade de pu.

Temos que p: QM (X, x9) x OM(X, 29) — QM(X, 24) é dada por

:U’(<¢7 7’), (1#7 3)) = (¢ * ), T+ 5).

Como QM (X, zy) — X®+ x R, , para provarmos a continuidade de u, basta-nos provar a
continuidade de

pr s QM(X 2) x QM(X, 9) — X5 e

M2 - QM(X, xo) X QM<X, SL’O) — R+,
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onde p1((¢,7), (¢, 5)) = oY e pua((¢,7), (¥, 5)) =r+s.
Continuidade de p;:

Mostrar que p; é continua, é equivalente a mostrar a continuidade de
/71 : RJr X QM(Xa 33'0) X QM(‘X?xO) — Xa

onde,

N o(t), se0<t<r
f(t, (@,7), (¥, s)) =
w(t—r), set>r

Mostremos entao a continuidade de ;. Sejam
Fy={(t,(¢,7), (¥, ) € Ry x QY (X, mg) x QY (X, 20)|0 <t <71},
Fy ={(t,(¢,7), (¥, 8)) € Ry x QM(X, 20) x QY (X, )|t > r}.
Os conjuntos F} e F, sao fechados em Ry x QM (X, z0) x QM (X, ), além disso,
FLUF, =R, x QY(X, 20) x QM (X, 2),
eem [y NFy={(t,(p,r),(1,s)) € Ry x QM (X, z9) x QY (X, z¢)|t = r}, temos
a(r, (6,7), (¥, 5)) = Il (r, (6,7), (¥, 5)) = d(r) =z e

/fﬁ(n (¢7 T)? (1/}7 S)) = ﬁ1|F2<T’ (9257 7”), (77Z)7 S)) - ¢(T - T) = Zo-

Deste modo, se provarmos que fi1 e fis sao continuas em F e Fy, respectivamente, seguiré,
a continuidade de ji; pelo lema da colagem.

i1 & a composi¢ao
Fy—= Ry xQM(X, 20) x QM (X, 20) — Ry x XBF xRy x XBF xR, 25 Ry x XB+ 25 X

onde p(t, ¢, 7,1, s) = (t, ) e a(t, ¢) = ¢(t). Como p é projecio, e a é a aplicagao avaliagao,
segue que [i1 é composigao de fungoes continuas, portanto também é continua.,
i3 & a composi¢ao

B Ry x XPP xRy x XBF xR, -5 R, x Ry x XB+ AR, < xR % X



71

onde q(t, ¢, 1,1, s) = (t,r, ), a(t,v) = (t) e h(t,r) = |r — t|. Como p é proje¢ao, a é a
aplicagdo avaliagdo e h é continua, segue que i3 é composicao de fungoes continuas, logo
também ¢ continua. Do que argumentamos acima, segue a continuidade de p.

Mostremos agora a continuidade de ps. po € a composicao
OM (X, 20) x OM(X, 20) = X® xRy x XB+ xRy B R, xRy -5 Ry,

onde py : X®+ x R, — R, ¢ a projecao sobre o segundo fator, e s é a operacao de soma
de niimeros reais. Como s e p; sao continuas segue que o também é continua.
Agora, como j; e s sao continuas, segue que u é continua. Deste modo, temos

que QM (X, zo) é um monoide topoldgico.



Capitulo 3

Produto Reduzido de James

Neste capitulo definiremos o Produto Reduzido de James J(X) para um espaco

topologico X, com ponto base.

3.1 Monoide Livre

Nesta secao, para um conjunto nao-vazio X com um ponto base e, construiremos
um objeto livre J(X) na categoria dos monodides Mon, que se chamara monoide livre
gerado por X.

Lembrando que a categoria dos mondéides Mon é tal que:

(1) obj(Mon) = {M : M & monoide}

(2) Hompon(M,N) = {f : M — N : f & homomorfismo de mondides}, onde
M, N € obj(Mon)

(3) a composicdo o : Hompon(M, N) x Hompon(N, P) — Hompen(M, P),
sendo M, N, P € obj(Mon), é a usual.

Seja X um conjunto nao-vazio com ponto base e. Consideremos entao a uniao
disjunta dos X", com n > 1, onde X" = X x X x ... X. Denotaremos tal uniao por

|_| X"

n>1

—~
n vezes
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Em U X", podemos considerar a relacao de equivaléncia ~ gerada por
n>1

{((xl,...,xi1,e,xi,...,xn),(x1,...,xi1,xi,...,xn)) € |_|X] X |_|XJ}

Jz1 j21

Definimos J(X) como sendo |_| X"/ ~ . A classe de equivaléncia de um elemento
n>1

(x1,xa,...,x,) em J(X) serd denotada por (x1,Ts,...,T,) = T1Ta ... Ty.

Notemos que, para qualquer elemento z = z129...2, € J(X), existe um tnico
a € |_| X" tal que @ = z, sendo

n>1

(a1,az,...a,), sez #eparaalgumie {1,2,...p}

a = s

e, sezi=e, Vi€ {1,2,...p}
com a; #e, Vi=1,2,...q. Chamamos @ de produto reduzido de z.

Observamos ainda que, se z = z129... 25, W = wyws...w; € J(X) sdo produtos
reduzidos de z e w, respectivamente, e z = w, entdo k =1l e z; = w;, Vi € {1,2,...1}, ou
ambos, z e w sao iguais a e.

Agora, consideremos - : J(X) x J(X) — J(X) definida pela justaposi¢ao, ou
seja, se a = a1ay ...y, b=0bby...b, € J(X), entdo a-b:=ajas...aubiby...b,.

O proximo teorema, cuja demonstracdo é imediata, nos garante que J(X) com a

operacao - ¢ um monoide, logo J(X) é um objeto na categoria Mon dos mondides.

Teorema 3.1 J(X) com a operacio - é um mondide tendo como elemento identidade e.

Teorema 3.2 Seja X um conjunto nao-vazio, com ponto base e, e seja i : X — J(X)
a inclusio. Se (M,m,*) é um mondide com elemento identidade m e multiplicacio *, e
f:(X,29) — (M, m) é uma aplicacio entre conjuntos, entdo existe um tunico homo-
morfismo de mondides f : J(X) — M tal que foi = f. Em outras palavras, J(X) é

um objeto livre sobre o conjunto X na categoria Mon dos mondides.
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Prova: Seja f : J(X) — M definida por f(zi2s...2,) = f(a1) * f(22) * ... f(z,) e
f(e) = m. Claramente f esta bem definida (pois f(e) = m). Afirmamos que f é um
homomorfismo de monoéides. De fato, sejam 2z = z129...2, # €, W = Wwy... W, # €

elementos de J(X), entdo:

Analogamente f(z-¢e) = f(2)* f(e). Logo f ¢ homomorfismo de monoides. Além disso,
temos que, para € X, (foi)(z) = f(z) = f(z), donde vem que f oi = f.

Mostremos agora a unicidade de f. Para tanto, suponhamos que exista
g:J(X)— Mtalque goi=f.

Afirmamos que f = g. De fato, seja € X, entdo f(z) = f(x) = g(z), donde
segue que f =g em X. Agora, para 112, ...z, € J(X), temos

flrixg ... my) = fxy) * f(ze) ... x fzn) = G(21) x G(mg) * ... xG(x,) = Gz .. 20).

Logo f =g em J(X). O que prova a unicidade de f.
Do que argumentamos acima, segue que J(X) é objeto livre na categoria dos

monodides Mon.
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Corolario 3.1 Se L € outro objeto livre sobre X na categoria dos mondides Mon (com

A: X — L) entao existe um isomorfismo de mondides ® : J(X) — L tal que Poi = .

Prova: Como J(X) éobjeto livre sobre X e A : X — L é uma aplicagdo entre conjuntos,
onde L é um mondide, entao, pelo teorema anterior, existe um dnico homomorfismo de

monoides ¢ : J(X) — L que torna o diagrama abaixo comutativo.

J(X) 2~
T .
X

Utilizando a hipotese de L ser objeto livre sobre X, e o fato de i : X — J(X)
ser uma aplica¢ao entre conjuntos, sendo J(X) um monoide, segue pelo teorema anterior
que existe um unico homomorfismo de monoides ¥ : L — J(X) que faz o diagrama

abaixo comutar.

Combinando os dois diagramas anteriores, obtemos um novo diagrama comutativo,

J(X) 2> —% J(X)

|

X
Logo (Vo ®)oi =i. Agora, como J(X) é objeto livre sobre X, i: X — J(X) é
aplicacao entre conjuntos e J(X) é mondide, segue pelo teorema interior, que existe um
tinico homomorfismo de mondéides o : J(X) — J(X) tal que aoi = i. Como 1;(x), Yo
sao homomorfismos de monoéides, 1;xyoi=1ie (¥ o ®)oi =1, segue que ¥ o ® = 1;).

Um argumento analogo mostra que, ® o W = 1;. Portanto J(X) e L sao isomorfos.

Definigao 3.1 O mondide J(X) é denominado mondide livre gerado por X.
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Nosso proximo objetivo sera construir uma topologia para J(X), quando X for um espago

topologico de Hausdorff.

3.2 A topologia de J(X)

Nesta secao consideramos X um espacgo topologico de Hausdorff e e um ponto
nao degenerado de X, isto ¢, o par (X, e) é um par-NDR. A partir disso, construiremos
uma topologia conveniente para J(X).

Seja X™ o produto de n copias de X, e considere a topologia compactamente
gerada em X" (podemos fazer tal consideracao, pois X™ é espaco de Hausdorf).

Consideremos a aplicacao ij, : X" ! — X" definida por

ik(.?fl,.l'g, .. ..Cl?n_l) = (.%’1, ey L 1,E6, Ty . . ,l‘n_l),

para k = 1,2,...,n. Definimos X"~! como sendo o conjunto de todos pontos de X", com
n

ao menos uma coordenada igual a e, ou seja, X" 1 = U (X",

k=1
Observamos que a aplicacao i ¢ (1) continua e (2) fechada, de onde segue que

X1 ¢ fechado em X™.
Prova de (1): i é continua.
Basta mostrarmos que i;|c : C — X™ ¢ continua para todo compacto C' C X" 1.

Mas, se FF C X™ é fechado, como i, é injetora, segue que
(ixle) ™ (F) =i, (F) N C = i (F Nig(C)).

Mas ix(C') é compacto em X™ ( com a topologia produto ), donde F Ni(C) é
fechado em X", e como i, é continua (com a topologia produto), segue que i, ' (F Nix(C))
é fechado em C. E dai segue a continuidade de .

Prova de (2): i, é fechada.

Seja F' um fechado em X"~ devemos mostrar que i;(F) é fechado em X™. Para
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tanto, seja K um compacto qualquer de X™. Agora,

iWF)NK = ip(F)N (K Nig(X" 1)
= ik (F) Nig(i (K Nig(X"1))
= ip(F N YK N (X™)).

Visto que i é continua quando os espacos X" ! e X" sdo considerados com a
topologia produto, segue que (X" 1) ¢ fechado em X", e assim, como K é compacto de
X", i (KN (X™1)) é compacto de X" L. Logo F it (K Nip(X™1)) é fechado em X
(com a topologia produto). Haja visto que a aplicagao iy, é fechada, quando consideramos
X"~ e X" com a topologia produto, segue que i,(F N, ' (K N (X" 1)) é um fechado
de X™. Portanto ix(F) N K ¢é fechado em X" (com a topologia produto), e assim, ix(F)
é fechado em X" (com a topologia compactamente gerada), o que completa a prova de i
ser fechada.

Seja J"(X) = {z122... 2, € J(X) : k < n}, ouseja, J"(X) é o conjunto de todos
elementos de J(X) que sdo produtos de no maximo n elementos de X. Consideremos
T @ X" — J"(X) a aplicagao definida por m,(x1,z2,...2,) = x129...x,, e coloque
a topologia em J"(X), de tal modo que m, seja uma proclusao, ou seja, A C J"(X) é
aberto, se, e somente se, 7, '(A) é aberto em X™.

A partir da topologia de J"(X), construiremos uma topologia para J(X). O
primeiro passo para esta construcao é provar que J"(X) é compactamente gerado, e para
isso, utilizaremos a propriedade CG 5. Visto que X" é compactamente gerado, m, é
proclusao, se mostrarmos que J"(X) é um espago de Hausdorff, entao seguira que J"(X)

é compactamente gerado.

Teorema 3.3 O espaco J"(X) é um espaco de Hausdorff.

!

. / ’ ! . .
Prova: Sejam © = x129...%,, T = 2,Ty...x, elementos distintos de J"(X). En-
~ / / ! / ’
tao podemos escrever ¥ = wiwy... Wy, T = W Wy...w,, onde w;, w; € X — {e}, e
! / /
(w1, wa, ..., wy) # (wy,wy, ..., w,).

Como X ¢é compactamente gerado, X ¢é espaco de Hausdorff, e assim podemos
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escolher vizinhangas U de e, V; de w;, Vj/ de w; tais que

UNVi=UNnV, =0eV;NV; =0 se w; # w.

Sejam
P=VixVox.. . V,xUx...xU
N————
n—p fatores
P=VixVyx. . V,xUx..xU
————
n—q fatores
Tomemos ) como sendo a uniao de todos conjuntos que podem ser obtidos de P
permutando seus fatores, porém deixando a ordem dos fatores Vi, V5, ...,V inalterada.

De maneira analoga definimos Q'. Entao Q e Q' sdo abertos em X" com a topologia
produto, logo sao abertos em X" com a topologia compactamente gerada. Afirmamos

que m,(Q) e m,(Q") sdo abertos em J"(X). De fato, temos que
(1) m H(ma(Q)) = Q.

/ /

(2) erl(ﬂ-n(Q )) =Q.

Justificativa de (1): Seja z = (21, 29, ..., 2,) € T, {(7,(Q)), entao

Tn(2) = 2120 .. 2p e Tp(2) € T (Q).

Como m,(z) € J(X), podemos escrevé-lo como produto reduzido, que é tnico, ou seja,
T(2) = 2z32j,...2j,, com k < n, z; € X — {e}, para todo i = 1,2,...k, e
1 <ji1<jo<...<jr <mn. Agora, como m,(z2) € 7,(Q), existe ¢ = (¢1,q2,---,qn) € Q
tal que m,(q) = m,(z). Mas o produto reduzido de ,(q) deve ter a forma ¢;,q;, ... q.,
para algum s < nel <4 < iy < ... < i3 < n. Portanto s = k e z; = ¢, para
l=1,2,... k, epara z. com r & {ji, j2, ... jr}, 2» = €, donde z € Q). Deste modo, temos
que 7, (m,(Q)) C Q. A outra inclusio ¢ imediata, e daf segue (1).

A justificativa de (2) é semelhante a justificativa de (1).

Por (1) e (2) segue que m,(Q) e m,(Q") sdo abertos em J*(X), com = € 7,(Q) e
€ m(Q).

Como PN P = (), segue imediatamente que 7,(Q) N7, (Q) = #, 0 que completa

a prova do Teorema.
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Corolario 3.2 O espaco J"(X) é compactamente gerado.

J"(X) satisfaz algumas propriedades interessantes, as quais serdo tteis para
demonstrarmos que J(X) é um monoide topologico. Tais propriedades se resumem no

teorema a seguir.

Teorema 3.4 Sejam X um espaco de Hausdorff e e um ponto base nao degenerado de
X. Entao:

(1) A aplicagio J""H(X) — J"(X) € um homeomorfismo entre J" 1 (X) e um
subespago fechado de J"(X);

(2) A proclusio m, : (X", X" ') — (JYX),J"YX)) é um homeomorfismo
relativo;

(3) (JY(X),J" X)) é um par-NDR.

Prova: Seja J' ! =, (X1, entao X! =7 H(Jr ),

De fato, seja z € ;' (J271), isto &,
z=(21,22,...,20) € X" em,(2) € JI =, (XY,

assim 7, (2) = m,(w), com w € X! Logo m,(z) € J"*(X), donde z possui no méximo

n — 1 coordenadas diferentes de e, portanto z € X!, deste modo, temos
m (T X

A inclusao X! €« 1 (JP 1) & imediata. Portanto X! = 7 1(Jr1),
Sabemos que X"~ ! & fechado em X", logo 7, '(J"1) é fechado em X", donde
vem que JI' ! é fechado em J™(X).

Observamos que,

S = (X = {mzy. € J(X) ik <n—1} = J"N(X),
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sendo esta ultima igualdade, entre conjuntos. Deste modo, se mostrarmos que J7 !
e J"1(X) possuem a mesma topologia, seguird que J" ' e J"1(X) sdo homeomor-
fos, e assim a afirmagao (1) ficara justificada. Antes de mostrarmos isso, provemos que
T, (X XY — (JM(X), J*1) € um homeomorfismo relativo.

Sabemos que m, : X" — J"(X) é proclusao, além disso,
D = 7Tn|Xn—X;L*1 Xt - X (X)) - g

estd bem definida, pois 7, (X !) = Jr 1

Afirmamos que p,, é homeomorfismo. De fato, p, é continua pois é restricao de
uma aplicacao continua. Ainda temos que p,, é bijetora, pois satisfaz:

(4) Injetividade.

Sejam x = (1, T2, ..., Tpn), Y= (Y1,Y2,---,Yn) € X™ tais que

pn(thZ? cee 7xn) = pn(ylay27 s 7yn>7

entao

T1To ... Ty =Y1Yo ... Yp, cOMYy; Fe#x; Vi=1,2,...n = x;=y; Vi=1,2,...n

:>ny

(5) Sobrejetividade.

Dado x € J*(X) — J"!, isto é, + = wy29...7,, com x; # e Vi = 1,2,...,n,
entao existe (1, To,...,T,) € X™ — X" 1 tal que p,(z1,22,...,7,) = .

E finalmente, p, é fechada. De fato, seja F' um subconjunto fechado de X™— X",
Entao 7, ' (p,(F)) = F é fechado em X™ — X" logo p,(F) é fechado em J"(X)— Jr—1.

Portanto 7, : (X", X" ') — (J™(X), J?!) € um homeomorfismo relativo. No-
vamente, se mostrarmos que J" (X)) e J"! possuem a mesma topologia, seguira (2).

Provemos entao que J" ' e J"!(X) possuem a mesma topologia.

Seja m, = |y X271 — J271 Como m, é proclusao, e X~ ¢ um subcon-
junto fechado de X", segue que 7, também é uma proclusao. Sem muitas dificuldades,

verifica-se que o seguinte diagrama é comutativo.
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D R
Jn—l(X) I Jf_l
Seja ' um fechado de J"~'(X), entdo 7', (F) é fechado em X"~!, e como iy ¢
aplicagdo fechada, iy (m, ', (F)) é fechado de X771,
Afirmamos que

w H(F) = il 1 (F)), (6)

logo 7, }(F) é fechado de X!, o que implica que F' ¢é fechado em J" L.

Justificativa de (6):

zem(F) = ze Xt =Ul_ X" enm(z) e F
= 31e€{1,2,...,n} tal que z € {y( X" ) e m.(z) € F
= J = (21,20,...,0p_1) € X" tal que ij(x) = z e m(2) € F
— m.(2) = m(iy(x)) € F
— m(0(2)) = (21, 20, .. 1121, 6, 20, . Ty y) € F
= T (T1, . 1,6, X0, Tp1) = BT .. Ty = Tp_1(x) € F

= z € iy(m, 1 (F)) C U, ix(m, 21 (F))

Portanto, 7,1 (F) C Up_, ix(m, 21 (F)).
Ainda,

ze U in(m(F) = 31e{1,2,...,n};z €iy(m, (F))
= Jr=(21,20,...,00_1) €T, (F); i)(x) = 2
= m(2) = m(i(z)) =122 .. . Ty = Tp1(x) € F

= zem (F)

Logo Ur_, ir(m, 1 (F)) C 771(F). Com isso, fica provado (6).
Consideremos F um fechado em JI'! assim 7, '(F) é fechado de X" 1.
Devido & comutatividade do diagrama acima, 7, ', (F) = 4, ' (7, 1(F)) é fechado

de J"1(X), pois i; é continua. E dai segue que J*! e J"1(X) tém a mesma topologia.

Consequentemente as afirmacoes (1) e (2) do teorema sao verdadeiras.
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Como (2) & verdadeira, 7, : (X", X)) — (J*(X), J"}(X)) é homeomorfismo
relativo. Se provarmos que (X", X~ 1) ¢ um par-NDR, seguira pela propriedade CG 9
que (J*(X),J" (X)) ¢ um par-NDR, e assim (3) se justificara.

Por hipotese, e € um ponto nao degenerado de X, isto é, (X, e) é um par-NDR.
Pela propriedade CG 8 segue que (X, e)x (X, e) = (X x X, X x {e}U{e} x X) = (X%, X])
¢ um par-NDR. Suponhamos que, para k > 2, (X* X*~1) seja um par-NDR e provemos
que o par (X1 Xk) ¢ NDR.

Ora, como (X,e) e (X* X*1) sdo pares NDR, entdo, ainda pela propriedade
CG 8, (XF, XFU)x(X,e) = (XFx X, XF 1t x{e}u{e} x XF1) = (Xk1, XF) ¢ um par
NDR.

Agora, do Teorema segue que os espacos J"(X) formam uma sequéncia ex-
pandida de espacos no sentido de Dando ao espago J(X) a topologia fraca determi-
nada por {J"(X)}, vemos, pela propriedade CG 13 que J(X) é um espaco filtrado sob
a filtracao NDR {J"(X)}.

Para mostrarmos a continuidade da multiplicagdo em J(X), devemos verificar a
continuidade da aplicacao justaposi¢ao j : X™ x X" — X™" quando consideramos os
espacos X™, X" e X™" compactamente gerados, mas a demonstracao disso ¢ semelhante

a feita para i; e nao a faremos aqui.
Teorema 3.5 A multiplicacao em J(X) € continua.

Prova: Temos que o seguinte diagrama é comutativo,

J

X x Xm Xmtn

\L’]Tm XTn \Lﬂ'ern

J™(X) x JY(X) L Jmin(X)
onde j é a aplicacao justaposicao, isto é, se x = (x1, 22, ..., Tm), ¥ = (Y1, Y2, -, Yn) € X"

entao ]($7y> - (fEl,ﬂfg, e Ty Y1,Y2, - - 7yn)
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Seja U um aberto de J™"(X), entao devemos provar que J'(U) é um aberto
em J™(X) x J*(X), o que equivale a mostrar que (m,, X m,) ' (J 1 (U)) é¢ um aberto em
X™ x X", pois 7, X m, ¢ uma proclusao (por CG 6). Agora, (7, x 7,) *(JHU)) =
37 (7 (U)) que é um aberto em X™ x X", e daf segue a continuidade de J| jm(x)x.n(x)
para quaisquer m,n. Visto que J(X) é um espago filtrado por {J"(X)}, por CG 15,
J(X) x J(X) é filtrado por {L"(X)}, onde L™(X) = U _, J™(X) x J"™(X). E dai

segue a continuidade de J.

Pelo que comentamos no inicio deste capitulo e pelo teorema anterior, segue que
J(X) é um monoide topologico. Assim, temos que J(X) é um objeto na categoria dos
mondides topologicos TMon. O teorema a seguir nos diz mais, que J(X) é um objeto
livre sobre X na categoria TMon. O monéide topoldogico J(X) é conhecido como Produto

Reduzido de James.

Teorema 3.6 Seja X um espaco topoldogico com ponto base xg, € seja f : X — M
qualquer aplica¢do continua, tal que f(xg) = e, onde M é um mondide topoldgico, sendo

e seu elemento identidade. Entao existe um unico homomorfismo continuo
? : (J(X),ilfo) — (Ma 6)

de mondides topologicos que estende f, ou seja, a composicao

(X, 20) = J(X) -5 M
¢ igual a f.

Prova: Seja f, : X™ — M a aplicacao tal que f,(z1,22,...,2,) = f(x1)... f(z,).

Temos que, para k=1,2,...,n, f,otx = fn_1, pois
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(fnoip) (@1, sxn_1) = fal®1,. ., o1, To, Thy - -+, Tp1)
= fla1) .. flap—1) f(zo) f (k) - - f2n-1)
= f@1) .. flzer)ef (zx) - f(2n-1)
= f@1) - flzea) fze) - f (2n1)
(

fn 1{%1, - y Tp— 1)

Afirmamos que existe uma aplicagdo f : J(X) — M tal que

(flyn(x)) © T = fo, paTan=1,2,....

Como J(X) é filtrado por {J"(X)}, seja f : J(X) — M definida em J"(X)

por f(zizy...2n) = fulw1,22...,3,) = f(21)f(zs) ... f(x,). Claramente f é continua,
pois f, e a multiplicacio em M sdo continuas. Além disso, para (x1,2z5...,2,) € X",
(fom)(zy,2a... ,xn) = flx12s...20) = folzi,T2...,2,). f & um homomorfismo, pois

f((arag . ..ay) - (biby...by)) = flajas...anbiby. .. by,)
= foem(a1, a9, ... an, b1, bay ... by)
= fla1)f(az) ... f(an) f(b1)f(b2) ... f(bm)
= fular,ag, ... ap) fr(b1,bay ... by)
= f(ayay...ay)f(biby. .. by).
Ainda, temos que, para z € X, f(x) = fi(z) = f(x). Deste modo, existe um
homomorfismo continuo f que estende f.
Mostremos agora a unicidade de f. Para tal suponhamos que exista § que estenda
f. Afirmamos que f =g. De fato, seja x € X, entdo f(x) = f(z) = g(z), donde vem que

7 =g em X. Temos que para 123 ...%, € J(X)’

flas ) = f(21) f(22) . f(za) = G(20)g(22) .. Gl2n) = G212z 20),

logo f =g em J(X). O que prova a unicidade de f.
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Definicao 3.2 Chamamos a aplicacao f, construida no Teorema anterior, de extensdo

canonica de f.

Finalizamos esta secao com algumas observacoes que serao tteis para a demon-
stracao do Teorema de James.

Observagao-1: Se X ¢é complexo CW e zy é uma 0O-célula de X, entdo J(X)
¢ um complexo CW. Para verificarmos a veracidade desta afirmacao, definimos antes,

para k > 1, Ji(X) como sendo o produto smash X"* = X A X A...AX. Como X ¢é

k vezes

complexo CW, por CW 5, assim é X e deste modo J;,(X) é complexo CW, para todo
k > 1. Temos ainda que J(X) = [J;5, Jx(X), logo, como unido qualquer de complexos
CW ¢é complexo CW, J(X) é complexo CW. Também temos que (J(X),-) é um mondide
topologico, isto segue, pois a topologia de J(X) como complexo CW coincide com a
topologia de J(X) visto como espago compactamente gerado (notemos que, por CW 2,
todo complexo CW é compactamente gerado).

Observacao-2: Supondo X um complexo CW, sendo xy uma 0-célula, afirmamos
que J"(X) é complexo CW. Isto ¢ direto, pois J"(X) = J;_; Ju(X).

Observagiao-3: Como J" (X)), pelo Terema , pode ser visto como subespaco
de J"(X), podemos considerar o espaco quociente J"(X)/J"1(X). Declaramos que
JUX)/J"HX) e J,(X) sdo homeomorfos. Ora, J*(X)/J" }(X) e J,(X) coincidem
como conjuntos, assim basta-nos provar que eles tém os mesmos conjuntos abertos. Para

isso, consideremos o seguinte diagrama comutativo

Xxn = J(X)

X = Jo(X) == J"(X)/J"H(X),
onde ¢, : X" — X" = J,(X), e ¢, : JY(X) — JY(X)/J"(X) sao aplicagoes

quocientes.
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Temos entao

A C J,(X) é aberto <= ¢, '(A) é aberto em X"
< (cpom,) 1 (A) é aberto em X"
< 7, (c;1(A)) é aberto em X™
< ¢, !(A) é aberto em J"(X)

<= A ¢ aberto em J"(X)/J"1(X).

E assim segue que J"(X)/J" }(X) e J,(X) sdo homeomorfos.

Observagao-4: Se X é conexo por caminhos, entao J(X) também é conexo por
caminhos. Seja n > 1. Se X é conexo por caminhos, X" = X x X x ... x X também é
conexo por caminhos.

Sabemos que m, : X" — J"(X) é continua e sobrejetora, donde segue que
J"(X) = m,(X™) é conexo por caminhos.

Visto que JH(X) Cc JA(X)C...cJY(X)C...e J(X) = U J"(X), segue que

n>1
J(X) é conexo por caminhos.



Capitulo 4

Teorema de James

4.1 Introducao

Sejam (X, xo) um espago com ponto base e Ja : (X, z9) — Q(XX,T), a apli-

cacao de James, definida por
Ja(x)(t) = [z,t] € £X.

Temos que Q2(XX,Ty) ndo ¢ um mondide topologico, deste modo o Teorema
nao se aplica. Agora, se nos compusermos Ja com a inclusao de Q(XX,Zj) em
OM (XX, %), obteremos a aplicacdo J : X — QM (XX, 7)) dada por J(z) = (Ja(z),1),
a qual tem como contra-dominio um monoéide topolédgico.

Observamos que,

J(xo) = (Ja(zg), 1) e Ja(xp)(t) = [zo, t] = To,

ou seja, J(z9) = (Iz, 1), e (Iz, 1) ndo & o elemento identidade de Q™ (XX, 7). Logo a
aplicacao J nio se enquadra nas hipoteses do Teorema

Seja X=X | ][0,1]/ ~, onde ~ é a relacao de equivaléncia que identifica 1 e x,
isto é, 1 ~ x.

Consideremos .J : X | |[0,1] — QM (XX, %) definida por

87
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j(p) _ J(p), sepeX
(lfovp)v s€ D € [Ov 1}

Mostremos que J & continua. Como X N[0, 1] = 0, basta provarmos a continuidade
de Jlx e Jlpy. Mas Jlx = J, a qual & continua, e J|py : [0,1] — QM(2X,7) ¢
continua, pois seja U = ﬂle(Si, V;) x A aberto basico de QM (XX, ), onde S; é compacto
de R, V; é aberto de ¥ X, e A é aberto em R,.

Temos que existe L = AN[0,1] aberto de [0, 1], com J| 01](L) C U. De fato, seja
ze L =AnNI0,1], assim J)jo1(2) = (Isy, 2) € N, (S;, Vi) x AN[0,1] € U. Além do
mais, J(zo) = J(x0) = (I, 1) = J(1). Deste modo, .J preserva a relaciio ~, e & continua,
portanto existe Ja : X | ][0,1]/ ~— QM (X, T,) continua, dada por Ja(p) = J(p),
sendo p € X | |[0,1]/ ~.

Tomando 0 como ponto base de X, vemos que %(0) = J(0) = (Iz,,0). Deste
modo, temos que Ja: X — OM (XX, Tp) é continua, QM (XX, 7)) é monoside topologico, e
Jalevao ponto base de X no elemento identidade de OM(X X, 7)), e assim podemos aplicar
o Teorema , ou seja, existe um tinico homomorfismo continuo J : J ()A( ) — QM (XX, 7))
que estende Ja.

O Teorema de James nos diz que, se X ¢ um complexo CW conexo, entao J ¢ uma
equivaléncia de homotopia. E a demonstracao deste Teorema serd o nosso objetivo neste
capitulo. Para tal demonstracio, mostraremos inicialmente que H,(J(X)) = TH,(X)
via um isomorfismo j; de dlgebras graduadas e mostraremos também que existe outro
isomorfismo de algebras graduadas j, entre H,(QM(SX, %)) e TH,(X). Logo a seguir,
verificaremos que

H*<J> = J2 ojflv

sendo assim H,(J) um isomorfismo de algebras graduadas. Tendo isto, aplicaremos o
Teorema de Whitehead [1.11], e para isso, precisaremos ainda mostrar que J é uma equiv-
aléncia de homotopia fraca, feito isto, aplicaremos o Teorema de Milnor 2.5 e assim, a

prova do Teorema de James estar concluida. De inicio, calcularemos H, (.J(X)).
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AN

4.2 Calculo de H,(J(X))
Inicialmente calcularemos H,(J(X); F), sendo X um complexo CW conexo, xg
uma 0-célula de X e F' um corpo.

Lembremos que J(X) é filtrado por {J"(X)} e desta forma, segue que

neN*’
JHX)cAHX)C...cJ"(X)C...C J(X)
Além do mais, supondo Y um F-modulo e considerando

T,.Y)=ROYBYRY®D..0Y®..QY,
————

n vezes

vemos que

hV)Ch(Y)Cc...cT,(Y)C...CcT(Y),

sendo T'(Y') a algebra tensorial do F-médulo Y.

Em particular, quando consideramos Y = fl*(X; F),

TVH.(X:F)CTyH,(X;F)C...CT,H.(X;F)C...C TH.(X;F)

A estratégia para a demonstracio de que H.(J(X);F) = TH.(X;F) sera a
seguinte:

Primeiro, mostraremos que, para cada inteiro positivo n existe um F-isomorfismo
U s ToH (X F) — H,(J"(X); F).

Logo a seguir, verificaremos a existéncia dos limites diretos lim H.(J"(X); F), e
—

lim Tnﬁ* (X; F). Supondo a existéncia dos limites diretos acima citados, que
—
lim H, (J*(X); F) = H,(J(X); F), imT,H,(X; F) ~ TH,(X; F),
— —

e que 1, induza um F-isomorfismo ¥ entre im T, H,(X; F) e lim H,(J"(X); F), entdo
— —
seguird que H,(J(X): F) = TH,(X; F).
Deste modo, devemos demonstrar que:

(1) existe um F-isomorfismo vy, : T H,(X; F) — H,(J"(X); F);



90

(2) im T, H,(X: F) 2 TH,(X; F);
—
(3) im H,(J"(X); F) = H (J(X); F);
—
(4) existe um F-isomorfismo ¥ entre lim T, H, (X ; F) e lim H,(J"(X); F).
— —

Para provarmos (1), precisaremos de alguns lemas, os quais enunciaremos a seguir.

Lema 4.1 Se X € complexo CW, e A é um subcomplero nao-vazio, entao existe uma

sequéncia exata

n n—1

~ ) i ~

"HHH(A)éﬁn(X)iﬁn(X/A)L ~n71(X)**>Hn,1(X)*>

- —— Hy(X/A) 0,

onde i € a inclusio A — X e j € a aplicagio quociente X — X/A

Prova: Ver [5].

Lema 4.2 Se as hipdteses do lema anterior forem satisfeitas, entdo a sequéncia

~ H.(p) ~ H.(q)

(x) H(A) = R® H(A) —> H.(X)=R® H,(X) —* H,(X/A)

é exata, onde H.(p) = 1rx H.(1), H.(q) = H.(j)ops, com H, (i), H.(j) sendo as induzidas
em homologia pelas aplicagdes i e j do lema anterior, respectivamente, e po(r,x) = x, com

(r,z) € R® H.(X)

Prova: Como as hipdteses do lema anterior sao satisfeitas, existe uma sequéncia exata

n ; .n—1
* (2

o H,(A) —— H,(X) —]lﬁn(X/A) T Hy 1 (X) = H, 1 (X) —

- — Hy(X/A) 0,

Na sequéncia (x) devemos mostrar que ker(H.(j) o p2) = Im(1g x H,(7)).

Im(1r x H. (7)) C ker(H.(j) opy) pois, para (r, H*(z)(z ax)) € Im(1g x Hy (7)),

k>1

temos (H.(j) 0 po)(r, Ho(1) (Y ar)) = Ho(7) (D i (ar)) = Y (it o i) (a) = 0.

k>1 k>1 k>1
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Jaker(H,.(j)ops) C Im(1gx H,.(7)), pois, para (r, Zak) € ker(H.(j)ops), temos

k>1
H.(j)(pa(r, Zak)) = ij(ak) = 0, donde segue que j¥(a) = 0, e assim a, € Im(i¥),
Jj=1 k>1
logo (r,Zak) = (r, Zz’j(ak)) € Im(1g x H.(i)).
k>1 k>1

Prova de (1): Lembrando que

H,(J(X); F) = @ Hi(J(X); F), e TH.(X; F) = @ TOH.(X; F),

i>0 i>0

onde

F sei=0

TOH(X:F)={ _ N _
H(X:F)®...® H(X;F) = H(X;F)®", sei>1,

S

'
i vezes

podemos definir F-homomorfismos, para n > 1,
¢ TWH (X F) = H(X; F)®" — H,(J(X); F),

sendo a composicao

Him;) H, (i)

fl*(X;F)‘g" — H,(X;F)*" = H (X" F) H,(J"X);F) — H.(J(X); F),

onde x é o produto cross, H.(m,) é a induzida em homologia de 7, (m, é a proclusao
definida no capitulo anterior), e H, (i) é a induzida em homologia de i, sendo i a inclusdo
de J*(X) em J(X).

Como X é complexo CW conexo, segue que X é conexo por caminhos, logo J(X)

também ¢ conexo por caminhos, e assim Hy(J(X); F') = F. Entdo podemos definir
¢o: TOH,(X;F)=F — H,(J(X); F)

por ¢o(r) = r, que também é um F-homomorfismo. Desta forma, existe um tnico
F-homomorfismo ¢ : Tf[*(X; F) — H,(J(X); F) tal que ¢‘T<n>ﬁ*(X;F) = ¢y

Definimos, para n > 1, Tnﬁ*(X; F) como sendo

FOH(X;F)®H(X;F)QH,(X;F)® ... 8 H{(X;F)®...® H.(X; F)

N /

—~
n vezes
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Provemos que ¢y, = @|p, g (x.py * TnH (X3 F) — H.(J"(X); F)) € um F-isomorfismo
para todo n.

Como X é complexo CW, o Teoremase aplica, e assim, o par (J"(X), J"}(X))
satisfaz as hipoteses do Lema[d.2l Como J™(X)/J""1(X) e X" sdo homeomorfos, segue

que a sequéncia abaixo é exata,

H ~

H(J"N(X): F) ™% m.(m(x): F) ™9 7 (x0 F)

Sem muitas dificuldades, verifica-se que o diagrama abaixo é comutativo para

todon >1

in—1

T H (X F)—= H,(X; F)®" —=0

d’nl Xi
H* -~
ﬂ) H*(X/\n; F) s 07

0—>T, 1 H,(X;F)

wnll
n—1 H.(p) n .
0= H.(J1(X): F) 200 (0 (X); F)

com i,_1; sendo a inclusdo Tn,lﬁ*(X;F) — Tnﬁ[*(X;F), pn € a projecdo sobre a
Gltima variavel, H,(p) = 1r x H,(i), onde ¢ é a inclusao J" '(X) — J*"(X),
H.(q) = H.(f o j)ops onde J(X) - J*X)/J"1(X) -5 X sendo f o ho-
meomorfismo entre J"(X)/J" 7 (X) e X"

Observamos que a sequéncia
0 — T, Ho (X F) "3 T, H,(X; F) 2 H.(X; F)®" — 0

é exata, para todon > 1.

Provemos agora que ,, é F-isomorfismo, para todo n > 1, por inducao.

(1) Para n = 1, temos ¢, : R® H,(X) — H,(J(X)) = H.(X), onde ¢, =
P|lrom. (x), € Y1(r,x) = (r,z), onde (r,x) € R® H,(X). Claramente 1, ¢ um F-
isomorfismo (note que Ho(X) 2 {0}, pois X ¢ conexo por caminhos).

(2) Suponha, para n > 2, que ¥,_; seja um F-isomorfismo e provemos que 1,
também é um F-isomorfismo.

Do Teorema de Kunneth segue que H,(X)®" e H,(X"") sdo F-isomorfos via o

produto cross (notemos que F' é um corpo), e como 1,1 é F-isomorfismo, temos que a
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sequéncia
0 — H,(J" (X)) — H(JYX); F) — H,(X"";F) — 0

é exata. Assim o Lema dos 5 se aplica, donde vem que v, ¢ um F-isomorfismo.

Provaremos, a partir de agora, (2). Para tanto, precisaremos de alguns resultados
preliminares.

Dizemos que um conjunto parcialmente ordenado D é dirigido se, para quaisquer
dois elementos «, [ de D, existe um elemento 7 de D tal que 7 > a e 7 > (.

O conjunto dos ntmeros naturais N = {0,1,...}, bem como, o conjunto dos
inteiros positivos, N* = N — {0}, sdo exemplos de conjuntos dirigidos.

Sejam D um conjunto dirigido, e G, um F-moédulo definido para cada o € D.

Suponhamos que para cada > « em D, exista um F-homomorfismo
fap : Go — G, tal que para v > 8 > a em D tenhamos fgy o fog = foy € 56 @ = 3,
entdo fo3 = lg,. O sistema {G,, fap} com as propriedades acima citadas é chamado
sistema dirigido de F-mo6dulos.

O proximo Teorema garante a existéncia de limite direto na categoria dos

R-modulos R-Mod, sendo R um anel comutativo com identidade.

Teorema 4.1 Sejam {G., fas} um sistema dirigido de R-mddulos, e G 0o R-mddulo dado
por @ Go/S, sendo S o submddulo de @ G, gerado por

aeD aeD

{Aalg) = As(faslg)) s g€ G e B >al,

com A\, : G, — @Ga, v € D. Entio G = lim G,,.
—

a€D
Prova: Devido as propriedades que definem o sistema dirigido {G,, fas} segue que D ¢é
filtrado (como na segao 4 do capitulo 2).
Assim, basta mostrarmos que G = colimF(«a), sendo F' : D — R — Mod o

funtor que associa cada « € obj(D) ao R-modulo G, e caso § > «, entdo existe um
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R-homomorfismo f,5 : G4 — Gp. A boa definicao do funtor F' é decorrente do fato de
{Ga, fap} ser um sistema dirigido.

Para mostrarmos que G = colimF'(a/), utilizaremos a propriedade definidora de
colimite, dada na segao 4 do capitulo 2.

Inicialmente, notemos que a inclusao A\, : G, — @ Go (a € D) induz um R-

aeD
homomorfismo i, : G, — G. E mais, se 8 > «, entdo, como A\, (g%) — A\s(fap(g®)) € S,

V g% € Gqa, 130 fop = ia-
Dados «, f € D, com § > «, R-médulo A e R-homomorfismo g, : G, — A,
temos que, se o diagrama

G&GQ&A
\
kf‘fA#
Gg

comuta, entao existe um unico R-homomorfismo h : G — A que completa o diagrama
comutativamente.
De fato, para cada a € D, existe R-homomorfismo g, : G, — A, logo pela
propriedade universal de Soma Direta, existe um tinico R-homomorfismo
h: @ G, — A,
aeD

que torna o diagrama abaixo comutativo, para cada o € D,

G, —2 A

w3

D

aeD

Afirmamos que h(S) = {0}, com 0 € A. Claramente {0} C h(S), pois
0= X(0) — A\a(faa(0)). Ja E(S) C {0}, pois seja z € S, isto é, z = Ao (9) — A\s(fap(9)),
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CongGa,BZae)\W:Gﬁ,%@Ga. Ora,

aeD

h(z) = h(ha(9)) = BAs(fasie))

[l
e e
Q Q
—~ —~
< =)
~— ~—

| |
e e

Q =
—~ —~
< ~
~— Q

=
—~
=
~—
~—

Como h(S) = {0}, segue que existe um tinico R-homomorfismo

h:@Ga/S — A

aeD

dado por h(g) = h(g), com g € GB Ga.
a€D

Agora, se g € G, entdo (hoiy)(g) = h(g) = E(g) = (E 0 X )(9) = galg), donde

segue que h o i, = g,, para cada a € D. A unicidade do R-homomorfismo é evidente.

Observacgao 1- Para qualquer elemento g de lim G, existe g* € G, para algum
—
a € D, tal que g = i,(g®). Isso é evidente, devido a i, ser a composigao
A :
= 1 )
Gy, == 662 G, — limG,

Observagao 2- Para qualquer a € D e g* € G, temos
ian(9%) = 0<=3 5 > a, tal que fop(g”) = 0.

Exemplo 1- Para cada n € N* = N — {0}, seja

T,H(X)=R® H(X)®H,(X)® H(X)®...® H(X)®...® H,(X).

N /

—~
n vezes
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Sabemos que Tnﬁ*(X) é um R-mo6dulo. Além disso, para m > n em N*, ex-
iste homomorfismo 7,,, : Tn]:f*(X) — Tm]:l*(X) definido como sendo a inclusdo, ou
seja, inm(z) = x, para © € T,H(X) C ThH.(X), e se p > ¢ > r em N*, entio
Ggp © Irqg = Urp. LoOgO {Tnfl*(X), inm} € um sistema dirigido, e assim tem sentido con-
siderarmos lim T}, H, (X).

H
Exemplo 2- Paran, m € N* com m > n seja jum, : J"(X) — J™(X) a inclusdo

natural. Tal inclusao induz um R-homomorfismo em homologia, a saber,

Claramente, para p > ¢ > r em N*, j,, 0 joq = jrp- Visto que H, é um funtor covariante,
H. () = Holiap © dra) = Holiay) © H. (i)

Do que afirmamos acima, {H.(J"(X)), Hi(jnm)} forma um sistema dirigido, e
assim o R-modulo lin H.(J"(X)) esta bem definido.

Exemplo 3- Para n € N*, sejam G,, = {0} (R-modulo trivial) e, para m > n em
N*, tym : G, — Gy, € tal que 4,,,(0) = 0. Sem dificuldade, verifica-se que {G,,, ipm} €

um sistema dirigido, e lim G,, = {0}.
R

Teorema 4.2 Sejam {Ga, fas} um sistema dirigido de R-mddulos, A um R-mddulo e
he : Go — A um R-homomorfismo tal que, se 8 > «, entao, hgo fu3 = h,. Agora,
pelo Teorema existe um unico R-homomorfismo h : lim G, — A tal que hoi, = hg,
—
V a, sendo i, : G, — lim G, o R-homomorfismo jd definido anteriormente. Entdo
—)
h :limG, — A € um R-isomorfismo se, e somente se, as sequintes declaracoes sao
H
verdadeiras:

(1)Va€eA, FaeDedqg, € G, tal que ho(ga)

a;

(2) Se ha(ga) =0, entao 3 5 > « tal que fo5(ga) = 0.

Prova: Segue da construcao de h feita no Teorema basta notarmos que

Im(h) = U Im(hy) e Ker(h) = U Ker(h,) ou das observagoes feitas anteriormente.

aeD aeD

Corolario 4.1 lim T, H,(X) e TH,(X) sio R-isomorfos.
H
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Prova: Para cada n € N*, seja h, : T, H.(X) — TH,(X) o R-homomorfismo inclusao,
isto &, hy(z) = 2, V & € T, H,(X) (Observamos que T, H,(X) C TH,(X)).
Agora, se m > n em N*, entao h,, © i,, = h, Logo existe um tnico

R-homomorfismo h : lim T, H,(X) — TH,(X), tal que hoi, = h,, onde
—
in : Ty H,(x) — lim T, H,(X)
—

¢ 0 R-homomorfismo induzido pela inclusdo T), H,(X) < @T,J—L(X)

O R-homomorfismo h é tal que h(g,) = hn(gn), onde gn € T,H,(X) € gy repre-
senta a classe de g, em th T, H,(X).

Afirmamos que h é um R-isomorfismo. Ora, para qualquer a € Tf[*(X),
a € T,H,(X) para algum n € N,, e assim hy(a) = a, e ainda, se h,(a) = 0, entio
existe m > n € N* tal que i,m,(a) = h,(a) = 0. Portanto, pelo ultimo Corolario, temos

que lim Tnfl*(X) e T?I* sao R-isomorfos, via R-isomorfismo h.
—)

O Corolario anterior, nos garante que, caso R seja um corpo, 121 Tnﬁ*(X) e
TH,(X) sio R-isomorfos, ficando assim provado o item (2) do inicio desta secio.

Passaremos agora a justificar o item (3) do inicio desta segdo, isto &,
liin H,.(J"(X)) = H.(J(X)), quando X for um complexo CW conexo, sendo R um corpo,
e o uma 0-célula.

Sejam D um conjunto dirigido e X = U X, um conjunto com a propriedade

aeD
de que, se f > «, entdo X, C Xp. Sendo {X,, fas} um sistema dirigido, onde

fap + Xo = Xp, para 8 > «, € a inclusao, entao de maneira semelhante ao Exemplo
2, vemos que {H;(X,; R), H;(fap)} forma um sistema dirigido.

Temos ainda que, se i, : X, — X ¢é a inclusao natural para cada o € D,
entdo H;(i,) : Hi(X,) — Hi;(X) ¢ um R-homomorfismo. E mais, se f > «, como
i3 0 fap = la, Hi(ig) o Hi(fap) = H;(is). Logo, pela propriedade definidora de limite

direto, existe um tnico R-homomorfismo [ : lim H;(X,) — H;(X) tal que [ ot, =
H
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H;(is), onde t, : Hj(X,) — lim H;(X,) é o R-homomorfismo induzido pela inclusao
—
H;(Xo) = @) Hi(Xa).
a€D

O R-homomorfismo [ é dado por I(Ty) = H;(iy)(zs) para z, € H;(X,). Um

passo importante para a justificativa de (3) é o Teorema a seguir.

Teorema 4.3 Se um espaco topolégico X é a uniao de subespacos X, onde a € D,
sendo D um conjunto dirigido, e {X,, fap} um sistema dirigido, com a propriedade de
que cada subconjunto compacto de X esteja inteiramente contido em algum X,, entao a
aplicagao natural li_rr)l Hi(X.) — Hi(X) dada anteriormente é um R-isomorfismo para

quaisquer indice i e anel comutativo com identidade R.

Prova: Ver [5].

Corolario 4.2 Para cada i € N, lim H;(J"(X)) e H;(J(X)) sdo R-isomorfos.
—

Prova: Sabemos que J(X) é filtrado por {J"(X)}, logo a propriedade CG 12 se aplica,
e assim, se K é um subconjunto compacto de J(X), entdo K C J"(X), para algum
n € N*. Além do mais, pelo Exemplo 2, {J"(X), jum} forma um sistema dirigido.

Deste modo, as hipoteses do dltimo Teorema sao satisfeitas, portanto a aplicacao natural

[:lim H;(J"(X); R) — H;(J(X)) é um R-isomorfismo, para cada i € N.
—

Utilizando este tltimo Corolario, e a definicao do limite direto ligl H.(J"(X))
segue que li_r)rl H.(J"(X)) e H(J(X)) sdo R-isomorfos, via um R-isomorfismo « o que
conclui a justificativa de (3).

Finalmente, tentemos justificar o item (4) do inicio desta se¢ao, o qual afirma que
1, induz um F-isomorfismo 1) entre li_rr} T,H.(X: F)e lin H.(J"(X)), sendo F' um corpo,
X um complexo CW conexo, tendo zy como uma 0-célula. Para a devida justificativa de

(4), faremos uso do seguinte resultado:



99

Teorema 4.4 Sejam {A;, f;ﬁ}: {Aa, fap} e {A;, f(;'ﬁ} sistemas dirigidos baseados no
mesmo conjunto dirigido D.

Se A;C — Ay — AZY € sequéncia exata, para cada o € D, e o diagrama

S —

lf;ﬁ ifﬂtﬁ if;lﬁ

comuta, para todo 5 > «, entdo a sequéncia induzida
lim A, — lim A, — lim A,
— — —

€ exata.

Prova: Ver [I].

Corolario 4.3 Se ¢, : T, H,(X) — H,(J"(X)) é um R-isomorfismo, para todo n € N,

que torna o diagrama

T H(X) —2 H,(J™(X))

comutativo, Ym > n em N*, entio lim T, H,(X) = lim H,(J"(X)).
— —

Prova: Aplicacao imediata do Teorema anterior, basta considerarmos os sistemas dirigi-
dos {Tnﬁ*(X), @m} (H(J™(X)), Hy(m)} € {Gns Do), onde Gy = {0V € prm(0) = 0,

baseados em R.

Na justificativa de (1) vimos que existe um tnico R-homomorfismo
: TH* X) — H,(J(X)) tal que "5 = 1,. Afirmamos que ¢ um
T f, (X)

R-isomorfismo. Visto que a propriedade (1) é vélida, ou seja, 1, € um R-isomorfismo, do



100

Corolario segue que lim7T,H,(X) e lim H,(J"(X)) sdo R-isomorfos, via um
R-isomorfismo 7.

Agora a composicao
TH.(X) "5 im T, H,(X) 2 lim H.(J*(X)) -2 H.(J(X))
— —

é igual a ¢, e como h™!, v e a sdo R-isomorfismos, sendo h e a os R-isomorfismos de (2)

e (3), respectivamente, concluimos que ¢ é um R-isomorfismo.

Pelo que vimos até entao, quando R é um corpo, X é complexo CW conexo,
tendo o como uma O-célula, H,(J(X): R) = TH, (X;R).

Utilizando o Apéndice, vemos que H,(J(X); R) & H,(J(X); R), donde segue que
H,.(J(X);R) = TH,(X;R) via um R-isomorfismo ji.

4.3 Fibracoes

A esta secao, destinamos alguns conceitos e resultados sobre Fibracoes que terao
aplicacoes no calculo de H, (XX, Tp)).

Sejam F, B espacgos topologicos, e p : E — B uma aplicagao continua. De-
notaremos aplicacoes da forma F' : X x I — Y simplesmente por Fi, ou seja, Fi(z) =
F(z,t).

Dizemos que a aplicacao p tem a propriedade de levantamento de homotopia com
relagao a um espaco X se, e somente se, para quaisquer aplicacoes ¢, : X x [ — B, e
go : X x {0} — F tais que po gy = go © i, existe uma homotopia g, : X x I — E que

levanta gg, ou seja, que torna o diagrama abaixo comutativo.

Xx {0} 2 ~Fg

| ’ |

gt

XxI1-% -8B,
onde i(z,0) = (x,0).
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Definicao 4.1 Sejam E e B espacos topoldgicos, e p: E — B uma aplicacdo continua.
p € uma fibracao se, e somente se, p tem a propriedade de levantamento de homotopia com

relagao a qualquer espaco X. Definimos ainda a fibra de b € B como sendo Fy, = p~*(b).

A partir de agora, listaremos alguns resultados sobre fibracoes, que relacionam o

que ja estudamos. Na medida que necessitarmos, faremos as demonstracoes.

Teorema 4.5 Seja p: E — B uma fibracdao. Se B € conexo por caminhos, entdo todas

fibras de elementos de B tém o mesmo tipo de homotopia.

Prova: Veja [10].

Teorema 4.6 Seja p: E — B uma fibragao. Se U C B, entio pl,— ) : p ' (U) — U

€ uma fibracao.

Prova: Veja [10].

Teorema 4.7 Sejam p : E — B uma fibracdo, e B um espaco contrdtil. Entdo, para

todob e B, E~ B x F,.

Prova: Veja [5].

Teorema 4.8 Seja

PX ={y:1— X : v ¢é continua e y(0) = x},

onde xg € um ponto firado de X. Entao a aplicacao p: PX — X, definida por

€ uma fibracao.



102

Prova: Sejam A um espaco topoldgico qualquer, f : Ax {0} — PX,eg : X xI — X
aplicacoes continuas dadas, que satisfazem po f = ggoi. Devemos construir uma aplicacao
continua g : A x I — X que torne o diagrama a seguir, comutativo.

Ax{O}L>Px,

Axf & X

Primeiro, notemos que p é continua (é uma restricdo da aplicagdo avaliagdo, a
qual é continua).

Seja f(a,0) =, € PX, ou seja, 7,(0) = xg, € 7, : I — X é continua.

Definimos g : A x I — PX por g(a,t) € PX, sendo que g(a,t) : [ — X &

dada por

_ Ya(25), se 0 <s<1/2
9(a,t)(s) = (ya x Te)(s) =
r‘2s—1), sel/2<s<1.

Claramente g é continua, desde que 7, * '} faga sentido, e I'; seja continua.
Consideremos entao I, = glia1xj04 © ¢¢, onde ¢, : I — [0,t] é definida por

©¢(1) =1 - t. Deste modo, T, & continua, e além disso,

72(0) = [gl{ayx10.0 © 1] (0)
= 9l{ayx10.4(0:(0))
= 9l{ayx101(0)
= (g 0i)(a,0)
= (po f)(a,0)
= p(Ya)-
Ainda temos que os tridngulos do diagrama anterior comutam.

De fato,
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(pog)la,t) =g(a,t)(1)
=T%(1)
= [gltayxi0a © ] (1)
= 9ltayxfo.n(t)
= g(a,t).
E, (§oi)(a,0) = §(a,0) : I x {0} — X & tal que,

_ Ya(2t), se 0 <t <1/2
9(a,0)(t) = ya x To(t) = :
@2t —1), sel/2<t<1

e como I'%(2t — 1) = [gl{ayx(0.0 © o] (2t — 1) = g(a,0) = 74(1), segue que goi = f.
Portanto p ¢ uma fibracao.

Além do mais,

pHzo) ={y€PX: (1) =}
= {fy I — X : 7y é continua e 7(0) =Zy = ’7(1)}
= Q(X, ZE())

Teorema 4.9 Sep: X — Y € fibracio, B CY, e B € retrato por deformacao forte de

um aberto U de 'Y, entdo p~*(B) € retrato por deformagao de p~'(U), no sentido fraco.
Prova: Visto que p: X — Y ¢ fibra¢ao por hipotese, pelo Teorema [4.6]
p=plprw :p ' (U) —U

¢ fibracdo. Agora, como B é retrato por deformacao forte de U, existe homotopia
F:U x I — U que satisfaz:

(1) F(u,0) = u, para todo u € U;

(2) F(u,1) € B, para todo u € U;

(3) F(b,t) =b, para todo b € B e para todo t € I.
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Haja visto que a aplicacao p é continua, assim serd a aplicacao
px1lp:p N U)xI —UxI.

Temos entdo a composi¢ao F o (p x 1;), a qual é continua, e além disto, por (1), (2), e
(3), vemos que:

(4) Fo(px 11)(x,0) = F(p(x),0) = p(a), ¥ & € p~ (V)

(5) Fo(px1f)(x,1) = F(p(z),1) € B,V z € p(U);

(6) Fo(px1r)(c,1)=F(p(c),1) =p(c), ¥V cep ' (B).

Definindo Fy : p~2(U) x {0} — p~L(U) por Fy(z,0) = p(z), temos que
(po Fy)(x,0) = p(z) = [F o (px 1) 0id](x,0), sendo i : p7(U) x {0} — p~H(U) x I a

(
(

inclusao natural. Deste modo, como p ¢ fibracao, existe aplicacao continua

F:p ' (U)x I —p ' (U)

que torna o diagrama abaixo comutativo.

P (U) x {0} e ()

LT

p_l(U) y IFO(leI U

Pelas propriedades (4), (5) e (6), vemos que F é tal que
F(z,0) =z, F(z,1) € p Y (B)Yz € p ' (U) e F(¢,1) = ¢V ¢ € p~Y(B). Logo

p~Y(B) é retrato por deformacao de p~1(U), no sentido fraco.

4.4 Calculo de H,(QY (XX, 7))

Teorema 4.10 Se X ¢ um complexo CW conexo, e xg € uma 0-célula de X, entdo, para

todo corpo R, H,(QUXX,%o); R) = TH,(X;R).
Prova: Inicialmente, fixemos algumas notagoes:

Y =%X,
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Yy = CL(X),
Y. = C—<X)7
Yo = To = [wo, t] = [z, 1] = [z, 0],

onde C; (X) e C_(X) representam os cones reduzidos, ja definidos no capitulo 2. Ainda
no Capitulo 2, vimos que Y = Y_ UY,, Y_ NY, ~ X — ¥X (A~ B <= Ae B sao

homeomorfos).

Consideremos a aplicacdo p : PY — Y definida por p(¢) = ¢(1), para ¢ € PY.
Do Teorema , sabemos que p é uma fibragao, com fibra p~(yy) = Q(Y, yo).

Sejam P.Y = p }(Y,) e P.Y = p }(Y_). Temos que os elementos de P.Y
sao caminhos em Y que iniciam em y, e terminam em Y, ja os elementos de P_Y sao
caminhos em Y que comecam em g e terminam em Y_.

Temos ainda que P,Y N P.Y =p ' (Y ) np '(Y.) =p ' (Y. NY.) =~ p(X)
consiste no conjunto cujos elementos sao caminhos em Y que iniciam em g, e terminam
em X.

Por hipotese, X é complexo CW, deste modo, Y, e Y_ sao subcomplexos de XX,
e assim, por CW 6, existem abertos U, e U_ em Y contendo, respectivamente, Y, e Y_,
tais que Yy, e Y_ sao retratos por deformacao forte de U, e U_, respectivamente. Além
disso, vé-se que X ~ Y, NY_ é retrato por deformacao de U, NU_.

Agora, visto que p é fibracao, segue do Teorema[1.9] que P,Y, P.Y e P,YNP.Y
sdo retratos por deformagao, no sentido fraco, de p~(U,.), p~*(U_) e p~ (U, ) Np~(U_),
respectivamente, os quais sao abertos em PY, devido a continuidade de p.

Vale observarmos que se A é retrato por deformagao de B ( retrato por deformacao
no sentido fraco ), entdo A e B tém o mesmo tipo de homotopia, e em consequéncia disto,
H,(A) = H,(B), ¥Yn > 0.

Segue, pelo que vimos acima, que
H,(P,Y) = H,(p~ (Uy)),

H,(P_Y) = H,(p" (U)) ¢
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H,(PLY N PY) = H,(p~ " (Us) N p~ ' (U-)).

Agora estamos aptos a utilizar a sequéncia de Mayer-Vietoris para a decomposicdo em
abertos de PY, PY = p~}(U;) Up 1 (U_), notamos que p~*(U,) Np ' (U_) # 0, pois
p U )Np N U-)=p U NU_)e X =Y, NY_CU NU_.

Logo temos a sequéncia exata
o Hy (PY) 255 A, By 2 HA(PY) — ... — Hy(PY) — 0,

sendo

An = Hn(p_l(U-f—) mp—l(U—))7
Bn = Hn(pil(U+)) D Hn(pil(U*))a
ap = (Hn<ll)7 _Hn(ZQ))7
bn == Hn(kl) + Hn(kQ)a
onde, i1 = p~H(Uy) Np ' (Uy) = p~H(Uy), iz @ p ' (Uy) Np ' (U-) = p~H(U-),
ky:p ' (Uy) = PY eky:p ' (U_) — PY.
A sequéncia acima pode ser reescrita como

) (Hn(]l)z—_I){n(]Q)) Hn (w1ﬂ>{n(w2)

. — H,(P,YNP.Y H,(P,Y)®H,(P_Y) H,(PY) 2

... — Hy(PY) — 0,

onde 7 : P,YNPY — PY, jo: PYNPY — PY, w : P.Y — PY, e
wy : P.Y — PY.
Agora, pelo Teorema [2.3] PY & contratil, e como a sequéncia acima é exata,

donde
On = (Hn(j1), —Hn(j2)) : Ho(PLY N PY) — H,(PLY) ® H,(P-Y)

é um R-isomorfismo V n > 1.

Se considerarmos homologia reduzida, e utilizarmos o fato de que

H.(P,Y NPY)=EDH(P.YNPY),

>0
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entdio obtemos um R-isomorfismo ¢ : H,(P,Y N P_Y) — H,(P,Y)® H,(P_Y), onde
¢ = (¢1,02) = (H.(ir), —H,(i2)), sendo H,(i1) e H,(is) as induzidas em homologia re-
duzida pelas inclusoes iy : PLYNP.Y — P,Y ey : PLYNP_Y — P_Y respectivamente.

Caso desconsiderarmos o sinal negativo na segunda coordenada de ¢, ainda con-
tinuaremos com um R-isomorfismo. A partir deste momento assumiremos isto feito, ou
seja, quando citarmos ¢, estaremos pensando em ¢ = (H., (i), H,(is)). Nosso préximo

objetivo é reescrever o R-isomorfismo ¢ como um R-isomorfismo
0: H,(QY x X) — H,(QY) & H,(QY).

Para comecarmos, como p : PY — Y ¢é fibracdao, do Teorema [4.6] segue que
Plp-1(vy) : P+Y — Y, também é fibracdo. Agora, do Teorema sabemos que Y, é
contrétil, sendo H, : Y, x I — Y, a retracao por deformagao de Y, em vy, definida por
H ([z,t],s) = [z, (1 — s)t + s]. Logo as hipoteses do Teorema [4.7|sdo satisfeitas, e assim,
P.Y e pHyo) x Yy = Q(Y,y) x Yy tém o mesmo tipo de homotopia.

Agora, explicitaremos equivaléncias de homotopia entre P,Y e Q(Y,yo) X Y.

Seja fi 1 PrY — Q(Y,y0) x Y, definida por fy(v) = (¥1,p(7)), onde

7(2s), se 0 <s<1/2
Pi(s) =
H (p(v),2s—1), sel/2<s<1

f+ é continua pois suas fun¢oes coordenadas sao continuas.

De fato, f2 : P,Y — Y, é¢dada por f2(y) = p(v), e p é continua. Mostremos que
fi: PLY — Q(Y,yo) dada por fi(y) = wl é continua. Para tanto, basta mostrarmos
que a composicao

1 .
P.Y 5 (v, g) < V!

é continua.
Agora, visto que I é localmente compacto, pelo Teorema mostrar que ¢ o f}r

¢ continua ¢ equivalente a mostrar que i o fi : P,Y x I — Y, definida por

io fi(v,5) =wl(s)
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¢ continua.

Ora, P,Y x I = P,Y x [0,1/2]UP,Y x [1/2,1], onde F} e F» sao fechados em

F1 F2

P.Y x 1.

w] é continua em F}, pois neste caso, w, é a composigao

lp,yxf

Fi=PY x[0,1/2] == P, YxI-5Y,

onde f(s) = 2s, e a é a aplicagao avaliacao.

Além disso, em Fy, wl é a composi¢do
Fy=PY x[1/2,1] 28y, x T 5 v,
onde g(s) = 2s — 1. Claramente w] ¢ continua em Fy. E mais, para s = 1/2,

7(2s) =7(1) = Hi(v(1),0) = Hy(p(7), 25 — 1).

Logo, pelo Lema da colagem, w] é continua, o que conclui a prova da continuidade de f.

Voltando ao problema de explicitar a equivaléncia de homotopia, seja
g+ = QY,yo) x Yy — P.Y definida, para (y,z) € Q(Y,yo), por g.(v,z) = fi @),
onde

(7:0) 7(2s), se0<s<1/2
1(s) =
Hi(z,2—-2s), sel/2<s<1

Afirmamos que g, é continua.

De fato, g, é continua, se, e somente se, a composicao
QY,y) x Y, 25 Py S y!

é continua. Haja visto que I é localmente compacto, o Teorema [2.1| se aplica, ou seja, a

continuidade da composicao acima equivale a mostrar a continuidade de

h:QY,y) x Yy x I — Y,

definida por h(y, z,s) = €77 (s).
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Mostremos entdo a continuidade de k. Temos que

QY,y0) x Yo x I =QY,yo) x Yy x [0,1/2]UQ(Y, ) x Yy x [1/2,1],

L1 L2

onde Ly e Ly sao fechados em Q(Y,y) x Y3 x [I.

Em Ly, Sj’x) é a composicao de funcoes
T P La(y,yg)xm a
Ly — QY yo) x [0,1/2] x Yy — Q(Y,y0) x [0,1/2] "—  QY,yo) x I —Y,

onde T'(v,z,s) = (7,s,2), Pi(7,s,2) = (v,s), m(s) = 2s, e a & a avaliacio. Como as
funcoes na ultima composicao sao continuas, segue que 553@) é continua em L.

Ja em Lo, 59’” ¢ a composicao
1 n
O(Y,y0) x Vi x [1/2,1] 2 v, x [1/2,1] 223"y, x I Dy,

sendo Py(7y,z,5) = (z,5), n(s) = 2 — 2s. Logo, £ & continua em Ly. Além do mais,
em Ly N Ly, isto &, quando s = 1/2, y(2s) = y(1) = yo = Hy(x,1) = H (2,2 — 2s).
Temos que fyog, e g, o fi sao homotopicas a logy,y,)xv, € 1p,y, respectivamente.
Provemos inicialmente que f1ogy ~ Loy, xy,. Para tanto, denotaremos H(z, s)
por ¢*, com x € Y, fixado.

Agora, para (7,7) € Q(Y, yo) x Vi,

(frog)(v,7) = fi(g+(7, 7))
= f+(07)
= (wgg_”‘”)?x)
= ((y* ¢") * 9", x)

Mas sabemos que (7 * ¢%) * ¢% ~ vy * (¢% % ¢%) ~ y* ¢y ~ 7, onde ¢, : [ — Y,
é tal que c,(s) =z, Vs € I. Deste modo, existe homotopia G : Q(Y,yo) x I — Q(Y, o)
entre (v * ¢%) * ¢% e c,.

Seja F': QY yo) x Y. x I — Q(Y, yo) X Y, definida por F (v, x,t) = (G(x,t), ).
Claramente F' é uma homotopia entre fy o g1 e lowy,y)xy, -

Vejamos agora a justificativa de g o fy ~ 1p, y.
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Para v € P, Y, temos

(94 © f+)(7)

9+ (f+(7))
9+ (W1, p(7))
g+ (1, (1))

T(1)

gl
(% ¢7D) % g7

Como (7 * ¢7W) % g7 = 45 (VW % W) =~y 5 )0y > .

Seja H a homotopia entre (v % ¢7M) x ¢7(1) e ~, esta serd a homotopia desejada
entre g, o fr e lp,y.

De maneira analoga ao que foi desenvolvido anteriormente, p : P.Y — Y_
¢ fibracao, e Y_ ¢é contratil, com retracao por deformacao H_ : Y. x I — Y_ de
Y_ em y, definida por H_([z,t],s) = [z,t(1 — s)]. Logo, pelo Teorema temos que
PY ~Y_ xQ(Y, ) ~QY,y0) x Y_.

Constroi-se equivaléncias de homotopia, f_ e g_, de maneira semelhante a con-
strucao das equivaléncias de homotopia f, e g., neste caso, apenas trocando o sinal +
pelo sinal — nas expressoes anteriores.

Quando restringimos f_ e g- a PLY NP.Y e Q(Y,y) x (Y. NY_) obtemos,
respectivamente,

fLiP.YNPY — QY,y) x (Y,NY.) e
Q) x (Y. NY.) — P,YNPY

Identificando Y, N'Y_ com X, obtemos equivaléncias de homotopias
L PYNPY —QY,y)x X e

QY ) x X — PLY x P.Y

dadas por f-(v) = (v 7™, 4(1)), onde 7/ (s) = H_(7(1),5) e §(7,7) = 7% 7* com
7%(s) = H_(x,1 — s).
Pelo que vimos até agora, P.Y =~ Q(Y,yy) x Y., e como Y, ¢é contratil,

P.Y ~ Q(Y,yo). De modo andlogo, vemos que P_Y =~ Q(Y, yo).
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Ainda, PLY N P_Y ~ Q(Y,yy) x X. Portanto, tomando as devidas composicoes,
e utilizando o fato que equivaléncias de homotopia induzem isomorfismos em homologia,
obtemos o isomorfismo 6 : H, (Y, yo) x X) — H.(Q(Y, o)) & H. (Y, 10)).
Analisemos agora as coordenadas de 6.

A primeira coordenada de 6, 0, é induzida em homologia pela composicao

O x X S pynPy S Py 5oy <y, 2Ly,

e a segunda coordenada de 0, 05, é induzida em homologia pela composicao

WxX S PYynPY &Py oy xy 2oy

Através de uma reparametrizagao adequada, vemos que p; o fy oiy o g_ torna-se

igual a composicao

QY x X Y0y x QY - Qy,

onde Ja : (X,z9) — (Y, 0),ly,) é a aplicacdo de James definida na introdugao
deste capitulo, € py o f_ 0iy 0 g_ torna-se igual, a menos de uma reparametrizacdo, a
P QY x X — QY definida por Pi(v,z) = 7, com (y,x) € QY x X. Deste modo,
01 = H.(pno (lgy x Ja)) = Hi(u) o H(lgy X Ja) e 03 = H.(Py).

Por HR 3, H.(QY x X) & [H*(QY) ® ﬁf*(X)} @ H,(QY), via R-isomorfismo
7= (n,m) H(QY x X) — [H*(QY) ® fl*(X)] @ H,(QY), onde 3 = 0.

Faremos uso agora do seguinte resultado de algebra que afirma que:

Sejam X, Y e Z R-modulos. Se T' = (T1,T3) : X — Y X Z é um R-isomorfismo,

entdo T|ger 1, : Ker Ty — Z & um R-isomorfismo (para maiores detalhes veja [6]).

Como temos o resultado acima e # é um R-isomorfismo,
01| Ker(oy) : Ker(8y) — H.(QY) e

Ti|Ker(r) : Ker(ma) = Ker(6y) — H.(QY) ® H.(X)

sao R-isomorfismos.
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Deste modo temos o seguinte diagrama comutativo.

o H.(QY)

Ker(0s)

T1
010‘[‘171

H,(QY) ® H.(X)

Portanto L; = 6, o7, ! ¢ um R-isomorfismo. Agora, como
01 = H.(p) o Hi(1lgy X Ja),

o diagrama

H*(lgy ><Ja)

H.(QY x X) H.(QY x Qy)

1 [ P(w)

H(QY) ® Hy(X) —S> H,(QY) & H,(QY)

é comutativo, onde P(u) é o produto de Pontryagin, e ¢, = 1y, v)gn.(s). Desta forma,

H.(QY)

segue que o R-isomorfismo Ly é dado pela composicao

Lar, (v ®Hu (J)
—

H.(QY) @ H.(X) H.(QY) ® H.(QY) 29 7.y,

onde P(p) = P(1)| 1. vy i, (x)-

Para finalizarmos a prova de que H,(QY) = TH,(X) simplesmente aplicamos o
Teorema algébrico , com A= H,(QY),V = H,(X) e i = H,(J) via um R-isomorfismo
J2

u

Visto que QY(Y,y0) =~ QY y0), Hi(QY(Y.90); R) = H(QY,0); R), e como

H,(QY,y0); R) = TH.(X; R), segue que H.(QY (Y, y0); R) = TH.(X; R).

4.5 Prova do Teorema de James

Lembremos que o Teorema de James afirma que, se X é um complexo CW conexo,
entao J : J()A() — OM(XX,Ty) é uma equivaléncia de homotopia.

Para provarmos o Teorema de James, precisaremos do seguinte Lema.
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Lema 4.3 Sejam X, Y H-espacos 0-conexos, f : X — Y uma H-aplicacdo que € uma
equivaléncia em homologia, isto é, H,(f) : H,(X;Z) — H,(Y,Z) € isomorfismo para

todo n. Entao [ € uma equivaléncia de homotopia fraca.

Prova: Visto que X, Y sao H-espacos, pelo Teorema [2.10] existem complexos CW K, L
e equivaléncias de homotopia fraca ¢ : K — X, ¢ : L — Y. Sendo assim, do Teorema
K e L admitem uma H-estrutura que tornam ¢ e ¢ H-aplicagoes, e por CW 8, existe
uma tinica aplicacio continua (a menos de homotopia) ¢' : K — L tal que thog =~ fo¢.

Agora, pelo Teorema de Aproximacido Celular CW 10, ¢’ é homotopica a uma
aplicacdo celular ¢ : K — L, e como g é tnica, a menos de homotopia, segue que
Yog~ fodap.

Sabemos que equivaléncias de homotopia induzidas em homologia sao iguais,
desta forma, H, (¢) o H,(g9) = Hy(¢¥ 0 g) = H,(f o ¢) = H,(f) o Hy(9).

Como ¢ e 1 sao equivaléncias de homotopia fraca e X e Y sao 0-conexos, portanto
conexos por caminho, segue por CW 7 que K e L também sao 0-conexos, e assim, pelo
Teorema [2.15] ¢ e ¢ sdo equivaléncias de homotopia. Mas equivaléncias de homotopia
induzem isomorfismos em homologia, logo H,(¢) e H, (1) sdo isomorfismos para todo n.

Da relagao H,(v) o H,(g9) = H,(f) o H,(¢), do que comentamos acima, e da
hipotese de H,(f) ser um isomorfismo, segue que H,(g) é um isomorfismo, para qualquer
n.

Afirmamos que g : K — L é uma H-aplicacdo. Para tanto, devemos mostrar a

comutatividade em homotopia do seguinte diagrama,

KxK2% L xL

uKi |

K—2 1,

onde g e puy representam os produtos em K e L, respectivamente.
Temos que ) X pogx g=1ogxpog~ fopX fop= fx foepx¢. Utilizando
isto, e o fato de f, ¢ e ¥ serem H-aplicagoes, obtemos o seguinte diagrama comutativo, o

qual nos garante a comutatividade do diagrama anterior.
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gxg

K x K L xL
dxP Xy
Xxx P ysy
MK #Xi i#y rL
f
X Y

] X
K J L.

Consideremos o seguinte diagrama comutativo

¢

K—X
N
L—-Y,
onde ¢ e 1) sdo equivaléncias de homotopia fraca, isto é, m,(¢), e m,(1)) sdo isomorfismos

para todo n. Como o diagrama acima comuta,

Tn(¥) 0 Tu(g) = mp(¥h 0 @) = mu(f 0 @) = mu(f) 0 Ta(9),

e desta tltima igualdade segue que g é equivaléncia de homotopia se, e somente se, f é
equivaléncia de homotopia fraca.

Pelos argumentos acima feitos, podemos reescrever o Lema em questao no seguinte
formato:

Sejam X e Y, complexos CW, com estrutura de H-espago, e 0-conexos, seja
ainda f : X — Y uma H-aplicacao que é celular, e equivaléncia em homologia. Entao f
é equivaléncia de homotopia fraca.

Por hipotese, X e Y sao complexos CW 0-conexos, donde vem que X e Y sao
conexos por caminhos, consequéntemente mo(X) = {0} = m(Y). Sendo assim, mo(f) é
um isomorfismo.

Mostremos agora que, para n > 1, m,(f) € um isomorfismo.

Como estamos supondo f uma aplicacao celular, por CW 9, o cilindro induzido

por f, Iy ¢ um complexo CW, tendo X e Y como subcomplexos. Consequentemente,
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(Ir,X) & um par CW. Além do mais, sabemos que, Y é retrato por deformacao de I;.
Donde vem que Y ~ [.

Agora, como Y é um H-espaco, segue que I; também serd um H-espago. Uti-
lizando o Teorema , vemos que (I;, X)) é um H-par.

Portanto, pelos Teoremas e temos que X, Y, I; e (I, X) sdo simples.

Visto que X ¢é 0-conexo, pelo Teorema de Hurewicz, temos que a aplicacao
P wi(X) — Hy(X) é um isomorfismo. Agora, como X é simples, m(X) atua triv-
ialmente sobre (X)), logo 7j(X) = m(X), donde vem que a aplicagdo de Hurewicz
px : m(X) — Hy(X) é um isomorfismo. De maneira semelhante, vemos que a aplicacao
de Hurewicz py : m(Y) — H;(Y) é um isomorfismo.

Ainda temos o seguinte diagrama comutativo ( ver [5]):

m1(f)
T (X) ——=m(Y)

fﬂmi@m};.

Como H;(f) é isomorfismo por hipotese, bem como px e py, segue que m1(f) é isomor-
fismo. Disto segue que (17, X) é 0-conexo. Logo, pelo Teorema Relativo de Hurewicz m,
podemos concluir que WI(If,X) = Hy(I;, X), e como o par (I, X) é simples, segue que
m (I, X) = 7l (I;, X). Portanto, m (17, X) = H, (I, X), sendo o isomorfismo em questao
dado pelo homomorfismo relativo de Hurewicz p I7,X)-

Para o par (Iy, X) temos as sequéncias exatas de homotopia e de homologia (veja

L5c ).
oo — (X)) — () — (I, X) — T (X)) — o — mo(X) — mo(Ly)

. — Hy(X) — H,(Iy) — H, (15, X) — H,1(X) — ... — Ho(X) — Ho(Iy).

Devido & Iy ~ Y, obtemos novas sequéncias exatas, substituindo, Iy (quando ndo

aparece no par (Iy, X)) por Y. Ainda, tendo como referéncia [5], vemos que o diagrama
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(1)...m;, X) — m(X) 2% n () — m(;,X) — ...

p(ffax)l ,DXJ/ PY p(IfA,X)l

2).. Ho(I;, X) —— Hy(X) 2% m(v) — Hi(I,X) — ...

comuta. E como, a sequéncia (2) é exata, e H,(f) é isomorfismo, para todo n, vemos que
H, (I, X) = {0}, e dai m;(Iy, X') = {0}, logo (If, X') é 1-conexo. Novamente utilizando o
Teorema Relativo de Hurewicz e os fatos de Hy(Iy, X) =2 {0} e ({f, X ) serem simples,
segue que mo(lr, X) = {0}. Entdo através de um processo indutivo, e da utiliza¢ao dos
Teoremas de Hurewicz garantimos que m,(I;, X) = {0}, para todo inteiro positivo ¢, e
como a sequéncia acima é exata, segue que 7,(f) é um isomorfismo para todo n, e isto

completa a prova do Lema.

Finalmente, estamos aptos a provar o Teorema de James.
Teorema 4.11 Seja X um complexo CW conexo, entao a aplicacao
J: J(X) — QM (X, 7)),
definida na introducao deste capitulo, € uma equivaléncia de homotopia.

Prova: Seja R um corpo. Devido & J ser um homomorfismo de monéides topologicos,

temos que o diagrama a seguir comuta.

Xn—— (X)) —— J(X)
J”l Jl
[oM(2x)]" a OM(3X),
onde I'(y,...,72) =M ®...0v, J" =JxJx...xJ,iéa inclusdo natural, 7, é a

n vezes
proclusdo definida no capitulo anterior, e  é a multiplicacdo em QM (XX).

Induzindo as aplicagoes do diagrama acima, em homologia, obtemos um novo

diagrama, também comutativo, a saber
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H.(X)®n
J
H,.(X)®n
X
o Ha(m) o ()
H.(X") H.(J"(X)) H.(J(X))
H.(J") iH*(J)
H.([2M(5X)]") =0 H.(QVSX),
onde j ¢ a inclusdo natural de H,(X)®" em H,(X)®".
Desta forma temos que,
TH.(X:R)
~ H.(J
H.(J(R);R) S H.(QMEX; R)

¢ um diagrama comutativo.

Agora, pelo que vimos nas secoes precedentes, se X é um complexo CW conexo,
entdo H,(J(X)) & H.(J(X)), H (QMLX) = H,(QLX) e TH.(X) = TH.(X). Uti-
lizando isto, e os célculos das secoes 4.2 e 4.4, vemos que j; € jo sao isomorfismos de
algebras graduadas. Consequentemente, H,(J) é um isomorfismo de algebras graduadas.

Visto que R é corpo, quando R = Q ou R = Z,, para p primo, H*(j) continua
sendo um isomorfismo. Logo, pelo Corolério , H.(J) é um isomorfismo de algebras
graduadas para R = Z.

Como, por hipotese, X é conexo, segue que J()/(\') e QMY X sio 0-conexos. Ainda
J ¢ uma H-aplicacdo (obviamente J(X) e QMX sdo H-espacos), ¢ H,(J) ¢ um iso-
morfismo, quando R = Z. Sendo assim, as hipoteses do Lema anterior sao satisfeitas,
consequentemente, J é uma equivaléncia de homotopia fraca.

Sabemos que, se X é complexo CW, entao J(X) também é complexo CW. Ora,

X, por hipotese, é complexo CW, e assim, sem dificuldades constata-se que X6 complexo

CW, logo J()A() também é complexo CW. Ja QM T X, pelo Teorema de Milnor m tem o
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mesmo tipo de homotopia de um complexo CW, e desta forma podemos aplicar o Teorema

de Whitehead para j, ou seja, concluimos que J ¢ uma equivaléncia de homotopia.



Capitulo 5

Apéndice

Neste Apéndice, mostraremos que ()A(,O) e (X,zp) possuem o mesmo tipo de
homotopia, quando X é um complexo CW conexo. Supondo isso ja feito, afirmamos que
(J(X),0) e (J(X), o) tém o mesmo tipo de homotopia.

De fato, como ()?, 0) ~ (X, ), existem aplicagbes continuas

£ (X,0) — (X, z),

~

g:(X,z9) — (X,0),

tais que fog~1xrel zpe go f ~ 15 rel 0.

Consideremos a composicao

~

(X, 20) % (X,0) <5 (J(X),0).

~

Visto que J(X) é monoéide topologico livre sobre X e J(X) é mondide topologico,
pelo Teorema existe um nico homomorfismo continuo g : (J(X), zy) — (J(X),0)
tal que goj =iog, onde j: X — J(X) é a inclusdo natural.

De modo semelhante obtemos homomorfismo continuo
T+ (J(X),0) — (J(X), ).

Pela demonstracao do Teorema[3.6] sabemos que g(z1-x2-. .. xy) = g(x1)-g(z2) .. .- g(zy)
e fyr-ya- o) = flun) - fy) - flyn)-

119
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Mostremos que f o g ~ Lyxyrel mpego fo~ L% rel 0.

Como f o g~ 1x rel zy, existe homotopia F': X x I — X tal que
F(z,0)=(fog)(x), F(z,1) =z e F(xo,t) = o,

parax € X, et e l.

Tomemos F : J(X) x [ — J(X) definida por

F(ry -2z . xn,t) = F(z1) - Fag) - ... - F(xy).

Sem muitas dificuldades, verifica-se que F é uma homotopia entre f oG e Lyx) tal que
F(ZEQ, t) = XZ9-
De modo analogo obtemos homotopia G : J(X) x I —» J(X) entre o f e L)

tal que G(0,¢) = 0. Feito isto, caso (X, 0) ~ (X, zo), teremos
H.(J(X)) = H(J(X)).

Mostremos entao que ()A(, 0) ~ (X, z9), quando X for um complexo CW conexo,

sendo xp uma 0-célula. Para tanto, faremos uso do seguinte Lema.

Lema 5.1 Sejam xy = (0,...,0) € D", e ~ a relagio de equivaléncia sobre D™| |0, 1]
que identifica 1 e xg, ou seja, 1 ~ xy. Entao (D™, xy) e (D™|][0,1]/ ~,0), com 0 € [0, 1],

tém o mesmo tipo de homotopia (preservando pontos bases).
Prova: Consideremos f : D" — D"| ][0, 1]/ ~, definida por

2|zl se 0 < |x| <1/2

fx) =

Q2lz| = 1) z/|z], sel/2<|x|<1, e

g:D"|]0,1]/ ~— D", dada por

r, sexe&€D"
9(T) =
zy, sex € [0,1]



121

Temos que fog: D"|][0,1]/ ~— D"|][0,1]/ ~ & dada por

(

2]z, se 0 < x| <1/2

(fe9)(@) =40, se x € [0,1]

\(2|a:| —Dx/|lx|, sel/2<[|x]<1

egof:D"— D" étal que

T, se 0 < x| <1/2
(gof)(x) =
Clzl =1 z/z], sel/2<|x[ <1

Afirmamos que f o g~ 1pn| o)/~ rel {0}.
De fato, consideremos F': D" | |[0,1]/ ~ xI — D™ | ][0, 1]/ ~, definida por

;

2|z + (1 —1t) se 0 < x| <t/2
F(@t)=qz(1 -1 se x € [0,1]

20z —1
il i, set/2 <|x| <1
\ 2—t ’(E‘

Sem muitas dificuldades, verifica-se a boa definicao de F, bem como a con-

tinuidade. Além do mais, F(7,0) = 7, F(z,1) = (f 0 ¢9)(Z), e F(0,t) = 0. E assim
segue a veracidade da afirmacgao acima.

Para concluirmos a prova do lema em questao, definimos H : D" x I — D" por

To, se 0 < |x] <1/2

2z| —t
i i, set/2 <|x| <1
2—t ) ||

Sem muitos problemas verifica-se a boa definicao e continuidade de H. Ainda temos que

H(x,t) =

H(xz,0) =z, H(z,1) = (go f)(z) e H(xo,t) = x¢, logo H ¢ uma homotopia, que preserva
o ponto base xg, entre go f e 1p». Deste modo, dos argumentos acima realizados segue

o lema.
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Observamos que, se X for um conjunto discreto, entao xqy é ponto isolado de X.

Consideremos entéo f : (X, zo) — (X,0) definida por

T, seXF# Xg

0, sex=xg

r, sexeX

xg, sexe€l

g é continua e preserva a relacao de equivaléncia ~ que identifica 1 e xg, logo ex-
iste aplicacao continua g : ()A(,O) — (X, xg) definida por ¢(7) = g(x) (notemos que
9(0) = g(0) = xo).

Sem problemas vemos que go f ~ 1x rel 79 e fog ~ 14 rel 0. Portanto, quando
X for discreto, (X, xg) ~ ()A(, 0).

Se X nao for um conjunto discreto, pelo fato que X é complexo CW, xq pertence
ao interior de alguma célula n-dimensional e”.

Pela definicao de complexo CW temos o seguiente homeomorfismo
h= ¢|B" : (Bn, 0) — (e",:co),

onde 0 = (0,0,...0), e B = D" — S" 1. Agora, pelo Lema anterior, (D",0) ~
——

n vezes
(D" |1/ ~,0), e mais, as equivaléncias de homotopia restritas a S"~! = 9D" funcionam,

grosseiramente falando, como a identidade, isto é, f : (D",0) — (D"| ]I/ ~,0) e
g: (D" ]I/ ~,0) — (D™, 0) sao tais que, para z € S"', f(x) =T e g(T) = x. Logo

(B™| |1/ ~,0) e (B™, xp) tém o mesmo tipo de homotopia. As equivaléncias de homotopia

em questdo serdo denotadas por a = f|p» € b= g|pn| |1/~

Consideremos o seguinte diagrama

(B" U1/ ~,0) = (e" U1/ ~ 00— (X,0)

L L |

(B™,0) (", xg)— (X, x0)

Y



onde [ é homeomorfismo, @ =loaoh™!, e b=hobol ™.
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Como h e [ sao homeomorfismos, e a e b sao equivaléncias de homotopia, seque

que a e b sao equivaléncias de homotopia.

Finalmente, provemos que ()A(, 0) ~ (X, zp). Para tanto, sejam

~

a: (X,0) — (X, ), €

B (X, z) — (X,0)

definidas por

a(T), sexee| ]I

T, sex ¢e"| I

b, sexee"

x, sex¢e’
Claramente « e  estao bem definidas e sao continuas.

Tomando F : X x I — X dada por

F(T,t), sexe e’ 1
F(z,t) =

T, sex ¢ e"| |1,
onde F & a homotopia entre bo fe Len| j1/~, que satisfaz f((), t) =0.

Temos que

F(z,0), sexee™| ]I

sex ¢ e’ ]I

F(z,0) =

&l

(

(boa)(T), sexee”| ]I

T, sex eI
(

= (Boa)(T)
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p

F(z,1), sexee* Ul
F(z,1) =

, sex ¢ eI

T, sexee'UI

Z, sexge Ul

= 1)?(5)
Além do mais, F(0,¢) = F(0,t) = 0, para t € I. Logo o a ~ 1 (rel 0).
Analogamente, vemos que a o  ~ 1x rel zg, e isto conclui a prova de que

(X, zq) >~ ()?,0).
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