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Resumo

Neste trabalho estudamos um resultado de boa colocagao global para a equacao da
onda ciibica 0?u — Au+u? = 0 em R x R3, no qual os dados de Cauchy estao no espaco
de Sobolev H*(R?) x H*'(R?), para 1o < s < 1. A prova ¢ baseada no trabalho de T.
Roy, [23], nele é estabelecido uma lei de quase conservacao de energia e a partir disso
se obtém uma desigualdade que aliada a teoria da boa colocacao local estabelecida por
Lindbald e Sogge em [18] garante a boa colocagao global para o problema.

Palavras chaves: Equacao da Onda Cubica, Decomposicao Homogénea de Littlewood
Paley, Estimativas de Strichartz, Energia Modificada.



Abstract

In this work, we study the result of global well-Posedness for the cubic wave equation
0?u— Au+u? =0 in R x R®, where the Cauchy data is in the Sobolev space H*(R?) x
H* Y(R?) with % < s < 1. The proof is based on the work of T. Roy, [23], in this paper
Roy propose a almost conservation law for the energy and from this he get a inequality
that together with the local well-posedness theory proved by Lindbald and Sogge in
[18] guarantee the global well-posedness for the problem.

Keywords: Cubic Wave Equation, Homogeneous Littlewood-Paley Decomposition,
Strichartz estimates, Mollified Energy.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar um resultado de boa colocacao global para o
problema de Cauchy envolvendo a equagao da onda cibica, isto é,

Oopu —Au = —ud
u(0,2) = we(x) (1)
Ou(0,z) = wuy(x)

com dados iniciais (ug,u;) € H*(R®) x H*'(R®) e 12 < s < 1.

Diremos que o problema da onda cubica é localmente bem posto no espaco
H*(R?) x H*"'(R?) se para quaisquer dados iniciais (ug,u;) € H*(R?) x H* }(R?),
existir uma bola B C H*(R3) x H*"'(R?) contendo (ug,u;) tal que

e Existe um tempo 7" > 0, um conjunto Xr C C([0, 7], H¥(R?))xC([0,T], H*~'(R?))
e um unico par de fungoes (u, dyu) em Xr satisfazendo (1).

e A aplicagao

V:B— Xp

(vo, v1) — (v, Opv)
é uniformemente continua.

E conhecido que (1) ¢ localmente bem posto em H*(R?) x H*1(R3) para s > 1.
Lindbald e Sogge em [18] provaram que o problema (1) é localmente bem posto para
% < s < 1. Além da boa colocacao local para esses casos, temos também que o
tempo de existéncia local das solugoes dependem somente da norma dos dados iniciais
| (o, w1)|| s o1 = ||@ol| s + ||wa ] 7s—1 € essa dependéncia faz com que T' decresga com
o aumento de || (wo, u1)|| sy gro-1-

Este resultado de boa colocagao local tem grande importancia no trabalho de Roy,
[23], pois é a partir dele que Roy prova a boa colocagao global para o problema (1).

Por boa colocacao global entendemos que o problema da onda ctibica é localmente
bem posto no espaco H*(R?) x H*71(R3) e a solugao local u existe para todo T > 0.

Devido a teoria da boa colocacao local, Roy precisou apenas provar uma desigual-

dade do tipo

[(u(T), Opu(T))] o5 1), VT € (0, 00) (2)

HsxHs—1 < C(S’ ||u0| Hs > ||u1|

para obter a boa colocacao global.



De fato, se T™ representa o supremo dos instantes 71" tal que existe uma tnica
solucao (u,dyu) € C([0,T], H*(R?*)) x C([0,T], H*"*(R?)), entdo para s > 1 hd duas
possibilidades:

1. T* = oo, neste caso temos a boa colocagao global.

2. T* < 0o e neste caso vale

|u(?)]

lim (
t—=T*

e [0u(t)]] grams) = 00 (3)

Observemos que supondo T* < oo e tlir%l w(t)]] s + [|Ou(t)]| oo < 00, entao pela
% *

definigao de limite existird uma sequéncia {t, },eny € um M > 0 tal que

o t, NNT*.

o [utn)]

s T 100u(ty)|| gsor < M, ¥n e N.

Portanto, tomando ¢, = u(t,) e ¥, = dwu(t,), teremos (p,,1,) pertencente a
H5(R?) x H571(R?) tal que [|@nl] s < M e [|thy]] s < M e pela teoria da boa colocagao
local existird uma tnica solugao v, (t) para o problema

Oupn — Av,, = —vf’L
v, (0) = ©n
8t'Un(0) = wn

além disso, essas solugoes v, (t),n € N, estarao bem definidas em um intervalo [0, T)y),
para algum T); que depende apenas de M. Definindo

i (t) = u(t), se 0<t<t,
L vt =), se b, <t <t,+ Ty

teremos que U, (t) ¢ uma solugao para (1) definida em [0, t,+7}s). Agora como t,, /' T*
segue que existe um ng € N tal que t,,, + Ty > T* e portanto u,,(t) serd uma solugao
definida em [0, t,, + Ths), 0 que é uma contradigao, pois o intervalo [0, 7*) é maximal.

Portanto, se tivermos uma desigualdade a priori do tipo (2), entdo o limite (3) serd
finito e assim teremos a boa colocagao global.



Capitulo 1

Preliminares

Estabeleceremos neste capitulo os resultados basicos que serao utilizados no desenvolvi-
mento deste trabalho. Iniciaremos este capitulo discutindo algumas propriedades que
envolvem espagos de Lebesgue LP bem como das distribui¢oes D’ e de Sobolev H? e con-
cluiremos com a decomposi¢ao homogénea de Littlewood-Paley e a definicao de espaco
homogéneo de Besov Bﬁs.

1.1 Espacos L”

Nesta secao denotaremos por X um espaco de medida arbitraria e por p uma medida
positiva definida em X.

Definicao 1.1.1 Sejam 0 < p < o0 e f wma funcao complexa mensurdavel em X,

definiremos:
e = ([ 11Pdn) " 9 <oc

[fll oo = inf{a >0 u({x € X :[f(z)] > a}) = 0}

e por LP(u) o espaco das fungoes complexas mensurdveis em X tal que

1£1l < o0

Para 1 < p < oo se dissermos que duas fungoes que coincidam em quase toda parte
define 0 mesmo elemento em LP(u) estamos dando propriedades de norma para ||-||;, e
no caso de 1 < p < oo estaremos definindo LP(u) como um espago de Banach. Para a
demonstragao deste resultado, veja [10].

Se a medida em questao p for a de Lebesgue e o espago for R™ ou algum subcon-
junto aberto 2 do R™ entao denotaremos LP(u) por LP(R™) ou LP(2). Caso nada seja
dito quando nos referirmos a fungoes mensuraveis, estaremos nos referindo as fungoes
Lebesgue mensuraveis.

Para registro de informagao, diremos que p,q € (1,00) s@o expoentes conjugados,
se i i1,

p q



Proposicao 1.1.1 (Desigualdade de Hoélder) Sejam 1 < p,q < oo expoentes con-
jugados. Se f e g sao fungoes mensurdveis em X, entao

/X gl die < 1f 1, g1,

/X gl die < If 1 gl e

Demonstracao: Ver [10], pag. 174.

Proposicao 1.1.2 Se0 <p < ¢ <r < oo, entdo LPNL" C L e || fl|;4 < Hszp 7] ILZ’\,

onde A € (0,1) € definido por

T

e
Demonstracao: Ver [10], pag. 185.

Proposicao 1.1.3 (Desigualdade de Chebychev) Se f € LP(1 < p < ), entao
para todo A > 0, vale:

u({e: 1f@)] > M) < (%)

Demonstracao: Ver [10], pag. 178.
A seguir enunciaremos uma caracterizacao para a norma LP através de integrais
sobre [0, 00).

Teorema 1.1.1 Se 0 < p < 00, entdao para toda fun¢ao mensurdvel, seque:
915 =p [ 2tz |£@)] > D
0

Demonstragao: Ver [10], pag. 191.

Definigao 1.1.2 Sejam f e g fungoes mensurdveis em R"™, definiremos a convolugao de
f por g como seque abaizo:

frg(@)= | fly)glz —y)dy
R?’L
para todo x € R™ tal que a integral acima seja finita.

Proposicao 1.1.4 (Desigualdade de Young) Sejam f € LP(R™) e g € LY(R"™). Se
%+%:1+%, entao

1 gl < 1N 2o gl o -



Demonstracao: Ver [10], pag. 241.

Proposicao 1.1.5 Se f € LP(R"), com 1 < p < o0, entdo para a fungao M f definida

pOT
1
Mf(w) =supmr—) /B(z,ﬂ 1 (w)ldy

IMfll < Ap 1 o

onde A, depende somente de p e da dimensao n.

vale,

Demonstracao: Ver [26], pdg. 5.

1.2 Distribuicoes

Sejam ) um subconjunto aberto do R" e ¢ : 2 — C uma fungao continua. Definiremos
o suporte Supp(¢) de ¢ como o fecho em €2 do conjunto {z € Q : ¢(x) # 0}.

Definicao 1.2.1 Seja 2 um subconjunto aberto do R™. Denotaremos por C§°(§2) o
espaco das fungoes infinitamente diferencidveis com suporte compacto. As funcoes deste
espaco daremos o nome de fungoes testes.

Como um exemplo de fung¢ao teste em R", tome

(lz[?=1)~*
e , se |r| <1
o) = { o

0, se |z|>1

Para a prova de que esta de fato é uma fungao teste, veja na referéncia [14].

Proposigcao 1.2.1 Seja Q um subconjunto aberto do R". Se K € um subconjunto
compacto de ), entao existe uma fungao ¥ € C§°(Q) tal que 0 < ¢(x) <1 para todo x
em Q e (x) =1 em uma vizinhanga de K.

Demonstracao: Ver [14], pag. 7.

Definicao 1.2.2 Diremos que uma sequéncia de funcoes {¢;}jen em C§(S2) converge
a zero em C°(Q) se satisfizer duas condigoes:

1. Eriste um subconjunto compacto K de 2 tal que Supp(¢;) C K,Vj € N.

2. Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das fungoes ¢; convergem
uniformemente a zero quando j tende para infinito.

Vale observar que é possivel dotar C§°(€2) com uma topologia de forma a tornar
C°(2) um espago topoldgico completo e garantir que a nogao de convegéncia nessa
topologia coincida como a da definigao acima. Para isso veja [3].



s

Defini¢ao 1.2.3 Seja Q@ C R™ aberto. Um funcional linear continuo u : C§°(Q2) — C é
dito uma distribuicao em Q. Denotaremos o espaco das distribui¢oes em S por D'(Q2).

Por vezes é conveniente escrever (u, ¢) em vez de u(¢).

Exemplo 1.2.1 Considere Q@ = R™ e defina 6o(¢) = ¢(0), Vo € C3°(R"™). Esta dis-

tribuicao € conhecida como delta de Dirac.

Para criarmos uma série de exemplos de distribuicoes, podemos definir o seguinte
conjunto.

Definicao 1.2.4 Se f: Q CR" — C ¢ uma fungao Lebesque mensurdvel tal que para
cada compacto K C €) tenha-se

/K|f|dx<oo

entao dizemos que f € localmente integrdvel e escrevemos f € L}, .(Q).

S6 para termos uma idéia do tamanho do conjunto L}, (), é facil ver que todas as

fungdes que sao continuas definidas em ) estao em L}, () e também pela desigualdade
de Holder, as fungoes em LP(§2) para p > 1 também estao em L .(Q).

loc

Exemplo 1.2.2 Seja f € L .(Q) com Q2 C R" aberto. Definindo

loc

Ty(6) = / F(2)o(x)de, ¥ € C(Q)

teremos Ty uma distribuicao. De fato, a linearidade de Ty segue da linearidade da
integral, quanto a continuidade seque da estimativa

T4(¢)| < sup|o(z)] | f(2)|da.
z€Q) Supp(¢)

Neste ponto vale observar que para f,g € L}, se Tf(¢) = T,(¢) para toda ¢ em
C° (), entdo teremos f(x) = g(x) em quase toda parte de 2. Para este fato veja [14].

Desta forma, através da injecao f — Ty podemos identificar o espago e os subespagos
de L} (Q) como subspagos de D'(12).

Devido a este fato, em alguns momentos por questao de simplicidade escreveremos
(f, ¢) para representar T (o).

Proposigao 1.2.2 C§°(2) € denso em D'(12).
Demonstracao: Ver [14], pag. 64.

Definigao 1.2.5 Diremos que uma sequéncia {u;}jen em D'(2) converge a u € D'(Q),
se ui(¢) converge a u(¢) para toda ¢ € C§(€2).



Muitas operagoes podem ser definidas no espago das distribuigoes, neste ponto men-
cionaremos apenas duas, sao elas a diferenciacao de uma distribuicao e o produto de
uma distribuicao por uma funcao infinitamente diferenciavel.

Definicao 1.2.6 Seja Q@ C R™ um subconjunto aberto. Dadosu € D'(2) e f € C*(Q),
definiremos

By, u($) = —u(Dy,8), Yo € C3°(92)

fu(@) = u(f9),vo € C5°(Q).

E facil ver que as definigoes acima definem distribuigoes d,,u e fu e que além disso
as aplicagoes f + 0,,u e f— fu sdo continuas.

E neste sentido que falamos em solucao fraca para uma dada equacao diferencial, ou
seja, dizemos que uma solucdo u para uma dada equagao diferencial é fraca, se u € D’'(Q2)
e satisfaz a equagao no sentido das distribuicao. Como um exemplo, poderiamos dizer
que se ug € D'(2) é uma solucao fraca da equagao ngk a,0%u = f entdo, teriamos

D (-1 ug(aa0¢) = Ty(¢), Yo € C5°(Q).

lal<k

Definigao 1.2.7 Denotaremos por S(R™) o subespaco de C*°(R™) definido pelas
funcoes ¢ tais que

sup (1 + |2)¥|0 ()] < o0
TER™
para todo inteiro nao negativo N e para todo o € N™.

O espago S(R™) é conhecido como espago de Schwartz e sua topologia é definida
por meio da familia de seminormas {||(1+ - [)¥]0*¢||| _}

NeN,aeN"’
Proposicao 1.2.3 C§°(R") € denso em S(R™).
Demonstragao: Ver [14], pag. 79.

Defini¢ao 1.2.8 Seja f € S(R™), a transformada de Fourier de f € definida por

o= [ e cer
ondei=+/—1ex.& =x16 4 ...+ 2060,

Em algumas ocasides utilizaremos a notagao JF(f) para representar a tranformada
de Fourier de uma dada funcao f.



Teorema 1.2.1 A transformada de Fourier é um operador linear continuo e invertivel
de S(R™) em S(R™), além disso firadas ¢, € S(R™), valem as sequintes formulas:

1 F (o)) = (2n) " / e (6 de

2. 929(€) = €°9(¢)
3. F(z°9)(€) = (—1)lla°g(€)
s o(a)(x)dr = 5 ¢(x)(x)dx

5 [ eli)s = n) [ S
6. oxdb =0
7. ¢ = (21) " x U

Demonstragao: Ver [14], pag. 77.

Corolario 1.2.1 Se ¢ € S(R™), entao

I (1.1)

]l oo < (2m)7" (1.2)

9

2

Demonstracgao: Dado £ € R", segue por

)| =| [ esotnte

< / 16(2)] dz = ] s

a relagao (1.1).
Para a relagao (1.2), basta verificar que

[6(2)] = |F~H(F (o)) (@) = (2m) "

/ ez‘%fa(g)dg\ < (2m)

9

Ll

vale para todo x € R™.[J

Definicao 1.2.9 Um funcional linear continuo em S(R™) € dito uma distribui¢do tem-
perada. O espaco das distribui¢oes temperadas € denotado por S'(R™).

Defini¢ao 1.2.10 Dado u € §'(R"), definiremos a transformada de Fourier de u por

(¢) =u(d), Vo€ SR").

£)



Exemplo 1.2.3 Fizado ¢ € S(R"), calculemos a transformada de Fourier de .

~ ~ ~

d0(¢) = do(¢) = &(0) = | (w)dr = Ti(¢).
R
Portanto (% =T, e pela tranformada inversa teremos F ' (Ty) = &.

Proposigao 1.2.4 Sejam f,g, f1,..., fr € S(R™). Temos:

~

. f(@)g(z)de = (2m)™" [ f(x)g(—x)dz (1.3)

Rn
A(@)... frlx)da = (2m) "¢ / A& Ful)dEr g, (1.4)
R™ &1+ +&=0

Demonstracao: Comegaremos demonstrando (1.3).
Observando que

FHg)(x) = (2m)" / ) e "TMLg(&)d¢ = (2m) " F(9)(—x)

segue

- f@)g(x)de = | FHF(f))(@)g(x)dz

R

= | F(N)(@)F (g)(x)dx

= (2m)™" - F () (@) F(g)(—x)dx
Provemos agora (1.4).

[ R@Reds = [ (6t 8RR
&1+ +E€,=0 Rk
= (2m)™" (St ) g f (€)oo dEr .d
(2m) /le /ne 2 f1(&1)--- fu(&e)dEr ... d€k
= (2m)7" / ) /R el Ot £ (&) fi () d - dpd
= (2m) ™" w8 F (&) dEr [ e (&) dérd
(2m) /n/ne f1(&1)d& /Rne Ji (k) dSrdz
= 2m)"=Y [ f(2).. fu(z)de. O
Rn
Proposigao 1.2.5 (Identidade de Plancherel) Se f € L*(R"), entdo

7

1172 = (2m) ™"

2
2’




Demonstragao: Ver [14], pag. 81.

Quando se trabalha com analise de Fourier uma classe de operadores que frequente-
mente aparece é a classe dos multiplicadores de Fourier. Se m é uma fun¢ao mensuravel e
limitada em R"™, em algumas situagoes pode-se definir o operador 7T;,, através da seguinte
relacao:

Tnf(§) = m(&)f(E). (1.5)
Caso tenha-se ||T),.f|;» < Al fll;» para toda funcao f em LP(R"), dizemos que m
¢ um multiplicador de Fourier em LP.
A préxima proposigao citard um caso em que um operador deste tipo pode ser
definido como um multiplicador de Fourier.

n

Proposigao 1.2.6 Seja k € um inteiro maior do que 5 e v uma fungao de classe C*

no complementar da origem de R™. Se tivermos

()

entao para 1 < p < oo, teremos

< Blz|, Yo e N tal que |o| <k

1T fll e < Ap £l o

onde o operador T, estd definido como em (1.5).

Demonstragao: Ver [26], pag. 96.

1.3 Espacos de Sobolev

Devido a grande importancia destes espagos, comecaremos esta se¢ao definindo espacos
de Sobolev modelados em L?(R™).

Definicao 1.3.1 Definiremos o espago abaizo como o espago nao homogéneo de Sobolev
H'(R") = {u € SR : [[(1+ DY ull o) < 00}

onde D = «/—A representa o operador definido via transformada inversa de Fourier,

~

ou seja, Du = F~ (|- |f(*)).

Como norma para o espago H*(R™), utilizaremos:

o= ([ |s|2>8|a<s>|2d§)é .

De fato esta é uma boa definicao de norma, aplicando a identidade de Plancherel,
observamos

I

10+ DYull e = @) L+ |- )7l e = (2m) ( / 1+ !6\)2S|@(£)\2d€)2 .

10



Criaremos agora duas situagoes, uma em que s > 0 e a outra onde s < 0.
Supondo s > 0, teremos:

L+ 1N = [(L+1€)?° = [+ 21¢] + [€]7° = [1 + [€1°)°.

Se por outro lado supormos s < 0, entao

(1+[€)? < 22(1 + |€P).

Como s < 0, teremos:

(1+[€D* > 2 (1 + [¢f*)".

Devido as duas situagoes que analisamos, concluimos que existe um C' > 0 tal que

C+[E)* = (1+[€F), ¥E e R™
Portanto, para u € H*(R"™) segue:

lul

b= [ s epriaerd

<c [ arlepaera

= CE)” (1 + D)ull%. < o0

As demais propriedades de norma seguem da linearidade da transformada de Fourier
e da norma L? com respeito a medida (1 + |£]?)%d€.

Proposicao 1.3.1 Se s € um numero real, entao o espago H® equipado com a norma
|-l ;75 € um espago de Hilbert.

Demonstragao: O fato de que a norma ||-|

= Provém do produto interno

P -

o= [ G+ IePr R

¢ imediato. Provemos entao que o espaco H® é completo.

De fato, seja {um, fmen uma sequéncia de Cauchy em H®, pela definicdo da norma
em H*® teremos que {Uy, }men é uma sequéncia de Cauchy em L*(R", (1+|¢[*)%d€). Por
outro lado, L*(R™, (14 |£]?)*d€) é uma espago completo e portanto existird uma fungao
u € LA(R", (1 + [£]?)*d€) tal que

Jim [t — @l 2o 14¢j2)0ae) = O- (1.6)

Em particular, a sequéncia {u,, }men tende para u no espago S'(R™) e definindo
u = F1(u), como a transformada de Fourier é um isomorfismo de S&'(R") segue que
u e S'(R"). Por fim, u,, — w em H?® por (1.6). [
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Proposigao 1.3.2 Se s € um inteiro ndo negativo, entdo o espago H*(R™) € o espago
das fungoes u pertencentes a L*(R™) tal que 0°u € L*(R") para todo o € N" co
la] <'s. Além disso, a norma |||

s € equivalente a norma:

2 2
lull® =) 10ullz=

la|<s

Demonstragao: Dado s € N, pelo binomio de Newton temos

aeier =3 (5 )

J=0

portanto, fixando 0 < j < s e u € L*(R"), segue:

17l = (&8 + ... + &) [a©)?
= Z calE u(§) ?

lo|=j
=3 cal@u(e)?
la|<s

Assim,

(1 + Py cha( ) e

0 la|<s
=3 aloeu(e)?
o <s

Integrando em ambos os membros e aplicando Plancherel, teremos:

[ asipria@pa = [ 3 @l

la|<s

= Y em)rallotu@l’.
laf<sj
Tomando C; = min{(2m)"¢, : |a] < s} e Cy = min{(27)"¢, : |a| < s}, obtemos:

o 0%ul%, < / (1 + [EPya©) e < Oy S 0l
|a|<s " lal<s

O

Corolario 1.3.1 S € continuamente incluido em H*.
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Demonstragao: Pelo teorema anterior, sabemos que se s é um inteiro positivo, entao

lullf. < C Y 0%ullz.

|al<s

Por outro lado,

N A B ol G
oall = ([ loruto e e

< C sup (1 + [2]) "7 |0%u()]
rER"
2
< Clull3.

onde N ¢é um inteiro maior do que &1,

2
Portanto,

I

me <O lullyg

la|<s
Portanto S < H® se s é natural. Por fim, se s é real, denotando por [s]| o menor
inteiro positivo maior ou igual que s, obtemos S — HI*l < H* como queriamos
demonstrar. [
Teorema 1.3.1 Seja s um numero real.

1. O espago C°(R™) € denso em H*(R™).

2. A multiplicagao por uma fun¢ao de S(R™) é uma aplicagao continua de H*(R™)
em H*(R™).

Demonstracao: Para a prova do primeiro item vamos utilizar a caracterizagao de
densidade devido ao corolario 12.3 da pagina 88 de [20].

Propriedade: Seja NV um espago normado. Um subespaco X C N é denso em N
se, e somente se, o tnico elemento de N*(isto é , o conjunto dos funcionais lineares e

continuos) que se anula em X é o funcional nulo.

Assim, como H*(R™) é um espaco de Hilbert, seja u € H*(R™) tal que Vy € C§°(R"),
tenha-se

| a0+ epriaeri—o.

Uma vez que C§°(R") é denso em S e § — H® entao, Vf € S segue
FO + [Pyla@)de =o.
Rn

13



Isso mostra que (1 + |- |*)*, f) = 0,Vf € S, o que implica que (1+ |- |*)*u = 0 no
sentido das distribuigoes temperadas. Como a fungao p(€) = (1 + |£|*)* nao se anula e
F é isomorfismo, segue que u = 0.

Quanto ao segundo item, sabemos que pu = (27) "¢ x u, Vu € S. Entao,

louly. = / (1+ |e12)°|Gulde

<n | (<1+|§|2>5 / |@<§—n>||a<n>|dn)2ds.

Portanto o nosso objetivo é estudar a norma L? da funcao definida por

U(E) = (1+ ) / (€ —mllat)ldn

para isto, definimos
L(8) = {n:2E =0l < Inll}
L&) = {n:2& = nl = nll}-
Podemos entao escrever U(§) = Uy (&) + Us(§), onde

i) = 0o lef)E [ gt miemlin = 1.2

Iniciaremos estimando o termo correspondente a U;(§). Para tanto, observemos que
se n € I1(&) entdo
1 . 3
Zpl<®@]gl<@ .
5 n<IEl<" 51l
De fato, pela desigualdade triangular,

7]

1
nl =1In =&+ &l <ln—¢&+El < -+ el = Sl < [¢]

e de modo andlogo,

i 3
el =le—ntnl <le—nl+nl < il = e < 2pal
Também para todo € R, existe um C' > 0 tal que para a dupla (£,7) com n € I1(§),
(L) < O+ [nl?). (1.7)

Com efeito, para s > 0, pela desigualdade (ii):

9 9 L9 .
LIgP < U+ SR < S+ = (I < (§) @ by

Agora, utilizando (i) para s < 0:

1 S
LG 2 L gl 2 10+ ) > (1 1P < (§) 1+ laPy

B~ =

14



Utilizando entao a desigualdade (1.7) em U (§), segue que

m@w—u+mm3/ B(& — m)l[a(n)ldn

I, (¢)
g/u+wﬁﬁm@—nmmmun

Calculando a norma da funcao U; em L?, temos
s b

WM@%=/KM®F%

<o [ (s

= C?|g* (1+]- e,

@@—nnmmnmo ¢

< Bl |1+ P,

2
Hs -

~12
= [l [ul

Extraindo a raiz, teremos:
1O 2 < C @l llull e -

De maneira semelhante ao que fizemos para provar (1.7), se (n,€) ¢é tal que n € I5(§)
e s > 0, entao existem constantes C, Cy > 0 tais que

A+ <C+le—nP) e A+ < Ca(l+[E—n*)".

Assim, podemos escrever

%@%:O+MW3/ (€ — n)l[a(n)ldn

I>(¢)
su+mmi/‘|ﬂ§—mmmmr+w%@u+mmwn

I2(¢)
qu/m@—nM1+m—nmsa+MWﬂmmMn

u(n)|dn.

so/ﬂ1+m—m%”?u+mmé

Na tltima desigualdade, usamos o fato de que , como ¢ € S existe C' > 0 tal que

(n+

21)_‘8‘,VZ e R".

P(z) < C(1+ 2

Finalmente,
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2 2\ —ntl PPN 2
=BT e P
n 2 S
<c |- a1l
_ntl 2 2
—c ||l
Extraindo a raiz,
2\ —ntl
10all e < €| @174l

Teorema 1.3.2 Se s € um nimero real positivo menor do que %, entao o espago H*(R™)

¢ continuamente incliido em LP(R™) para p = -2%- e temos

—2s

1fllze < ClIf]

2 ey

o onde fI = [ 1ePIieRas
Demonstragao: Multiplicando f por um numero real positivo, é suficiente provar a
desigualdade no caso em que || f|| ;7. = 1.

Vamos calcular a norma de f em LP utilizando a caracterizacao dada pelo Teorema
1.1.1, isto é

915 =p [ X tm({a @) > Ay (1)
0
com m a medida de Lebesgue no R™. Para A > 0 a ser escolhido, escrevemos

f=flrn = flpo.aus0,4 = f1B0,a) + f1Beo,a)

onde 1x representa a funcao caracteristica do conjunto X.
Aplicando a transformada invesa de Fourier,
f=Ff) =F (Flsoa) + F(flpeon)
Para facilitar a notagao, sejam fi 4 = .7:’1(]/‘7\.13(07,4)) e foa= f’l(flgc(O,A)).

Como F(f1,4) estd suportada no conjunto compacto B(0, A) segue pela desigualdade
de Holder que F(f; ) pertence a L', portanto pelo Coroldrio 1.2.1, segue:
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1 frallpee < (2m)7"

fl,A‘

Ll

— (2m) /B  JE e

—-n —2s %
< (2n) (/B Ll ds|) F
A 3
— C —2s n—ld
<AT T T)

1
Tomando A = Ay = (%) , segue que

(n — 2s)2

C An — s%
1 ualle < ( (n—25) )

e pela definicao de supremo essencial,

m({r € R |fua(e)| > 51) =0

Por outro lado, pela desigualdade triangular,

Hs

3k
w3

|

V)

o 1F@)] > M) € o 1fuae)] > S0 o | faale)] > 2)

e deste modo,

mi{r: 17()] > M) < mi{e < | foa@)] > 2))

Substituindo em (1.8),

I <o [~ 3 e s aa(o)] > FHaA (1.9

Ora pela desigualdade de Chebyschev,

A4 )
m{z : |foa(w)] > 5}) < 2 I f2,4ll72 -

Pela identidade de Plancherel, segue
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1 fo,alle = 2m)™"

L2

=(27)™ " 7 24¢.
(2r) /mwum ¢

il o) > 50 < 5007 [ (F@rde

Assim,

Aplicando esta tltima expressao em (1.9), produziré:

1FIE, < 4p(2m) / /{ RIS

—uen " [ g OITEPle (1.10)
Rt xR"™
No entanto, pela escolha de A,
4C n
€l > Ay e A< rl¢lr = Ce.
(n — 2s)2

Substituindo em (1.10) e utilizando o teorema de Fubini, concluimos que

171, < 4p(2m)" // ORI

p2)

pois 2s =

Definigao 1.3.2 Fizados s € R e 1 < r < oo, definiremos o espago homogéneo de
Sobolev HE(R™) por

H:(R™) = {u e S'(R") :

iz = [[DPull - < oo}

Para o caso r = 2 em algumas ocasioes representaremos 5 por H°.
Num primeiro momento, observemos que o espago H*(R™) é um espago seminor-
mado, uma vez que
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|ul| s = 0 < Supp(u) C {0} & u é um polinomio.

Uma saida para esse problema seria definir a seguinte relagao de equivaléncia em
H:(R™):

f~gs f—g é um polinomio. (1.11)

e identificar o espago Hj(R") com o espago quociente que acabamos de obter, onde a
norma definida no espago quociente seria a seminorma ||-| srs de qualquer representante
da classe de equivaléncia. Na préxima secao voltaremos a discutir este problema e
encontraremos uma solucao mais conveniente para o que pretendemos fazer aqui.

Vale apena mencionar que por um argumento semelhante ao que demos no comeco
deste capitulo, sdo equivalentes as normas para H* definidas no Teorema 1.3.2 e na
definicao acima.

n

Proposicao 1.3.3 Sejam s1,s9 e Rel <ry <ry <oo. Ses; — % =52 — 7o, entao

existe uma constante C' > 0 tal que

1l < C Ul

Demonstragao: Ver [4], pdg. 153.

1.4 Decomposicao de Littlewood-Paley e Espacos
de Besov

Com a intencao de definirmos Espaco Homogéneo de Besov e também devido as esti-
mativas que faremos no tultimo capitulo, definiremos nesta se¢ao a decomposi¢ao ho-
mogénea de Littlewood-Paley.

De acordo com a Proposi¢ao 1.2.1, existe uma fungao radial ¢ € C5°(R™) suportada
em {£ € R3: |¢| < 2} tal que ¢ assume valores no intervalo [0, 1] e ¢ assume 1 na bola
unitaria {£ € R"™ : [{| < 1}. Seja ¢ a fungao definida por

(&) = o(§) — 9(26).
Para facilitar a notagao, seja 1;(§) = ¥(277¢). Assim, teremos:
suppy; C {£: 27" < [¢] < 271}
e para £ # 0

S =1 (1.12)

jEz

De fato, se £ # 0 entao existird jo € Z tal que 27071 < [¢] < 29T ¢ assim
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S 5(6) = Piom1(6) + 930 (6) + Wjoa(€) = 1.

jJET

Sendo M € 2%, definimos via transformada inversa de Fourier os seguintes operado-

Porvi(€) = o<l (113)
Pri(€) = (-S)ile) (1.14)
Poaru(6) = ) — (7 )(e). (1.15)

Observagao 1.4.1 Seu € S'(R") e p € S(R") entdo

(Prru, ) = (u, Pyp) - (1.16)

Por definicao,

(Prru, o) = (F(Paru), F~H ()

= ()T F ()
(7))

(u, FO()F ().
Como ¢ € S(R™), seque

F ) () = (2m) "p(—x), Vx € R"

Lembrando que 1 é uma funcdo radial, teremos:
FispF o) = [ e =07 () a)da
= n) [ R
= 2n)" [ ey

= 2" [ () plalds



A decomposicao

u= Y Pyu (1.17)

é conhecida como decomposicao homogénea de Littlewood-Paley. Porém nao é dificil
observar que a decomposigao (1.17) nem sempre ¢ verdadeira em S’(R"), como contra
exemplo poderiamos tomar a distribuigao temperada definida pela fungao u(x) = 1. De
fato, pela Observacao 1.4.1,

(Paru, ©) = (u, Parp) = (1, Parp)
= (LFH(F(Pup)
= (00, F(Par)) = (b, 0(57)2) = ¥ (5)B(0) = 0
e portanto Ppu =0, VM € 2% assim a decomposigao (1.17) de u = 1 é zero.

Um modo de driblarmos este problema seria considerarmos o espago S, das dis-
tribuicoes temperadas u tal que

lim S;u=0 em S
j——o0

onde Sju = F~1(¢(277-)a).
Desta forma pode-se constatar na referéncia [9] que a decomposi¢ao (1.17) é ver-
dadeira no espaco Sj,.

Observacgao 1.4.2

1. Um polinomio u nao pertence a esse espago a menos que u = 0. Na verdade, se
u € um polinomio, entao S;u = u, para todo j € Z.

De fato, se u é um polinomio, entdo u = ) .\ a0y, portanto se fizarmos
p €S8, teremos:

<Sju,<p> = <.7-"Sju,.7-"’1<p> :

Para facilitar a notagdo, seja v = F Lo, portanto
(S50, 0) = (6(27)a,v) = (@,6(279)v)
= (Paer 6000, 6(277)v)
= Sen Ga(— D) (30, 0°(6(27)w)

= aen Ga(—1)" 37 5210 C5079(0)0*1(0)
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=D aen ta(=1)"0°v(0)

= <Za€A a0 0”0y, V>

~

= (u, v)
= (u, ).

2. Se uma distribuicdo temperada u € tal que sua transformada de Fourier u € local-
mente integravel perto de 0, entdo u pertence a Sj,.

De fato, dado ¢ € S tal que v = F Lo, temos:

lim <Sju,<p> — lim Q627w (€)dE = 0.

j%*OO j%*OO B(0,2j+1)
~ Pelo fato 1 da Observagao 1.4.2, podemos redefinir o espago de Sobolev homogéneo
H(R™) como '
H(R") = {u € S,(R") : ||ull g, = [|Dul|,» < o0}
nessa situacao, teremos Hﬁ(R”) um espago vetorial normado.

Agora de posse da decomposicao homogeénea de Littlewood-Paley, podemos definir
os Espagos de Besov homogéneo.

Definicao 1.4.1 Fizados p € R e 1 < r,s < o0, definiremos o espago de Besov ho-
mogéneo B (R™) por

B (R") = {u € SL(R") : |Jul 3, = [|2% Posu

g < oo}

onde, |12 Pyt sy, = (S0 129 P, )

Proposicao 1.4.1 Sejam 1 <ry <r; <o00,1 <s<o00,p1,p2 €R. Se pl—% = pQ_%
entao B,ﬁ’;s C B,ﬁ’ll’s e

[ull g, < Cllullges, -
Demonstragao: Como Pyu = F 1 ((277-)u), segue

Pyyu = F (1) = F (1) * u.

Para facilitar a notagao seja ¢; = F1(¢);). Assim, Pyju = ¢; * u e portanto,

fullag, — (z 290, )
JEZ
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Retomando a parti¢do da unidade que fizemos para obter (1.12), se definirmos
©; = @j_1+ @+ i1, teremos p; = p;p;. Portanto,

gy =3 g
segue pela desigualdade de Young que

5 wll i < Ml@5ll o llops * ull 1

com z% =L 2 = p,— pg, onde p’ representa o expoente conjugado de p. Fazendo

T2 1

uma mudanca de variavel dentro da integral, teremos:

i
s * ull pr <27 N0l o [l % ull

= 20215 gy * ull s

Tomando entao C' = |||, obtemos o resultado. O
Proposicao 1.4.2 Existem C1,Cy > 0 tal que
Cl HDMUHBIZZ“ < HuHst < CQ ”DMUHB,E;“ . (119)

Demonstragao: Para esta demonstracao utilizaremos a caracterizagao (1.18) da norma
de Besov.
Iniciaremos demonstrando a desigualdade:

1D (5 )l < C2" [ligy s ull - (1.20)

De fato, quando introduzimos a caracteriza¢ao (1.18) para a norma de Besov na
demonstragao da Proposicao 1.4.1, provamos que @; * u = @; * (; * u, onde

Yj = Pj-1+@;+Pjn

e portanto,

DH(pj xu) = D"(p; * @ % u)

1
= > DM s * ).

I=—1

Tomando a norma de Lebesgue e aplicando a desigualdade triangular, obtemos:

1
1" (05 % W)l 1o < D 1D (psa * 5% )l -
I=—1

Observando que
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[ D (541 % 05 u)|| o = [|D" 0501 % 05 % ull

< sup HD#%‘H * QHLr ||§0j * UHU
lgllr=1

para que possamos obter (1.20) serd suficiente provarmos

ID" @1 gl < C2

para todo g € L" tal que ||g||,, = 1.

Fixemos entao g € L" tal que ||g||;. = 1, pela desigualdade de Young, teremos:

1D i1 % gll 1 < D @jqtll 1 191 = 1 D* 051l 11 -

Por outro lado,
Dfopi(x) = F 1| - @) (x) = F (| - 11Go(27UH€)) ()

— (2m)" / e €] By (27T e

Apés a mudanca de varidvel & = 29w, teremos:

D¥pj(x) = (27T)_n/eix'2j+l“’2"(j+l>|w|“@o(w)2"(j+’)dw
— 2u(j+l)2n(j+l)(27r)—n/eix.21+lw|w|u$0(w)dw
— 2H(j+l)2n(j+l)f‘*1<| |EBo) (27 )

— 2#(j+l)2n(j+l)D#¢0(2j+lx).

Portanto,

ID¥ 04l 0 = 240+D20THD || Dl (27|

Estimemos agora. || Doy (207) HLl .
Do = f 1Dt

- / Do (y) | 2700 dy

= 27" || Drg | 1
Por (1.22), obtemos:
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1D* @il 12 = 22724 | D¥po | 1
Sendo C" =max{2" : 1 € {-1,0,1}}, se tomarmos C = C" || D"pl|;1, entdo tere-
mos:
1Dl < €2

desta forma obtemos a desigualdade (1.20).
Agora de posse da desigualdade (1.20), observe:

1
Dol = (z 20, 4 Do )
’ jez

1
_ (Z HQ(Pfu)jDu(%. * u)‘ ‘Zr>
jEZ

1
s
27") = CHu”Bﬁ,S

Tomando C; = % obtemos uma parte da desigualdade (1.19), por outro lado
repetindo alguns dos ultimos argumentos, segue que

<C (Z H2pj<pj * u‘

JET

lull g, = [|D7" D"u|

B,
< Co || D"ul| gy
para algum Cy > 0 e assim obtemos (1.19). O

Aqui, vale a pena uma observagao a respeito da Proposicao 1.4.2, seu resultado
implica que o operador D* opera como um homeomorfismo linear entre os espacos B

e BP#. Se deixassemos de lado o fato de que um isomorfismo entre espagos vetoriais
normados deve preservar também a norma desses espacos, poderiamos dizer que o
operador D* é um isomorfismo entre os espacos B?_ e Bf_H.

Proposicao 1.4.3 As sequintes inclusoes se verificam

B;fﬂQ(R”) CHS para 2<r<oo e seR (1.23)

vaQ(R”) S HS para 1<r<2 e seR. (1.24)

Demonstracao: Ver [4], pdg. 152.
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Proposicao 1.4.4 Dada u € S;(R"), existirdo constantes C; > 0 e Cy > 0 tal que
vale a sequinte estimativa de Littlewood paley

G (Z !PQJ'U|2> < Jlullr < G (Z \PM\2>

= . JEZ.

NI

LT

Demonstracao: Ver [28], pg. 242.
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Capitulo 2

Estimativas de Strichartz

2.1 Notacao

Nesta secao definiremos toda uma notacao que sera fortemente utilizada apartir deste
capitulo.

Sejam x e y numeros reais positivos.

1.

A simbologia = < y denotard que existe uma constante universal K > 0 tal que
x < Ky. Diremos que Kj é a constante determinada pela relacao x < y, caso K
seja a menor constante K tal que r < Ky seja verdade.

. Denotaremos por x ~ y caso se tenha x Sy ey < x.

A notagdo x << y implicard na existéncia de uma constante K < ﬁ tal que
r < Ky.

Dado 0 < € << 1, denotaremos por z+, x ++, z— e £ — — respectivamente x — €,
T+ 2¢, x — € e v — 2¢. Abusando da notacao estabelecida em alguns momentos
poderemos escrever + e — para representar 0+ e 0—.

Sendo J um intervalo, representaremos por |J| o seu comprimento.

2.2 Estimativas

Devido a sua importancia em muitos trabalho que envolveram o problema da onda,
dedicaremos este capitulo as Estimativas de Strichatz.

As Estimativas de Strichartz compreendem uma classe de desigualdades que se
obtem apartir de um problema de valor inicial, esta classe de desigualdades tem se
mostrado muito 1til em problemas de boa coloacao para as equagoes da Onda e de
Scholdinger. Neste trabalho porém nao a utilizaremos diretamente para obter a boa
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colocacao para o problema que estamos abordando, mas serd a partir dela que se de-
senvolvera muitos dos resultados que serao utilizados para a prova do resultado que
desejamos.

No artigo [27] publicado em 1977 Robert Strichartz provou que se u é solugao para
o problema nao homogéneo da onda

Opu(t,z) — Au(t,z) = F(t,z) , Vt>0
u(0, z) = [f(=)
Oyu(0, z) = g(x)
entao
”uHLQ(R,L‘Z(R")) N ||f||Hp + HgHprl + ”FHL‘Z’(R,L‘I'(R"))
paraq:% e 1§p<"7_1.

Seguindo o desenvolvimento de R. Strichartz, B. Marshall em [19] estudando a
equacgao de Klein-Gordon publicou um artigo em 1981 sugerindo a nao igualdade dos
expoentes nas normas de Lebesgue em ¢ e em x. H. Pecher em 1984 publicou o artigo
[21] em que obteve quase todas as possibilidades hoje conhecidas para a estimativa
homogénea de Strichartz. Estimativas de Strichartz para a equagao da onda foram
depois generalizadas por Ginebre e Velo em [12], trocando-se as normas de Lebesgue
por normas mais gerais, sera este o caso que abordaremos aqui. M. Keel e T. Tao
numa contribuigdo maior trabalharam em [15] fechando assim o problema da estimativa
homogénea de Strichartz, ao longo dos anos varios outros trabalho foram feitos no
sentido de expandir ainda mais o alcance das Estimativas de Strichatz, inclusive ha
muitos artigos recentes a respeito deste tipo de desigualdade.

Neste capitulo trabalharemos no R3 e partiremos de um resultado do artigo de
Ginebre e Velo [12] que enunciaremos aqui como um Lema, em seguida provaremos a
seguinte estimativa de Strichartz para o problema da onda.

Teorema 2.2.1 Sejam p1,p2, 00 € R, 2 < q1,q0 < 00 €2 < ry,ry < 00. Suponhamos
também que as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

1 1 1
—<—-——, para 1=1,2
G 2 T

1 1 1 1 1 1
o) e (i)
2 n Q1 2 o

Supondo f € H*(R),g € H*'(R®) ¢ F € L%(R, B;ép;) Se u € solugao (fraca) do
problema

8ttu — Ay =

F
uw0,z) = f (2.1)
Oyu(0, x) g

entao

ull gos e or ) S 1N g+ 9l rus + HF||qu2(RvB;;3)-
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Antes de enunciarmos o Lema que nos possibilitarda demonstrarmos o Teorema,
facamos uma observacao.

Observagao 2.2.1 Tendo em vista o problema (2.1), considere os sequintes problemas

8ttU —Av =

0
v(0,2) = f (2.2)
ow(0,z) = g

&gtw —Aw =
w(0,z) =
@w(O,x) =

Nao € dificil ver que se tivermos uma solu¢ao v para (2.2) e w para (2.3), entao
formalmente u = v + w serd wma solug¢ao para (2.1). Por outro lado, se aplicarmos a
tranformada de Fourier com relagio a varidvel espacial no problema (2.2), obteremos
um problema de valor inicial envolvendo uma EDO,

(2.3)

o O M

3,5,5?)\4— ’6‘2%}\ — Q\
u(0,§) = [ (2.4)
ata(()? 5) = /g\

resolvendo este PVI e aplicando transformada de Fourier inversa na solugcdao, obtemos
a solugdo para o problema homogéneo (2.2).

v(t) = cos(Dt)f + D' sin(Dt)g. (2.5)

Na ezxpressao de v(t) o D denota o operador /—A que definimos na pagina 10, ou
seja, 0s operadores cos(Dt) e D~ 'sin(Dt) sdo definidos via transformada inversa de
Fourier,

~

cos(Dt)f = F Hcos(| - [t)f)
D7 sin(Dt)f = F7L(| - [Lsin(| - [£)f)
A solugao w para o problema (2.3) pode ser dada via Principio de Duhamel, veja
referéncia [1].

w(t) = /<t D~ 'sin(D(t — s))F(s)ds.

Aqui também temos o operador D™'sin(D(t — s)) definido via transformada inversa
de Fourier,

—

FH P sin] - 18 = 9))F(s)).

Definindo as familias de operadores U(t) = ¢'P e U(t)* = e P, t € R. A solugdo
u pode ser escrita como

u(t) = 2(Ut) + U(=t))f + D' (U (t) — U(—t))g
+ [, DIEUMU(s)" = (U(=t)U(=s)")F(s)ds.
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Vamos agora enunciar o Lema que nos possibilitarda demonstrar o Teorema 2.2.1 .
Lema 2.2.1 Suponhamos que as triplas ordenadas (q1,71,71) € (qa2,72,72) satisfacam
2<q <00, para i=1,2

2<r;<oo, para i=1,2

1 1 1 ,
—=—-———, para =12
% 2 T
1 1 ,
vi=2(=z——1], para i=1,2.
2 T

Entao

WO g iy < Iy, - F € B,
T‘l, )

S 1F]

Demonstracao: Veja [12].
Demonstremos agora o Teorema 2.2.1.

Fixados p1,p2, 0 € R, 2 < q1,q0 < 00 e 2 <71y, 1y < 00 de acordo com as hipoteses

do Teorema 2.2.1. Seja s; < r; de modo que q% = % — é, com esta escolha de s

/K (U (s)")F(s)ds

.
Y2
b VF € LE(R BY ).
- L2(R,B? ) 5
Lo (R,BY) 52

obtemos —vl—l—,u—% :Pl_%, onde Y1 :2(%_i>_

S1

Seja também sy < ro de modo que q% = % — i, com esta escolha de s, obtemos
e —ptl—=2=p— 2, Onde%=2(é—§>-

Estamos agora nas hipdteses do Lema 2.2.1 e portanto, teremos:

IV sy S I3y, VS € B

,2

S IF VF € L%(R, B ).

Pela Proposicao 1.4.2, se trocarmos f e F' respectivamente por D*f e D'*F | entao

/K (U (s))F(s)ds

! N
. L%2(R,B"?
Lo (R,B"S) (R.5y2)

IV sy S Mg, VF € Bl (2.6)

S HFHLQé(R B'Y,QJFH)
’ 85,2

/ (U()U(s)*)F(s)ds \VF e L%(R, BY3M). (2.7)

Lo (R,B, 1)

30



Chamando de 7y = —y; + i, 7o = — (72 + £ — 1) e lembrando o modo como escreve-
mos u utilizando os operadores U(t) e U(s)*, segue:

||u||L(I1(R BTl 2) ~ ||U( )fHLfn (R’B;lz) + ||D71U(t>g||Lq1 (R’B;lﬂ) +
-1 *
Utilizando os resultados (2.6) e (2.7) na expressao acima, produziremos:

“uHqu(R,B;ll’z) 5 ||f||3572 + ”D_lg”B;2 + HD_lFHLQ’z(R,B;’,j;“)

S lse, + lgllger + 1F Lo A
Finalizando, como 7 = —(y2 + p — 1), segue:

ol 1) S 1 W+ s+ 1 g - (2.8)
S5,

Por outro lado, 71 > sy e 1y — % =p — % e pela Proposicao 1.4.1, temos:

HUHL‘H(R,BL}Q) S HUHLH(R,BQ,Q)- (2.9)
ComorgZSQGTQ—%:pg—%,seguequesgZT’Qe—TQ—%:—pQ—%epela

Proposicao 1.4.1, temos:
[ A @B S EN oy R (2.10)

Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.8), obtemos o resultado desejado:
lellor sy < M e+ Mg e + 1 5 yol

U

Corolario 2.2.1 Sejam p € R, e 2 < q1,q2 < 00 e 2 < ri,ry < 00. Suponhamos
também que as sequintes condicoes sao satisfeitas:

1 1 1 .
—<|({=——], para 1=1,2
i 2

Supondo f € H*(R?),g € H*R?) e F € L%(R,L"™). Se u ¢ solucio (fraca) do
problema (2.1) entao

lll por iy S MW+ gl s + 1N g g s -
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Demonstragao: Tomando p; = p2 = 0 no Teorema 2.2.1, teremos de imediato:

Jolon e, S 1+ gliims + 1P g - (2.11)
T

Como 2 < ry,19 <00 el <r],r, <2 obtemos pela Proposi¢ao 1.4.3:
ol sy < el (212)

IE1] Lo SIEN Lo (2.13)

L% ]RBO L% ]RHO )"

Agora utilizando (2.11), (2.12) e (2.13), obtemos:

P e ] P [ P (2.14)
i)

Pela definicao das normas L™ e HSI, observemos que

HuHLm(R,HQ ) = HUHL‘H(R,LTI) (2.15)
1

1] o = 1F1l (2.16)

L% (R HO L2([R,L"2) "

Por fim, substituindo (2.15) e (2.16) em (2.14), obtemos o resultado:

lell por iy S MW+ gl s + 1E N g g 1t -

U

As definicoes que daremos a seguir serao fortemente usadas no préximo capitulo e
juntamente com essas defini¢coes enunciaremos mais um importante caso da Estimativa
de Strichartz.

Definicao 2.2.1

e Diremos que (q,r) € onda admissivel se

1 1 1
@) €W ={(@n (@ e ol x2oa). o+ <]
e Chamaremos de conjunto dual de W o sequinte conjunto
- 1 1 1 1
W = q. —+-=1, =4+ -=1, e W
{@n: t4i-1 zei-1 @new)
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e Dado m € [0,1], diremos que (q,7) € m-onda admissivel se (q,r) € W e vale

+ 5_3 m
ro2 '
Corolario 2.2.2 (Estimativa m-Strichartz com derivativo)

Sejam € [0,1] e 0 < 7 < 00, seu € solugao fraca do problema (2.1) entdo temos a
estimativa m-Strichartz com derivativo

||U||L‘g([o,T])L; + ||8tD71UHLg([0,TDL; S I lgm + gl

para (q,r) € W, (q,7) € W e (q,r,q,7) satisfazendo

im-1 1 F o0z

Demonstragao: Comecaremos observando que poderiamos ter enunciado e demons-
trado de forma anéloga os resultados anteriores a respeito da Estimativa de Strichartz
considerando [0, 7] como regiao de definigao para t ao invés de R.

A respeito das hipdteses sobre (g,7) e (¢,7) vemos que podemos aplicar o Corolério
221 paraqy =q, G =¢q, 11 =71, 79 =7 € i = m, lembrando que ¢’ e 7’ representam
respectivamente os expoentes conjugados de ¢ e 7, portanto pelo Corolario 2.2.1, temos:

el sqopze 1 e+ Ngllgus + 1F N g0y - (2.17)

Com isso obtemos uma parte da desigualdade que desejamos provar, nos resta agora
obter um resultado semelhante para ||0; D~ u|| L9 LE -

Pela Observagao 2.2.1, vimos que podemos pensar na solu¢ao u como uma de-
COMposigao u = u; + Un;, onde u; = cos(Dt)f + D~ 'sin(Dt)g é solugao do problema
homogéneo (2.2) e u, = fot D~ 'sin(D(t — s))F(s)ds é solugao do problema nao ho-
mogéneo (2.3). Decompondo u ainda mais, podemos pensar na parte linear u; como
w = uj +u?, onde u} (t) = cos(Dt) f e u?(t) = D~ 'sin(Dt)g.

Pela férmula de Euler ¥ = cos + isin ), podemos escrever

eith + e—z‘th

u; = cos(Dt)f = 5

itD, _ —itD
uf = D" 'sin(Dt)g = D™* <692#>
)
e obter:

ieith _ Z'e—ith
2

D_lﬁtull =

Dfleith + Dflefith
5 .

DilatU? =
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Portanto,

HD_latullHLg([o,T])Lg N HeithHLg([O,T])Lg ™ ||€_ithHLg([0,T])Lg (2.18)

HD_latulQHLf([O,T])Lg S HeitDD_lgHLg( (2.19)

o) T He_itDD_lgHLg(

[0,7]) L%~

Queremos utilizar aqui o Lema 2.2.1, portanto assim como fizemos na demonstracao
do Teorema 2.2.1, seja s < r tal que % + % = % e tomemos y; = 2 (% — %), pelo Lema
2.2.1 e pela Proposigao 1.4.2, obtemos:

Heiith{‘Lq([()’T}?B;;l*m) S ”f“BgT2 : (2'20>
Por hipdtese sabemos que % + % = % — m e portanto
_5 1y 3 n 3 3 m
nm=A\eT5) T qg 2 '

A 1ltima relacao é de grande importancia, pois ela implicara em

3 3
0—==—m+m=-=
r S

e pela Proposigao 1.4.1 segue que

€52 £l oy S 17 L g snom -

Recorrendo agora a Proposi¢ao 1.4.3 e observando a relacao (2.20), obtemos:

HeiithHLg([O,T])L; S AN g

e por (2.18) teremos:

HD_latull||Lg([o7T])L; S ||f||Hm : (2'21>
De modo similar,
||Dilatul2HLg([0,T])L; S0l m (2.22)
= llgllgm— -

Quanto a parte nao linear u,,(t), observemos que

6%Mﬂ:AC%W—QMF@$.

Reescrevendo cos((t — s)D)F(s) pela féormula de Euler e utilizando a propriedade
triangular da norma L{([0, 7]) L., teremos:
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t
HDilatunl ||Lg([0,TDLT 5 H/ Dflei(tfs)DF(S)dS
’ 0

Li(0,7) L

t
+ ‘ / D7 te 9P p(s)ds
0

i)

De forma similar ao que fizemos no comego desta demonstracao podemos utilizar o
Lema 2.2.1 para concluir

-1
HD atunl”Lg([o,T])Lg N HFHL?([O,T})LQ (2.23)
Finalizando, por (2.21), (2.22) e (2.23), temos:

||atD_1u||Lg([0’TDL; 5 ||f||Hm + ”gHHm*l + ”FHL;?([(]’T])L‘;' (2'24>

Somando as desigualdades (2.17) e (2.24) obtemos o resultado

HUHLg([o,T])L; + HatDA“HLg([o,ﬂ)L; S I lm + gl gm—s + HFHL?([OJ])@ :
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Capitulo 3

A Equacao da Onda Cubica

3.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos a equacao da onda ciibica no R?

Oopu —Au = —ud

w(0,z) = w(z) (3.1)
Owu(0,2) = wuy(z)

com dados iniciais (ug,u1) € H*(R*) x H"'(R%) e 13 < s < 1.

Nosso foco estardo nas solucoes fracas a valores reais reais u, d;u pertencentes
a C([0,T], H*(R?)), C([0,T], H*"*(R3)) respectivamente e que satisfazem a seguinte
equacao integral:

u(t) = cos (tD)ug + D' sin (tD)u; — /t D~ tsin ((t — ¢ )D)u?(t')dt . (3.2)

Podemos observar que para u(t) € H*(R?), teremos aqui —u3(t) muito bem
localizada em um espaco do tipo LP(R?) com p > 1, de fato pelo Teorema 1.3.2, temos:

P T e AT R

com 3p = 3_;625. Portanto, como s > i—g > % temos p > 1.
Devido a argumentos de aproximacao e densidade, iremos supor neste capitulo que
as fungoes em questao sao Schwartz no espaco e de classe C*° com respeito ao tempo.
Um resultado importante para este tipo de problema e que certamente motiva as
construcoes que faremos neste capitulo é a lei de conservacao de energia que vale para
a equagao da onda.
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Teorema 3.1.1 (Lei de conservagao de Energia)
Seja u solugao de (3.1), definiremos

E(u(t)) = %/R:a((?tuf(t,x)dx + % (Du)(t,z)|* dx + i/ u'(t, z)dx

R3 | R3

como sendo a energia associada a solu¢do u.
Para E(u(t)) vale:

E(u(t)) = E(u(0)), Vt € [0,T).

Demonstracao: Comegaremos calculando 0,F(u(t)).

OB (u(t)) = 0, (1 / Oz + = [ (D) de + - / u4dw)
2 R3 2 R3 4 R3

1 1 — 1
=0, —/ (Ou)?*dz + = | DuDu + —/ utdz
2 R3 2 R3 4 R3

= atgu(?tudqu/ Re(D@tum)—l—/ uPOyudx
R3

R3 R3

= Re < O*udyu + DOuDu + u38tudx> .
R3
Assim,
O E(u(t)) = Re (

Pelo Teorema 1.2.1, obtemos:

8t2u8tu + DOyuDu + u?’@tuda:) )

RS

DéuDudz = (2r)~ | DouDude
R3 R3

== 2 -3 3t/\_/\d

) [ Ieloalefads

= (2m)~* | oO.uléPude
R3

= OyuD?udf.
R3
Portanto,
DouDudx = OruD?udg.
R3 R3
Por outro lado,

—

D*u=FY(|- ) = F ' (—Au) = —Au.

Assim, obtemos:
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O E(u(t)) = Re ( O (0fu — Au + u?) d:z:) =0

Portanto,
E(u(t)) = E(u(0)), Vte|0,T]. O

Esta lei de conservacao é importante para a teoria do problema da onda, porém ela
nao nos servira aqui. O motivo é simples, como estamos trabalhando com os dados de
Cauchy (ug,u1) em H® x H*! para s < 1, nao temos garantia da finitude da energia
E(u(0)) e por isso este tipo de relacdo ndo se mostra muito atraente. Por outro lado,
para s = 1 podemos provar que E(u(0)) < oo e utilizando esta lei de conservacao de
energia e a teoria da boa colocacgao local podemos provar a boa colocacao global para
(3.1), como faremos no préximo Coroldrio.

Corolario 3.1.1 O problema (3.1) é globalmente bem posto para s = 1.

Demonstracgao: A idéia dessa demonstracao consiste em utilizar a lei de conservacao
de energia para obter uma desigualdade do tipo (2) que garante a boa colocagao global
para este problema. Comegaremos entao provando que para s = 1, vale E(u(0)) < oc.
De fato, s = 1 implica em (ug,u;) € H' x H?, logo

10u(0)][ 2 = [luall o < o0

HDUOHL2 < HU0HH1 < 00
HUOHL2 < HU0||H1 < 0.

Pela Proposicao 1.1.2 e Teorema 1.3.2, segue para A = % que

A 1-A
[uoll .+ < lluollzz luoll s

A 1-X
S lluollza luoll ™ < oe.
Assim,
1 2 1 2 1 4
E(u(0)) = 5 10u(0) |72 + 5 | Duo| 72 + 7 uollzs < oo.

Provaremos agora uma estimativa do tipo (2) para todo 7" > 0.
Pela definigdo de E(u(T")) e pela lei de conservagao de energia, sabemos que

10a(T) 0 S E(u(T)) = E(u(0)).

~J

A definigao da norma |[|-||;: e a identidade de Plancherel, produzem:
(D)7 = /(1 +IEPNAT)PdE = [@(T)ze + Il - [a(T)|Ize

= 2m)° Ju(T)[32 + 2m)* [ Du(T)|[7:
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De um lado sabemos que ||Du(T)||7> < E(u(0)). Por outro, utilizando o teorema
fundamental do céalculo, segue:

la(T)IIZ2 < (l(T) = w(0)]] 2 + [|u(0)]] 2)*

< Ma(T) = u(0)]72 + lu(0)[7:

T
0 L

T 2
( [ 10ato dt) ol

2

S UOT(E(U(O)))édt] + lluoll7:

2

+ u(0)]7:
2

IN

= TE(u(0)) + [Juol|%: -

Assim, obtemos a estimativa

(T 17 + 10T 70 S Nluoll s + (T2 + 2) E(u(0)).

que nos fornece a boa colocagao global para o caso s = 1. [

Estd conjecturado que (3.1) é globalmente bem posto em H*(R3) x H*~1(R3) para
5 > % O estudo da boa colocagao global para a equagao da onda cibica tem atraido
a atengdo de muitos pesquisadores. Kenig, Ponce e Vega em [16] foram os primeiros a
provar que (3.1) é globalmente bem posto para % < s < 1, eles usaram o método de
Fourier truncado descoberto por Bourgain em [5]. I. Gallagher e F. Planchon em [11]
propuseram um método diferente para provar a boa colocacao global para % <s <1,
H. Bahouri e Jean - Yves Chemin em [2] provaram a boa colocagao global para s = %
usando um método de interpolagao nao linear e estimativas logaritmicas criadas por S.
Klainerman e D. Tataru em [17]. Recentemente foi provado em [25] por T. Roy que o
problema da equacao da onda cibica com dados radiais em H*® x H*~! é globalmente
bem posto para % <s<l1.

Por fim, o objetivo deste capitulo sera o de compreender e demonstrar o seguinte

teorema dado por T. Roy em [23]:

Teorema 3.1.2 O problema de Cauchy para a equacao da onda cibica é globalmente

bem posto em H*(R®) x H*"Y(R®) para 1 > s > 12 = 0,722. Mais ainda, se s > 15 estd

perto de % e T ¢ suficientemente grande entao

285—18 +

1T, O T g grer < Cllltoll e s Nl g ) T35 (3.4)
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3.2 Resultados Preliminares

Enunciaremos neste capitulo quatro proposicoes que nos permitirda demonstrar o Teo-
rema 3.1.2. Antes porém algumas defini¢bes sao necessérias.

-~

Definig¢ao 3.2.1 Denotaremos por I o operador i\f(f') = m(&)f(§) onde m é uma
funcgao regular radial e nao crescente definida por

1, se [§|<N
= 1-s

onde N >>1 representa uma constante que escolheremos futuramente.

A importancia desta definicao esta no fato de desejarmos utilizar a férmula da ener-
gia (3.3) para provarmos o teorema 3.1.2, porém para s < 1 como mencionamos anteri-
ormente a energia (3.3) pode nao assumir valores finitos dado que a solucao (u(t), dyu(t))
estard em H*(R3)x H*~1(R?). Por esse motivo trabalharemos com a energia modificada
da onda E(Iu(t)), definida por

E(Tu(t)) = ;

z RS,

(OuTu) (t, z)|Pdx + % /RB |(DIu)(t, )| dx + i /]1@3 |Tu(t, z)|*dz. (3.5)

Pela identidade de Plancherel segue (i) e (ii) abaixo e pelo Teorema 1.3.2 segue (iii),
portanto se (u(t), dyu(t)) € H*(R3) x H* }(R?) entao E(Iu(t)) < oo.

0 [ (odutt.a))ide = 2m [ m(@oa.o)as
= (2m)73 m(€)dyu(t, &)|*d
e | [ @t e+

[§]=2N

|m<§>ata<as>\2d§]

< Cy [|Gyul

2
H571 < OO.

(i) [ (DTutt) e = a7 [ el oPds

N 2—2s
_ 2 -3 21~ Qd 2 o -~ 2d
(2n) [/lE P s + /Ig LK (m) @, ©)] 5]
< Cy lu(t)]

2
s < 00.

i) ()l < Clu g =€ ( [ 16l mierat P as )

5 5 N 2—2s
2|0 24 2 — m 2d
L e opde + /K L (|§|) a(L,€) 5]

< Gy [|lu(®)] s < 00

N

<C

onde (', C5 e (3 sao constantes que dependem de N.
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Observemos também que a medida que N cresce o operador I se aproxima do ope-
rador identidade, portanto a variacao da energia modificada é esperada ser baixa se
tomarmos um N muito grande, pelo fato da variacao de F(u(t)) ser nula. Este método
de introduzir o operador I para que seja possivel fazer futuras comparacoes utilizando
a férmula da energia modificada foi originalmente inventado por J. Colliander, M. Kell,

G. Staffilani, H. Takaoka e T. Tao em [8] para provar a boa colocacao global para a

equacao semilinear de Schrodinger com dado inicial em H*(R") paran =2e¢3 e s= 2

7
e % respectivamente.

Lema 3.2.1 (Regra Leibnitz)
Segam frg € S(R™). Paraa > 1—s el < p1,p2, q1,G2, 7 < 00 com piquqil = % = p%—i—qi?,
vale

ID LD e S WD LN or gl zan + WS W[ oz 1D TGl s -

Demonstracao: Seja ¢ a fungao C§° que definimos no inicio da segao 1.4, ou seja ¢

estd suportada em {€ € R® : 1 < [¢] < 2} e satisfaz Zw(ZJE) =1, V¢ € R*\{0}. Além
jJET

disso, definiremos também uma fungio ¢» € C§° com suporte em {£ € R? : ¢ < [¢] < 8}

tal que ¥(£) = 1 no conjunto {¢ € R? : i < €] < 4}. De imediato podemos observar

que Y(§)Y(§) = ¥(g), VEeR.

Definindo os operados

Q;ul€) = Y(279¢)a(€)
Qul€) = D(276)ale)

seja P, o seguinte operador
Pku = Z qu.
J<k-3
Pela decomposicao de Littlewood Paley, temos:
u=) Qu=) QQu

j€z JET

Para as funcoes f e g, teremos portanto
f=2 Qif e g=3 Qg
JET i€Z
Utilizaremos aqui a decomposicao de Bony.
f9=>_QifPig+> QiPif+ > QifQig. (3.6)
JEZ JEZ li—j]<2

Veja [9] para mais detalhes a respeito da decomposigao de Bony.
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Agora, observando que

Supp(Qrf Prg) = Supp(Qrf * Prg) C Supp(Qrf) + Supp(Prg)

Supp(Qrf) + Supp(Peg) C {€ € R® : 2072 < |¢| < 2542
mais o fato de (27%¢) = 1,V€ € {€ € R3 : 262 < |¢| < 262} segue:

QrfPeg = Qu(Qif Prg)-

Logo, por (3.6), obtemos

Fa=3"QiQ;ifPig) + > QiQigPif) + > QifQig

JEL JEL li—jl<2

e pela Proposicao 1.4.4 é possivel obter:

%
ol ~ | (St
jET o

Aplicando o operador D®I em (3.7) e tomando a norma L", teremos:

IDI(fg)ll- < | DT> (Qi(Q;fP;g))

JET

+(|D°I Y (Q(QigP;f))

JET

L’l‘

+ ‘D"I Z\z—le(ijQig)HL”

L’l‘

Por outro lado, podemos observar que

Qju(x)| S Mu(z)
|Qju(z)| S Mu(x)

|Pyu()| S Mu(x)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
(3.11)

(3.12)

para todo u € S, onde M denota o operador maximal descrito na Proposicao 1.1.5, ou

seja,

1
Mux:sup—/ u(y)|dy.
( ) r>0 m(B(:z:,r)) B(z,r)| ( )|
Pela definicao do operador @j, sabemos que
Qju=F L (p(279-)a) = 2%(27) % u

onde v(z) = F1(¢)(z), portanto escrevendo 1;(x) = 2%v(27z), teremos:
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Qju() = v * u(a). (3.19)
Além disso, fixado N € N, segue pelo Teorema 1.2.1 que

[ ()] = 2w (2 ()| = 29| F (&) (2 ()|

= 2% (2m)?

[ @i

< 93j

d

Il
de modo geral,

(@) )| = 29120 Vo (2 ()] = 29)(2)rs) V(D)2 ()]

= 29| F (9 (2'x))|

= 2(2m) | [ o ()i
< 9% a,inZH .
Il
para k € {1,2,3}.
Portanto, obtemos:
[5(2)] S 2% (3.14)
|(2) V()| S 2%, k€ {1,2,3}. (3.15)
Somando entdo (3.14) e (3.15), obtemos:
(1+ 22|V + |[2ao| ¥ + 12725V [0y (2)] S 2. (3.16)

Por outro lado, para a, b, c nimeros reais positivos, podemos provar que

3Ha+b+e) <a+b +c <3a+b+c) (3.17)

para todo t > 0.
1
De fato, 3(a* +b" + ") > a + b+ ¢, portanto

at+ b +c>3"a+b+c) (3.18)

Por outro lado, sabemos que a4 b+ ¢ = (a’)t + (b')7 + (¢')1, e pela relacio (3.18),

obtemos
1

a+b+c>3t(a"+b +c)

1
t
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por fim, aplicando a poténcia ¢ em ambos os lados da ultima desigualdade, temos:
(a+b+c) >3 +b + ).

Isso conclui a desigualdade (3.17).
Portanto, tendo em vista (3.17), por (3.16) obtemos:

(1 + 2] )1 (2)] < 3N (L + 27V ]z Y) 1y ()]
< 3V[L+ 2V (|| + 2o + s]) V][5 ()]
< BN[L A+ 2N (| |V [N A+ [ws] V)] ()]
< 32N93,

Assim,

()] < 3 (1 4 27]x|)" V2% VYN € N. (3.19)

Estamos agora em condicoes de provar ]@Ju(x)\ < Mu(x), por (3.13) é suficiente
provarmos ; * u(z) < Mu(x). Portanto, tomando N = 4, teremos:

[9; % u(x)] = ’/%’(y)U(I - y)dy’ < /|¢j(y)I|U(ﬂf —y)ldy

< oY / (1+ 2y ulx — )| dy.

Para facilitar a nossa notagao, seja k(y) = (1 + 27/|y|)~*, assim

[y u(z)] S 2% / k() u(z — v)|dy.

Sendo E = {(y,t) : y € R® t > 0,k(y) > t}, segue que

E(y) 00
k(y) = / it = / (. t)dt
0 0

onde xg(y,t) representa a fungao caracteristica do conjunto F.
Agora, utilizando o Teorema de Fubini, obtemos:

oy @] £2 [ [ xsto.tdtlate — play

¥ / / Xy, )lu(e — y)ldydt
0 R3

= 23j/ / |u(z — y)|dydt.
0 {yeR3:k(y)>t}
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Seja By = {y € R®: k(y) > t}, pela defini¢ao de k(y) é facil ver que E; é uma bola
centrada na origem. Denotando a medida de Lebesgue de E; por |E;|, teremos:

[y * (o)) < 29 / lu(z — y)ldydt
0 on

. o0 1
=2 ["1m, (— (e —y>|dy) at
0 |Et| Ey

< 99 / By Mu(z)dt
0

:23jMu(x)/ |E|dt
0

— 9% Mu(z) /0 h ( /R v (y)dy) di
= 2% Mu(z) /RS (/OOO X5, (y)dt) dy

= 2% Mu(x) /RS k(y)dy

= 2 Mu(z) ||k(y) || 1 -

Portanto,

[ * u(@)] < 2 Mu(z) |k(y)]l .

Calculemos agora ||k(y)|| ;1.
1)l _/ i
P Jea (1+2f|y\)4 !

/ / or’dr
52 2] 7‘

(w—1)2
225

w? QJ

|, wr
a

1

1
d0-§23]

.
L.
Assim ) /52

[y ule)| S Mula). (3.20)
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A prova de |Q u(x)| S Mu(x) ocorre pelos mesmos argumentos que utilizamos para
obter (3.20). Para provarmos |Pju(z)| S Mu(x), basta observar que

= ) (@O = p(270)u(e)

k<j—3

onde ¢(§) = Zkg,glﬁ(?_kf) € C5°(B(0,21)).
Assim, podemos escrever Pju(z) = ¢; * u(z), para alguma fun¢ao ¢; em S(R?) e
procedendo de maneira andloga ao que fizemos para obter (3.20), obteremos

| Pju(z)| < Mu(z).

Retomando o objetivo principal dessa demonstracdo, utilizaremos a seguir (3.8),
(3.10), (3.11), (3.12), o Proposigao 1.1.5 e a desigualdade de Hélder.
1
2) 2

|1 S, @i@irra, 5 | (S om0 £ 10 G@R)

.
S [Zjez |2jam(2j)©j<ijPjg)|2} ’
LT
S [She |2jam<2j)M<ij1%g>|2] i
.
< L |9dm (27
< (e 2emenarpgl) .
S| (Syez rom2i)@s Mgl)
"
(
"

< | Mg (X,e0 120m(2)Q; 1)
Q

(Syes Pom@)Qi )

S Mgl v,

La1

S llgllpr

(5 e D10, 1)’

5 ||g||Lp1 ||Da]f||LQ1'

a1

Por razoes andlogas podemos concluir que

Para concluir o lema nos resta estimar o iltimo termo de (3.9). Observando que
Qr(QifQj9) =0, se k > max(i,j)+4 e |i—j| <2 e utilizando (3.8) e as desigualdades
de Cauchy-Schwarz e Holder concluiremos a demonstracao do lema.

S I lles D9l pas -
LT

DT> (Q;(Q;gPif))

JEZ.
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=

DT Y (QifQig)|| S[[D] 2™ m Z (Q;fQig)
|i—j|<2 I = —jI< .
_ 2 %
=1[D_ [2*"m(2*)Qx > (QifQig)

keZ li—j|<2,max(i,j)>k—4
LT
_ 24 %
Sijee 2 2" ImEn)Q;fQu)
k€EZ li—j|<2,max(i,j)>k—4
Lr
5 Z 2amaa¢(ij) <2ma:p ,5) )(Q]sz )
|i—j|<2,max(i,j)>k—4 I
< >, meY@QifQel+ Y 27 [m2)(Qif Qi)
li—j|<2,max(i,j)>k—4 li—j|<2,max(i,j)>k—4 LT
< > 12%m(2')(Q; fQig)|
[i—j|<2,max(i,j)>k—4 I
+ S [29m@)(Qif Q)|
|z—j|§2,max(z,j)2k—4 Lr
: !
ai i 2
S > Qs fI° >, |2%m(2)Qig]
li—j|<2,max(i,j)>k—4 li—j|<2,max(i,j)>k—4 )
1 1 L
2 2
%] ] 2
+ > 2%m(27)Q; f| > Qigl®
li—j|<2,maz(i,j)>k—4 [i—jI<2,maz(i,j) >k—4 ;
1 1 v
2 ) ] 9 2
< <Z\ij\2> (z 2m(2)Qu] )
JEZ i€z I
L 1
+ (Z 12%9m(2)Q; f| > (Z ‘Qig|2>
JEZL i€Z Ir

S e 1D o + 1D LF N v N9 o1 -

g

Definicao 3.2.2 Dado um intervalo J =
definiremos:
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Zima110) = 00 ([P~ 1y + 1D 08y}

onde, o sup € tomado sobre os pares (q,r) m-onda admissivel.

Z(J,u) =sup{Zns(J,u) :m e [0,1)}.

Obs.: Veja na pagina 33 a definicao de m-onda admissivel.

Definicao 3.2.3 Sendo J = [a,b] contido em [0,00), definiremos:

u"’ (t) = cos ((t — a)D)u(a) + D™ sin ((t — a)D)dyu(a)

t
() = — / D~sin ((t — #/)D)()dt.
Portanto se u satisfaz a equagao integral (3.2) e t € J, poderemos escrever
u(t) = ub’ (t) + u™ (t).
Definicao 3.2.4 Dado A € R denotaremos por uy a sequinte funcao

up(t,z) = XU(X’_)

E facil ver que se u satisfaz o problema da onda (3.1), entdo u, ird satisfazer o
seguinte problema:

Opuy — Auy, = —u3
U)\(O,.CE) = %uﬂ %)
dur(0,2) = zu(§)

Estabeleceremos agora as proposicoes.
Proposigao 3.2.1 Se u satisfaz (3.1) em [0,T], entao vale:

(D) 7. + 10T s S oDz + (7% + 1) sup B(Tu(?)).

te[0,7)

Demonstracgao: Pela desigualdade triangular da norma H?®, segue

[w(T)|| 5. = |Paw(T) + Poru(T)| 3.

< ([[P<u(T)]

s + [ Pru(T))|

i)’

2 2
S [P<ru(T) s + [[Poru(T) |

(1+%) (T, £)|2d§+/ (L+[g1*)*[a(T, )[*dg

|§]>2N

| Paru(T) [+ /

1<|¢]<2N
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a igualdade na tltima linha se justifica pelo fato de a(T, €) = 0 para || < 1. Antes
do préximo passo devemos observar que sendo |£| > 1, vale

(1+1€%)" < (I + [6]7)" = 27>

assim,

(T3

i S | Pau(T)|ly

QSAT7 2d QSAT, Qd.
TP [ e o

De um lado, como = < s < 1, segue que

2s T, d Qm(€)2 (T 2
/1§|5§2N|€| O f</1§|£|§2N < m(5)2|u( SR

S IIDIu(T)] 72

S E(Iu(T))

por outro lado, teremos também

25| 2 2N2(1 s)
[ Jeraroras [ gl opa

|DIu(T, x)|*dx
S E(Iu(T)).

Utilizando a desigualdade triangular para a norma H*, o Teorema fundamental do
calculo e a identidade de Plancherel, teremos:

| P<1u(T)]

s < ||P<iu(T) — P<yu(0)]

ae + [ P<au(0)

T
< / | P dyu(t)]].
0

< lluol

s + T'supeio,1] ||8tlu(t)”L2 :

Portanto,

1Peru(T)5e S lluollzre + T2 supier E(Tult)).

Por fim, estimando ||0;u(T)|| 31 ,

(T s = / (L 1P 0T €) P < / m(€)*|0au(T, €)PdE < B(Iu(T))
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teremos:

-+ 10cu(T) |7

[u(T)]

el S ||u0| s + T2 suprepo,n E(Tu(t)) + 3E(Iu(T))

+ (T2 + l)supte[oyT]E(Iu(t)).
O

Proposicao 3.2.2 (Limitagao local e global)
Seja J = [a,b] um intervalo contido em [0,00). Assumindo que u satisfaca (3.1) e que

supge s E(Tu(t)) <2 (3.21)
entao
Z(J,ub") < 1. (3.22)
Mais ainda, se (p,q) € m-onda admissivel entao

1
D" Tul| o )y, S (maz{1, |]})s (3.23)

€ 1
| DY Tu Nip S < (maz{1,|J|})s. (3.24)

Demonstragao: Para facilitar a notagao iremos supor J = [0, 7], pelo que faremos
na demonstracao pode-se ver que nao ha perda de generalidade uma vez que temos
Z(Jut) < Z(J' b)) e Zyo(J,u) < Zoo(J'u), para J = [a,b] e J' = [0,b].

Aplicando a m-estimativa de Strichartz com derivativo para D'"™Iu"’ e a identi-
dade de Plancherel, teremos:

HDI_m[Ul’JHLq

+ HD matIUlJHLq D'~ g || gm + HDI " T || g

([o,7])Lz, ([o,r])Ly ~ ||

S 1P Tuol 2 + [Hua ]l 2 S 1

~Y

Portanto,

Z(Ju") <1

Demonstraremos agora (3.23) e (3.24). Por (3.22) e a desigualdade triangular é
suficiente demonstrar apenas (3.23). Se dividirmos o intervalo [0, 7] em subintervalos
(Je)keqt,..ny de modo que |Ji|, [Jof, ..., |Jnoa| = 7o € [Jn| < 7o para 7y constante a ser
determinada, teremos Z,, o(J,u) = Zp s(Up_1Jk, ) S Y py Zim,s(Ji, w). Portanto serd
suficiente provarmos Z,, s(Ji,u) S 1, k € {1,2,...,n}. Provaremos a afirmagao para
k =1, por iteracao também sera verdade para k > 1.

A prova se constituirda em dois passos.

Passo 1: Assumiremos m < s. Aplicando a m-Strichartz com derivativo para
D= Tu, teremos:
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1D =" Tull g o ropy 2y + 1D ™" Ol ull 3 (0,702

< Dl—m] 'm+ Dl_m] . + Dl—mI e
S IDY " Fuolljm + | D" T s + APV ()|

< || DI 1 D=mJ
S 1P Tuol| 2 + [[Tual 2 + ] (“w)||Lt1([o,mpLg—%

<14 ||ID*""I(uuu 6 .
ST D,

Utilizando a regra fraciondria de Leibnitz, teremos:

DI HHDl i),
L ([0,70]) Lo L1([0,70])
< HnDlmuuu)n ol + D=l
L L([0,70])
HHDl Pl g g + 1DV Tl ol
L ([0,m0])
S ”kaI“”Lgo([o,m])Lf% el 22 o.mop 2
Portanto,
||D1_mIUHL§([o,TO})L;+||D_matfu||Lg([o,m] Lr ~ S 1+|| DV | |u ||L ([0,70]) LS

Lg([0,mo)) LE ™ ™

) ser m-onda admissivel segue que

e pela definicao de Z,, (70, u), mais o fato de (oo, 3_%

Zins(mo,0) STH|DT | g Tellizgo e
2
S 1+ Zm,s(T()a u) ||u||L?([O,7‘0])L2
=1+ Zu,s(70,u) [ Penvu + Ponte| 20,002
2
<1+ Zp s(10,u) (||P§NU||L§([0,TO])Lg + ||P>N“||L%([07701)L2) :

Agora a desigualdade de Hélder no tempo, produzira:

Zm,s(7_07 u)

1 2
S 1+ Zn (70, u) (703 [ P<null s o.mpzs + o ||P>NUHL1 F (ool 6) : (3.25)

Retomando as defini¢ées (1.13), (1.15) dos operadores P<y e Py, se escrevermos

_ &) 6 (=) N g
— m(g)m(f) e 1 Qb(N) = T© i Nl_sm(g)

teremos,
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T,, (D" *Iu)(x)
Nl—s

PSNU(;U> = Tu1(1u>(x) € P>N’U,($) =

onde T,, e T, sao operadores definidos por

9
o _ é 1-s
Tou(e) = mfé()N)) fz,lsa@.

Nao é dificil observar que as fungoes

_ ) L e
T I T O

satisfazem as hipdteses da Proposicao 1.2.6 e que a constante A, da proposi¢ao nao
depende do N, portanto devido a Proposicao 1.2.6, teremos

||P§Nu($)HL§([0,TO])Lg S HIUHLtﬁ([O,T@])LQ

15 SIUHLl * ([0,70]) L
HP>NU(33)||L?([0,TO])LQ S N1-s -

e por (3.25), segue que

2

1
Zms(To,u) S 14 Zyy s(10,u) | 73 ||IUHL§([0,TO])L3 + 75 3

O fato de (-2

——.,6) ser s-onda admissivel e de LS estar mergulhado em H' como nos
diz o Teorema 1.3.2

, justificam as préximas duas desigualdades

3 s—% 0,U 2
Zm,8(7_07 U) 5 1+ Zm,s(7—07 U) (7_03 ”IUHL?([O,TODLg +To ’ %)

s—1 ZS75(7'0, U>:| 2

S 14 Z,s(To,u) [7'02 (supres E(Lu(t)))® + 7 * Ni—s (3.26)

Supondo m = s, se 19 > 0 é suficientemente pequeno entao por (3.21) e (3.26),
teremos

Zs,s(10,u) S 1. (3.27)

Por outro lado, supondo agora m < s, entao por (3.26) e (3.27), segue

Zi,s(10,u) S 1. (3.28)
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Passo 2: Suponhamos m > s. Por (3.26),(3.27) e (3.28), temos

1 1 s—L 7. (row)]?
1D )| s S Zrslro, ) [76 (ubregom B(Tu(0)* 70 255422
S (3.29)
para r < s. A desigualdade
| DY I (www) || s <DV ()| (3.30)

6
Li([0m) L™ Li([0,70]) Le 2"
segue pela Proposicao 1.3.3.
Como fizemos anteriormente, utilizaremos a estimativa m-Strichatz com derivativo

para D'=™Ju.

Zm,s(10,u) < [|[DIugl| gz + [[Tua |2 + HDl_m[(UUU)HLl([O o
t »T0 x

Por (3.29) e (3.30), segue:

Zm.s(m0,u) S 1.
]

Proposicao 3.2.3 (Ganho Local de Regularidade do Termo Nao Linear )
Seja J = [a,b] um intervalo contido em [0,00) e u satisfazendo (3.1) e (3.21), entdo

0™ | g0 + 1D | g s S (ma(L, D)5

Demonstracao: Por motivos similares as citadas na demonstracao da proposicao
anterior, também iremos supor aqui J = [0,7]. Aplicando a estimativ %—Striehartz
com derivativo para DIu™ teremos

o N sy opes + 1PTe™ N pgqoes S IDTCwll 3 e

Utilizando agora a regra fracionaria de Leibnitz, segue:

DI(uuu = H DI (uuu
1DI( )HLt%([O,T})Lg DI (uuu)l] g i o)
S |17 Ca)l g el zg + 10Tl Nl 5
S (21Dl g llull g llull g + 1 DTull s 1wl | g
2 (o)
<|lp1 :
S (1D Tull gz llullze L} (0.7)
2
S |‘DIUHL,?°([0,TDL% HUHL?([O,T])LQ
Portanto,
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2
HDI(UUU)HL?([O,T})LE S HDIUHL;»([O,T})L; HUHLg([o,T])Lg

2
S ||D[U||L§°([0,T})Lg <||P<NU||L§([0,T})LQ + ||PZN“||L§([0,T})L3> :

Por (1.14) e (1.15) sabemos que

Povi(€) = (1 6Co)le) ¢ Poyule) = o 2)ile)

Por outro lado, podemos escrever

26, (1L—9(F)) N+ [¢]3
o) = B

e definindo

_ (1-¢(})) N3

2

al9) = 28

teremos
Poyu(z) = LD p ey = 1, (1) ),

3

Agora, recorrendo a Proposicao 1.2.6 obtemos
1P<nul@)ll s o,mopre < 10l 30,18

bnd

L3([o, To])L6

||P2Nu(x)||L§([0,To])Lg ~ N3

Assim,

_2
DIl 3 ot S 10Tz (107 Tl g0+ 0500

2
L?([O,TDLQ)

2
L?([o,ﬂ)Lg) '

Tendo visto que (00,2) é 0-onda admissivel, (co0,6) é 1-onda admissivel e (3,6) é
%—onda admissivel, podemos usar a Proposicao 3.2.2 para obter:

1 _ _2
SID Tl oz (PHID Tul oy + 1314

Wi

IDI ()| 3 o S

6
¢ ([0, 1)L
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Concluindo,

Hat]unl’JHLg([o,T])Lg + HDI“nl’JHLg([o,T])Lg ST

0

Proposicao 3.2.4 (Lei de Quase Conservagao de Energia)
Se J = [a,b] é um intervalo contido em [0,00) e u uma fungao satisfazendo (3.1) e
(3.21), entdo vale a segquinte lei de quase conservagao de energia:

sup B(Iu(t)) ~ E(Iu(a))‘ < maz <(m“‘”]{;;|‘] 12 (max;[vlg"”}”) L (331)

Demonstragao: Para o que vira a seguir atentemos para o fato de que embora as
fungoes u(t, x) e Qyu(t, x) sejam reais, as funcoes Iu(t, z) e dylu(t, x) sdo complexas por
serem definidas via transformada inversa de Fourier, para efeito de notagao, denotare-
mos o conjugado de um nimero complexo z por Z.

Seja 7 € J, comecaremos estimando a variacao |E([u(7)) — E(Iu(a))|, para isso
utilizaremos o Teorema fundamental do calculo e a Proposicao 1.2.4.

[E(Tu(7)) — E(Tu(a))| =

/T atE(](t))dt’ .
Calculemos 0, F(Iu(t)):

O E(Iu(t)) = 0 %@Iu(t, x)Olu(t, z)+ %Dfu(t, x)DIu(t, z)+ }l(fu(t, x)Tu(t, z))*dx

R3

= Re( | OTu(t,x)0Tu(t,x) + DIu(t,z) DO Tu(t,x) + |Tu(t, z)|*Tu(t, )0 Tu(t, v)dx)
R3

= Re( | O du(t,z)[Tu(t,z)Tu(t,z)lu(t,x) — I(uuu)]dr)

= Re(/]RS Odu(t, &) Tu(t, ) Tu(t, z) Tu(t, v)dx — /11@3 Odu(t, z)I (uun)d).

Pela Proposicao 1.2.4, seguem as duas igualdades abaixo

O Tu(t, &) Tu(t, ) Tu(t, z) Tu(t, x)dx

R3
- (27T)_9 / (";I\u@’gl)fa(t7§2)ﬁ(t7§3>ﬁ’b<ta54)d§
Z?:l fizo

e

/ Olu(t, x)I (uuu)dx
R3

— (97)9 m(&e + &+ &) 51 i = 7
e /2?—1&:0 m(E)migsym(en) 1 STl ) el G Pult €0)dE
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com d¢ denotando d&d&>d&sdEy. Daqui até o fim desta secao usaremos esta notagao
sempre que nao houver perigo de confusao. Portanto,

[E(Tu(r)) = E(Iu(a))] <

/OT/ e M(g)ﬁ(t=fl)ﬁ(ta£2>ﬁ(t,§3)a(t,§4)d§dt

_ L _m(etEten)
onde (&) =1 — S mieomien

Usaremos a decomposi¢ao homogénea de Littlewood-Paley para estimar variagao de
energia. Sendo u; = Py, u, definiremos:

/ /4 (o &Jul(t 151>IU2(t fg)[Ug(t 53)[U4(t £4>d€dt

Para estimar X utilizaremos a seguinte estratégia, descrita em trés passos:

1. Buscaremos uma estimativa para pu(&s, &3, &4) da seguinte forma:

p(&2,&3,64) < B(Na, N3, Ny).

Entao para algum A C {1,2,3,4} a ser escolhido nés iremos decompor w;, Vi € A,

. l.J ~ . 1.J . . ,
nas partes lineares u;” e nao lineares u; "~ e depois de expandirmos nos restard
estimar a seguinte expressao

&Jvl(t 51)]’02(15 fg)[l}g(t §3)1U4(t 54)d€dt

Sic1 &=0

. 1,J nl,J
com vj,j € {1,2,3,4}, denotando u; ou u;” ou u; ", note que os valores de v;

J
dependerao da escolha de A.
Este passo se encerra com a aplicacao do seguinte teorema de Coifman-Meyer.

Teorema 3.2.1 Seja 0 : R™ —— C wma funcdo infinitamente diferencidvel tal
que Yoo € N™ existe um c(a) satisfazendo

c(a) .
|0ga(6)] < EEEL VE= (&, &) ER™

Sendo A, o operador multilinear

Ao(fr, oo fo)(@) = /R et (e )& - Fe(&)dEr . dEs

eq; € (1,00) para j € {1,...,k} com % = qil—i-...—i—é < 1, entao ewiste uma
constante C' = C(qj,n, k,c(a)) de modo que para fungoes fi,..., fr em S tem-se:

||Ao(f1a s afk)”Lq(]R”) < Hfl”Lfn(]R") te ||fk:||qu(]Rn) :
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Para demonstracao deste teorema veja [7].

Antes de aplicarmos o teorema de Coifman Meyer devemos estabelecer a seguinte
desigualdade:

vl [ [ B@monomo-am . 6
0 R3

De fato,

N (B Tvr (8) Tva () Tos (1)) (—&)

= [ €78 [0 €1+€2+€3>“<§1+—+533tm(t e Ton(t, &) Tus(t, E3)drdErdesdar,

Multiplicando por fu\4(t, &4) e integrando em &, teremos:

Jos A (BeTon (0)Twa (1) Tug (1)) (—Ex) Toa(t, €4)dey

—

= [ funs @ EHETEAD LG T (1€ )Ty (8, &) Tos(t, E3) Tug(t, &4)dEs . . dadéy

= Jro Jana €0ETETETEN LD Ton (1, 1) Tua(t, &) Tvs(t, €5) Tva(t, E4)dSs - . d&s

—

= fR3(27T>350(51 + o+ &) B0 (T, 51)[/?1\2(@ 52)[21)3@, 53)[/174(15, &4)dEy ... dEy

27T)3 f51+§2+§3+£4:0 %atlvl (ta 51)]/\2)2(1’-’ 52)-[_U3<t7 63)-[/1;4(1:7 64)d§1 s d€4

Por fim, multiplicando a tultima igualdade por B e integrando na variavel ¢ de 0
a 7 obtemos (3.32).

Neste ponto estamos em condigoes de melhorar a estimativa (3.32). De fato,
aplicando (1.3) a (3.32), teremos:

3| B /0 ' /R 3 Ag(m(t)lm(t)[_vg,(t))(x)lv4(t,x)dxdt‘

R

Agora, a desigualdade de Hélder e o Teorema 3.2.1 implicam em

u (B,T0y () Tva(£)Tos () () Tva (2, m)’ dzdt.

Y 5 B(NQ, N3, N4) H@tfleLm qu “I’UQHLPQ J)Lq2 Ce HIU4HLP4 Lq4 (333)

com (pj,q;) € [0,00] x (0,00) de modo que ZJ 1pj =1= Zj qi e (pj,q;) €
T
2°

mj-onda admissivel para algum m; tal que 0 <m; <1le = L1l
pPj qj
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2. Para refinarmos a estimativa (3.33) provaremos neste passo trés desigualdades
que chamaremos de desigualdades de Bernstein que conduzira a demonstracao da
Proposicao 3.2.4.

Nas condicoes do passo anterior, seguem as desigualdades de Bernstein:
mj—1 1—m,;
170l s ypes S NG (1D ] s

Iy ~ J)LY

||at]U1|||L{;1(J)L31 S MM ||D_mlath’1|HLfl(J)Li1

t(LE

Como as trés desigualdades sao provadas da mesma forma, serd suficiente provar-
mos apenas uma delas, provaremos entao a primeira.

Suponhamos sem perda de generalidade que v; = Py,u, portanto se definirmos

w(t,z) = Tv;(t, Nij) entdo teremos DFw(t, z) = N;’“D’“Ivj(t, Nij), onde tomamos

k =1 — m; para simplificar a notagao. Calculando as normas, obtemos:

3

[wll s gy = Ny 101l 23 gy

3

=N D |
a j N )Ly

HDkaij(J)L

Portanto, provando a desigualdade

”wHij(J)Lij <C HDkaij(J)Lij

para alguma constante universal C, teremos o resultado.
—k || Ok
||[UJ|||L]:J(J)LZJ < CON;*[|D IUJHLfJ’(J)LiJ’ :
De fato, aplicando a transformada de Fourier com relacao a variavel x, teremos:

W(t, &) = Nym(N;€)T(t, N;€) = Nim(N;E)p(€)u(t, N).

Como sabemos Supp(y) C {£ € R? : 5 < [¢] < 2} = C e pela Proposicao 1.2.1,
existe ¢ € Cg°({€ € R?: 1 < [¢] < 4}) tal que ¢(&) = 1,V€ € C.

Portanto,

@(t,€) = ¢()@(t,€) = (€7 E D (t, €).
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Agora, aplicando a transformada inversa de Fourier obtemos:

w(t,z) = D "g(x) %, D*w(t, )
onde g = F~ ().
Fixando t, segue pela desigualdade de Young que

[t Ml < |D7g] 4 [P w(t, )]

aj .
Ly

Porém,
1D, —/|Dkg(x)]dx

[+ ]z 2\3| 1~k
_/Wyp Eg(a)de < Co |1+ - 1PP[D7"g]||

e pelo Corolario 1.2.1, segue:

1D gl 0 < Co2m) 2 [|(1d = A)* - |74l
<C.
Observando a expressao de [|(Id — A)?| - |”“gz§|||L1 e a hipdtese K < 1 é facil ver
que podemos tomar um C' > 0 de forma que independa de K.
Assim,
lw(t, Mo < C || D*w(t, )| o
Calculando agora a norma na variavel t, obteremos o resultado
k
lwll 23 s < C'[| DMl 1y 2 -

. Em alguns casos criaremos N ji para alguns j’s considerando pequenas variagoes
(pj=£,¢;£) € [1,00] x (1,00) m;*-onda admissivel de (p;,q;). Por exemplo, se
criarmos pequenas variacoes (p1+, ¢1—),(pj+, ¢j—) e (6—, 3+) respectivamente de
(p1,q1),(pj, q;) e (6,3), entao pelas desigualdades de Bernstein e Holder, teremos:

||]UJ|| Pit SN NmrlHDl i~ IUJ|H Pt

L
||atIU1 ‘|ij+(‘])ng— S Nl—Ninl ||D—(m1_)atIU1 | “ij+(J)Lij_

+

11051 - 1D 1wl 5.1,

e S N
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1001l o=y e+ S NI N0cTvlll gy -

Outra desigualdade que também nos serd 1til, é

1703l - S N D0 T (3:34)

Ly~ -

Para a prova desta desigualdade denotaremos a medida de Lebesgue do intervalo
El 6l/

J por 7, assim, sejam € > 0,€ > 0 e €’ > 0 tal que § = § — 5, logo obtemos

! /7
||IUH 2 2 <Ne D_E_[U‘| 2 2
M= oes ~ 77 M= oLs
;e —e _
SNjm 2 |ID Q|| =2,
L™ (I)LE
; d—e o
5 N]E T 2 D¢ +e ]Uj 2 2
L™ (D)L
’
< g"—e’ € 2—5 1_(1_6/) ‘
SN, T D Tv; 2, o
Ly~ (J)L3

aplicando Bernstein para obter a primeira desigualdade, Holder para obter a se-
gunda, Proposicao 1.3.3 para a terceira e Bernstein para a quarta.

Agora tomando € = be, teremos ¢’ — ¢ = € e portanto,

le(lfe’)],vj

2
L= L

o

2
el 2, 2 S NG

T

Escolheremos entao € > 0 tal que 7%¢ < 2, assim

pl-(1-¢ )]vj‘

1ol 2, 3 SN

2 2
¢ ()L

Concluindo, para € > 0 muito pequeno, teremos:

HIUJ'HLf*(J)L;O* S NjJr HDli(li)]UJMLfJf(J)LgC— :

Uma vez descrita a estratégia, vamos agora aplica-l4.

Por questao de simetria, podemos assumir que Ny > N3 > Njy.

Seja Ny, ..., Nj os quatro nimeros Ny, ..., Ny na ordem Ny > Nj > Ni > Nj.

Como estamos interessados em estimar X nos casos em que X # (0, podemos supor
que Ny 2 N desde que p nao se anule e Ni' ~ N desde que & + & + &3 + & = 0 nao
implique em X = 0.

Ha trés casos a se analisar.
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e Caso 1: N*:NQeN*—Nl.

nl,J

Escrevendo u; = u T4 w, ", 1 € {1,2}, precisaremos estimar

X1 I'U,l (t fl)[UQ (t fg)]’dg,(t 53)[U4(t f4)d€dt

4
—1&i=0

Xy = / / &slm (t &)E;l\(t 52)]u3(t f3)]U4(t f4)d§dt
2 ie1 &=0

X3 = / /4 €= [uTlllJ(t fl)fuz (t, 52)Iu3(t §3)Iu4(t §a)dgdt

X, = (BT (1, €0 Tul™ (1, &) Tu (1, &) Tua (8, €0)dedt

D= 161—

H4 dois subcasos a considerar:
-Caso l.a: N3 2 N.

Para este caso, teremos

ZBS (3.35)

m(Na)m(Nz)m(Ny)

<
~ m(Ng)m(N4)
Por (3.22),(3.23),(3.24), (3.34) e (3.35), temos:

l,J
X0 % s |90 ey 057 Il e I
< 1 — 7 L NS At LJ 1-07,,LJ
~ m(N3)m(N4)N1 NlN N3 Ny HD at[ul ‘L” (J)LS™ HD Ty HL?O(J)L%
1-(0 1—(1—
”D (+)IU3||L§°—(J)L§+ |D ( )Iu4HL§+(J)Lg°—

De modo similar,
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1 l,J nl,J
X2 S m(N3)m(Ny) O luy RO H[% HL?O(J)L% ||Iu3||L§°—(J)L§+
uall 2+ (y g
< (max{1, |J|})§N2;V;],V
1 1,J
Xs 3 mtwmmov |00 HL?O(J) 2 ’ L (L&~ sl o 2+

HIU4HL3+(J)L§°’

1 NN -0 nl,J
Sm(N3)7n(N4)N2 N_?;Nzl HD( )atlul H

Dl—(l—Hug‘"

Ly ()L L2 ()L~

||D1_(0+)Iu3”L§° Dl_(l_)Iu4||Lf+(J)L;°"

(J)L2 ”

< (maa{1, 1)) Va2

Para estimarmos X, escreveremos uz = u3 + u3 e assim serd suficiente esti-
marmos

Xy = 8t]u T(t, &) Tud (¢, g2)1u3 (t, &) Tual(t, &4)dEdt
z lél
(&
Xyg = )OI (¢, €0 Tu™ (1, &) Tyt (¢, &) Tua(t, €4) et
7, 1674
Portanto,
X, < —1 _logr nz,J‘ nl,J” 7 l,J’
L ) (| e e 172 ey 178 M-
HIU4“L3+(J)L§°’
< 1 N+ 1 ntant (0+) nl,J nl,J
Xir S movg Vi Ny N[ D-00, 1w ‘L?(J)Ly DIui" HL?(J)L%

e L
HD1 = ‘

13y D H“‘*HL?*(J)L?*

S (max{1,|7[})2 =
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e pela Proposicao 3.2.3, teremos

X2 S sy |00 Lt | L | L)L
||]U4||Lf+(J)LZ°’
me 1\172 ]\1,3N+ ‘ Ocluy’” J‘ LS(J)L3 HDIUM J‘ LO(I)L3
[ N LT e
< (max{1, |J\}>%N%V25Vf ~
-Caso 1.b: N3 << N.
|11(€2, €3, 64)| = ‘1 + m(ggikz’)iz&)

'm& E3)m(Ea) +m(&a, &3, 64)
m(§2)m(&3)m(&a) '

Pelo teorema da desigualdade do valor médio, segue:

[V (€)I]€3 + &l
m(&z)

|:u<€27 537 54)| 5

<N3

S —.
Ny

Agora para este p que acabamos de calcular, se repetirmos os argumentos do Caso

1.a para os novos Xy, X, X3, X41 e Xy, veremos que aparece um fator N§' com

a > 0 e consequentemente comparavel a N®. Por exemplo,

N: 1,J

[ Tus ||L§;°*(J)L§+ HIU4||L3+(J)L30*

‘Iu

L2 (J LW*’ ‘ oo (J) L2

X, < MaNcN L J—N*HD ()8, Tub”

NN2

(Dl OIu”H

L2 ()L™ ‘ Lo (J)L2

||D17(0+)]u3||Lt°°(J)L% ||D1*(1*)]U4||L?+(J)Lgo,

< (max{1, |J]})2 M2 N

o Caso 2: Ny =N;eNj=N,.

Pelo fato de N7 ~ Nj, neste caso se repetirao todos o argumentos do caso anterior.
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e Caso 3: N*:NQQN*_Ng

nl,J

Escrevendo u; = u T4 w, ", 1 € {2, 3}, precisaremos estimar

o ()0 Tun(t, 51)]% (t, &) 1u (t &) Tua(t, &) dgdt

X5 = / /4 fi= (€)DTuy(t, §1)Iu2 (t, &) Tug Tt (t, &) Tua(t, &4)ddt

X5 = / / e () Tun(t, 51)@(15 52)1“3 (t, &) Tua(t, £4)d<dt

X)= 8tIU1(75 E0) Ty (t, &) Tui™ (¢, £3) Tug(t, &) dédt
z 151
para
P IV — (3.36)
m(Ng)m(Ng)m(N4)
Por (3.22), (3.23), (3.24), (3.34) e (3.36), teremos:
/ m(Ny) 1,J 1,J
X1 S m(N2)m(Ns)m(Na) Hat]ulHL;’O—(J)LE:Jr Tug Lee()L2 ug ‘Lf“‘(J)L?"
||]U4||L§+(J)Lg°—
< m(N1) + 1 A+ A+ H —(04) nl,JH ZJH
S g Mg N N [DTEROL [ PTE
1—(1— l,J 1—(1—
HD " ‘L%(J)Lf e
< (maz{1, |J]})3 NN N
e
/ m(N1) 1,J nl,J
XZN m(N2)m(Ns)m(Na) Hatful||L°°—(J)L2Jr Tug L2 ()L HI HL?O(J)L%

HJU4HL§+(J)L;°—
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Xé < m(N1) N+N+ 1 N+ HD (0+) 8tIU1HLoo

~ m(Nz)m(Nz)m(Na)

“(J)LEt

| Dy

D=0 1010 Tl -

LA (L™ ‘ HL;;O(J)L2

INFNy NS
S (maxf{l,|J[})2 =Fr2

Similarmente, como Ny ~ N3, teremos

m(N-
X3S m(Nz)mgNSm(M 1O L] ooy 2+

nl,J
Tu, ‘

1,J
Us

L(NL3

x

L2 (J)Lg™
||]U4||L§+(J)Lg°*
< (maz{1, | J]})3 MM

; 1,J : . : .
Para estimarmos X escreveremos u; = u1 + uy"” e assim serd suficiente esti-

marmos

Xia= o (0T (1, 6) T (1, &) 1™ (1, &) T 0, &) el
€

Xy = o 8t[u"”(t fl)Iu"”(t 52)1u"’J(t,gg)m(t,@)dgdt .
Portanto,
Xi L~ m(Nz)mEJNViim(N4) ‘ at[Ull,J L2 ()L™ HIUM . ‘LgO(J)Lg Iugl’JHL;X’(J)L?ﬁ

HIU4||L§+(J)L§;°—

m(N1) - 1 N + —(1- L,J
Xi1 S svmmemn V1 N R Na HD U200, Ty

LEF ()L™

HDluSZ’J (04 o1

LA

]u4HL§+(J)Lg°—

‘LgO(J)Lg ‘L;”—(J)Li+

+N-—— Nt
< (maw{1,|J|})> B

Pela Proposigao 3.2.3, temos
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;< m(Ny) ’ nl,J nl,J‘ nl,J‘

12 S mEmNms || O LS~ (nL3t 2 LS(I)L3 T LS(JI)L3
[Tl 2+ gy o
< m(N1) +1 1 +‘ nl,J‘ H nl,J‘
S e M N[O (| PT

HDM;W

LS()L3 e

< (max {1, 7)) O
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3.3 Prova do teorema principal
Nesta se¢ao provaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.3.1 O problema de Cauchy para a equacao da onda cibica é globalmente
bem posto em H*(R3) x H*"(R?) para 1 > s > 13 = 0,722. Mais ainda, se s > 12 estd
perto de e T ¢ suficientemente grande entao

1(u(T), 0u(T)) |

Demonstracao: SejaT > 0e N = N(T) >> 1 um parametro diddico a ser escolhido
futuramente. A prova deste Teorema ocerrera em trés passos.

Tzss 18Jr
185—13
Ho-1)

(3.37)

Hsx Hs—1 < C(”u0|

us o

Passo 1: Provaremos que existe uma constante Cy = Co(||uo|| g , |1z ;) tal que,
(1-5)
se \ satisfaz \ = C’ON22171 entao E(Iuy(0)) < 1.

Seja A >> 1, gostariamos de estimar E(Iuy(0)).
Pela identidade de Plancherel teremos:

|DIur(0) 2 < /KF PI3(0,€) e

N2(-s

< 2|~ 2 2 d
NﬁmMamwmng+Lm|ammSmmo|é

< N2 [l (017

Hs

S N2(1fs))\1723 HUOH?{S

5 N2(1_S))\1_2S ||u0‘ 3{5

Wumw@s/m@%@m@w§
R3

— N20-s)
< O, O Pd ) 2d
NLmHummnf+/ Va0, €) P

gzan [§[209)

< NEH103un (0) |-

< N2 (/ [Drux (0, €)*dé + / |§|2<S—”|8Tw<07£>!2df)
gl<1 €121

< N2(1fs) (1 ~ Qd )\1723 2(s—1) d )
S WGl R IO

5 N2(1_S))\1_2S ||U1‘ 2571 )

Utilizando o Teorema 1.3.2 para s = %, obtemos:
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I Tus(O)]2 < / €13 Tan(0, ) 2de
RS

3, N2(1 s)
S [ elmo.oPds + / 618 s (0, ) P
e|<2N l€|>2N €]
1 3 )y 5—2s s—2|~
<L €3G (©)Pde + N2 / €255 [ ()P
A2 Jigl<2nNA l€|>2N A
1 2s
= |§|g+28_25|’l%(§)|2d§+N2(1_S)/\g_28/ ’5‘ ( )|2
Az Jig<ana el>2na €]
Maz{(N)\)>725 1 3 _9gi1_
5 {( )\é) } ||U0|i1s+Ng 25)\1 2s ||u0|?qs
Portanto,
[ 7ur(0)[| 74 S NN g ||
Assim,

E(Iux(0))  N*IN2(Jluol . + lluall s + luollz.)-

Portanto existe Cy = Co(||uol| g , [|w1]| gs-1) tal que, se A satisfaz

A= CyN==r (3.38)
entao ]
E(Iu(0)) < . (3.39)

Passo 2: Seja Fr o seguinte conjunto:
Fr=<:T €[0,T]: sup E(luy(t)) <1
te[0,MT7]

com A satizfazendo (3.38). Neste passo iremos provar que Fr é todo intervalo [0, 7]
para algum N = N(T') >> 1.

Como [0,T] é conexo em R, é suficiente provarmos que Fr é ndo vazio, fechado e
aberto em [0, T7.

e Fp é nao vazio, pois 0 € Fr pelo passo 1.

e Seja {7 }neny uma sequéncia em Fr convergindo para algum Tj € [0, 7.
Dado t € [0, ATy], segue:

1. Se t < AT, entdo existe ng € N tal que £ < AT}, e portanto

E(Tuy(t)) < sup FE(luy(t)) < 1.
te[0,ATY, ]
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2. Se t = \Ty, entao por continuidade teremos as convergéncias:

lim |0pTuy (2, NT)|* = |0 Tux(z, \Tp)|?
n—oo

lim |DIuy(z,\T,)|* = |DIuy(z, \Tp)|?

n—0o0

lim [Tuy (2, AT))|* = [Tuy (2, \Tp)|*.
n—oo

E pelo teorema da convergéncia dominada, segue a convergéncia:

lim E(Tux(\T")) = E(Iux(\Tp)).

n—o0

Como E(Iuy(AT))) < 1 por hipétese, pois T, € Fr para todo n € N, entao
E(Tuy(\Ty)) < 1.

Portanto, sup FE(Iuy(t)) <1 e assim Fr é fechado em [0, 7.
tE[O,)\To]

e Provaremos agora que Frp é aberto.

Utilizando o teorema da convergéncia dominada e repetindo alguns dos tltimos
argumentos, temos a continuidade de E([uy(t)), portanto tomando 77 € Fr e
fixando 0 < € < 1, existe 0 > 0 tal que

INT" — t| < 8 = |E(Tuy(AT")) — E(Tux(t))| <€, Vte[0,AT]. (3.40)

Tomando 7 < ¢, afirmamos que se T” € (T' = n,T" 4+ 1) N [0,T] entdo

sup E(luy(t)) < 2.
te[0,\T"]

De fato, fixado T" € (T" — 5, T" +n) N [0, T, ha dois casos a considerar:

1. Se T < T", entdao sup E(Iur(t)) < sup E(Iux(t)) <1, pois T’ € Fy.
t€[0,AT”] te[0,NT]

2. Se T' > T', entdo [0, AT"] = [0, AXT"] U [AT", XT"]. Portanto,

sup E(Iu,\(t)):maa:{ sup E(luy(t)), sup E(Iu,\(t))}.

te[0,AT"] te[0,AT7] te[NTY AT]

Dado ¢ € [AT", AT"], temos

INT" — | < [NT" = XT"| < A[T" = T'| < Ay < 6.

Por (3.40) e desigualdade triangular, segue:
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E(Tuy(t)) < |E(Iux(AT")) — E(Tux(t))] + EJux(M\T")) < e +1 < 2.

Portanto,
sup E(Tuy(t)) <2. (3.41)

te[0,AT"]

. 1 .
Primeiramente, observemos que se sup FE(luy(t)) < 3 entdo 7" € Fr. O nosso
te[0,AT"]
intuito neste momento é o exaurir todas as possibilidades e a ainda sim concluir

1
que T" € Fr. Portanto, suponhamos agora que sup E(Tuy(t)) > 3"
te[0,AT7]

Se XT" < 1, entao por (3.39), (3.41) e Proposicao 3.2.4, teremos:

sup E(luy(t)) —
te[0,AT7]

< | sup E(Iux(t)) — E(1ux(0))

te[0,AT7]

< (3.42)

1
N

N | —

Se por outro lado supormos A7” > 1, entdo podemos dividir o intervalo [0, AT”]

,,,,,

onde 1 < e < A\T” é uma constante ainda a ser determinada.
Dessa forma obtemos

n

1
sup BIus(t) — 3| <3 | E(0un(6) ~ BlG(T)|
e pela Proposocao 3.2.4, teremos:
B - < X0 (24 (.43
su u — =S + : .
tE[O,)l?T’] * 2 € N1= N2

Procuremos agora minimizar o lado direito de (3.43) com respeito a e.

Se \T" > N %, entao escolhendo € ~ N %, teremos:

1 AT
sup E(Tuy(t)) — 5 S = (3.44)
te[0,AT") N1

Agora, se \T" < N %, entao escolheremos € = AT’ para obter

—_

sup FE(Tuy(t)) —
te[0,\T"]

< (3.45)

N | —

Ni—

Sendo Ky, K e K, as constantes determinadas pela relacdo < em (3.42),(3.44) e
(3.45) respectivamente, seja K = max{ Ky, K1, K>}.
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2(1—s)
Lembrando que A = CyN 25-T | segue

2(1—s) 2(1—s)
T TCyN 2= TCyN 2= s
Ni- C(])w_? — - C]ift?—z = TGN (3.46)

para algum 7 > 0 muito pequeno.

13 2(1=s)
Como s > 1%, temos 5 —

K)\T<1

% +1n < 0 e portanto para N suficientemente grande,

Portando, desde que s > podemos para cada T escolher N = N(T') >> 1 tal

que
1 AT 1 1
K < - 3.47
max <N1_7N27N2) —2 ( )
Com esta escolha de N, teremos:
1 1
sup E(Tuy(t)) —=| < =
tE[0NT] 27 2
e portanto,
1 1
sup E(Tux(t)) <| sup E(lux(t)) — z|+ =z < 1L
tE[0NT] tE[0NT] 2| 2

Com isso provamos que se T" € (T' — §,T' + 6) N [0, T] entdao T’ € Fr e portanto
Fr é aberto em [0,T].

Logo, pela conexidade de [0, 7], temos Fp = [0,T].
Passo 3: Efetuando uma mudanca de escala e utilizando o Passo 2, obteremos

sup E(Tu(t)) <A sup E({uy(t)) (3.48)

te[0,T te[0,AT
<\

e pela Proposicao 3.2.1 obtemos uma rela(;éo do tipo (2) que nos garante a boa colocagao
global do problema em H*x H*™1 para < s < 1. Agora, se T é suficientemente grande
es > = esta suficientemente perto de = entao existira um N satisfazendo

(3.49)

Note que esta escolha de N ¢ feita de modo que ainda satisfaca (3.47).
Por (3.46) e (3.49), teremos

2(1 s>+4 2
% < 2 KTC
~0,9 0
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e portanto:

N 2 KTC T8s 13
< : 3.50
- (o 9 0) (3.50)
Agora, utilizando a Proposigao 3.2.1 e (3.48) partiremos da relacao

(D)5 + 110(T) s S Nltoll o + (T2 + 1)A

e refinando ela ao longo do texto obteremos (3.37).
Lembrando que A\ satisfaz (3.38), segue apartir da tultima desigualdade e de (3.50)
que

2 N

Tendo em vista que ( ) <3 5 ys> 13

lu(T)I7

e + 10T

o S [luol

segue para T suficientemente grande,

18’
8s—4 3
2 Tss—1a T\ *
()3 + 10T s S ol e + (T2+1)Co<(0 QKTCO) )
2 % + 2 1180:—_ 153 +
= .+ T*Cy | —=KTC, Co KTC
HuOHH + 0(079 0) + <O 9 0>
Portanto,
u(T) 7 + 10T e s S (3.51)

10s—5 10s—5
C C Tss—13 " 465-31 | C C Tss—13 T 10s— -
s +Co < K 0> Tiss—137 4 < K 0) T 18s—13 13
0,9 0,9

Como s > == temos 10s — 5 < 28s — 18 e portanto para T' > 1, obtemos a relagao
abaixo:

[[uo]

10s—5 285—18

Tiss—131T « Tiss—13 7T, (352)

Por outro lado se s estd suficientemente préximo de 2 18, podemos ter

46s—31 28s—18

Tiss—i3t < Tiss—ist, (353)
Para concluir, por (3.51) , (3.52) e (3.53), obtemos:
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(D)7« + l19ru(T))|

10s—5
2 18s—13 T 28518
?_[sfl S HUOHHS + C() ((ﬁKCb) ) Tiss—13™

2 11805:153+
e+ Co ((WKCO) )] THn

S

o]

Finalizando a demonstragao. [
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