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Resumo

Este trabalho tem como finalidade estudar o conjunto frente de onda C* e o conjunto frente de
onda analitico de u(z,0), assumindo que a equagao diferencial parcial v, = f(z,t, u, u,) possui uma
solugao u = u(w,t) € C**1 parat > 0 e (x,t) pertencendo a alguma vizinhanca de (z9,0), com as

seguintes notacoes:

v = (u,uy);

f”(x,t) = f(x7t7u($7t)7ux(x>t));

0 0
Eza—jzlfgj(%tyﬁ),o 5

g*(z,t) = LY;
N
H =L+ gl + ), 90,
j=1
Nossa analise visa a localizagao do conjunto frente de onda C*. Para isto, faz-se necessario a condicao

abaixo:

VeeQ, 0<j <k, S(H ) (x,0)=0, S(H"f:)"(x0,0) # 0;

tendo como pressuposto S(H" )" (zo,0) - €Y < 0, no qual £° pertence a esfera unitdria S~ 1.

O conjunto de todos pressupostos apresentados acima nos faz chegar a conclusao da impossibi-
lidade de o ponto (g, &%) pertencer ao conjunto frente de onda C° do trago u(x,0). Esta impossi-
bilidade requer nao apenas a condigao de f = f(z,t, (o, () ser de classe C*(Q x [0,T) x N) como
também requer a condigao de f ser holomorfa nas varidveis ((, ¢), nas quais , T e N representam
respectivamente um subconjunto aberto de RY, um niimero real e um subconjunto aberto de C x CV.

Uma outra possibilidade que pode ser admitida com respeito a funcao f é a de ser analitica real.

Neste caso, tem-se que (zg,£%) nao pertence ao conjunto frente de onda analitico do traco u(z,0).



Abstract

This work intends to study the analytic wave front set and the C* wave front set of u(z,0), assu-
ming that the partial differential equations u; = f(z,t,u, u,) presents a solution u = u(x,t) € C**1,

once t = 0 and (z,t) belongs to some neighbourhood of (zg,0), under the following representations:

v = (u,uy);

fa,t) = [t u(e, t), ug (2, 1));

A o
ot = ! 0x;

g*(z,t) = LY;

N
H =L+ godg, + Y. g;0,.

Jj=1

Our analysis seeks the localization of the C® wave front set. For that, the condition below is required:
VeeQ, 0<j <k, S(H f)'(x,0) =0, I(H"f)"(w0,0) #0;

and it pressuposes that S(H" f)"(o,0) - €2 < 0, in which £° belongs the unitary sphere SV~

The comprehension of all conditions outlined above makes us conclude that it is impossible for
the point (z9, £°%) to belong to the C® wave front set of the trace u(z,0). Such impossibility demands
not only that the condition f = f(z,t,, () be of class C®(Q x [0,T) x N') but also requires the
holomorphic property in the variable (o, (). In these cases Q, T and N represent respectively an
open subset of RV, a real number and an open subset of C x CV.

Another possibility that can be taken into consideration regarding the function f is that it can
be real-analytic type. In this case, (o, ) will not bellong to the analytic wave front set of the trace

u(z,0).
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Introducao

O artigo [11] é um dos precursores do estudo de suavidade micro-local para EDP’s. J. Y. Chemin,
m [I1], provou que se considerarmos f = f(x,t,(y, () de classe C* e holomorfa nas varidveis
(C0,¢() € N = C x C™ e supusermos que existe u € C*() solucao da equagio diferencial parcial
nao linear u; = f(x,t,u,u,), entdo WFE,(u) < char(L"), em que char(L") representa o conjunto

caracteristico do operador linearizado

Lj

U_&  Of 0
=5 ;6 xt,u,ux)ﬁ

C. Asano, em [4], publicou uma outra prova deste resultado. Em [12], com a hipdtese adicional de
f ser analitica nas variaveis (z,t), N. Hanges e F. Treves demonstraram que o conjunto frente de
onda analitico de u esta contido no conjunto caracteristico do operador linearizado £¥. No trabalho
[17], N. Lerner, Y. Morimoto e C.-J. Xu estudam a analiticidade micro-local do problema de Cauchy

quase linear do tipo

. — =blz,t,u), 0<t<T zeQ
j=1 ! &Ej (1)

u(z,0) = w(x), r e
em que 2 < RY ¢ aberto e T > 0. As fungdes a;,b, j = 1,..., N, sdo restrigoes em Q x [0, 7] x V3 de
funcoes holomorfas definidas em algum dominio V =V, x V4 x V3 < CV*2, Seja

N

0 0
aj(x,t, v)ﬁ—% + b(z, t, U)%

j=1

vo = (ar, -+ ,ay), v = (L(ay), -, Llan)) = L), -+, vk = L(vr_1) = LF(1p).

Em [17] é encontrada a demonstragao do seguinte resultado:



TEOREMA 0.0.1. Sejam k € N e u uma solugao do problema de Cauchy , C*1! para t > 0 em
uma vizinhanc¢a de (z9,0). Se para todo x € Q tivermos Sv;j(x,0,w(zo)) = 0, Sy, 0,w(x))) # 0,

para todo 0 < j < k, entdo V&Y € RN tais Sy (o, 0,w(wg)) - €2 > 0, 0 ponto (x0,E%) ¢ WE,(w).

Z. Adwan e S. Berhanu estenderam o teorema acima no trabalho [I], enunciado-o para uma equa-
¢ao nao linear u; = f(x,t,u,u), f = f(x,t, (o, () restricdo de uma fungao holomorfa. Para tanto os
autores generalizaram os vetores Sv;(x, 0,w(x)), expressando Sv;(z,0,w(x)) em termos de miltiplos
colchetes de £V e seu conjugado £V. Resultados sobre analiticidade micro-local de colchetes até ter-
ceira ordem sao encontrados em [13] e [14]. Em [2] e [5] sdo encontrados resultados sobre regularidade
Gevrey.

O terceiro capitulo, desta dissertagdo é baseado em [I]. No terceiro capitulo desta dissertagao
apresentamos e demonstramos a extensao do Teorema|0.0.1} Para tanto, é utilizada uma caracteriza-
¢ao, via transformada FBI, dos conjuntos frente de onda. Ja que, a caracterizacao do conjunto frente
de onda analitico via Transformada de Fourier é mais dificil de ser aplicada do que a caracterizacao
via transformada FBI.

A transformada FBI é semelhante a transformada de Fourier. Dada uma distribui¢do v com
suporte compacto definimos sua transformada FBI por F,(z,&) = <uy, e"(x’y)g"g”x’y‘2>. Dado um
aberto conexo B < S™ !, com a topologia induzida de R™, chamamos o conjunto I' = {tz € R™ :
x € B, t > 0} de cone aberto conexo com vértice na origem. No segundo capitulo deste trabalho
demonstramos que um ponto nao esta no conjunto frente de onda analitico de uma distribuicao se,
e somente se, existem uma vizinhanca V' e um cone I' tal que a transformada FBI desta distribuicao
possui decrescimento exponencial em V' x I'. De forma analoga, demonstra-se que um ponto nao esta
no conjunto frente de onda C* de uma distribuigao se, e somente se, existem uma uma vizinhanca V'
e um cone I' tal que a transformada FBI desta distribuicao possui decrescimento rapido em V' x I'.

Esta dissertacao esta organizada na seguinte forma. No primeiro capitulo deste trabalho serao
apresentadas algumas defini¢oes e resultados, sem demonstracio (as demonstragoes destes resulta-
dos podem ser encontradas no livro [16]), sobre fungoes-teste, distribuigdes, espa¢o de Schwartz e
trasformada de Fourier. No segundo capitulo demonstramos um dos Teoremas de Paley-Wiener,
definimos analiticidade e suavidade micro-local e os respectivos conjuntos frente de onda. Ainda no
segundo capitulo apresentamos a transformada FBI e duas aplicagoes para transformada FBI, uma
caracterizagao para analiticidade real e uma para o conjunto frente de onda analitico. Na primeira

secao do terceiro capitulo definimos os operadores £ e ‘H e demonstramos alguns resultados envol-



vendo os operadores £ e H, os quais serao usados na extensao do Teorema [0.0.1} Na segunda segao do
terceiro capitulo apresentamos alguns resultados sobre multiplos colchetes de Lie. Na terceira secao
do terceiro capitulo é demonstrada uma condigao para um ponto nao pertencer ao conjunto frente
de onda C'® do trago de uma solugao do problema de Cauchy. Na terceira secao demonstramos uma
condicao para um ponto nao pertencer ao conjunto frente de onda analitico do traco de uma solucao
do problema de Cauchy. Quando nao houver confusao iremos usar C' para denotar uma constante,
se a constante depender de algum parametro esta serd denotada por C' com o parametro como indice
(por exemplo se depender de A denotamos por C)). Usaremos O(t") para denotar alguma fungao de

ordem t", para qualquer n natural.



Capitulo

1

Pré-requisitos

Neste capitulo serdo apresentadas algumas definigdes e resultados, sem demonstragao (as de-
monstragoes destes resultados podem ser encontradas no livro de Hounie [16]), sobre fungoes teste,

distribuicoes, espago de Schwartz e trasformada de Fourier.

1.1 As funcoes teste

DEFINICAO 1.1.1. As funcgoes f : Q € R" — C indefinidamente diferencidveis, com suporte com-

pacto em ) serao chamadas fungoes teste em . O conjunto das fungoes teste em ) serd denotado

por CP(82).
DEFINICAO 1.1.2. Uma seqiiéncia (¢;) de fungoes de CX () converge a zero em CF () se:

1. Eziste um compacto K < Q tal que S(¢;) < K, j =1,2,... (sendo S(¢;) o suporte de ¢;).

2. Para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m das fungoes ¢; convergem uniformemente

a zero quando j — 0.

OBSERVACAO: E possivel dotar C®(€) com uma topologia nio metrizdvel de forma que a conver-

géncia nessa topologia coincida com a dada pela definicao acima.

1.2 Distribuicoes

DEFINICAO 1.2.1. Seja Q € R" aberto. Um funcional linear continuo u : CX(Q2) — C € dito uma

distribuicao em Q. O espacgo das distribuicoes em ) se denota por D'(Q2). Isto é se ¢y, ¢y € CL (1),

10
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Ae C e (¢;) é uma seqiiéncia em CP (L), entdo,

u(odr + Ap2) = u(p1) + Mu(¢pa)  (Linearidade)
¢; = 0 em CX(Q) = u(¢p;) = u(0) (Continuidade).
Vamos escrever {u, ¢y em vez de u(p).

As operacoes soma de distribuigoes e multiplicacao de escalar por distribuicao sao definidas de

maneira ébvia. Dados uy, us € D'(Q2), ¢ € CL, X € C, definimos:

(uy +ug, @) = {ur, @) + (ug, )
</\U1,¢> = /\<U1,¢>

Dado L operador linear de C°(2) em C(2) se Lp; — 0 em C°(2) quando ¢; — 0 em C°(Q)

dizemos que L é continuo.

DEFINICAO 1.2.2. Sejam L e L' operadores lineares continuos de C(Q2) em C*(Q). Dizemos que

L € o transposto formal de L' e vice versa se

| @tz = | owore o.vecz@ (1)

Na definigao acima temos ¢, Lo, v, L) € C*(Q) < L} (Q) < D'(Q), entao, a equagao (|1.1)

loc

pode ser reescrita na forma (Lo, 1) = (¢, L'1)). Deste modo, é intuitivo estender L a um operador

L :D'(Q) — D'(Q), definido por:
(Lu,y = (u, D)y ue D(Q) e CP(Q). (1.2)

Exemplo 1.2.3 (Produto por uma funcao C®). Seja f € C*(Q), definimos L : CX(Q) — C*(Q),

(Lo)(x) = f(x) - ¢(x). L € operador linear continuo e além disso,

f (L) (x) - () = f o(x) - (L) (2)de.
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Vemos que o transposto formal de L (L') é L. Deste modo, definimos

(fu. ) = (u, f6). (1.3)

0

Exemplo 1.2.4 (Derivagao). Sejam 2 um aberto de R" e L = Fr L € operador linear continuo e
Lj

além disso, se ¢,1p € CX(Q), pelo Teorema de Fubini e integragdo por partes:

L %(a:)w(a:)dx = - L gba—wdas.

8a:j ﬁxj

0
Portanto, o transposto formal de L é o ¢ dado u € D'(2) definimos:
Lj

Exemplo 1.2.5 (Mudanga de varidvel). Sejam Qy, Qo abertos de R" e ® : Qy — Qo um difeomor-
fismo, isto €, uma bijecio de Qy em Qa, com ® e &~ de classe C®. Definamos Lf = fo®, L é
operador linear continuo de CX(Qy) em CP(Qy). Dada uma fungao teste f em Qq, x pertence ao
complementar de S(f o ®) se, e somente se, existir V, vizinhanca de aberta de x , em que f o ®
¢ nula. Mas como ® € difeomorfismo, isto equivale a dizer que eziste uma vizinhanca de ®(x), a
saber, ®(V,), em que f é nula. Deste modo, S(f o ®) = ®1(S(f)), jd que S(f) é compacto e ® ¢
difeomorfismo f o ® possui suporte compacto. Assim, se Lf = fo®, Lf € funcao teste em Qy, o
que mostra a boa definicao de L. Dada v funcao teste em g, pelo Teorema de mudanca de varidveis

obtemos

. f(@(x))(y)dy = . F@)y(@= (@) (@7H)](x),

em que |J(®1)| representa o valor absoluto do determinante da jacobiana de ®', assim
L'y =]J(@ )] -vod™".

Portanto definimos:

{wo @, ) ={u, (¢ ")|J(27H)]). (1.5)
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1.3 Suporte de distribuicoes

DEFINICAO 1.3.1. Dados uy,us € D'(Q) dizemos que uy e ug sdo iguais (u; = uz) se para todo
fungdo teste ¢ em Q temos (uy, ¢y = {ug, ¢).

Abaixo serd dada uma condic¢ao necessaria para igualdade de distribuicoes.

TEOREMA 1.3.2. Sejam uy,us € D'(Q) tais que para todo x € S existe vizinhanca aberta V(z)

onde w1 = uy. Entao, u; = us em €

DEFINICAO 1.3.3. Dado u € D'(Q)), definimos o suporte de u como sendo a intersegio de todos 0s

fechados de Q fora dos quais u é nulo. Denotamos o suporte de u por S(u).

OBSERVACAO: As defini¢oes de suporte de distribuigoes e de fungoes coincidem, para fungoes que sao

continuas.

DEFINICAO 1.3.4. Uma distribuicio u € D'(Q) € dita ser C° em um aberto U < Q, se emiste
feC®U) tal que
o) = | Fa)sw)in; oeCw)

DEFINIGCAO 1.3.5. Definimos o suporte singular de u € D'(S2), como sendo a intersec¢io de todos

0s fechados de Q fora dos quais uw é C*. Denotaremos o suporte singular de u € D'(Q) por SS(u).

DEFINICAO 1.3.6. Se Q € aberto de R™, denotamos o espaco das distribuicoes em  com suporte

compacto por E'(S).

TEOREMA 1.3.7. Seja u e E'(QY). Existe um tinico funcional linear @ : C*(2) — C tal que,
1. U(¢) = u(¢)ve € C2(2).
2. i(¢) =0 se pe C*(Q) e S(6) N S(u) # .

DEFINICAO 1.3.8. Uma seqiiéncia (¢;) de fungoes C*(Q) converge a zero em C*() quando para

todo compacto K e qualquer « em N" a seqiiéncia de fungoes (0%¢;) converge uniformemente a zero

em K.

OBSERVACAO: Se (¢;) é uma seqiiéncia de funcoes convergindo a zero em C°(2), entdo, (¢;) converge

a zero em C'*(€2).
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Usaremos a seguinte notagao, dado a = (aq,...,a,) € N, i = /-1 ez = (x1,...,2,) € R”

denotaremos:

10

n
— . . —_—— a_ al..- &2 a_ al..- Q = LY
|a|—Za] D]_z'ﬁx- D% = Dj Doz = af o oal = agl-- !
j=1 J

TEOREMA 1.3.9. Sejam Q um aberto de R™ e u um funcional linear em C*(S). u € continuo é

se e somente se existem K < £ compacto, uma constante real positiva C' e m € Z™ tais que:

Cw @)l <C )} sup|D0l, ¢ C?(Q) (1.6)

la|<m

TEOREMA 1.3.10. Sejam Q um aberto de R™ e u um funcional linear em C*(2). u é continuo se

e somente se para todo compacto K < € existem uma constante real positiva C' e m € Z™ tais que,

u, @)l <C Y sup D¢,  ¢eCr(Q), S(¢)cK. (1.7)

la|sm

Sejam 2 aberto de R™ e u € D'(2). Se, para todo compacto K, a condicao (1.7)) é satisfeita para
algum valor m fixado dizemos que u é de ordem < m. O conjunto das distribui¢oes em {2 de ordem

< m é denotado por D"((Q2).

1.4 A transformada de Fourier em S

Se f € LY(R"™), definimos a transformada de Fourier de f por;
Fi(©) = fe) = | e pa)dn, gerr (1.9

onde i = v/—1, 2 = (21,...,7,), £ = (&1,...,&) e o€ = 116 + -+ + 2,&,. Temos que ]?é continua e
limitada.

Como ja foi visto é possivel estender a D’ um operador continuo definido em C¥, o que nao ¢
aplicdvel neste caso, ja que se ¢ € CP(R"), entao, gg nao tem suporte compacto a menos que ¢ seja

a funcao nula E| Por isso definimos um espago que contem C e é invariante por transformada de

IPelo Teorema a transformada de Fourier é analitica real, deste modo, se possuir suporte compacto ela serd
nula. Pela formula de inversdo da transformada de Fourier, se f = 0, entao, f =0 .



15

Fourier.

DEFINICAO 1.4.1. Denotamos por S8 (ou S(R™)) o subespaco das fungies ¢ € CP(R™) tais que
sup{|z*DP¢|} < o0, para todo o, 3 € N".

DEFINICAO 1.4.2. Dizemos que uma seqiiéncia {gbj};';l c S converge a zero em S se para todo

o, B € N" temos x*DP¢; — 0 uniformemente.
S ¢ invariante por multiplicagao por polinémio e derivagao e ainda S < L'(R™).

TEOREMA 1.4.3. A transformada de Fourier é um operador continuo de S em S e valem:

Dag(e) = €6(6) (1.9)
F@%(@) () = (1) D*(¢). (1.10)

TEOREMA 1.4.4. A transformada de Fourier é continuamente invertivel de S(R™) em S(R") e

Fola) = G | €0(ds, o SEY), (1.11)

TEOREMA 1.4.5. Se ¢,v € S, entdo,

Jg&pd:@ = f@ﬂdz (1.12)
Jq@dm = 2n)" | ¢ibda (1.13)
b = 60 (1.14)
ov = (2m) Gy (1.15)

1.5 A transformada de Fourier em S’

DEFINICAO 1.5.1. Um funcional linear e continuo em S é dito uma distribuicao temperada. O

espaco das distribuicoes temperadas se denota por S'.

Observemos que se u € distribuicao temperada entao a restricao de u a funcoes teste é uma
distribuigao e além disso CP(R™) ¢é denso em S(R™). A seguir serd dada uma caracterizacao para

continuidade em S’.
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TEOREMA 1.5.2. Seja u um funcional linear em S. As sequintes condicoes sao equivalentes:

1. u € continua;

2. Existem inteiros positivos M, m tais que

u, @)l < ) swp|(L+[af)"D(x)], €S

|a|<m z

DEFINICAO 1.5.3. Dado {u;};.; ¢ S" eue S dizemos que u; — u em S’ quando, para todo ¢ € S,

{uj, ¢y — {u, @), quando j — co. As defini¢oes de convergéncia em D' e £ sao definidas de modo

andlogo.

DEFINICAO 1.5.4. Seja u € S, a transformada de Fourier de u € definida por

@, ¢y =(u,¢), €S8

TEOREMA 1.5.5. (i) Se f € L'(R") a transformada de Fourier de f como distribuicdo temperada
coincide com a transformada de f dada por @

(ii) Se f € L*(R"), entdo, f e L*(R™) e || f|3 = (2m) | f]3.

(111) Se u € E'(R™), entao, u é uma fun¢io C* dada por

a(&) = (ug, e ™). (1.16)

(iv) Se ue S’ entao



Capitulo

2

Conjuntos frente de onda.

O Teorema de Paley-Wiener caracteriza a suavidade de uma funcao a partir da transformada
de Fourier. Na primeira secao deste capitulo sera apresentada a prova de um dos teoremas de
Paley-Wiener. Quanto a analiticidade o resultado obtido via transformada de Fourier se baseia
em estimativas usando uma seqiiéncia de fungoes corte, o que faz o resultado via transformada de
Fourier ser de dificil aplicacao. H& uma caracterizacao para o conjunto frente de onda analitico via
transformada FBI, a qual é de aplicacao mais simples que o resultado via transformada de Fourier.
A transformada FBI é semelhante a transformada de Fourier. Dada uma distribui¢ao u com suporte
compacto definimos sua transformada FBI por F,(z,§) = <uy,ei($_y)§_|§”x_y|2>. Dado um aberto
conexo B < S™ 1 com a topologia induzida de R™, chamamos o conjunto I' = {tx € R™ : x €
B, t > 0} de cone aberto conexo com vértice na origem. Neste trabalho demonstramos que um
ponto nao esta no conjunto frente de onda analitico de uma distribuicao se, e somente se, existem
uma vizinhanca V' e um cone I' tal que a transformada FBI desta distribui¢ao possui decrescimento
exponencial em V x I'. De forma analoga demonstra-se que um ponto nao esta no conjunto frente
de onda C'* de uma distribuicao se, e somente se, existem uma uma vizinhanca V' e um cone I" tal

que a transformada FBI desta distribuicao possui decrescimento rapido em V' x I'.

2.1 Os Teoremas de Paley-Wiener

Seja f € L'(R") e suponha que x; f(z) € L'(R™). Pelo Teorema temos que ;]7 existe no sentido
of
0&;

existe no sentido cldssico e é continuo. Mais geralmente, se existe m natural em que x®f(z) € L*(R"),

classico, e que ;J? é continuo. Pela equacao (|1.10) obtemos 0% f = —iF(x;f(x)), deste modo,

para |a| < m segue que f € C™(R™). Neste sentido a transformada de Fourier converte decrescimento

17
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no infinito em regularidade. Intuitivamente se z* f(x) € L'(R") entao f(z) deve tender a zero quando
|z| — o0 para compensar o crescimento de . Mas isto nao deve ser entendido literalmente, considere

a fungao f : [0,00) dada por

flx)=2%2—2%S, |, wxe[S,_1;S,), n=23,..

n

em que S, = Z
Jj=1

suporte compacto (que é o maximo que se pode exigir em matéria de tender a zero no infinito) obtém-

para esta fun¢ao tem-se limsup f(z) = w0 e Jf(a:)dx < +00. Quando [ tem

-]

se a maxima regularidade de f Isto sera estudado com mais detalhes nos Teoremas de Paley-Wiener.
Dada u € &'(R"), pelo Teorema [1.5.5, @ é de classe C® e 1(§) = (u,, e~**¢). Deste modo, é natural
estender 4(§) de R™ para C" definindo o operador

a(C) = <uxa 6_i$<>7

em que £( = 21 + -+ + 2,Cp, T = (21, .., ) ER" e ¢ = ({1, ..., () € C" . Este operador estd bem
definido pois e *¢ é uma fungao de classe C°(R™).
Defina ,
j ok
(—iz()
ej(x7 C) = kZ Tu
0

jé sabemos que e;(z, () — e~ ¢ uniformemente em em qualquer compacto. Deste modo, dado a € N

temos
o (o Loty e QR (@it
2 (ej(x,¢Q) —e™) = & > (=i0) k=1 (k= lal +1) ¢ = (=i¢)%
k—laf ‘
(i) ! (—iz¢)klel _ i
= (~i() { ;;—%—lal)!
i—lal —inC)E '
= (—ZC)Q{<Z (TO> —e“@}

= (—i¢)" (¢joja) — €) = 0

uniformemente em qualquer compacto, quando j — +co. Entdo, concluimos que e;(z, () — e ¢ em

~

C® quando j — +co. Pela continuidade de u, em C*(R"), u(¢) = lim{u, e;(x,()). Como e;(z,() é
J—aC
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polindémio em (z, () segue que

eyl )y = { u, 3 ) >

¢ polinomio em (. A distribuigdo u € &£’ satisfaz a estimativa ((1.6)), ou seja, existem constantes

positivas e reais R, C' e natural m tais que

ey < Y sup [D%],  ¢e CP(RY).

Por outro lado (ﬂk#)k e C'* para todo ¢ € C" e para todo k£ natural,

[Cus e, O))l

N

Q
P

)]

o

o

D { (—ZC)’“}‘ . (2.1)
Sabe-se que

k(k—1) (k- |a| + D) (—iz¢)klel(—i0)*, se |a| <k

*(—ix¢)F =
0, se |o| >k
e assim,
2 ()| < e e e
< s (Dl
< mgk—almlm
Ao voltar na desigualdade temos,
\ 1 k k
Ku,e;(z, Q) < C ) mR e,
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mostrando que se (| < M entao,

3

A série a esquerda, na expressao acima, pelo teorema de Weierstrass, converge uniformemente em

OZ Z |a| = RElelt,

k=|q| |a\<m

compactos. Logo, (u, e;(z, ()) converge uniformemente a @(¢) em compactos de C" e, pela completude
de O(C™) (conjunto das fungoes holomorfas em C"), tem-se que u(¢) é holomorfa. Agora estamos

prontos para a préxima definicao.

DEFINIGAO 2.1.1. Seja u € E'(R™), a fungao inteira 4(C) = {ug, e %) é chamada transformada de

Fourier-Laplace de u. Sua restricio a R™ € a transformada de Fourier de u.

A transformada de Fourier-Laplace possui propriedades analogas as da transformada de Fourier,
com relacao a derivacao, convolugao, etc.

H4 dois Teoremas de Paley-Wiener, um para funcoes e outro para distribuigoes, primeiro faremos
o Teorema de Paley-Wiener para funcoes e logo depois enunciaremos, sem demonstrar, o Teorema

para distribuigoes.

TEOREMA 2.1.2 (Paley-Wiener). Uma func¢ao U(C) inteira em C* € a transformada de Fourier-
Laplace de uma fun¢io uw € CP(R™) com S(u) < {x : |z| < R} se, e somente se, para cada inteiro

positivo N existe uma constante Cy tal que
U(Q)] < Cn(1+[¢)Nefel, (2.2)

DEMONSTRACAO. (=) Dado u € CP(R™) < £'(R"), foi demonstrado que @(() é inteira. Portanto, sé

nos resta demonstrar a desigualdade ([2.2)). Pela definicao da transformada de Fourier

2(0)] = \ [esataran

< f =€ () | da (2.3)

o | Se30 |

Se x = (21, ..., 2,) ER" e ( = ((1,...,(,) € C™ entdo

e~ = < elzlISdl,

exp{ i) (RG + w@)}‘ -

j=1
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Pela desigualdade acima e por S(u) < {z : |x| < R} concluimos que

PO | eMlde < [ ute)lde = o ul, 2:4)
<

Para todo natural N fixado e j € {1, ...,n},

IDNU(Q)] = [{ DNy, e | = | (utg, (—i5)N e | = |CN(C)

e analogamente a (2.4))
Va1 = DN u()] < [ DY uf ™3, (2.5)

Ao somar . , para 1 < j < n e definir C = sup {|Jully + |[DNu|; + - + [DYul:} temos,
(L+ 1Y + -+ |G Ma)] < cef™. (2.6)

Por outro lado (ver Apéndice, Teorema [3.4.2)) existe uma constante By que s6 depende de N e n em

que

L+ KDY < BN+ [GIY + -+ 1G] Y). (2.7)
Seja Cy = ByC, por (2.6)e (2.7)),

(1 + (DM < Br(1+ |G + -+ + GV [a(Q)] < Ce .

(<) Reciprocamente, seja U inteira satisfazendo a estimativa (2.2)). Quando ( = £ € R™ segue

que

U@ < 1€U©)
< JEMON (1 + [g]) NeRE
< On(1+ [N, (2.8)

para todo multi-indice [. Para N tal que |l|— N < —n, mostra-se que o lado esquerdo da desigualdade
acima ¢ integravel. Pela equagao (1.10]), para F 1, temos que F~*(Ug») ¢ de classe C®. Deste modo,

consideremos u(€) = F~H(Ujgn)(§). Para provar que S(u) < {z : |z| < R}, provaremos que u ¢ nulo
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quando |z| > R. Dado real positivo A considere a integral

A
Iy = f e (¢)d( . (2.9)

—A

Por outro lado, dado n € C" e h(¢;) = @9 U(C), ¢ = (C1y-,Ca) € = (N1, .., M), como h é analitica

—A+im A+im A
L — f " hcoda + f " hc)da + f h(C)dG

—A —A+im A+im
Uit A 0

_ f h(=A + it)dt + f h(t+in1)dt+f h(A + it)dt, (2.10)
0 —A 71

em que na segunda igualdade as integrais sao reais. Dado N natural, para A suficientemente grande,

por (12.2)),

T m
J h(—A+z’t)dt‘ < f h(—A + it)|dt

0 0

m )
- J |€_1$1A—$1t| |U(_A + Zta C27 sy gn)|dt

0

m '
= J e CON(L+ |(—A +it, G, ..., G)]) N eRISE AT Gl gy
0

m
< sup {e‘“tem(t’%C2 """ gc””} CNJ (1+|—A+at)Nat
te[0,m ] 0

it
< Ol - |A|)‘NJ dt -0,
0
quando A — . Analogamente

0
J h(A +it)dt -0 quando A — oo.

m

Assim, fazendo A — oo em ([2.9)) e (2.10))
Jeim1€1U(§l7 C27 . Cn)dfl _ feix1(51+in1)U(§1 + i771, C27 s Cn)dfl

Se reiterarmos o argumento nas demais varidveis temos,

1
(2m)"

feiw(&m)(](g +in)dE = Je”gU(ﬁ)d«S = F  (Ugn)(z) = u(z). (2.11)

1
(27)"
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Por (2.2)), para N =n + 1,

u(@)] < @m) " [ e U +in)|dE

< @m) " | e ™ (14 |6 +in|) el de
J
.

< @27 | e 0 (1 + [¢) T e e

J

< m e, [ i)

como (1 + [¢])™" ! € L'(R") existe constante C' em que
lu(z)| < Cefinl==n,

Seja n = tx, para algum t € R,
lu(z)| < CeltllzlE=lel), (2.12)

Para |z| > R temos |t||z|(R — |z|) <0, por isso ell#I(fF=1z) — 0 quando t — co. Portanto |u(z)| <0,

ou seja, u(z) = 0 quando |z| > R. Finalmente provaremos que u(¢) = U(¢). De ([2.11]) segue que

u(z) = ﬁem Jem”U(ﬁ +in)d§ = e’””’]-"gl(U(é +in))(z).

Entao,

u(g +in) = fei@“”)“’u(x)dx = Jei@”e”xu(az)daz
= F(e"u(@))(€) = F(F U +in)(x))(8)
= U(&+1in).

Na demonstracao anterior poderiamos ter verificado que u(¢) = U((), pelo seguinte fato: Dadas

f e g fungoes inteiras em C™ tais que f|gn = g|r» entao f e g coincidem em C".

A seguir serd enunciado, sem demonstragao o outro Teorema de Paley-Wiener.

TEOREMA 2.1.3. Uma funcao funcio U(C) inteira em C™ € a transformada de Fourier-Laplace de

uma distribuicao u € E'(R™) com S(u) < {x : |x| < R} se, e somente se, existem constantes C' e N
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tais que

U(C)] < C(1 +|¢])NerSdl,

COROLARIO 2.1.4. Sejam Q um subconjunto aberto de R™, uw € D'(Q) e xg € Q. Tem-se que
zo ¢ SS(u) se e somente se existe p € CL(Q), ¢ =1 em alguma vizinhanca de xo e para cada natural

N existe constante Cy > 0 tal que

pu(€)] < Cn(1+ €)™Y, YeeR™

DEFINICAO 2.1.5. Seja B < S™ 1 (em que S™! € a esfera unitdria de R™) um aberto conexo, com
a topologia induzida de R™. O conjunto I' = {tx € R™ : x € B, t > 0} é chamado cone aberto
conexo com vértice na origem, quando os vetores posi¢cao de quaisquer dois pontos do cone formam

um angulo agudo dizemos que o cone € agudo.
O Corolério 2.1.4] nos leva as seguintes definigoes.

DEFINICAO 2.1.6. Sejam u € D'(2), Q < R™ aberto, xg € 2, e £ € R™{0}. Nds dizemos que
uma distribuicio u € suave micro-local em (o, %) se existe p € CP(Q), ¢ =1 préxvimo de xy e uma

vizinhanga conica T < R™\{0} de £° tal que para todo k = 1,2, ... e para todo £ € T,

- C,
[pu(€)| < O+ €)F

s,

DEFINICAO 2.1.7. O conjunto frente de onda C* de uma distribui¢ao u, denotado por W F(u), é
definido por

WF(u) = {(x,&) : u nao € suave micro-local em (x,§)}.

Dado um cone aberto conexo com vértice na origem I' € R™ e § > 0 definimos o cone truncado

s =T ({reR™:|v| <d}. Se I’ é outro cone, escrevemos [V cc I'se [V S™ L < T S™ L.

DEFINICAO 2.1.8. Uma fung¢ao holomorfa f € O(V + il's) tem crescimento temperado se existem

um natural k e uma constante ¢ tais que | f(x + iy)| < ﬁ

Para f e O(V +il's) e v € I" vamos definir a seguinte distribuicao:

(o) = f f(x+in)o(@)de, ¢eC2(V)
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TEOREMA 2.1.9. Suponha f € O(V +il's) de crescimento temperado e k como na defini¢io acima.
Entao,

bf = lim  f,

v—0,vel’y

estd definido no sentido das distribuicoes em V', além disso bf define uma distribuicao de ordem

kE+1.
A demonstracao deste Teorema pode ser vista em [7].

DEFINICAO 2.1.10. Sejam f € C*(Q2), Q < R™ aberto. Uma fungdo f ¢ chamada extensao quase
analitica de f se se existir uma vizinhanga Q de Q, em C™, tal que f(x,y) € C*(Q), f(z,0) = f(z),
Ve e, epara cada j =1,...,m

of

a_z—j@?y) = O(lyl*) para k=1,2,...

A seguir é apresentada, sem demonstracao, uma importante caracterizacao do conjunto frente de

onda C®.

TEOREMA 2.1.11. Seja u € D'(R™). Entao (x0,£°) ¢ WF(u) se, e somente se, existem vizinhanga

V' de xo, cones abertos e agudos ', ....;TN em R™\{0} e fungées f; quase analiticas em V—i—z'Fg (para
N

algum 6 > 0) de crescimento temperado tais que u = Z bf; prézimo de xo e £ -T7 < 0 para todo j.
j=1

2.2 Analiticidade micro-local e a transformada FBI

O Teorema de Paley-Wiener (Teorema caracteriza a suavidade de uma funcao u em termos do
decaimento rapido de sua transformada de Fourier @(§). Esta caracteriza¢ao é muito 1til no estudo de
regularidade local e micro-local de solugoes de equacoes diferenciais parciais com coeficientes suaves.
H&a também a caracterizacao de analiticidade em termos da transformada de Fourier. Entretanto
esta caracterizacao é baseada em estimativas usando seqiiencia de fungoes corte, o que torna este
resultado dificil de ser aplicado. Nesta secao vamos apresentar a definicao da transformada FBI e
apresentar alguns resultados importantes sobre a transformada FBI. Entre esses resultados veremos

uma caracterizacao de analiticidade e uma caracterizagao de suavidade via transformada FBI.

DEFINICAO 2.2.1. Seja u € E'(R™), definimos a transformada de Fourier-Bros-Iagolnitzer (FBI) de
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u por
F,(x,€) = (uy, eile—y)E—[¢]lz— y\2> (2.13)
para (z,£) € R™ x R™, onde (x — Z

O préximo Teorema nos da a inversa da transformada FBI.

TEOREMA 2.2.2 (Inversio da FBI). Seja u e C*(R™). Entao,

F,(t, )€’ ¢ 7 drag (2.14)

u(z) =

e—0+ (47T

onde o limite € entendido no sentido de convergéncia uniforme.

DEMONSTRACAO.
x2 m 2
Pelo Exemplo V.1.2 de [16] temos F (62) (&) =(2m)2e -5 Dai, fazendo a mudanca de
variavel n = £v/2,
J cile—nE=del? e _ J (o) —ell? g
ey w2 1\ 2
Tt ()
2€
1\? I Yy—
— _ f e 2
() 7 () ()
1\? b, om
= (i efl 4Ey\ (271')7
(W)Zl _le—yl?
= — (& 4e
€
Seja € > 0, fazendo a mudanga de variavel ¢t = ‘;\_/g,
pila—v)E—elel?,, _ ! e
(ydédy = ———= [uly)e” = dy
(4me)2

1
= — fu(:v — 2t/e)e " dt.
T2

O membro da direita, da igualdade acima, converge uniformemente para u quando ¢ — 0. De fato,

como u é continua e tem suporte compacto, dado ¢ > 0 existe ¢, (independente de x e t) tal que
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1
— Ju(w —ote)e Vdt —u(z)| < 5 ( lu(z — 2ty/€) — u(z)|e " dt
T2 T2 J
1
= [ e -2ty — )l
T2 Jitl=p
1
+ == [u(e — 2t3/€) — u(x)|e " dt
[
T
T2 = 2
Por outro lado, quando € — 0" temos j e dt — 0. Assim, existe €1 tal que se |e|] < €; entao
6> <%

Logo,
< 0.

‘ij (z — 2ty/e)e"dt — u(z)

J f a6l () dedy —

T &)
mente, quando ¢ — 0%. Como Je €=yl gy = W, pelo Teorema de Fubini
2

u(z — 2tv/e)e ¥ dt — u(x) uniforme-

Entao, concluimos que

ei(x—y)ﬁ—slf\Qu(y)dgdy

u(r) =

e—07t (27T

)m
1 : 2 2 m
~ dim | [ eiteweg f lelltv® 2 gt ) ded
B Ly p— ffe u(y) | | e HE Edy
= lim

.
i(z—y)E—¢|[t—yl*—el¢? | ¢ 2 dydtd
e—0t (473) JJ@ oI el

~ gim — L[ J ( J ez‘(t—y)&—s||t—y2u(y)dy) ile—E=lel? ¢ | % at
2

e—0t (47‘(‘3)

[

.
f Fu(t, §)e 08P |5 dtdg.

Dada uma distribuicao u € £'(R™) e ¢(z,y) em que ¢(-,y) € C*(R™) e d5¢(-,y) € L' (R™), segue
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que

[ wote.y o = (o, oteac).

Isto pode ser demonstrado sabendo que uma distribuicao de ordem finita se escreve como soma de
derivadas de fungoes continuas (vide [19]).

OBseErRvACAO: Dado u € &'(R™) a equagdo (2.14]) continua valendo, com o limite no sentido de
distribuigoes de suporte compacto. De fato, dadas ¢ € C* e ¢ € CP(R™), 1y = 1 numa vizinhanga

de S(u) obtemos (u, ¢y = (u, ). Isto é, basta supor ¢ € C°. Assim, para ¢ € C, temos

” | Fute. et v i dedgo oy
1

_ J<“ St y|2> a6l ¢ 3 drde () da
]. [ ; 2 2 m
_ J <uy7ez(xfy>sf|autfy| el |§|5>dtd5¢(x)dx
1 ([ . 2 m 2
_ <uy7€z<x—y>s—es| €% J —leli=s) dt> d () dz
2

__ L i y)E—ele]? ( )m
()7 <% g ) et
— 1 % [ r‘<uy i(w_y)5_€‘5|2>d§¢(x)dx

PGV Sl 2
o j < e d§> o) da
@mm<“ff ooisis )

1 .
Para demonstrar que W <uy, J J e’(xy)5€52qb(x)d§daz> — {u, ¢y, quando € — 0T basta observar
T m

que como u € &'(R™) existem K, compacto de R™, ne N e C > 0 tais que

(ot [ )
= Ku @ f f ! o () de e ¢(y)>‘
By o GJ iGa=)e=elé o )dgdg;) ey )‘

[

<C Z sup | ——
laf<n V<K

202 sup

la<n yeK
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_ lo| e [ ji(z—y)E—elél? -t
_ i(x—y)E—el€]? Jor o™
= Caénzs/g? o e oS p(x)dédx — 0 gb(y)‘
1 ™% _le= y‘ o tel

— Caén 2161[1() 2" (E) J ovp(x)dr — 0 ¢(y)‘
I e Caa )

‘a|<ny€K 2m(71'€)7
—C S sup | [ e ao — 200/t — 0(y)]

laf<n Y€K T

integrando por partes, pelo fato de que |é‘“ei<x_y)§_e‘5|gb( ) < | —ilelce=5 g(x) € LYR™ x S{¢})

e fazendo a mudanca de variaveis t = .y —2 (para uma certa constante C' > 0) permite derivar sobre
52

o sinal de integracao. Veja que a ultima expressao converge a zero, ja que, no teorema anterior

provamos que dado ¢ € C.(R™) temos

— j e P — 24/t — (x)

uniformemente, quando ¢ — 0. e 0%¢ € CP(R™). Portanto, quando u € £'(R™) temos que que
(2.14)) ¢ satisfeita no sentido de limite de distribuigoes de suporte compacto
O Teorema a seguir caracteriza a analiticidade de uma funcao pelo decaimento exponencial da

transformada FBI.

TEOREMA 2.2.3. Dada u € C.(R™) as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
(1) u € analitica real em xo € R™ (possui série de Taylor convergente, numa vizinhanca de x).

(11) Ezistem uma vizinhan¢a V' de xy em R™ e constantes ¢y, co > 0 tais que
|Fu(z, )| < el para  (z,6) e V x R™. (2.15)

DEMONSTRAGAO. Se u é analitica real em zg, existem § > 0 e ¥ analitica em {z € C™ : |z — x| < 0},
tal que @(x) = u(z), quando z € R™. Sem perda de generalidade assuma ¢ < 2. Seja ¢ € CP(R™),

com 0 < ¢ <1, ¢(z) = 0 quando |z — zp| = 2 e ¢(z) = 1 quando |z — x| < . Assim, S(¢) <

B(z, %) < B(o,6). Fixe { e R™\{0} e s € (0,%) a ser escolhido. Sejam U = {z € C™ : |z — 20| < 6}

2
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D = {x +it3¢(w)é—| 10<t <1, |v— x| < 2} Dado x + itsg(z) & € D, obtemos

4

x—i—ztsqb() zo| < |x — x| + 5 <0,

€l

mostrando que D < U. Defina @ : R™ — C™, 0(y) = y—is¢(y) 5. Vamos denotar dz = dz; A- - - Adzy,

[k
edy = dyy A ... A Ym. Temos que 0D = Img{6} | B(zo, 2) deste modo, pelo Teorema de Stokes,

analiticidade de @ e analiticidade da funcao exponencial, temos

f ei(xfz)éf\éHzsza(Z)dZ _ J d (ei(xfz)if\ﬂ|$*Z|2a(z)d2)
oD D
m i(r—2)e—|¢||la—z[2 i(z—2)e~|€]|lz—z?y
— J Z & iz) dz; + oc — U(Z)dz_j Adz = 0. (2.16)
b\ 0z 0%

J=1
Entao,
" ; 2
Fy(z,8) = cHe—y)=¢||lz—y| u(y)dy
JS(u)
I R
JImg{6}
_ 61($*9+25¢(y)%)§*|§|(I*y+15¢(y)éﬁ)2ﬁ (y — isp(y)— ) | det & (y)|dy.
JS(u) |5|
Se

Q€)= (w—y+w¢< >|§|)f—'f' (ﬂf‘y““b( >|5|>2

— e —y)E — sé)le] - I¢] (|x—y|2+2is¢<> (x—y)—s2<¢<y>>2),

€]

temos RQ(z,y,€) = —sd()lé] — I€llz — yI? + |€1(é(y))2s% Como ¢ e u sio fungdes continuas de

suporte compacto existe constante real positiva C' tal que |detd’ (y)|||t]l < C. Deste modo,

J eRO@Y.E) |y ( —is9(y )‘|det0’ y)|dy
S(w) T
< CJ eRQ(:my,é)dy

S(u)

|Fu(z, €)|

N

_ CJ eRQ(a:ayi)dy + CJ eRQ(w,yvﬁ)dy
ly—xol<?$ {ly—z0l=2} N S(u)

= [1+IQ.
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Pela definicao de Q e de ¢ temos

L(z.6) < C f ¢ SIE0-8) gy Crpslels)
ly—zo|<$§

na tltima igualdade C representa uma constante diferente. Comod <2e0 < s < g temos s(1—s) >

0. Se |z — x| < e y pertence ao dominio de integragao de I, temos |z —y| = |y — zo| — |z — x| > 2.

Se s = %, pela definicao de ) temos

352

L(2,€) < CJ o lelle—ul>HElPI00)P gy < el
{ly—z0l=5} N S(u)
Entao F,(z,€£) tem decrescimento exponencial.
Reciprocamente, sem perda de generalidade considere o = 0 e suponha que para certos ¢y, co

tenhamos

|Fuz,6)] < cre™l,

para todo £ em R™ e x préximo de 0. Para provar que u é analitica real em xy usaremos a férmula

de inversao dada pela equagao (2.14)). Considere
J f Fu(t, )0 6|2 ddg = Ii(a) + I5(2) + () + I{(a)
onde I¢(z), I§(x), I5(x), I5(x) representa a integral dupla de F,(t,&)el* D<K’ |€|Z sobre

)t < Ay e R™Y,
) Ay <t < Ay, €] < BY,
) [t] = A, £ e R™MY,
)t A < Jt] < Ay, €] = B},

respectivamente, com A;, As e B a escolher. Nosso objetivo é encontrar uma vizinhanca da origem
em que [§ coincide com uma fungao analitica real e converge uniformemente quando ¢ — 0%, para

j€{l1,2,3,4}. Para isso usaremos a Afirmagcao |3.4.3] Considere primeiro I{. Seja A; > 0 tal que,

|Fu(t, &)] < cie @l quando [t] < A
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Ao complexificarmos z, tomando z = x + iy com |y| < %, observe que

|Fu(t,f)| ei(x+iy7t)§*e\€|2 |€|% < clefcz|f\€*y§*e\f|2|£|%

N

N

016_672‘5| |§|%

Entdo o membro & direita na expressio acima é uma funcao L'(R™). Como a fungio exponencial é
holomorfa, pela Afirmacao [3.4.3, I{(z) é holomorfa em {z : |3z < 2}. Agora s6 nos resta verificar
se I{ converge uniformemente, caso seja convergente, este limite sera uma fungao holomorfa. Uma

vez que € > 0 temos
U Fu(t, )= 08[g| % (e —1) dt‘ <ce TET e LIR™),
[t|<Aq

aumentando ¢y, se necessario. Como a integral de fungoes integraveis define uma medida, dado § > 0

L|>A

observe que podemos tomar A > 1. Por outro lado temos 0 < 1 — e N <1l—e° -0, quando

existe A > 0 tal que

YRS

, (2.17)

f Fy(t, €)'t (e —1) dt‘ dé <
[t|<As

e — 07, entao, existe g > 0 (independente de A e independente de z) tal que

—1
‘e—ev _ 1‘ <6 (2] f cle—C2€||§|’§dtd§) : (2.18)
€] J|t|< AL
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quando € < €. Deste modo, por (2.17)) e (2.18)), temos

UJ )i+ DEle® ¢ 5 dpde — J W(t, e The g g dtdé‘
[t|< A1 ‘t|<A1
< (f +f ) (U Fu(t, €)eie 08¢ |3 (efemz _ 1) dtD
g=x Jigsa <A1
c9 m 5

< J J cre”* SJe)F (1 — 7l dtde + 5

lel<x <A °
< J cre” TEEE (1= ) dtdg + 0

€l Jt|<A; ’
< 9,

quando 0 < € < ¢y. Como € ndo depende de = temos que I{(x) converge uniformemente para

Iz +iy) = f f Fo(t, €)@ i8¢ drde,
[t|<Aq

a qual deve ser holomorfa em {z : 3z < 2} pois neste dominio, para todo € > 0, I{ é holomorfa.
Agora, vamos tratar I5. Neste caso o dominio de integragao ¢ limitado, pela analiticidade do
integrando, podemos concluir, pela Afirmagcao , que I3 é analitica em {z : |3z < 2}. Com as
mesmas idéias feitas no caso anterior concluimos que I? converge uniformemente para uma fungao
analitica em {z : [3z| < %}. Observe que, diferente do caso anterior, temos || < B (nao é preciso
tomar A como antes) e assim |F,(t,£)e*=D¢||£]% ¢ limitada no dominio de integracdo de I5. Para I§
escolheremos A, de modo que S(u) < {y' : || < 42}, c» < 42 e Ay > 1. Note que no dominio de

integracao de I§ temos

|Fu(t> 5)| =

vI<—7

IN
—
QE\

n
NS

2
e u(y) |y’

N

< O 60n-22)"
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jaque |t —y| = |t|— V| = |t| — % > Ay — 42 > 0. Seja |y| < 42, pela definicao de A,, segue que

i(a-tiy— e —lef? o o le2E e ez
F.(t,&)e |7 < Ce e €|

N

C e ¢ 52 +|y\|£||§|

C 6—\5\1—62+ﬂ\§||§|%

N

m

C e ‘fl|§ > e LY(R™).

N

Analogamente aos casos anteriores temos que I5(z) é holomorfa e converge uniformemente a uma

funcao holomorfa. Para IS consideraremos |z| < Ay, assim
5 4 ) )

I€ _ i(z—t)E—e|€|? 3 dtd
I T €[ dra

_ JJJ i(z—y)E—|€]|t— y\2—e|£\2|§ u(y)dydtdé

em que R = {(y,£,§) e R™" x R™ x R™ : |¢] = B, 4; < |t| < Ay e |y| < 42}, Considere ((§) =

m

E+islé|(z—y), com 0 < s < %. O ramo da extensao holomorfa da fun¢ao médulo estd bem definido

em {z € C™:[3z| < |Rz|}. Veja que
|S¢1 < slél(l] + lyl) < 1€l = IR,

deste modo, em R, o ramo analitico da fungdo médulo () estd bem definido . Se voltarmos para I,

pelo Teorema de Stokes, sendo ((§) = £ + is|¢|(x — y) (parametrizacdo de dD\R™) temos

- | [ erersaccionumdedar,

com P(z,y,t,(,€) = i(x —y)¢ — (Ot — y|* — €¢*. Podemos diminuir s, de modo a obter s < \/1(2)72

e concluir que

2 2
REE©)? = € - Sefle—yP = 6 - 'f' %
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Temos $(C(€))? < [¢f%, assim,

ey RIC(O)) o
O} = R @R + GE@P? Ve 2va 4

260 _ cos(0)+1

Ja que cos” 5 = =57, temos

R({C(6))) = R (2 10s((©)?) R{e%{lnm €))2|+i arg(C(¢ >}}

= 1O cos O > R(C(E)? cos TEEES

2
€] (cos fara(G(E))+ > 162
5 €15

WV

4 64

. . . . 5(A1)?
Assim, complexificando 2 e considerando z = x + i3/, com |z| < 4t e |y| < max{u

obtemos

PEtE| < RV G+ R{i(z—y) 3 =RLOHE—y[*—eR¢?

- 2
< o VElrulslEl-glelieul? - B

s(A1)?

32

|

Para estimar o exponencial acima iremos dividir o dominio de y em duas regides (lembre-se que neste

caso |y| < 42). Primeiro consideremos a regido |y| < 4L. Observe que neste dominio temos
A A
=yl =t =yl = A - 5 =5 >0,

ja que |t| = A;. Deste modo,

/ 542
|ePeated] < elvlid-gh-vlle

olvllel— 5.(41° g

<
< 2
Agora, ao considerar a regiao % < Jy| < % temos
A A A
o=yl =yl = lol = 5F = 5 =5 >0,
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ja que |z| < %. E, entao

(Ap?
6

s(Ap)?
‘ep(z7y7t7gve)‘ < e‘yl“§|7178|£‘ < eiT‘éh

ja que |y| < %. Destas consideracoes sobre y vemos que existe ¢ > 0 tal que

P& < ¢elél

para todo (y,t,£) € R. Portanto, pela Afirmagao I também é analitica, em uma vizinhanca
de x = 0. De modo andlogo ao feito em I vemos que I converge uniformemente para uma fungao
holomorfa. [ ]
OBSERVACAO: Com uma adaptacao da demonstracao acima podemos mostrar que o Teorema [2.2.3
continua véalido se no lugar de u € C.(R™) supusermos u € &'(R™).

Agora vamos estudar o conjunto frente de onda analitico, mas primeiro precisamos definir anali-

ticidade micro-local.

DEFINICAO 2.2.4. Sejam u € D'(R™), zg € R™ e £® € R™\{0}. Nds dizemos que u é analitica (micro-

local) em (z0,&%) se existir vizinhanca V de xq¢ e cones abertos e conezxos T't, ..., TN de R™\{0} e
fungoes holomorfas de crescimento temperado f; € O(V-HT%) (para algum § > 0) tal que u = i bf;,
prozimo de xo e E°T7 < 0 para j € {1,2,..., N}. "
OBSERVACOES:
1. Quando m =1, 7y = 0 e £ = —1, temos que u é analitica micro-local no ponto (0, —1) se ha

uma funcao holomorfa de crescimento temperado f sobre algum retangulo (—a,a) x (0,b) tal

que u = bf sobre (—a,a).
2. Uma fungao analitica é analitica micro-local em todas as diregoes.

DEFINIGAO 2.2.5. O conjunto frente de onda analitico de uma distribui¢do u, denotado por W F,(u)

¢ definido por WF,(u) = {(x,€) : u nao é analitica micro-local em (x,§)}.

TEOREMA 2.2.6. Sejam u € D'(R™), o € R™ e £ € R™\{0}. Entdo, (xo,£%) ¢ WF,(u) se, e

somente se, existem vizinhan¢a V' de zo, um cone aberto I' < R™\{0}, uma funcao ¢ € CP(R™),
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Y =1 em uma vizinhanca de xy, 0 < 1 < 1 e constantes ¢y, co > 0 tais que
|Fypu(z,8)| < cre el Y(z,6)e V x T

DEMONSTRAGAO. Sem perda de generalidade vamos supor o = 0. Observe que todo aberto U

contendo xy podemos tomar ¢ € C°(U) em que 1) = 1 em uma vizinhanca Vo < U de g e 0 < ¢ < 1.

A funcao 1 tem suporte compacto tao pequeno quanto se queira. Deste modo, podemos assumir

u € &'(R™) com o suporte tao pequeno quanto se queira. Se (0,£°) ¢ WFE,(u) entdo, existem

vizinhanga V' de g, cones T'',..., TV em R™\{0}, 6 > 0 e fungdes holomorfas f; € O(V + iT?}) tais
N

que u = Z bf; proximo de xg e £°TY < 0, para todo j = 1,..., N. Primeiro, suponha que existam

j=1
cone aberto e conexo I'" de vértice na origem, tal que £ - T’y < 0, V vizinhanga aberta de z( e

f € O(V +il'}) para algum d > 0, tais que u = bf. Supondo S(u) < B(0,2) < V, a transformada
FBI de u é dada por

Fy(z,6) = {uy, @ ey

= lim f fly+ iw)e(ff*y)ff\fllwfy\zdy
\4

w—0; wel'l

. ) 2

para algum v € I'! fixo. Dado ¢ € C% (B (O7 g)) e ¢ = 1 numa vizinhanca de z(, considere a aplicagao

0 :V — C™, dada por 0(y) = y + isp(y)2;, com s suficientemente pequeno para |#(y)| < 6. Pelo

lvol”

teorema de Stokes, assim como na equacao (2.16]), temos

J F <y iy Ai) e(m—y)&—m—yvdy‘ _
1% v

Pela defini¢ao de bf e pela topologia de D'(§2) existem constantes g natural e C' > 0 real, indepen-

J f (g(y) y Ai) (=01 E—00)? qot gl(y)dy‘ ,
\%

w0l

dentes de A > 0, tais que

f f (g(y) T Aﬁ) i@T—0W)E—lela—0(1))* qut gl(y)dy‘ <C Y swp
14

|V0| yeV

o (emfe(y))sf\<|<xfe(y>>2) ,

|| <q

para s e A suficientemente pequenos. Assim, pela férmula de Faa di Bruno e por 0 < ¢ < 1, existe
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polinomio P com coeficientes positivos de modo que

|Fu(z,€)| < sup{P [CR i (2.19)

em que Q(x,y,&) =i(x —y)& + so(y )\uol — €] (x —y —isP(y )—°|)2e x € B(0,9). Pela definicao de
(@ temos

R{Q(x, y,£)} = s¢<y>|j—j| — |||z — y? = 2(6(9))%).

A seguir vamos dividir o dominio da varidvel y em dois conjuntos disjuntos.
Primeiro considere |y| < 4. Como 1 € T temos vy - £ < 0, entdo existe d; > 0 tal que

v - €0 = —dy|1p]|€°]. Se s < d; (diminuindo s se necessario), < 85 e [¢] =1, entao

EO
G

R0} = st (5 <§— S)) e = -2

< dy — ‘f 3)
< €]
< d1 — S
-5 :
2
Assim, existe constante ¢; = s2-* > 0 tal que, se s < dy, |£ — % < 425 ¢ |¢| = 1 obtemos

R{Q(l’,y,f)} < (1.

Para fazer o caso |y| > é observe que |z —y|? > (|Jz| -2 2, quando |z| < ¢. Com isso, conside-
1 4

rando [y| = 2, |z] < &, |¢[ =1e ‘ — % < 425 temos
RIQUe 1) = ()2 5+ sl 2 (- i) (e~ (6
[vol [€°] o] 1€°]

£ i
< sé(y)di + s |¢ — e 2] — =]+ s*(o(y))
2
< sdl—i-sdl |I|2+2|m|——f—6+
< 35y + s+ 5—2 - ﬁ
2 32 16
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.. . , . 2
diminuindo s, se necessério) temos ¢y = —s (% + 1) + 3—2 >0e

Se s < d

52 (
16(3d1+2)

R{Q(Z’, Y, 5)} < Cg,

quando |y| < 2, |z| < &, [§] = 1e ‘g— % < 9425 Destas consideragdes, sobre y, existem
‘s _ 5 _ £ di— -1 & :
vizinhangas V; = B (0, E) deO0eW =8B (W’ L 5) (S™ ! de ﬁ, tais que,

R{Q (%,y,f)} < —Cg,

para x € V; e £ € W. Deste modo, se I' = {tw : t > 0 e w € W}, temos

RIQ .9} = R{Q (5.0, ) el < e,
quando x € V;, £ € I' e y € V. Deste modo, voltando na equacao ([2.19)),
[Fuz, €)] < P(lg) e =¥,
para x € Vi e £ e I'. E, diminuindo ¢z, existe uma constante ¢; de modo que

Fu(a,€)] < P(€)) e ze Vi, gel.

N
Acima tratamos o caso de u = bf, o caso de u = Z bf; obtemos por linearidade, diminuindo ¢, T,
j=1
V1 e aumentando ¢;.
Reciprocamente, suponha a existéncia de uma vizinhanca V' da origem, um cone I' aberto conexo

com vértice na origem e constantes ¢, co > 0 tais que
Fu(z,€) <cre @ V(&) eV xT.

Sem perda de generalidade podemos tomar V' = {x : |x| < ¢}, para algum § > 0. Usaremos a férmula

de inversao da FBI. Considere

fjei(xt)ses|2pu(t7§)|§|’§dgdz = I{(z) + I5(z) + I5(x),
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tal que I{(z), I5(x), I5(x) representam a integral dupla nos respectivos dominios de integragao:
{(t,£) e R™xR™ : [t] <0, £ R™T}, {(t,€) e R™"xR™ : [t] <0, E€T}e{(t,§) e R"xR™ : |t| > d}.
Fu(t,&) = <u ei(t*8)5*|§“t*5‘2> e pela observacao feita no inicio da demonstracao podemos supor
S(u) < B(0, ) assim, |s| < . Primeiro vamos tratar de I§. Diminua, se necessdrio, § de tal modo

tl

que0 <0< g. Selft|>dels | < ¢ temos |s| < 1< |¢]. Deste modo,

1 1
F g2 = Zls— 24 Z|s—¢2
t=sf* = Sls—tP+5ls—1]
I 2Aslie P (It — s
2 2
=251 o
> RS
2 * 32
B |t|2+952
432
> a(l+[t]%),

onde a = :,%52. Além disso, pelo Teorema |1.3.10, existem C' > 0, k € N tais que

F(t] < C Y, sup {[aneteeidi=st

)
loo|<k 181

} < OP([¢])e 6l

para algum polinomio P, em que [t| > J. Isso possibilita, para |y| < §, obter

ez(wiy—t)&e\&lgFu(t’ §)|§|% < C|§|%p(|§|)€f%|£|67\£\a|t\27

quando € > 0. Seja

e = f | et B (1 )¢ dt,
t|>4

pela Afirmagao W, podemos concluir que h(.,§) € O(R™+iBa(0)) e pelo teorema da convergéncia

dominada temos que h, é continua em (R™ +iBa(0)) x R™ para cada € > 0. Além disso,

he(x +iy,€)] < C|§|'§P(|£|)€ZI£J oalelil gy

[t|>6

2~
oP (e ( |§|>

< CP(ehe i (2) 7 e L,
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para todo € > 0. Pela afirmacao |3.4.3]

I(x +1y) = Jhe(x + iy, £)d§ € O(R™ +iB2(0)).

Como feito no primeiro passo da reciproca do Teorema [2.2.3| temos que — ™ I§ converge unifor-

(4m3)2
1

memente para uma fungao holomorfa em R™ + iBa(0), assim, podemos concluir que m[g(:c)

converge uniformemente para uma funcao analitica real.

Para estudar a integral I§ definiremos a fun¢ao auxiliar

ge(x + Zy, f) = J ei(x""iy_t)f—df‘QFu(t’ €)|£|%dt,

[t|<d

para |y| < 2. Pela Afirmacao W para cada € > 0 temos g continua em (R™ +iBe (0)) x I' e

9(-,€) € O(R™ +iBe; (0)) para todo § € I'. Além disso,

ge(x + iy, &)| < J e‘y”f|*€‘5‘2cle*c2|f‘|§|%dt
t|<s
< Ccle%|§\*02|§||§|%

< Cee 7EE)% e LYR™).

Entao, pela Afirmagao [3.4.3, I5(x + iy) = J ge(x + 1y, £)dE é holomorfa em R™ + Z'B%z (0). Assim,
el
como antes podemos concluir que I§ converge uniformemente em R + B 2 (0), permitindo concluir

que [ {2 converge uniformemente para uma funcao analitica real.

k
A integral I{ nos dard mais trabalho. Escreva R™\I' = U I'j, em que I'; ¢ um cone fechado
j=1
conexo e (I';(T'x)” = &, de modo que a existir ¢ > 0 tal que

[ ={yeR™: y&® < 0, e y& = cly|¢| para todo £ e T} #

(vide [6] paginas 49 e 48). Entao,

1 1 - 2 m
—I(z) = - J J @ NEEET B (1 €)[€] 7 dedt.
(471_3)5 1( ) (47_(_3)7 Z |t‘<5 gel"j ( )| |

J=1
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Vamos definir ¢, = a ! o e

f§<x+iy>£cmf J (et e B (1 6)|¢| dedt
‘t|<5 feFj

para r +iy € R™+4l'5. Sejam arbitrdrio x+iyo € R™ +il',, com § a escolher depois. Seja 0 < €y < 1
tal que B, (yo) = I'§, nesse caso temos €y < [yo|. Dado y € B, (yo) temos [y| > |yo| — |eo|. Para

x +iy € R™ + iB, (o), defina

G +iy, €) = cmf elarin0e=de (1 6 ¢|% dt,
[t|<d

pela Afirmacao [3.4.3], j4 que o dominio de integragcdo é compacto e u possui suporte compacto, G

é continua em (R™ + iB (o)) x I'; e G(-,€) € O(R™ + iB,(yo)). Mais ainda, existem constantes

C,c > 0 e natural k em que

Gle+in.O) < on| e IR O Fdt

J|t|<d

= ¢, ol K“’ e“t*l)E*‘th*llzN €| % dt

J|t|<é

[ el S sup Daei(t—z>a—|sut—u2}dt

|t]<s <k 111<3

VA
o
3

[

N

cmCJ e—elvlél gty
[t]<d

VAN

e e—C(\yol—eo)\£\|§|kdt

[t]<d

cmCe “ElelF e LYT\B(0, 1)). (2.20)

N

Assim,

lim fi(z +iy) = fi(z +1iy) = Gz + iy, &)d¢

-0+ EEFJ'
¢ holomorfa em R™ +iB,,(y9). Como tomamos arbitrarios zo + iyy € R™ + iI'; podemos concluir que

fie OR™+ sz) Temos também que f; possui crescimento temperado em R™ + iI'; pois

[fi(z+iy)] < lim |Gz + iy, §)dE

+
20" Jeer,

< Tiy) + Tx(y),
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em que

Ti(y) = cm f J eV IE, (1, )| €| dede
gely,|¢|<1 J|t|<d

Ty(y) =:Cbm‘[ e—<lélvl [ e
L lel>1

Sabemos que para todo n natural temos e“¥l > a,|y|"|¢|", a, = ;. Para o caso |£] > 1 considere

n =k +m+ 1, obtendo

lrE_ 1
— e LY(R™).
S e < L E®Y
Entao,
T(y) < cn f e elell ¢ e
gery, [€)>1

1 b
S J n|¢lm+1 d€ = ln’
ceTy, |¢]>1 an|y|™[¢] Y|

para certa constante positiva by e para todo y € I';,. Como T é limitada (pelas definigoes de I'; e

['$) temos constante by tal que T1(y) < by < ‘n, para |y| < 6 < 1. Assim, conseguimos constante b

em que |fj(zx + iy)| < o ‘n. Dado ¢ € C(R™), andlogo ao que foi feito em [2.20{ e pelo Teorema de

Paley-Wiener existe k tal que

m

H(—E)e TR (1, €)E|2| < Chympr(1+ €])~ErmtDemevliél oy (1 4 |¢])*
< ék(l + |£|)m+1 el

para y € I'; e £ € I';. Pela definigdao de transformada de Fourier e pelo teorema da convergéncia

dominada temos

m

2 ¢(x)dEdtdr

lim ¢, {I{,¢) = cmn lim jf f F,(t, ¢ pim—t)s—elg|? ¢
e—0t < ! > Z e—0t It|<s Jeer; ( ) |

- cmth eo(a)dr ) IR (1,6) €]
0% Jit<s| Jeer,
- eS|, [, oo

m

5 dedt

m

5 dedt
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k
= ¢, H(—E)e MEF, (t,€)|€] % dedt
cgu;ﬁ&mdék (t,6)l¢|% de
k
= Y .fi. ¢
j=1

o limite, para e — 01, pode ser verificado como j4 fizemos antes. Pelos trés casos, feitos acima, temos
que (zo,&%) ¢ WE,(u). n
Com uma adaptacao da demonstracao do teorema anterior pode-se demonstrar o seguinte Teo-

rema.

TEOREMA 2.2.7. Sejam, Q aberto de R™, v € D'(Q), xo € R™ e £ € R™\{0}. Entdo, (9,£°) ¢
WF(u) se, e somente se, existam uma vizinhanca V de xq, vizinhanga conica T < R™\{0} de &£°,
uma funcao ¥ € CP(R™), 1 =1 em uma vizinhanga de x¢, 0 < ¢ < 1, e para cada k natural exista

uma constante c em que

O < e @OV R



Capitulo

3

Aplicacao para solucao de EDP’s nao lineares

de primeira ordem.

Introducao

Neste capitulo demonstraremos os principais resultados deste trabalho.

3.1 Sobre LeH

Sejam Q < RY aberto, T real e u solucdo da EDP nao linear
w = fx,t,u,uy), (3.1)

em que f(x,t,(y,¢) é funcio de classe C®(2 x [0,T) x C x CV) e holomorfa em (¢, (). Seja,

0 I 0
L= E _j;f@(x>t7<07g)%

J

ev = (u,ug). Sep =(x,t,(, () é funcao suave e holomorfa em ({y, ), usaremos a seguinte notagao

YU (x,t) = Y(x,t, u, uy).

45
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Com esta notagao podemos escrever

N
=Y ()
j=1

Segue que
N

Lu = fx,t) — Z (z, D) ug, (2,1).

Como u é solucao da equacao (3.1]) pelo teorema de Schwarz, e pela regra da cadeia temos

LUy, (2,1) = (z,t) — Z fo(wt)z——

Portanto L£%v = ¢*(z,t), em que g = (go, g1, ..., gn) €

N
f(xata COaC) - Z ijCj(xata COaC)a

J=1

gl(I7t7<07C) = fxz(x7t7C07C) + leCo(x7t7C07<) (1 < ! < N)

90(1'7 tv COa C)

Considere a parte principal do Hamiltoniano holomorfo de F(z,t, (o, (,n) =n — f(x,t, o, ():

N
=L+ 900, + ), 90,

j=1
LEMA 3.1.1. Seja ¢ = (x,t, (o, () uma funcao suave, holomorfa em ({y, (). Entao:

(i) Para todo natural n, temos

(L) = ()

(3.2)

(3.3)
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(ii) Para todo natural n, temos

oy =gy~ 3y Z() PN e, (34)

j=11=0 s=0

DEMONSTRAGAO. (i) Faremos a demonstracao por indugao sobre n. Para n = 1, pela regra da

cadeia, pelo fato de u; = f e pela definicao das fungoes g}s, temos que

N
£v¢v = Z fC] x; ¢v
= (0))" + (O,0)" - By + Z(acjw)”uxjt
j=1

Z(fcg) ((aacjd]) a{o ux] Z aCk u’xkl’j>
k=

]=

N N
= 5t¢ Z fC] 633]’ 6Co ( Z fCJ )
N T N N )
+ Z(acg’w)vatur Z Z fCJ aCk uivkivj
J=1 j=1k=1

N

k=1

|
= (LY)" + g5(0g0)" Z(a@ <au 2 fe) au)
= (L9 +g5(0w)" + D (0 )" £ (ue) = (HY)"-

<.
Il
—_

Para finalizar a demonstragao veja que, supondo (L”)")" = (H")" e usando o passo que ja foi feito,

temos,
(L)t = LU((L7)"") = LUHY)') = (H(H"P))" = (H" )"

(ii) A prova deste item também serd feita por indugdo. Para n = 1 temos,
N
LOWY) = 9,(¢") Z fe,) 0, (). (3.5)

Observe que, se n = 1 em (3.4]) obtemos a equagcao (3.5)). Agora, supondo que existe algum natural n
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em que a equagao (3.4) é satisfeita, vamos demonstrar que o mesmo segue para n + 1. Pela hipétese

de indugao e pela regra de Leibniz

(L) @) = LU((L)" (")

= fljjlf;:[]—sfzsoa
para
= L0 (W) = G (W) = X (fe)"0n, 07 (1)
Nl d l 1 l—s n—1—l/ v
L= RN Y (L)t =, amw)
N n—110+1 l st 1l
- X2 (, L )werunera,aw)
Nonol [ I—s+1 n—1-l/ v
) Z(S_1>((£”)s(f<j)”)((£”) 00, 0171 (1))
NS RIS I T))

::Zchwwmwa“%W”Wﬂ
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—_

n—

+ZZ((£U)Z+1(J¢ ) )(axjén 1- lwv ZZ ,CU l+1axjan 1— l(¢v))
) (L) (fe))(LY) = o, or 7 (W)
SEabeid. - !
- 223 ()i a,ae)
Assim,

h—L—1L = &y — ch ou, (") — ZZZ(l)((ﬁ”)s(fcj)”)((ﬁ“)l5(@zﬁl‘l(¢”)))

Jj=11=15=0 s

D)WY (1)«&)8(@) (L) 20,3 (0")),

como queriamos demonstrar. ]

COROLARIO 3.1.2. (i) S(H"f:)"(20,0) =0, para todo 0 < k <n —1 se e somente se
(LYY*S(f)"(w0,0) = 0, para todo 0 <k <n—1.

(i) Se S(H* fe)(20,0) = 0, para todo 0 < k <n—1, e S(H" f¢)"(0,0) # 0, entao,
(L)™(S(fe,)") (0, 0) = S(H" f,)" (20,0), j=1,..,N.

DEMONSTRACAO.

(i)(=) Dado 0 < k <n—1,se fc = (fe, -, fcy) temos

S{H" fey, s HE )} (20, 0)
= (%{kaCl}(x070)7"'7%{% fCN}(x()vO))'

= S(H )" (20,0)

Entéao S{H"f,}"(20,0) = 0, para todo 1 < j < N e 0 <k <n—1. Assim pelo Lema M
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temos

(L) (S fe; }") (0, 0) = 0,
paral<j)j< NeO<k<n-—1.

(<) Suponhamos (LY)*(3{f¢;}")(x0,0) = 0, para todo 0 < k <n—1e1<j < N. Mostraremos
k

k
por inducio que S(H* f¢)?(xo,0) = 0, para todo 0 < k < n —1. O caso k = 0 segue direto da

hipétese. Supondo a existéncia de um natural k, em que S{H'f:}"(x0,0) = 0, para 0 < | <

k <n—1. Como (L*)**1(3{f,}")(x0,0) = 0, para todo 1 < j < N. Pelo Lemam temos

N k
S{H e} (0,0) = (L) 1S fe,} (20, 0) = 3 D S{H! fe,}" (20, 0) 45" = 0.

7=11=0

De mesmo modo, a demonstragao de (ii) segue por aplicagao direta do Lema m [ ]

LEMA 3.1.3. Fizado k natural, se
(OISfE)(,0) =0, VzeQ, 1<j<N eO<I<k-1 (3.6)

entao

(L) SF2) (@, 0) = AF(SF2)(@,0) VreQ, 1<i<N. (3.7)

DEMONSTRACAO. Pelo Lema temos

@R = A - X5 Y ()@ @) a,d s, 6

Ja que,
N
L0 =0 =) o (x,t)d,,,
k=1

se p e ¢ ao naturais tais que 0 < p+ ¢ < k — 1, obtemos que
(L)10rS{ e} (x,0) = 0.
Observe que [ —s+k—1—1=k—1—s<k—1. A partir da equagao (3.8)) temos

(LS Se)" (@,0) = 5 (3FE)(x,0).



ol

3.2  Colchetes de Lie

Dados dois campos vetoriais complexos L e M denotamos o colchete de Lie de L e M por [L, M| =
LM — ML (ver [7]). Nesta segao iremos demonstrar recentes caracterizagoes de miltiplos colchetes
de Lie.

Fixado k natural nao nulo, sejam Xy, X7, ..., X} campos vetoriais complexos. Se Y; = [X7, Xo] e

Y, = [X,, Y, 1], para 2 < n < k, o k-colchete Y}, serd representado por
[Xk;7 [Xk—la ceey [X17 XO]]]

LEMA 3.2.1. Defina MY = Z?le{%{fq}}ﬁxj. Seja Xo = M", firado k > 1 considere os campos
vetoriais X1, Xo, ..., Xy, em que X; = M? ou X; = L%, 1 < j < k. Entao o k-colchete

N
[ka [kalv . X1> XO Z Z (lekXIZiil"'Xflgfé)[xli_ak7 [Xli:(lrkia e [Xllial’ aﬁ]]]]a

7j=10y€0,1; I=1,....k

em que se o expoente do campo for zero simplesmente ignoramos o colchete. Por exemplo, [ X°, Or;] =

a:c]- € [X?}v [Xg7 [X1175$J]]] = [X3’ [le awg]]

DEMONSTRACAO. Faremos a demonstragao por inducao sobre k. Para k = 1, pela linearidade

dos campos e por Leibniz, temos

Mz

[X1, Xo] = [X1 (S{fED) 0]

(\f{fg ) Z \f{fg

<.
Il
_

I
Mz

<.
Il

N

Xy(S{fL}) - o, +Z%{f§j} X100, = Y S{fL} 0y 0 Xa
j=1

j=1

I
M=

<.
I
_

I
Mz

Xi(SFE) - 0y + 2, SH(e)" - [X1,0]

<.
Il
_
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= 2 XN X0+ ) XTS{(fe) ) - [XT7, 0]

7=1

2 (X (S, }) - [X1, 0, ]

<.
Il
_

I
H Mz

Agora suponha a existéncia de um natural k em que,
N
X0 (X1 1o [0, Xo]l] 2 (XX XTSI X X7, 0,1

para todo 1 <[l < k, com X; = M" ou X; = LY. Seja Xy, = M"Y ou X, = LY. Pela regra de

Leibniz, pela linearidade dos campos vetoriais e pela hipétese de inducao temos

N
= Xk+1,z Y T XPSUEIG XTI 20,1

I
M=
[

(X XX XT(S{FEIX 7 [X77 0]

<
Il
—
Q
i
m
2
L
—
=
3
—
ES

+
=
hd

<
Il
—_
Q
bS]
m
~
L
=
——
bS]
I
—_

(XPXT - XD ) X 0 [X)7 s [XI7, 0]

1111

‘D|42

(XT X XTSI o [X077, 0] © X

<
I
LR
Q
3
m
~—
\'O
=
——
kS
I
l—‘
S

I
-
]

(X XPEXPE XTSI [T e [X07, 0]

<
Il
—_
q
<
m
~
o
i
—
b
—_
Ed

77777

_l’_

o
Il
—
Q
S
m
~—
“O
=
——
3
ld
ES

(KR XT X - XTSI X o, [X 7 [X77, 02]]]

I
M=

Ok4l O o v 1—0k41 —c —
> (X X7 XTHSUEX 7 X7 X7, 0],

10,€{0,1}, p=1,....k+1

<.
Il

COROLARIO 3.2.2. Dado k = 1,2, ... temos

L%, [£ o[£, M ZZ() UYL 27,0, 1]

S j=11=0 ~ g
k colchete k-1 -colchete
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DEMONSTRAGAO. Seja X; = LV, 1 < j <k, pelo Teorema temos

[£°1£7, ., L7 MY]]] = Z (L)t y - LL) 7, L) 7 0n]]

A=

k -colchete

- 22 (e e e o),

k—i-colchete

COROLARIO 3.2.3. Seja k > 1. Se todos os q-colchetes [L°,[LY, ..., [L%, M"]]], com 0 < ¢ < k, se
anulam em (x,0), para algum x € Q (onde o 0-colchete é o campo MV ), entao o k — colchete, em
(x,0):

[‘c’l)’[ﬁ’l) £U M’U

x]

||Mz

DEMONSTRAGAO. Faremos esta demonstracao por indugao. Para k = 1, a hipdtese se resume a

M"|(z,0) = 0, ou seja,
N
Z (2,0)} - 0, w0y =

Como {0](z0) : 1 < j < N} é linearmente independente temos S{f¢ (z,0)} = 0,1 < j < N. Por

outro lado
N
[£', M"] = [ﬁ”,Z S{fL}0n,]
N ) N
= LS N, + 2 S{fEIL 0, — > S{fE}0u, L.
j=1 Jj=1
Entao,
N N N
1L, M?]| (o) = 2 LS (@,0)0, | @0y + D, S (2, 00}L°0, w0y — D S (#,0)300,L°) w0y
j=1 Jj=1

N
= Z (S, 0000, |-
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O que prova o caso k = 1. Supondo que

Mz

[ﬁva [‘Cv> Tt [‘Cv> Mv]]](x 0

.

(L) (S£¢)0w,

" ]=1
1 -colchete

e [L£% LY, - [L°, M"]]]z0) = 0, para 0 < [ < k, temos que (E”)l(%fgj)(x,()) =0, para0 <[ <k.

.

1 -colchete
Pelo Corolario temos que

N
(L0, 1L%, 1L M N woy = D (L)L (2,0)0s,.

A=

7=1
k+1 —colchete

LEMA 3.2.4. Suponha que para algum xqg € 0 e k natural tenhamos
SH{H fe}(20,0) = 0, quando 0<j<k—1 e S{H"f}"(x0,0) # 0. (3.9)

Com a mesma notacdao do Lema se pelo menos um dos X;’s € M", entao para todas possiveis
escolhas de oj temos:

(XPEXPT - XS (0,0) = 0.
E se todos os X;’s sao LY, entao

N
[£7,1£7, o 1L, M a0y S(HF fe, ) (20, 0)0s,

N J(x,0)"

~~ j=1
k -colchete

DEMONSTRAGAO. Assuma que ao menos um dos X;’s é M". Para 1 <[ < k, denotaremos por
YY1 ---Y; os elementos que tem o; = 1 na expressao X, *X;*7'--- X7' (por exemplo, X} X5 X)X/

serd denotado por Y2Y7, onde Y = X, e Y] = X;). Com esta notagdo queremos mostrar que

(Y5t VS D) 0,0) = 0.
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Primeiro, suponha que Y; = M", entao

VY VAS(E)) = MUY Yi(S£)

M?
N
= Z%{ffp} affp -1- Yi(%{fa}))
Por hipétese S(H f¢,)"(20,0) = 0, quando 0 < j < k — 1, deste modo S{ ¢ (20,0)} = 0. Logo
(YY1 -+ YiS{f¢ })(20,0) = 0.
Agora, para Y, = MY, com 1 < s<l—1eY,=L" paras+ 1<k </,

VY YiSf = (£”>Z‘SMSYS 1 Yi(STE)

- ﬁ“sz{ SRR AT
P

p=1m=0

( _3) (LO™SFE) - (L) 0, (Yarr - Ya(SSE)) = 0.

Agora, supondo que X; = LY, para 1 < j < k, pelo Corolério temos

21" e €% M Ty = 335 () €U 1) €427 127,01

7j=11=0

ng

k—i-colchete

E do item (i) do Coroldrio temos (L£Y)! (S{fe;}")(20,0) = 0,0 < < k e do item (ii) segue que
(Lv)k(%fg?)(mo,o) = S{H" f¢, }(20,0). Entao,

[£U7 [Evv o [EvaU]]](mo,Oz = Z(( ) {fC} )(x(% )axj(gco,o)

.

k-colchete

PROPOSICAO 3.2.5. A condicao do Lema procede se e somente se as sequintes afirmacoes

sao equivalentes:
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(a) Todos os colchetes de LY e LY de ordem menor que k se anulam em (z,0).

(b) Os k-colchetes
1
S 1 [ T, 0) 0.

DEMONSTRAGAO. Suponha que para todo 0 < j < k — 1 tenhamos S{H’ f}"(wo,

S{H fc}"(x0,0) # 0. Deste modo
— N —
L' = o — ), fiox;
i=1

N N __
- (o gren) + S -,
=1 j

—1

= L'+ 2uM".

Pelo Lema temos que

1
voLv = (LY LY 1+ 2% M"Y
22[[1 ./:]gc00 2i[£,£ + 2 M"Y

1
= g LOLY 2L MY — LOL° = 2M LY
= LMY — MLV

— |:£’U7 MU]

N

= D S{HI Y (0,002, ) = 0.

j=1

0) =0ce

(3.10)

(3.11)

A partir de agora vamos considerar os colchetes de £V e £v. Por (3.10), pela bilinearidade dos

colchetes de Lie e por £Y = £V + 2iM", podemos escrever o colchete como soma de colchetes de £

e M". Entao pelo Lema e pelo Lema temos que os colchetes de £V e £V se anulam.

Para provar (b) veja que por L = LY + 2iM", Lema m temos

e L e ), 0)

Z\

(L% [L£Y, ..., [L£Y, M"]]](x0, 0)

k— colchete

N
- Z S{H" fe, 1" (0,0)0,, # 0,
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pois para cada 1 < j < N temos S{HF fe; 17 (20,0) # 0. Para completar a demonstracao suponha que

valham (a) e (b). Por (b), pelo Corolario e por LY = LV + 2iM" temos que

2

0=LY[L% - [£, L] = Y (L (3.12)

j=1

l- colchete

para | < k. Pela equacio (3.12)temos que (LY) (S f¢)"(x0,0) = 0 e disto tem-se que I(H! f¢)?(zg,0).
De modo andlogo, por [£?,[LY, -+, [£Y, L*]]](%0,0) # 0, temos que I(H* ) (z0,0) # 0. n

3.3 (Caso O

A seguir vamos usar ) para denotar um aberto de RY, tomaremos T real e f = f(x,t,(y,¢) como
sendo uma funcao C* em Q x [0, 7] x C x CV, holomorfa nas varidveis ((p,¢). Também usaremos a

notacao fU(z,t) = f(x,t,u(x,t), u.(z,t)).

TEOREMA 3.3.1. Seja k natural. Se a equacdo nao linear de primeira ordem
o = flx, t,u(x,t),u.(z,t)), 0<t<T, xeQ (3.13)
tem uma solugdo C**1, parat > 0, em uma vizinhanca de (z,0) e
VeeQ, 0<j <k, S(H f)"(x,0)=0, I(H"f:)"(w0,0) # 0, (3.14)

entdo, para todo £° € SN tal que S(H" f¢)?(x0,0) - €2 < 0, temos que o ponto (zo, &%) ndo pertence

ao conjunto frente de onda do trago u(x,0).

DEMONSTRAGAO. Como antes, considere

N
=L+ gode, + . g;0,,

j=1

na vizinhanga V' = V; x V5 x V3 x V3 < CY x C; x C¢, x €Y do ponto (x, 0, u(xo, 0), us(zo,0)), com

={zeCV:|lz—xo| <ry} Vo={teC:|t|<Ty}

Vs ={CeC:|¢—u(z,0)] <po} Vi=1{CeC":|C—uy(zy0)| < p}
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e ro, To, po, p > 0 a determinar. Pelo Lema existem Z;(z, (o, () e Zi(x,t,p, ¢) suaves em V e

holomorfas em ((y, {) tais que:

HZJ‘ = O(tn), n = 1,2,... € Zj(ZE,O, Co,C) =Tj (]_ <] < N)
HE, =0, n=1,2,.. e Z(z,0,6,0)=¢ (0<I

Em outras palavras, existem solucoes aproximadaﬂ, Z; (1 <j<N)eZ(0 <1< N) tais que
Zi(2,0,00,¢() =2; (1 <j<N)eZ(2,0,0,¢) = ¢ (0< 1< N). Além disso, pelo Lema m, para

todo natural n existe constante C,, > 0 tal que
L7 (x,t)| = |(HZ;)"| = [HZj(x,t,u(z,t),u(z,1))] < Cplt|".
Analogamente, para todo natural n existe constante D,, > 0 tal que

|LYE] (x,t)] < Dyt

Entao, as fungdes Z7 e =} (1 <

Jj < N,0<1[< N) sao solugoes aproximadas de L".
Observemos que se 0 < 5 < k — 1 entao 8g%fé’l (x,0) = 0. De fato, para j = 0, por 1'

temos S f(z,0) = 0. Assumiremos que existe j < k — 1, de modo que para 0 < [ < j tenhamos

5%%&’(:1@, 0) = 0. Entéo, por (3.14), Corolario m e pelo Lema m
0 = S(H™ o) (w,0) = (LY (S fo)" (@, 0) = &S
Portanto, por inducao, obtemos que
o/ (Sf¢)(2,0) =0, para 0<j<k—L (3.15)
Por , pelo Corolério , e Lema provamos que

S(H" fe)" (0,0) = ((L*)*SfE) (0, 0) = (I f¢) (o, 0). (3.16)

!'Dado um operador diferencial L, se existe u tal que Lu = O(t"), para todo n € N dizemos que u é solugio
aproximada de L.
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Pela férmula de Taylor, em ¢, segue que

k
Z'(x,t) = Z°(x,0)+ > & Z(x,0)t + o(t"). (3.17)
=1
Seja
k . .
W) = Z aiZU(ﬁL"O)tJ + O(tk)’ ’QZ) = (¢17 a¢N) e Z = (Zh 7ZN)
j=1
Se Ry = ¢t e S = 1p? podemos escrever Z°(x,t) = Z¥(z,0) + th(x,t) = Z%(x,0) + t(z,t) +
ity*(x,t). Seja Z = (Zy,--+ , Zn), como L*Z}(x,t) = O([t]") (Vn € N), lembrando que Z?(z,0) = x;
temos

N

L7 (z,t) = to;(x,t) + 1z, t) Z (2,0)(8); + t0s,0(x,1)) = O(t™), neN,  (3.18)

em que 0;; representa o delta de Kronecker.

Nosso préximo passo é concluir que oF¢?(x,0) =0, para0 < p <k —1le
(k 4 1), (,0) = 8f%fg(x0, 0) = S(H"f)" (20, 0). (3.19)

No caso p = 0, por 1' ¥j(2,0) — f&(z,0) = 0 e assim, por li S¢;(z,0) = 0. Suponhamos
que existe p < k — 1 tal que d'9?(z,0) = 0, para 0 < [ < p. Ao derivarmos (p + 1) - vezes a funcao

(3.18]) em relacao a variavel ¢t obtemos

p+1 p—l—l N p+1 p+1
> (77 atwar vt -t - N3 (U s, a o

1=0 1=14=0
=t 4 (p+ DAV + T — 5f+1f§;

N p+1
- ZZ( ) (0T, + (p— g + 1) “uy) = O(t"),

I1=1¢=0
para todo n natural. Se ¢t = 0, na expressao acima temos
N p+1

(p+2) (z,0) = FHfE(x,0)+ )] ( )aqf@ 2,0)((p — q + 1)8,,80 %p;(z,0)).

=1 ¢=0
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Pela hipdtese de indugao e por (3.15)

N p+1
(p+ 207 S(¢y)(2,0) = 8§’+1%f2’j (z,0) + Z (pj]_ 1) i fe,(x,0)((p — q + 1)0,,0 "R (2, 0))
=1¢=0
e -1
+ 22 (p ¢ )519‘% (,0)((p — g + 1)8,, 89S (,0)) = 0. (3.20)
1=1q=0

Entao, concluimos que para p < k, temos ¢/ wjz-(x,O) = 0{1p;(x,0) = 0. Se derivarmos (3.18) k -
vezes, em t, encontramos uma equagao semelhante a ((3.20|) (a diferenga vem do fato de nao ser nula),

para p + 1 = k. Entao, podemos concluir, por (3.16) que

o (x,0) =0, para 0<j<k—1; (k+1)0f>(x0,0) = 0FSfE(x0,0) = S(H* f)" (0, 0).
(3.21)
Por existe o campo vetorial M; = Zf\il bi(w,t)0,,, em que M;Z = 05, paral,j=1,...,N
(ver [7] pagina 23) e pela definicdo dos campos M;’s e do campo LY temos que {L", My, ..., My}
forma uma base para os campos vetoriais em R x RY (X(R x RY)). Logo, {dt,dZ}, ...,dZ%} forma

uma base para as 1-formas. Dada uma funcao h = h(z,t) de classe C' segue que existem campos

A, By, ..., By tais que dh = Adt + Z B;dZ;. Por outro lado,

J=1

My(h) = dh(My) = Adt(My) + i B;dZ!(My) = By

J=1

N
dh(L") = Adt(L") + Y M;(h) - L' Z]
j=1

implica

A=Lh h)L*(Z3).

an

Entao, escrevendo dh como combinagao linear da base {dt,dZ}, ...,dZ%}, tem-se

dh = <£”h - i Mj(h)zv(2;)> dt + i M;(h)dZ!.

Jj=1 Jj=1
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E disto,

A(hdZY A -+ A dZY) = dhAdZP A~ AdZY

N
= <£”h - Mj(h)ﬁv(2;)> dt AdZY A -+ A dZ0. (3.22)

j=1

Para (y, &) € RY seja

Qz,t,y,8) =iy — Z"(x,1) — [€l(y — 2" (. 1)),

com 22 =22 + -+ 22 se z = (21,...,2n) € CV. Sejan € CX(RY), de modo que n(r) = 1, para

n’

|z — xo| <7, n(z) =0, quando |x — zg| > 21 e |n| < 1, com ry a ser escolhido. Seja

g(x7 Ly, 5) = 77(1')58 (gj’ t)eQ(»T,t,y,E)’

em que y e & sdo parametros. Denotaremos dZ} A --- A dZ3, por dZ e usando (3.22)) temos,

N
d(gdZ) = (Lg-) Mj(g)ﬁv(zy)> dt A dZ
j=1
N
= [ (LY 0ED)e? +nE - L£1(e9) = D (O M;(nEG) + nZ5 M (e?)) E“(Z;-’)> dt ndZ
j=1
N
= | L°(n=8) + =L (Q) — Z (M;(n=g) + n=6M;(Q)) ,C”Zj> eQdt A dZ. (3.23)
j=1

Pelo Teorema de Stokes, com Ty > 0 pequeno, a ser escolhido, temos

LTO JRN d(gdz) = JRN 9(x,0,y,8)dZ(z,0) —j g(x, Ty, y, €)dZ (x, Ty)

RN

= f g(x707y7§)dx_j g(‘raTanvg)dZ(‘T?TO)‘
RN RN

Assim,

J g(x,0,y,&)dr = f g(x, Ty, y,&)dZ(x, Ty) + J OJ d(gdZ). (3.24)
RN RN 0o JrN

A partir de agora nosso objetivo serd estimar as duas integrais do lado direito da equagao ((3.24]).
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Note que

RQ(z.t,y,6) = R{i&(y—x—t@' + i) — €|y —x —t(y" + i)} (3.25)
= (@, 1) — €|(ly — 2 + 2 (2, O — 2|2 (2, O — 2ty — 2) (2, 1)).

Observe que pela formula de Taylor e por (3.21)) temos

k=1 ~j 12 k, /2

J=0

af¢2(3770) k k+1
= Tt + Ot")

= % (0o (0, 0) + O(|z — z0])) t* + O )

k
Cx k. v
_ S{H fck}' (2o, O)tk; + O(|z — zo|t*) + O ). (3.26)

Considere ¢ e Ty de modo que existam constantes C, D > 0 tais que O(|z — xo|tF) < Clx — zo|tF e

|O(#F+1)| < Dt*, quando | — x| < 2r¢ e |t| < Tp. Com isso, para |z — x| < 27 e [t| < Tp temos

tW@MO:(“W@ﬁmm

S{H"fc}" (20, 0) - €

1 tO(|z — molt®) + tO(tk“)) €0

0
10 (|2 — o[t [t]]€°] + [t O H11E”]

<
k!
Cx k v 0
< (MDD aonie+ ool ) 1

Como S (HF f¢)¥(z0,0) - €% < 0, podemos diminuir 7y e Ty de modo a obter

= S(HE £ (0, 0)6

0
P +2CrTy|€° + Ty DIE°| < 0.

—2a

Se a ¢é definido como acima, temos a > 0 e
tp?(z,1)€ < —2alt|"™ < —alt|".

Entao ty?(z,t)€° + at**! < 0, quando |z — x| < 2rg e 0 < t < Tp. Pela continuidade da fungao

G(€) = t?(x,t)€ + at*! existe s > 0 tal que para todo £ € SNt A B(£°,5) = 1 (lembrando que
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€0 e SN temos tY?(x, )¢ < —attt) quando |z — o] < 2rge 0 <t < Tp. Seja I’ = {f : % € VO},
temos

W (z, )¢ < —[¢lat™™, €eT
quando |z — zg| < 2rg e 0 <t < Ty. Seja |r — zg| < 2rg e |t| < To, por (3.26]), temos

%(kag)v(mo, O)

X t|* + 2Cro[t|* + DTylt|",

[ (z, 1) <

o que mostra que ¥y(z,t) = O(|t|¥). Assim, existe constante Dy, tal que

(2, 8)€ + €[ [a(z, )P < —alé[tMT + €[ Dit?*

< (ma+ Ty Dyt*e],

el |z —x| <2rge0 <t < T, Podemos diminuir Ty de modo a obter —a+ T3 D; < 0. A partir

de agora vamos denotar por —a o que denotavamos por —a + Tol’le, com esta notacao temos
t? (2, )€ + [E|2 [0 (z, )2 < —at*™THE|, | —mo] < 2ry, O0<t<Ty,, Eel. (3.27)

Temos também que 2[t(y — )1 (2, )| < |y — x> + t[¢b1 (2, 1)[*. Com isso, voltando & equacio (3.25))

e aplicando (3.27)),

RQ(z,t,5,€) = (€% (@, 1) + [E[L[W2 (. 0)) = €]y — o + 210" (2, ) — 2ty — 2)¢' (1)
< —alglt*t, (3.28)

com (z,§) € Bayy(x0) x T'e 0 <t < Tp.

Por outro lado, se tomarmos [t| < Ty, 79 < |2 — o] < 21 e |y — 29| < 3 existe 6 > 0 tal que
RQ(z,t,y,£) < —6|¢|. De fato, se g < |v — 29| < 219 e |y — zo| < 2 temos |y —z| = 2 > 0. Pela
continuidade de v existe A > 0 tal que |[¢(z,t)] < A, quando 79 < |x — x| < 2rg e 0 <t < Ty,

Assim, por (3.25)), temos

RQ(z,t,y,8) = t&* (@, 1) — [¢lly — a|* — [([[" (@, O] + €0 (@, 1) + 2tE)(y — 2)9 (2, 1)
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2
.
< Dlell? (@ )] = [l + TeA%IE] + 2To(|y — wol + [ — zo)[¢' (2, 1)

2
< |£| (AT(] — % + T02A2 + 5T07”0A) s
quando ro < |z — 20| < 270, [y — 20| < 2 e 0 <t <Tp. Se Ty < 1 temos:

2
RQ(z,t,y,6) < [¢ (AT0 + TyA? + 5TyroA — %0) ,

ro < |z —x0] < 210, [y —20| < B e 0 <t <Tp. Para uma melhor estimativa de RQ(z,1,y, ) (quando
2 ~ .
ro < |z —xo| < 270, [y — 20| < 2 e |t| < Tp) vamos tomar Tj < %m. Nestas condigbes existe

§>0 (0 =—(TyA + ToA% + 5TorgA — rgd™1)) em que

RQ(z,t,y,8) < =0[&]; 10 < | — 0] <210, |y — 0] < 0<t<Th. (3.29)

T'o
57
Como j4 foi dito nosso objetivo é estimar as integrais a direita em (3.24)). Existem constantes ¢;,co > 0

de modo que, por ({3.28), a primeira integral de (3.24)) pode ser estimada do seguinte modo:

JRN g(l’7 T(), Y, f)dZ(ZE', TO)

< j 9, To, 9, )|dZ(z, Ty)
RN

| @S e iz e, )
B(0,2r¢)

k+1
< e = ¢ emealdl, (3.30)

quando |y — xzo| < 3, €' e 0 <t < Tj. Para estimar a segunda integral de (3.24), primeiramente,
por Leibniz e pela equagao (3.23)), temos que

JOTO LN d(gdZ) — (3.31)

To N
L Lm ){”WESH<?753>£”(@>—Z(Mj(naw+nESMj(@))£vz;f}eQdZdt

To
<)
0 B(0,r0)
To
)
0 B(0,2r0)\B(0,ro)

{5”(7758) + (EH)LY(Q) — Y (M;(nEf) + nZ5M;(Q)) c”Z;-’}

{ﬁ”(nES) + (MENLY(Q) — D (M;(nZ8) + nZ§M;(Q)) L°Z) }
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To N
J f o) {m” )|+ 1Z5L0(Q)| + Z |M;(Z8) + =5 (M;Q)] |£U2;|} eRRdZ A dt
,T0 j=1

To
<))
0 B(0,2r0)\B(0,r0)

Ja que LY(Z}) = O(t"), para todos naturais n e 1 < j < N, temos

eRLdZ A dt.

{C”(HES) + (ELYQ) — ), (M;(nE8) + nEM;(Q)) E”Z}’}

j=1

£9(Q)] = |L£° (iZ€j(yj —Z7) — |€|Z(Z/j - fo)‘

N
_ _@'Zgjcv(zv H Z — Z)L(ZY)
= [£lo(t"). (3.32)

Por (3.28), (3.29)), (3.32), lembrando que L£*(Zf) = O(t") (para todo natural n) e que dado j temos

e algltt Tt < W voltando a (3.31)) temos que para todo natural [ existe constante positiva C}

tal que

To To k+1
f f d(gdZ)‘ < f J {lOE™)| + COEM)|¢] + ClOE™) |} e azdt
0 JRN 0 B(0,ro

To
+ J f Ce¥lqzdt
0 B(O,Qro)\B(O,ro)

To
< (Jf O™ e ™ L ig|Clo ™) | e " at + Ce~k]
0

Ci

< (3.33)

usamos C' para denotar diferentes constantes e O(t") para denotar alguma fun¢ao de ordem t",

para todo n natural. Seja w(z) = u(z,0) = =§(z,0), temos que a transformada FBI de nw possui

decrescimento rapido. De fato, voltando a (3.24]), por (3.30) e (3.33]), dado natural [ existe constante

positiva D; de modo que

< Che” cal€l 4 2 Gy Dl

-Fw ) = <

f g(x,0,y,&)dx
RN

Pelo Teorema (79, &) nao pertence ao conjunto frente de onda C* do trago w(z) = u(z,0). =



66

Exemplo 3.3.2. Seja u(z,t) uma solugdio C**' da equagdo
owu(z,t) +it*d,u(z,t) = g(z, t,u), 0<t<T, xe€a,b),

sendo g(z,t,(o) uma fungdgo C° holomorfa em (y. Se definirmos f(w,t,¢o,C) = g(x,t, () — it
temos que

f(x,t) = g(x, t,u) —it"o,u(z, t) = du(x,t).

Por definicdo, f € uma fungao de classe C*, holomorfa em (o, C). Veja também que fe(x,t, o, C) =
—itk,
H =0 — fCaoc + (f - ng)aCo + (aﬂcf + CﬁCof)aC'
Logo, H fe(x,t, o, C) = —ikt* 1. Mais geralmente, H f; = —iﬁtk*j, entdo
S(HIf ) (2,0) =0, 0<j<k e SH'f)"(z,0) = —k # 0.

Portanto, se £ > 0 temos que (xq, &%) nao pertence ao conjunto frente de onda do trago u(zx,0)

Exemplo 3.3.3. Seja u(z,t) uma solugao C* do problema de Cauchy,

o+ itud,u = gz, t,u), 0<t<T ze€(a,b)
u(z, 0)

w(z),
sendo g(x,t,{y) uma fung¢ao C®, holomorfa em (y. Vemos que
o = —itudu + g(x, t,u) = f*(x,t),

f(z,t,,C) € uma fungao C*, holomorfa em (o definida por f(x,t,(y, () = —it¢oC + g(x,t, (o). Ao
derivarmos f na varidvel ¢ temos que fc(x,t,(o,¢) = —itGo, entao Sff(x,0) = 0. Neste caso o

operador ‘H é dado por

H =20 — fCax + (f - CfC)aCo + (fx + CfCo)aO
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aplicando H a fungdo f. temos
Hfe = —iCy — it(—itCol + g(x,t, Co) + itGoC) = —iCo — gl t, Co)it
e (Hf,)" = —iu— g(x, t,w)it, assim,
S(Hfe)"(2,0) = H{—iu(z,0)} = ~R{w(x)}.

Entao, dado xq € (a,b) ey tais que E2Rw(xg) > 0 temos que (g, &%) nao pertence ao conjunto frente

de onda C* do trago u(z,0) = w(x)

3.4 (Caso analitico

Nesta secao consideraremos o problema de Cauchy

w = flx, t,u(x,t),u.(z,t)), 0<t<T, ze€

up—o = w(z), x €,

para 2 < RN aberto, T' > 0 e a funcdo f ¢ a restrigao, em Q x [0,T) x V3 x V,, de alguma fungao

holomorfa definida no aberto conexo V=V, x Vo x V3 x V, c CN x C x C x CV.

TEOREMA 3.4.1. Seja k€ N. Se a EDP nao linear de primeira ordem
ou = f(x,t,u(x,t),u.(z,t)), 0<t<T, z€
tem uma solugdo C**1, para t > 0 em uma vizinhanca de (z,0) e
Vo, 0<j <k, S(HIf)(x,0), S(H*f)(x0,0) # 0 (3.34)
entdo, para todo £° € SN tal que
S(H" f)" (w0, 0) - £* <0, (3.35)

temos que (x9,£°) ndo pertence ao conjunto frente de onda analitico do trago u(z,0).
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DEMONSTRAGAO. Para 1 < j < N, 0 <1 < N, pelo Teorema de Cauchy-Kovalevskaya existem

fungoes holomorfas (ver [7]) Z;(x,t, o, ¢) e Zi(x, 1, (o, () satisfazendo

HZ; = 0 e Zj(x,0,(,() = z;, 1<j<
HEj: 0 e Ej(17,07C0,C): Cju O<]

Deste modo, temos L*(Z7) = (HZ;)* = 0e L'Z) = (HZ;)"' =0,1 < j < Ne0 << N. Assim como
na demonstracio do teorema anterior seja g(z,t,y,&) = n(x)Z8(z, 1)e?@WE | com Q(x,t,y,£) =

i&(y — Z¥(z,t)) — |€](y — Z¥(z,t))?. Como em temos

d(gdZ) = ZJLY(n) - 9@t A dZ.

Neste caso também temos (3.24)) valida. Portanto, de modo andlogo a demonstragdo do teorema

anterior, obtemos

To
|Fou(z, &) < cpee1lEl +J J CoeROELYE 47 A (it
0 B(0,2r9)\B(0,r0)
< cpe @l 4 gye oKl

< 026*01\5\’

para y préximo de zg e € em um cone aberto I' contendo £°.
Entao podemos concluir, pelo Teorema[2.2.6, que (z0, £%) nao pertence ao conjunto frente de onda

analitico de w(z) = u(x,0). u



APENDICE - Alguns resultados utilizados

TEOREMA 3.4.2. Dados ay, ...,a, = 0 eziste constante By, dependendo apenas de N e n em que

(a1 + -+ a,)" < Byn(ad +---+dY).

DEMONSTRAGAO. Demonstraremos por indugao sobre n. Para n = 2, sem perda de generalidade

podemos supor a; < ag, entao
(a1 +a2)" < (2a2)" = 2%(ay) < 2%(ay +a?).
Agora supondo que a afirmagao é valida para n, supondo sem perda de generalidade a,, 11 < a, temos

ar 4+ ap)” < (a4 o+ apor +2a,)Y

< Bya(aY +--4+2a"My <2V By (@Y + -+ dY
AT n\0]

n

A partir do Teorema acima vemos que:
T+ ICDY < @+ [Gl+ -+ 16D < Byasa (L + GV + -+ |6l ™).

AFIRMAGAO 3.4.3. Dado aberto D ¢ C™, G(z,€) continua em D x R™, considere também z —
G(z,€) holomorfa em D e |G(z,€)| < h(€) € LY(R™) para todo (z,€) em D x R™. Entdo

P(z) = f Gz, €)de

¢ holomorfa em D.

DEMONSTRACAO. Primeiro provemos que P é continua em D). Pelo Teorema da convergéncia

69
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dominada, dada uma sequéncia (z;) em C™, com z; — w quando j — oo, temos que

P(z;) = JG(zj,f)df — JG(w,ﬁ)dﬁ = P(w),

quando j — oo, provando a continuidade de P. Para provar que P é holomorfa em D é suficiente
provar que cada ponto de D possui uma vizinhanca em que P é holomorfa. Dado zg € D existe 6 em
que W = B(z,d) < D. Seja ¢ € CX(W). Como |G(+,€)| < h(€) € L'(R™), pelo Teorema de Fubinni

e integrando por partes temos

[ R f J o0

G(z,€)
= G(z d d. f o( dzd
J mJ $= m JS(¢) ar—a 07, ;
= J 0d¢ =0
para todo 1 < k < m. Como ¢ é arbitraria temos que 57% =0, em W, para todo 1 < k£ < m.
Portanto P ¢é holomorfa em D. [ ]

Vamos introduzir uma notagao para podermos enunciar o préximo Lema. Suponhamos que €2
é um subconjunto aberto de RY, T' é um numero real e v = 9(x,t,(y,¢) é uma funcio suave em

Q x (=T,T) x C x CV e holomorfa em ((y,¢). Para 1 < j < N, nés denotaremos:

Bj (¢) = aﬂcj (1/}1))

Também, para 1 < j < N, k=0,1,...,n — 1, nés definimos A?’n = A?’"(x, t) recursivamente como:

A7 (W) = By(¥)

N
AP) = LA+ BT + 3D B (AT W), para nz2 1< <N
n =

[\

A;?’" = A?il’nfl —i—E”A?” ' para 3, 1<k<n—-2 1<j<N

N

A;‘_l’" = A?_Q’"_l, para n>2, 1<j<N

LEMA 3.4.4. Sejam ¢ = (x,t, (o, () uma fungao suave, holomorfa em ({y, (), e A;-C’n como na notagao
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apresentada acima. Entao, para todo n € N temos

N n—1
Z Z (LYY (fe,)" - AV ()
o

Z Z (H" fe,)" - AP ().

(‘Cv)ngqpv —

[y

= S(H™)

DEMONSTRACAO. Faremos a prova por inducgao sobre n. Observe que sé precisamos demonstrar

a primeira equacao, ja que podemos obter a segunda pelo Lema [3.1.1, Para n = 1 temos

Ja que u; =

(L) (") = (& ng q,-) (S9?). (3.36)

fY, pela regra da cadeia, temos

S(0)?)
N
S (8)Y + (8eyt) O + Z(acjw)vaxjatu>

Jj=1

&

(5%0)” + (aCow)Uatu + Z(aCj¢)v6xj (fv)>

=1

N N

S (0)" + (0 ¥)"Oeu + Z WEJ <(5w1f) (0o )" 0w + Z 0c.f) aﬂﬁlﬁ%‘“))

N N ]\;
%{(aﬂ/}) 2(64 F)(0u,)° Z fe)'( (f” 25 - (0 f) ) (Gey®)”
+ Z axju(a@ a(o Z f + a ;U (aCof)v)(aCj’lvD)v

Now .

+ Z DB f)" + On, Ot (O, 0)" }
S {(Ew) + 96 (00 ¥)" + Z 9;(0¢,)

+ 2, (Fe) (x, )((am (O t)" s + Z 00, 0) aau>}
%‘{(’Hw + 2.(,1)"0: W)} = S(HY)" {Z 2, f) }
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A partir da equagao (3.36]) temos

N N
L(S0) = S(HY) {Z% (fe,)"0, (47) } 2,076)"2%,(39").

Sabemos que dados z,w € C™, temos, S(zw) — 2 (w) = F(z)w. Deste modo,

LYSY") = SHY)" + ), S(fe) 0y (47)

'Mz

<
Il
_

M =
@

= S(HY)" + > S(fe,) AT ().

<.
Il
—

O que mostra o caso em que n=1. Agora suponha que exista algum n de modo que
N —
(ﬁv)lowv _ \9 ﬁv wv Z Z % ﬁv
para 1 <[ < n. Pela regra de Leibniz e linearidade de um campo,

(L)1t = L2(L"(SYY)
= L (% (L") + ZZ (S(L)*(f) )A’“W))

:k‘
= O

N
— LSy +ZZ (L) (o)) A" ()

j=1k
N
+2
j=1

n

Z (S(L)(fe,) )L (AF" (1))
Vamos observar cada membro separadamente. Pelo caso n =1

LOSL)" YY) = LYAS(HP)Y)

AO 1 Hnw)

Mz

— £U H’n,l/}

I
—

J

_ EU n+1,¢v Z fC] Hnw)
7j=1
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Analogamente,

N
LUSLY(fe)") = SLULY )" + D SUe) AT (H )
7j=1
N
= %(Ev)k+1(f4j)v + Z %(sz)UBl(kaCz)'

=1

Assim,

N
(Ev)nJrl(%wv) _ cv n+l Z % f(:] Hn¢)

N n—1
+2 {% (LY (fe)" + 2, S(fe) By H’ff@)} AF ()

=1

N n—1 N
_ %(ﬁv)njtlwv + Z %(fcj) {EUAOTL + B Hnw Z Z kag Akn ¢)}
=1 =1

N n—1 N
+ 2 (S ) IATH + LUAT™) + D U(S(LY)" (fe,))A;H"
—1 k=1 i—1
’ N nflj
_ (Ev n+1wv + Z AO n+1 ) + Z % Ak n+1(w)
— j=1k=1

N
Z % E'u n fgj Ann+1

N n
_ Ev n+1¢v Z Z % EU fCJ Akn—‘rl(d))

LEMA 3.4.5. Seja
N
x,t + be(z, t,
g DFrs Z CANoE- ack

onde os coeficiente a; e b; sio C* nas varidveis (z,t) € Q@ x J < RY x R e homomorfa na varidvel

Ce N cC™, N aberto. Entao, existe uma funcao, u(z,t,(), C® e holomorfa em ¢ a qual € solugao



74

aproximada da equacao Lu = 0, isto €,
Lu(z,t,¢) = O(t*), para k=1,2,3, ...,

com u(,0,¢) = f(=,Q).

DEMONSTRACAO. Devemos encontrar u, em que u(x, -, () deve possuir expansao de Taylor. Entao

devemos obter fungoes u; tais que
o0
u(z,t,8) = Z (x, O

J
com u;(z,() = w e up(x,() = f(x,(). Para encontrar u iremos procurar funcées u; que

fazem a série acima convergir em C'® para uma funcao u a qual é solugao aproximada de Lu = 0 e
u(z,0,¢) = f(x,¢). Vamos definir ug(z,() = f(x,(). Para u ser solu¢ado aproximada de Lu = 0 é
suficiente exigir que

& (Lu)(2,0,) =0 V j=1,2,.. (3.37)

Pela féormula de Taylor temos

em que hm |p (| ) = 0. Pela regra de Leibniz temos

& Lu(x,t,¢) = o (x,t,¢) + ij aéJ xtC—i—Z&Jl b&u (x,t,()
! T o G\ ", $oc) T

0I—a
Z < )aqak z,t C)quéxk(%t, ¢)



pt+q=j—1 \k=1 q!(J -1
M :
(7 — 1! Py
+ ———— b (x,t, ) ——=—(x,t,C
2 (? 20— 1 b g ()

; 1 1 (&, or+ly
= 5‘tU(3§,t,C)+— Z _ Z]'atak(xat7<q)a]fp—m(mat76)

op+l
+Zg'abkx,t7c>6ta“< to),

em que j = 1,2,.... Em ¢ = 0 temos
, 1 N ap-i—lu
_ - q
ptHg=j—1 k=1
oy,
10y, (x, 0, 0 .
3.0 S @,KO

Por isso definiremos recursivamente uy(z, () = f(z,() e para j # 0,

J

N M
we - -~ 3 L (Z a2, OO (1,0,C) + 3. By up(, € (3,0, g)) |

ptg=j—1 1" \k=1 k=1

(3.39)

Cada u;(z, () ¢ de classe C* ¢ holomorfa na varidvel ¢. Seja ¢ € CP(R) tal que ¢ = 1 em [—1,5] e

S(¢) < [—1,1]. Entao existe sequéncia (¢;) a definir tal que a série

;:Uj(%CW (é) t/

converge uniformemente e é C®. Para todo [ € N temos constante B; em que sup,{|¢'|} < B;. Dados

quaisquer multi-indices §# € NV, 3 e N e v € NM. Podemos tomar constante Cy ., ; em que

82,62%(:5, )

i < Cyrjy quando (z,() € Q x N,

diminuindo 2 e N se necessério. Se |0 + |y| + 8 < j temos

6ta7 (ute. 00 (1) ¥)| -
J

050 u;(x, Q) Zl<ﬁ( )o7 l(%) (6%)6_1 v Z(Jj_'l)!‘
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S ey () @07 . 00 ()] () ips 2y (3.40)

Bl
< ] 25,1 Con (%) [t~ By idgy;.

Bl
(ﬂ> <1
€j

e [t P < ()P <1, jAque j—B—1 > 0. Note que se [t| > ¢; entdo ¢ (Ei) = 0. Entao
J

Se €; < 1, para |y| < ¢;, temos

podemos escolher constante Agg,; em que

t :

828?82 (uj(:v, C)¢ (E_) t])‘ < €5 Z C@,’y,jBﬁfldﬁlj = EjAgﬁ,yj. (341)
J I<p

Seja g = 1. Para j > 1, como ha finitas possibilidades de 6, v e 8 para || + || + || < j, podemos

tomar ¢; de forma que
1

EjAggn/j < g, (342)
quando |0] + |y| + |8] < j. Entao, definimos
e}
t,¢) = t
w4 () Z (63)
que converge uniformemente em € x . Para # € NV, e N e v e N temos formalmente
t\ .
2ot = ¥ 200 (wie oo (L))
F<IO1+B+] /
t )
+ Y A (uj(x, Q) (—) tﬂ) . (3.43)
7> l0 3+ <

A primeira soma é de classe C* (2 x J x ) pois é soma finita de fungoes C* (2 x J x N'). A segunda,

pelas desigualdades (3.41) e (3.42)) temos
6 38 ~v ty 1
Z @ﬁt 54 Uj(ZL', C)¢ (—j_ t < Z AglgA/jGj < Z 5 < +00.
3>101+8+1vl J J=101+8+v J=>101+ 8+l

Assim, a segunda soma de (3.43) converge uniformemente em  x J x A/. Portanto, u define uma

fungao de classe C* (2 x J x N). Para todo j € N, u;(x, ) é holomorfa em ¢, entdo, pela convergéncia
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uniforme, u(z,t,() é holomorfa em (. Pelas defini¢bes de u; e ¢ temos que u é solucdo aproximada

de Lu = 0. ]



[10]
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