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Resumo

Apresentamos um estudo introdutório de Variedades Suaves, Fibrados e Clas-

ses de Stiefel-Whitney (de �brados vetorias reais).

Explicamos que, dada uma certa variedade suave m-dimensional, as classes

de Stiefel-Whitney do seu �brado tangente podem ser usadas para garantir que tal

variedade não imerge (suavemente) em certos espaços Euclidianos Rj. Nesse sentido,

consideramos a variedade Grassmanniana G2,n, variedade dos 2-subespaços de Rn+2,

e realizamos um estudo detalhado do seguinte teorema de não imersão, provado por

V. Oproiu [Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 1977]:

"Seja n > 1 um natural e considere s = 2r tal que s ≤ 2n < 2s. Se n 6= s− 1,

então G2,n não imerge em R2s−3; se n = s− 1, então G2,n não imerge em R3s−3."



Abstract

We present an introductory study of smooth manifolds, bundles and Stiefel-

Whitney classes (of real vector bundles).

We explained that, given a certain smooth m-dimensional manifold, the Stiefel-

Whitney classes of its tangent bundle can be used to ensure that such a manifold

does not immerse (smoothly) in certain Euclidean spaces Rj. In this sense, we

consider the Grassmann manifold G2,n of the 2-subspaces of Rn+2, and we carry

out a detailed study of the following non-immersion theorem, proved by V. Oproiu

[Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 1977]:

"Let n > 1 be a natural number and consider s = 2r such that s ≤ 2n < 2s.

If n = s− 1, then G2,n does not immerse in R2s−3; if n = s− 1, then G2,n does not

immerse in R3s−3."
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Introdução

Nesta dissertação realizamos, essencialmente, um estudo introdutório sobre

duas teorias "so�sticadas"e "modernas": �brados e classes de Stiefel-Whitney.

Além de seu valor intrínseco, essas duas teorias já estão consolidadas, pela lite-

ratura, como ferramentas úteis na abordagem de problemas diversos em Geometria

e Topologia.

Em particular, abordamos, neste trabalho, a estratégia de utilizar classes de

Stiefel-Whitney nos chamados "resultados de não imersão". Tais resultados estão

inseridos no contexto do teorema clássico de imersão de Whitney:

Teorema. Se M é uma variedade diferenciável suave de dimensão n > 1, então

existe uma imersão φ : M −→ R2n−1. [12]

Observe que, se uma variedade pode ser imersa no espaço euclidiano Rm, então

ela pode ser imersa em Rj para todo j > m.

Neste ponto, cabe a pergunta: dada uma variedade fechadaMn, n-dimensional,

especí�ca, ela pode ser imersa em Rn+k com k < n− 1?

O enunciado da questão acima é puramente geométrico; no entanto, como pre-

tendemos explicar ao longo deste trabalho, uma resposta negativa pode ser garantida

ao investigarmos certo elemento do anel de Cohomologia (com coe�cientes em Z2)

da variedade Mn considerada; tal elemento especial é a classe de Stiefel-Whitney do

�brado tangente de Mn.

Como exemplo canônico, na Seção 3.2, utilizaremos essa estratégia para mos-

trar queMn = RP2r (espaço projetivo real de dimensão n = 2r) não pode ser imerso
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em Rn+k com k < n−1; ou seja, para esta variedade fechada especí�ca, a codimensão

de imersão garantida pelo Teorema de Whitney é a melhor possível.

Seguindo essa linha, Oproiu provou em [14] resultados de não imersão para as

variedades Grassmannianas M2n = G2,n (espaço dos 2-subespaços de Rn+2). Mais

precisamente, ele provou o seguinte

Teorema. Seja n > 1 um natural e considere s = 2r tal que s ≤ 2n < 2s. Então:

1. G2,n não imerge em R2s−3, para n 6= s− 1;

2. G2,s−1 não imerge em R3s−3.

Nosso principal objetivo, neste trabalho, é desenvolver os requisitos necessários

para apresentar um estudo detalhado da demonstração do teorema acima.

Observe que: para o caso particular n = 2r, esse teorema garante que G2,n não

imerge em R2n−3; daí, pelo teorema de imersão de Whitney, o problema de imersão

só continua "aberto"para R2n−2.

A seguir, indicamos o modo com que esta dissertação está organizada.

No capítulo 1, Preliminares, reunimos conceitos e resultados de Cohomologia

singular (e celular) básicos para o que segue; além disso, desenvolvemos um estudo

introdutório sobre variedades suaves.

O capítulo 2, Fibrados, é dedicado ao conceito de Fibrado em um enfoque

mais amplo, conforme Steenrood [8], e, em especial, ao conceito de Fibrado Vetorial

(real).

No terceiro e último capítulo, intitulado "Classes de Stiefel-Whitney e re-

sultados de não imersão", de�nimos axiomaticamente classes de Stiefel-Whitney e

discorremos sobre alguns resultados relevantes. Apresentamos, em seguida, alguns

resultados conhecidos sobre o anel de Cohomologia de G2,n, conforme [15] (em ter-

mos dos cociclos de Schubert). Finalmente, na Seção 3.4, realizamos nosso principal

estudo: a demonstração do teorema de Oproiu enunciado anteriormente.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo estabelecemos notações, de�nições e resultados elementares

para a compreensão dos capítulos que seguem. Admitimos que o leitor tenha fa-

miliaridade com tópicos básicos de Topologia Geral e de Topologia Algébrica (em

especial com Homologia e Cohomologia Singulares). Nesse contexto, usamos e indi-

camos [7], [4] e [6] como principais referências.

1.1 Variedades Suaves

De�nição 1.1.1. Um espaço topológico X é dito ser uma variedade topológica

de dimensão n se X é um espaço de Hausdor� com base enumerável e localmente

n-Euclidiano, isto é, para cada p ∈ X existe uma vizinhança U de p homeomarfa

a um aberto de Rn.

Lema 1.1.2. Seja X uma variedade topológica de dimensão n. Então X é local-

mente conexo, localmente compacto, regular e metrizável.

Dem.: Sejam p ∈ X, U uma vizinhança de p homeomorfa a U ′ (aberto de Rn) e

φ : U −→ U ′ homeomor�smo. Então dado V uma vizinhança de p temos que existe

um aberto W , com W ⊂ U ∩ V , e φ(W ) = Bε(φ(p)) (bola aberta centrada em φ(p)

de raio ε) com φ(W ) = Bε(φ(p)) ⊂ U ′.
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Assim, W é conexo e W é compacto e, portanto, X é localmente compacto e

localmente conexo. Como X é de Hausdor�, segue que também é regular. Assim,

pelo Teorema de metrização de Urysohn, concluímos que X é metrizável.

Sabemos que todo espaço métrico é paracompacto (Teorema de Stone); assim,

pelo Lema anterior, toda variedade topológica é um espaço paracompacto.

Exemplo 1.1.3. Todo subconjunto aberto de Rn é uma variedade topológica de

dimensão n.

Exemplo 1.1.4. Seja Sn ⊂ Rn+1, a esfera n-dimensional. Então Sn é uma

variedade topológica n-dimensional. De fato: Sn é um espaço de Hausdor� com

base enumerável e, além disso, todo ponto p ∈ Sn pertence a um dos conjuntos

H+
i = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn;xi > 0}

H−i = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Rn;xi < 0} ,

i ∈ 1, . . . , n+ 1. Mas cada um desses conjuntos é homeomorfo à bola aberta centrada

em 0 e raio 1, B1(0) de Rn (basta considerar φ±i : H±i −→ B1(0), dada por φ±i (x) =

(x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . xn+1)). Logo Sn é localmente n-Euclidiano.

De�nição 1.1.5. Seja X um espaço topológico. Um atlas C∞ de dimensão n ∈ N

para X é uma coleção A = {(Uα, φα)} de cartas, isto é, pares da forma (Uα, φα)

com Uα ⊂ X aberto de X e φα : Uα −→ φα(Uα) homeomor�smo sobre um aberto

φα(Uα) de Rn, tal que:

1. A coleção {Uα} cobre X;

2. Se Uα∩Uβ 6= ∅ então φα◦φ−1
β : φβ(Uα∩Uβ) −→ φα(Uα∩Uβ) é um difeomor�smo

de classe C∞ (isto é, as cartas são C∞-compatíveis).

Um atlas A émaximal se toda carta (Uα, φα) de X que é C∞-compatível com

qualquer carta de A está em A.
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Lema 1.1.6. Seja X um espaço topológico e A um atlas C∞ de dimensão n ∈ N

para X. Então existe um único atlas maximal A′ para X que contém A.

Dem.: Basta considerar A′= {(U, φ); (U, φ) é uma carta C∞-compatível com todas

as cartas de A }. É fácil veri�car que A′ é atlas maximal de X e comtém A.

De�nição 1.1.7. Uma variedade diferenciável suave n-dimensional ou, sim-

plesmente, uma variedade diferenciável n-dimensional (M,A) é um par for-

mado por um espaço topológico Hausdor� com base enumerável M e A um atlas

maximal C∞ de dimensão n.

Se, além disso, M é compacto então M é chamado de variedade fechada.

Denotaremos por Mn uma variedade diferenciável suave (M,A) de dimensão

n.

Como toda variedade diferenciável (M,A) é também variedade topológica, se-

gue, pelo Lema 1.1.2, queM é localmente compacto, localmente conexo e metrizável

(e portanto paracompacto).

Exemplo 1.1.8. O espaço Euclidiano Rn é uma variedade diferenciável de dimensão

n, pois é claramente Hausdor�, possui base enumerável e o atlas maximal conside-

rado é o que contém o atlas {idRn}. De forma geral, qualquer subconjunto aberto A

de Rn é uma variedade diferenciável de dimensão n, quando consideramos o atlas

maximal que contém {i : A −→ Rn}, onde i é a função inclusão.

Exemplo 1.1.9. Sejam as funções φ±i : H±i −→ B1(0) como no Exemplo 1.1.4.

Então {φ±i : H±i −→ B1(0)} é um atlas C∞ para Sn e assim Sn possui estrutura de

variedade diferenciável n-dimensional.

Exemplo 1.1.10. Sejam Mm e Nn variedades diferenciáveis. Vamos de�nir um

atlas de dimensão m + n no espaço produto M × N , considerando a coleção de

todos os homeomor�smos da forma x × y : U × V −→ Rn+m, com (x, U) e (y, V )
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cartas de M e N respectivamente, de�nidos por (x× y)(z, w) = (x(z), y(w)). Como

(x1 × y1) ◦ (x × y)−1 = (x1 ◦ x−1) × (y1 ◦ y−1), segue que tal coleção é atlas para

M ×N e este espaço é variedade diferenciável de dimensão m+ n.

Podemos generalizar tal resultado considerando r variedades V n1
1 , . . . , V nr

r e obtemos,

analogamente, uma estrutura de variedade diferenciável para V1 × . . . × Vr, com

dimensão n1 + . . .+ nr

1.1.1 Funções diferenciáveis e Plano Tangente

De�nição 1.1.11. SejamMm e Nn variedades diferenciáveis e f : M −→ N função

de M em N . Então f é diferenciável em p0 ∈M , se existem uma carta (U, x) de

M e (U ′, y) carta de N tais que: p0 ∈ U , f(U) ⊂ U ′ e y ◦ f ◦ x−1 é diferenciável de

classe C∞ em x(p0).

Se f é diferenciável em todos os pontos de M , então dizemos que f é dife-

renciável.

Se para cada p ∈M existem (U, x) e (U ′, y) cartas de M e N respectivamente,

tais que y ◦ f ◦ x−1 é diferenciável e de classe Ck, 1 ≤ k ≤ ∞, então f é dita ser

uma função de classe Ck.

A aplicação y◦f ◦x−1, de�nida acima, é a expressão de f nas coordenadas

x e y, e será denotada por fx,y.

Neste trabalho, ao falarmos "função diferenciável" �ca subentendido ser dife-

renciável de classe C∞.

Sejam X variedade de dimensão n e p ∈ X. Considere Cp = {f : J −→ X; J é

intervalo aberto de R, 0 ∈ J e f é diferenciável em 0 com f(0) = p}. Considere uma

carta (U, x) de X, p ∈ U . Então para toda curva f ∈ Cp, existe um aberto J ′ ⊂ J

tal que f(J ′) ⊂ U e x◦f |J ′ é uma curva diferenciável em 0. Além disso (x◦f |J ′)′(0)

não depende de J ′, assim denotaremos tal curva, simplesmente por x ◦ f .

De�nimos uma relação de equivalência em Cp dada por: f ∼ g se, somente se,

(x ◦ f)′(0) = (x ◦ g)′(0), para certa carta (U, x) de X. É facil ver que, isto implica

13



(y ◦ f)′(0) = (y ◦ g)′(0), para toda carta (V, y) de X e portanto ∼ é uma relação de

equivalência. O espaço quociente Cp/∼ é o plano tangente de X passando por p,

e será denotado por TpX.

Para cada (U, x) carta de X, p ∈ U , a função ΨU : TpX −→ Rn , ΨU([f ]) =

(x◦f)′(0) está bem de�nida, é bijetora e assim TpX tem naturalmente uma estrutura

de espaço vetorial de dimensão n e ΨU é um isomor�smo. As operações de adição e

multiplicação por escalar são dadas respectivamente por:

• [f ] + [g] = Ψ−1
U (ΨU([f ]) + ΨU([g])),∀f, g ∈ Cp;

• α [f ] = Ψ−1
U (αΨU([f ])),∀α ∈ R,∀f ∈ Cp.

As operações de�nidas acima independem da escolha da carta (U, x).

Suponha f : Mm −→ Nn diferenciável e p ∈ M . Sejam (U, x) e (V, y) cartas

deMm e Nn respectivamente, tais que f(U) ⊂ V . Então o diagrama abaixo comuta

TpM

ΨU
��

f ′(p) // Tf(p)N

ΨV
��

Rm

f ′x,y(x(p))
// Rn

De fato: para todo [λ] ∈ TpM , temos que:

ΨV ◦ f ′(p)([λ]) = ΨV ([f ◦ λ]) = (y ◦ f ◦ λ)′(0) =

= (fx,y ◦ (x ◦ λ))′(0) = f ′x,y(x(p)) ◦ΨU([λ]).

De�nição 1.1.12. Se f : M −→ N é uma função diferenciável, então para cada

p ∈ M , f ′(p) : TpM −→ Tf(p)N , dada por f ′(p) [g] = [f ◦ g], é a transformação

derivada de f no ponto p. Tal aplicação está bem de�nida e é linear.

Se f ′(p) é injetora para todo p em M , então f é dita ser uma imersão, e

se, além disso, f é um homeomor�smo sobre a imagem, então f é chamada de

mergulho.
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Como o diagrama anterior comuta, temos que se f é uma imersão então

f ′x,y(x(p)) é injetora, para todo p ∈ U ⊂ M , (U, x) carta de M , (V, y) carta de

N , tais que f(U) ⊂ V .

Os dois principais resultados que enunciaremos neste capítulo são os famosos

teoremas de imersão e mergulho de Whitney:

Teorema 1.1.13 (Teorema de imersão de Whitney.). Se M é uma variedade dife-

renciável suave de dimensão n > 1, então existe uma imersão φ : M −→ R2n−1.

Teorema 1.1.14 (Teorema de mergulho de Whitney.). Se M é uma variedade

diferenciável suave de dimensão n, então existe um mergulho ψ : M −→ R2n.

Para a demonstração destes teoremas vide [12].

Uma superfície de dimensão n é um subespaço topológico S de Rm (n ≤ m)

tal que para todo ponto p ∈ S existe uma vizinhaça V de p e um homeomor�smo

diferenciável γ : U −→ V , de U aberto de Rn, de tal forma que a transformação

derivada γ′(x) : Rn −→ Rm é injetora para todo x ∈ U .

Pelo Teorema de Mergulho de Whitney, temos que toda variedade Xn é mergu-

lhada em R2n+1. Considere f um tal mergulho. Então X e f(X) são homeomorfos e

f(X) é uma superfície de dimensão n, pois dado p ∈ f(X), escolha (U, φ) carta de X

de tal forma que p ∈ f(U) (f(U) é aberto em f(X), pois f é homeomor�smo sobre

a imagem), então f ◦ φ−1 : φ(U) −→ f(U) é diferenciável e (f ◦ φ)′(w) é injetora

para todo w ∈ φ(U), pois f é imersão.

Portanto, toda variedade pode ser identi�cada com uma superfície de mesma

dimensão.

Nosso objetivo será estudar certas variedades (as Grassmannianas G1,n e G2,n),

que serão apresentadas na subseção seguinte, e encontrar condições necessárias para

a imersão destas variedades em Rm.
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1.1.2 As variedades Grassmannianas Gk,n

Seja Gk,n o conjunto de todos os subespaços vetoriais de Rk+n de dimensão k.

Vamos de�nir uma estrutura diferenciável de tal forma que Gk,n seja uma variedade

fechada de dimensão kn, que são chamadas de variedades Grassmannianas Gk,n.

Para isto, vamos utilizar o

Teorema 1.1.15. Considere X um conjunto. Suponha que exista uma coleção A =

{(Ui, φi), i ∈ J}, Ui ⊂ X e φi : Ui −→ Rn funções injetoras, tais que :

1. φi(Ui) é aberto em Rn, para todo i ∈ J ;

2.
⋃
i∈J

Ui = X;

3. Se Ui ∩ Uj 6= ∅ então φi(Ui ∩ Uj) e φj(Ui ∩ Uj) são abertos de Rn, tais que

φi ◦ φ−1
j : φj(Ui ∩ Uj) −→ φi(Ui ∩ Uj) é um difeomor�smo de classe C∞.

Então, existe uma única topologia para X tal que A é um atlas de dimensão n.

Tal topologia é Hausdor� se, e somente se, para todo Ui e Uj, não disjuntos, não

existe uma sequência de pontos (zn), em φi(Ui ∩ Uj), com zn → z ∈ φi(Ui − Uj) e

φj ◦ φ−1
i (zn)→ z′ ∈ φj(Uj − Ui).

Dem.: De�na τ = {A ⊂ X;φi(A ∩ Ui) é aberto em Rn,∀i ∈ J}. É facil ver que τ

é topologia para X.

Seja Ui subconjunto de X. Então, para todo j ∈ J , temos que φj(Uj ∩ Ui) é

aberto de Rn, assim cada Ui é um aberto de (X, τ). Além disso, se A ⊂ Ui é aberto,

então φi(A) = φi(A ∩ Ui) é aberto de φi(Ui), logo φi é aplicação aberta.

Se C ⊂ Rn é aberto então, φj(φ
−1
i (C) ∩ Uj) = (φj ◦ φ−1

i (C)) ∩ φj(Uj), para

todo j ∈ J , desse modo φi é contínua. Logo, A é um atlas de dimensão n para X.

Suponha que exista outra topologia para X, τ ′ de tal modo que A é um atlas

para X. Então cada Ui pertence a τ ′ e se U ∈ τ ′ então U ∩ Ui ∈ τ ′ e φi(U ∩ Ui) é

aberto em Rn, assim τ ′ ⊂ τ .
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Suponha que A ⊂ X, φi(A∩Ui) é aberto em Rn para todo j ∈ J . Então, como

A =
⋃
j

φ−1(φ(A ∩ Uj)), segue que τ ⊂ τ ′, e portanto tal topologia é única.

Para o restante da demonstração vide [1, p.115].

Para cada Y ∈ Gk,n, k-subespaço de Rn+k, associamos uma certa matriz M ∈

Mn+k,k(R), tal que as colunas desta matriz formam uma base para Y . Esta matriz

M é chamada de matriz de coordenadas homogêneas de Y .

Sabemos que qualquer outra matriz M ′ ∈ Mn+k,k(R) nestas condições é da

forma M ′ = MA, com A ∈ GLk(R) (grupo das matrizes reais inversíveis de ordem

k).

Dado um subconjunto α ⊂ {1, 2, . . . , n+ k} , α = {i1 < i2 < . . . < ik}, deno-

taremos por α(M) a matriz de ordem k formada pelas linhas i1, i2, . . . , ik de M e

pelas colunas de M .

Indicamos por α∗ o complementar de α com relação a {1, 2, . . . , n+ k}.

Veri�ca-se que α(Y A) = α(Y )A e α∗(Y A) = α∗(Y )A, para toda matriz Y ∈

Mn+k,k(R) e toda matriz A inversível de ordem k.

Para cada α ⊂ {1, 2, . . . , n+ k}, de�nimos o conjunto Uα ∈ Gn,k, formado

pelos subespaços H, tais que pα : Rn+k −→ [ei1 , ei2 , . . . , eik ], projeção ortogonal

sobre [ei1 , ei2 , . . . , eik ] leva H sobre a imagem. Isto equivale a dizer que α(Y ) é

inversível.

De�niremos bijeções xα : Uα −→ Rnk, para cada α = {i1 < i2 < . . . < ik}.

Identi�camos Rkn com Mn,k(R). Pomos xα(H) = α∗(Y α(Y )−1),∀H ∈ Uα e Y

matriz de coordenadas homogeneas de H. Tal função está bem de�nida, pois se

Y ′ = Y A, então α∗(Y Aα(Y A)−1) = α∗(Y )AA−1α(Y )−1 = xα(H).

Também temos que xα é bijetora. Dado H ∈Mn,k(R), de�na M ∈Mn+k,k(R),

tal que α(M) = Idk e α∗(M) = H, então Y , gerado pelas colunas de M é elemento

de Uα e xα(Y ) = H, e portanto xα é sobrejetora.

Se X, Y ∈ Gk,n, então sempre podemos escolher matrizes M e N que repre-

sentam Y e X respectivamente, tais que α(M) = α(N) = Idk e xα(Y ) = xα(X)⇒
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α∗(M) = α∗(N). Logo M = N e X = Y .

Sabemos também que {Uα} cobre X, pois todo Y ∈ Gk,n tem matriz de coor-

denadas homogeneas H com posto r. Assim, existe α ⊂ {1, 2, . . . , n+ k}, α(H) é

invertível.

Agora suponha α, β subconjuntos de {1, 2, . . . , n+ k}, Uα e Uβ não disjuntos.

As aplicações ᾱ : Mn,k(R) −→Mn+k,k(R) tal que α∗(ᾱ(W )) = W e α(ᾱ(W )) = Id,

e β : Mn+k,k(R) −→Mk(R),W 7→ β(W ) são contínuas. Veri�ca-se que

xα(Uα ∩ Uβ) = (β ◦ ᾱ)−1(GLk), logo é aberto em Rnk. Além disso

xβ ◦ x−1
α (W ) = β∗(ᾱ(W ))β(ᾱ(W ))−1,

o que mostra que as funções coordenadas de xβ ◦ x−1
α são polinômios e, portanto,

são de classe C∞.

Assim, pelo teorema anterior, existe uma topologia para Gk,n tal que {(Uα xα)}

é atlas C∞. Tal topologia tem base enumerável, pois cada Uα tem base enumerável

e existem apenas um número �nito destes abertos Uα. Também temos que Gk,n é

Hausdor�, pois se α 6= β e (Wi) é uma sequência em xα(Uα∩Uβ) (considerado como

subconjunto de Mn,k(R)), com Wi −→ W , W ∈ xα(Uα − Uβ), então β(ᾱ(W )) não é

inversível e, desse modo, [β(ᾱ(Wi))]
−1 não pode convergir, e xβ ◦ x−1

α (Wi) diverge.

Assim, se considerarmos o atlas maximal que contém {(Uα xα)}, segue que Gk,n é

variedade diferenciável de dimensão kn.

Para ver que Gk,n é compacto, considere Vk(Rn+k), o cojunto das matrizes

(n+ k)× k cuja as colunas são linearmente independentes, e ψ : Vk(Rn+k) −→ Gk,n

tal que ψ(H) é o subespaço gerado pelas colunas de H. Provemos que ψ é contínua.

Para cada α = {i1 < i2 < . . . < ik} ⊂ {1, . . . , n + k}, denotamos por Vα o conjunto

ψ−1(Uα) formado por todas as matrizes Y ∈ Vk(Rn+k), tais que α(Y ) é invertível.

Como α : Vk(Rn+k) −→ Mk(R) é contínua e o conjunto das matrizes inversíveis é

aberto, segue que Vα é aberto.

Portanto, para provar a continuidade da função ψ, basta provar que ψ|Vα :

Vα −→ Uα é contínua para todo α = {i1 < i2 < . . . < ik} ⊂ {1, . . . , n + k}. Mas
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xα ◦ ψ|Vα(Y ) = α∗α(Y )−1 para todo Y ∈ Vα. Assim, xα ◦ ψ|Vα é contínua, o que

implica na continuidade de ψ|Vα , pois xα é homeomor�smo.

Considere F , o conjunto de todas as matrizes de Vk(Rn+k) em que suas colunas

formam um conjunto ortonormal. Então F é compacto, pois se considerarmos o

homeomor�smo:

Φ : M(k+n),k(R) −→ Rk(k+n),

dado por Φ([c1, . . . , ck]) = (c1, . . . , ck), onde [c1, . . . , ck] denota a matriz cuja as

colunas são c1, . . . , ck.Temos que Φ(F ) é fechado e limitado pois ‖(c1, . . . , ck)‖ ≤ k

para toda matriz [c1, . . . , ck] ∈ F . Portanto F é compacto e como todo subespaço

em Gk,n possui base ortonormal, segue que Gk,n = ψ(F ) e assim é compacto.

Note que, quando k = 1, G1,n = RPn é o n-espaço projetivo real.

1.2 Cohomologia com coe�cientes em Z2

Lembramos que o anel de cohomologia singular de um espaço topológico

B, com coe�cientes no anel Z2 dos inteiros módulo 2, é o anel graduado

H∗(B) =
∞⊕
i=0

H i(B),

a soma direta dos Z2-módulos de cohomologia (singular) de B, H i(B), munido do

produto cup e com unidade 1 ∈ H0(B). Os elementos de H∗(B) são da forma

w = w0 + w1 + . . .+ wn,

com wi ∈ H i(B).

Se x ∈ H i(B) e y ∈ Hj(B), então o produto cup de x e y será denotado por

xy ∈ H i+j(B).

Se f : B −→ B′ é uma função contínua entre dois espaços topológicos B e

B′, então, para cada inteiro n ≥ 0, o homomor�smo induzido em cohomo-

logia é denotado por f ∗n : Hn(B′) −→ Hn(B). Tais homomor�smos de�nem um
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homomor�smo de anéis f ∗ : H∗(B′) −→ H∗(B) dado por:

f ∗(w0 + w1 + . . .+ wn) = f ∗0 (w0) + f ∗1 (w1) + . . .+ f ∗n(wn),

com f ∗(1) = 1.

Observe que, para qualquer espaço topológicoX, H∗(X) é um anel comutativo,

pois:

se x ∈ H i(X,Z2) e y ∈ Hj(X,Z2), então

xy = (−1)i+jyx = yx.

Além disso, temos o seguinte

Lema 1.2.1. Todo elemento w ∈ H∗(B) com w0 = 1 tem inverso multiplicativo.

Denotaremos tal elemento por w, isto é: ww = ww = 1.

Dem.: Considere w̄0 = 1, w̄1 = w1 e de�na recursivamente w̄, por:

w̄n =
n−1∑
i=1

(wiw̄n−i) + wn, n > 1.

Então w̄ ∈ H∗(B,Z2), (ww̄)0 = 1 e (ww̄)1 = w1 + w1 = 0. Se n > 1 então

(ww̄)n+1 =
n+1∑
j=1

(wjw̄n+1−j) + w̄n+1 =
n∑
j=1

(wjw̄n+1−j) + wn+1 + w̄n+1 =

= w̄n+1 + w̄n+1 = 0.

Assim (ww̄)i = 0 ∀i ≥ 1. Logo ww = 1.

Como consequência desse Lema, obtemos que o subconjunto deH∗(B) formado

por elementos w ∈ H∗(B) tais que w0 = 1, munido do produto cup, é um grupo

abeliano.

Para os nossos propósitos, vale lembrar a estrutura do anel de cohomologia

H∗(RPn,Z2) (vide [7]):

H i(RPn,Z2) ∼=

 Z2, se 0 ≤ i ≤ n

0, se i > n
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Denotando por a o elemento não nulo de H1(RPn,Z2) temos que ai = a . . . a

(produto cup de i fatores iguais a a) é o elemento não nulo de H i(RPn,Z2) para

todo 1 ≤ i ≤ n.

Sendo Mn variedade conexa, sabemos que: Hn(Mn,Z2) ∼= Z2 e H i(Mn,Z2) ∼=

0 se i > n (vide [4]).

Agora, faremos uma breve recordação sobre Homologia e Cohomologia celular

com coe�cientes em Z2.

Uma n-célula aberta e é um espaço topológico homeomorfo a bola aberta

Bn(0, 1) = {x ∈ Rn, ‖x‖ < 1}, para certo inteiro n ≥ 0.

Um C-W complexo é um par (X, {eα}), formado por um espaço topológico

X e uma coleção {eα} de células abertas contidas em X tal que:

1.
⋃
eα = X;

2. Para cada α, existe uma função contínua fα : Dn(0, 1) −→ X, (Dn(0, 1) é o

fecho de Bn(0, 1) em Rn), tal que a restrição fα|Bn(0,1) é homeomor�smo sobre

a imagem eα, n-célula, e f(Sn−1) está contido em uma união �nita de r-células

com r < n;

3. Se F ⊂ X e F ∩ eα é fechado em eα, para cada eα, então, F é fechado em X.

Denotaremos por Xn a união de todas as r-células de eα com r ≤ n; Xn é o

n-esqueleto do C-W complexo X.

Dado C-W complexo X, associamos um complexo de cadeias, denotado por

C∗(X):

. . . // Ci(X)
∂i // Ci−1(X)

∂i−1 // Ci−2(X) // . . .

onde Ci(X) = Hi(X
i, X i−1) para todo i ≥ 0 e Ci(X) = 0 se i < 0. Os elementos de

Ci(X) são chamados de cadeias em X.

O homomor�smo ∂i é de�nido pela composição dos homomor�smos já conhe-

cidos
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Hi(X
i, X i−1)

∂∗ // Hi−1(X i−1)
π∗ // Hi−1(X i−1, X i−2)

onde π∗ é o homomor�smo induzido de π : X i−1 −→ (X i−1, X i−2) dado por π(x) = x

e ∂∗ é o homomor�smo conectante de�nido de tal forma que

. . . // Hi(X
i)

π∗ // Hi(X
i, X i−1)

∂∗ // Hi−1(X i−1)
π∗ // Hi−1(X i−1, X i−2) // . . .

é sequência exata.

O complexo de cadeias C∗(X) é chamado de complexo de cadeias celular

do C-W complexo X.

É conhecido que Cn(X) ≈
⊕
eα∈N

Hi(eα, eα−pα) ≈
⊕
eα∈N

Z2, onde cada pα é ponto

de cada célula eα e N é o conjunto de todas as n-células de X (vide [2] página 261).

Assim, Cn(X) é um Z2-espaço vetorial de dimensão igual à cardinalidade de

N e cada célula eα pode ser identi�cada como uma cadeia de X (e′j)j∈N com e′j = eα

se j = eα e e′j = 0 para j 6= eα.

O n-ésimo Z2-módulo de homologia do complexo de cadeias C∗(X) é de�nido

por Hc,n(X) = Zn/Bn, onde Zn = ker(∂n) (o núcleo de ∂n) é o módulo dos ciclos

de X e Bn = Im(∂n+1) (a imagem de ∂n+1). O módulo Hc,n(X) é a n-ésima

homologia celular de X

De�nimos Cn(X) = Cn(X)∗, espaço dual de Cn(X) = Hi(X
i, X i−1). Obtemos,

então, um complexo de cocadeias, denotado por C∗(X):

. . . // Ci(X) δi // Ci+1(X) δi+1
// Ci+2(X) // . . .

onde δi é o homomor�smo dual de ∂i, isto é, δi(f) = f ◦ ∂i+1.

O complexo de cocadeias C∗(X) é chamado de complexo de cocadeias ce-

lular de X e os elementos de Ci(X) são chamados de cocadeias de X.

O n-ésimo Z2-módulo de cohomologia do complexo de cocadeias C∗(X) é de-

�nido por Hn
c (X) = Zn/Bn, onde Zn = ker(δn) (o núcleo de δn) é o módulo dos

cociclos de X e Bn = Im(δn−1) (a imagem de δn−1).O módulo Hn
c (X) é a n-ésima

cohomologia celular de X.
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Para relacionar homologia (resp., cohomologia) celular com homologia (resp.,

cohomologia) singular, fazemos uso do

Teorema 1.2.2. Seja X um C-W complexo. O n-ésimo Z2-módulo de homolo-

gia do complexo C∗(X) é isomorfo à n-ésima homologia (singular) de X, Hn(X).

Analogamente, Hn
c (X) é isomorfo à n-ésima cohomologia (singular) de X, Hn(X).

Dem.: [2] página 263.
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Capítulo 2

Fibrados

Neste capítulo apresentaremos a de�nição de �brado e suas principais propri-

edades.

De�nição 2.0.3. Um �brado η = (E,B, p, F ) é formado por:

1. três espaços topológicos: E (espaço total), B (espaço base) e F (espaço

�bra);

2. uma função contínua e sobrejetiva p : E −→ B;

tais que: existe uma cobertura de abertos de B, {Ui}i∈J , onde cada Ui é um aberto

localmente trivial do �brado η, isto é, existe um homeomor�smo ψi : p−1(Ui) −→

Ui × F de tal forma que o diagrama abaixo é comutativo:

p−1(Ui)

p

��

ψi // Ui × F

π1
yy

Ui

ou seja: π1 ◦ ψi(x) = p(x),∀x ∈ p−1(Ui), com π1 : Ui × F −→ Ui sendo a projeção

usual na primeira coordenada.

Sejam η = (E,B, p, F ) um �brado, {Uj}j∈J uma cobertura de abertos local-

mente triviais de η com homeomor�smos ψi : p−1(Ui) −→ Ui×F e ψj : p−1(Uj) −→
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Uj × F tais que π1 ◦ ψi(x) = p(x), para todo x ∈ p−1(Ui) e π1 ◦ ψj(x′) = p(x′), para

todo x′ ∈ p−1(Uj), como na de�nição acima.

Então, como p−1(Ui ∩Uj) = p−1(Ui)∩ p−1(Uj) e utilizando as propriedades de

ψi e ψj segue que ψi(p−1(Ui∩Uj)) = (Ui∩Uj)×F e ψj(p−1(Ui∩Uj)) = (Ui∩Uj)×F .

Além disso, o diagrama abaixo comuta:

(Ui ∩ Uj)× F
ψ−1
i //

π1 ((

p−1(Ui ∩ Uj)
ψj //

p

��

(Ui ∩ Uj)× F

π1vv
Ui ∩ Uj

De fato: π1(ψj(x)) = p(x), para todo x ∈ p−1(Ui∩Uj) e, dado z ∈ (Ui∩Uj)×F ,

temos p◦ψ−1
i (z) = π1(ψi(ψ

−1
i (z))) = π1(z). Assim π1(ψj◦ψ−1

i (z)) = π1◦ψj◦ψ−1
i (z) =

π1(z),∀z ∈ (Ui ∩ Uj) × F. Então ψj ◦ ψ−1
i : (Ui ∩ Uj) × F −→ (Ui ∩ Uj) × F é da

forma ψj ◦ ψ−1
i (x, y) = (x, gji(x)(y)) para certa função gij.

Para cada x ∈ Ui ∩Uj de�na px : F −→ (Ui ∩Uj)×F dada por px(y) = (x, y),

função contínua. Temos então:

gji(x) = π2 ◦ ψj ◦ ψ−1
i ◦ px

Proposição 2.0.4. Sejam η = (E,B, p, F ) um �brado, {Uj}j∈J uma cobertura for-

mada por abertos localmente triviais de η. Então:

1. gii(x) = idF ,∀x ∈ Ui e i ∈ J ;

2. gij(x) = gji(x)−1,∀x ∈ Ui ∩ Uj;

3. gij(x) ◦ gjk(x) = gik(x),∀x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk.

Dem.:

1. Temos gii(x)(y) = π2 ◦ ψiψ−1
i ◦ px(y) = y,∀y ∈ F. 1

1Em alguns trechos, por simplicidade de notação e sem risco de confusão, omitiremos o sinal

de composição usual de funções.
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2. (gij(x) ◦ gji(x))(y) = π2 ◦ ψiψ−1
j ◦ pxπ2 ◦ ψjψ−1

i ◦ px(y)

= π2 ◦ ψiψ−1
j ◦ pxπ2(ψjψ

−1
i (x, y)) = y.

Analogamente temos (gji(x) ◦ gij(x))(y) = y. Logo gij(x) = gji(x)−1.

3. Sejam Ui, Uj, Uk e x ∈ Ui ∩Uj ∩Uk. Então: (gij(x) ◦ gjk(x))(y) = (π2 ◦ψiψ−1
j ◦

px) ◦ (π2 ◦ ψjψ−1
k ◦ px)(y) = π2 ◦ ψiψ−1

j ◦ pxπ2(ψjψ
−1
k (x, y)) = π2 ◦ ψiψ−1

j ◦

ψjψ
−1
k (x, y) = gik(x)(y).

2.1 Fibrado coordenada

Lembramos que um grupo topológico (G, τ) é um par formado por um grupo

G e uma topologia τ para G tal que as aplicações (x, y) 7→ xy e x 7→ x−1 são

contínuas.

Sejam G um grupo topológico e F um espaço topológico. Uma ação Φ :

G× F −→ F é uma função contínua, tal que, para todo f ∈ F , e g, h ∈ G tem-se:

Φ(eG, f) = f (eG é o elemento neutro emG);

Φ(g,Φ(h, f)) = Φ(gh, f)).

Se Φ : G −→ H(F ), (H(F ) conjunto dos homeomor�smos de F ), Φ(g) = Φg,

é injetora (onde Φg : F −→ F é de�nida por Φg(f) = Φ(g, f)), dizemos que é uma

ação efetiva de G em F .

De�nição 2.1.1. Sejam E, B, F espaços topológicos e Φ : G×F −→ F uma ação.

Um �brado coordenada η = (E,B, p, F,Φ, G, {Ui, φi}i) é formado por:

1. Uma função contínua p : E −→ B sobrejetora chamada de função projeção;

2. Uma ação Φ : G× F −→ F efetiva;
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3. Uma família {Ui, ψi}i, formada por abertos Ui de B, com {Ui}i cobertura

aberta de B, e homeomor�smos ψi : p−1(Ui) −→ Ui × F , tais que o diagrama

abaixo é comutativo:

p−1(Ui)

p

��

ψi // Ui × F

π1
yy

Ui

Além disso, para todo par (Ui, Uj) de abertos, tais que Ui∩Vj 6= ∅, e para todo

x ∈ Ui ∩ Uj, temos que o homeomor�smo π2 ◦ Φx ◦ Φ−1
x ◦ px pertence a Φ(G).

Cada par (Ui, ψi) como no item 3 da de�nição acima é chamado de sistema

de coordenadas local do �brado η.

Para cada par (i, j) de índices, tais que Ui∩Vj 6= ∅, as funções gij : Ui∩Uj −→

G de�nidas de tal forma que gij(x) é o único elemento em G tal que

π2 ◦ ψj ◦ ψ−1
i ◦ px(y) = Φ(gij(x), y),∀y ∈ F,

são contínuas. Tais funções são chamadas de funções de transição.

Dado um �brado ξ, denotamos por E(ξ) e B(ξ) os espaços total e base, res-

pectivamente, do �brado ξ e pξ sua função projeção.

De�nição 2.1.2. Sejam η e ξ dois �brados com o mesmo espaço base B, mesma

�bra F, mesmo grupo topológico G e mesma ação efetiva Φ. Então, dizemos que tais

�brados são equivalentes se existe um homeomor�smo f : E(η) −→ E(ξ) tal que:

1. pξ ◦ f = pη;

2. Dados (Ui, ψi) e (Vj, αj) sistemas locais do �brados η e ξ, respectivamente, tais

que Ui ∩ Vj é não vazio, temos que o homeomor�smo π2 ◦ Ψi ◦ f ◦ α−1
j ◦ px

pertence à Φ(G).
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2.1.1 Construção de �brados a partir das funções de transi-

ção

Dado um �brado η com sistemas de coordenadas locais {Ui}i∈J . Construímos

as funções gij : Ui ∩ Uj −→ H(F ), para cada par (i, j) ∈ J2, tal que Ui ∩ Uj 6= ∅,

satisfazendo as propriedades:

• gii(x) = idF ,∀i ∈ J,∀x ∈ Ui;

• gij(x) ◦ gjk(x) = gik(x),∀i, j, k ∈ J,∀x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk.

Teorema 2.1.3. Dados: B e F espaços topológicos, {Ui}i∈J cobertura aberta de B,

G um grupo topológico, Φ uma ação efetiva de G em F e, para cada par (i, j) ∈ J2

com Ui ∩ Uj 6= ∅, gij : Ui ∩ Uj −→ G funções contínuas tais que gik(x) ◦ gkj(x) =

gij(x),∀x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk. Então, existe um �brado η = (E,B, p, F,Φ, G, {Ui, φi}i),

de tal forma que suas funções de transição são gik.

Dem.: Considere E ′ =
⊔
i∈J

Ui×F a união disjunta da família de espaços topológicos

{Ui × F}. A topologia de E ′ é formada por conjuntos O tais que p−1
j (O) é aberto

para todo j ∈ J , com p−1
j : Uj×F −→ E ′ de�nida por pj(x) = (x, j). Em E ′, de�na

a seguinte relação: ((x, y), i) ∼ ((x′, y′), j) ⇔ x = x′ e gji(x)y = y′. Tal relação é

de equivalencia, de fato: Temos que ((x, y), i) ∼ ((x, y), i), pois gii(x)y = y. Além

disso, se ((x, y), i) ∼ ((x′, y′), j) então x′ = x, gji(x)y = y′. Assim: gij(x)gji(x)y =

gij(x)y ⇒ gij(x)y′ = y. Logo, ((x′, y′), j) ∼ ((x, y), i).

Também temos que: se ((x, y), i) ∼ ((x′, y′), j) e ((x′, y′), j) ∼ ((z, w), k), então

x = x′, gji(x)y = y′, x′ = z e gkj(x)y′ = w. Logo x = z e gki(x)y = gkj(x)(gji(x)y) =

gkj(x)y′ = w. Portanto ((x, y), i) ∼ ((z, w), k).

De�na E = E ′/ ∼, espaço quociente, e considere q : E ′ −→ E, função contínua

dada por q((x, y), i) = [((x, y), i)]. O espaço E será o espaço total do �brado e a

função projeção p é de�nida por p([((x, y), i)]) = x. Tal aplicação é bem de�nida,

pois se [((x, y), i)] = [((x′, y), j)] então x = x′ e além disso p é contínua. De fato:
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sabemos que p é contínua se, e somente se, p ◦ q : E ′ −→ B é continua. E tal

aplicação é contínua se, e somente se, p ◦ q ◦ pj é contínua.

Como p ◦ q ◦ pj(x, y) = x segue que p é contínua. Para cada j ∈ J , de�na

Ψj : Uj×F −→ E, de�na por Ψj(x, y) = [((x, y), j)]. Ψj é contínua pois Ψj = q ◦pj.

Além disso Ψj(Uj × F ) = p−1(Uj). De fato: se [((x, y), i)] ∈ Ψj(Uj × F ) então

[((x, y), i)] = Ψj(u, f), u ∈ Uj e f ∈ F.

Assim

[((x, y), i)] = [((u, f), j)] ,

p([((x, y), i)]) = x = u ∈ Uj.

Logo [((x, y), i)] ∈ p−1(Uj).

Se z ∈ p−1(Uj) então z = [((x′, y′), k)] com p(z) = x′ ∈ Uj. Assim x ∈ Uk ∩ Uj
e (x′, gjk(x′)y) ∈ Uj × F com Ψj(x

′, gjk(x
′)y′) = [((x′, gjk(x

′)y′), j)] = z. Ψj é

injetora, pois se Ψj(x, y) = Ψj(x
′, y′) com x′, x ∈ Ui e y, y′ ∈ F . Então [((x, y), j)] =

[((x′, y′), j)] e assim x = x′ e gji(x)y = y′, donde obtemos y = y′, e (x, y) = (x′, y′).

Portanto Ψj é uma aplicação contínua e bijetora sobre p−1(Uj). É fácil veri�car

que Ψj é uma aplicação aberta e portanto um homeomor�smo.

Também temos que p ◦ Ψj(x, y) = p([((x, y), i)]) = x = π1(x, y) logo p =

π1 ◦Ψ−1
j . Assim, cada (Uj,Ψ

−1
j ) é um sistema de coordenadas local.

Resta mostrar que as aplicações de transição deste �brado são as gij.

Dados x ∈ Ui ∩ Uj. Seja π2 ◦ ψi ◦ ψ−1
j ◦ px.

Vamos provar que π2 ◦ ψi ◦ ψ−1
j ◦ px(y) = gij(x)y,∀y ∈ F . De fato, π2 ◦

ψi ◦ ψ−1
j ◦ px(y) = π2 ◦ ψi ◦ ψ−1

j (x, y) = π2 ◦ ψi([((x, y), j)]). Mas x ∈ Ui ∩ Uj e

[((x, y), j)] = [((x, gij(x)y), i)].

Assim π2 ◦ ψi([((x, y), j)]) = π2 ◦ ψi([((x, gij(x)y), i)]) = gij(x)y,∀y ∈ F .

Lema 2.1.4. Dados dois �brados (E, p,B, F,G) e (E ′, p′, B, F,G) com a mesma

ação efetiva Φ : F×G −→ G e com coberturas localmente triviais {Ui}i∈J e
{
U ′j
}
j∈J ′
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respectivamente e com funções de transição {gik} e
{
g′jl
}
. Então, tais �brados são

equivalentes se, e somente se, existem funções contínuas Hji : Ui ∩ U ′j −→ G tais

que:

• Hji(x) = Hjk(x)gki(x),∀i, k ∈ J,∀j ∈ J ′ e ∀x ∈ Ui ∩ U ′j ∩ Uk;

• Hlm(x) = Hlp(x)gpm(x),∀l, p ∈ J ′,∀m ∈ J e ∀x ∈ U ′l ∩ Um ∩ U ′p.

Dem.: [8] páginas 11 e 12.

Lema 2.1.5. Dados dois �brados (E, p,B, F,G, {Ui}i∈J) e (E ′, p′, B, F,G, {Ui}i∈J)

com a mesma ação efetiva Φ : F × G −→ G. Sejam {gik} e
{
g′jl
}
as respectivas

funções de transição. Então, tais �brados são equivalentes se, e somente se, existem

funções contínuas λj : Uj −→ G, de tal modo que:

gij(x) = λ−1
i (x)g′ij(x)λj(x),∀x ∈ Ui ∩ Uj.

Dem.: Suponha que os �brados sejam equivalentes. Então, pelo lema anterior,

temos que existem funções contínuas Hij : UI ∩ Uj −→ G, para cada (i, j) ∈ J2, tal

que:

Hij(x) = Hik(x)gkj(x),∀x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk

e

Hlm(x) = g′lp(x)Hpm(x),∀x ∈ Ul ∩ Um ∩ Up.

De�na λj : Uj −→ G dada por λj(x) = Hjj(x)−1. Então λi(x)−1gij(x)λj(x) =

Hii(x)gij(x)Hjj(x)−1 = Hij(x)Hjj(x)−1 = g′jj(x)Hjj(x)Hjj(x)−1 = g′ij(x), para todo

x ∈ Ui ∩ Uj. Reciprocamente, se existe λj : Vj −→ G contínua, de�na Hij(x) =

λi(x)gij(x). Então

Hij(x)gjk(x) = λi(x)gij(x)gjk(x) = Hik(x)

g′lp(x)Hpm(x) = Hlp(x)λp(x)gpm(x) = Hlm(x).
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Corolário 2.1.6. Sejam �brados como no Lema acima com gij(x) = g′ij(x),∀x ∈

Ui ∩ Uj (isto é, com as mesmas funções de transição), então tais �brados são equi-

valentes.

Dem.: Basta tomar λj : Uj −→ G, dada por λj(x) = eG.

Assim, o �brado construído no Teorema 2.1.3 é único, a menos de equivalência.

Exemplo 2.1.7. Se X = U1∪U2, A e B abertos de espaço X, não disjuntos. Então

dada uma função contínua g12 : U1 ∩ U2 −→ G, de�nimos g11(x) = g22(x) = eG e

g21(x) = g12(x)−1 e desse modo, obtemos um único �brado, a menos de equivalencia,

com as funções de transição {g11, g12, g21, g22}.

Dados um �brado η, com p : E −→ B, e uma função contínua f : X −→ B.

Construiremos um �brado sobre X a partir deste �brado e desta função contínua.

Para isso, de�nimos as funções de transição a patir da cobertura abertaWi = f−1(Ui)

com {Ui} cobertura formada por abertos localmente triviais de η.

Considere gij : Ui ∩ Uj −→ G as funções de transição do �brado η. De�na

bij : Wi ∩Wj −→ G dada por bij(x) = gij ◦ f(x). Dado x ∈ Wi ∩Wj ∩Wk então

bij(x)bjk(x) = gij ◦ f(x)gjk ◦ f(x) = gik(f(x)) = bik(x). Assim, existe um �brado

(único), cujas funções de transição são bij.

De�nição 2.1.8. O �brado coordenada acima construído chama-se pull back de

η com respeito à f e será denotado por f !η.

2.2 Fibrados Vetoriais

Nesta seção, apresentaremos as principais propriedades de �brados vetoriais.

De�nição 2.2.1. Sejam E, B espaços topológicos. Um �brado vetorial (real), ξ,

de dimensão n com espaço total E e espaço base B é formado por:

1. Uma função contínua e sobrejetora p : E −→ B, chamada de função proje-

ção do �brado;
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2. Uma estrutura de espaço vetorial real em p−1(x), para cada x ∈ B. O espaço

vetorial p−1(x) é chamado de �bra em x do �brado ξ.

Além disso, para cada x ∈ B, existem U ⊂ B, vizinhança aberta de x, e ψ :

U × Rn −→ p−1(U) tais que o diagrama abaixo comuta:

U × Rn ψ //

π1
%%

p−1(U)

p

��
U

A função Ψx : Rn −→ p−1(U) dada por Ψx(y) = ψ(x, y) é um isomor�smo entre os

espaços vetoriais Rn e p−1(x), para cada x ∈ U .

Assim, como na de�nição de �brado coordenada, o par (U, ψ) satisfazendo tal

propriedade é chamado de sistema de coordenadas local do �brado ξ. Temos

que o espaço p−1(x) é sempre um espaço vetorial de dimensão n e será denotado por

Fx(ξ).

Observamos, a seguir, como a de�nição de �brado vetorial está relacionada

com a de�nição de �brado coordenada.

Seja η = (E, p,B,G,Rn,Φ, {Ui, φi}i∈J) um �brado coordenada com �bra Rn,

grupo topológico G formado por todos os isomor�smos lineares de Rn, com a opera-

ção de composição, topologia usual (topologia proveniente da norma de isomor�smos

lineares) e ação efetiva Φ : G× Rn −→ Rn, de�nida por Φ(f, v) = f(v) (a transfor-

mação evaluação).

Então, p−1(x) tem uma estrutura de espaço vetorial real; de fato: sejam Ui e

φi : p−1(Ui) −→ Ui × Rn com x em Ui. A aplicação de π2x ◦ φix : p−1(x) −→ Rn,

com π2x : {x} × Rn −→ Rn, dada por π2x(x, y) = y, é bijetiva.

Assim, existe uma única estrutura de espaço vetorial no conjunto p−1(x) de tal

modo que π2x ◦ φix é isomor�smo. Tal estrutura não depende da escolha do sistema

de coordenadas (Ui, φi), pois se (Uj, φj) é outro sistema de coordenadas local, tal

que x ∈ Uj então como π2x ◦ φix ◦ φjx ◦ px é isomor�smo de Rn, vide o diagrama
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abaixo:

(Ui ∩ Uj)× Rn
φ−1
j // p−1(Ui ∩ Uj)

φi // (Ui ∩ Uj)× Rn

π2
��

Rn

px

OO

Rn

temos que para todo z, w ∈ p−1(x) e α ∈ R :

(π2x ◦ φjx) ◦ (π2x ◦ φjx)
−1(π2xφjx(p) + π2xφjx(p)) =

= π2xφixφjxpx(π2xφjx(p) + π2xφjx(p)) = π2xφix(p) + π2xφix(p)

e

(π2x ◦ φjx) ◦ (π2x ◦ φjx)
−1(α(π2xφjx(p))) = α(π2xφjx(p)).

Portanto (π2x ◦ φjx)−1(π2xφjx(p) +π2xφjx(p)) = (π2x ◦ φix)−1(π2xφjx(p) +π2xφjx(p))

e (π2x ◦ φjx)
−1(α(π2xφix(p))) = (π2x ◦ φjx)

−1(α(π2xφjx(p))).

Temos também que o diagrama abaixo é comutativo, e φ−1
ix

: Rn −→ Rn é

isomor�smo.

U × Rn φi //

π1
%%

p−1(U)

p

��
U

Assim (Ui, φ
−1
i ) é um sistema de coordenadas local para o �brado sobre B com

espaço total E e função projeção p. Logo, o �brado η é um �brado vetorial.

Reciprocamente, se ε é �brado vetorial sobre B com função projeção p, po-

demos escolher uma família {(Ui, φi)}i∈J de pares formados por abertos Ui de B e

homeomor�smos φi : P−1(Ui) −→ Ui × Rn, de tal forma que

ε′ = (E, p,B,G,Rn,Φ, {(Ui, φi)}i∈J)

é um �brado coordenada com G, grupo topolólogico formado pelos isomor�smos

lineares de Rn, �bra Rn e ação efetiva Φ a transformação evaluação.

De�nição 2.2.2. Dados dois �brados vetoriais ε e η com mesmo espaço base B.

Dizemos que ε e η são �brados isomorfos, e denotamos por ε ∼= η, se existe um

homeomor�smo

h : E(ε) −→ E(η)
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tal que h(Fb(ε)) ⊂ Fb(η) e h|Fb(ε) : Fb(ε) −→ Fb(η) é isomor�smo, para cada b ∈ B.

De�nição 2.2.3. O �brado vetorial ε é dito ser trivial, se é possível escolher como

sistema de coordenadas local o par (B, h), onde B é o espaço base de ε e

h : B × Rn −→ p−1(B)

é homeomor�smo.

Exemplo 2.2.4. O �brado trivial com espaço total B × Rn, sobre B, com função

projeção π : B × Rn −→ B dada por π(b, x) = b e com estrutura de espaço vetorial

em cada �bra π−1(b) = {(b, x)/x ∈ Rn}, de�nida por:

1. (b, x) + (b, y) := (b, x+ y),∀x, y ∈ Rn;

2. α(b, x) := (b, αx),∀x ∈ Rn e ∀α ∈ Rn.

será denotado por εnB.

Suponha que ε seja um �brado trivial n-dimensional sobre B. Então existe um

homeomor�smo φ : B × Rn −→ E(ε), tal que para cada b ∈ B a correspondência

(b, x) 7→ φ(b, x) é isomor�smo entre os espaços {b}×Rn com as operações de�nidas

no exemplo acima, e Fb(ε). Logo ε ∼= εnB.

Reciprocamente, temos que se ε ∼= εnB, com ε �brado n-dimensional sobre B,

então existe um homeomor�smo φ : B × Rn −→ E(ε), tal que para todo b ∈ B, a

correspondência x 7→ φ(b, x) é isomor�smo entre Rn e Fb(ε) e portanto ε é trivial.

Assim temos o seguinte

Lema 2.2.5. Seja ε um �brado n-dimensional sobre B. Então ε é trivial se, e

somente se, ε ∼= εnB.

Considere X uma variedade diferenciável C∞ de dimensão n, com atlas A =

{(Ui, φi)}i∈J .

Para cada par (i, j) ∈ J2 tal que Ui∩Uj 6= ∅, de�na a função contínua gij : Ui∩

Uj −→ G, G grupo dos isomor�smos de Rn, de�nida por gij(x) = D(φi ◦φ−1
j )(φj(x))

onde D(φi ◦ φ−1
j )(φj(x)) é a transformação derivada de φi ◦ φ−1

j em φj(x)
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Temos então que se x ∈ Ui ∩ Uj ∩ Uk, então:

gij(x)gjk(x) = D(φi ◦ φ−1
j )(φj(x)) ◦D(φj ◦ φ−1

k )(φk(x)) =

= D(φi ◦ φ−1
j ◦ φj ◦ φ−1

k )(φk(x)) = D(φi ◦ φ−1
k )(φk(x)) = gik(x).

Assim, pelo Teorema 2.1.3, existe um �brado coordenada com funções de transição

gij e com espaço base X. Como visto anteriormente, tal �brado pode ser considerado

como �brao vetorial n-dimensional sobre X, chamado de �brado tangente de X,

e será denotado por τ(X).

2.3 O �brado canônico sobre Gk,n

Considere E = {(X, v) ∈ Gk,n×Rn+k |v ∈ X} subespaço topológico de Gk,n×

Rn+k, a função π : E −→ Gk,n, dada por π(X, v) = X e com estrutura de espaço

vetorial de�nida em π−1(X) = {(X, v) |v ∈ X} da seguinte forma: dados v, w ∈ X

e t ∈ R

(X, v) + (X,w) = (X, v + w);

t(X, v) = (X, tv).

Para cada X0 ∈ Gk,n, considere U , vizinhança aberta de X em Gk,n, formado por

todos os subespaços Y , k-dimensionais de Rn+k, tais que Y ∩X⊥0 = 0 (espaço nulo).

De�na T (Y ) : X0 −→ X⊥0 , transformação linear tal que para todo x ∈ X0,

T (Y )x é o único vetor de X⊥0 de tal forma que T (Y )x + x ∈ Y , T (Y ) está bem

de�nida pois Rn+k = X⊥0 ⊕ Y

Seja h : U × X0 −→ π−1(U), de�nida por h(Y, x) = (Y, T (Y )x + x). Temos

que h é bijetiva, com h−1 : π−1(U) −→ U ×X0, h−1(Y, p(y)), onde p : Rn+k −→ X⊥0

é a projeção ortogonal sobre X⊥0 .

Tanto h como h−1 são contínuas e portanto h é homeomor�smo. Se escolhermos

um isomor�smo linear de f : Rn −→ X0 então (U, h′), h′ : U × Rn −→ U × X0,

de�nida por h′(u, v) = (u, f(v)) é um sistema de coordenadas local para o �brado
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vetorial k-dimensional sobre Gk,n com espaço total E e função projeção π, chamado

de �brado canônico sobre Gk,n e será denotado por γk(Rn+k).

Um �brado vetorial de dimensão 1 é chamado de �brado linha, assim

γ1(Rn+1) é o �brado linha canônico sobre RPn.

De�nição 2.3.1. Uma seção cruzada de um �brado vetorial ε sobre B é uma

função contínua s : B −→ E(ε), tal que s(b) ∈ Fb(ε) para todo b ∈ B, isto é, o

diagrama abaixo comuta:

B
s //

idB !!

E(ε)

p

��
B

Uma seção cruzada é não nula se, para todo b ∈ B, s(b) é um vetor não nulo de

Fb(ε).

De�nição 2.3.2. Se s1, . . . , sn são seções cruzadas de ξ, tais que s1(b), . . . , sn(b) são

linearmentes independentes para todo b ∈ B, B espaço base de ξ, então dizemos que

s1, . . . , sn são seções cruzadas linearmente independentes em todo lugar, ou

simplesmente, l.i..

Lema 2.3.3. Sejam ξ e η �brados vetoriais sobre B e f : E(ξ) −→ E(η) uma

função contínua tal que f |Fb(ξ) : Fb(ξ) −→ Fb(η) é isomor�smo para todo b ∈ B.

Então f é homeomor�smo e ξ ∼= η.

Dem.: Dado b0 ∈ B, escolha sistemas de coordenadas locais (U, g) de ξ e (V, h)

de η, tais que b0 ∈ U ∩ V .

Vamos mostrar que a função h−1 ◦ f ◦ g : (U ∩ V ) × Rn −→ (U ∩ V ) × Rn é

homeomor�smo. Assim, como h−1 e g são homeomor�smos, segue que f também é.

Por hipótese, a função v 7→ h−1 ◦ f ◦ g(b, y) para cada b ∈ U ∩ V �xo, é

isomor�smo linear de Rn. Seja A = [Aij(b)] a matriz inversível desta transformação

linear relativamente à base canônica de Rn.

Desse modo h−1 ◦f ◦g(b, (x1, . . . , xn)) = (b, (y1, . . . , yn)) com yi =
n∑
j=1

Aij(b)xj
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A função que associa a cada b ∈ B o número real Aij(b), para cada par (i, j),

é contínua.

Seja [A−1
ij (b)] a matriz inversa de A. Temos então que

g−1 ◦ f−1 ◦ h(b, (y1, . . . , yn)) = (b, (x1, . . . , xn))

com
n∑
j=1

A−1
ij (b)yj.

Como a inversão de matrizes é contínua, segue que g−1 ◦ f−1 ◦ h é contínua.

Logo h−1 ◦ f ◦ g.

De�nição 2.3.4. Um �brado vetorial Euclidiano ξ é um �brado vetorial munido

de uma função contínua µ : E(ξ) −→ R, chamada de métrica Euclidiana tal que

µ|Fb(ξ) : Fb(ξ) −→ R é uma transformação positiva de�nida e quadrática; isto é, para

todo v ∈ Fb(ξ), temos µ(v) =
m∑
i=1

Li(v)L′i(v), para certos funcionais lineares Li e L′i

de�nidos em Fb(ξ) e
µ(2w)− 2µ(w)

2
> 0, para todo w 6= 0 em Fb(ξ).

Desse modo, v.w =
µ(v + w)− µ(v)− µ(w)

2
de�ne um produto interno em

cada �bra Fb(ξ).

É possível mostrar que todo �brado vetorial sobre um espaço paracompacto

possui uma métrica Euclidiana (vide [12]).

Exemplo 2.3.5. O �brado trivial εnB tem métrica Euclidiana de�nida por:

µ(b, x) =
m∑
i=1

x2
i ,

para todo (b, x) ∈ B × Rn.

Exemplo 2.3.6. O �brado tangente τ(X) de uma variedade diferenciável X é um

�brado Euclidiano, pois X é paracompacto.

Lema 2.3.7. Sejam ξ �brado Euclidiano e η �brado vetorial equivalente a ξ. Então

η também é Euclidiano.
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Dem.: Se η ∼= ξ então existe um homeomor�smo ψ : E(η) −→ E(ξ), tal que

ψ|Fb(η) : Fb(η) −→ Fb(ξ) é isomor�smo para todo b ∈ B, espaço base dos �brados η

e ξ.

Seja µ : E(ξ) −→ R a métrica Euclidiana de ξ. Então µ ◦ ψ : E(η) −→ R é

contínua e µ ◦ ψ|Fb(η) é quadrática de�nida e positiva pois ψ|Fb(η) é linear e µ|Fb(ξ) é

quadrática de�nida e positiva.

Portanto Ψ = µ ◦ ψ é métrica Euclidiana para η e (η,Ψ) é �brado Euclidiano.

2.4 O Pull-Back e a Soma de Whitney

Seja ξ um �brado vetorial sobre B com função projeção π : E(ξ) −→ B.

Considere B̄ ⊂ B subespaço de B e Ē = π−1(B̄).

Então, π|Ē : Ē −→ B̄ é contínua e assim obtemos um novo �brado vetotrial de

mesma dimensão que ξ, com espaço base B̄, função projeção π|Ē e com �bra Fb(ξ).

Tal �brado é chamado de �brado restrição de ξ sobre B̄ e será denotado por

ξ|B̄.

Observe que se (U, φ) é um sistema de coordenadas local de ξ, então (U∩B̄, φ̄),

com φ̄ : (U ∩ B̄) × Rn −→ π−1|B̄(U ∩ B̄) é um sistema de coordenadas local para

ξ|B̄.

Considere ξ �brado vetorial, de dimensão n, sobre B e f : B′ −→ B uma

função contínua. Sejam E = {(b, e) ∈ B′ × E(ξ)|f(b) = pξ(e)} e p : E −→ B dada

por p(b, e) = b.

Então se f̄ : E −→ E(ξ) é de�nida por f̄(b, e) = e, segue que o diagrama

abaixo comuta:

E

p

��

f̄ // E(ξ)

pξ
��

B′
f
// B
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De�na em Fb(ξ) as operações:

1. (b, e) + (b, f) = (b, e+ f), ∀f, e ∈ Ff(b)(ξ);

2. α(b, e) = (b, αe), ∀e ∈ Ff(b)(ξ) e α ∈ R.

Se (U, φ) é um sistema de coordenadas local para ξ, então considere (Ū , φ̄)

tal que Ū = f−1(U) e φ̄ : Ū × Rn −→ p−1(Ū) é dada por φ̄(b, x) = (b, h(f(b), x)).

Temos que φ̄ é homeomor�smo e, desse modo, obtemos um novo �brado vetorial,

de dimensão n, com espaço total E sobre B, com função projeção p e p−1(b) espaço

vetorial (cujas operações são de�nidas em 1. e 2. acima).

Os pares (Ū , φ̄) formam, assim, um sistema de coordenadas local para este

�brado. Tal �brado é chamado de o pull-back de ξ com relação a f , e será

denotado por f !(ξ).

Observe que f̄ : E −→ E(ξ) leva cada �bra Fb(f
!(ξ)) isomor�camente em

Ff(b)(ξ). Assim f̄ é aplicação de �brados (veja de�nição abaixo).

De�nição 2.4.1. Uma aplicação de �brados é uma função contínua f : E(η) −→

E(ξ), onde η e ξ são �brados vetoriais sobre B e B′ respectivamente, tal que para

cada b ∈ B, existe b′ ∈ B′, único, com f(Fb(η)) = Fb′(ξ) e f |Fb(η) : Fb(η) −→ Fb′(ξ)

é isomor�smo.

Dada uma aplicação de �brados f : E(η) −→ E(ξ) existe uma única aplicação

f̄ : B̄ −→ B′, tal que o diagrama abaixo comuta:

E(η)

pη

��

f // E(ξ)

pξ
��

B
f̄

// B′

Basta de�nir f̄(b) = b′ tal que f(Fb(η)) = Fb′(ξ).

Assim, dado x ∈ E(η), temos que x ∈ Fpη(x)(η) e f(Fpη(x)(η)) = Fb′(ξ), para

certo b′ ∈ B′. Então f̄ ◦ pη(x) = f̄(pη(x)) = b′. Mas f(x) ∈ Fb′(ξ), assim pξ(f(x)) =

b′; logo f̄ ◦ pη(x) = pξ(f(x)).
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Se h é uma aplicação h : B −→ B′ tal que

E(η)

pη

��

f //

	

E(ξ)

pξ
��

B
h

// B′

então dados b ∈ B e 0 ∈ Fb(η) (o vetor nulo), temos que

h(b) = h(pη(0)) = pξ(f(0)) = b′

donde f(Fb(η)) = Fb′(ξ).

Assim h = f̄ , provando a unicidade de f̄ .

A aplicação descrita acima, f̄ , é dita ser coberta pela aplicação de �brado

f , ou dizemos que f cobre f̄ .

Proposição 2.4.2. Seja ξ um �brado vetorial. Então pξ, a aplicação projeção de

ξ, é aberta.

Dem.: Seja (U, φ) um sistema de coordenadas local de ξ. É su�ciente mostrar que

pξ : p−1
ξ (U) −→ U é aberta.

Temos o seguinte diagrama comutativo:

U × Rn

π1
%%

φ // p−1(U)

pξ
��
U

Então se A ⊂ p−1(U) é aberto, segue que φ−1(A) e π1(φ−1(A)) são abertos pois φ é

homeomor�smo e π1 é aplicação aberta.

Como pξ(U) = φ(π1(A)) temos que pξ : p−1
ξ (U) −→ U é aberta.

Corolário 2.4.3. Se f̄ é coberta por uma aplicação de �brados f : E(η) −→ E(ξ),

então f̄ é contínua.

Dem.: Basta notar que

f̄(A) = pη(f
−1(p−1

ξ (A)))
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para todo conjunto aberto A ⊂ B′, B′ espaço base de ξ.

Lema 2.4.4. Seja f̄ : B(η) −→ B(ξ) uma aplicação contínua coberta pela aplicação

de �brados f : E(η) −→ E(ξ). Então, η ∼= f̄ !(ξ).

Dem.: De�na φ : E(η) −→ E(f̄ !(ξ)), dada por φ(x) = (pη(x), f(x)), função

contínua.

Se x ∈ Fb(η), então

φ(x) = (pη(x), f(x)) = (b, f(x)) ∈ Fb(f̄ !(ξ)).

Além disso, se α ∈ R e x, y ∈ Fb(η), então

φ(αx+y) = (b, f(αx+y)) = (b, αf(x)+f(y)) = (b, αf(x))+(b, f(y)) = αφ(x)+φ(y).

Como f |Fb(η) : Fb(η) −→ Fb(ξ) é isomor�smo, segue que φ|Fb(η) também é

isomor�smo entre as �bras Fb(η) e Fb(f̄ !(ξ)).

Assim pelo Lema 2.3.3, η ∼= f̄ !(ξ).

Sejam η1 e η2, dois �brados vetoriais sobre B1 e B2 respectivamente.

O �brado produto cartesiano η1 × η2 é formado pelo espaço total E(η1 ×

η2) = E(η1)× E(η2), com espaço base B1 ×B2 e função projeção:

p : E(η1 × η2) −→ B1 ×B2

dada por p(x, y) = (pη1(x), pη2(y)).

Cada �bra p−1(b1, b2) = Fb1(η1)×Fb2(η2) tem as seguintes operações de espaço

veotorial real:

1. (v, w) + (v′, w′) := (v + v′, w + w′), ∀(v, w), (v′, w′) ∈ Fb1(η1)× Fb2(η2);

2. α(v, w) := (αv, αw),∀(v, w) ∈ Fb1(η1)× Fb2(η2) e ∀α ∈ R.

Assim, a �bra p−1(b1, b2) é a soma direta Fb1(η1)⊕Fb2(η2) dos espaços vetoriais

Fb1(η1) e Fb2(η2).
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Se (U, φ) e (V, ψ) são sistemas de coordenadas locais de η1 e η2 respectivamente,

então (U × V, φ× ψ), onde φ× ψ : (U × V )×Rn+m −→ p−1(U × V ) é de�nida por

φ× ψ((a, b), v) = (φ(a, (v1, . . . , vn)), ψ(b, (vn+1, . . . , vn+m)))

é um sistema de coordenadas local para η1 × η2.

De�nição 2.4.5. Considere ξ e η dois �brados vetoriais sobre B. Seja d : B −→

B ×B, a aplicação diagonal d(b) = (b, b).

O �brado pull-back d!(ξ × η) sobre B é chamado de soma de Whitney de

ξ e η e será denotado por ξ ⊕ η.

Note que cada �bra Fb(ξ ⊕ η) é isomorfa à soma direta Fb(ξ)⊕ Fb(η).

Além disso, o espaço total da soma de Whitney ξ ⊕ η é o conjunto

E(ξ ⊕ η) = {(b, (v, w))|(v, w) ∈ Fb(ξ)⊕ Fb(η)}

e sua função projeção p : E −→ B é dada por p(b, (v, w)) = b.

2.5 O �brado normal de uma imersão

De�nição 2.5.1. Dizemos que o �brado ξ é sub�brado de η e denotamos por ξ ⊂ η,

se:

1. ξ e η têm o mesmo espaço base B;

2. E(ξ) ⊂ E(η);

3. Para todo b ∈ B, temos Fb(ξ) é subespaço de Fb(η).

Lema 2.5.2. Sejam s1, . . . , sn seções cruzadas de um �brado ξ e α1, . . . , αn : B −→

R funções contínuas. Então a função c : B −→ E(ξ) dada por c(b) =
n∑
i=1

αi(b)si(b)

é contínua.

Além disso, m : R×E(ξ) −→ E(ξ), dada por m(r, x) = rx também é contínua.

(rx é a multiplicação por escalar de r por x em Fpξ(x)(ξ))
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Dem.: Sejam b0 ∈ B e (U, h) um sistema de coordenadas local de ξ com b0 ∈ U e

h : U × Rm −→ p−1
ξ (U) e h−1(b) = (b, h−1

2 (b)).Então

c(b) = h(b,
n∑
i=1

αi(b)h
−1
2 (si(b)))

e

m(r, b) = h(b, rh−1
2 (b))

para todo b ∈ U e todo r ∈ R.

Assim c|U e m|R×U são contínuas, donde segue o resultado.

Corolário 2.5.3. Se s, v são seções cruzadas de um �brado Euclidiano ξ com

métrica Euclidiana µ então α : E(ξ) −→ R, dada por

α(x) = s(x).v(x) =
µ(s(x) + v(x))− µ(s(x))− µ(v(x))

2

é contínua.

Seja ξnB, �brado trivial n-dimensional sobre B, com E(ξnB) = B ×Rn e função

projeção p(b, x) = b.

De�na para cada i = 1, . . . , n, a aplicação si : B −→ B × Rn dada por

si(b) = (b, ei) (ei é o i-ésimo vetor da base canônica de Rn). Claramente, s1, . . . , sn

são seções cruzadas linearmente independentes de ξnB.

Consequentemente, todo �brado trivial n-dimensional admite n seções cru-

zadas linearmente independentes. Como todo �brado trivial é Euclidiano, dadas

s1, . . . , sn seções cruzadas l.i, podemos aplicar o processo de ortogonalização de

Gram-Schmidt em {s1(b), . . . , sn(b)} para cade b, obtendo uma nova sequência de

seções cruzadas s′1, . . . , s
′
n de tal forma que {s′1(b), . . . , s′n(b)} é conjunto ortogonal,

para todo b. Neste caso, dizemos que s′1, . . . , s
′
n são seções cruzadas ortogonais.

Lema 2.5.4. Se ξ1 e ξ2 são sub�brados de η, tal que Fb(η) = Fb(ξ1)⊕Fb(ξ2), então

η ∼= ξ1 ⊕ ξ2.

43



Dem.: De�na φ : E(ξ1 ⊕ ξ2) −→ E(η) dada por φ(b, (v, w)) = v + w função

contínua tal que φ|Fb(ξ1⊕ξ2) é isomor�smo entre as �bras passando por b de ξ1 ⊕ ξ2 e

η. Pelo Lema 2.3.3 segue o resultado.

Seja η um �brado Euclidiano n-dimensional sobre B e ξ ⊂ η sub�brado m-

dimensional de η.

Construiremos um novo �brado, denotado por ξ⊥, chamado de complemento

ortogonal de ξ em η de tal forma que ξ ⊕ ξ⊥ ∼= η.

Para isto, considere E(ξ⊥) =
⋃
b∈B

Fb(ξ
⊥), onde cada Fb(ξ⊥) é o subespaço de

Fb(η) formado pelos vetores w ∈ Fb(η), tais que w.v = 0, para todo v ∈ Fb(ξ), isto

é, Fb(ξ⊥) é o complemento ortogonal do subespaço Fb(ξ). A função projeção de ξ⊥

é pξ|E, assim as �bras de ξ⊥ são exatamente o espaço complemento ortogonal de

Fb(ξ), logo tal �brado tem dimensão n−m. Para mostrar a existência dos sistemas

de coordenadas locais temos o seguinte

Teorema 2.5.5. Para cada b0 ∈ B exitem V vizinhança aberta de b0 e

h : V × Rn−m −→ p−1
η (V )

homeomor�smo.

Dem.: Seja b0 ∈ B. Escolha um aberto A de B tal que b0 ∈ A, ξ|A e η|A sejam

�brados triviais.

Considere s1, . . . , sm seções cruzadas ortogonais de ξ|A e v1, . . . , vn seções cru-

zadas ortogonais de η|A. Seja

A = [si(b0).vj(b0)]ij.

Então as linhas de A, Li = (si(b0).vj(b0))j são linearmente independentes, pois

α1, . . . αm ∈ R e
n∑
i=1

αiLi = 0 então obtemos que

( n∑
i=1

αisi(b0)
)
.vj = 0
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para todo j, o que implica em
n∑
i=1

αisi(b0) = 0 e assim α1, . . . αm = 0, já que

s1(b0), . . . , sm(b0) são l.i.

Desse modo A tem posto m, e podemos reenumerar, se necessário, as seções

cruzadas vj, de tal forma que as m primeiras colunas de A sejam l.i.

Como cada componente de A(b), si(b).vj(b) é contínua em b, segue que existe

V ⊂ A, aberto, tal que b0 ∈ V e para todo b ∈ V as m primeiras colunas de A(b)

são l.i.

Assim s1(b), . . . sm(b), vm+1(b), . . . , vn(b) são n vetores linearmente indepen-

dentes para todo b ∈ V , pois caso contrário, existe b′ tal que as m linhas da

submatriz de A(b′) formada pelas linhas de A(b′) e pelas m primeiras colunas de

A(b′), seriam linearmente dependentes o que não é possível pois suas m colunas

são l.i. Aplicando o processo de ortogonalização de Gram-Schmidt para os veto-

res s1(b), . . . sm(b), vm+1(b), . . . , vn(b) para cada b, obtemos uma nova sequência de

seções cruzadas ortogonais s1, . . . sm, v
′
m+1, . . . , v

′
n.

De�na h : V × Rn−m −→ p−1
η (V ) por

h(b, x) = x1v
′
m+1(b), . . . , xn−mv

′
n(b)

com inversa dada por

h−1(e) =
(
pη(e), (e.v

′
m+1(pη(e)), . . . , e.v

′
n(pη(e)))

)
ambas funções contínuas em vista do Lema 2.5.2.

Sejam f : Mm −→ Nn uma imersão entre duas variedades diferenciáveis Mm

e Nn, e τ(M) e τ(N) os respectivos �brados tangentes.

Usando o fato de que f ′(p) é injetora, para todo p ∈ M , podemos considerar

cada �bra Fb(τ(M)) como um subespaço de Fb(f !(τ(N))) de tal modo que o �brado

tangente de M se realiza como sub�brado do pull-back do �brado tangente de N

por f . Como f !(τ(N)) é Euclidiano, pois M é paracompacto, podemos de�nir o

complemento ortogonal de τ(M) em f !(τ(N)). Tal �brado é chamado de o �brado

normal da imersão f e será denotado por νf .
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Note que τ(M)⊕ νf ∼= f !(τ(N)).
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Capítulo 3

Classes de Stiefel-Whitney e

resultados de não imersão

Iniciaremos este capítulo apresentando, axiomaticamente, as classes de

Stiefel-Whitney dos �brados vetoriais sobre espaços base paracompactos.

3.1 Classes de Stiefel-Whitney

Para cada �brado vetorial ξ sobre um espaço base paracompacto B, existe um

único elemento em H∗(B) (anel de cohomologia singular de B com coe�cientes em

Z2) denotado porW (ξ), chamado de classe total de Stiefel-Whitney do �brado

ξ, satisfazendo as seguintes quatro propriedades:

1. Se ξ é um �brado vetorial de dimensão n, então

W (ξ) = w0(ξ) + w1(ξ) + . . .+ wn(ξ) ∈ H∗(B),

com w0 = 1, unidade do anel de cohomologia H∗(B) e wi(ξ) = 0, ∀i > n.

Cada wi(ξ) é chamado de classe de Stiefel-Whitney de grau i.

2. Seja f̄ : B1 −→ B2 uma aplicação contínua coberta pela aplicação de �brados

f : E(ξ) −→ E(η), ξ e η �brados vetoriais sobre B1 e B2 respectivamente.
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Então:

W (ξ) = f̄ ∗(W (η)).

3. Se ξ e η são �brados vetoriais com mesmo espaço base, então:

W (ξ ⊕ η) = W (ξ)W (η).

4. A classe total de Stiefel-Whitney do �brado linha canônico γ1
1 sobre RP

1 = G1,1

é W (γ1
1) = 1 + a, onde a é o elemento não nulo de H1(RP1).

Vejamos algumas consequências de tal de�nição.

Lema 3.1.1. Se ξ ∼= η então W (ξ) = W (η).

Dem.: Sejam ξ : E(ξ)
p→ B e η : E(η)

p′→ B. Se ξ ∼= η então existe um

homeomor�smo f : E(ξ) −→ E(η) tal que o diagrama abaixo é comutativo:

E(ξ)

p

��

f // E(η)

p′

��
B

idB
// B

Assim, pelo Axioma 2, temos que W (ξ) = id∗(W (η)) = W (η).

Lema 3.1.2. Se f̄ : B1 −→ B é uma função contínua e η é um �brado sobre B

então:

W (f !(η)) = f̄ ∗(W (η)).

Dem.: De�na π : E(f̄ !(η)) −→ E(η), por π(b, x) = b. Então π é uma aplicação de

�brados, e temos o seguinte diagrama comutativo:

E(f !(η))

p

��

π // E(η)

pη

��
B1

f̄
// B

Assim f̄ é coberta por π e pelo axioma 2. obtemos W (f !(η)) = f̄ ∗(W (η)).
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Lema 3.1.3. Se ε é o �brado trivial sobre B, então W (ε) = 1.

Dem.: Vamos mostrar que W (εnB) = 1.

Considere o �brado α : {0} ×Rn π1→ {0} o �brado trivial de dimensão n com espaço

base {0}.

De�na c : B −→ {0}, função constante. Então c!(α) = η, assim

W (η) = W (c!(α)) = c∗(W (α)).

Mas como W (α) ∈ H∗({0}) = Z2 e W (α) 6= 0, segue que W (η) = 1.

A classe total de Stiefel-Withney de qualquer �brado vetorial ξ é inversível (no

anel H∗(B(ξ))). O elemento inverso de W (ξ) será chamado de a classe dual de

Stiefel-Whitney de ξ e será denotado por W (ξ).

Lema 3.1.4. Seja γ1
n o �brado linha canônico sobre RPn. Então W (γ1

n) = 1 + a,

com a 6= 0, a ∈ H1(RPn).

Dem.: Considere a função j : RP1 −→ RPn, dado por j([x]) = i([x]), onde x ∈ R2

vetor não nulo e i : R2 −→ Rn+1, i(x, y) = (x, y, 0). Temos que i([x]) é uma reta

passando por 0 em Rn+1, pois i é uma transfomação linear injetiva e [x] é subespaço

de R2 unidimensional.

De�na f : E(γ1) −→ E(γ1
n) por f(X, v) = (j(X), i(v)). Assim temos que f é

aplicação de �brados e cobre j, pois

E(γ1)

	pγ1
��

f // E(γ1
n)

p
γ1n

��
RP1

j
// RPn

Portanto W (γ1) = W (j!(γ1
n)) = j∗(W (γ1

n)). e assim w1(γ1) = j∗(w1(γ1
n)) 6= 0.

Logo W (γ1
n) = 1 + a.

Observação 3.1.5. Seja R∞ o espaço vetorial formado por todas as sequências

x = (x1, . . . , xn, . . .)
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de números reais tais que: existe um número inteiro k ≥ 0 com xi = 0 para todo

i ≥ k.

Dado um inteiro n ≥ 1 o subespaço de R∞ formado por todas as sequências

x = (x1, . . . , xn, 0, 0, . . .)

é isomorfo a Rn, e desse modo podemos identi�car Rn com tal subespaço e assim

Rn ⊂ R∞.

Considere Gn(R∞), o conjunto de todos os subespaços n-dimensionais de R∞.

É fácil ver que Gn(Rn+k) ⊂ Gn(R∞) para todo k ≥ 1.

Em Gn(R∞) de�na a topologia formada por todos os subconjuntos Y de

Gn(R∞) tais que Y ∩Gn(Rn+k) é aberto em Gn(Rn+k) para todo k. O espaço Gn(R∞)

é chamado de espaço de Grassmann in�nito.

É possível construir um �brado vetorial sobre Gn(R∞), chamado de �brado

universal, denotado por γn, com espaço total E(γn) = {(Y, v) ∈ Gn(R∞)×R∞|v ∈

Y } com função projeção π : E(γn) −→ Gn(R∞) dada por π(Y, v) = Y e cujas �bras

π−1(v) possuem estrutura de espaço vetorial herdadas de Y .

Teorema 3.1.6. Para cada �brado vetorial n-dimensional η sobre um espaço para-

compacto B, existe

f : B −→ Gn(R∞),

aplicação contínua com f !(γn) ∼= η.

Se f, g : B −→ Gn(R∞) são cobertas por uma aplicação de �brados de E(η)

em E(γn) então f !(γn) ∼= g!(γn).

A demonstração deste "Teorema de classi�cação" pode ser vista em [2].

Com este Teorema é possível "de�nir"as classes de Stiefel-Whitney conforme feito

em [12].
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3.2 Resultados de não imersão

Sejam Mn uma variedade e f : Mn −→ Rn+k uma imersão. Então, νf ⊕

τ(X) ∼= εn+k (�brado trivial), pois o �brado tangente de Rn+k é trivial. Assim

W (τ(M)) = W (νf ), donde w̄i(τ(M)) = 0 ∀i > k. Desse modo, para mostrar que

uma determinada variedade Mn não imerge em Rn+k, para certo k ≥ 0, basta

mostrar que w̄j(τ(M)) 6= 0 para certo j > k.

Esta técnica para decidir se Mn não imerge em Rn+k será utilizada com

frequência nos próximos resultados.

Teorema 3.2.1. Sejam τ o �brado tangente de RPn = G1,n, ε1 o �brado linha trivial

sobre RPn e γ1
n o �brado linha canônico sobre RPn. Então:

τ ⊕ ε1 ∼= (n+ 1)γ1
n

Dem.: [2] página 45

Corolário 3.2.2. W (τ) = (1 + a)n+1

Dem.: Temos τ ⊕ ε1 ∼= (n+ 1)γ1
n, o que implica em

W (τ ⊕ ε1) = W ((n+ 1)γ1
n)⇒ W (τ)⊕W (ε1) = W (γ1

n)n+1 ⇒ W (τ) = (1 + a)n+1.

Teorema 3.2.3. Se RP2r , r ≥ 0, pode ser imerso em R2r+k, para certo k, então

k ≥ 2r − 1.

Dem.: Seja νf o �brado normal da imersão f : RP2r −→ R2r+k.

Como τ(R2r+k) é trivial, segue que νf⊕τ(RP2r) ∼= εn+k (�brado trivial). Assim

W (τ(RP2r)) = W (νf ). Além disso

W (RP2r) = (1 + a)2r+1 = (1 + a)2r(1 + a) =

= (1 + a2r)(1 + a) = 1 + a+ a2r + a2r+1 = 1 + a+ a2r .
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Assim W (τ(RP2r)) = 1 + a+ . . .+ a2r−1, pois (1 + a+ . . .+ a2r−1)(1 + a+ a2r) = 1.

Como a dimensão do �brado νf é k, W (νf ) = 1 + a + . . . + a2r−1 e ai 6= 0,

∀i = 1, . . . , 2r − 1, segue que devemos ter k ≥ 2r − 1.

O Teorema acima nos diz que RP2r não pode imergir em R2r+k para 0 ≤ k <

2r − 1. Por sua vez, Whitney mostrou que toda variedade suave com dimensão n

maior que 1 pode ser imersa em R2n+1. Logo 2r+1 − 1 é a menor dimensão m, tal

que RP2r imerge em Rm.

3.3 Sobre H∗(Gk,n)

Nesta seção, reunimos alguns resultados sobre o anel de cohomologia da varie-

dade Grassmaniana Gk,n com coe�cientes em Z2 utilizando os símbolos de Schu-

bert (vide [10]).

De�na, para cada i = 1, . . . , n+ k, o subespaço Ri = [e1, . . . , ei] ⊂ Rn+k, onde

{e1, . . . , en+k} é a base canônica de Rn+k.

Dada uma sequência de números inteiros

0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ak ≤ n,

considere o conjunto C(a1, . . . , ak) = {X ∈ Gk,n| dim(X ∩Rai+i) ≥ i,∀i = 1, . . . , k}.

O conjunto C(a1, . . . , ak)\∂C(a1, . . . , ak) forma uma célula aberta de dimensão
k∑
i=1

ai em Gk,n (vide [2] para maiores detalhes). Munido da coleção dessas células,

Gk,n é um C-W complexo.

Além disso, toda cadeia em Gk,n (com tal estrutura celular) é homóloga a

uma combinação linear dessas células, quando consideradas como cadeias, que serão

denotadas por [a1, . . . , ak], isto é, dada qualquer cadeia c ∈ Cp(Gk,n) temos c −∑
[a1, . . . , ak] = ∂(c′) para certa cadeia c′.

Tais cadeias são chamadas de cadeias de Schubert.
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Denotaremos por (a1, . . . , ak) a cocadeia tal que:

(a1, . . . , ak)[a1, . . . , ak] = 1

e

(a1, . . . , ak)[x1, . . . , xk] = 0,

para toda cadeia [x1, . . . , xk] 6= [a1, . . . , ak].

Como mencionado em [10], Ehresmann provou que as cadeias de Schubert

(cocadias de Schubert) são ciclos (cociclos). Deste resultado segue que o conjunto

de todos os cociclos de Schubert (a1, . . . , ak), 0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ak ≤ n forma uma

base para o Z2-espaço vetorial Hs
c (Gk,n,Z2), com s =

k∑
i=1

ai. Usando certo isomor-

�smo de Hs
c (Gk,n,Z2) e Hs(Gk,n,Z2), fazemos a identi�cação de Hs

c (Gk,n,Z2) com

Hs(Gk,n,Z2) e usamos a mesma notação para os cociclos de Schubert.

S.S. Chern determinou, em [10] e [11], a seguinte fórmula de multiplicação dos

cociclos de Schubert no anel de cohomologia H∗(Gk,n,Z2):

(a1, . . . , ak)(0, . . . , 0, h) =
∑

(b1, . . . , bk),

onde
∑

(b1, . . . , bk) é a soma de todos os cociclos de Schubert da forma (b1, . . . , bk)

tais que:

0 ≤ b1 ≤ . . . ≤ bk ≤ n

ai ≤ bi ≤ ai+1,∀i = 1, . . . , k, onde ak+1 = n.
k∑
i=1

ai + h =
k∑
i=1

bi.

Chern também observou que, sendo w1, . . . , wk as classes de Stiefel-Whitney

do �brado canônico sobre Gk,n, tem-se

wi = (0, . . . , 0, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
i

), 1 ≤ i ≤ k e w̄i = (0, . . . , 0, i).

Se a sequência de inteiros a1, . . . , ak não satisfaz a relação 0 ≤ a1 ≤ . . . ≤ ak ≤

n, então convencionamos que (a1, . . . , ak) representará 0 no anel de cohomologia

H∗(Gk,n,Z2).
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3.4 Resultados de não imersão de G2,n

Conforme anunciamos na Introdução, apresentaremos um estudo detalhado de

um resultado provado por V. Oproiu em [14]:

Teorema 3.4.1. Seja n > 1 um natural e considere s = 2r tal que s ≤ 2n < 2s.

Então:

1. G2,n não imerge em R2s−3, para n 6= s− 1;

2. G2,s−1 não imerge em R3s−3.

Lema 3.4.2. (a1, . . . , ak) = det[(0, . . . , 0, ai + i− j)]ij, 1 ≤ i, j ≤ k.

Dem.: Provemos o caso k = 2 (o caso geral pode ser feito por indução em k).

(a1, a2) =

∣∣∣∣∣∣ (0, a1) (0, a1 − 1)

(0, a2 + 1) (0, a2)

∣∣∣∣∣∣
Se a1 − 1 < 0 ou a2 > n então a1 = 0 ou a2 = n. Assim∣∣∣∣∣∣ (0, a1) (0, a1 − 1)

(0, a2 + 1) (0, a2)

∣∣∣∣∣∣ = (0, a1)(0, a2).

Caso a1 = 0, temos (0, a1)(0, a2) = (0, 0)(0, a2) = (0, a2) = (a1, a2).

Caso a2 = n então (0, a1)(0, a2) =
∑

0≤b≤a1
k+a1−b≤n

(b, k + a1 − b) = (a1, n) = (a1, a2).

Logo, a fórmula é válida para os casos particulares a1 = 0 e a2 = n.

Para os outros casos temos:∣∣∣∣∣∣ (0, a1) (0, a1 − 1)

(0, a2 + 1) (0, a2)

∣∣∣∣∣∣ = (0, a1)(0, a2)− (0, a1 − 1)(0, a2 + 1) =

∑
0≤b≤a1

(b, a1 + a2 − b)−
∑

0≤b≤a1−1

(b, a1 + a2 − b) = (a1, a2).

Logo

(a1, a2) =

∣∣∣∣∣∣ (0, a1) (0, a1 − 1)

(0, a2 + 1) (0, a2)

∣∣∣∣∣∣ .
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De agora em diante, γ denotará o �brado canônico 2-dimensional sobre G2,n,

τ denotará o �brado tangente τ(G2,n) e W (γ) = 1 + w1 + w2.

Lema 3.4.3. Para todo h ≥ 0, temos:

1. wh2 = (1, 1)h = (h, h);

2. wh1 = (0, 1)h =
∑

0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
(i, h− i);

3. w̄h =
∑

0≤2k≤h

(
h− k
k

)
wk2w

h−2k
1 .

Dem.: Demonstraremos os dois primeiros itens usando indução em h.

1. Para h = 0, w0
2 = 1 = w̄0 = (0, 0).

Suponha que wh2 = (1, 1)h = (h, h). Então

wh+1
2 = (1, 1)(h, h) =

∣∣∣∣∣∣(0, 1) (0, 0)

(0, 2) (0, 1)

∣∣∣∣∣∣ (h, h) =

(0, 1)2(h, h)−(0, 2)(h, h) = (h+1, h+1)+(h, h+2)−(h, h+2) = (h+1, h+1).

Portanto wh2 = (1, 1)h = (h, h).

2. Para h = 0, wh1 = (0, 1)h =
∑

0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
(i, h− i) = (0, 0) = 1 = w0

1.

Suponha que wh1 = (0, 1)h =
∑

0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
(i, h− i).

Como (0, 1)(i, h− i) =
∑

0≤b≤h−1

(b, b− i), temos

wh+1
1 = (0, 1)wh1 =

∑
0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
(0, 1)(i, h− i).

Mas, pela fórmula de multiplicação (0, 1)(i, h− i) = (i, n+1− i)+(i+1, n− i).

Então
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∑
0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
(0, 1)(i, h− i) =

∑
0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
((i, n+ 1− i) + (i+ 1, n− i)) =

=
∑

0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
(i, n+ 1− i) +

∑
0≤2i≤h−1

(
h+ 1

i

)
(i+ 1, n− i) =

=
∑

0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
(i, n+ 1− i) +

∑
2≤2i≤h+1

(
h+ 1

i− 1

)
(i, n+ 1− i) =

=
∑

0≤2i≤h+1

(
h+ 2

i

)
(i, n+ 1− i).

Logo wh1 = (0, 1)h =
∑

0≤2i≤h

(
h+ 1

i

)
(i, h− i), ∀h ≥ 0.

3. Para h = 0, temos
∑

0≤2k≤h

(
h− k
k

)
wk2w

h−2k
1 = w0

2w
0
1 = 1.

Suponha w̄h−1 =
∑

0≤2k≤h−1

(
h− 1− k

k

)
wk2w

h−1−2k
1 e

w̄h =
∑

0≤2k≤h

(
h− k
k

)
wk2w

h−2k
1 , h ≥ 1.

Pelo Lema 1.2.1, obtemos que

w̄h+1 = w1w̄h + w2w̄h−1 =

=
∑

0≤2k≤h

(
h− k
k

)
wk2w

h−2k+1
1 +

∑
0≤2k≤h−1

(
h− 1− k

k

)
wk+1

2 wh−1−2k
1 =

=
∑

0≤2k≤h

(
h− k
k

)
wk2w

h−2k+1
1 +

∑
2≤2k≤h+1

(
h− k
k − 1

)
wk2w

h−2k+1
1 =

=
∑

0≤2k≤h+1

(
h+ 1− k

k

)
wk2w

h+1−2k
1 .

Portanto vale w̄h =
∑

0≤2k≤h

(
h− k
k

)
wk2w

h−2k
1 .
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Observação 3.4.4. Sejam ξ e η dois �brados vetoriais sobre B. O �brado dual

de η, denotado por η∗, tem como espaço total a união disjunta E =
⊔
b∈B

Fb(η)∗, onde

Fb(η)∗ é o dual do espaço vetorial Fb(η), sua função projeção é p : E −→ B dada

por p(b, x) = b e cada �bra p−1(b) = Fb(η)∗ (vista como espaço vetorial).

A topologia em E e a construção de um sistema de coordenadas local para η∗

pode ser vista em [2].

Analogamente o �brado produto tensorial ξ⊗η é um �brado no qual E(ξ⊗

η) =
⊔
b∈B

(
Fb(ξ) ⊗ Fb(η)

)
e p : E −→ B dada por p(b, x) = b sua função projeção.

Também é possível de�nir uma topologia em E(ξ ⊗ η) e construir um sistema de

coordenadas local para ξ ⊗ η, vide [2].

O �brado tangente τ(G2,n) pode ser obtido através dos �brados γ e γ∗ a partir

da fórmula

τ ⊕ (γ ⊗ γ∗) = (2 + n)γ,

demonstrada em [9],[15] e [13].

Desta fórmula obtemos que W (τ)W (γ⊗γ∗) = W (γ)n+2, donde, usando o fato

de que W (γ ⊗ γ∗) = (1 + w1)2 chegamos a equação

W (τ)(1 + w1)2 = (1 + w1 + w2)n+2.

Seja r o inteiro tal que 2r ≤ 2n < 2r+1. Então

(1 + w1 + w2)2r+1

= 1 + w2r+1

1 + w2r+1

2 = 1

pois w2r+1

1 ∈ H2r+1
(G2,n,Z2) = 0 e w2r+1

2 ∈ H2r+2
(G2,n,Z2) = 0. Também temos:

W (τ)(1 + w1)2 = (1 + w1 + w2)n+2 ⇒ W (τ)(1 + w1)2(1 + w1 + w2)2r+1−n−2 = 1.

Assim W (τ) = (1 + w1)2(1 + w1 + w2)2r+1−n−2.

Neste ponto, convém enunciar o Teorema de Lucas: Sejam n =
r∑
i=0

ni2
i e

m =
s∑
j=0

mj2
j dois números inteiros positivos com 0 ≤ ni,mj ≤ 1. Então

(
n

m

)
é

impar se, e somente se, {bj2j | j = 0, . . . , s} ⊂ {ai2i | i = 0, . . . , r}.
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Assim, temos pelo Lema 3.4.3 que:

w̄s−1 =
∑

0≤2k≤s−1

(
s− 1− k

k

)
wk2w

s−1−2k
1 = ws−1

1 ,

pois pelo Teorema de Lucas

(
s− 1− i

i

)
=

(
2r − 1− i

i

)
=

(
1 + . . .+ 2r−1 − i

i

)
=

0, já que nenhum termo da expansão diádica de i ocorre em 1 + . . .+ 2r−1 − i para

0 < i < s− 1.

Além disso ws1 =
∑

0≤2i≤h

(
s+ 1

i

)
(i, h−i) = (0, s)+(1, s−1), pois

(
2r + 1

i

)
= 0

para 0 < i < s.

3.5 Demonstração do Teorema 3.4.1

Suponha que 2r−1 ≤ n < s− 1 e p = s− n. Então 1 < p ≤ 2r−1 e n = s− p.

Das seções anteriores obtemos que:

W (G2,n) = (1 + w1)2(1 + w1 + w2)2s−n−2 = (1 + w1)2(1 + w1 + w2)p+s−2 =

= (1 + w1)2(1 + w1 + w2)p−2(1 + w1 + w2)s.

De acordo com Lema 3.4.3 ws1 = (0, s) e ws2 = (1, s − 1). Como n < s − 1,

segue que ws1 = ws2 = 0 e (1 + w1 + w2)s = 1, donde

W (G2,n) = (1 + w1)2(1 + w1 + w2)p−2.

Mas

W (G2,n) = (1 + w1)2((1 + w1) + w2)p−2 =

p−2∑
j=0

(
p− 2

j

)
(1 + w1)j+2wp−2−j

2 =

p−2∑
j=0

[(p− 2

j

)( 2+j∑
i=0

(
2 + j

i

)
wi1w

p−2−j
2

)]
=

p−2∑
j=0

2+j∑
i=0

(
p− 2

j

)(
2 + j

i

)
wi1w

p−2−j
2 .

O termo w̄2p−2(G2,n) aparece no somatório acima quando 2p−4−2j+i = 2p−2,

isto é i = 2(j + 1), mas como 0 ≤ i ≤ 2 + j, segue que j = 0 e i = 2.
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Assim w2p−2(G2,n) =

(
p− 2

0

)(
2

2

)
w2

1w
p−2
2 = w2

1w
p−2
2 = (0, 1)2(p− 2, p− 2).

Pelas fórmulas de multiplicação dos cociclos de Schubert temos

(0, 1)2(p− 2, p− 2) = (0, 1)((0, 1)(p− 2, p− 2)) =

= (0, 1)(p− 2, p− 1) = (p− 1, p− 1) + (p− 2, p) 6= 0,

pois 0 ≤ p− 1 ≤ 2r−1 ≤ n. Portanto, G2,n não pode imergir em R2n+2p−3 = R2s−3 o

que mostra o item 1.

Suponha n = s− 1. Então

W (G2,n) = W (G2,s−1) = (1 + w1)2(1 + w1 + w2)s−1 =

= (1 + w1)2

s−1∑
h=0

(
s− 1

h

)
(1 + w1)hws−1−h

2 .

Pelo Teorema de Lucas, temos

(
s− 1

h

)
=

(
2r − 1

h

)
≡ 1(mod 2), para todo

0 ≤ h ≤ s− 1, assim, segue que

(1 + w1)2

s−1∑
h=0

(
s− 1

h

)
(1 + w1)hws−1−h

2 =
s−1∑
h=0

(1 + w1)h+2ws−1−h
2 =

=
s−1∑
h=0

h+2∑
j=0

(
h+ 2

j

)
wj1w

s−1−h
2 =

s−1∑
i=0

s+1−i∑
j=0

(
s+ 1− i

j

)
wj1w

i
2.

Para cada 0 ≤ i ≤ s− 1, o termo homogêneo wj1w
i
2 do somatório

s+1−i∑
j=0

(
s+ 1− i

j

)
wj1w

i
2

atinge grau k (0 ≤ k ≤ 2n = 2(s− 1)) quando j = k− 2i, mas como j ≥ 0, devemos

ter que 0 ≤ i ≤ k
2
.

Assim temos:

w̄k(G2,s−1) =
∑

0≤2i≤k

(
s+ 1− i
k − 2i

)
wk−2i

1 wi2,

onde, por convenção,

(
s+ 1− i
k − 2i

)
= 0 se k − 2i > s+ 1− i.
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Em particular, para k = s, temos

w̄s(G2,s−1) =
∑

0≤2i≤s

(
s+ 1− i
s− 2i

)
ws−2i

1 wi2.

Como

(
s+ 1− i
s− 2i

)
=

(
s+ 1− i

s+ 1− i− (i+ 1)

)
=

(
s+ 1− i
i+ 1

)
, segue que

w̄s(G2,s−1) =
∑

0≤2i≤s

(
s+ 1− i
i+ 1

)
ws−2i

1 wi2 = ws1 +
∑

2≤2i≤s

(
s+ 1− i
i+ 1

)
ws−2i

1 wi2 =

= (0, s) + (1, s− 1) +
∑

2≤2i≤s

(
s+ 1− i
i+ 1

)
ws−2i

1 wi2 =

= (1, s− 1) +

(
s

2

)
ws−2

1 w2 +
∑

2≤i≤ s
2

(
s+ 1− i
i+ 1

)
ws−2i

1 wi2 =

= (1, s− 1) +
∑

2≤i≤ s
2

(
s+ 1− i
i+ 1

)
ws−2i

1 wi2,

pois

(
s

2

)
= 0 (já que devemos ter s > 2) e (0, s) = 0, pois n = s− 1 < s.

Observe que (1, s − 1) 6= 0 e pelas fórmulas de multiplicação, os elementos

ws−2i
1 wi2 = ws−2i

1 (i, i) (para 1 < i ≤ s
2
) é uma soma, onde só pode ocorrer termos da

forma(j, s− j) com j > 1. Assim w̄s 6= 0.

Portanto, G2,s−1 não pode imergir em R2s−2+s−1 = R3s−3, o que mostra o item

2.

Observação 3.5.1. O resultado obtido no item 2 do Teorema 3.4.1 é o melhor

possível utilizando apenas as Classes de Stiefel-Whitney, isto é

w̄k(G2,s−1) = 0, para todo s < k ≤ 2(s− 1) = 2n.

Suponha k > s = 2r com k = s + 1 + p, para certo p, tal que 0 ≤ p ≤ s − 3.

Então

w̄k(G2,s−1) =
∑

0≤2i≤k

(
s+ 1− i
k − 2i

)
wk−2i

1 wi2

=
∑

0≤2i≤s+1+p

(
s+ 1− i

s+ 1 + p− 2i

)
ws+1+p−2i

1 wi2

=
∑

2p≤2i≤s+1+p

(
s+ 1− i

s+ 1 + p− 2i

)
ws+1+p−2i

1 wi2
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pois, se 2i < 2p segue que

(
s+ 1− i

s+ 1 + p− 2i

)
= 0. Assim

w̄k(G2,s−1) =
∑

2p≤2i≤s+1+p

(
s+ 1− i
i− p

)
ws+1+p−2i

1 wi2

=
∑

0≤2i≤s+1−p

(
s+ 1− p− i

i

)
ws+1−p−2i

1 wp+i2

= wp2
∑

0≤2i≤s+1−p

(
s+ 1− p− i

i

)
ws+1−p−2i

1 wi2

= wp2w̄s+1−p = (p, p)(0, s+ 1− p) = 0

pois (p, p)(0, s+ 1− p) = (p, s+ 1) = 0, já que, neste caso, s+ 1 > n.

Observação 3.5.2. É possível mostrar que se X é uma variedade fechada de di-

mensão n e f : X −→ Rn+k é um mergulho então a classe de Stiefel-Whitney de

grau k do �brado normal do mergulho f , wk(νf ), é zero, vide [2].

Assim, pelo fato de que w̄2p−2(G2,n) 6= 0 e w̄s(G2,s−1) 6= 0 e G2,n é variedade

fechada de dimensão 2n, segue que G2,n não mergulha em R2n+2p−2 = R2s−2 e G2,s−1

não mergulha em R2s−2+s = R3s−2.
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