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Resumo

Nós estudamos o comportamento da energia, para t → ∞, das soluções do

problema de Cauchy para algumas equações estritamente hiperbólicas de segunda

ordem com coe�cientes que oscilam rapidamente.

Palavras-Chave: Equação da Onda. Estimativa da energia. Coe�ciente

oscilante.



Abstract

We study the behavior, as t → ∞, of the energy for the solutions of the

Cauchy problem for some strictly hyperbolic linear second order equations with

coe�cients very rapidly oscillating.

Keywords: Equation of wave. Behaviour of energy. Coe�cient oscillating.
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Introdução

Consideramos o problema de Cauchy em [0,+∞)× R, com u = u(t, x), ∂2
t u− a(t)∂2

xu = 0,

u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x),
(1)

com valor iniciais u0 ∈ Hs(R), u1 ∈ Hs−1(R), s > 0, com a hipótese de hiperbolici-

dade

0 < λ ≤ a(t) ≤ Λ, ∀t. (2)

Observamos que se a(t) é positiva diferenciável com derivada limitada, então

tem-se existência e unicidade local no espaço de Sobolev e, nesse caso, segue-se a

estimativa de energia

Es(u)(t) ≤ Cs,TEs(u)(0), ∀t ∈ [0, T ] (3)

com

Es(u)(t) := ‖u(t)‖2
Hs + ‖∂tu(t)‖2

Hs−1 . (4)

Outra forma de ver o problema (1) é considerar ao invés da continuidade

Lipschitz do coe�ciente a(t), a propriedade de Log-Lip.

Aqui Log-Lip é de�nido por:

De�nição 0.0.1. Seja f : I → R, com I um intervalo, diremos que f é Log-Lip

contínua se ela satisfaz:

viii



SUMÁRIO

‖f‖LL(I) := sup
t,t+τ∈I

0<|τ |<1/2

|f(t+ τ)− f(t)|
|τ ||log|τ ||

< +∞ (5)

Com esta regularidade dos coe�cientes a(t) demonstra-se que (1) é C∞-bem

posto, veja [2].

Além disso a continuidade Log-Lip pode ser pensada como uma hipótese mínima

para a regularidade nos coe�cientes a�m de ter C∞-bem posto para (1). Por exem-

plo, [2] exibe uma situação em que a hipótese Log-Lip não pode ser enfraquecida

para a classe Hölder com exponente menor que 1. Lá, tal exemplo é generalizado,

provando que em geral a hipóteses Log-Lip regularidade não pode se enfraquecida

no sentido especi�cado.

Ao considerar o coe�ciente a(t) em Log-Lip ainda tem-se a estimativa da energia,

mas com perda de derivada, ver [5].

Ou seja, para a solução u e a(t) Log-Lip contínuo, com T > 0, s ∈ R qualquer e

para todo t ∈ [0, T ], tem-se:

Es−βt(u)(t) ≤ C∗s,TEs(u)(0), (6)

com C∗s,T constante que só depende de s, da dimensão n, T e Λ , e β é dado por

β =
1

λ
C∗ ‖a‖LL([0,t]) , (7)

sendo C∗ uma constante positiva que depende apenas de n e λ ( menor cota superior

do coe�ciente a(t)).

Agora se ampliamos o espaço de Log-Lip para o espaço Ω-Log-Lip, ao qual

de�ne-se da seguinte forma.

De�nição 0.0.2. Uma função f : I → R, onde I é um intervalo real, é dita ser

contínua Ω-Log-Lip quando:

‖f‖ΩLL(I) := sup
t,t+τ∈I
0<|τ |<δ

|f(t+ τ)− f(t)|
|τ ||log|τ ||Ω(|τ |)

< +∞.

ix



SUMÁRIO

Aqui Ω satisfaz.

De�nição 0.0.3. Seja a função Ω ∈ C1((0, δ]), para algum δ > 0 ( podemos assumir

sempre que δ < 1/2) , é uma função módulo, se é uma função convexa, positiva,

decrescente tal que

limτ→0+ Ω(τ) = +∞, 0 < −Ω′(τ) ≤ τ−1, Ω(δ) ≥ 1.

Com ajuda destas de�nições, tratamos de responder em parte se existe uma

estimativa global da energia para coe�cientes não Lipschitz. O objetivo da disser-

tação é estudar o comportamento assimptótica da energia no caso de ter-se coe�-

cientes a(t) não diferenciáveis. De fato, demonstraremos que a explosão da energia

no in�nito acontece, e isto independe da regularidade dos coe�cientes. O fato impor-

tante para se ter uma estimativa assintótica da energia no in�nito é o comportamento

oscilante dos coe�cientes.

Para isso construiremos um coe�ciente a(t) tal que acontece a explosão da

solução de (1) em espaços de Sobolev homogêneo. Assim consideraremos dois ca-

sos, na primeira parte os coe�cientes oscilam em uma sequência de intervalos de

compremento 1, na segunda parte os coe�cientes oscilam em uma sequencia de in-

tervalos cujo compremento cresce rapidamente, e em ambos casos tem-se explosão

da energia. A referencia básica é o artigo de F. Colombini(veja [1]).

Mais recentemente F. Hirosawa , ver [8], obterem o seguinte resultado:

Teorema 0.0.4. Para qualquer q < 1, existe um a(t) ∈ C∞([0,∞)) satisfazendo∣∣a(k)(t)
∣∣ ≤ Ck(1 + t)−kq, (8)

para qualquer k ∈ N, tal que a conservação generalizada da energia1, não vale.

Observe que este resultado garante que para funções globalmente Lipschitz,

a energia não é limitada em [0,∞)]. Um exemplo explícito pode ser visto no artigo

de M. Reissing e J. Smith, ver [13].

1GEC quer dizer que tem-se a seguinte estimativa C1E(0) ≤ E(t) ≤ C2E(0)( onde E(t) =

1
2

(
a(t)2 ‖∇u(t, ·)‖2 + ‖∂tu(t, ·)‖2

)
)

1



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo vamos apresentar os fatos básicos necessários a compreensão

dos capítulos subsequentes. Apresentamos os principais resultados da Transfor-

mada de Fourier, de�nimos os espaços de Sobolev e exploramos algumas de suas

propriedades. As referências básicas são [9], [11].

1.1 Notações

1.2 Espaços Lp

Fixemos um espaço de medida (X,M, µ), ou seja, X é um conjunto não-

vazio,M é uma σ − álgebra de subconjuntos de X e µ :M→ [0,∞] uma medida.

Se f é uma função mensurável sobre X e 1 ≤ p <∞, de�nimos

‖f‖Lp =

(∫
X

|f |pdµ
)1/p

Para p =∞, tomamos

‖f‖L∞ = inf {a ≥ 0 : µ({x : |f(x)| > a}) = 0}

2



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

com a convenção de que inf ∅ = ∞, ‖f‖L∞ é chamado supremo essencial de f e

escrevemos

‖f‖L∞ = supessx∈X |f(x)|.

De�nimos

Lp(X,M, µ) = {f : X → C; f é mensurável e ‖f‖Lp <∞} .

Dizemos que duas funções de�nem o mesmo elemento de Lp quando elas

são iguais quase toda a parte. Mediante esta identi�cação, temos que o espaço

Lp(X,M, µ), munido da norma ‖ · ‖Lp , é um espaço de Banach (para a prova, veja

[14], por exemplo).

Recordemos que dois números reais p e p′ satisfazendo
1

p
+

1

p′
= 1, com

p, p′ > 1 são ditos expoentes conjugados. Além disso, 1 e ∞ são conjugados.

Proposição 1.2.1 (Desigualdade de Hölder). Sejam 1 ≤ p, p′ ≤ ∞ expoentes

conjugados. Se f e g são funções mensuráveis sobre X,

‖fg‖L1 ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lp′ (1.1)

Para a demonstração veja [7], pág. 174.

Se p = p′ = 2, (1.1) é conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Proposição 1.2.2 (Desigualdade de Chebyshev). Se f ∈ Lp (1 ≤ p < ∞), então

para todo λ > 0,

µ({x : |f(x)| > λ}) ≤
(
‖f‖Lp
λ

)p
A prova destes dois resultados pode ser encontrada em [7], nas páginas 178

e 185, respectivamente. Enunciamos a seguir uma caracterização da norma em Lp

através de integrais sobre [0,∞):

Teorema 1.2.3. Se p ∈ [1,∞), então para toda função mensurável f sobre (X,M, µ),

‖f‖pLp = p

∫ ∞
0

λp−1µ({x : |f(x)| > λ})dλ

3



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Para a demonstração ver [7], pág. 191.

Será útil, em algumas estimativas, a proposição abaixo e seu respectivo corolário,

que generaliza a idéia da integração com coordenadas polares para Rd. Novamente,

a prova pode ser vista em [7], na página 75.

Proposição 1.2.4. Seja f é uma função mensurável sobre Rd, não-negativa ou in-

tegrável tal que f(x) = g(|x|), para alguma função g em (0,∞). Então∫
Rd
f(x)dx = σ(Sd−1)

∫ ∞
0

g(r)rd−1dr,

onde σ(Sd−1) expressa a medida da área de Sd−1.

Corolário 1.2.5. Seja s ∈ R. Se s > d/2, então∫
Rd

dξ

(1 + |ξ|2)s
<∞.

O seguinte Teorema de Rademacher será utilizado em (4.1).

Teorema 1.2.6. (Teorema de Rademacher) Seja f : Rn → Rm uma função local-

mente Lipschitz. Então f é diferenciável q.t.p.

Para ver a demonstração ver [6].

Seja Ω ⊂ Rd aberto e φ : Ω → C uma função contínua. De�nimos o su-

porte de φ, o qual denotaremos por S(φ), como sendo o fecho em Ω do conjunto

{x ∈ Ω; φ(x) 6= 0} .

De�nição 1.2.7. Seja Ω um aberto de Rn. O conjunto

C∞c (Ω) = {φ : Ω→ C; u ∈ C∞ e S(φ) é compacto}

é o espaço das funções testes.

Para a existência de funções testes não-nulas, será útil a seguinte proposição,

cuja demonstração pode ser vista na página 7 de [9].

4



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Proposição 1.2.8. Seja K um subconjunto compacto de um aberto Ω ⊂ Rd. Existe

ψ ∈ C∞c (Ω) tal que 0 ≤ ψ ≤ 1 e ψ = 1 numa vizinhança de K.

Temos que C∞c (Ω) é um espaço vetorial denso em Lp(Ω), com 1 ≤ p < ∞,

por [7]. Conforme [12], é possível equipá-lo com uma estrutura de espaço vetorial

topológico, não-metrizável, de modo que C∞c (Ω) torne-se um espaço completo. Com

esta estrutura topológica, teremos que uma sequência (φj)j∈N de funções teste con-

verge a zero em C∞c (Ω) se existe um compacto K ⊂ K tal que S(φj) ⊂ Ω, ∀j ∈ N

e, para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m converge uniformemente

a zero quando j →∞.

De�nição 1.2.9. Seja Ω ⊆ Rd aberto. Um funcional linear e contínuo u : C∞c (Ω)→

C é dito uma distribuição em Ω. O espaço das distribuições em Ω se denota com

D′(Ω).

Denotamos o valor da distribuição u na função teste φ por 〈u, φ〉.

Exemplo 1.2.10. Seja f ∈ L1
loc

(Ω) e de�namos o funcional linear

〈Tf , φ〉 =

∫
Ω

f(x)φ(x)dx, φ ∈ C∞c (Ω) (1.2)

Se (φj)j∈N é uma seqüência convergindo a zero em C∞c (Ω), seja K ⊂ Ω compacto

tal que S(φj) ⊂ K. Então

|〈Tf , φj〉| ≤
∫
K

|f(x)||φj(x)|dx

≤ sup
x∈K
|φj(x)|

∫
K

|f(x)|dx j→∞−→ 0

Portanto, a expressão (1.2) de�ne uma distribuição em Ω . Também, se f, g ∈

L1
loc

(Ω) e 〈Tf , φ〉 = 〈Tg, φ〉, para toda φ ∈ C∞c (Ω), então f = g q.t.p (ver prova na

pág. 11 de [9]).

Deste modo, a aplicação injetiva f 7→ Tf nos permite considerar vários espaços

de funções como subespaços de D′(Ω). É comum escrever simplesmente 〈f, φ〉 ao

invés de 〈Tf , φ〉.

5



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Dizemos que uma distribuição u ∈ D′(Ω) é igual a zero num aberto U ⊂ Ω se

〈u, φ〉 = 0, para toda φ ∈ C∞c (U). De�nimos então o suporte de u, e denotemos por

S(u), como a interseção de todos os fechados de Ω fora dos quais u é nula. Denotamos

com E ′(Ω) o subespaço de D′(Ω) das distribuições com suporte compacto.

Teorema 1.2.11. Seja u ∈ D′(Ω). Então S(u) é compacto se, e somente se, existe

um funcional linear e continuo v em C∞(Ω) cuja restrição a C∞c (Ω) é igual a u.

A prova deste Teorema se encontra na página 41 de [9]. Aqui, a noção de sequencial-

mente contínua é a seguinte: uma sequência de funções C∞(Ω) converge para zero

se, para todo compacto K e todo inteiro m, as derivadas de ordem m convergem

uniformemente a zero em K quando j →∞.

De�nição 1.2.12. Dizemos que uma sequência uj ∈ D′(Ω), j ∈ N, converge a

u ∈ D′(Ω) se 〈uj, φ〉 converge a 〈u, φ〉, para toda φ ∈ C∞c (Ω).

Suponhamos que un, n = 1, 2, ... é uma sequência de distribuições em D′(Ω) tal que

un(φ) é convergente para cada φ ∈ C∞c (Ω). Se de�nirmos u(φ) = lim
n→∞

un(φ), temos

que u é um funcional linear. Mais ainda, u resulta contínuo em C∞c (Ω).

Teorema 1.2.13. Seja (un)n∈N uma sequência de distribuições em Ω, e suponhamos

que, para toda φ ∈ C∞c (Ω), 〈un, φ〉 é uma sequência numérica de Cauchy. Então

(un)n∈N é convergente em D′(Ω).

Ver [9], página 56, para a demonstração.

1.2.1 Operações com Distribuições

Seja u ∈ C∞c (Ω). Como u é localmente integrável, a expressão (1.2) nos

permite considerá-la como uma distribuição em Ω. Por integração por partes, temos∫
∂u

∂xj
(x)φ(x)dx = −

∫
u(x)

∂φ

∂xj
(x)dx,

6



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

para toda função teste φ. Desta maneira, por dualidade, podemos de�nir a dis-

tribuição

〈∂xju, φ〉 = −〈u, ∂xjφ〉,

para toda u ∈ D′(Ω). Por indução em |α|,

〈∂αu, φ〉 = (−1)|α|〈u, ∂αφ〉

Pelo mesmo argumento, de�nimos a multiplicação por uma função f ∈ C∞(Ω)

como sendo a distribuição

〈fu, φ〉 = 〈u, fφ〉

Agora, sejam f, g duas funções contínuas em Rd tal que uma delas tenha

suporte compacto. Então a convolução de f e g se de�ne como

f ∗ g(x) =

∫
f(x− y)g(y)dy =

∫
f(y)g(x− y)dy

A �m de estender a de�nição acima para o contexto das distribuições, con-

sideremos a

De�nição 1.2.14. Seja u ∈ D′(Ω) e φ ∈ C∞c (Ω) (ou u ∈ E ′(Ω) e φ ∈ C∞(Ω)).

De�nimos a convolução de u e φ, denotada por u ∗ φ, a função de�nida por

u ∗ φ(x) = 〈u, φ̆x〉,

onde φ̆x(y) = φ(x− y).

Valem as seguintes propriedades:

(i) u ∗ φ ∈ C∞(Ω) e suas derivadas são dadas por

∂α(u ∗ φ) = ∂αu ∗ φ = u ∗ ∂αφ

(ii) S(u ∗ φ) ⊂ S(u) + S(φ)

Teorema 1.2.15. C∞c (Ω) é denso em D′(Ω).

Para a demonstração ver [9], pág. 64

7



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

1.3 Distribuições Temperadas e Transformada de

Fourier

Se f ∈ L1(Rd), de�nimos a Transformada de Fourier de f por

Ff(ξ) = f̂(ξ) =

∫
e−ix.ξf(x) dx, ξ ∈ Rd

onde i é a unidade imaginária e x.ξ é o produto interno canônico.

Segue diretamente da de�nição que a aplicação f 7→ f̂ de�ne uma transformação

linear de L1(Rd) em L∞(Rd) satisfazendo

‖f̂‖L∞ ≤ ‖f‖L1 . (1.3)

Mais ainda, está é uma aplicação que leva L1 no espaço das funções contínuas que

se anulam no in�nito.

Lema 1.3.1 (Riemann-Lebesgue). Seja f ∈ L1(Rd). Então f̂ é uma função con-

tínua satisfazendo f̂(ξ)→ 0 quando |ξ| → ∞.

Ver [9], pág. 75, para a demonstração.

Se φ é uma função teste, prova-se que sua transformada de Fourier é analítica

complexa em Cd. Assim, φ̂ não terá suporte compacto, a menos que φ seja nula,

uma vez que o conjunto dos zeros de uma função analítica complexa não-nula em

Cd tem interior vazio.

Consideremos então um espaço que contém as funções de suporte compacto

e que seja invariante pela Transformada de Fourier.

De�nição 1.3.2 (Espaço de Schwartz). Denotamos por S o subespaço de C∞(Rd)

das funções φ tais que

‖φ‖N,α = sup
x∈Rd

(1 + |x|)N |∂αφ| <∞ (1.4)

para todo inteiro não-negativo N e para todo α ∈ Nd.

8



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

Tanto as funções de S quanto as suas derivadas decrescem no in�nito mais

rapidamente do que qualquer potência negativa de |x|. Muniremos o espaço de

Schwartz S com a topologia dada pela família enumerável de semi-normas em (1.4).

Exemplo 1.3.3. O espaço das funções-testes está contido densamente em S, mas

para x ∈ Rd, φ(x) = e−|x|
2
pertence a S, porém não possui suporte compacto.

Assim, C∞c  S.

Tendo em vista a Proposição 1.2.4, segue que se φ ∈ S,

‖∂αφ‖Lp =

(∫
|∂αφ(x)|p (1 + |x|)n+1

(1 + |x|)n+1
dx

)1/p

≤ C sup
x∈Rd

(1 + |x|)
n+1
p |∂α(x)φ| ≤ C‖φ‖N,α, (1.5)

onde N é um inteiro positivo maior que n+1
p
. Em particular, S ↪→ Lp.

Teorema 1.3.4. A Transformada de Fourier F : S → S é um operador linear e

contínuo, continuamente inversível, cuja transformada inversa é dada por

F−1φ(x) = φ̌(x) =
1

(2π)n

∫
eix.ξφ(ξ)dξ, φ ∈ S

A prova deste resultado encontra-se na página 77 de [9]. Se φ, ψ ∈ S, utilizando o

teorema anterior e as propriedades da convolução, prova-se as seguintes igualdades:

(i) ∂̂αφ(ξ) = (iξ)αφ̂(ξ)

(ii) F(xαφ(x))(ξ) = i|α|∂αφ̂(ξ)

(iii)

∫
φ̂ψ dx =

∫
φψ̂ dx

(iv) φ̂ ∗ ψ = φ̂ψ̂

(v) φ̂ψ = (2π)−dφ̂ ∗ ψ̂

(vi) ̂̂u = (2π)−dŭ, com ŭ(ξ) = u(−ξ).

9
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Também, pela continuidade da Transformada de Fourier, garantida pelo Teo-

rema 1.3.4, outras famílias de semi-normas que podem ser usadas para de�nir a

topologia em S são dadas por

‖f‖k,S = sup
|α|≤k
x∈Rd

(1 + |ξ|)k |∂αf(x)|, k ∈ N

‖f ‖̂k = sup
|α|≤k
ξ∈Rd

(1 + |ξ|)k |∂αf̂(ξ)|, k ∈ N

De�nição 1.3.5. Um funcional linear e continuo em S é dito uma distribuição

temperada. O espaço das distribuições temperadas se denota com S ′.

Exemplo 1.3.6. Uma vez que toda distribuição com suporte compacto se estende

continuamente a C∞(Rd), vale a inclusão E ′ ⊂ S ′. Por restrição a C∞c (Rd), e como

este é denso em S, temos que S ′ ⊂ D′. Se f ∈ Lp, podemos identi�cá-la como uma

distribuição temperada de�nindo, para cada φ ∈ S,

〈Tf , φ〉 =

∫
f(x)φ(x)dx.

A linearidade é imediata e a integral acima é �nita, pela desigualdade de Hölder.

Para veri�car a continuidade, se φ ∈ S, segue de (1.5) que

|〈Tf , φ〉| ≤ ‖f‖Lp‖φ‖Lp′

≤ C‖f‖Lp‖φ‖N,1

Da estimativa acima, concluímos também que Lp ↪→ S ′.

Teorema 1.3.7 (Desigualdade de Young). Se f ∈ Lp e g ∈ Lq, então a convolução

f ∗ g ∈ Lr, com 1

r
+ 1 =

1

p
+

1

q
, e vale

‖f ∗ g‖Lr ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq

Ver [7], para a demonstração.

De�nição 1.3.8. Se u ∈ S ′, a Transformada de Fourier û de u se de�ne por

〈û, φ〉 = 〈u, φ̂〉

10
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Pelo Teorema 1.3.4, û está bem de�nida e determina uma nova distribuição

temperada. Mais ainda, F resulta contínua e inversível em S ′.

Proposição 1.3.9. Seja f ∈ S ′(Rd).

(i) Se f ∈ L1(Rd), a transformada f̂ de f como distribuição temperada e como

função integrável coincidem.

(ii) Se f ∈ E ′(Rd), f̂ é uma função de classe C∞ dada por

f̂(ξ) = 〈fx, e−ixξ〉 (1.6)

(iii) Se f ∈ L2(Rd) então f̂ ∈ L2(Rd), e vale

‖f‖2
L2 = (2π)−d‖f̂‖2

L2 (Identidade de Fourier-Plancherel)

Ver [9], pág. 81, para a demonstração.

Observação 1.3.10. Consideremos uma distribuição u ∈ S ′ tal que û ∈ L1(Rd).

Pela Proposição 1.3.9, a Transformada de Fourier de û é a função dada por

̂̂u(ξ) =

∫
e−ix.ξû(x)dx

Como ̂̂u = (2π)dŭ, uma mudança de variáveis nos dá que

u(ξ) =
1

(2π)d

∫
eix.ξû(x)dx

Assim, se û ∈ L1, podemos "recuperar" u pela fórmula de inversão dada pelo

Teorema 1.3.4. Por argumento semelhante a demonstração do Lema de Riemann-

Lebesgue, obtemos que u ∈ C0
0(Rd), ou seja, u é contínua e vai a zero quando

|ξ| → ∞.

Também, pela mesma expressão,

|u(ξ)| ≤ (2π)−d‖û‖L1 ,

para quase todo ξ ∈ Rd, donde

‖u‖L∞ ≤ (2π)−d‖û‖L1 . (1.7)

11
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1.4 Espaços de Sobolev

Neste texto, vamos nos restringir aos espaços de Sobolev modelados em L2.

Estes espaços desempenham um papel crucial no estudo de equações diferenciais

parciais, lineares ou não. O ponto de partida será a Transformada de Fourier.

De�nição 1.4.1. Seja s um número real. Uma distribuição temperada u pertence

ao espaço de Sobolev de índice s, denotado por Hs(Rd) se, e somente se,

û ∈ L2
loc

(Rd) e û(ξ) ∈ L2(Rd, (1 + |ξ|2)sdξ)

Escrevemos

‖u‖2
Hs =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ

Proposição 1.4.2. Para todo e qualquer s ∈ R, o espaço Hs equipado com a norma

‖ · ‖Hs é um espaço de Hilbert.

Demonstração: É imediato que a norma ‖ · ‖Hs provém do produto interno

〈u, v〉Hs =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)sû(ξ)v̂(ξ)dξ

Provemos então que este espaço é completo. Seja (un)n∈N uma sequência de Cauchy

em Hs. Pela de�nição da norma, (ûn)n∈N é uma sequência de Cauchy em L2(Rd, (1+

|ξ|2)sdξ).

Como este é completo, existe ũ ∈ L2(Rd, (1 + |ξ|2)sdξ) tal que

lim
n→∞

‖ûn − ũ‖L2(Rd,(1+|ξ|2)sdξ) = 0. (1.8)

Em particular, a sequência (ûn) converge a ũ em S ′. Tomemos u = F−1ũ.

Como a Transformada de Fourier é um isomor�smo de S ′, segue que u ∈ S ′. Por

�m, un → u em Hs devido a (1.8). �

Notemos que os espaços de Sobolev formam uma família decrescente de es-

paços, com respeito ao índice s. De fato, s ≥ s′ implica (1 + |ξ|2)s
′ ≤ (1 + |ξ|2)s.
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Portanto, se uma distribuição temperada f é tal que f̂ ∈ L2
loc

(Rd), segue que

‖f‖2
Hs′ =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)s
′ |û(ξ)|2dξ

≤
∫
Rd

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ = ‖f‖2
Hs .

Assim, Hs(Rd) ⊆ Hs′(Rd) e tal inclusão é contínua.

Os teoremas que seguem têm como objetivo caracterizar os espaços de Sobolev

para determinados valores de s sem o uso explícito da Transformada de Fourier.

Teorema 1.4.3. Seja s um número inteiro não-negativo. O espaço Hs(Rd) é o

espaço das funções u pertencentes a L2 tal que, para todo α em Nd, com |α| ≤ s

temos ∂αu ∈ L2.

Demonstração: Seja s ∈ N. Pelo binômio de Newton, temos (1 + |ξ|2)s =
s∑
i=0

(
s

i

)
|ξ|2i. Agora, �xado 0 ≤ i ≤ s e u ∈ L2,

|ξ|2i|û(ξ)|2 = (ξ2
1 + ...+ ξ2

d)
i|û(ξ)|2

=
∑
|α|=i

cα|ξαû(ξ)|2

=
∑
|α|=i

cα|∂̂αu|2,

pois ∂̂αu(ξ) = (iξ)αû(ξ), pelo Teorema 1.3.4. Assim,

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2 =
s∑
i=0

∑
|α|=i

cα

(
s

i

)
|∂̂αu|2

=
∑
|α|≤s

c̃α|∂̂αu|2

Integrando em ambos os membros e utilizando a Identidade de Fourier-Plancherel,

segue que ∫
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ =

∫ ∑
|α|≤s

c̃α|∂̂αu|2dξ

=
∑
|α|≤s

(2π)dc̃α‖∂αu‖2
L2

13
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Tomando C1 = min
{

(2π)dc̃α; |α| ≤ s
}
e C2 = max

{
(2π)dc̃α; |α| ≤ s

}
, obte-

mos

C1

∑
|α|≤s

‖∂αu‖2
L2 ≤

∫
(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ ≤ C2

∑
|α|≤s

‖∂αu‖2
L2 (1.9)

�

Corolário 1.4.4. S é continuamente incluído em Hs , ∀s ∈ R

Demonstração: Tendo em vista a caracterização dada pelo Teorema anterior,

juntamente com a desigualdade (1.5), se s ∈ N,

‖u‖2
Hs ≤ C

∑
|α|≤s

‖∂αu‖2
L2 ≤ C

∑
|α|≤s

‖φ‖2
N,α,

para toda função u ∈ S. Assim, S ↪→ Hs, se s é natural.

Por �m, se s ∈ R qualquer, denotando por dse o menor inteiro positivo maior ou

igual que s, segue que S ↪→ Hdse ↪→ Hs, pela propriedade de encaixe. �

O resultado a seguir descreve o dual topológico dos espaços de Sobolev, que

nos permitirá identi�car, a menos de um isomor�smo, o espaço H−s como o dual de

Hs.

Teorema 1.4.5 (O Dual de Hs). A forma bilinear B de�nida por
B : S × S −→ C

(u, ϕ) 7→ B(u, ϕ) =

∫
Rd
u(x)ϕ(x)dx

pode ser estendida para uma forma bilinear contínua de Hs × H−s para C. Além

disso, a aplicação δB de�nida por δB : H−s −→ (Hs)∗

u 7→ δB(u) : ϕ 7→ B(u, ϕ)

é linear e um isomor�smo isométrico (a menos de uma constante).
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Demonstração: Para u, ϕ ∈ S, temos

B(u, ϕ) =

∫
u(x)ϕ(x)dx

=

∫
u(x)F(F−1ϕ)(x)dx

= (2π)−d
∫
û(ξ)(F−1ϕ)(ξ)dξ

= (2π)−d
∫
û(ξ)ϕ̂(−ξ)dξ.

Multiplicando e dividindo por (1 + |ξ|2)s/2 e tomando o módulo, segue que

B(u, ϕ) ≤ (2π)−d
∫
|û(ξ)||ϕ̂(−ξ)|dξ

= (2π)−d
∫

(1 + |ξ|2)s/2|û(ξ)|(1 + |ξ|2)−s/2|ϕ̂(−ξ)|dξ

≤ (2π)−d
(∫

(1 + |ξ|2)s|û(ξ)|2dξ
)1/2(∫

(1 + |ξ|2)−s|ϕ̂(−ξ)|2dξ
)1/2

= (2π)−d‖u‖Hs‖ϕ‖H−s

Portanto, a aplicação B é uniformemente contínua em Hs×H−s. Mas S×S é denso

neste espaço, pelo teorema anterior. Logo, esta forma bilinear se estende a uma

única função contínua de Hs ×H−s em C, também denotada por B.

Além disso, para cada u ∈ H−s �xa, δB(u) é um funcional linear e contínuo em Hs.

Resta mostrarmos que a aplicação δB é um isomor�smo.

A linearidade é imediata. Quanto a injetividade, B(u, ϕ) = 0 é equivalente a dizer

que ∫
u(x)ϕ(x)dx = 0,

para toda função ϕ ∈ S, ou seja, u = 0 enquanto distribuição temperada.

Para provar a sobrejetividade, se Ψ : Hs(Rd)→ C é um elemento do dual topológico

de Hs(Rd), como este é um espaço de Hilbert (Proposição 1.4.2), o Lema da Repre-

sentação de Riesz nos diz que existe uma única h ∈ Hs(Rd) tal que

Ψ(f) = 〈ϕ, h〉Hs =

∫
Rd

(1 + |ξ|2)sϕ̂(ξ)ĥ(ξ)dξ,
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para toda ϕ ∈ Hs.

Seja u ∈ S ′ tal que û(ξ) = (2π)d(1 + |ξ|2)sĥ(−ξ).

Observemos que u ∈ H−s(Rd), pois∫
(1 + |ξ|2)−s|û(ξ)|2dξ = (2π)d

∫
(1 + |ξ|2)−s(1 + |ξ|2)2s|ĥ(−ξ)|2dξ

= (2π)d
∫

(1 + |ξ|2)s|ĥ(ξ)|2dξ = (2π)d‖h‖Hs <∞

Assim, para ϕ ∈ Hs,

δB(u)(ϕ) = B(u, ϕ) = (2π)−d
∫
û(ξ)ϕ̂(−ξ) dξ

=

∫
(1 + |ξ|2)sĥ(−ξ)ϕ̂(−ξ) dξ

=

∫
(1 + |ξ|2)sĥ(ξ)ϕ̂(ξ) dξ = Ψ(ϕ)

Portanto, δB(u) = Ψ, como queríamos.

�

1.4.1 Espaços de Sobolev Homogêneo

De�nição 1.4.6. Seja s um número real. O espaço de Sobolev homogêneo Ḣs é o

conjunto das distribuições temperadas tais que û ∈ L1
loc

(Rd) e

‖u‖2
Ḣs =

∫
Rd
|ξ|2s|û(ξ)|2 dξ <∞ (1.10)

A norma ‖ · ‖Ḣs tem a propriedade de escala

‖u(λ·)‖Ḣs = λ−
d
2

+s‖u‖Ḣs , (1.11)

como pode ser veri�cada através de uma mudança de variáveis na expressão (1.10).

Enquanto que os espaços de Sobolev não-homogêneos Hs formam uma família

decrescente de espaços (com respeito ao índice s), os espaços homogêneos não são

comparáveis entre si. Porém, é imediato que se s é positivo, Hs está contido em Ḣs

e se s é negativo, Hs contém Ḣs.
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Proposição 1.4.7. Se s < d/2, então Ḣs é um espaço de Banach.

Demonstração: Seja (un)n∈N uma sequência de Cauchy em Ḣs. Então a sequência

(ûn)n∈N é de Cauchy em L2(Rd\ {0} , |ξ|2sdξ), que sabemos ser completo. Seja f este

limite, isto é,

lim
n→∞

‖ûn − f‖L2(Rd\{0},|ξ|2sdξ) = 0.

Mostremos que f ∈ L1
loc

(Rd).

Temos que f ∈ L1
loc

(Rd\ {0} , |ξ|2sdξ); assim, se K ⊂ Rd\ {0} é compacto,∫
K

|f(ξ)|dξ =

∫
K

|ξ|−2s|ξ|2s|f(ξ)| dξ

≤ C

∫
K

|ξ|2s|f(ξ)| dξ <∞,

pois a função ρ(ξ) = |ξ|2s é contínua em K.

Resta estimarmos a integral de f em compactos que contêm a origem. Para

isto, é su�ciente observarmos que a integral de f sobre a bola unitária B(0, 1) é

�nita. Neste caso,∫
B(0,1)

|f(ξ)| dξ =

∫
B(0,1)

|ξ|−s|ξ|s|f(ξ)| dξ

≤
(∫

B(0,1)

|ξ|2s|f(ξ)|2 dξ
)1/2(∫

B(0,1)

|ξ|−2s dξ

)1/2

<∞,

visto que ρ é integrável sobre o conjunto B(0, 1), pois s < d/2.

Portanto, f ∈ L1
loc

(Rd).

Finalmente, tomando u = F−1f , segue o resultado. �
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Capítulo 2

Problema Inicial

Neste capítulo, estudaremos o comportamento de uma dada solução de equações

hiperbólicas estrita, no caso em que a(t) é do tipo Lipschitz, dando como resultado

a estimativa da energia.

Assim, seja o problema de Cauchy em [0,+∞)× R, com u = u(t, x), ∂2
t u− a(t)∂2

xu = 0,

u(0, x) = u0(x), ∂tu(0, x) = u1(x),
(2.1)

com valor iniciais u0 ∈ Hs(R), u1 ∈ Hs−1(R), s > 0, com a hipótese de hiperbolici-

dade

0 < λ ≤ a(t) ≤ Λ, ∀t (2.2)

onde λ e Λ são contantes positivas.

Se o coe�ciente a(t) for uma função localmente Lipschitz em [0,+∞), en-

tão o problema de Cauchy (2.1) é C∞ bem posto( veja-se [10] e[12]). Neste caso,

teremos u(t, ·) bem de�nido em Hs(R) para qualquer valor inicial u0 ∈ Hs(R) e

u1 ∈ Hs−1(R); mais precisamente, a única solução u(t, ·) da equação pertence a

C([0,+∞);Hs(R)) ∩ C1([0,+∞);Hs−1(R)).
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De fato, se denotamos

Es(u)(t) := ‖u(t)‖2
Hs + ‖∂tu(t)‖2

Hs−1 , (2.3)

temos a seguinte a�rmação.

A�rmação 2.1. A solução u de (2.1) é tal que para qualquer T > 0, s ∈ R e

t ∈ [0, T ], satisfaz a seguinte estimativa

Es(u)(t) ≤ Cs,TEs(u)(0), (2.4)

com Cs,T > 0.

Demonstração: Da equação

utt − a(t)uxx = 0,

podemos considerar o sistema seguinte:

∂t

(
ut
ux

)
=

(
a(t)uxx
utx

)
=

 0 a

1 0


︸ ︷︷ ︸

A

∂x

(
ut
ux

)
; (2.5)

denotando U =

 ut

ux

 e A =

 0 a

1 0

 e aplicando transformada de Fourier

temos

∂tÛ = iA · ξÛ, (2.6)

logo diagonalizando a matriz A · ξ temos que,

NA · ξ = D(ξ)N,

com

N =


1

2
√
a(t)

1

2

− 1

2
√
a(t)

1

2

 , N−1 =

 √
a(t) −

√
a(t)

1 1

 ,

e D =

 √
a(t)ξ 0

0 −
√
a(t)ξ

 .
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Depois, derivando NÛ , temos

d

dt
(NÛ) = i(NA · ξ)(Û) +N ′Û

= iD(NÛ) +N ′N−1(NÛ),

fazendo v := NÛ , tem-se

d

dt
v = iD v +N ′N−1v,

d

dt
v = iD v +Bv,

com B = N ′N−1 que é limitado para cada t, como podemos ver usando a norma de

operador, 1, para a demonstração veja A�rmação 4.1 no Apêndice.

Por outro lado usaremos o seguinte produto interno

(u, v) =

∫
u(t, ξ) · v(t, ξ)dξ, (2.7)

e de�niremos a norma

‖u‖2
L2 =

∫
|u(t, ξ)|2 dξ. (2.8)

Seja a norma para v1(t, ·), v2(t, ·) ∈ L2∥∥∥∥∥∥
 v1(t, ·)

v2(t, ·)

∥∥∥∥∥∥
1

= ‖v1(t, ·)‖L2 + ‖v2(t, ·)‖L2 . (2.9)

Logo, usando (2.7), temos (v,Bv) = (v,Bv) = (v,Bv) = (Bv, v) e (v,−iDv) =

(v,−iDv) = (−iDv, v), depois derivando teremos

d

dt
‖v‖L2 = (

dv

dt
, v) + (v,

dv

dt
)

= ((iD +B)v, v) + (v, (−iD +B)v)

= (Bv, v) + (v,Bv)

= 2Re{Bv · v} ≤ 2 ‖Bv‖L2 ‖v‖L2 , com 2 ‖B‖ ≤ γ̃,

≤ γ̃ ‖v‖2
1 ,

então ‖v(t, ·)‖L2 ≤ eγt ‖v(0, ·)‖L2 , γ = γ̃/2.

1‖B‖ =
√
λmax, onde λmax o maior autovalor da matriz B∗B; B∗ =adjunto de B.
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onde γ̃ e γ são constantes.

Então dada a norma (2.9), temos ‖v(t, ·)‖1 = ‖(v1(t, ·), v2(t, ·))‖1 = ‖v1(t, ·)‖L2+

‖v2(t, ·)‖L2 e fazendo v(t, ξ) = NÛ(t, ξ), segue a seguinte a�rmação.

A�rmação 2.2.

‖v(t, ·)‖1 =
∥∥∥NÛ(t, ·)

∥∥∥
1
≡ ‖U(t, ·)‖1 .

Demonstração: Basta provar que existem constantes C1, C2 > 0 tais que

C1

∥∥∥∥∥∥
v1(t, ·)

v2(t, ·)

∥∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥∥N
v1(t, ·)

v2(t, ·)

∥∥∥∥∥∥
1

≤ C2

∥∥∥∥∥∥
v1(t, ·)

v2(t, ·)

∥∥∥∥∥∥
1

, ∀t ≤ T (2.10)

pois sendo ‖·‖L2 = (2π)−d ‖̂·‖L2 , temos que∥∥∥∥∥∥
v1(t, ·)

v2(t, ·)

∥∥∥∥∥∥
1

= ‖v1(t, ·)‖L2 + ‖v2(t, ·)‖L2 = (2π)−d
(∥∥∥v̂1(t, ·)

∥∥∥
L2

+
∥∥∥v̂2(t, ·)

∥∥∥
L2

)

= (2π)−d

∥∥∥∥∥∥
v̂1(t, ·)

v̂2(t, ·)

∥∥∥∥∥∥
1

,

donde segue a A�rmação 2.2.

Falta então, provar (2.10). Para isso fazemos o seguinte produto

N t ·N =


1

2
√
a(t)

− 1

2
√
a(t)

1

2

1

2

 ·


1

2
√
a(t)

1

2

− 1

2
√
a(t)

1

2

 =

 1

2a(t)
0

0
1

2

 ,

usando a norma do operador, tem-se que ‖N‖ =
√

max{ 1
2a(t)

, 1
2
} e ‖N−1‖−1

=√
min{ 1

2a(t)
, 1

2
} ( onde ‖N‖3 = sup‖x‖=1 ‖Nx‖) , então temos o lado direito de (2.10)

‖Nv‖1 ≤ ‖N‖ ‖v‖1 .

Para provar o lado esquerdo de (2.10) usamos que det (N) 6= 0.

Assim,

‖v‖1 =
∥∥N−1Nv

∥∥
1
≤
∥∥N−1

∥∥ ‖Nv‖1 ,
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logo, ∥∥N−1
∥∥−1 ‖v‖1 ≤ ‖Nv‖1 ; (2.11)

fazendo C1 =
√

min{ 1
2Λ
, 1

2
} e C2 =

√
max{ 1

2λ
, 1

2
} temos que

C1 ‖v‖1 ≤ ‖Nv‖1 ≤ C2 ‖v‖1 .

�

A�rmação 2.3. Se tem a seguinte equivalência de normas

‖ut(t, ·)‖L2 + ‖ux(t, ·)‖L2 e
(
‖ut(t, ·)‖2

L2 + ‖ux(t, ·)‖2
L2

)1/2
. (2.12)

Demonstração: Segue de

‖ut(t, ·)‖L2 + ‖ux(t, ·)‖L2 ≤ 2 max{‖ut(t, ·)‖L2 , ‖ux(t, ·)‖L2}

≤ 2
(
‖ut(t, ·)‖2

L2 + ‖ux(t, ·)‖2
L2

)1/2
,

e (
‖ut(t, ·)‖2

L2 + ‖ux(t, ·)‖2
L2

)1/2 ≤
√

2 max{‖ut(t, ·)‖L2 , ‖ux(t, ·)‖L2}

≤
√

2 (‖ut(t, ·)‖L2 + ‖ux(t, ·)‖L2) .

�

Voltamos, agora à demonstração da A�rmação 2.1.

Usando a A�rmação 2.2 e ‖v(t, ·)‖1 ≤ eγt ‖v(0, ·)‖1 ( onde v(t, ξ) = NÛ(t, ξ)), temos

‖U(t, ·)‖1 ≤ Ceγt ‖U(0, ·)‖1 ,

com C uma constante positiva dada por 2.2.

Logo pela A�rmação 2.3 segue

‖∂tu(t, ·)‖2
L2 + ‖∂xu(t, ·)‖2

L2 ≤ eγt
(
‖∂tu(0, ·)‖2

L2 + ‖∂xu(0, ·)‖2
L2

)
.

Agora, usando Plancherel e que ∂̂xu(t, ξ) = (iξ)û(t, ξ), temos∥∥∥∂̂tu(t, ·)
∥∥∥2

L2
+
∥∥∥ ̂∂xu(t, ·)

∥∥∥2

L2
≤ eγt

(∥∥∥ ̂∂tu(0, ·)
∥∥∥2

L2
+
∥∥∥ ̂∂xu(0, ·)

∥∥∥2

L2

)
(2.13)∥∥∥∂̂tu(t, ·)

∥∥∥2

L2
+
∥∥∥(iξ)û(t, ξ)

∥∥∥2

L2
≤ eγt

(∥∥∥ ̂∂tu(0, ξ)
∥∥∥2

L2
+
∥∥∥(iξ)û(0, ξ)

∥∥∥2

L2

)
,(2.14)
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∫ ∣∣∣ ̂∂tu(t, ξ)
∣∣∣2 dξ+∫ |ξ|2 ∣∣∣û(t, ξ)

∣∣∣2 dξ ≤ eγt
(∫ ∣∣∣ ̂∂tu(0, ξ)

∣∣∣2 dξ +

∫
|ξ|2

∣∣∣û(0, ξ)
∣∣∣2 dξ) .
(2.15)

Para estimar û(t), sabemos que

d

dt

∣∣∣û(t)
∣∣∣2 = 2Re {û(t) · ût(t)} ≤

∣∣∣û(t)
∣∣∣2 +

∣∣∣∂tû(t)
∣∣∣2 ;

multiplicando por exp (−t)

d

dt

(∣∣∣û(t)
∣∣∣2 exp(−t)

)
≤
∣∣∣∂tû(t)

∣∣∣2 exp (−t),

integrando de zero ate t, tem-se∣∣∣û(t)
∣∣∣2 ≤ ∣∣∣û(0)

∣∣∣2 et +

∫ t

0

et |ût(s, ·)|2 ds , t ≤ T∣∣∣û(t)
∣∣∣2 ≤ ∣∣∣û(0)

∣∣∣2 eT +

∫ T

0

eT |ût(s, ·)|2 ds∣∣∣û(t)
∣∣∣2 ≤ eT

(∣∣∣û(0)
∣∣∣2 +

∫ T

0

|ût(s, ·)|2 ds
)

∣∣∣û(t)
∣∣∣2 ≤ C2

(∣∣∣û(0)
∣∣∣2 +

∫ T

0

|ût(s, ·)|2 ds
)
.

(2.16)

Finalmente provamos a A�rmação 2.1, primeiro para o caso s = 1, ou seja

‖u(t)‖2
H1 + ‖∂tu(t)‖2

H0 ≤ CT
(
‖u(0)‖2

H1 + ‖∂tu(0)‖2
H0

)
. (2.17)

Usando que
∣∣∣û(t, ·)

∣∣∣2 ≤ C2

(∣∣∣û(0, ·)
∣∣∣2 +

∫ T

0

|ût(s, ·)|2 ds
)

em (2.15), segue que

∣∣∣ût(t, ·)∣∣∣2 +
(
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(t, ·)
∣∣∣2 ≤

C1

(∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 + |ξ|2
∣∣∣û(0, ·)

∣∣∣2)+ C2

(∣∣∣û(0)
∣∣∣2 +

∫ T

0

|ût(s, ·)|2 ds
)
≤

C3

(∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 +
(
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(0, ·)
∣∣∣2)+ C2

∫ T

0

|ût(s, ·)|2 ds,

onde C3 = max{C1, C2}.

Além disso, |ût(t, ·)|2 ≤ |ût(t, ·)|2 + |ûx(t, ·)|2 ≤ C1

(∣∣∣ût(0)
∣∣∣2 + |ξ|2

∣∣∣û(0)
∣∣∣2), e como
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0 ≤ s < t ≤ T , então pelas contas anteriores temos∣∣∣ût(t, ·)∣∣∣2 +
(
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(t, ·)
∣∣∣2 ≤

C3

(∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 + (1 + |ξ|2)
∣∣∣û(0, ·)

∣∣∣2)+ C2

∫ T
0
|ût(s, ·)|2 ds ≤

C3

(∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 +
(
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(0, ·)
∣∣∣2)+ C2C1T

(∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 + |ξ|2
∣∣∣û(0, ·)

∣∣∣2) ≤

C4

∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 + C3

∣∣∣û(0, ·)
∣∣∣2 + C4 |ξ|2

∣∣∣û(0, ·)
∣∣∣2 ≤

CT

(∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 +
(
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(0, ·)
∣∣∣2) ,

onde C4 = C3 + C2C1T e CT = max{C4, C3}.

Portanto, temos∣∣∣ût(t, ·)∣∣∣2 +
(
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(t, ·)
∣∣∣2 ≤ CT

(∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 +
(
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(0, ·)
∣∣∣2) . (2.18)

Integrando a desigualdade de acima,∫ ∣∣∣ût(t, ξ)∣∣∣2 dξ +

∫ (
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(t, ξ)
∣∣∣2 dξ

≤ CT

(∫ ∣∣∣ût(0, ξ)∣∣∣2 dξ +

∫ (
1 + |ξ|2

) ∣∣∣û(0, ξ)
∣∣∣2) dξ,

e daí

‖u(t)‖2
H1 + ‖∂tu(t)‖2

H0 ≤ CT
(
‖u(0)‖2

H1 + ‖∂tu(0)‖2
H0

)
, (2.19)

concluindo a demonstração de (2.17).

Por outro lado, se multiplicamos por
(
1 + |ξ|2

)s−1
em (2.18), temos(

1 + |ξ|2
)s−1

∣∣∣ût(t, ·)∣∣∣2 +
(
1 + |ξ|2

)s ∣∣∣û(t, ·)
∣∣∣2

≤ CT

((
1 + |ξ|2

)s−1
∣∣∣ût(0, ·)∣∣∣2 +

(
1 + |ξ|2

)s ∣∣∣û(0, ·)
∣∣∣2) ,

e integrando segue-se∫ (
1 + |ξ|2

)s−1
∣∣∣ût(t, ξ)∣∣∣2 dξ +

∫ (
1 + |ξ|2

)s ∣∣∣û(t, ξ)
∣∣∣2 dξ ≤

CT

(∫ (
1 + |ξ|2

)s−1
∣∣∣ût(0, ξ)∣∣∣2 dξ +

∫ (
1 + |ξ|2

)s ∣∣∣û(0, ξ)
∣∣∣2 dξ) .

Assim,

‖u(t)‖2
Hs + ‖∂tu(t)‖2

Hs−1 ≤ CT
(
‖u(0)‖2

Hs + ‖∂tu(0)‖2
Hs−1

)
.
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�

Observação 2.0.8.

1. Tal resultado se estende em [5], quando a função a também depende de x ∈ Rn,

mas há perda de derivadas.

2. Uma maneira alternativa de demonstração é considerarmos a seguinte energia

E(t, ξ) = |v′(t)|2 + a(t) |v(t)|2 ,

onde v(t) = v(t, ξ) = û(t, ξ), derivando E(t, ξ) temos

d

dt
E(t, ξ) =

a′(t)

a(t)
a(t) |ξ|2 |v|2 ≤ a′(t)

a(t)
E(t, ξ),

logo, integrando de zero ate t, tem-se

E(t, ξ) ≤ E(0, ξ)

∫ t

0

∣∣∣∣a′(s)a(s)

∣∣∣∣ ds,
como 0 < λ ≤ a(t) ≤ Λ, e pelo Teorema 1.2.6, temos que, a′(t) é limitado

,com t ∈ [0, T ],

então

E(t) ≤ CTE(0),

onde CT =
maxt∈[0,T ]{|a′(t)|}

λ
, constante que depende de T e λ.

Assim, tem-se

|ût(t, ξ)|2 + a(t) |ξ|2 |û(t, ξ)|2 ≤ CT
(
|ût(0, ξ)|2 + a(0) |ξ|2 |û(0, ξ)|2

)
.

Logo, fazendo c1 = min{1, λ} e c2 = max{1,Λ} tem-se

|ût(t, ξ)|2 + |ξ|2 |û(t, ξ)|2 ≤ c2

c1

CT
(
|ût(0, ξ)|2 + |ξ|2 |û(0, ξ)|2

)
(2.20)

Então, usando (2.16), tem-se (2.18) o qual implica (2.19).

Por tanto, multiplicando por
(
1 + |ξ|2

)s−1
em (2.18) tem-se

‖u(t)‖2
Hs + ‖∂tu(t)‖2

Hs−1 ≤ CT
(
‖u(0)‖2

Hs + ‖∂tu(0)‖2
Hs−1

)
.
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Ao invés de funções na classe de Lipschitz consideremos, agora, o seguinte

tipo de funções.

De�nição 2.0.9. Seja f : I → R, com I um intervalo, diremos que f é Log-Lip

contínua se satisfaz:

‖f‖LL(I) := sup
t,t+τ∈I

0<|τ |<1/2

|f(t+ τ)− f(t)|
|τ ||log|τ ||

< +∞. (2.21)

Com a regularidade dos coe�cientes a(t) em Log-Lip podemos demonstrar que

(2.1) é C∞-bem posto, veja [2]. No caso em que os coe�cientes são independentes

da variável x, usa-se o método aproximado de energia, que primeiro foi introduzido

no artigo acima citado. No caso de uma equação com coe�cientes Log-Lip contínuos

dependentes de todas as variáveis, foi tratado em [5] para uma equação (2.1).

Além disso a continuidade Log-Lip é uma hipótese mínima para a regularidade nos

coe�cientes a�m de ter C∞-bem posto para (2.1). De fato, [2] dá um exemplo que a

hipótese Log-Lip não pode ser enfraquecida para a classe Hölder de exponente menor

que 1. De fato, em [2], generaliza tal exemplo, provando que em geral a hipótese de

Log-Lip regularidade não pode se enfraquecida no sentido lá especi�cado.

Outra fato importante é que a estimativa da energia vale caso em que os

coe�cientes estão em Log-Lip no entanto há perda de derivadas (ver [5]).

Ou seja, para a solução u, T > 0, e qualquer s ∈ R e qualquer t ∈ [0, T ],

tem-se:

Es−βt(u)(t) ≤ C∗s,TEs(u)(0), (2.22)

onde C∗s,T constante que só depende de s, da dimensão n, T e Λ ( cota superior de

a(t) ), e β é dado por

β =
1

λ
C∗ ‖a‖LL([0,t]) , (2.23)

sendo C∗ uma constante positiva que depende apenas de n e λ ( menor cota inferior

de a(t) ).
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Observamos que Ω dada na De�nição (0.0.3) seja por exemplo Ω(τ) = |log(τ)|

ou, mais geral, para Ω(τ) = log(p)(τ), τ ∈ (0, δp], onde log(1)(τ) = |log(τ)| e, para

p > 1, logp(τ) = log(log(p−1)(τ)).

Por outro lado para Ω(τ) = |log |τ ||−1 τ−α, ΩLL(I) coincide com o usual espaço de

Hölder C0,1−α, onde formalmente temos que Ω(τ) = 1 então ΩLL(I) coincide com

a classe de Log-Lip.
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Capítulo 3

Problema geral

No capítulo anterior vimos no caso a(t) ser Liptchitz, tem-se uma estimativa

da energia local dada em (2.4). Mencionamos que no caso Log-Lip tem-se uma

estimativa da energia (6) mas com perda de derivadas, ver [2].

Neste capítulo consideraremos condições para ternos uma estimativa global

da energia para a solução do problema de Cauchy, quando o coe�ciente vale (2.2).

Veremos, em geral, tal estimativa não é possível no espaço de Sobolev homogeneo.

De fato, veremos que a explosão da energia vale se o coe�ciente oscila muito rápido.

Nossa referência será o artigo [1].

Com isto vemos a importância das propriedades da velocidade de propagação

da equação da onda para determinar o comportamento da energia no espaço Sobolev

homogeneo.
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3.1 Solucão da equação da onda com coe�cientes

oscilantes em intervalos de compremento um.

Consideramos agora o problema de Cauchy dado em (2.1) com a condição de

estrita hiperbolicidade (2.2). No seguinte teorema trabalharemos com soluções do

problema de Cauchy 2π-periódica, para simpli�car a demonstração, consideramos

o problema de Cauchy para x ∈ T em lugar de x ∈ R , onde T denota o toro 1

dimensional T = R/2πZ. Além disso, em lugar da energia (2.3), usaremos

Ės(u)(t) = ‖u(t)‖Ḣs + ‖∂tu(t)‖Ḣs−1 , (3.1)

onde Ḣs denota o espaço Sobolev homogêneo de exponente s em T.

Para o Teorema seguinte denotamos (µk) uma sequencia de números inteiros

tal que µk+1 > µk + 1. e os intervalos

Ik = [µk, µk + 1), Jk = [µk + 1, µk+1), k = 0, 1, . . . (3.2)

Teorema 3.1.1. Seja Ω uma função módulo e ω uma função contínua de�nida em

I = [t0,+∞) para algum t0 > 0, crescente para +∞ quando t→∞. Então, existem

uma sequência µk, e uma função a ∈ ΩLL([0,+∞)) ∩ C∞([0,+∞)), periódica em

cada intervalo Ik com período Pk
1, e igual a 1 em cada intervalo Jk, satisfazendo:

lim
k→+∞

Pk = 0, limt→+∞ a(t) = 1 e (3.3)

lim
t→+∞

a′(t)

ω(t)
= 0. (3.4)

Além isso, existem dados de Cauchy u0, u1 ∈ Hs(T) para todo s ∈ R, de tal forma

que a solução u do problema de Cauchy (2.1) veri�ca:

lim
t→+∞

Ės(u)(t) = +∞ para qualquer s ∈ R, (3.5)

onde

Ės(u)(t) = ‖u(t)‖Ḣs + ‖∂tu(t)‖Ḣs−1 . (3.6)

1 A função a ∈ ΩLL([0,+∞)) ∩ C∞([0,+∞)), é periódica em cada intervalo Ik com período

Pk, se dados t, t+ Pk ∈ Ik temos que a(t+ Pk) = a(t).
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Demonstração: Dividiremos a demonstração do Teorema 3.1.1 em etapas:

(i) Provemos que existe uma solução periódica de

w′′ε (τ) + αε(τ)wε(τ) = 0, (3.7)

tal que para αε(τ) tem-se

1/2 ≤ αε(τ) ≤ 3/2, (3.8a)

|αε(τ)− 1| ≤ Mε, (3.8b)∣∣α(h)
ε (τ)

∣∣ ≤ Mhε. (3.8c)

Com efeito seguindo o Apêndice existe uma função periódica αε tal que as

estimativas (3.8) são verdadeira ( para a demonstração ver A�rmação 4.3 e

A�rmação 4.4 no Apêndice).

Logo, consideremos (dada em [3] e [5]) uma função real, não-negativa ϕ, 2π-

periódica, C∞ tal que ϕ(τ) = 0 para uma vizinhança de τ = 0 e∫ 2π

0

ϕ(τ) cos2 τdτ = π.

para a existência de ϕ ver o Apêndice.

Então, para cada τ ∈ R e ε ∈ (0, ε̃] de�nimos

αε(τ) = 1 + 4εϕ(τ) sin 2τ − 2εϕ′(τ) cos2(τ)− 4ε2ϕ2(τ) cos4(τ), (3.9)

onde ε̃ é tal que para cada, 0 < ε ≤ ε̃ tem-se

1/2 ≤ αε(τ) ≤ 3/2. (3.10)

Seja, agora, M e Mh constantes tais que para todo 0 < ε ≤ ε̃, tem-se

|αε(τ)− 1| ≤ Mε,

|α(h)
ε (τ)| ≤ Mhε,

onde h = 1, 2, . . . .
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Finalmente de�nimos

w̃ε(τ) = cos(τ) exp

(
−ετ + 2ε

∫ τ

0

ϕ(s) cos2 sds

)
, wε(τ) = w̃ε(τ) exp (ετ).

A�rmamos que αε(τ) e w̃ε(τ), são funções C∞ e 2π-periódica.

Por outro lado, wε é uma solução do problema de Cauchy

w′′ε (τ) + αε(τ)wε(τ) = 0, wε(0) = 1, wε
′(0) = 0. (3.11)

De fato

w̃′ε(t) = − sin t exp

(
−εt+ 2ε

∫ t

0

ϕ(s) cos2 sds

)
+

+ cos t exp

(
−εt+ 2ε

∫ t

0

ϕ(s) cos2 sds

)
(−ε+ 2εϕ(t) cos2(t))

w̃′′ε (t) = exp

(
−εt+ 2ε

∫ t

0

ϕ(s) cos2(s)ds

)
(− cos(t)− 2 sin(t)(−ε+ 2εϕ(t) cos2(t)) +

cos(t)(−ε+ 2εϕ(t) cos2(t))2 + cos(t)(2εϕ′(t) cos2(t)− 4εϕ(t) cos(t) sin(t))) ;

logo para provar que w̃ε(τ) exp(εt) é solução da equação w′′ε (τ)+αε(τ)wε(τ) =

0, basta provar que

w̃′′ε + 2εw̃′ε + (ε2 + αε(t))w̃ε(t) = 0. (3.12)

De fato, derivando wε(t) = w̃ε(τ) exp(εt) duas vezes e por (3.12), temos

w′′ε (t) = (w̃′′ε + 2εw̃′ε + ε2w̃ε) exp(εt) = −αε(t)w̃ε(t) exp(εt)

= −αε(t)wε(t).

Agora, provemos (3.12)

w̃′′ε + 2εw̃′ε = exp

(
−εt+ 2ε

∫ t

0

ϕ(s) cos2 sds

)
(− cos(t)−

−2 sin(t)(−ε+ 2εϕ(t) cos2(t)) +

cos(t)(−ε+ 2εϕ(t) cos2(t))2 + cos(t)(2εϕ′(t) cos(t)− 2εϕ(t) sin(2t))
)

= exp

(
−εt+ 2ε

∫ t

0

ϕ(s) cos2 sds

)
cos(t)(−1− 4εϕ(t) sin(2t) +

+2εϕ′(t) cos2(t) + 4ε2ϕ2(t) cos4(t)− ε2)

= exp

(
−εt+ 2ε

∫ t

0

ϕ(s) cos2 sds

)
cos(t)(−ε2 − αε(t))

= w̃ε(−ε2 − αε(t)).
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Assim,

w̃′′ε + 2εw̃′ε + w̃ε(ε
2 + αε(t)) = 0.

(ii) Nesta etapa de�niremos a função a(t) sobre R, periódica e satisfazendo (3.3)

e (3.4).

Para isto consideramos os intervalos Ik e Jk dados em (3.2).

Então, de�nimos o coe�ciente a(t) para t ∈ [0,∞) como: a(t) = 1 para t < t1

(onde t1 denotado em (3.2)) e

a(t) = 1 para t ∈ Jk, (3.13a)

a(t) = αεk(4πνkt) para t ∈ Ik, k = 1, 2, . . . , (3.13b)

onde αε é dado por (3.9), εk é uma sequência decrescente para 0 e νk uma se-

quência crescente de inteiros, os quais serão escolhidos de uma forma adequada

mais na frente.

A partir da função módulo Ω e ω dada na hipóteses do Teorema 3.1.1, obte-

mos uma função a(t) ∈ C∞([0,∞)) , periódica em cada intervalo Ik tendendo

para 1 quando t → ∞ ( ver A�rmação 4.5 no Apêndice) e tal que (3.3) é

satisfeita com Pk = 1/2νk.

De fato, de (3.13) segue que a(t) é Pk-periódica. Vejamos isto, seja t ∈ Ik,

para algum k = 1, 2, . . . ..

Assim, temos que

a(t+ Pk) = αεk(4πνk(t+ Pk))

= αεk(4πνkt+ (4πνkPk)) (Pk = 1/2νk)

= αεk(4πνkt+ (2π)) ,como αεk(t) é periódica de período 2π

= αεk(4πνkt)

= a(t).

.

Logo, sendo o período Pk = 1/2νk temos que Pk converge para zero quando

k → +∞, pois νk é crescente positivo, então segue (3.3).
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Agora, demonstraremos que a ∈ ΩLL([0,∞)). Com efeito, como Ω satisfaz

(0.0.2) e usando (3.13) termos que, será su�ciente impor

εkνk = log(νk)Ω(1/νk). (3.14)

De fato, de (3.14) na De�nição 0.0.2, com I = [0,+∞) tem-se

‖a‖ΩLL(I) := sup
t,t+τ∈I
0<|τ |<δ

|a(t+ τ)− a(t)|
|τ || log |τ ||Ω(|τ |)

< +∞,

notemos primeiro que a(t) é Pk−periódica com limt→+∞ Pk = 0 e constante

em Jk, isto é

Se t, t+ τ ∈ Jk , temos que a(t+ τ) = a(t) = 1 ⇒ ‖a‖ΩLL(I) = 0.

Se t, t+ τ ∈ Ik

|a(t+ τ)− a(t)|
|τ | |log |τ ||Ω(|τ |)

=
|a′((1 + θ)t+ τ)τ |
|τ | |log |τ ||Ω(|τ |)

fazendo ((1 + θ)t+ τ) = θ̃, com θ ∈ (0, 1)

=

∣∣∣α′(4πνkθ̃)4πνk∣∣∣
|log |τ ||Ω(|τ |)

≤ εkνkM14π

|log |τ ||Ω(|τ |)
=

log(νk)Ω(1/νk)4π

|log |τ ||Ω(|τ |)
,

sabemos que o numerador é �nito(pois k é �xo), tomando o supremo e como
1

log |τ |
≤ 1

log δ
e

1

Ω(|τ |)
≤ 1

Ω(δ)
segue ‖a‖ΩLL(I) <∞.

No caso em que t ∈ Jk, e t+ τ ∈ (Ik ∪ Jk) segue como no caso anterior.

Agora, provemos a relação (3.4) isto é

lim
t→+∞

a′(t)

ω(t)
= 0.

Porém, notemos que em Jk, a′(t) é identicamente nula, e em Ik o módulo da

derivada é limitada isto é

|a′(t)| =
∣∣α′εk(4πνkt)∣∣ 4πνk ≤ 4πM1εkνk = 4πM1 log(νk)Ω(1/νk), (3.15)

usando (3.14), (3.15) e ω uma função crescente, temos que demonstrar que

a(t) ∈ ΩLL([)0,∞) então será su�ciente provar:

lim
k→∞

log(νk)Ω(1/νk)

ω(µk)
= 0. (3.16)
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Logo, passamos a provar (3.16).

Usando a De�nição 0.0.3 temos que

−Ω(t)′ ≤ 1

t
, (3.17)

logo, integrando:∫ 1

1/νk

(−Ω(t)′) dt ≤
∫ 1

1/νk

1

t
dt, (3.18)

temos

Ω(1/νk) ≤ log(νk) + C, onde C = Ω(1) + C1, (3.19)

então fazemos a seguinte escolha µk = ω−1(k(log(νk))
2), onde ω−1 a função

inversa de ω, para ter (3.16), com efeito,

log(νk)Ω(1/νk)

ω(µk)
=

log(νk)Ω(1/νk)

k log2(νk)

≤ log(νk) + C

k log(νk)

≤ 1

k
+

C

k log(νk)
,

tomando limite

lim
k→∞

log(νk)Ω(1/νk)

ω(µk)
= 0. (3.20)

Mas µk não é um inteiro em geral. Então, de�nimos

µk = [ω−1(k(log(νk))
2)] + 1, (3.21)

onde [x] indica a parte inteira de x. A partir (3.17) e (3.21), e devido ao fato

de que ω é uma função crescente, segue (3.16).

(iii) Agora provaremos (3.5).

De�nimos a solução u ∈ C∞([0,∞);Hs(T)) tal que, para qualquer s ∈ R de

Lu = 0 (onde L = ∂2
t − a(t)∂2

x) e tomamos u0(x) = u(0, x), u1(x) = ∂1u(0, x)

como dados de Cauchy em (2.1). Assim, vamos tomar

u(t, x) =
∞∑
k=1

vk(t) exp(iνkx). (3.22)
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A�m de ter Lu = 0, vamos impor que

v′′k(t) + ν2
ka(t)vk(t) = 0; (3.23)

e que para, tk = µk + 1/2,

vk(tk) = 1, v′k(tk) = 0. (3.24)

Mas, pela equação (3.11), temos que, a solução de (3.23) com condição inicial

(3.24) é da forma

vk(t) = wεk(4πνk(t− tk)) , t ∈ Ik. (3.25)

Em particular,

vk(µk) = exp (−2πεkνk), v′k(µk) = 0, (3.26)

vk(µk + 1) = exp (2πεkνk), v′k(µk + 1) = 0. (3.27)

Agora, para estimar u para t ≤ µk, de�nimos a energia "de ordem k"por

Ek(t) = |v′k|2 + ν2
ka(t)|vk(t)|2 . (3.28)

Derivando (3.28) temos que E ′k(t) = a′(t)ν2
k |vk(t)|2; logo, de (3.25) e (3.23)

obtemos, para todo t ≤ µk,

E ′k(t) ≤ |a′(t)| ν2
k |vk(t)|

2 =
|a′(t)|
a(t)

ν2
ka(t) |vk(t)|2

2

≤ |a
′(t)|
a(t)

E(t),

usando a desigualdade Grönwall tem-se

Ek(t) ≤ Ek(µk) exp

(∫ t

µk

|a′(s)|
a(s)

ds

)
,

e como t ≤ µk tem-se

Ek(t) ≤ Ek(µk) exp

(∫ µk

0

|a′(s)|
a(s)

ds

)
.

Por (3.25) e (3.23), segue que

Ek(t) ≤ Ek(µk) exp

[∫ µk

0

|a′(t)|
a(t)

dt

]
= ν2

k exp

[
−4πεkνk +

k−1∑
j=1

∫
Ij

|a′(t)|
a(t)

dt

]
.
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Mas, devido a (3.2), (3.10), (3.11) e (3.13), temos:∫
Ij

|a′(t)|
a(t)

dt ≤ 8πM1νjεj, (3.29)

e �nalmente, para t ≤ µk,

Ek(t) ≤ exp

[
−4πεkνk + 8πM1

k−1∑
j=1

εjνj + 2 log(νk)

]
. (3.30)

Agora, escolhemos

νk = 2B
k

, (3.31)

com B su�cientemente grande a ser escolhido. De (3.14) e (3.31), teremos

εkνk = BkΩ(2−B
k

) log 2, (3.32)

e assim
εk+1νk+1

εkνk
= B

Ω(2−B
(k+1)

)

Ω(2−Bk)
. (3.33)

De (3.33) e (0.0.3), escolhemos B su�cientemente grande, de forma que

πεkνk ≥ 8πM1

k−1∑
j=1

εjνj. (3.34)

Logo, da De�nição 0.0.3 e (3.14), teremos para qualquer k ≥ 1,

πεkνk ≥ 2 log(νk). (3.35)

Agora, usando (3.30), (3.34) e (3.35), obtemos para t ≤ µk,

Ek(t)(ν
s
k) ≤ exp [(−2πΩ(1/νk) + s) log(νk)] ,

logo da De�nição 0.0.3 temos que o lado direito tende para 0 quando k → +∞,

para qualquer s ∈ R.

Assim, para u de�nido por (3.22), para qualquer s ∈ R e para qualquer T0 > 0

temos u ∈ C∞([0, T0], Hs(T)); isto é, u ∈ C∞([0,∞), Hs(T)) . Em particular,

u(0, x) e ∂tu(0, x) estão em Hs(T) para qualquer s ∈ R.
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Por outro lado, a �m de provar (3.5), vamos a usar, em vez de (3.28), a seguinte

energia(a qual foi proposta em [4],[3])

Ẽk(t) = |v′k(t)|
2

+ ν2
k |vk(t)|

2 . (3.36)

Logo, a partir de (3.26) segue que

Ẽk(µk+1) = |v′k(µk + 1)|2 + ν2
k |vk(µk + 1)|2 = ν2

k exp(4πεkνk). (3.37)

Diferenciando a expressão (3.36),

Ẽ
′

k(t) = ν2
k (1− a(t))

(
vkv

′
k + v

′

kvk

)
≥ −

[
2 Re(νkvk(t)v

′
k(t))

]
νk |1− a(t)|

≥ −νk |1− a(t)|
[
ν2 |vk(t)|2 +

∣∣v′k(t)∣∣]
≥ −νk |1− a(t)| Ẽ ′k(t),

(3.38)

e usando a desigualdade de Grönwall, de (3.37) e (3.23) temos para µk + 1 ≤

t < +∞,

Ẽk(t) ≥Ẽk(µk + 1) exp

[
−νk

∫ +∞

µk+1

|1− a(t)| dt
]

=ν2
k exp

[
4πεkνk − νk

+∞∑
j=k+1

∫
Ij

|1− a(t)| dt

]
.

(3.39)

pois Ik = [µk, µk + 1), Jk = [µk + 1, µk+1) e a(t) = 1 em Jk , mas de (3.2),

(3.8b) e (3.13), como |1− a(t)| ≤Mεj em Ij, segue∫
Ij

|1− a(t)| ≤Mεj.

Finalmente, para t ≥ µk + 1, temos

Ẽk(t)
(
ν−sk
)
≥ exp

[
νk

(
4πεk −M

∞∑
j=k+1

εj

)
+ (2− s) log(νk)

]
. (3.40)

Agora, para avaliar o termo (3.40), consideramos a razão

εk+1νk+1

εkνk
=
Bk+1 log 2Ω(2−B

k+1
)

Bk log 2Ω(2−Bk)

=
BΩ(2−B

k+1
)

Ω(2−Bk)
.
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Fazendo τ
′
:= ν−1

k+1 e τ
′′

:= ν−1
k = 2−B

k
, temos

εk+1

εk
= B

τ
′

τ ′′
Ω(τ

′
)

Ω(τ ′′)
; (3.41)

e usando o Teorema do Valor Médio em (3.41),

τ
′

τ ′′
Ω(τ

′
)

Ω(τ ′′)
=
τ
′

τ ′′

[
Ω(τ

′
)− Ω(τ

′′
)

Ω(τ ′′)
+ 1

]
=
τ
′

τ ′′

[
|Ω′(τ )| (τ ′′ − τ ′)

Ω(τ ′′)
+ 1

]
(3.42)

para algum τ ∈ [τ
′
, τ
′′
], e como Ω é uma função módulo, assim temos

A�rmação 3.1. Seja Ω como a De�nição 0.0.3 e τ ∈ [τ ′, τ ′′] como em (3.42).

Então,
εk+1

εk
≤ 2B

1

Ω(τ ′′)
=

2B

Ω(ν−1
k )

.

Primeiro vejamos quais condições são necessárias para ter

Ω(τ ′′)

τ ′′ + τ ′
≤ |Ω′(τ)|

≤ Ω(τ ′)− Ω(τ ′′)

τ ′′ − τ ′
,

será necessário ter

2τ ′′Ω(τ ′′) ≤ (τ ′ + τ ′′)Ω(τ ′)

isto é, devemos provar que τΩ(τ) é crescente. Para isso calculamos a derivada

de τΩ(τ) e vejamos em que dominio ela é positiva

(τΩ(τ))′ =Ω(τ) + τΩ′(τ) > 0,

isto é, devemos ter

Ω(τ) > τ(−Ω′(τ)).

Mas τ ∈ [τ ′, τ ′′], e τ ′′, τ ′ são muito pequenos pois B é muito grande, além

disso, 0 < −Ω′(τ) < 1/τ , o que implica 0 < −τΩ′(τ) < 1, então como

limτ→0+ Ω(τ) = +∞, consideraremos Ω(τ) > 1, assim

Ω(τ) > 1 > −τΩ′(τ) > 0

Ω(τ) + τΩ′(τ) > 0;
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portanto para τ su�cientemente pequeno, τΩ(τ) é crescente, então temos

τ ′Ω(τ ′) < τ ′′Ω(τ ′′),

e como Ω é decrescente e τ ′ < τ ′′ temos

τ ′′Ω(τ ′′) < τ ′′Ω(τ ′).

Então,
Ω(τ ′′)

τ ′′ + τ ′
≤ |Ω′(τ)|

o que implica que

Ω(τ ′′)− |Ω′(τ)| τ ′ ≤ |Ω′(τ)| τ ′′

Ω(τ ′′)− |Ω′(τ)| τ ′

Ω(τ ′′)
≤ |Ω

′(τ)| τ ′′

Ω(τ ′′)

1− |Ω
′(τ)| τ ′

Ω(τ ′′)
≤ |Ω

′(τ)| τ ′′

Ω(τ ′′)

Agora provaremos a a�rmação, para isto usamos a estimativa anterior e (3.42).

Assim, temos

εk+1

εk
= B

τ
′

τ ′′
Ω(τ

′
)

Ω(τ ′′)
= B

τ
′

τ ′′

[
|Ω′(τ )| (τ ′′ − τ ′)

Ω(τ ′′)
+ 1

]
= B

τ
′

τ ′′

[∣∣Ω′(τ)
∣∣ τ ′′

Ω(τ ′′)
+ 1−

∣∣Ω′(τ)
∣∣

Ω(τ ′′)
τ
′

]

≤ B
τ
′

τ ′′

[∣∣Ω′(τ)
∣∣ τ ′′

Ω(τ ′′)
+

∣∣Ω′(τ)
∣∣ τ ′′

Ω(τ ′′)

]

≤ 2B
τ
′ ∣∣Ω′(τ)

∣∣
Ω(τ ′)

≤ 2B
1

Ω(τ ′′)
=

2B

Ω(ν−1
k )

Mas, τ ∈ [τ ′, τ ′′] e τ |Ω′(τ)| < 1, então temos

εk+1

εk
≤ 2B

1

Ω(τ ′′)
=

2B

Ω(ν−1
k )

(3.43)

De (3.43) segue que para, k ≥ k,

2πεk ≥M

+∞∑
j=k+1

εj (3.44)
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Agora, para estimar a energia primeiro devemos estimar Ẽk(t)(ν
−s
k ), para isto

usamos a de�nição de Ẽk(t) dada em (3.36), a estimativa (3.40) e a De�nição

0.0.3. Assim temos para k + 1 ≤ t < +∞,

Ẽk(t)(ν
−s
k ) ≥ exp [2πεkνk + (2− s) log(νk)]

= exp [log(νk)(2πΩ(1/νk) + 2− s)] .
(3.45)

Finalmente, para energia dada em (3.6),

Ės(u)(t) = ‖u(t)‖Ḣs + ‖∂tu(t)‖Ḣs−1

=
∑
j∈Z

|νj|2s |vj(t)|2 +
∑
j∈Z

|νj|2(s−1)
∣∣v′j(t)∣∣2

=
∑
j∈Z

|νj|2(s−1)
[
ν2
j |vj(t)|

2 +
∣∣v′j(t)∣∣2]

=
∑
j∈Z

|νj|2(s−1)Ẽj(t).

Agora, por (3.39), temos

Ės(u)(t) =
∑
j∈Z

|νj|3s−2Ẽj(t)ν
−s
j

≥
∑
j∈Z

|νj|3s−2 exp [log(νj)(2πΩ(1/νj) + 2− s)] ;

disto fazemos j →∞ o que implica que t→∞.

Portanto temos que

lim
t→∞

Ės(u)(t) = +∞. (3.46)

�
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3.2 Solução da equação da onda com coe�cientes os-

cilantes numa sequência de intervalos crescente.

Neste seção veremos o comportamento da solução (2.1) no caso, o coe�ciente

a(t) seja muito oscilante e de�nido sobre uma sequencia de intervalos com compri-

mento crescente. Para isto damos a seguinte Teorema:

Teorema 3.2.1. Seja ψ uma função real em [0,+∞), contínua, côncava e crescente

para +∞ para t→ +∞.

Então, existe uma função a(t) ∈ C∞([0,+∞)) cumpre

1/2 ≤ a(t) ≤ 3/2 (3.47)

tal que, para t ∈ (0,+∞), temos∫ t

0

|a(s)− 1| ds ≤ Cψ(t) (3.48)

e, para qualquer h = 0, 1, . . . , ∣∣a(h)(t)
∣∣ ≤ Cht

−1ψ(t), (3.49)

com C e Ch constantes positivas.

Além disso, existem dados de Cauchy u0, u1 ∈ Hs(T) para todo s ∈ R, de tal

forma que a solução u do problema de Cauchy (1.1) veri�ca

lim sup
t→+∞

Ės(u)(t) = +∞ (3.50)

Demonstração:

A demonstração será feita em etapas:

Etapa 1: Construiremos uma função a(t) satisfazendo (3.47) .

Para isto suponhamos que existe uma sequencia εk decrescente positiva

convergindo para zero, e uma sequência crescente positiva δk de inteiros
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veri�cando:

k−1∑
j=1

δj ≤ δk, (3.51a)

k−1∑
j=1

εjδj ≤ εkδk, (3.51b)

M1

k−1∑
j=1

jεjδj ≤ kεkδk, (3.51c)

com M1 dado como em (3.8c), tal que

εkδk ≤ ψ(δk), (3.52)

escolheram depois estas sequências.

Para construir a(t) fazemos de maneira similar que o Teorema 3.1.1.

Denotamos o conjunto,

Jk = [t′′k−1, t
′
k), Ik = [t′k, t

′′
k), para k = 1, 2, . . . , (3.53)

onde

t′′0 = 0, t′k =
k−1∑
j=1

2δj + δk e t′′k = t′k + δk. (3.54)

Tomando em conta (3.51), (3.53) e (3.54), temos

δk ≤ t ≤ 4δk , t ∈ Ik. (3.55)

Assim de�nimos o coe�ciente a(t) para t ∈ [0,+∞) como em (3.13), isto é

a(t) = 1 , para t ∈ Jk,

a(t) = αεk(4πνkt) , para t ∈ Ik, k = 1, 2, . . . ,

De maneira similar como no Teoremas 3.1.1 tem-se (3.47).

Etapa 2: Nesta etapa a�rmamos que a função a(t) cumpre (3.48).

A diferença da demonstração do Teorema 3.1.1 é a escolha de νk aqui:

4πνk = k. (3.56)
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Depois, de (3.8c), (3.51) e (3.52), a inequação (3.48) é satisfeita (com

C = 2M , com M dado em (3.8c).

De fato, temos que o coe�ciente é da forma a(t) = αεk(4πνkt) quando t ∈ Ik e

a(t) = 1 quando t ∈ Jk, e também sabemos que |αεk(t)− 1| ≤ εkM ( isto

quando t ∈ Ik, e se t ∈ Jk a diferença é nula ).

Então,

∫ t

0

|a(t)− 1| dt ≤


∑k

j=1 εjM |Ij| , t ∈ Ik

∑k−1
j=1 εjM |Ij| , t ∈ Jk

(3.57)

e como |Ij| = δk, e
∑k−1

j=1 εjδj ≤ εkδk, temos que

∫ t

0

|a(t)− 1| dt ≤


εk+1δk+1M , t ∈ Ik

εkδkM , t ∈ Jk

.

Então, se t ∈ Ik e usando (3.52) segue∫ t

0

|a(t)− 1| dt ≤ εk+1δk+1M ≤ ψ(δk+1)M ≤ 2Mψ(t).

Agora, se t ∈ Jk, e usando o fato que ψ é crescente, tem-se:∫ t

0

|a(t)− 1| dt ≤Mεkδk ≤ ψ(δk)M ≤ 2Mψ(t).

Etapa 3: Agora, provaremos que a função a(t) veri�ca (3.49), isto é

∣∣a(h)(t)
∣∣ ≤ Cht

−1ψ(t).

Para isto usaremos (3.11) e (3.55) , e de�nimos

εk2
k = (4δk)

−1ψ(δk). (3.58)

Assim, temos a inequação (3.49).
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De fato, para t ∈ Ik,∣∣a(h)(t)
∣∣ =
∣∣∣(αεk(4πνkt))(h)

∣∣∣ =
∣∣α(h)

εk
(4πνkt)

∣∣ (4πνk)h
≤(4πνk)

hεkMh

≤khεkMh , 4πνk = k

≤2kNhεkM̃h , Nh = max
k≥1

{
kh2−k

}
≥ kh2−k ⇒ 2kNh ≥ kh

≤MhNh(4δk)
−1ψ(δk) , t ≤ 4δk

≤MhNht
−1ψ(t).

Então, temos: ∣∣a(h)(t)
∣∣ ≤MhNht

−1ψ(t) = Cht
−1ψ(t), (3.59)

onde Nh = maxk
{
kh2−1

}
.

As contas anteriores foram feitas assumindo que (3.51) era válido, então

agora provaremos que existe a escolha de εk, δk que converge para zero e

crescente, respectivamente, tal que veri�cam (3.51).

Etapa 4: Demostraremos que as estimativas (3.51) valem e faremos a escolha de εk tal

que ela é decrescente positiva e converge para zero.

(i) Queremos determinar δk tal que

k−1∑
j=1

δj ≤ δk. (3.60)

Primeiro, vejamos que condições são necessárias para termos

δ1 + δ2 ≤ δ3. (3.61)

Para isto fazemos a seguinte escolha, δk = [ψ−1(∆k)] + 1, mas sem perda

de generalidade suponhamos que δk = ψ−1(∆k) é um inteiro com ∆

grande. Usando (3.58) tem-se

δk =
1

4εk

1

2k
ψ(δk) (3.62)

=
1

4εk

1

2k
∆k, (3.63)
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CAPÍTULO 3. PROBLEMA GERAL

então para provar (3.61), é equivalente provar que

1

4

∆

21ε1

+
1

4

∆2

22ε2

≤ 1

4

∆3

23ε3

∆

21ε1

+
∆2

22ε2

≤ ∆3

23ε3

1

ε1

+
∆

2ε2

≤ ∆2

22ε3

Sendo εk uma sequência decrescente positiva, então ela cumpre o

seguinte
1

ε1

<
1

ε2

;

e daí, temos

1

ε1

+
∆

2ε2

≤ 1

2ε2

(2 + ∆) (3.64)

≤ 2

22ε2

(2 + ∆) (3.65)

≤ 1

22ε3

(2(2 + ∆)) (3.66)

usando (3.66), para provar a desigualdade desejada devemos ter

2(2 + ∆) ≤ ∆2, (3.67)

o qual sempre se veri�ca para um ∆ grande.

No caso geral, devemos veri�car que

δ1 + δ2 + · · ·+ δk−1 ≤ δk.

Mas da equação (3.62) tem-se

1

4

∆

21ε1

+
1

4

∆2

22ε2

+
1

4

∆3

23ε3

+ · · ·+ 1

4

∆k−1

2k−1εk−1

≤ 1

4

∆k

2kεk
∆

21ε1

+
∆2

22ε2

+
∆3

23ε3

+ · · ·+ ∆k−1

2k−1εk−1

≤ ∆k

2kεk
1

ε1

+
∆1

2ε2

+
∆2

22ε3

+ · · ·+ ∆k−2

2k−2εk−1

≤ ∆k−1

2k−1εk
1

εk

(
1 +

∆1

2
+

∆2

22
+ · · ·+ ∆k−2

2k−2

)
≤ ∆k−1

2k−1εk

1

εk

(
2k−2 + 2k−3∆1 + · · ·+ 2∆k−3 + ∆k−2

2k−2

)
≤ ∆k−1

2k−1εk

1

2k−2εk

(
∆k−1 − 2k−1

∆− 2

)
≤ ∆k−1

2k−1εk
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ou seja, para provar (3.60) é necessário termos

2

(
∆k−1 − 2k−1

∆− 2

)
≤ ∆k−1 (3.68)

0 ≤ ∆k−1 − 2

(
∆k−1 − 2k−1

∆− 2

)
(3.69)

0 ≤ ∆k−1(∆− 2)− 2(∆k−1 − 2k−1)

∆− 2
(3.70)

0 ≤ ∆k − 4∆k−1 + 2k

∆− 2
(3.71)

Assim, provar o caso geral é equivalente a provar (3.71), isto é

0 ≤ ∆k − 4∆k−1 + 2k. (3.72)

Notemos que

∆k − 4∆k−1 + 2k = ∆k−1(∆− 4) + 2k , para k ∈ Z

assim basta supor que ∆ > 4, e teremos a desigualdade desejada.

(ii) Agora, passemos a demonstrar a equação (3.51b), isto é

k−1∑
j=1

εjδj ≤ εkδk,

Mas pelas contas anteriores sabemos que para um ∆ > 4 tem-se:

0 ≤ ∆k − 4∆k−1 + 2k , k ∈ Z (3.73)

0 ≤ ∆k − 2∆k−1 − 2∆k−1 + 2k (3.74)

2∆k−1 − 2k ≤ ∆k − 2∆k−1 (3.75)

2(∆k−1 − 2k−1) ≤ ∆k−1(∆− 2) (3.76)

2

(
∆k−1 − 2k−1

∆− 2

)
≤ ∆k−1. (3.77)

Agora, queremos provar

ε1δ1 + ε2δ2 + · · ·+ εk−1δk−1 ≤ εkδk; (3.78)
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usaremos (3.77), e usando (3.58) (εkδk =
1

4 · 2k
ψ(δk) =

1

4 · 2k
∆k ) em

(3.78), tem-se

ε1δ1 + ε2δ2 + · · ·+ εk−1δk−1 ≤ εkδk
1

4

∆

21
+

1

4

∆2

22
+

1

4

∆3

23
+ · · ·+ 1

4

∆k−1

2k−1
≤ 1

4

∆k

2k

∆

21
+

∆2

22
+

∆3

23
+ · · ·+ ∆k−1

2k−1
≤ ∆k

2k

1 +
∆1

2
+

∆2

22
+ · · ·+ ∆k−2

2k−2
≤ ∆k−1

2k−1(
1 +

∆1

2
+

∆2

22
+ · · ·+ ∆k−2

2k−2

)
≤ ∆k−1

2k−1(
2k−2 + 2k−3∆1 + · · ·+ 2∆k−3 + ∆k−2

2k−2

)
≤ ∆k−1

2k−1

1

2k−2

(
∆k−1 − 2k−1

∆− 2

)
≤ ∆k−1

2k−1
,

e por (3.77) temos que é verdadeira, então vale (3.78).

(iii) Provaremos, agora, a equação (3.51c)

M1

k−1∑
j=1

jεjδj ≤ kεkδk.

Como nos casos anteriores vejamos quais condições são necessárias para

termos (3.51c).

Assim, usando εkδk =
1

4 · 2k
ψ−1(δk) =

1

4 · 2k
∆k,

M1

k−1∑
j=1

jεjδj ≤ kεkδk

M1

(
1

4

∆

21
+

2

4

∆2

22
+

3

4

∆3

23
+ · · ·+ (k − 1)

4

∆k−1

2k−1

)
≤ k

1

4

∆k

2k

M1
1

4

(
∆

2
+ 2

(
∆

2

)
+ · · ·+ (k − 1)

(
∆

2

)k−1
)
≤ k

1

4

(
∆

2

)k
M1

(
1 + 2

(
∆

2

)
+ · · ·+ (k − 1)

(
∆

2

)k−2
)
≤ k

(
∆

2

)k−1

;

vemos que o lado esquerdo é igual a derivada da seguinte expressão,

com respeito a ∆,

M1

((
∆

2

)
+

(
∆

2

)2

+

(
∆

2

)3

+ · · ·+
(

∆

2

)k−1
)′
≤

((
∆

2

)k)′
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integrando com respeito a ∆,

M1

∫ ∆

0

((
∆

2

)
+

(
∆

2

)2

+ · · ·+
(

∆

2

)k−1
)′
d∆ ≤

∫ ∆

0

((
∆

2

)k)′
d∆

(
M1∆

2

)[
1 +

(
∆

2

)
+ · · ·+

(
∆

2

)k−2
]
≤
(

∆

2

)k
(
M1∆

2

)[
(∆/2)k−3 − 1

(∆/2)− 1

]
≤
(

∆

2

)k
(
M1∆

2

)[
∆k−3 − 2k−3

∆− 2

]
· 2

2k−3
≤ ∆k

2k

M1

[
∆k−3 − 2k−3

∆− 2

]
≤ ∆k−1

23

23M1

(
∆k−3 − 2k−3

)
≤ ∆k−1 (∆− 2) .

Resumindo, é necessário ter

0 ≤ ∆k−1 (∆− 2)− 23M1

(
∆k−3 − 2k−3

)
0 ≤ ∆k − 2∆k−1 − 23M1∆k−3 + 2kM1

0 ≤ ∆k−3
(
∆2(∆− 2)− 23M1

)
+ 2kM1.

Então, para um ∆ adequado tal que 0 < ∆2(∆− 2)− 23M1 a última

equação sempre é válida para todo k ∈ Z+.

Assim, temos que

M1

k−1∑
j=1

jεjδj ≤ kεkδk. (3.79)

(iv) Nesta outra etapa provaremos a existência da sequência εk decrescente,

positiva, convergente para zero.

De fato, considerando (3.58) temos:

εk =
1

4 · 2k
ψ(δk)

δk
. (3.80)

Provaremos que εk é decrescente, positiva e convergente para zero.

Para o caso, k = 1

ε2 < ε1 isto é
∆2

22ψ−1(∆2)
<

∆

2ψ−1(∆)
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em geral devemos ter

εk+1 < εk isto é
∆k+1

2k+1ψ−1(∆k+1)
<

∆k

2ψ−1(∆k)

Vejamos quais condições são necessárias para ter o caso geral. Temos

que

∆k−1

2k−1ψ−1(∆k−1)
≤ ∆k

2kψ−1(∆k)
então

0 <
∆k−1

2k−1ψ−1(∆k−1)
− ∆k

2kψ−1(∆k)
o que implica

0 <
∆k−1

2k−1

(
1

ψ−1(∆k−1)
− ∆

2ψ−1(∆k)

)
e consequentemente,

0 <
∆k−1

2k−1

(
2ψ−1(∆k)−∆ψ−1(∆k−1)

2ψ−1(∆k)ψ−1(∆k−1)

)
;

então, tudo depende em provar que

0 < 2ψ−1(∆k)−∆ψ−1(∆k−1) , ie, (3.81)

∆ψ−1(∆k−1) < 2ψ−1(∆k). (3.82)

Para k=2, devemos ter

0 < 2ψ−1(∆2)−∆ψ−1(∆) , isto é

∆ψ−1(∆) < 2ψ−1(∆2);

mas pelo convexidade de ψ, tem-se:

ψ−1(∆2)

∆2
≤ ψ−1(∆2)− ψ−1(∆)

∆(∆− 1)
⇒

ψ−1(∆2)(∆− 1) ≤ ∆(ψ−1(∆2)− ψ−1(∆))⇒

∆ψ−1(∆2)− ψ−1(∆2) ≤ ∆ψ−1(∆2)−∆ψ−1(∆)⇒

∆ψ−1(∆) ≤ ψ−1(∆2)⇒

∆ψ−1(∆) ≤ 2ψ−1(∆2).

No caso geral de maneira similar, temos que

ψ−1(∆k+1)

∆k+1
≤ ψ−1(∆k+1)− ψ−1(∆k)

∆k(∆− 1)
⇒

ψ−1(∆k+1)

∆
≤ ψ−1(∆k+1)− ψ−1(∆k)

(∆− 1)
⇒

ψ−1(∆k+1)(∆− 1) ≤ ∆
(
ψ−1(∆k+1)− ψ−1(∆k)

)
⇒

∆ψ−1(∆k+1)− ψ−1(∆k+1) ≤ ∆ψ−1(∆k+1)−∆ψ−1(∆k),
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e assim

∆ψ−1(∆k) ≤ 2ψ−1(∆k+1).

Assim para garantir que δ é inteiro fazemos

δk =
[
ψ−1(∆k)

]
+ 1, (3.83)

onde ψ−1 é a função inversa de ψ, [x] é a parte inteira de x e ∆ é escolhido

su�cientemente grande; daí que εk é decrescente, positiva que converge a zero.

Etapa 5: Agora, provaremos que lim supt→+∞Ės(u)(t) = +∞, para qualquer s ∈ R.

Para isto de�nimos a solução u ∈ C∞([0,∞);Hs(T)) para qualquer s ∈ R de

Lu = 0(onde L = ∂2
t − a(t)∂2

x) como na demonstração do teorema anterior.

Procuramos a solução dada por (3.22), com (3.23) e (3.24), onde de�nimos

tk = (t′′k + t′k)/2, o ponto médio de Ik. As igualdades (3.25) e (3.26)

tornam-se:

vk(t
′
k) = exp(−2πkεkδk), ν ′k(t

′
k) = 0, (3.84)

vk(t
′′
k) = exp(2πkεkδk), ν ′k(t

′′
k) = 0. (3.85)

De forma similar à demonstração do Teorema 3.1.1, temos:

∫
Jj

|a′(t)|
a(t)

dt = 0,

∫
Ij

|a′(t)|
a(t)

dt ≤ 8πM1jεjδj; (3.86)

de fato, pois a(t) = 1 em Jj e, agora, no segundo caso para t ∈ Ij; temos que

|a′(t)| =
∣∣∣α′εj(4πνjt)∣∣∣ (4πνj) ≤ εjM14πνj, 1/2 ≤ a(t) ≤ 3/2

⇒ 0 ≤ |a
′(t)|
a(t)

≤ 8πM1νjεj ⇒
∫
Ij

|a′(t)|
a(t)

≤ 8πM1jεjδj,

e de maneira análoga de�nimos Ek como em (3.28),

Ek(t) = |v′k(t)|2 + ν2
ka(t)|vk(t)|2, para t ≤ t′k. (3.87)
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Diferenciando acima e usando o lema de Gronwall temos:

Ek(t) ≤ Ek(t
′
k) exp

[∫ t′k

0

|a′(t)|
a(t)

dt

]
=

= ν2
k exp

[
−4πεkνkδk +

k−1∑
j=1

∫
Ij

|a′(t)|
a(t)

dt

]

= exp

[
−4πεkνkδk +

k−1∑
j=1

∫
Ij

|a′(t)|
a(t)

dt + 2 log νk

]
.

(3.88)

Logo, multiplicando por νsk e como 4πνk = k em (3.88), temos

Ek(t)k
s = exp

[
−4πεkνkδk +

k−1∑
j=1

∫
Ij

|a′(t)|
a(t)

dt + (2 + s) log νk

]
,

≤ exp

[
−4πεkνkδk +

k−1∑
j=1

8πM1jεjδj + (2 + s) log νk

]
;

(3.89)

fazendo uso de (3.11), (3.13) e (3.56),

Ek(t)k
s ≤ exp

[
−4πkεkδk + 8πM1

k−1∑
j=1

jεjδj + (2 + s) log(k)

]
,

≤ exp [−4πkεkδk + 8πkεkδk + (2 + s) log(k)] ,

≤ exp [4kεkδk + (2 + s) log(k)] .

(3.90)

Para obter (3.50) consideramos a energia de�nida em (3.36)

Ẽk(t) = |v′k(t)|
2

+ ν2
k |vk(t)|

2 .

Usando (3.85), temos:

Ẽk(t
′′
k) = ν2

ke
4πkεkδk ,

e fazendo k →∞,

lim sup
k→+∞

Ẽ(t′′k) = +∞.

Então, temos que

lim sup
t→+∞

Ės(u)(t) = +∞ , para qualquer s ∈ R;

De (3.51) e (3.90) segue como no Teorema 3.1.1, que u de�nida como em

(3.22), temos u ∈ C∞([0,∞), Hs(T)) para qualquer s ∈ R.
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�

Observação 3.2.2. A diferença do Teorema 3.2.1 com o Teorema 3.1.1 está em

que

Ẽk(t) ≥Ẽk(t′′k) exp

[
−νk

∫ +∞

t′′k

|1− a(t)| dt

]
=

=ν2
k exp

[
4πεkνk − νk

+∞∑
j=k+1

∫
Ij

|1− a(t)| dst

]

=ν2
k exp

[
4πεkνk − νk

+∞∑
j=k+1

Mεjδj

]
,

(3.91)

multiplicando por ks temos

Ẽk(t)k
s ≥ exp

[
4πεkνk − kM

+∞∑
j=k+1

εjδj + (2 + s) log k

]

≥ exp [4πεkνk − kMεkδk + (2 + s) log k] .

(3.92)

isto no Teorema 3.2.1.
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Apêndice

A�rmação 4.1. B = N ′N−1 é limitado com a norma ‖·‖.

Demonstração: De fato, sendo

N =


1

2
√
a(t)

1

2

− 1

2
√
a(t)

1

2

 , N−1 =

 √
a(t) −

√
a(t)

1 1

 ,

temos

B = N ′ ·N−1 =

 − a′(t)

4a(t)3/2

a′(t)

4a(t)3/2

0 0

 ·
 √

a(t) −
√
a(t)

1 1



=

 − a
′(t)

4a(t)
− a′(t)

4a(t)3/2

a′(t)

4a(t)
+

a′(t)

4a(t)3/2

0 0

 .

Assim

B =

 − a
′(t)

4a(t)
− a′(t)

4a(t)3/2

a′(t)

4a(t)
+

a′(t)

4a(t)3/2

0 0

 ,

Sendo a(t) Lipschitz segue do Teorema 1.2.6 que ela é diferenciável q.t.p, e

como t ∈ [0, T ] segue que a′(t) é limitado, usando isto e que 0 < λ ≤ a(t) ≤ Λ, segue

que cada bij ( onde B = (bij)) é limitado, logo segue A�rmação 4.1. �
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A�rmação 4.2. Existe uma função real ϕ, C∞,2π-periódica, tal que ϕ(τ) = 0 para

τ numa vizinhança de τ = 0.

Demonstração: Primeiro consideremos a função teste centrada em π

ψ(τ) =

 exp
(

1
(τ−π)2−1

)
, se |τ − π| < 1,

0 , se |τ − π| ≥ 1,

tal que para h = 0, 1, 2, . . . temos

∣∣ψ(h)(τ)
∣∣ ≤ Ah+1. (4.1)

Veja [9].

Logo, considerando a seguinte função

ϕ(τ) = {ψ(τ − 2πk)), se τ ∈ [2πk, 2π(k + 1)], k ∈ Z} , (4.2)

segue-se de (4.1) ∣∣ϕ(h)(τ)
∣∣ ≤ Ah+1 , h = 0, 1, 2, . . . . (4.3)

Assim temos uma função 2π−periódica C∞, nula numa vizinhança de 0, valendo a

estimativa (4.3) �

A�rmação 4.3. Seja αε(τ) dado em (3.9), então existe 0 < ε̃ tal que, para todo

0 < ε ≤ ε̃, tem-se

1

2
≤ αε(τ) ≤ 3

2
. (4.4)

e αε(τ), é 2π-periódica.

Demonstração: Para ter (4.4) é equivalente a provar

|αε(τ)− 1| ≤ 1

2
. (4.5)

Mas sabemos que

αε(τ) = 1 + 4εϕ(τ) sin(2τ)− 2εϕ′(τ) cos2(τ)− 4ε2ϕ2(τ) cos4(τ). (4.6)
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Logo para determinar ε̃, primeiro damos as seguintes estimativas que seguem de

(4.3)

|4εϕ(τ) sin(2τ)| ≤ 4εA1, (4.7a)

− 2A2ε ≤ −2εϕ′(τ) cos2(τ) ≤ 0, (4.7b)

− 4A2
1ε

2 ≤ −4ϕ2(τ) cos4(τ) ≤ 0. (4.7c)

De (4.7a), (4.7b), (4.7c), temos

− 4A1ε− 2A2ε− 4A2
1ε

2 ≤ αε(τ)− 1 ≤ 4εA1, (4.8)

Logo fazendo a escolha

ε̃ = min

{
1

8A1

,
−2(A2 + 2A1) +

√
4(A2 + 2A1)2 + 8A2

1

8A1

}
. (4.9)

Segue de (4.6), que para todo 0 < ε ≤ ε̃, tem-se

|αε(τ)− 1| ≤ 1

2
.

Agora, usando o fato que ϕ e ϕ′ são 2π-periódicas e as funções cos e sin também o

são segue-se que αε(τ) é 2π-periódica

αε(τ + 2π) =1 + 4εϕ(τ + 2π) sin(2(τ + 2π))− 2εϕ′(τ + 2π) cos2(τ + 2π)

− 4ε2ϕ2(τ + 2π) cos4(τ + 2π)

=1 + 4εϕ(τ) sin(2τ)− 2εϕ′(τ) cos2(τ)− 4ε2ϕ2(τ) cos4(τ)

=αε(τ).

�

A�rmação 4.4. Sejam as contantes M e Mh tal que, para h = 1, 2, . . . , tem-se

para todo 0 < ε ≤ ε̃:

|αε(τ)− 1| ≤Mε, (4.10a)∣∣α(h)
ε (τ)

∣∣ ≤Mhε. (4.10b)
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Demonstração: Para demonstrar (4.10a) de (4.6) segue

|αε(τ)− 1| =
∣∣4εϕ(τ) sin(2τ)− 2εϕ′(τ) cos2(τ)− 4ε2ϕ2(τ) cos4(τ)

∣∣ , (4.11)

e de (4.8),

|αε(τ)− 1| ≤ 4A1ε+ 2A2ε+ 4A2
1ε

2. (4.12)

Logo, para ter (4.10a) escolhemos M > 2(2A1 + 1) > 0 e ε̃ =
M − 2(2A1 + 1)

4A2
1

.

Agora para demonstrar (4.10b), fazemos por indução.

Primeiro para h = 1, temos que

α′ε(τ) = 4εϕ′(τ) sin(2τ) + 4εϕ(τ)2 sin(2τ) cos(2τ)− 2εϕ′′(τ) cos2(τ)−

− 2εϕ′(τ)2 cos(τ)(− sin(τ)) + 8ε2ϕ(τ)ϕ′(τ) cos4(τ)−

− 4ε2ϕ2(τ)4 cos3(τ)(− sin(τ)),

(4.13)

logo, segue de (4.3) em (4.13) que

|α′ε(τ)| ≤ 4εB1 + 8εB2 + 2εB3 + 4εB4 + 8ε2B5 + 16ε2B6 (4.14)

fazendo C1 = 4B1 + 8B2 + 2B3 + 4B4 e C2 = 8B5 + 16B6. Escolhemos M1 > C1 > 0,

e ε̃ =
M1 − C1

C2

.

Assim temos que para todo 0 < ε ≤ ε̃ segue (4.10b). Então para h = 1 é

verdade.

Agora suponhamos que vale para h = k inteiro, isto é, existe um Mk e ε̃ tal

que para todo 0 < ε ≤ ε̃ segue-se (4.10b),

∣∣α(k)
ε (τ)

∣∣ ≤Mkε.

onde

α(k)
ε (τ) = b1(τ)ε+ b2(τ)ε2, (4.15)

tal que b1 e b2 são limitado (segue-se de (4.3)).
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Agora demonstremos que para h = k + 1 é verdade (4.10b).

Com efeito de (4.15), temos que

α(k+1)
ε (τ) = c1(τ)ε+ c2(τ)ε2, (4.16)

onde |c1(τ)| ≤ d1 e |c2(τ)| ≤ d2 são limitados ( segue-se de (4.3) ), então temos:∣∣α(k+1)
ε (τ)

∣∣ ≤ d1ε+ d2ε
2. (4.17)

Então para ter (4.10b), escolhemos Mk+1 > d1 e ε̃ =
Mk+1 − d1

d2

.

Assim temos para todo 0 < ε ≤ ε̃, de (4.17) e da escolha de Mk+1, segue-se:∣∣α(k+1)
ε (τ)

∣∣ ≤Mk+1ε.

�

A�rmação 4.5.

lim
t→∞

a(t) = 1

Demonstração: De fato sendo

a(t) =

 1 , t ∈ Jk, k ∈ N,

αεk(4πνkt) , t ∈ Ik, k ∈ N.
(4.18)

Assim, bastará demonstrar que

lim
t→∞

αε(t) = 1.

Mas pela estimativa (4.10a), temos que, dado um ε1 > 0, se ε1 > ε̃ segue que

|αε(τ)− 1| ≤Mε ≤ ε̃M < ε1M.

Por outro lado se 0 < ε1 < ε̃ segue de (4.10a)

|αε1(τ)− 1| ≤Mε1,

demonstrando assim a A�rmação. �
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