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Resumo

Nos estudamos o comportamento da energia, para t — oo, das solucoes do
problema de Cauchy para algumas equacoes estritamente hiperbdlicas de segunda

ordem com coeficientes que oscilam rapidamente.

Palavras-Chave: Equacao da Onda. Estimativa da energia. Coeficiente

oscilante.



Abstract

We study the behavior, as ¢ — oo, of the energy for the solutions of the
Cauchy problem for some strictly hyperbolic linear second order equations with

coefficients very rapidly oscillating.

Keywords: Equation of wave. Behaviour of energy. Coeficient oscillating.



Sumario

[Agradecimentos| iii
[Resumal iv
[Abstractl v
viii
1__Preliminares| 2
[1.1 Notacoes|. . . . . . . . . . . e 2
(1.2 kEspacos LP| . . . . . . . 2
[1.2.1  Operacoes com Distribuicoes|. . . . . . . .. .. .. ... ... 6

(1.3 Distribuicoes Temperadas e 'Transformada de Fourier| . . . . . . . .. 8
(1.4 Espacos de Sobolev| . . . . . .. ... oo o 12
[1.4.1  Espacos de Sobolev Homogéneo| . . . . . . . .. .. ... ... 16
2__Problema Inicial | 18

vi



SUMARIO

[3 Problema geral 28

[3.1  Solucao da equacao da onda com coeficientes oscilantes em intervalos |

[ de compremento UM.| . . . . . . . . . . . ... 29

(3.2 Solucao da equacao da onda com coeficientes oscilantes numa sequén- |

| cia de intervalos crescentel . . . . . . . ..o Lo L. 41
[4  Apéndice| 53
[Reteréncias Bibliograficas| 59

vil



Introducao

Consideramos o problema de Cauchy em [0, +00) x R, com u = u(t, x),

O2u — a(t)0?u = 0,

(1)
u(0, ) = up(x), Owu(0,z) = uy(z),

com valor iniciais ug € H*(R),u; € H*"1(R),s > 0, com a hipotese de hiperbolici-
dade
0<A<alt) <A, Vi (2)

Observamos que se a(t) é positiva diferenciavel com derivada limitada, entao
tem-se existéncia e unicidade local no espaco de Sobolev e, nesse caso, segue-se a

estimativa de energia
Ey(u)(t) < CsrEy(u)(0), Yt €[0,T] (3)

COoI1

Ey(u)(t) = [lu(®)lls + 10ru(t) 7o (4)

Outra forma de ver o problema é considerar ao invés da continuidade

Lipschitz do coeficiente a(t), a propriedade de Log-Lip.
Aqui Log-Lip ¢é definido por:

Definicao 0.0.1. Seja f : I — R, com I um intervalo, diremos que f € Log-Lip

continua se ela satisfaz:

viil
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|ft+7)— ft)]
f ‘= sup < +o0 bt
1 ee titrel |7 |[log|T|] )
0<|7]<1/2

Com esta regularidade dos coeficientes a(t) demonstra-se que ¢ C*°-bem

posto, veja [2].

Além disso a continuidade Log-Lip pode ser pensada como uma hip6tese minima
para a regularidade nos coeficientes afim de ter C*°-bem posto para (1)). Por exem-
plo, [2] exibe uma situacdo em que a hipotese Log-Lip ndo pode ser enfraquecida
para a classe Holder com exponente menor que 1. L&, tal exemplo é generalizado,
provando que em geral a hipoteses Log-Lip regularidade nao pode se enfraquecida

no sentido especificado.

Ao considerar o coeficiente a(t) em Log-Lip ainda tem-se a estimativa da energia,

mas com perda de derivada, ver [5].

Ou seja, para a solu¢ao u e a(t) Log-Lip continuo, com 7" > 0, s € R qualquer e

para todo t € [0, 7T, tem-se:
Es_pi(u)(t) < €5 Es(u)(0), (6)
com C r constante que s6 depende de s, da dimensao n, T e A, e 8 ¢ dado por

]' *
B = XC HaHLL([O,t})7 (7)

sendo C* uma constante positiva que depende apenas de n e A ( menor cota superior

do coeficiente a(t)).

Agora se ampliamos o espaco de Log-Lip para o espaco (2-Log-Lip, ao qual

define-se da seguinte forma.

Definicao 0.0.2. Uma funcao f : I — R, onde I é um intervalo real, é dita ser
continua €2-Log-Lip quando:

L) = ()
it [rllog [ (]7])

0<|r|<0

HfHQLL(I) = < +00.

X
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Aqui 2 satisfaz.

Definig¢ao 0.0.3. Seja a funcdao Q € C1((0,4]), para algum 6 > 0 ( podemos assumir
sempre que 6 < 1/2) , é uma fung¢ao mddulo, se é uma fun¢ao conveza, positiva,

decrescente tal que

lim, o+ Q(7) = 400, 0< —Q'(7) <77', Q@) >1.

Com ajuda destas defini¢oes, tratamos de responder em parte se existe uma
estimativa global da energia para coeficientes nao Lipschitz. O objetivo da disser-
tacao ¢ estudar o comportamento assimptotica da energia no caso de ter-se coefi-
cientes a(t) nao diferenciaveis. De fato, demonstraremos que a explosao da energia
no infinito acontece, e isto independe da regularidade dos coeficientes. O fato impor-
tante para se ter uma estimativa assintotica da energia no infinito é o comportamento

oscilante dos coeficientes.

Para isso construiremos um coeficiente a(t) tal que acontece a explosao da
solucao de em espagos de Sobolev homogéneo. Assim consideraremos dois ca-
sos, na primeira parte os coeficientes oscilam em uma sequéncia de intervalos de
compremento 1, na segunda parte os coeficientes oscilam em uma sequencia de in-
tervalos cujo compremento cresce rapidamente, e em ambos casos tem-se explosao

da energia. A referencia basica é o artigo de F. Colombini(veja [1]).

Mais recentemente F. Hirosawa , ver [8], obterem o seguinte resultado:
Teorema 0.0.4. Para qualquer q¢ < 1, existe um a(t) € C*([0,00)) satisfazendo
| (8)| < CR(1+1)7H, (8)
para qualquer k € N, tal que a conservacao generalizada da energiﬂ nao vale.
Observe que este resultado garante que para funcoes globalmente Lipschitz,

a energia nao é limitada em [0, 00)]. Um exemplo explicito pode ser visto no artigo

de M. Reissing e J. Smith, ver [13].

LGEC quer dizer que tem-se a seguinte estimativa C1E(0) < E(t) < CoFE(0)( onde E(t) =
L (a®? [9u(t, ) + 0w, )1?) )




Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo vamos apresentar os fatos basicos necessarios a compreensao
dos capitulos subsequentes. Apresentamos os principais resultados da Transfor-
mada de Fourier, definimos os espacos de Sobolev e exploramos algumas de suas

propriedades. As referéncias basicas sao [9], [11].

1.1 Notacoes

1.2 Espacos L*

Fixemos um espago de medida (X, M, ), ou seja, X é um conjunto nao-
vazio, M é uma o — élgebra de subconjuntos de X e pu: M — [0, oo] uma medida.

Se f é uma fungao mensuravel sobre X e 1 < p < oo, definimos

1/p
1l = ( / Iflpdu>

Para p = oo, tomamos

[fllzee = inf{a =0 p({z : [f(z)| > a}) = 0}
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com a convengao de que inf() = oo, ||f|lL=~ é chamado supremo essencial de f e

esScrevernos

[fllzee = supess,ex|f(x)]-

Definimos

P X, M, pu)={f:X — C; fémensuravel e ||f||» < oo} .

Dizemos que duas funcgoes definem o mesmo elemento de LP quando elas
sao iguais quase toda a parte. Mediante esta identificacao, temos que o espaco
LP(X, M, 1), munido da norma || - ||z», € um espago de Banach (para a prova, veja

[14], por exemplo).
. . .. 1 1
Recordemos que dois nimeros reais p e p’ satisfazendo — + — = 1, com
p, p' > 1 sao ditos expoentes conjugados. Além disso, 1 e co sao conjugados.

Proposicao 1.2.1 (Desigualdade de Holder). Sejam 1 < p, p' < oo expoentes

conjugados. Se f e g sao funcoes mensurdveis sobre X,

1fgllee < 1Al ze gl (1.1)

Para a demonstragao veja [7], pag. 174.

Se p=p' =2, (1.1) é conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Proposicao 1.2.2 (Desigualdade de Chebyshev). Se f € L? (1 < p < 00), entdo

para todo A > 0,

p{z | f(x)] > A}) < (Hf)\\!m)

A prova destes dois resultados pode ser encontrada em [7], nas paginas 178
e 185, respectivamente. Enunciamos a seguir uma caracterizacao da norma em L*

através de integrais sobre [0, 00):

Teorema 1.2.3. Sep € [1,00), entdo para toda fun¢ao mensurdvel f sobre (X, M, ),

1 = p / TN ({1 £(@)] > ADdA
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Para a demonstracao ver [7], pag. 191.

Sera util, em algumas estimativas, a proposicao abaixo e seu respectivo corolario,
que generaliza a idéia da integracdo com coordenadas polares para R?. Novamente,

a prova pode ser vista em [7], na pagina 75.

Proposicao 1.2.4. Seja f € uma funcio mensurdvel sobre R, nao-negativa ou in-

tegrdavel tal que f(z) = g(|x|), para alguma fungao g em (0,00). Entdo

g f(z)dx = o (ST /Ooog(r)rd_ldr,

onde o(S¥1) expressa a medida da drea de ST,

Corolario 1.2.5. Seja s € R. Se s > d/2, entdo

/ L < 0.
re (14 [57)°

O seguinte Teorema de Rademacher seré utilizado em (4.1)).
Teorema 1.2.6. (Teorema de Rademacher) Seja f : R"™ — R™ uma func¢ao local-

mente Lipschitz. Entao f ¢é diferencidvel q.t.p.

Para ver a demonstragao ver [6].

Seja 2 C R? aberto e ¢ : @ — C uma funcdo continua. Definimos o su-

porte de ¢, o qual denotaremos por S(¢), como sendo o fecho em Q do conjunto

{z € ¢x) # 0} .

Definicao 1.2.7. Seja Q2 um aberto de R". O conjunto
C(Q)={p:Q2—=C; ueC™ eS(p) é compacto}

¢ o espaco das funcoes testes.

Para a existéncia de funcgoes testes nao-nulas, sera ttil a seguinte proposicao,

cuja demonstragao pode ser vista na pagina 7 de [9).




CAPITULO 1. PRELIMINARES

Proposicao 1.2.8. Seja K um subconjunto compacto de um aberto Q C R?. Eriste

e CX(Q) tal que 0 < <1 e =1 numa vizinhanga de K.

Temos que C2°(£2) é um espago vetorial denso em LP(Q2), com 1 < p < oo,
por [7]. Conforme [12], é possivel equipa-lo com uma estrutura de espaco vetorial
topologico, ndo-metrizavel, de modo que C2°(£2) torne-se um espago completo. Com
esta estrutura topolbgica, teremos que uma sequéncia (gzﬁj)jeN de fungoes teste con-
verge a zero em C2°(€2) se existe um compacto K C K tal que S(¢;) C Q, Vj € N
e, para todo inteiro positivo m, as derivadas de ordem m converge uniformemente

a zero quando j — 00.

Definigao 1.2.9. Seja Q C RY aberto. Um funcional linear e continuo u : C°(Q) —

C ¢ dito uma distribuicao em €. O espaco das distribuicoes em ) se denota com

().

Denotamos o valor da distribuicao « na fungao teste ¢ por (u, ¢).

Exemplo 1.2.10. Seja f € L () e definamos o funcional linear

Ty, 6) = / f(@)p(x)dr, ¢ € C=(Q) (1.2)

Se (¢;);en € uma seqiiéncia convergindo a zero em C°(Q), seja K C € compacto

tal que S(¢;) C K. Entao

(s, 65)] < /K 1 (@)]16(2)|dz
< sup o) /K 1 (@)ldz =% 0

Portanto, a expressao (|1.2)) define uma distribuicdo em Q . Também, se f,g €
L (Q) e (Ty,¢) = (T,, ¢), para toda ¢ € C(Q), entdo f = g q.t.p (ver prova na

pag. 11 de [9]).

Deste modo, a aplicacao injetiva f — Ty nos permite considerar varios espagos
de funcdes como subespacos de D'(Q2). E comum escrever simplesmente (f,¢) ao

invés de (Ty, ¢).
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Dizemos que uma distribuigdo u € D’'(2) é igual a zero num aberto U C €2 se
(u,¢) = 0, para toda ¢ € C°(U). Definimos entao o suporte de u, e denotemos por
S(u), como a interse¢ao de todos os fechados de €2 fora dos quais u é nula. Denotamos

com &'(£2) o subespago de D'(Q2) das distribui¢des com suporte compacto.

Teorema 1.2.11. Seja u € D'(Q2). Entao S(u) € compacto se, e somente se, eriste

um funcional linear e continuo v em C®(Q) cuja restricio a CX(QY) € igual a u.

A prova deste Teorema se encontra na pagina 41 de [9]. Aqui, a nogao de sequencial-
mente continua é a seguinte: uma sequéncia de fungées C*°(£2) converge para zero
se, para todo compacto K e todo inteiro m, as derivadas de ordem m convergem

uniformemente a zero em K quando j — oo.
Definicao 1.2.12. Dizemos que uma sequéncia u; € D'(Q), j € N, converge a

u e D(Q) se (uj, ) converge a (u,p), para toda ¢ € C(€2).

Suponhamos que u,, n = 1,2, ... ¢ uma sequéncia de distribui¢bes em D’(2) tal que
un (@) é convergente para cada ¢ € C°(Q2). Se definirmos u(¢) = lim u,(¢), temos
n—oo

que u é um funcional linear. Mais ainda, u resulta continuo em C2°(Q).

Teorema 1.2.13. Seja (u,)nen uma sequéncia de distribuicoes em §Q, e suponhamos
que, para toda ¢ € C°(Q), (u,, ) é uma sequéncia numérica de Cauchy. Entdo

(Un)nen € convergente em D' ().

Ver [9], pagina 56, para a demonstragao.

1.2.1 Operagoes com Distribuicoes

Seja u € CX(Q). Como u ¢ localmente integravel, a expressao (1.2) nos

permite considera-la como uma distribuicao em €. Por integracao por partes, temos

/%(:ﬁW(x)dx = _/“@)%(@d%
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para toda funcao teste ¢. Desta maneira, por dualidade, podemos definir a dis-
tribuicao

<896]'u7 ¢> = _<ua axj¢>a

para toda u € D'(2). Por inducao em |,

(0%u, ¢) = (=1)1*N(u, 9%¢)

Pelo mesmo argumento, definimos a multiplica¢ao por uma fungao f € C*(2)

como sendo a distribuicao

(fu,¢) = (u, f)

Agora, sejam f, g duas funcoes continuas em R tal que uma delas tenha

suporte compacto. Entao a convolucao de f e g se define como

fgla) = / F(x— y)g(y)dy = / fWg(a — y)dy

A fim de estender a definicdo acima para o contexto das distribuicoes, con-

sideremos a

Definicao 1.2.14. Seja u € D'(Q2) e ¢ € CX(Q) (ouu € E'(Q) e p € C*(Q)).
Definimos a convolugao de u e ¢, denotada por u * ¢, a funcao definida por

V)

uk ¢(x) = (U, ba),

onde ¢,(y) = d(x —y).
Valem as seguintes propriedades:

(1) ux ¢ € C(Q) e suas derivadas sao dadas por

O(u*x¢) =0%xd=u*x0%

(i) S(ux¢) C S(u)+ S(¢)

Teorema 1.2.15. C°(Q) € denso em D'(Q).

Para a demonstracao ver [9)], pag. 64
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1.3 Distribuicoes Temperadas e Transformada de

Fourier

Se f € LY(R?), definimos a Transformada de Fourier de f por

-~

FFE) = () = / e~ f(2) da, € € R

onde 7 é a unidade imaginaria e x.£ é o produto interno canoénico.

Segue diretamente da definicao que a aplicagao f — fdeﬁne uma transformagcao

linear de L*(RY) em L*>°(RY) satisfazendo

1l < |I£15r- (1.3)

Mais ainda, est4 é uma aplicacdo que leva L' no espaco das funcoes continuas que

se anulam no infinito.

Lema 1.3.1 (Riemann-Lebesgue). Seja f € LY(R?). Entdo J/C\ ¢ uma funcgao con-

tinua satisfazendo f(&) — 0 quando || — oo.

Ver [9], pag. 75, para a demonstragao.

Se ¢ é uma funcao teste, prova-se que sua transformada de Fourier é analitica
complexa em C?% Assim, ¢ ndo tera suporte compacto, a menos que ¢ seja nula,
uma vez que o conjunto dos zeros de uma funcao analitica complexa nao-nula em

C? tem interior vazio.

Consideremos entao um espaco que contém as funcoes de suporte compacto

e que seja invariante pela Transformada de Fourier.

Definigao 1.3.2 (Espago de Schwartz). Denotamos por S o subespago de C*(R?)
das funcgoes ¢ tais que
9]l = sup (1 + [z])M0%¢| < oo (1.4)
z€eR

para todo inteiro nao-negativo N e para todo oo € N¢,
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Tanto as fungoes de S quanto as suas derivadas decrescem no infinito mais
rapidamente do que qualquer poténcia negativa de |r|. Muniremos o espago de

Schwartz S com a topologia dada pela familia enumeréavel de semi-normas em (|1.4)).

Exemplo 1.3.3. O espaco das func¢oes-testes esta contido densamente em S, mas
para = € R ¢(z) = e " pertence a S, porém niio possui suporte compacto.

Assim, C2° ¢ S.

Tendo em vista a Proposicao [1.2.4] segue que se ¢ € S,

oyl NP ¢ B ) e
ool = ([ 1oy o

< Csup (1+ )5 10%(@)é] < ClllIn o (1.5)
z€R
onde N é um inteiro positivo maior que “=. Em particular, S — LP.

Teorema 1.3.4. A Transformada de Fourier F : S — S ¢é um operador linear e

continuo, continuamente inversivel, cuja transformada inversa € dada por

F o) = 0(e) = o [ enolpde, o€ S

()"

A prova deste resultado encontra-se na pagina 77 de [9]. Se ¢, ¥ € S, utilizando o

teorema anterior e as propriedades da convolugao, prova-se as seguintes igualdades:

(i) 0°6(¢) = (i€)°0(8)

(i) F(z¢(2))(§) = il0°g(¢)

(iii) / oY dr = / b da

(iv) ¢+ ¢ = o0

(v) o = (2m) "%+

(vi) @ = (2m) %, com (&) = u(—¢).
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Também, pela continuidade da Transformada de Fourier, garantida pelo Teo-
rema [1.3.4] outras familias de semi-normas que podem ser usadas para definir a

topologia em S sao dadas por

[ fllks = sup (14 [€)F |0°f(2)], k e N

zeRd

I/ = sup (1-+ [€)* 10°F(©)]. k € N

e€rd
Definicao 1.3.5. Um funcional linear e continuo em S é dito uma distribuicao

temperada. O espaco das distribuicoes temperadas se denota com S'.

Exemplo 1.3.6. Uma vez que toda distribuicao com suporte compacto se estende
continuamente a C*(R?), vale a inclusio & C &'. Por restrigao a C>(R?), e como
este é denso em S, temos que S’ C D'. Se f € LP, podemos identifica-la como uma

distribuicao temperada definindo, para cada ¢ € S,

(T}, ) :/f($)¢(x)dx.

A linearidade é imediata e a integral acima é finita, pela desigualdade de Holder.

Para verificar a continuidade, se ¢ € S, segue de (1.5) que

(T o < [flleelloll
< Cllfllzelidllna

Da estimativa acima, concluimos também que LP — S'.

Teorema 1.3.7 (Desigualdade de Young). Se f € LP e g € L%, entdo a convolugdo
1 1 1

fxgel', com—-—+1=—4—, e vale
r p q

1f*gllr < [ llerllgllze

Ver [7], para a demonstracao.

Definicao 1.3.8. Se u € §’, a Transformada de Fourier u de u se define por

(@, 9) = (u,9)

10
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Pelo Teorema u estad bem definida e determina uma nova distribuigao

temperada. Mais ainda, F resulta continua e inversivel em S’.
Proposigao 1.3.9. Seja f € S'(RY).
(i) Se f € LYRY), a transformada ]? de f como distribuicao temperada e como
funcao integrdvel coincidem.
(i) Se f € E'(RY), f é uma fungio de classe C* dada por
F(&) = (for ™) (1.6)
(iii) Se f € L2(RY) entio [ € L*(RY), e vale

I1£11%> = (2m) %) F1|% (Identidade de Fourier-Plancherel)

Ver [9], pag. 81, para a demonstragao.

Observagao 1.3.10. Consideremos uma distribuigao u € S’ tal que u € L'(R?).
Pela Proposicao a Transformada de Fourier de u é a funcao dada por

() = / =5z da

e

Como @ = (2m)%, uma mudanca de varidveis nos d4 que

_ e 0 (x)dx
) = g [ e Saled

Assim, se © € L', podemos "recuperar" u pela formula de inversao dada pelo
Teorema Por argumento semelhante a demonstracao do Lema de Riemann-
Lebesgue, obtemos que u € CJ(R%), ou seja, u é continua e vai a zero quando

Também, pela mesma expressao,

u(€)] < (2m) [l 1,
para quase todo ¢ € R, donde

lull e < (2m) @] . (1.7)
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CAPITULO 1. PRELIMINARES

1.4 Espacos de Sobolev

Neste texto, vamos nos restringir aos espacos de Sobolev modelados em L2
Estes espagos desempenham um papel crucial no estudo de equagoes diferenciais

parciais, lineares ou nao. O ponto de partida serd a Transformada de Fourier.

Definicao 1.4.1. Seja s um niumero real. Uma distribuicao temperada u pertence

ao espago de Sobolev de indice s, denotado por H*(R?Y) se, e somente se,

€ Li(RY) e () € L*(R, (1 +[¢]*)"d€)

loc

Escrevemos

[[ul

252 2\s|~> 2d
A R RRC IR

Proposicao 1.4.2. Para todo e qualquer s € R, o espaco H® equipado com a norma

| - [|gs € um espaco de Hilbert.

Demonstracdo: E imediato que a norma || - || gs provém do produto interno

(wohae = [ 1+ Py aEEIe

Provemos entdo que este espago é completo. Seja (uy,)neny uma sequéncia de Cauchy

em H*. Pela definicdo da norma, (U, ),en € uma sequéncia de Cauchy em L?(R?, (1+

[£17)°de).
Como este é completo, existe @ € L2(RY, (1 + |£|*)%d€) tal que

Jim {1, =@ 2 ga,(141¢2)2a¢) = 0. (1.8)

Em particular, a sequéncia (u,) converge a @ em S’. Tomemos u = F 4.

Como a Transformada de Fourier é um isomorfismo de S’, segue que u € §’. Por

fim, u, — v em H* devido a (1.8]. [

Notemos que os espacos de Sobolev formam uma familia decrescente de es-

pacos, com respeito ao indice s. De fato, s > s implica (1 + |£[>)¥ < (1 + |¢]?)%.

12



CAPITULO 1. PRELIMINARES

2
loc

Portanto, se uma distribuicao temperada f é tal que fe L% (RY), segue que

/]

e = [ APy R
< [ prraera =

2
Hs:

Assim, H*(RY) C H*(R?) e tal inclusdo é continua.

Os teoremas que seguem tém como objetivo caracterizar os espacos de Sobolev

para determinados valores de s sem o uso explicito da Transformada de Fourier.

Teorema 1.4.3. Seja s um nimero inteiro nao-negativo. O espago H*(RY) € o
espago das fungoes u pertencentes a L? tal que, para todo o em N2, com |a] < s

temos 0“u € L2.

Demonstragao: Seja s € N. Pelo binémio de Newton, temos (1 + [£]?)* =

s

Z <S) €|*". Agora, fixado 0 <i < sewu € L?
i

=0
P aE)? = (& + ... + &)’
= Z Coz|§aa<§>|2

la|=2
= > cal@oul,
|a|=i

pois 8/“\u(§) = (i&)*u(&), pelo Teorema Assim,

Qe EOr = 23 el )

= 3 Gloeul?
|a|<s
Integrando em ambos os membros e utilizando a Identidade de Fourier-Plancherel,
segue que

/ (1 + [€Pyfaie)Pde = / S a0l

|laf<s

= > (@m)%llo"ullz:

|laf<s

13



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Tomando C; = min {(27)%,; |a| < s} e Cy = max {(2m)%¢a; |a| < s}, obte-

mos

Cr Yy 0%l < /(1 + [EF) [a(e)Pde < Co Y [10%ull7 (1.9)

lor|<s la|<s

Corolario 1.4.4. S ¢ continuamente incluido em H® |, Vs € R

Demonstragao: Tendo em vista a caracterizacao dada pelo Teorema anterior,

juntamente com a desigualdade (1.5, se s € N,

e SC Y 0%ul7e <C D ¢l

|laf<s laf<s

[l

para toda funcao u € S. Assim, S < H?, se s é natural.

Por fim, se s € R qualquer, denotando por [s] o menor inteiro positivo maior ou

igual que s, segue que S — HI*l < H*_ pela propriedade de encaixe. [ |

O resultado a seguir descreve o dual topolégico dos espacos de Sobolev, que
nos permitira identificar, a menos de um isomorfismo, o espaco H~* como o dual de

He.
Teorema 1.4.5 (O Dual de H®). A forma bilinear B definida por

B:SxS — C
(¢) — Blug)= / u(e)p(x)dn

Rd
pode ser estendida para uma forma bilinear continua de H® x H~* para C. Além
disso, a aplicacao g definida por

dp: H* — (H®)*
u +—  op(u): @ Blu,p)

é linear e um isomorfismo isométrico (a menos de uma constante).

14



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Demonstracao: Para u,p € S, temos

Buy) = [u@pos

Multiplicando e dividindo por (1 + [£]?)*/? e tomando o médulo, segue que
Blu,g) < (2m) / (6 |3(—€) e
— (2n) / (L4 €2 21@(©)| (1 + €2)2|3(~)\de
1/2 1/2
< (m) ( Ja+ |&|2>5\@<5>12d5) ( Ja+ \5P>-S|@<—s>\2d5)

= @0l

ns ||| -
Portanto, a aplicacao B é uniformemente continua em H* x H~°. Mas S xS é denso
neste espaco, pelo teorema anterior. Logo, esta forma bilinear se estende a uma

unica funcao continua de H* x H~° em C, também denotada por B.
Além disso, para cada u € H~* fixa, dp(u) ¢ um funcional linear e continuo em H?*.
Resta mostrarmos que a aplicacdo dg é um isomorfismo.

A linearidade é imediata. Quanto a injetividade, B(u,¢) = 0 é equivalente a dizer

que

para toda funcdo ¢ € S, ou seja, u = 0 enquanto distribuicdo temperada.

Para provar a sobrejetividade, se ¥ : H*(R?) — C & um elemento do dual topologico
de H*(R%), como este é um espago de Hilbert (Proposicao [1.4.2), o Lema da Repre-

sentagao de Riesz nos diz que existe uma unica h € H*(R?) tal que

=

U(f) = (o ) = / (1+ €2 B(E)h(E)de,

R4

15



CAPITULO 1. PRELIMINARES

para toda ¢ € H”.

Seja u € S tal que G(€) = (2m)4(1 + [€]2)*h(=).

Observemos que u € H*(R%), pois
Jasigpyemors = @nf [@rler) e h-ora
em)? 1+ gy TR Pdg = (2myI

s < 00

Assim, para ¢ € H?,

Portanto, dg(u) = ¥, como queriamos.

1.4.1 Espacgos de Sobolev Homogéneo

Definicdo 1.4.6. Seja s um nimero real. O espago de Sobolev homogéneo H® é o

conjunto das distribuicoes temperadas tais que u € L}, (RY) e

lullye = [ €T de < o0 (1.10)
A norma || - || 4. tem a propriedade de escala
_dy
luC s = A2 lull g, (1.11)

como pode ser verificada através de uma mudanga de varidveis na expressao (|1.10)).

Enquanto que os espacos de Sobolev nao-homogéneos H® formam uma familia
decrescente de espagos (com respeito ao indice s), os espacos homogéneos nao sio
comparaveis entre si. Porém, é imediato que se s é positivo, H® esta contido em H*

e se s é negativo, H® contém H*.

16
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Proposicao 1.4.7. Se s < d/2, entdo H* ¢ um espago de Banach.

Demonstragao: Seja (u,),eny uma sequéncia de Cauchy em H#. Entdo a sequéncia
() nen € de Cauchy em L2(RY\ {0}, |£]?*d€), que sabemos ser completo. Seja f este
limite, isto é,

Tim [Ju, = fll 2oy jeeag) = 0-

Mostremos que f € LL .(R?).

Temos que f € L (RY {0}, |£[*d€); assim, se K C R\ {0} é compacto,

loc

/ FO)lde = / €2l 1f(6)] de
K K
C 28 d 00
< /K EPF(E)] dé < oo,

pois a fungao p(&) = [£]** é continua em K.

Resta estimarmos a integral de f em compactos que contém a origem. Para
isto, é suficiente observarmos que a integral de f sobre a bola unitaria B(0,1) é

finita. Neste caso,

/ ()] de =/ €116 de
B(0,1) B(0,1)

1/2 1/2
(/ |€|25|f<€>|2d§) (/ ng) < oo,
B(0,1) B(0,1)

visto que p é integravel sobre o conjunto B(0, 1), pois s < d/2.

IN

Portanto, f € Ll .(R?).

loc

Finalmente, tomando v = F~1f, segue o resultado. |
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Capitulo 2

Problema Inicial

Neste capitulo, estudaremos o comportamento de uma dada solucao de equagoes
hiperbolicas estrita, no caso em que a(t) é do tipo Lipschitz, dando como resultado

a estimativa da energia.

Assim, seja o problema de Cauchy em [0, +00) x R, com u = u(t, x),

O2u — a(t)0*u = 0,
u(0, ) = up(x), Ou(0,z) = uy(z),

(2.1)

com valor iniciais ug € H*(R),u; € H*"1(R),s > 0, com a hipotese de hiperbolici-
dade
0<A<a(t) <A, WVt (2.2)

onde A e A sdo contantes positivas.

Se o coeficiente a(t) for uma fungdo localmente Lipschitz em [0, +00), en-
tao o problema de Cauchy (2.1) é C*° bem posto( veja-se [10] e[12]). Neste caso,
teremos u(t,-) bem definido em H*(R) para qualquer valor inicial ug € H*(R) e

u; € H*71(R); mais precisamente, a tinica solugao u(t,-) da equagao pertence a

C ([0, +00); H*(R)) N C*([0, +00); H1(R)).

18



CAPITULO 2. PROBLEMA INICIAL

De fato, se denotamos

Ey(u)(t) == ||u(®)]|5s + [|0u(t)||Fe-1, (2.3)

temos a seguinte afirmacao.

Afirmacao 2.1. A solucao u de (2.1) ¢ tal que para qualqguer T > 0, s € R e

t € [0,T], satisfaz a sequinte estimativa
Ey(u)(t) < CsrEs(u)(0), (2.4)

com Csp > 0.

Demonstragao: Da equacao
Uy — a(t)uze = 0,

podemos considerar o sistema seguinte:

i) = ()= o)) e

A
Ut a
denotando U = e A = e aplicando transformada de Fourier
Uy
temos
U =iA- €U, (2.6)

logo diagonalizando a matriz A - £ temos que,

NA-§=D(EN,
com
L1
o | e 2 valt) —valt) |
— - 1 1
2¢/a(t) 2
oD a(t)§ 0

19



CAPITULO 2. PROBLEMA INICIAL

Depois, derivando NU, temos

S (N0) = i(NA-€)(U)+ N'U

— iD(NU) 4+ N'N~Y(NU),
fazendo v := NU , tem-se

—v = iDv+4+ N'N 1,

—v = iDv+ B,

com B = N'N~! que é limitado para cada t, como podemos ver usando a norma de

operador, [[] para a demonstracio veja Afirmacio no Apéndice.

Por outro lado usaremos o seguinte produto interno

(,0) = / u(t,€) - o(E, E)e, (2.7)

e definiremos a norma

JulZ, = / ult, ) de. (2.8)

Seja a norma para v (t ) € L?

i’ = floa(t e + lloa(ts )l 2 - (2.9)

1
Logo, usando (2.7), temos (v, Bv) = (v, Bv) = (v, Bv) = (Bv,v) e (v, —iDv) =
(v, —iDv) = (—iDwv,v), depois derivando teremos

d dv _ dv
%HUHL2 - (Evv)+(v7%)

= ((iD+ B)v,7) + (v, (—iD + B)v)
= (Bv,7) + (v, BY)

2Re{Bv-v} <2||Bol| 2 [[o]l ., com 2{|B|| <7,

IA

7 lloll;
entdo [[v(t,)|l;2 < € w0, )2, v=7/2.

Bl = v/ Amax, onde Apax 0 maior autovalor da matriz B* B; B* =adjunto de B.
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CAPITULO 2. PROBLEMA INICIAL

onde 7 e vy s@o constantes.

Entdo dada a norma (2.9)), temos ||v(t, )|, = [[(vi(¢, ), va(t, )[l; = loa(t, )| 2+
|lva(t, )| ;2 e fazendo v(t,§) = Nﬁ(t,f), segue a seguinte afirmagao.

Afirmacao 2.2.
ot ), = [N T, = 1ot

Demonstracao: Basta provar que existem constantes Cp,Cy > 0 tais que

t,- t,- t,-
e alt )y () <Oy alt) . Vt<T (210

Ug(t, ) 1 Ug(t7 ) 1 Ug(t, ) 1

pois sendo ||-|| 2 = (27) " |[7]| 2, temos que

it ) ——
= loa(t g+ ool e = @)~ (o], + =] )
UQ(ta ) 1 L
n(t,)
— | ()]
U2(t7 ) 1
donde segue a Afirmacao [2.2

Falta entdo, provar (2.10). Para isso fazemos o seguinte produto

1

! ! BEEN 1
NN = | 2Val) —2«1/a(t)_ N ENCOREN I 70 (1J |
2 2 NGO 0 5

usando a norma do operador, tem-se que |N| = w/nqax{%(t),%} e IN7YT! =

\ /m1n{2a oL 5} (‘onde || N||; = supy,—; [ Nz]|) , entdo temos o lado direito de (2.10)

[INolly < [[IN]Hvll; -

Para provar o lado esquerdo de (2.10) usamos que det (V) # 0.

Assim,

||U||1 = ”N_INUHl < HN_IH ||NU”17
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CAPITULO 2. PROBLEMA INICIAL

logo,
[N ol < IVl ; (2.11)

fazendo Cy = (/min{5, 3} ¢ Cy = {/max{5;, 3} temos que

Cy [|vfly < [[Nvlly < Calvlly -

[ |
Afirmacao 2.3. Se tem a sequinte equivaléncia de normas
1/2
e, Mgz + lluat e e (et e + e, )l72) (2.12)
Demonstracao: Segue de
Jur(t, )l 2 + [t )l 2 < 2max{lue(t, )l 25 lua(t, )l 2}
1/2
< 2([fue(t, )72 + o (8, ))72)
e
1/2
(et M7z + Mot )72) ™ < V2max{|lug(t, ) g s e (t, ) 2}
< V2 (fJuelts )l gz + et )l 2) -
|

Voltamos, agora a demonstragao da Afirmacao [2.1}

Usando a Afirmacio[2.2)e [[o(t,-)||, < € [|v(0, )|, (onde v(t, ) = NU(t,€)), temos
[U, ), < Ce [[u(o, )], ,

com C uma constante positiva dada por 2.2

Logo pela Afirmacao segue

10put, Y72 + 18zult, Mz < e (1950, )l|72 + [18:u(0,)I72)

Agora, usando Plancherel e que @(t, €) = (i&)u(t, &), temos

o, + ||, < o (JamE]], +on@]),) e
|owte) L2+H(i5)m < (oo, + Jaowa]),) e
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2 2 — 2 2
[ |omtee] de+ [ 16 oo e < o [ lontoe| ae + [1eP |[a0.0] ac)
(2.15)
Para estimar 17(?), sabemos que
— = 2 2
= |u(®) {u) - w®} < [u@)] + |ou)| ;
multiplicando por exp (—t)
d [1—2 2
o ()u(t)’ exp(—t)) < 8tu(t)’ exp (—t),
integrando de zero ate t, tem-se
2
a@f < [uo)f / e (s, ds t<T
2
wt)] < ‘u ‘ / eI [G@i(s, )| ds
. (2.16)
u(t)] < ( / @y (s, )| ds)
2
w®| < oy (‘u(())’ +/ @ (s, )| ds).
0
Finalmente provamos a Afirmacao primeiro para o caso s = 1, ou seja
()51 + 1) 0 < Cr (lu(O)[71 + 19(0) [50) - (2.17)

—2 —2 T
Usando que ’u(t, )‘ <y ()U(O, )‘ +/ |Gy (s, )| ds) 2.15), segue que
0

6| +<1+|§|)/<\>]2 <
i ([ato] + 1¢ a0 >\)+cz(\ +/T|ut< Jas)
cg(zfaﬂf (1 1P) [0 ) + s [ it s

onde 03 = maX{Cl, Cg}

Além disso, |G (t, )[> < |G (L, )| + |@(t, )| <Cl<@‘2+|§|2‘@‘2>,ecomo
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0 <s<t<T,entao pelas contas anteriores temos

wlto)| + (4 1P) [ue| <

 ([a0|+ a4 169 [0 ) 4 o Y lds. s <

e ([0 + 1+ 162) i3] ) + coevr (faaon[ + e [a@ ) <
Cul®)] + G [0 )] +Calef [u0)| <

w0+ (1+ JgP) [u(0,)

oo )

onde 04 = 03 + CQOlT e CT = maX{C4, 03}

Portanto, temos

wl)] + (1+16?) [ue) wl0.)] + (1+ k)

2
SCT(

u/(o,\-)D L (2.18)

Integrando a desigualdade de acima,

[]ato] as+ [ @+iep)
o

a0 ac+ [ (i) 0] ) ae
Ju(t) 3 + 10(t) o < Cor (IO + 100)]0) s (2:19)

—2
ult, )| de

e dai

concluindo a demonstragao de (2.17)).

s—1

Por outro lado, se multiplicamos por (1 + |§|2) em ([2.18]), temos

g (1+\5F)8\%,\->\2),

1+ g (1+\€|2)5’u/(t,\-)2

< Cy ((1 + e

w(0, )

e integrando segue-se

[

Cr (/ (L+ )™

Assim,

wlt ] g+ [ (Le1eP) ot de <
a0 @+ [ r1ep)y |a0.9] dc).

(- + 10su() a1 < O ([[u(0) 177« + 10 (0) 77 ) -
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Observacao 2.0.8.

1. Tal resultado se estende em [5], quando a fungao a também depende de x € R™,

mas hd perda de derivadas.

2. Uma maneira alternativa de demonstragao é considerarmos a sequinte energia
Et,&) =/ (O +a(t) v(t)]*,

onde v(t) = v(t,&) = u(t,§), derivando E(t,§) temos

aft) e of? < 20

a(t) a(t)

logo, integrando de zero ate t, tem-se

d _d(1)
%E@a 6) -

E(t,¢),

a(s)
als)

como 0 < X\ < a(t) < A, e pelo Teorema temos que, da'(t) é limitado

ds,

Bit.e) < B0.) | t

,comt €[0,T],

entao

maxc(o.r1{|a’' ()|}

3 , constante que depende de T e .

onde Cr =

Assim, tem-se
@ (t, ) +a(t) | [a(t, §)* < Cr (J@(0,€)" + a(0) [¢]* [a(0.€)P)
Logo, fazendo ¢y = min{1, A} e co = max{1, A} tem-se
@ OF + I @6, O < 20 (80.OF + I [@o.OF)  (220)
Entao, usando ([2.16)), tem-se o qual implica (2.19).
Por tanto, multiplicando por (1 + |£|2)S_1 em tem-se

2o 101 e < Cr (Jlu(0) [ + 10:(0) 177 -

[u(®)]
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Ao invés de fungoes na classe de Lipschitz consideremos, agora, o seguinte

tipo de funcoes.

Definicao 2.0.9. Seja f : I — R, com I um intervalo, diremos que f é Log-Lip

continua se satisfaz:

|ft+7)— f(t)]
= su < +00. 2.21
HfHLL(I) t,t+7—%] ]T||log|7]| ( )
0<|7|<1/2

Com a regularidade dos coeficientes a(t) em Log-Lip podemos demonstrar que
& C'-bem posto, veja [2]. No caso em que os coeficientes sdo independentes
da variavel x, usa-se 0 método aproximado de energia, que primeiro foi introduzido
no artigo acima citado. No caso de uma equacao com coeficientes Log-Lip continuos

dependentes de todas as variaveis, foi tratado em [5] para uma equagao (2.1)).

Além disso a continuidade Log-Lip é uma hipotese minima para a regularidade nos
coeficientes afim de ter C°°-bem posto para . De fato, [2] d4 um exemplo que a
hipotese Log-Lip nao pode ser enfraquecida para a classe Holder de exponente menor
que 1. De fato, em [2], generaliza tal exemplo, provando que em geral a hipotese de

Log-Lip regularidade nao pode se enfraquecida no sentido 14 especificado.

Outra fato importante é que a estimativa da energia vale caso em que os

coeficientes estdo em Log-Lip no entanto ha perda de derivadas (ver [5]).

Ou seja, para a solugdo u, T' > 0, e qualquer s € R e qualquer t € [0, 7],
tem-se:

Ey_p(u)(t) < C5rEs(u)(0), (2.22)
onde C7r constante que s6 depende de s, da dimensao n, T e A ( cota superior de
a(t) ), e B é dado por

1 *
f= XC ||aHLL([0,t})v (2.23)

sendo C* uma constante positiva que depende apenas de n e A ( menor cota inferior

de a(t) ).
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CAPITULO 2. PROBLEMA INICIAL

Observamos que 2 dada na Definigao (0.0.3)) seja por exemplo Q(7) = [log(7)|
ou, mais geral, para Q(7) = log® (7), 7 € (0,4,], onde log" (7) = [log(7)| e, para
p > 1, log"(r) = log(log”~"()).

Por outro lado para Q(7) = [log|7||”' 77, QLL(I) coincide com o usual espaco de
Holder C%'~2 onde formalmente temos que (1) = 1 entdao QLL(I) coincide com

a classe de Log-Lip.
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Capitulo 3

Problema geral

No capitulo anterior vimos no caso a(t) ser Liptchitz, tem-se uma estimativa
da energia local dada em (2.4). Mencionamos que no caso Log-Lip tem-se uma

estimativa da energia () mas com perda de derivadas, ver [2].

Neste capitulo consideraremos condigoes para ternos uma estimativa global
da energia para a solu¢do do problema de Cauchy, quando o coeficiente vale (2.2)).

Veremos, em geral, tal estimativa nao é possivel no espaco de Sobolev homogeneo.

De fato, veremos que a explosao da energia vale se o coeficiente oscila muito rapido.

Nossa referéncia sera o artigo [I].

Com isto vemos a importancia das propriedades da velocidade de propagacao
da equacgao da onda para determinar o comportamento da energia no espaco Sobolev

homogeneo.
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CAPITULO 3. PROBLEMA GERAL

3.1 Solucao da equacao da onda com coeficientes

oscilantes em intervalos de compremento um.

Consideramos agora o problema de Cauchy dado em com a condicao de
estrita hiperbolicidade (2.2). No seguinte teorema trabalharemos com solugoes do
problema de Cauchy 27-periddica, para simplificar a demonstracao, consideramos
o problema de Cauchy para x € T em lugar de x € R , onde T denota o toro 1
dimensional T = R/27Z. Além disso, em lugar da energia , usaremos

Ey(u)(t) = |[u(t)]

ize 1 |0 (t)]

Hs=1> (3.1)

onde H* denota o espaco Sobolev homogéneo de exponente s em T.

Para o Teorema seguinte denotamos (1) uma sequencia de nimeros inteiros

tal que pgy1 > px + 1. e os intervalos

Iy = [y e + 1), T = [ + 1, py), K=0,1,... (3.2)

Teorema 3.1.1. Seja Q) uma funcao modulo e w uma funcdo continua definida em
I = [tg, +00) para algum ty > 0, crescente para +00 quando t — co. Entao, existem
uma sequéncia i, e uma fun¢ao a € QLL([0,+00)) N C*([0, +00)), periddica em

cada intervalo I, com periodo P;ﬂ e igual a 1 em cada intervalo Jy, satisfazendo:

lim P, =0, lim,,ca(t)=1 e (3.3)
k—+o0
/
t
im A g, (3.4)
t—+oco w(t)

Além isso, existem dados de Cauchy ug, uwy € H*(T) para todo s € R, de tal forma
que a solucao u do problema de Cauchy verifica:

lim E,(u)(t) = 400 para qualquer s € R, (3.5)

t—+o0

onde

Ey()(t) = [u()llg + 10l g - (3.6)

LA fungao a € QLL([0,+00)) N C°°([0,+00)), é periddica em cada intervalo I com periodo
Py, se dados t,t + Py, € I;, temos que a(t + Py) = a(t).
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Demonstragao: Dividiremos a demonstracao do Teorema [3.1.1| em etapas:

(i) Provemos que existe uma soluc¢ao periddica de

w!(1) + ac(T)w.(r) = 0, (3.7)
tal que para a.(7) tem-se
1/2<ac(r) < 3/2, (3.8a)
ae(T) = 1] < Me, (3.8b)
P (7)] < M. (3.8¢)

Com efeito seguindo o Apéndice existe uma funcao periddica a. tal que as
estimativas (3.8)) sdo verdadeira ( para a demonstracao ver Afirmagao e
Afirmacao [4.4] no Apéndice).

Logo, consideremos (dada em [3] e [5]) uma fungao real, nado-negativa ¢, 27-

periodica, C* tal que ¢(7) = 0 para uma vizinhan¢a de 7 =0 e

2m
/ o(7) cos®* dr = .
0

para a existéncia de ¢ ver o Apéndice.

Entéo, para cada 7 € R e € € (0, £] definimos
(1) = 1+ 4ep(7) sin 27 — 2/ (1) cos® (1) — 4e%p*(7) cos* (1), (3.9)
onde ¢ é tal que para cada, 0 < ¢ < ¢ tem-se

1/2 < a () < 3/2. (3.10)

Seja, agora, M e M) constantes tais que para todo 0 < ¢ < &, tem-se

|o=(7) — 1

o™ (7)|

£

IA

Me,

IA

MhE,

onde h=1,2,....
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Finalmente definimos

We(T) = cos(T) exp <—57 + 2¢ /OT ¢(s) cos? sds) : we (1) = we(7) exp (7).

Afirmamos que a.(7) e w.(7), sdo fungdes C* e 2m-periddica.

Por outro lado, w,. é uma solucao do problema de Cauchy

w? (1) + ae(T)w.(1) = 0, w:(0) =1, w.'(0) = 0. (3.11)

De fato

Tt =

&€

t
—sintexp (—z—:t + 25/ ©(s) cos? SdS) +
0

t
+ costexp (—at + 25/ ¢(s) cos sds> (—e + 2ep(t) cos®(t))
0

exp (—51& + 25/0 ©(s) cos2(s)ds) (—cos(t) — 2sin(t)(—e + 2ep(t) cos?(t)) +

cos(t)(—e + 2ep(t) cos?(t))? + cos(t)(2e’ () cos?(t) — dep(t) cos(t) sin(t))) ;

logo para provar que w.(7) exp(et) é solucao da equagao w! (1) + a.(T)w. (1) =

0, basta provar que

W + 2ew. + (% + a.(t))w.(t) = 0. (3.12)

De fato, derivando w,(t) = w.(7) exp(et) duas vezes e por (3.12)), temos

£

w!(t) = (@ + 2w’ + *w.) exp(et) = —a.(t)w.(t)exp(et)

= —a.(Hw.(t).

Agora, provemos (3.12))

~1! ~/
w; + 2ew;

= exp (—et + 2e /Ot ©(s) cos? Sds) (— cos(t)—
—2sin(t)(—¢ + 2e¢(t) cos*(t)) +
cos(t)(—= + 2e(t) cos? (1)) + cos(t) (22 (£) cos(t) — 2e0(t) sin(28))
— exp (—et 2 /O " (s) cos? sds) cos(t)(—1 — deg(t) sin(2¢) +
+2e¢/ (t) cos?(t) + 4e%p?(t) cos* (t) — &2)
~ exp (—et 2 /0 " o(s) cos? sds) cos(t)(—€% — (1))

= G.(—2— ac(t)).
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(i)

Assim,
w” + 2ew. + w.(e? + a.(t)) = 0.

Nesta etapa definiremos a fungio a(t) sobre R, periodica e satisfazendo (3.3))

e 3.

Para isto consideramos os intervalos Iy e J; dados em ([3.2).

Entao, definimos o coeficiente a(t) para t € [0,00) como: a(t) = 1 para t < t;

(onde t; denotado em ([3.2))) e

a(t) = 1 para t € Jy, (3.13a)

a(t) = o, (4nyt) parate I, k=1,2,..., (3.13b)

onde a, é dado por (3.9), £ é uma sequéncia decrescente para 0 e v, uma se-
quéncia crescente de inteiros, os quais serao escolhidos de uma forma adequada

mais na frente.

A partir da fungao modulo 2 e w dada na hipoteses do Teorema [3.1.1] obte-
mos uma fungdo a(t) € C*°([0,00)) , periddica em cada intervalo I; tendendo
para 1 quando ¢ — oo ( ver Afirmagdo no Apéndice) e tal que é
satisfeita com Py, = 1/2v.

De fato, de segue que a(t) é Py-periodica. Vejamos isto, seja t € I,
para algum £ =1,2,.....

Assim, temos que

(Z(t—i-Pk) = O 47TVk(t+Pk))

471'th + (47Tl/kpk)) (Pk = 1/2Vk)

k

= aE

= o, (dryt + (27)) ,como ag, (t) é periddica de periodo 27 -

(
Al
(
. (Ayt)

= a(t).

= 048

Logo, sendo o periodo P, = 1/2v, temos que Py converge para zero quando

k — +00, pois v, ¢ crescente positivo, entao segue (3.3)).
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Agora, demonstraremos que a € QLL(]0,00)). Com efeito, como € satisfaz

(10.0.2) e usando (3.13) termos que, sera suficiente impor

eV = log(ve) U1/ vy). (3.14)

De fato, de (3.14) na Definicao com I = [0, +00) tem-se

||l = sup alt +7) — a(t)] < 400
LD rer [l Tog [ ]12(] ) ’
0<|r|<o

notemos primeiro que a(t) é Py,—periodica com lim; , ., P, = 0 e constante
em J, isto é

Set, t+7 € Jip, temos que a(t +7) = a(t) = 1 = |allqpp ) = 0.
Set,t+71¢€l

la(t + 1) — a(t)] _ la'((1+0)t+7)7|
7| log ||| Q2(|7])  [7|[log|7|[(|7])

fazendo ((1+6)t+7) =0, com 6 € (0,1)

a’(47TVk6)47TVk ngleglﬂ— B log(Vk)Q(l/Vk)47T

log |7[[2(I7]) — flog|r|[Q(l7) — [log|r||Q(l7])

sabemos que o numerador é finito(pois k é fixo), tomando o supremo e como
1 1 1

1
<
log 7] = Toga © Q(f#)) = ey " |losecr

No caso em que t € Ji, e t + 7 € (I, U Ji) segue como no caso anterior.

< 0Q.

Agora, provemos a relagao (3.4) isto é

a0 _

t—-+oo w(t)

Porém, notemos que em Ji, a’(t) é identicamente nula, e em I o moédulo da

derivada é limitada isto é
|d'(t)] = |of, (Amvyt) | dmvy, < ArMiegyy = dn My log(ve)QU1/vy),  (3.15)

usando (3.14), (3.15) e w uma fungdo crescente, temos que demonstrar que

a(t) € QLL([)0,00) entdo sera suficiente provar:

o los ()L /) _
i ZEE 0. (3.16)
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(i)

Logo, passamos a provar (3.16]).

Usando a Definicao temos que
1
Q) < 7, (3.17)

logo, integrando:

/1 (—Q(t)’)dté/1 %dt, (3.18)

nz

temos

Q(1/vy) <log(w) + C, onde C =Q(1)+ C}, (3.19)

entdo fazemos a seguinte escolha p, = w™(k(log())?), onde w™! a fungio
inversa de w, para ter (3.16]), com efeito,
log(ve)(1/ve) _ log(vi)2(1/vy)

(i) Flog?(i)
< log(vy,) +C
~ klog(vk)

1 C
S —

k1 Flog(on)’

tomando limite
. log(v4)2(1/v)
koo w(puk)

=0. (3.20)
Mas py nao é um inteiro em geral. Entao, definimos
pe = [w™ (k(log())*)] + 1, (3.21)

onde [z] indica a parte inteira de x. A partir (3.17) e (3.21)), e devido ao fato

de que w é uma funcgao crescente, segue (3.16)).

Agora provaremos (3.5)).

Definimos a solugao u € C*([0,00); H*(T)) tal que, para qualquer s € R de
Lu =0 (onde L = 9? — a(t)9?) e tomamos ug(x) = u(0, ), uy(x) = d1u(0, )
como dados de Cauchy em (2.1). Assim, vamos tomar

u(t,z) = ka(t) exp(ivgx). (3.22)

k=1
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Afim de ter Lu = 0, vamos impor que
(1) + via(t)u(t) = 0; (3.23)
e que para, tp = ux + 1/2,

’Uk(tk) = 1, U;(tk) = 0. (324)

Mas, pela equagao (3.11]), temos que, a solu¢ao de (3.23) com condicao inicial
(13.24) & da forma

Uk(t) = We, (47TVk<t — tk)) ,t € 1. (325)

Em particular,
vp(pr) = exp (—2mepy), vy () = 0, (3.26)
vi(pr + 1) = exp (2megy), vy, (g + 1) = 0. (3.27)

Agora, para estimar u para t < pyg, definimos a energia "de ordem k'"por

Ey(t) = [k * + vga(t)vr () (3.28)

Derivando (3.28)) temos que Ei(t) = o' (t)vi|vk(t)]?; logo, de (3.25) e (3.23)

obtemos, para todo t < g,

Ol o
i VRaln) )

usando a desigualdade Gronwall tem-se

Ep(t) < Ep(p) exp ( /H : |C;,(<j)) |ds) ,

e como t <y tem-se

Bu(t) < Bu(yu) exp ( I ’C;'((j))’ds) |

Ei(t) < la' ()i lon ()" =

Por (3.25)) e (3.23), segue que
e la! ()] ]
t) < ex / dt
Ei(t) < Er(p) p[ el

k-1
= 12 exp —47T6ka+Z/ |a/(t)|dt .
=1 a(t)

J
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Mas, devido a (3.2), (3.10), (3.11) e (3.13), temos:

!/
t
/ Mdt S 87TM1V]'€]', (329)
I a(t)
e finalmente, para t < puy,
k—1
Ex(t) <exp [—47?5ka + 87 M, Z gv; + 2log(vy) | - (3.30)
j=1
Agora, escolhemos
v, = 28", (3.31)

com B suficientemente grande a ser escolhido. De (3.14) e (3.31)), teremos

exve = BFQ(275") log 2, (3.32)
e assim e
Q(2-B"

fetin  pR2T ) (3.33)
ErVE Q(QiB )

De (3.33)) e (0.0.3)), escolhemos B suficientemente grande, de forma que

k—1
TERVE > STM, Zé‘jVJ’. (3.34)

J=1

Logo, da Definicao e (3.14), teremos para qualquer k > 1,

TERVE Z 210g(Vk) (335)

Agora, usando ([3.30)), (3.34) e (3.35)), obtemos para ¢t < py,

Ep(t) (1) < exp [(—27Q(1/vg) + s) log(vi)],

logo da Definicao temos que o lado direito tende para 0 quando k — 400,

para qualquer s € R.

Assim, para u definido por (3.22)), para qualquer s € R e para qualquer Ty > 0
temos u € C*([0, Tp], H*(T)); isto &, u € C*([0,00), H*(T)) . Em particular,
u(0,z) e Opu(0, ) estdo em H*(T) para qualquer s € R.
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Por outro lado, a fim de provar (3.5)), vamos a usar, em vez de (3.28)), a seguinte
energia(a qual foi proposta em [4],[3])

Ex(t) = |op(0)" + v |on(t)[*. (3.36)
Logo, a partir de (3.26)) segue que
Ex(pr1) = [vi( + D" + 0 [oe (s + 1)* = 1 exp(dmegny).  (3.37)

Diferenciando a expressao (3.36)),

Bt = v} (1—a(t) (veey +vi7%)
> —[2 Re(ykvk(t)m)} v |1 — alt)| 539
> —u1—a(t)] [ on®) + v 0)]]
>~ |1 —a(t)] E(t),

e usando a desigualdade de Gronwall, de (3.37)) e (3.23) temos para p; + 1 <

t < 400,

B0 2Bulpn+ Ve [ [ L atolaf
pr+1
=V exp |4Tervy — Vi Z / |1 —a(t)] dt] .
j=k+17 1L

pois I = [p, ok + 1), Jp = [ux + 1, upr1) € a(t) = 1 em J , mas de (3.2)),

(3.8b) e (3.13), como |1 — a(t)| < Me; em I;, segue
/ 11— a(t)] < Me;.
I

Finalmente, para t > u + 1, temos

Ek(t) (yk_s) 2 exp [l/k (47T6k - M Z 6j> + (2 - S) 10g(Vk)] . (340)

j=k+1
Agora, para avaliar o termo ({3.40)), consideramos a razao
Eht1Viil _ B**1log QQ(Q_BkH)
Eplk Bk log 2Q(2-5%)

~ BQ(27FT)
Q2B
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Fazendo 7 :=v; )} e T =1 ' = 28" temos
Ekt1 T Q1)
— = B———; 3.41
€k 7_// Q(T”) ) ( )
e usando o Teorema do Valor Médio em (3.41]),
QY T[T - Q") [ (7" =)
— =— |2 | == 1 3.42
7_// Q(TH) 7_// Q(T//) + 1 Q(T//) + ( )

/ " , ~ L, .
para algum 7 € [7,7 |, e como € é uma fungdo modulo, assim temos

Afirmagao 3.1. Seja Q como a Defini¢ao[0.0.8 et € [7',7"] como em (3.42).

Entao,
Ek+1 < 9B 1 _ 2B
er Q) QY

Primeiro vejamos quais condigcoes sao necessdrias para ter

Q(r")
1 / S |Q/(T)|
T+ T
L ) =)
— e

serd necessdrio ter

27"Q(r") < (7' + 7)Q(7')

isto €, devemos provar que TS)(T) € crescente. Para isso calculamos a derivada

de TQ(T) e vejamos em que dominio ela é positiva
(7)) =Q(7) + 7 (1) > 0,

1sto €, devemos ter

Q1) > 7(=(1)).

" 7' sao muito pequenos pois B é muito grande, além

Mas 7 € [7',7"], e T
disso, 0 < = (1) < 1/7, o que implica 0 < —7 (1) < 1, entdo como

lim, o+ Q(7) = 400, consideraremos Q(1) > 1, assim

Qr)>1> -7 (1) >0

Q(r) +7(1) > 0;
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portanto para T suficientemente pequeno, TSU(T) € crescente, entdo temos
Q") < 7"Q(T"),

e como Q) € decrescente e 7' < 7" temos
Q") < 7"Q(7).

Entao,

U)o ()

7—// + 7—/ -

o que implica que

Q) - 97| 7 < || 7
) — )| 7 ||

Q1) - Q)
@ _ @)
L Q1) = Q1)

Agora provaremos a afirmacao, para isto usamos a estimativa anterior e (13.42]).

Assim, temos

S T Q(T,) T 19 (7)) (7'” — 7',)
gk T// Q(T//) ’7'// I Q(T//) +

T lAGIES (7)]
=B |~ - T

T Q(r") Q1)
S BT_/// B |Q/ (7_)” 7_// + |Q,(T)” T//

T Q") Q")

T Q/(T){
< 2B
Q1)

< 2B I _ 2B

Mas, T € [7',7"] e 7| (7)| < 1, entdo temos

Ek+1 1 2B
— < 2B — = — 3.43
€L Q(T ) Q(Vk 1) ( )

De (3.43)) segue que para, k > k,

+0o0
e > M Y g (3.44)
j=k+1
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Agora, para estimar a energia primeiro devemos estimar Ej(t)(rv, *), para isto

usamos a definicao de Ek(t) dada em (3.36)), a estimativa 1} e a Definicao

0.0.3] Assim temos para k + 1 <t < +o0,

Ey(t)(vy®) > exp[2mepuy + (2 — 5) log(vy)]
= exp [log(vg)(2mQ(1/v) +2 — 3)].

Finalmente, para energia dada em ({3.6)),

Ey(u)(t) = |[u(t)|

e T 10wu(t)]

Hsfl

=Sl O + 3 P )|

JEZ JEZ.

= S P [l 0 + 0]

jEz

=> iV E; ().

JEZ
Agora, por (3.39), temos
EL(u)(t) =) [ Ey(t)y;

JEZ.

> > Il exp [log ) (2n(1/v5) +2 = )]

JEZ
disto fazemos j — co o que implica que t — o0.

Portanto temos que

(3.45)

(3.46)
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3.2 Solucao da equacao da onda com coeficientes os-

cilantes numa sequéncia de intervalos crescente.

Neste se¢ao veremos o comportamento da solucao (2.1) no caso, o coeficiente
a(t) seja muito oscilante e definido sobre uma sequencia de intervalos com compri-

mento crescente. Para isto damos a seguinte Teorema:

Teorema 3.2.1. Seja ¢ uma fungao real em [0, +00), continua, concava e crescente

para +o0 para t — +00.
Entao, existe uma funcio a(t) € C*([0, +00)) cumpre
1/2 <a(t) <3/2 (3.47)
tal que, para t € (0,4+00), temos
/t la(s) — 1| ds < C(t) (3.48)
0
e, para qualquer h =10,1,...,
|a™ (t)] < Cut (1), (3.49)
com C' e C}, constantes positivas.

Além disso, existem dados de Cauchy ug, uy € H*(T) para todo s € R, de tal

forma que a solugdo u do problema de Cauchy (1.1) verifica

lim sup E,(u)(t) = +oo (3.50)

t——+o00
Demonstragao:
A demonstracao sera feita em etapas:

Etapa 1: Construiremos uma fun¢ido a(t) satisfazendo (3.47) .

Para isto suponhamos que existe uma sequencia ¢, decrescente positiva

convergindo para zero, e uma sequéncia crescente positiva d, de inteiros
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verificando:
k-1
Y6 < bk (3.51a)
j=1
k-1
€j5j S 5k5k7 (351b)
j=1
k-1
MY jeid; < kepdy, (3.51c)
j=1
com M; dado como em ([3.8¢]), tal que

escolheram depois estas sequéncias.

Para construir a(t) fazemos de maneira similar que o Teorema [3.1.1]

Denotamos o conjunto,

Je = [th_1,t), Iy = [t,t)), parak=12 ..., (3.53)
onde
k—1
th=0, t=> 20;+de 1=t +05. (3.54)
j=1

Tomando em conta (3.51)), (3.53) e (3.54)), temos

5k <t < 46k , 1€ 1. (355)

Assim definimos o coeficiente a(t) para t € [0, 4+00) como em (3.13)), isto ¢

a(t) = 1 , parat € J,
a(t) = ag (dmyt) ,parately, k=1,2,...,

De maneira similar como no Teoremas tem-se ([3.47).

Etapa 2: Nesta etapa afirmamos que a funcao a(t) cumpre (3.48]).

A diferenca da demonstracdo do Teorema [3.1.1] é a escolha de vy aqui:

Aty = k. (3.56)
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Etapa 3:

Depois, de (3.8¢)), (3.51) e (3.52), a inequacao (3.48) é satisfeita (com
C =2M, com M dado em (3.8¢).

De fato, temos que o coeficiente ¢ da forma a(t) = a., (47vit) quando ¢ € I, e
a(t) =1 quando t € Ji, e também sabemos que |ag, (t) — 1| < g M (isto
quando t € Iy, e se t € Ji a diferenga é nula ).

Entao,
t YiasMILl L tely
/ la(t) — 1] dt < (3.57)
0
SMleM|L  te i

=1

k—1
e como |I;| =0y, e i) €;0; < 40y, temos que

t Ert10k1 Mt e
/ la(t) — 1| dt <
’ ep0p M , te Jy
Entao, se t € I}, e usando segue

/Ot la(t) — 1| dt < epr10k1 M < Y(Spr1) M < 2M)(1).
Agora, se t € Ji, e usando o fato que 1 é crescente, tem-se:
/t la(t) — 1] dt < Megdr < ¥(56)M < 2M(2).
0
Agora, provaremos que a fun¢ao a(t) verifica , isto é
la™ (t)] < Crt (1)
Para isto usaremos e , € definimos
ex2" = (46%) (k). (3.58)

Assim, temos a inequacao (3.49)).
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Etapa 4:

De fato, para t € I,
[a®(8)] = (e (4713) ™| = [ (4mi3t)| (4727)"
S(47Tl/k)h€th
SkhEth ,47TVk =k
<PNperMy  Np=max {274} > kP27 = 2, > &
<M, Ny (46,) 9 (0r) ,t <40y,

<My, Nyt 1)(t).

Entao, temos:

™M ()] < My Nt (k) = Cut ™' (8), (3.59)

onde N, = maxy, {k"271}.

As contas anteriores foram feitas assumindo que (3.51)) era valido, entao
agora provaremos que existe a escolha de ey, d; que converge para zero e

crescente, respectivamente, tal que verificam ([3.51]).

Demostraremos que as estimativas (3.51)) valem e faremos a escolha de ¢ tal

que ela é decrescente positiva e converge para zero.

(i) Queremos determinar d; tal que

k—1

> 65 < b (3.60)

j=1

Primeiro, vejamos que condicoes sao necessarias para termos
01 + 92 < 5. (3.61)

Para isto fazemos a seguinte escolha, d;, = [¢p "1 (A*)] + 1, mas sem perda

de generalidade suponhamos que &, = 1~ 1(A¥) ¢ um inteiro com A

grande. Usando ([3.58)) tem-se

11
o = 1 2 (0k) (3.62)
11
SR .
4ep 2k 7 (3.63)
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entdo para provar (3.61]), é equivalente provar que

1 A n 1 A? 1 A3
42181 42282 B 42383
A A? A3

<
2181 2282 - 2383
1 N A < A?
282 - 2263

Sendo ¢, uma sequéncia decrescente positiva, entao ela cumpre o

seguinte
1 1
_— < —;
€1 €9
e dai, temos
1 A 1
—+ — 2+ A 3.64
&1 282 - 252 ( + ) ( )
2
< 2+ A 3.65
< 5o @42 (3.69)
< 22+ A 3.66
usando ([3.66)), para provar a desigualdade desejada devemos ter
22+ A) < A% (3.67)

o qual sempre se verifica para um A grande.

No caso geral, devemos verificar que

Op+0a+ -+ 01 < O
Mas da equacao (3.62) tem-se
1A 1A% 1A 1 AR 1 Ak
Z + = + = +o et < S
421ey  42%2e5  423g4 4 2k=1g;_4 4 2kgy,
A A2 AP Ak Ak
- <
2161 + 2282 + 2383 + * Qk_lé‘fk;_l - an‘:k
1 Al A2 Ak—2 Akz—l
i . - .. <
£ 2€2 * 2283 + + 2k_2€k 1 Qk_lgk
1 Al A2 Ak 2 Ak—l
1+ === < =
Ek ( + 2 + 22 + ) B Qk_l€k
1 2k72 + 2k73A1 C 4 QAk 3 + Ak 2 Akfl
_ < =
£k < 9k—2 ) - Qk—lgk
1 Akz 1 _ Akz—l
- ( ) < 2o
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ou seja, para provar (3.60)) é necessério termos

2 (%) < AR (3.68)
0 < A1 -2 (%) (3.69)
0 < AFT(A — 2)A—_2(2Ak—1 — 2k 1) (3.70)
0 < ar _iA_k; 2 (3.71)

Assim, provar o caso geral é equivalente a provar , isto é
0 < AF—4AF 498 (3.72)
Notemos que
AF —gAF Lok = AR A —4) 128 parak e Z

assim basta supor que A > 4, e teremos a desigualdade desejada.

(ii) Agora, passemos a demonstrar a equacao (3.51b)), isto é
k—1
Z€j5j < €0,
j=1

Mas pelas contas anteriores sabemos que para um A > 4 tem-se:

0 < AF—gpAFt4 2k ke7Z  (3.73)
0 < AF_—2AFT _oaARL 4 ok (3.74)
QAT 2k < AR oA (3.75)
2(AFE 2k 1)y < AFH(A - 2) (3.76)

Akfl _ Qkfl
2( ———=—) < AL 3.77
(5) = (3.77)

Agora, queremos provar

€101 + €202 + - - 4+ €k—10k—1 < E€10k; (3.78)
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1 1

usaremos (3.77)), e usando (3.58)) (exdy =
(3.78), tem-se

€101 + €202 + -+ + €101 < k0
1A+1A2+1A3+ +1Ak—1 - 1 AF
4921 4922 4 23 4 2k=1 = 4 2k
A AT AP ARL A
gttt ot S o
Al AQ Ak 2 Akfl
g tet ot os = 5
Al A2 Ak—l
(1+7+§+" ) < =
2k—2 + 2k—3A1 4 2Ak 3 + Ak 2 Ak—l
2k—2 S 2k—1
1 Ak 1 _ Akfl
2k—2 ( ) S 2k—1 )

e por (3.77) temos que é verdadeira, entdo vale

(iii) Provaremos, agora, a equacao (3.51c)

k—1

M1 Zjejéj S k{fk(;k

J=1

Como nos casos anteriores vejamos quais condicoes sao necessarias para

termos (3.51c)).

. B 1 -1 - 1 k
Assim, usando €0, = 1. 2k¢ () = 4. QkA )
k-1
Mlzjsj5j < kegoy,
=1
1A 2A% 3A? (k—1) A1 1A®
M (1222 08 < k-
1(421+422+423+ T 2’”) 428

wi(3e()een () )i ()
wrea(3) (3 ) (3

vemos que o lado esquerdo é igual a derivada da seguinte expressao,

com respeito a A,

()G () ) <())
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integrando com respeito a A,

() @)+ (8 )= [ ((8))
(P () (B)

(55) 5= -

MlA Ak*?) _ 2k73 2 - k
2 A—2 2k=3 — 2k

Akfzs o 2k73 Akfl
n[455

A—2
M,y (AF7P —2M%) < AMT (A - 2).

Resumindo, é necessério ter

o
IN

AMH(A —2) — 220 (AR — 2R

o
IA

AP — AR 230 AR ok
0 < AP (A*A—2)—2°My) + 2°M.

Entao, para um A adequado tal que 0 < A%(A —2) — 23M; a 1ltima

equacao sempre é valida para todo k € Z*.

Assim, temos que
k-1

M1 Zj&jéj S kskék (379)

Jj=1
(iv) Nesta outra etapa provaremos a existéncia da sequéncia ¢; decrescente,

positiva, convergente para zero.

De fato, considerando ({3.58)) temos:

1 (o)
128 5,

e = (3.80)

Provaremos que g5 é decrescente, positiva e convergente para zero.

Para o caso, k=1

) ) A? A
g9 < €1 1sto & <

2=1(A%) - 297H(A)

48



CAPITULO 3. PROBLEMA GERAL

em geral devemos ter
Ak+1 Ak
21y =1(AK+1) < 21 (AF)

Vejamos quais condigoes sao necessarias para ter o caso geral. Temos

Eht1 < €k isto é

que
Ak—l Ak
< entao
2h—Tyhp=T(AF=1) = 2ky—1(AF)
Ak Al -
0 < 2 Ty (AR T) — 2Fy 1 (AF) o que implica

0 Ak 1 A

e (¢_1(Ak_1) (Al
Ak—l 2¢_1(Ak) _ Aw_l(Ak_l) .
k-1 ( 2w—1(Ak)w—1<Ak—l) ) ’

entao, tudo depende em provar que

) e consequentemente,

0 <

0 < 27 HAR) — Ay HAMY) e, (3.81)
AYTHARY) < 297H(AR). (3.82)
Para k=2, devemos ter
0 < 20 YA - Ay (A) istoé
Ap~HA) < 2¢7H(AY);

mas pelo convexidade de ¢, tem-se:

PUAY) gAY —u(A)
A2 = AA 1)

=

PTHANA -1) < A@THAY) —pTH(A)) =
AYTHA?) =y 7HA?) < AYTHA?) - ApTHA) =
AYp~HA) < P HAY =

AYTHA) < 2¢7H(AY)

No caso geral de maneira similar, temos que

¢—1(Akz+1) < ¢—1(Akz+1) _ w—l(Ak)

Akt — AF(A —1) =
¢—1(Ak+1) ¢—1(Ak+1) _ @b*l(Ak)
A S A-1) =

PTHAM(A 1) < A (p (AR - g (AY) =
AgTHAR) — T (AR < AT (AR - ApHAR),
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Etapa 5:

e assim
AP~ (AF) < 27 (AR,
Assim para garantir que ¢ € inteiro fazemos
o = [V (AR)] + 1, (3.83)
onde ¢! & a fungao inversa de v, [x] ¢ a parte inteira de x e A é escolhido

suficientemente grande; dai que ¢ ¢ decrescente, positiva que converge a zero.

Agora, provaremos que limsup,_, , . Fs(u)(t) = 400, para qualquer s € R.

Para isto definimos a soluc¢do u € C*(]0,00); H*(T)) para qualquer s € R de

Lu = 0(onde L = §? — a(t)0?) como na demonstracao do teorema anterior.

Procuramos a solugao dada por (3.22)), com (3.23) e (3.24), onde definimos
tr = (7 +1},)/2, o ponto médio de I;. As igualdades ([3.25) e (3.26))

tornam-se:

vp(ty,) = exp(—2mkegdy), v () =0, (3.84)
v(t]) = exp(2mkedy), v, (t)) = 0. (3.85)

De forma similar & demonstracao do Teorema [3.1.1] temos:

a'®)| ,, M M desS
/Jj a(t) dt—O, /Ij a(t) dt S 8 Ml] J(S]’ (3.86)

de fato, pois a(t) =1 em J; e, agora, no segundo caso para t € I;; temos que

o' (8)] =

O/Ej(47'('l/jt)) (4mv;) < g;Mydmy;, 1/2 <a(t) <3/2

|a/(1)] / |a/(1)] ,
=0< o) = SrMivie; = ! o) = 8mMyje;o;,

e de maneira analoga definimos Fj como em (3.28)),

Ei(t) = |v;€(15)|2 + Vza(t)|vk(t)|2, para t < t). (3.87)
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Diferenciando acima e usando o lema de Gronwall temos:

, e ld/ (1)
Eu(t) < Bi(t]) exp [ /0 R
k-1 ,
= V,% exp [—47reku;€5k + Z /[ |C;((tt))|dt] (388)

k—
|a’(?)]
= exp | —4mwepvly + / dt + 2log vy | .
[ ; 1 a(t)

J

Logo, multiplicando por v} e como 47y, = k em (3.88)), temos

k—1 ,
t
Er(t)k® = exp | —4mepvydy, + E / %dt +(2+ s)log uk] ,
j=1 74

J

- - (3.89)
< exp | —4mwepvoy + Z 8w Mije;d; + (2+ s)log Vk] :
i j=1
fazendo uso de (3.11)), (3.13) e (3.56]),
k—1
Er(t)k® <exp [—47rk5k5k + 87 M, Zj6j5j +(2+s) log(k:)] :
j=1
(3.90)

<exp [_47Tk€k5k + 8mker oy, + (2 + S) 10g(/{3)] ,

<exp [4kerdy, + (2 + s) log(k)] .
Para obter consideramos a energia definida em (3.306|)
Ex(t) = [ ()] + 17 [or(8)[*
Usando (3.85)), temos:
Ey(t)) = vie'mer,

e fazendo k — oo,

lim sup E(t!) = +oo.

k—+4o0

Entao, temos que

lim sup F,(u)(t) = +o0 , para qualquer s € R;

t——+o0

De (3.51) e (3.90) segue como no Teorema [3.1.1] que u definida como em
(3.22), temos u € C*°([0,00), H*(T)) para qualquer s € R.
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Observacao 3.2.2. A diferenca do Teorema |3.2.1] com o Teorema |5.1.1| estd em

que

Ey(t) > Ey(ty) exp [_Vk /+OO 11— a(t)!dt] -

1"
tk

_ .
=vpexp |4mervy — Z / 11— a(t)] dst] (3.91)
I j=k+171i

+oo
2
=v exp |4dmepvy — v E Me;o; |,
j=k+1

multiplicando por k° temos

+oo
EL()k* > exp [47r€kuk — kM Z £;0; + (2 + s)log k]

j=k+1

(3.92)
> exp [Amepvy — kMegd, + (24 s) log k] .

isto no Teorema[3.2.1
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Capitulo 4

Apéndice

Afirmacgdo 4.1. B= N'N~! ¢ limitado com a norma ||-||.

Demonstracao: De fato, sendo

1
N — 2\/611(15)

N~ DN~

temos

a'(t a'(t
. AN AN

B=N .-N-1=| 4a®*? 4a(t)
1 1

Cd)  d) dl) | d()
— |  4da(t)  da(t)¥? 4da(t)  da(t)*?
0 0

Assim
A Al dm |, dw
B= da(t)  4a(t)*? 4a(t)  4a(t)*?
0 0

?

Sendo a(t) Lipschitz segue do Teorema que ela é diferenciavel q.t.p, e
como t € [0,T] segue que a/(t) é limitado, usando isto e que 0 < A < a(t) < A, segue
que cada b;; (onde B = (b;;)) € limitado, logo segue Afirmacao [4.1] |
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Afirmacao 4.2. Ezxiste uma funcgao real p, C™ 2m-periddica, tal que o(7) = 0 para

T numa vizinhan¢a de 7 = 0.

Demonstragao: Primeiro consideremos a funcao teste centrada em 7w

exp(ﬁ) , se |T—7T|<1,
0 , se |t —m| > 1,

(1) =
tal que para h =0,1,2,... temos
[0 (7)] < Ao (4.1
Veja [9].
Logo, considerando a seguinte funcao
o(1) ={Y(r — 2nk)), se T € 2k, 2n(k+ 1)], k € Z}, (4.2)

segue-se de (4.1
o™ (1)| < Apr L h=0,1,2,... . (4.3)

Assim temos uma funcao 2r—periédica C'*°, nula numa vizinhanca de 0, valendo a

estimativa (4.3) [

Afirmacao 4.3. Seja a.(7) dado em (3.9), entao existe 0 < £ tal que, para todo

0<e<eg, tem-se

1 3
e a.(T), € 2m-periddica.
Demonstracao: Para ter (4.4) é equivalente a provar
1
jae(m) = 1] < 5. (4.5)

Mas sabemos que

o (T) = 1 4 4ep(7) sin(27) — 26/ () cos® (1) — 4p*(7) cos* (7). (4.6)
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Logo para determinar £, primeiro damos as seguintes estimativas que seguem de

#.3)

|dep(7) sin(27)| < 4e Ay, (4.7a)
— 2456 < —2e¢/(7) cos*(7) < 0, (4.7b)
— 4A%e* < —4p*(7) cos*(1) < 0. (4.7¢)

De (4.7a), (4.7b)), (4.7c)), temos

— 4Ae — 2458 — 4A7e* < a (1) — 1 < de Ay, (4.8)

Logo fazendo a escolha

— 2 2
c mind L | 2(Az + 2A1) + /4(Ay + 24A,)2 + 842 |
8141 8A1

Segue de (4.6]), que para todo 0 < € < £, tem-se

1
oc(r) ~ 1 < 5.

Agora, usando o fato que p e ¢’ sdo 2w-periodicas e as funcoes cos e sin também o
sao segue-se que a.(7) é 2m-periddica
e (T 4 2m) =1+ de(1 + 27) sin(2(7 + 27)) — 28/ (7 + 27) cos? (7 + 27)
— 4e2p*(1 + 27) cos* (1 + 27)

=1+ 4ep(7) sin(27) — 2/ (1) cos? (1) — 4e%p*(7) cos* (1)

=a.(7).
[ |
Afirmacao 4.4. Sejam as contantes M e M, tal que, para h = 1,2,..., tem-se
para todo 0 < e < &:
la.(7) — 1] < Me, (4.10a)
| (7)] < Mye. (4.10b)
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Demonstragdo: Para demonstrar (4.10a]) de (4.6) segue

la (1) — 1| = ‘4590(7) sin(27) — 2e¢/(7) cos? (1) — 4ep*(7) cos4(T)| , (4.11)
e de (4.8),
lae(7) — 1] < 4416 + 2402 + 4ATE° (4.12)
_ M —2(2A 1
Logo, para ter (4.10al) escolhemos M > 2(2A4; +1) >0e &= iAz 1+ 1)
1

Agora para demonstrar (4.10b]), fazemos por inducao.

Primeiro para h = 1, temos que

(1) = 4eg (1) sin(27) + 4ep(7)2sin(27) cos(27) — 26" (1) cos®(T)—
— 2e¢(1)2 cos(7)(—sin(7)) + 8e%p(7)¢ (1) cos*(7)— (4.13)

— 4e%¢*(1)4 cos® () (— sin(7)),
logo, segue de (4.3) em (4.13)) que

|ol(7)| < 4eBy + 8By + 26 B3 + 4e By + 82° Bs + 162 Bg (4.14)

fazendo C} = 4B1+ 8By +2B3;+4B, e Cy = 8B5+ 16Bg. Escolhemos M; > C; > 0,

e &= M, — Gy
==
Assim temos que para todo 0 < € < € segue (4.10b)). Entao para h = 1 é
verdade.

Agora suponhamos que vale para h = k inteiro, isto é, existe um M, e € tal

que para todo 0 < ¢ < & segue-se (4.10b)),
‘agk)(T)‘ < Mye.

onde

a® (1) = by(7)e + by(7)e?, (4.15)

€

tal que b e by sdo limitado (segue-se de (4.3)).
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Agora demonstremos que para h = k 4+ 1 é verdade (4.10D)).

Com efeito de (4.15)), temos que
oY (1) = ¢ (1)e + ea(7)e?, (4.16)
onde [c1(7)] < dj e |ea(7)| < dy s@o limitados ( segue-se de (4.3]) ), entao temos:

}Oé(k+1)(7')‘ < dje + dye’. (4.17)

€

My —dy

Entao para ter (4.10b)), escolhemos M1 > dy e € = g
2

Assim temos para todo 0 < ¢ < &, de (4.17)) e da escolha de M1, segue-se:

’agkﬂ)(T)‘ < Mj4qe.

[ |
Afirmacao 4.5.
lim a(t) =1
t—o0
Demonstracao: De fato sendo
1 ,t€ Ji, keN,
alt) = : (4.18)

ag, (dmyt) , te Iy, ke N.

Assim, bastard demonstrar que

lim a.(t) = 1.

t—o0

Mas pela estimativa (4.10al), temos que, dado um &; > 0, se £, > £ segue que

lao(T) — 1| < Me <eM < g, M.

Por outro lado se 0 < &1 < € segue de (4.10a)
oz, (1) — 1] < Mey,

demonstrando assim a Afirmacao. [ |
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