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Resumo

Neste trabalho, baseado nos artigos [5] e [6], apresentamos a classifica-
¢ao das hipersuperficies do espaco Euclidiano que admitem deformacgoes isométricas

nao triviais, chamadas de hipersuperficies de Shrana-Cartan, por meio da parame-

trizagao de Gauss.



Abstract

In this work, based on the papers [5] and [6], we present the classifica-
tion of Euclidean hypersurfaces that admit nontrivial isometric deformations, called

Sbrana -Cartan hypersurfaces, by means of the Gauss parameterization.
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Introducao

Uma imersao isométrica f : M™ — R™! ¢ uma hipersuperficie de
Sbrana-Cartan se M™ é uma variedade Riemanniana que nao possui pontos de cur-
vatura seccional nula e existe uma imersao g : M™ — R"*! que nao é congruente a
f em nenhum subconjunto aberto U C M™.

O estudo de hipersuperficies de Sbrana-Cartan foi feito no inicio do
século passado por Sbrana [10] e Cartan [2] baseado em trabalhos anteriores de Bi-
annchi [1] e Schur [11]. Essas hipersuperficies tém posto dois, isto é, duas curvaturas
principais nao nulas em todos os pontos, e podem ser divididas em quatro classes
distintas. A primeira delas consiste das hipersuperficies regradas, isto é, aquelas que
possuem uma folheacao de codimensao um por subconjuntos abertos de subespagos
afins. Outra classe é formada pelas hipersuperficies que sao produtos de fatores
Euclidianos por superficies em R? ou por cones sobre superficies na esfera S*, as
quais sdo denominadas, respectivamente, por hipersuperfices dos tipos (I) e (II).

O principal resultado na teoria de Sbrana-Cartan, ao qual o presente
trabalho é dedicado, é a descricao das duas classes restantes por meio da chamada
parametrizagio de Gauss. Nossa abordagem é baseada nos artigos [5] e [6].

A dissertacao é dividida em dois capitulos. No primeiro, discutimos os
pré-requisitos necessarios a classificagao das hipersuperficies de Sbrana-Cartan. Em
particular, estabelecemos fatos béasicos da teoria de subvariedades restrita ao caso
de hipersuperficies, definimos a distribuicao de nulidade relativa de uma imersao
isométrica e o correspondente tensor de decomposicao. Caracterizamos as hipersu-
perficies dos tipos (I) e (II) em termos da estrutura do tensor de decomposigao e

introduzimos a parametrizacao de Gauss de uma hipersuperficie f : M™ — R"*! de



posto constante.

No Capitulo 2, apresentamos a classificacao das hipersuperficies de
Sbrana-Cartan que nao sao regradas e nem dos tipos (I) e (II), a qual ¢ dividida em
quatro lemas distintos, demonstrados nas secoes finais. A classificacao é baseada
na parametrizacao de Gauss, a qual permite recuperar uma hipersuperficie de posto
constante de R™*! a partir de sua funcao suporte e de sua imagem pela aplicacao de
Gauss na esfera S* C R"™!. As superficies de S™ que aparecem como aplicacoes de
Gauss de hipersuperficies de Sbrana-Cartan sao estudadas na primeira se¢ao desse

capitulo.



Capitulo

1

Pré-requisitos

Neste capitulo, discutimos os pré-requisitos necessarios a classificagao
das hipersuperficies de Sbrana-Cartan. Na primeira se¢ao, introduzimos a segunda
forma fundamental de uma imersao isométrica, por meio das férmulas de Gauss e
Weingarten, e obtemos as equagoes de Gauss e Codazzi. Enunciamos o teorema
fundamental das hipersuperficies, o qual assegura que essas equagoes sao suficientes
para determinar unicamente uma hipersuperficie do espago euclidiano, a menos de
movimento rigido do espago ambiente. Definimos a distribui¢ao de nulidade relativa
de uma imersao isométrica e o seu tensor de decomposigao associado. Caracteriza-
mos as hipersuperficies dos tipos (I) e (II) como aquelas para as quais o tensor de
decomposicao possui as duas estruturas mais simples possiveis. Introduzimos a pa-
rametrizacao de Gauss de uma hipersuperficie f : M™ — R"*! de posto constante.
Finalmente, descrevemos condigoes necessérias e suficientes para que um tensor em
uma variedade Riemanniana com distribui¢ao totalmente geodésica seja projetavel

com respeito & aplicagao quociente no espaco de folhas.

1.1 Equacoes bésicas de uma hipersuperficie

Sejam M™ e M™ variedades diferenciaveis com dimensoes n e m, res-
pectivamente. Dizemos que a aplicacao diferenciavel f : M™ — M™ é uma imersao

se a diferencial f, : T, M — Ty, M & injetiva para todo x € M". O ntimero p = m—n



¢ chamado de codimensao de f. Em particular, f é uma hipersuperficie se p = 1.
Uma imersao f : M™ — M™ entre variedades Riemannianas com

métricas (-,-),, € (-, )7 € dita ser uma imersdao isométrica se

<X7Y>M - <f*X7 f*Y>M

para todos X,Y em TM. Se f : M™ — M™ ¢ uma imersdo, denotamos por f*T'M

o fibrado induzido sobre M™, cuja fibra no ponto x € M™ & T, M.

A conexao de Levi-Civita V de M™ induz naturalmente uma tnica
conexdo V em f*TZ\Zf tal que @X(Z of)= @f*XZ, para quaisquer x € M" e X e
Z € TM. Daqui por diante identificaremos V com V.

Dados campos vetoriais X,Y € T'M, temos a decomposi¢ao ortogonal
Vx Y = (Vx YT+ (Vx £Y)E
nas componentes tangente e normal com respeito a f. E facil verificar que a expressao
VxY = £ (VxfY)T

define uma conexao simétrica e compativel com a métrica em T'M, logo coincide

com a conexao de Levi-Civita de M™.

Denotamos por NYM o fibrado normal de f. Esse é o fibrado vetorial
cuja fibra em x € M™ é o complemento ortogonal (f.T,M)* de f,T,M em Tf(x)M.
A aplicacao o : TM x TM — N/ M definida por

Oé(X, Y) = (ﬁXf*Y)J_
é chamada de sequnda forma fundamental de f. Dessa forma, podemos escrever

Vx[.Y = £.VxY +a(X,Y),



conhecida como formula de Gauss.
O operador de forma A; de f em x € M" com respeito a £ € N, M ¢é
definido por
(A X,Y) = (a(X,Y), §)

para quaisquer X,Y € T,M. Assim, dados os campos de vetores X,Y € TM e
£ € N'M, temos

(Vx&LY) = (6, Vi £.Y) = —(a(X,Y), &) = —(AX,Y).

Logo, a componente tangente de V¢ é —f+A¢X. A componente normal V¢ :=
(@Xﬁ)L define uma, conexao compativel em N/ M, chamada conezdo normal de f.
Temos entao

conhecida como a formula de Weingarten.

Para uma hipersuperficie f : M™ — M"*! o campo normal unitario
& é localmente tnico a menos de sinal. Podemos fixé-lo e dessa forma escrevemos A

o operador de forma A¢. Entao, a férmula de Gauss fica
VxfY = f.VxY + (AX,Y)¢
e a formula de Weingarten se reduz a
6){5 = —f.AX.

Se f : M™ — R"! ¢ uma hipersuperficie orientavel entao & esta

globalmente definido em M™. Podemos entao definir a aplicacao de Gauss

¢o:M"—S"



de f, tomando valores na esfera unitaria, cujo valor em x € M™ é o transporte
paralelo de &, € N,M para a origem em R""'. Ja que os subespacos f.T,M e
Ty S™ possuem ¢(x) = &, como vetor normal, podemos identificé-los por translagao
e interpretar a diferencial da aplicagdo de Gauss ¢.(x) em x como uma aplicagdo

linear de T, M sobre f,T,M. Assim, segue da férmula de Weingarten que

O tensor curvatura, denotado por R, de uma variedade Rimanniana

M™ é uma correspondéncia que associa a cada par X,Y € T'M uma aplicagao
RX,)Y): TM - TM

dada por
R(X,)Y)Z =VyVxZ —VxVyZ —Vixy|Z. (1.1)

Usando as formulas de Gauss e Weingarten, podemos deduzir as equa-
coes de compatibilidade de uma hipersuperficie f : M™ — M™! em que M™ e M™H!
sao variedades Riemannianas com tensores de curvatura R e R, respectivamente.

Dados X,Y,Z € T M, temos

@X@yz = 6vaZ + @XQ(Y, Z)

(1.2)
= VXVyZ + CL/(X, VYZ) - Aa(Y,Z)X-
Analogamente,
@y@xz = @YVXZ + @YOZ(X, Z) (1 3)
=VyVxZ + oz(Y, VXZ) - Aa(X,Z)Y
(§]
VixyZ = Vixy + o([X, Y], Z) 14)

— VixriZ + a(VxY, Z) — a(Vy X, Z).



De (1.2), (1.3) e (1.4) obtemos a equagao de Gauss
R(X,Y,Z) = (R(X,Y,Z2))" + (AX NAY)Z,

em que

(XAY)Z =Y, 2)X — (X, 2)Y.
De forma equivalente,

(RIX,Y)Z, W) =(R(X,Y)Z, W)+ (AX, W)(AY, Z) — (AX, Z)(AY, W),
para quaisquer X,Y,Z € TM. Em termos das curvaturas seccionais, escrevemos
K(X,Y)=K(X,Y)+ (AX,X)(AY,Y) — (AX,Y)2
De modo analogo obtemos a equac¢ao de Codazzi
(R(X,Y)E)" = (VyA)X — (VxA)Y,

em que

(VyA)X = VyAX — AVy X.

Se M™ ! é o espaco Euclidiano R™, as equacoes de Gauss e Codazzi

reduzem-se, respectivamente, a

R(X,Y)Z = (AX A AY)Z (1.5)

(VyA)X = (VxA)Y. (1.6)

As curvaturas principais Ay < Ay < ... < A\, de f em x com respeito ao

campo normal unitario &, sao definidas como os autovalores do operador de forma
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A. Cada autovetor unitario de A é chamado de uma diregao principal de f em x.

Dada uma base ortonormal { X7, Xs, ...., X,,} de dire¢oes principais de

femx e M" aequacgao de Gauss fica

K(X;, X;) = K(X;, Xj) + N,

ou, se Mt = Rn*!

K(Xl, X]) = )\z/\]

comi=7j=1,..n.

1.1.1 O Teorema fundamental de hipersuperficies

Dadas uma variedade Riemanniana orientada M™! e hipersuperficies

f.g: M™— M™! existe uma isometria bem-definida de fibrados vetoriais
¢ N'M — NIM.

De fato, fixada uma orientacio de M™*! para cada x € M™ tome uma base
ordenada {X,...X,,} de T,M e um vetor normal unitario &, € NJM tais que
{f: X1, ... f Xn, & } esta positivamente orientada em N f(I)M . Entao, existe um tnico
vetor normal unitéario n, € NIM tal que a base ordenada g, X1, ...g.X,, 7, esta posi-
tivamente orientada em NV 5(I)M . Assim, ¢é suficiente definir ¢ : NM — N9M como
a aplicagao entre fibrados que leva &, em 7, para cada x € T, M. Claramente, ¢ e

—¢ sao as Unicas tais isometrias.

Uma demonstragao do teorema a seguir encontra-se em |7].

Teorema 1.1.1. (i) Existéncia: Sejam M™ uma variedade Riemanniana simples-
mente conexa e A uma seg¢ao simétrica de Hom(T M, TM) satisfazendo (1.5) e (1.6).
Entao, existem uma imersao isométrica f : M — R™™! e um campo de vetores nor-

mais unitdrios & tais que A coincide com o operador forma A¢ de f com respeito a

€.
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(it) Unicidade: Sejam f,q : M — R"™ imersdes isométricas de uma variedade

Riemanniana. Suponha que

poay=ay

para uma das isometrias ¢ - NfM — NIM. Entao existe uma isometria 7 : Rt —

R tal que To f =g e Tu|nr = @

1.2 A distribuicao de nulidade relativa

Dada uma imersao isométrica f : M™ — M™ entre variedades Ri-
emannianas, o subespaco de nulidade relativa A(x) de f em z como o nucleo da

segunda forma fundamental em z, isto é,
Alx) ={X €e T,M;a(X,Y) =0, paratodo Y € T, M}.

A dimensao v(x) de A(z) é chamada o indice de nulidade relativa de f em x. O
nimero n — v(x) é chamado de posto de f em z. A imersao f é totalmente geodésica

em x se oy = 0, ou seja, v(x) = n.

Proposicdo 1.2.1. Seja f : M™ — M™! imersio isométrica, entdo valem as

sequintes afirmagoes:

(1) A distribuicao de nulidade relativa x — A(x) € diferencidvel em cada subcon-

junto aberto U em que v € constante.

(ii) Se M™ tem curvatura seccional constante ¢ e U C M™ é um subconjunto
aberto em que v € constante, entao A € uma distribuicdo totalmente geodésica

(logo, integravel) em M" e a restrigao de f a cada folha € totalmente geodésica.

Demonstragdo. Primeiramente, notemos que At (x) = A(T,M). Assim, se 19 € U &

tal que v(zg) = k, existem Xy, ...., X, € T,,, M tais que

A(zo)" = span{Ae X <jcn—r-
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Considere as extensoes locais de Xj,....., X,,_x. Por continuidade, o conjunto de
vetores {A;, X;}, 1 < j < n —k, é linearmente independente em uma vizinhanca
V C U de xy. Isto implica que A(zg)* e, portanto, A é uma distribuigao diferenciavel
no aberto U contendo xy. Agora, provaremos a afirmagao (ii). Dados X,Y € A e

7 € T M temos

(A(VxY), Z) = (VxY, AZ) = X (Y, AZ) — (Y, VxAZ) = (Y, (Vx A)Z).
Usando a equacgao de Codazzi, obtemos
(A(VxY),Z) =(Y,(VzA)X) = (Y,VAX — A(VzX)) =0,

logo VxY € A. Isto mostra que A é totalmente geodésica. Por fim, para quaisquer

X,Y € A temos
VxlY = f.VxY +a(X,Y) = £,.VxY € f.A.

Portanto, a restricao de f a cada folha de A é totalmente geodésica.

1.2.1 O tensor de decomposicao

Sejam M™ uma variedade Riemanniana e D uma distribuigao total-
mente geodésica em um subconjunto aberto U C M™. Definimos uma distribuigao
D+ em U tomando, para cada x € U, o complemento ortogonal At de D, em T, M.

Associamos a cada T € D um operador Cr : D+ — D™ definido por
CrX = —-P(VxT)

em que P :TU — D* ¢ a projecao ortogonal.
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A aplicacao C': D x D+ — D+ ¢ um tensor. De fato, sejam T' € D e
X € D*. Assim,

C (hT, X) = CprX = —P(VxhT) = —(P(X(h)) + hVxT) = hCrX = hC(T, X)

C(T,hX) = CrhX = —P(V,XT) = —P(hVxT) = hCrX = hC (T, X)

em que h € C* (U). O tensor C' é chamado tensor de decomposi¢ao de D.
Dada uma imersao f : M™ — R"*! com indice de nulidade relativa
constante v = k, estabelecemos no lema seguinte algumas propriedades do tensor de

decomposigao associado a sua distribuicao de nulidade relativa A. Dado X € T'M,

escrevemos X = X¥ 4+ X" com X" € A e X" € AL

Lema 1.2.2. Sejam f : M™ — R uma imersao isométrica com indice de nulidade
relativa constante v =k e C' o tensor de decomposi¢ao associado a sua distribuicdao

de nulidade relativa A. Entdo, as sequintes afirmacoes sao vdlidas:

(1) VrCpr = CpCp + Cyqr, para todos T e T' € A.

h h
(1) (VX C’T) Y — <Vy C’T) X = C&XT)Y — C’&YT)X, para quaisquer X, Y
€ AL

Demonstrag¢do. Comecamos demonstrando a afirmacao (). Dado X € At temos,

(VoCr) X = VpCp X — OV X
. (1.7)
— Vo Vx T — CoVrX.

h v h
Como A é totalmente geodésica e Vx 177 € AL, ou seja, VoVx T = 0. Ainda,

h v
temos VrVx 77 = 0.
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Assim,

h
(VrCr) X = — Vr VxT' — CpVrX. (1.8)
Agora, pela equagao de Gauss temos
VoVxT' = VxViT' = VirxT' = R(T, X)T" = (AT N AX)T' = 0.

h
Além disso, como A ¢é totalmente geodésica temos Vi x» 17" = 0. Logo,

h h h
— Vr VxT' = Cy, X — (V w T'—Va T')
VrX vxT (19)

= Cy,r X + CpNVrX + CprCrX.

Substituindo (1.9) em (1.8) obtemos

VrCr = CpCp + Cyprr.

Por fim, verificamos a afirmacao (i4) do lema. Sejam X, Y € At e
T € A. Temos que
h h h
VxCr )Y =Vx CrT-CrVxY
h h h
=—-VxVxT-CrVxY
h how h
=—-Vx VyI'+VxVy T+V, T
vxY

h h
=—VxWI'-Cv Y+V,. T
vy T VxY

h h h
(VY CT> X =—Vy VxT — C%XTY-F V%YX T.
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Logo,

h h h h
Vi Cr )Y = (Vy Cr ) X = — Uy VT —Co X4V, T
T vxY (1.10)

h h
+ Vy VxT + C%XTY_ V%YX T

e, portanto,
Ux Cr )Y — (Vy Cr) X = — R(X.Y)T— Vixyp T—Co X +Co Y.
Vx Cr — | Vy Cr =—R(X,)Y)T=Vixyp T - oot Ty ot

h
Como R (X,Y)T =0e Vx,y T = 0, obtemos

h h
(bucr)r— (§r i) x o v x

1.3 Hipersuperficies dos tipos I e 11

Nesta secao caracterizamos as hipersuperficies f : M™ — R"*! com
indice de nulidade relativa constante para as quais o tensor de decomposicao C'
associado a distribuicao de nulidade relativa A possui uma das estruturas mais
simples possiveis, a saber C' = 0 e C'(A) C span{[l}. Tais hipersuperficies serao

denominadas de hipersuperficies dos tipos I e 11, respectivamente.

Lema 1.3.1. Seja f : M™ — R™™ uma imersdao isométrica com indice de nulidade

relativa v = k constante. Entao,

(1) Se C =0, existem, para cada p € M™, uma vizinhanga V de p e uma decom-
posicao ortogonal R = RF x R" 1 tais que V € isométrica a um produto
Ux L™ com U C R aberto, e f =i x g, em que g : L™ % — R*"**1 ¢ uma

imersdo isométrica e i : U — R* é a inclusado.
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(ii) Se existe T € A unitdrio tal que cokerC = span{T} e Cp = pl, com p
nao nulo, existem, para cada ponto p € M"™, uma vizinhanca V de p e uma
decomposicio ortogonal R™H = RF1 x R**+2 tais que V' € isométrica a um
produto U x L™ 1 com U C R¥! aberto, e f =i x g, em que g : L"*1 —

R 2 ¢ o cone sobre uma hipersuperficie L% de SPF+1.

Demonstracao. (i) Mostremos inicialmente que f,A é um sub-fibrado paralelo de

f:TR""!. De fato, dados Z € TM e T € A temos
Vi fiT = VT +a(Z,T)=—f.CrZ+ a(Z,T) =0,

uma vez que C =0 e T € A. Portanto, f,/A é um subespaco constante R* de R"+!.
Em particular, A é um sub-fibrado paralelo de T'M. Pelo Teorema de Rham, para
cada p € M", existe uma vizinhanca V' de p isométrica a um produto U* x L,
de modo que as fibras do primeiro fator correspondem as folhas de A. Portanto,

podemos supor que U seja um aberto de R*. Além disso,
span{f*(q)X = (q, ) eV =U"xL""e X cTU(q) = Rk} ,
e, portanto,
span {f.(9)X : ¢ = (q1,q2) € M" =U" x L" " e X € TL" *(go) = R" "'},

em que R"**1 denota o complemento ortogonal de R¥ em R+
Consequentemente, denotando por P, : R*™! — RF ¢ P, : R*! —

R"*+1 as projecoes ortogonais, temos
(Pyof),X=0se X cTUe (P of),Yy=0seY eTL"*

Assim, a aplicacdo P, o f depende apenas de L™, enquanto P, o f depende somente

de U e é uma isometria local de U em R*, a qual podemos supor que seja a aplicacao
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de inclusdao. Concluimos que f =i X g, em que ¢ : L% — R"**1 & uma imersao
isométrica.

(#7) Observamos inicialmente que f.kerC ¢ um sub-fibrados paralelo

de f,TR"*. De fato, dados Z € TM e T € kerC temos
VifT = .V, T+a(Z,T)=—f.CrZa(Z,T) =0,

uma vez que Cr =0e T € A.

Argumentando como em (7) concluimos que existem, para cada p €
M", uma vizinhanca V' de p e uma decomposicio ortogonal R+ = RF~1 x Rn—Fk+2
tais que V' & isométrica a um produto U x L%+ com U C R*~! aberto,e f =ixg,
em que g : L"F1 — R" %2 & yma imersdo isométrica. Resta mostrar que g é o
cone sobre uma hipersuperficie de S*=++1.

Como a distribuigao gerada pelo campo T' ¢é a distribui¢ao de nulidade
relativa de g, segue que as imagens por g das curvas integrais de 1" sao retas em
R"%+2 Resta demonstrar que tais retas passam todas por um mesmo ponto. Para

isso, mostraremos que
- 1 - 1 , N
Vr(f+-T)=0e Vx(f+ —T) =0, para quaisquer X € A~.
1 I
Pela afirmacdo (i7) do Lema 1.3.1, para quaisquer X,Y € At temos

h h
(Vx Cr)Y = (Vy Cp)X.
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O primeiro membro da equagao anterior é

h h h h
Vx Yy —Cr(VxY)=pVx Y+ XY —puvxY
h h
=Vy puX — Cp(Vy X)
h h
=1 Vy X +Y ()X — pu(Vy X)

=Y (u)X.

Analogamente, o segundo membro é igual a X (u)Y . Logo, tomando X e Y linear-
mente independentes, obtemos

X(n) =0 (1.11)

para qualquer X € A+. Portanto,

Volf + lT) = X + l@xf*T
7 K
= f.X + %(fNXT +a(X,T))
= f.X — lf*CTX
W

1
= f. X ——fiuX =0.
i
Por outro lado, pela afirmacao (i) do Lema 1.3.1 temos
V+Cr = 0721 + CVTT + CVTT = C%
Como

(VTCT)X = VTMX — CT<VTX>
= ,UVTX + T(M)X - IMVTX

=T ()X
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CiX = 1i*X,

para todo X € At obtemos que T'() = p?, logo

Portanto,

Vo(f + lT) = T+ l?Tf*T +T (1> f.T=0.
ft I I

1.4 A parametrizacao de Gauss

Nesta secao, descreveremos uma parametrizagao local de hipersuper-
ficies cujo indice de nulidade relativa v é constante k, conhecida como a parametri-
zacao de Gauss.

Seja f : M™ — R™*! uma hipersuperficie orientével com aplicacao de
Gauss

n:M"—S* C R

Suponha que a segunda forma fundamental A = A, tenha posto constante n —
k. Definimos em M"™ uma relacao de equivaléncia segundo a qual os pontos z, y

sao equivalentes se, e somente se, pertencem a mesma folha de nulidade relativa.

Denotamos por L"* = % o espago quociente das folhas de nulidade relativa e por

n . ~ A e o . n . o~
T MY — MT a projecao candnica. Admitiremos que MT satisfaga a condicao de

n 7 . . ., . ~
Hausdorff. Neste caso, MT é uma variedade diferenciavel de dimensao n — k.

A aplicacao de Gauss é constante ao longo das folhas totalmente geo-

désicas da distribui¢ao de nulidade relativa A = kerA, pois

X =Vxn=—f,AX =0
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para qualquer X € A. Assim,  induz uma aplicacao h : L"~* — S™ dada por

em que T = m(x), ou seja,

hom=mn.

Note que
ho(m(z))mX = (hom), X =n(2)X = — fLAX.

Logo, se m, X € kerh,(n(x)), temos que X € A. Como 7,|A = 0, entdo m, X = 0,

isto é, h.(m(z)) é injetora. Ja que, para todo X € A,

X(fm) = (f:X,m) + {f,nX) =0,

a funcdo suporte (f,n) também é constante ao longo das folhas de A. Portanto,

define uma aplicagio v € C*°(L"*) tal que

vom = (fn).

Denotemos por A o fibrado normal de h, cujas fibras tém dimensao k.
Dado x € M™, podemos identificar, pelo transporte paralelo em R"*1 a fibra A(T)
com f,A(z), em que w(z) = Z € L"*. De fato, dado T € A(x) temos

(ho (7)1 X, £.T) = —(f.AX, £.T) = —(AX,T) = —(X, AT) = 0.

Logo, f.A(x) coincide com o complemento ortogonal A(Z) de h, Tz L™ % em Tj,zS",

ou seja, em R temos
(fA(2))F = hTeL" % @ ger{h(z)}. (1.12)

Dada uma se¢do transversal ¢ : L"* — M™ & submersao 7 : M™ —
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L"* isto é, ™o ¢ = id, estendemos Meczn—+) a um difeomorfismo ¢ de M™ em
uma vizinhanca da se¢ao nula de A. Isso é feito transportando paralelamente a folha
que passa por x € M™ sobre a fibra A(z) de tal modo que £(z) ¢ levado em zero.

Explicitamente,

ve(r) = (7, f(z) = f(£(7))), (1.13)

com 7(z) = Z. Denotando por ¢ a inversa de ¢¢, temos

f(e(T,0)) = f(E(T)) +v. (1.14)

Existe uma se¢do transversal natural ¢ definida de modo que &£(%) é
o tinico ponto na folha F(z) = f(7~!(Z)) mais proximo da origem de R™™! isto ¢,
f(£(7)) é o tinico ponto em F(Z) tal que f(£(Z)) € (f.A(x))*t. Segue de (1.12) que
f(&(x)) pertence a h, Tz L™ % & ger{h(z)}. A componente de f(£(Z)) na diregao de
hz) = n(&(r)) ¢
(F(&(2)), n(€(x)))n(E(7)) = 7(Z)h(T).

Determinaremos, agora, a componente de f(£(z)) em h,T:L"*. Dado Z = 7,7 €

T;L" % temos que

= (h,V'v,h.Z),

em que (, ) éa métrica em L™ ¥ induzida po h e V'v é o gradiente de v com respeito
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a (,). Portanto, a componente de f(£(z)) em h, Tz L" % é h,V'y. Assim,

f&(x)) = v(@)h(Z) + h.V'(Z). (1.15)

Substituindo (1.15) em (1.13), obtemos que
F((@0)) = 1(@)h(E) + hV'(7) + w, (1.16)
chamada de parametrizacao de Gauss de f. Resumindo, demostramos a afirmagao

reciproca do seguinte

Teorema 1.4.1. Seja h : L% — S* C R"! wma imersao isométrica e v €

C>=(L"*). Entdo, no subconjunto aberto de pontos requlares,
P A — R
definida no fibrado normal de h por
(z, w) = ~(2)h(Z) + .V (T) + w

define uma hipersuperficie imersa de posto n — k. Reciprocamente, toda hipersuper-

ficie de posto n — k pode ser obtida assim, pelo menos localmente.

Antes de demonstrar a afirmagao direta do teorema introduziremos
algumas notagoes. Sejam z € L" % e w € A(Z). O subespago vertical de T(z A,
denotado por V(Z,w), é o subespago tangente em (z,w) a fibra A(Z), o qual pode
ser identificado com a propria fibra A(Z).

Definimos o subespago horizontal de T(z.,)A, denotado por H(Z,w),
como segue. Dada uma curva diferenciavel o : I — L™ tal que a(0) = 7 e o/(0) =

v € TyL"*, consideremos o campo paralelo w ao longo de a tal que w(0) = w.
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Entao 5,(t) = (a(t),w(t)) é uma curva diferenciavel em A. Definimos
H(z,w) = span{B(0);v € ToL" "}

Denotamos ainda por V e a;, respectivamente, a conexao de R™™! e a segunda forma

fundamental de h em R" 1.

Demonstragdo. Com as notacoes acima, para quaisquer 7 € L" % w € A(Z) e

v € T-L"* temos

(T, w)o" = iIt:o(lb(ﬁv (1)) = ilt:o(v(a(t)h(a(t))) + ha (a(t) Viy + Bu(t)

dt dt

= v(7)h 4+ vhyv + V,h Vv + Vb

= v(y)h + vhow + Vo, V'y + an(v, V'Y)
— hyApv + Vi

= v(y)h+vhv + BV, V'Y + (v, V')
— (hyv, h V') h — h Ay

= (v, V'y) h + vh,v + h.Hess,(v) + ap(v, V7')
— (0, VY B — hAwy

= h.(Hess, — Ay +vI)v + an(v, V'y)

= h.Pv+ ap(v,V'y).
(1.17)

Assim, no subconjunto dos pontos regulares de 1, a aplicacdao G : A — R"*! dada

por

define uma aplicagao de Gauss para . Temos

— ¢, Abw = V,G = Gaw = 0,
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logo V(z,w) C Ay(Z,w), para todo (Z,w) € A. Por outro lado,

—p, Al = VG =G 0"
d
= EltzoG(ﬁv(t))
d §
= altzoG(a(t), w)

d
= Ehzo(h(a(t)) = h*”;

logo Agb{(i’w) ¢ injetiva. Portanto, Ay (Z,w) = V(Z,w), logo ¢ tem poston—k. [

1.5 Tensores Projetéaveis

Dada uma submersao m : M — L entre variedades Riemannianas
diferenciaveis, dizemos que um tensor D em M é projetavel com respeito a m se

existe um tensor D em L tal que
Don,=m,0D.

Um campo de vetores X em M é dito ser projetavel com respeito a 7w se é 7-
relacionado com um campo de vetores em L, isto é, existe um campo de vetores X
em L tal que

X = Xom.

Lema 1.5.1. Sejam © : M — L uma submersao entre variedades Riemannianas e

D um tensor em M. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(a) O tensor D € projetdvel com respeito a .

(b) Para quaisquer T € L, x,y € 7~ 4(z), v € T,M e w € T,M com m.v = m.w temos

que T, Dv = m,Dw.

Demonstragdo. Suponha que D seja projetavel. Se m.v = m,w, entdo Dm,v = Dm,w,

o que implica 7, Dv = 1, Dw. Reciprocamente, definimos D em L por Dr,v = m, Dw.
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Note que D esta bem definido por (b). Portanto, D é projetével com respeito a 7. [

Proposicao 1.5.2. Sejam 7w : M™ — L submersao entre variedades Riemannianas
diferencidveis e D um tensor em M"™ que leva vetores horizontais e verticais, res-
pectivamente, em vetores horizontais e verticais. Entao, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) D é projetdvel com respeito a 7.

(i1) DX é um campo de vetores projetavel em M™ para qualquer campo de vetores X

projetavel em M™.

Demonstracao. Suponha que D seja um tensor projetavel, isto é, que exista um
tensor D em L tal que D o7, = m, o D. Dado um campo de vetores projetavel X

em M, seja X o campo de vetores em L tal que
X =Xom.

Entao,

DX =Don,X =DoXor.

Logo, DX é projetavel. Mostremos, agora, que (i7) implica (7). Para isso, mostra-
remos que se nao vale (b) do Lema 1.5.1 entdo a afirmac@o (ii) nao ¢é valida, ou
seja, existe um campo de vetores X tal que DX nao é projetavel. De fato, se (b)
nao vale, existem = € L,z,y € 7 (z),v € T,M e w € T,M tais que .0 = mw
e m,Dv # m,Dw. Podemos supor, sem perda de generalidade, que v e w sejam ho-
rizontais. Caso contrario, usando o fato que D leva vetores horizontais e verticais,
respectivamente, em vetores horizontais e verticais, a afirmacao continua valida para
as componentes horizontais e verticais de v e w. Sejam v = 7,0 = TWw e X um
campo em L tal que X (Z) = v. Seja X o levantamento horizontal de X. Em parti-
cular, X(z) =v e X(y) = w. Como 7,DX(x) = m,Dv # m,Dw = 7,DX(y), temos
que DX nao é projetavel. [l
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Proposigao 1.5.3. Sejam A uma distribuicao integravel em uma variedade dife-
rencidvel M, L = % o espaco quociente das folhas de A e w: M — L a projecao.
Entao, um campo de vetores X em M ¢ projetdvel se, e somente se, [X,T]| € A,

para cada T € A.

Demonstracao. Suponha que X seja projetavel. Entao, existe um campo de vetores

Z em L tal que m,X = Z ox. Portanto, para cada T" € A, temos
T [ X, T| = [m.X, 7. T| = [Z,0] o 7.

Logo [X,T] € A. Para demonstrar a reciproca, isto é, para mostrar que X é pro-
jetavel, mostremos que para cada folha F' de A, a aplicacao ¢ : F — T,L, com
q = (F), dada por ¢ (p) = m. (p) X, é constante. Dado p € F' e v € TpF, escolha
T € A com T (p) = v e seja g; o fluxo de T. Por hipdtese, e como 7 o g, = 7, temos

0 = m[X,T](p) = lim %(W*X(gt(p)) — Mgt X (P))

t—0

= lim + (X (99) — 7. X () = . (o)

t—0

]

Dada uma variedade riemanniana M que admite uma folheagao por
folhas totalmente geodésicas, o seguinte corolario determina condigoes necessérias e
suficientes, em termos do tensor decomposicao, para que um campo de vetores seja

. , . N . ~ . o M
projetdvel com respeito a aplicacao m: M — L, em que L = .

Corolario 1.5.4. Seja A uma distribuicao totalmente geodésica em uma variedade

riemanniana M e L = % o espaco quociente das folhas de A. Entdo, o campo de

vetores X € A+ € projetdvel com respeito & aplicacdo m: M — L se, e somente se,
VX +CrX =0,

para todo T € A.
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Demonstragao. Pela Proposicao 1.5.3 temos que X € At é projetével se, e somente
se,

[X,T] € A,

para todo T € A. Temos

[Xa T] =VxT - VX
= (VxT)p + (VxT)pr — Vo X (1.18)
= (VXT)A —CrX —VrX.

Como A é totalmente geodésica, temos que Vo X € AL, Portanto, [X,T] € A se, e
somente se,

CrX+VrX =0.
U

O proximo corolério determina condi¢Oes necessérias e suficientes para
que um tensor em uma variedade Riemanniana com uma distribuicao totalmente
geodésica A, que leva vetores horizontais e verticais, respectivamente, em vetores

M

horizontais e verticais, seja projetavel com respeito a aplicagao 7: M — L = .

Corolario 1.5.5. Seja A uma distribuicao totalmente geodésica em uma variedade
Riemanniana M e seja L = % o espaco quociente das folhas de A. Seja D um
tensor em M que leva vetores horizontais e verticais, respectivamente, em vetores
horizontais e verticais. Entao D € projetdvel com respeito a aplicacio w: M — L
se, e somente se,

VrD = [D,Cr]|,
para todo T € A.

Demonstracao. Temos que

(VD — [D,Cr]) X = VyDX + CrDX 4+ D (Vo X + CrX). (1.19)
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Suponhamos que D seja projetavel. Entao, para qualquer campo projetavel X,
temos que DX é também projetavel pelo Lema 1.5.2. Portanto, decorre de (1.19)
que

(VoD — [D,Cr])X =0,
para qualquer campo projetavel X. Como Vi D — [D, Cr| é um tensor, concluimos
que VoD — [D,Cr] = 0. Portanto,

VoD = [D,Cyl.

Reciprocamente, se VoD = [D, Cr], entéo, por (1.19) e pelo corolario 1.5.4, temos
DX projetavel quando X é projetavel. Logo, pelo Lema 1.5.2, temos que D é
projetavel. O]



Capitulo

2

Hipersuperficies de Sbrana-Cartan

Uma imersao isométrica f : M™ — R"! é uma hipersuperficie de
Sbrana-Cartan se M™ é uma variedade Riemanniana que nao possui pontos de cur-
vatura seccional nula e existe uma imersao g : M™ — R"*! que nao é congruente a
f em nenhum subconjunto aberto U C M™.

Neste capitulo, descreveremos localmente todas as hipersuperficies de
Sbrana-Cartan através da parametrizagao de Gauss. Comecamos introduzindo, na
primeira secdo, uma classe de superficies na esfera S* C R"™! que, como veremos

aparecem como aplicacoes de Gauss de hipersuperfices de Shrana-Cartan.

2.1 Superficies de primeira e segunda espécie

Inicialmente introduzimos os conceitos de superficies hiperbélicas e

elipticas e discutimos suas propriedades basicas.

2.1.1 Superficies hiperbolicas

Uma superficie h : L? — S™ é hiperbolica se existe um tensor J em L>

satisfazendo J2 =1 e

an (JX,Y) = ay, (X, JY) (2.1)

para quaisquer X,Y € T'L?, em que «a; denota a segunda forma fundamental de h.

29
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Para obter uma formulacao equivalente da defini¢cao de superficies hi-
perbolicas, recordemos algumas defini¢oes. Sejam M"™ uma variedade Riemanniana
eh e C®(M™). A hessiana de h ¢ definida como uma se¢ao simétrica de T* M QT* M

por

Hessh(X,Y) = (Vxdh)Y = Xdh(Y) — dh(VxY) = XY (h) — VxY (h),

para quaisquer X,Y € T'M. Equivalentemente,

Hessh(z)(X,Y) = (Vxgradh,Y)

para quaisquer X,Y € T, M, em que gradh é o gradiente de h dado por

(gradh(z), X) = X(h),

com X € T, M.

Proposicao 2.1.1. Seja h : L? — S™ C R*"! uma superficie e J um tensor em L2.

Entao a condigao (2.1) € satisfeita se, e so se, a igualdade
(Hessp, + h,I)J = J' (Hessy, + h,I)

vale para a fungdo altura h, = (h,v) de h com respeito a qualquer v € R™ L.

Demonstrag¢ao. Denotaremos por V' a (,)’, respectivamente, a conexao e a métrica

da h : L? — S" Sejam i : S — R™! a inclusdo, o e & as segundas formas
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fundamentais de h e i o h, respectivamente. Entao

Hessy, (X,Y) = (Vxdh,)Y
= X (dhy (Y)) = VY (ho)
= X (i,h,Y,v) — (i,h,V'y Y, v)
= (VxihY —i,h, V'Y, v)
= (a(X,Y),v)
= (a(X,Y) — (X,Y)(ioh),v)
= (a(X,Y

o ),v) — (X, Y)h,.

Assim,
(a(X,Y),v) = Hessh,(X,Y) + (X, Y)h, = ((Hessh, + h,]) X, Y), (2.2)
logo
(a(JX,Y) + a(X,JY),v) = (((Hessh, + h,I)J + (J*Hessh, + h,I))X,Y).

]

Dada uma superfice h : L? — S", dizemos que um sistema de coorde-
nadas (u,v) em L? é real conjugado se seus campos coordenados {9,,0,} sdo tais
que

(D, By) = 0. (2.3)

Lema 2.1.2. Seja h : L?> — S™ superfice hiperbdlica. Entdo existe localmente um
sistema de coordenadas real conjugado (u,v) em L?. Reciprocamente, se existe um

sistema de coordenadas real conjugado (u,v) em L* entao h é hiperbdlica.

Demonstragdo. Seja J um tensor em L? tal que J? = I e ap(JX,Y) = ap(X, JY)

para quaisquer X,Y € T'L?. Seja {X,Y} um referencial formado por autovetores
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de J associado aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Entao existe localmente
um sistema de coordenadas (u,v) em L? tal que os campos coordenados 9, e 9, sao

colineares com X e Y, respectivamente. Entao,

ah<au; av) = ah(Ja’M7 av) = ah(aua Jﬁv) = _Oéh(au, 8@)7

logo ap(0y, 0,) = 0. Reciprocamente, se existe um sistema de coordenadas (u, v) em
L? tal que (2.3) ¢ satisfeita entao o tensor J em L? ¢ tal que J9, = 9, e JO, = —0,,
satisfaz J? = I e ap,(JX,Y) = ap(X, JY) para quaisquer X,Y € TL? Logo h é

hiperbdlica com respeito a J. [

Proposigao 2.1.3. Um sistema de coordenadas (u,v) em uma superficie h : L* —
S € R ¢ um sistema real conjugado se, e sé se, Q (h,) = 0, para todo v € R*™,
em que

Q (0) := Hessy (04, 0,) + FO (2.4)
com F = (0,,0,) .

Demonstragao. Decorre de (2.2) que

Q (hv) = <ah(aua 811)7 U>7

e a afirmacao segue. O

Proposicao 2.1.4. Seja h : L? — S C R wuma superficie hiperbdlica com res-
peito a um tensor J em L* com J* = I e seja (u,v) um sistema de coordenadas
real conjugado em L? tal que os campos coordenados O, e O, sdo autovetores de .J
associados aos autovalores 1 e —1, respectivamente. Dada v € C"X’(Lz), as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

(i) (Hessy +~I)J = J'(Hess, + ~vI).

(1) Q(v) =0, em que Q € dado por (2.4).
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Demonstragao. Considere a forma bilinear em L? dada por
H,(X,Y) =Hess,(X,Y)+ (X,Y)'y
para quaisquer X,Y € TL?. Entao (i) ¢ equivalente a
H (JX,Y)=H,(X,JY)
para quaisquer X,Y € T'L?. Por sua vez, esta equacio é equivalente a
H,(J Oy, 0y) = Hy(0y, JOy),

a qual se reduz a

H,(0y,0,) =0,
ou seja, Q(y) = 0. O]

Se h: L?* — S" C R™"! ¢ uma superficie hiperbdlica e v € C*(L?)
satisfaz uma (e, portanto, ambas) as condigdes da proposigao anterior, dizemos que

o par (h,v) € hiperbdlico.

2.1.2  Superficies elipticas

Dadas uma superficie h : L? — S® C R"*! e um tensor J em TL2.
Denotamos por J© : TL? @ C — TL? ® C o operador obtido pela complexificacao
de J, ou seja,

J(u+iv) = Ju+iJo.

Denotamos ainda por a® : TL2QC xTL?>*®C — N"L®C a complexificacdo bilinear

da segunda forma fundamental o de h, ou seja,

(X iV, Z +iW) = (X, Z) — oY, W) +i(a(Y, Z) + a(X,W)).
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Uma superficie h : L? — S™ ¢ eliptica se existe um tensor J em L? satisfazendo
J?=—-Je
ap (JX,Y) = ay (X, JY)

para quaisquer X,Y € T'L2.
Dizemos que um sistema de coordenadas (u,v) em L? é complexo con-

Jugado se seus campos coordenados {0,,d,} sdo tais que
a(0,,0:) =0, (2.5)

em que 0, = %(&u —i0y) e 05 = %(&L +1i0,).

Lema 2.1.5. Seja h : L? — S™ uma superficie eliptica. Entdo, existe localmente um
sistema de coordenadas complexo conjugado (u,v) em L?. Reciprocamente, se eriste

um sistema de coordenadas complexo conjugado (u,v) em L? entio h € eliptica.

Demonstragdo. Seja J um tensor em L? tal que J? = —1I e ay,(JX,Y) = o, (X, JY)
para quaisquer X,Y € T'L?. Seja {X,Y} um referencial em L? tal que JX =Y e
JY = —X. Equivalentemente, Z = X —iY e Z = X + Y sdo autovetores de J*
associados aos autovalores i e —i, respectivamente. Afirmamos que existe localmente
um sistema de coordenadas (u,v) em L? tal que 9, = (9, —i9,) e 9: = +(d, +10,)

sdo autovetores de J associados aos autovalores i e —i, respectivamente. Entao
Z'Oz%(az, ag) = Oé%(J(Caz, 5’5) = a%(@z, J(Cag> = —ZOZ(}?((()u ag),

o que implica que (u,v) é um sistema de coordenadas complexo conjugado em L2
Para demonstrar a afirmacao, basta provar que existe uma fungao
vy=a+iB:L?* = C
[aX + BY,aY — 5X] = 0. (2.6)

De fato, isto implica que existe localmente um sistema de coordenadas (u,v) em L2

tal que 0, = aX + Y e 0, = aY — X, e é facil ver que JO, = 0, e JO, = —0,,



35

ou seja, 0, = %((% —10,) e 05 = %(au +i0,) sao autovetores de J associados aos
autovalores ¢ e —i, respectivamente.

Temos
[aX + BY,aY — BX] = V(axsy)(aY = X) = Viay_px)(aX + 8Y),
logo (2.6) ¢ equivalente a
Viax+pv) (@Y — BX) = V(ay—px)(aX + BY).
Um célculo simples mostra que esta tltima equagao reduz-se a

((=aX () + BX(a)) = (BY(B) + aY () X
+((aX(a) + BX(B)) + (BY (a) — @Y (B)))Y + (a” + %) [X,Y] = 0.

Escrevendo [X,Y] = fX +gY, o = pcosf e f = psinf, a equacdo acima

transforma-se no sistema

PPX(0) + 3Y (p*) = p*f

P?Y (0) — 3X(p%) = p’g,

ou equivalentemente, pondo h = 20 e v = log p?, ao sistema

X(h)+Y(v)=2f

—X(v)+Y(h) = 2g.

Das equagoes acima obtemos, respectivamente, que

XY (v)=—-XX(h)+2X(f)
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YX() =YY (h) —2Y(9g),

enquanto
(X, Y](v) = fX(v) + gY (v) = f(Y(h) = 29) + g(2f — X(h)).
Assim, visto como um sistema de equacdes para v, a condicio de integrabilidade
XY(v)-YX()=[X,Y](v)
fica
XX(h) + YY(h) +2Y(g) + FY(h) - gX(h) = 2X(f) + 2V (g).

Se (x,y) sao coordenadas locais em L? tais que 9, = aX e d, = bY, um
calculo longo mas simples mostra que a equagao acima reduz-se a equagao diferencial

eliptica de segunda ordem
ab(a*hyy + b*hyy,) + a*(ba, — abg)h, + b*(ab, — bag)h, = @, (2.8)

em que

@ = 2ab(—bay, + aby,) + szamay + 2a2bxby.

Cada solugao de (2.8) (veja Teorema 4 na pagina 303 de [8]) da origem a uma solugao
(h,v) do sistema (2.7).

Reciprocamente, se existe um sistema de coordenadas (u,v) em L? tal
que (2.5) é satisfeita entao o tensor J em L? tal que J9, = 9, e JO, = —0, satisfaz
J?=—TeapJX,Y) = ap(X,JY) para quaisquer X,Y € TL% Logo h ¢ eliptica

com respeito a J. O
Analogamente, a Proposi¢ao 2.1.3 temos a seguinte

Proposigao 2.1.6. Um sistema de coordenadas (u,v) em uma superficie h : L* —
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S* c R ¢ um sistema complero conjugado se, e s6 se, Q (h,) = 0, para todo
v e R em que

Q (0) := Hessy (0,,05) + Fo (2.9)

sendo F = (,,0:)" e (,)C a extensio bilinear compleza da métrica induzida por h.

2.1.3 Superficies de primeira e segunda espécie do tipo real

Seja h : L? — S™ uma superficie hiperbélica, e suponhamos que (u, v)
seja um sistema global de coordenadas real conjugado em L2 Sejam I'' e I'? os

simbolos de Christoffel dados por
Vi, 0, =9, + %9, (2.10)

em que V' é a conexao de Levi-Civita da métrica induzida em L? por h. Consideremos

o sistema de equacoes diferenciais parciais

Tu =227 (1 —7)
(2.11)
7, =2 (1 —7)

Derivando as equagoes acima com respeito a v e a u, respectivamente,

obtemos

Tuw = 2027 + 21%7, — 21272 — 41?77,
Tou = ZF}} — 21—‘11)7 —2I''7,.

Substituindo 7, e 7, dadas por 2.11 temos

Tup = 2027 + 212 (2T (1 — 7)) — 20272 — AT 7 (2T (1 — 7)),

Tou = 200 — 271y — 2T (2127 (1 — 7).

Segue pela condicao de integrabilidade 7, = 7,, que
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(P2 —2r'r?) 7 — T 4 2r'12 = 0,

(2.12)

Definicao 2.1.7. Dizemos que {h, (u,v)} € de primeira espécie se (2.12) é trivial-

mente satisfeita, isto €,

Il =12 =2r'r?
Se h nao € de primeira espécie e

L —or'?

T orie

¢ uma solugao positiva do sistema de equagoes diferencias parciais (2.11) dizemos

que h € de sequnda espécie.

2.1.4 Superficies de primeira e segunda espécie do tipo complexo

Seja h : L? — S™ uma superficie eliptica, e suponhamos que (u,v)

seja um sistema, global de coordenadas complexo conjugado em L?. Estendendo a

conexao de Levi-Civita V' C-bilinearmente, podemos definir o simbolo de Christoffel

I'=T1(z2%) por

ngag - F@Z + f‘@;

Considere a equacao diferencial complexa

pz+T(p—p) =0,

com

De (2.14) e (2.13) obtemos

(2.13)

(2.14)

(2.15)
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Agora, derivando (2.13) em relacao a z e utilizando (2.15) e (2.13) temos
pz. = (L. =TT — p’TT)(p — p). (2.16)

Por outro lado, derivando (2.15) em relacao a z e utilizando (2.13), (2.15) e também

(2.14) obtemos
pzz = (p°Tz = 3p°TT + IT)(p — p). (2.17)

De de (2.16) e (2.17) e p.z = ps. obtemos
I, — IT — p°IT = p?Ts — 3p°TT 4 I'T
ou, equivalentemente
[, —2IT = p*(I'; — 2I'T). (2.18)

Multiplicando (2.18) por p e usando (2.14) uma vez mais, obtemos
p(T, —2I'T) = p(T'; — 2I'T). (2.19)

Observando que I'; = T, vemos que o lado direito de (2.19) é o conjugado do
esquerdo, donde resulta

Im(p(T, — 2IT)) = 0. (2.20)

Definigao 2.1.8. Dizemos que {h, (u,v)} € de primeira espécie quando a condigao
de integrabilidade
Im(p(T, —2IT)) =0 (2.21)

de (2.13) € trivialmente satisfeita, isto €,
r,=T.=2|T|> (2.22)

Dizemos que h de sequnda espécie se nao é de primeira espécie e (2.138) tem uma

unica solugdo determinada por (2.21).
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2.2 O teorema principal

Nesta se¢ao, apresentamos a demonstragao do principal resultado deste
trabalho, a saber, a descricao local, através da parametrizacao de Gauss, das hiper-
superficies f : M"™ — R"*! de Sbrana-Cartan que nao sao regradas nem dos tipos

(I) e (ID).

Teorema 2.2.1. Seja f : M™ — R""! uma hipersuperficie de Sbrana-Cartan que
nao seja dos tipos (I) e (I1) e nem regrada em nenhum subconjunto aberto de
M™ . Entao, em cada componente conexa de um subconjunto aberto e denso de
M™, f € parametrizada pela parametrizacao de Gauss por um par hiperbdlico ou
eliptico (h,~), em que h € de primeira ou sequnda espécie do tipo real ou complexo.
Reciprocamente, toda hipersuperficie simplesmente conexa f, parametrizada através
da parametriza¢ao de Gauss por um par (h,v) satisfazendo as condigoes acima, é
uma hipersuperficie de Sbrana-Cartan cujas deformagoes isométricas sao do mesmo

tipo.
O ponto de partida da demonstracao do Teorema 2.2.1 é a seguinte

Proposicao 2.2.2. Toda hipersuperficie de Sbrana-Cartan f : M™ — R tem
posto dois e qualquer de suas deformagoes isométricas possui a mesma distribuicao

de nulidade relativa.

O restante da demonstracao do Teorema 2.2.1 sera dividido em trés
etapas principais. Na primeira etapa, mostraremos que dada uma hipersuperficie f :
M™ — R™! de posto dois que nao seja regrada e nem dos tipos (I) e (/1) em nenhum
subconjunto aberto de M™, a existéncia de uma imersao isométrica g : M™ — R+
nao congruente a f em nenhum aberto de M™ é equivalente a existéncia de um
tensor em M™ que satisfaz certas condigoes provenientes das equacoes de Gauss e
Codazzi.

Dizemos que uma hipersuperficie f : M™ — R"*! de posto dois, com

distribuigao de nulidade relativa A, é hiperbolica (respectivamente, parabolica e elip-
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tica) quando existe um tensor J : A+ — A’ satisfazendo J? = I (respectivamente,
JP=0eJ?=-I)e
a(JX)Y) =a(X,JY),

para quaisquer X,Y € T'M, ou equivalentemente,
AJ = J'A.

Proposicao 2.2.3. Seja f : M™ — R uma hipersuperficie de posto dois, com
distribuicao de nulidade relativa A, que nao seja regrada e nem dos tipos (I) e (I11)
em nenhum subconjunto aberto de M™. Suponha que exista wma imersao isométrica
g: M™ — R"™ que ndo seja congruente a f em nenhum subconjunto aberto de M™.
Entao, em um subconjunto aberto denso U de M™, a hipersuperficie f é hiperbolica
(respectivamente, eliptica) com respeito a um tensor J : At = At com J* =1 (res-
pectivamente, J?> = —1) e existe um tnico tensor D € Hom(A*t, AL) satisfazendo

as sequintes condigoes:

(1) D#1 eD € span{l, J},

(i1) [D,Cr] =0, para todo T € A,
(15i)) VoD =0 para todo T € A
(iv) , det D =1,

(v) AD = D'A,

(vi) (VxAD)Y — (VyAD) X =0, para todos X,Y € AL

Reciprocamente, se M™ é simplesmente conexa e D é um tensor satisfazendo as
condicoes acima, entdo existe uma imersao isométrica g : M™ — R" 1 que tem A

como sua distribuicao de nulidade relativa e nao € congruente a f em nenhum aberto

de M™.
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Na segunda etapa, provaremos que a existéncia de um tensor D como

na Proposicao 2.2.3 pode ser expressa de modo mais simples na variedade quociente

2 M*
[2= A

Proposicao 2.2.4. Seja f : M™ — R ! uma hipersuperficie de posto dois, parame-
trizada através da parametriza¢io de Gauss por um par (h,v). Seja 7 : M™ — L? a
projecio e V' a conexdo de Levi-Civita em L? para a métrica (-,-) induzida por h. Se
f € hiperbélica (respectivamente, eliptica) com respeito a um tensor J : A+ — AL
com J* = I (respectivamente, J> = —I) e D é um tensor em M™ satisfazendo todas
as condicoes da Proposicio 2.2.3, entdo existem um tensor J em L? com J* = I
(respectivamente, J? = —I )e um tinico tensor D € spcm{], J_} tal que o par (h,~)

¢ hiperbdlico (respectivamente, eliptico) com respeito a J,
Jom,=m.0J e Dom =mo0D. (2.23)

Além disso, D satisfaz:

(a) det D =1
(b) (V¢D)Y — (V4D) X =0, para todos X,Y € TL?.

Reciprocamente, se h : L? — S™ e v € C®(L?) sao tais que o par
(h,v) € hiperbdlico (respectivamente, eliptico) com respeito a um tensor J em L>
com J? = I (respectivamente, J*> = —1I), entio a hipersuperficie f ¢ hiperbdlica
(respectivamente, eliptica) com respeito a um tensor J satisfazendo (2.23), e um
tensor D em L? satisfazendo (a) e (b) determina um tinico tensor D em M™ satis-

fazendo as condi¢oes da Proposi¢ao 2.2.3.

Na terceira etapa, caracterizaremos os pares hiperbolicos (respectiva-
mente, elipticos) h : [? — S™ para as quais exista um tensor D em L? satisfazendo

as condigoes da Proposigao 2.2.4.

Proposicao 2.2.5. As sequintes afirmacoes a respeito de uma superficie h : L* —

S™ sao equivalentes:
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(i) Se h ¢ hiperbélica (respectivamente, eliptica) com respeito a um tensor J em L?
com J? = I (respectivamente, J*> = —I), e existe um tensor D € span {I, J_}

satisfazendo (a) e (b) da Proposi¢ao 2.2.4.

(ii) h é de primeira ou sequnda espécie do tipo real (respectivamente, do tipo com-

plezo).

2.2.1  Demonstragao da Proposicao 2.2.2

A Proposicao 2.2.2 sera demonstrada como consequéncia de dois lemas

a seguir.

Lema 2.2.6. Seja f : M™ — R""! wuma hipersuperficie. Entdo

(i) posto f(x) <1 se, e somente se, o tensor curvatura R de M™ € identicamente

nulo em x.

(ii) A(x) coincide com o subespago de nulidade T'(z) do tensor curvatura, dado por
['(z)={X eT,M:R(X,Y)=0 para todo Y € T,M},

desde que postof(x) > 2.

Demonstragao. (i) Pela equagao de Gauss, temos R = 0 em z se, e somente se,
AX N AY = 0 para quaisquer X,Y € T, M, ou seja, se, somente se, AX e AY sao
linearmente dependentes para quaisquer X,Y € T, M, o que ocorre, se, e somente
se, posto f(z) < 1.

(77) A equagao de Gauss implica A(z) C I'(x). Suponhamos que exista 0 # X €
['(z) N At(z). Se Y € T,M ¢ arbitrario, entdo a equacio de Gauss implica que
AXNAY = R(X,Y) =0, logo AY é colinear com AX # 0. Logo posto f(z) =1. O

Lema 2.2.7. Sejam f,g : M™ — R"" imersoes isométricas. Se postof(z) > 3

entao os operadores forma de f e g em x coincidem a menos de sinal.
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Demonstragio. Pelo Lema 2.2.6, os subespagos de nulidade relativa A(z) e A(r)
de f e g, respectivamente, em x, coincidem com o subespago de nulidade I'(z) do

tensor curvatura. Decorre das equacoes de Gauss de f e g que
AX NAY = AX NAY (2.24)

para quaisquer X,Y € T, M, em que A e A denotam os operadores de forma de f
e g, respectivamente. Dado X € A*(z), afirmamos que AX e AX sdo linearmente
dependentes. Suponhamos o contrario, isto ¢, que AXAAX # 0. Como postof(z) >
3, existe Y € At(x) tal que AX, AX e AY sdo linearmente independentes, e,
portanto, AX A AY A AX # 0. Por (2.24) temos que AX A AY = AX A AY logo

AXNAY NAX = AXNAY ANAX =0

uma contradi¢gao. Em particular, existe uma base ortonormal { X1, ..., X,.} de At (x)
formada por autovetores de A e A. Denotando por A, ..., A\, os autovalores corres-
pondentes de A e por ¢\, ..., ¢, A, os de A, a equacdo (2.24) implica que cicj =1
para quaisquer 1 < ¢ # j < r. Como r > 3, isto implica que ¢; = ... = ¢, = 1 ou

ci=..=c¢ =—1,ouseja, A=Aou A= —A. O

Demonstracao da Proposicao 2.2.2. Seja f : M™ — R™"! uma hipersuperficie de
Sbrana-Cartan. Como M"™ néao tem pontos de curvatura nula, postof(z) > 2 para
todo x € M"™ pelo Lema 2.2.6-(7). Se postof(z) > 3 em algum ponto x € M",
entao o mesmo vale em uma vizinhanca aberta U de z. Logo, se g : M™ — R ¢
outra imersao isométrica, entao, para cada escolha apropriada dos campos normais
unitarios de f e g, temos que os operadores de forma A e A de f e g, respectivamente,
coincidem em U pelo Lema 2.2.6, logo f|y e gy s@o congruentes pelo Teorema
fundamental das hipersuperficies, uma contradi¢ao. A afirmacao de que qualquer
deformagao isométrica de f tem mesma distribuicao de nulidade relativa decorre de

Lema 2.2.6-(i1). O
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2.2.2 Demonstracao da Proposicao 2.2.3

Definimos D : A+ — At por

D=A"149,

em que A9 é o operador de forma de g, o qual, assim como A é considerado res-
trito a A*+. Como ¢ ndo é congruente a f em nenhum subconjunto aberto de M",
temos que D # I em um subconjunto denso de M™ pelo Teorema fundamental das
hipersuperficies.

Dados T'€ A e X € At, temos pela equacdo de Codazzi que

(VrA) X = —A(VxT) = ACy X,

logo
VA= ACr. (2.25)

Em particular, temos que ACr é simétrico , ou seja,

ACy = CLA.
Analogamente, A9 = AD satisfaz
VA = ACr,
logo
V3rAD = ADCyp (2.26)

e A9Cr = CLAY. Portanto,

ADCr = CLAD = ACyD,
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ou seja, A[D,Cr| =0 e, portanto, (i7) segue. Note ainda que
ACrD = (V1A)D =V (AD) — A(VrD). (2.27)
De (2.26) e (2.27), decorre que
A(VrD)=ADCr — ACrD = A[D,Cr| =0,
o que implica (7i7). Agora, pela equacdo de Gauss de f e g, temos
detA = K(AY) = detA?9 = detAD = det AdetD

o que prova (iv).
Observe agora que a forma candnica de Jordan do operador D tem

uma das formas

A0 Al a —b
) ou ;

0 A 0 A b a

conforme D possua dois autovalores reais distintos A\; e Ay, um tnico autovalor
real A com multiplicidade dois, ou dois autovalores complexos conjugados a =+ b,
respectivamente. Em todos os casos, temos que existem a,b € R tais que D =
aJ +bl, em que J? = €I, com € = 1,0 ou —1, respectivamente. Além disso, J esta
unicamente determinado se e = 0 e é inico a menos de sinal nos demais casos.
Considere agora o subespaco S formado por todos os operadores de
A que comutam com D, ou equivalentemente, com J. E facil ver que S coincide
com span{I, J}. Decorre de (ii) que C'(A) C S. Como f nao é dos tipos (/) e
(1) em nenhum subconjunto aberto de M™ por hipotese, decorre do Lema 1.3.1

que C (A) nao esté contido em span{/}. Concluimos que C' (A) = S.
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Decorre de (v) que

AJ = J'A.

Mostraremos a seguir que o caso J? = 0 nao pode ocorrer em nenhum aberto de
M™. Portanto, f é hiperbodlica ou eliptica em um subconjunto aberto e denso de

M.
Lema 2.2.8. Se J2 =0 em um subconjunto aberto U de M™ entao f|y € regrada.

Demonstragdao. Seja {X,Y} um referencial ortonormal de A+ em U tal que

JY =0 e JX=)Y,

em que A € C*(U) nao se anula. Como AD, e, portanto, AJ é simétrico, temos

que
MAY)Y) = (AJX,)Y) = (X, AJY) =0,
logo
(AY)Y) = 0. (2.28)
Similarmente concluimos que
(A%YY) = 0. (2.29)

Sejam A\ = (AX, X), p = (AX)Y), 1 = (A9X, X) e By = (A9X,Y), ou seja,

A
A 1 M o A9 — B B

po 0 B2 0

com respeito ao referencial {X,Y}. Segue da equagao de Gauss que
—p? = (AX, X){AY)Y) — (AX,Y)? = (A9X, X)(A9Y,Y) — (A9X,Y)* = —33.

Logo, podemos supor (trocando a orientagdo do campo normal a g, se necessério)
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que P2 = p. Escrevendo, § = 1 — A\, a matriz de A9 fica

/\14‘9 12
W 0

Como

pX = A9 = ADY = (ADY, X) + (ADY,Y)
— (DY, AX)X + (DY, AY)Y

= (DY, M\ X + pY)X + (DY, uX)Y,

Segue que (DY, X) =0e (DY,Y) =1, logo

DY =Y. (2.30)

Além disso, D # I, temos que 6 nao se anula em U.

Agora, demonstraremos que a distribuicao

L(z) ={Y(z)} & A(z) com z € U,

¢ totalmente geodésica. Como C(A) C {I,J} e JY =0, temos que

<CTY, X> - 0

para todo T € A. Logo,

(VyT, X) = — (CrY, X) = 0. (2.31)

Por outro lado, como VD = 0 pelo item (iii), temos que

0= (VyD)Y =VyDY — D(VyY) = VY — D(VyY),
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ou seja,

D (V7Y) = V7Y,

Como D # I e (VrY,Y) =0, concluimos de (2.30) que

VY =0.

Temos que

VyAX = Vy(MX +uY) = MVyX +Y (M) X +Y(n)Y.

Substituindo as expressoes acima na equacao de Codazzi

VxAY — A(VxY) = Vy AX — A(VyX)

e tomando o produto interno com Y obtemos

P(VX,Y) — (A(VxY),Y) = A\ (VyX,Y) + Y (1) — (A(VyX),Y).

Por outro lado,

<A(VXY)7 Y> = _M<VXX7 Y)?

enquanto

(A(VyX),Y)=0

por (2.33). Logo

Y(,u) — )\1 <VyY,X> — 2/1 <VxX, Y> =0.

(2.32)

(2.33)

(2.34)
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Analogamente, aplicando a equagao de Codazzi para A9 concluimos
Y (p)— (M +0)(VyY, X) —2u(VxX,Y)=0. (2.35)
Assim, por (2.34) e (2.35) obtemos que
(VyY, X) =0. (2.36)

Concluimos de (2.31), (2.32),(2.36) e do fato que A(x) é totalmente geodésica que
L é totalmente geodésica em U.

Agora, como (AY,Y) = 0 e A é totalmente geodésica, entao, ay|rxr =
0, logo a restrigao de f a cada folha de L é totalmente geodésica. Portanto, f|y é

regrada. [

Para demonstrar a afirmacao reciproca, seja D um tensor em M" sa-
tisfazendo as condigoes da Proposicao 2.2.3. Mostraremos que A = AD é um tensor
simétrico que satisfaz as equacoes de Gauss e Codazzi para uma hipersuperficie em
R, O fato de que A é simétrico decorre (v). Como kerA(z) = A(x) = I'(x) para

todo x € M™, a equagao de Gauss
R(X,Y)=AX NAY

¢ satisfeita se X € AouY € A. Por outro lado, se {X,Y} é uma base de AL, entdo

a equacao de Gauss para f e o fato de que detD = 1 implicam
R(X,Y)=AX ANAY =detA X AY =detAD X NY = AX A AY.
Por fim, verificamos que A satisfaz a equagao de Codazzi

VxAY — A(VxY) = VyAX — A(Vy X).
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Primeiramente, se {X,Y} é uma base de A+, isso decorre de (vi). Para X,Y € A,
isso é uma consequéncia do fato que A é totalmente geodésica e fl] A = 0, o que
implica que ambos os membros da equacao acima se anulam. Finalmente, se T € A

e X € At a equagio acima (com Y = T') reduz-se a
V+AD = ADCy. (2.37)
Por (1.19), temos que
(VrAD) — (ADCr) = (VrA— ACr)D + A(VrD — [D,C7)),

logo (2.37) decorre de (ii), (ii7) e do fato que VpA = ACT, o que decorre da
equacao de Codazzi para f. A conclusao segue agora pelo Teorema fundamental

das hipersuperficies.

2.2.3 Demonstragao da Proposicao 2.2.4

Pelo Corolario 1.5.5, o fato que
VrD =[D,Cr] =0 paratodoT € A
implicam que D é um tensor projetéavel, isto ¢, existe um tensor D em L? tal que
m.,0D=Dom,. (2.38)

Em particular, da condicdo (iv) da Proposicao 2.2.3 segue que detD = 1. Por outro
lado, pela condigao (i) temos que D € span {I,J}. Assim, se f & hiperbdlica (respec-
tivamente, eliptica), o tensor D tem dois autovalores distintos (respectivamente, dois
autovalores complexos conjugados), logo 0 mesmo vale para D por (2.38). Portanto,
existe um tnico (a menos de sinal) tensor J em L? tal que J? = I (respectivamente,

J?=—I)e D € span {I, j}. Seja J : A+ = AL o levantamento horizontal de J,
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isto é, para X € At(x), JX é o tnico vetor em AL (x) tal que
W*jX = Jm. X.

Em particular, temos J2=1 (respectivamente, J=—] ). Afirmamos que J coincide

com J, a menos de sinal. Escreva J = ol + 8D, com «, 8 € C>(L?). Entao
moJ=Jom =(aom)om + (fom)Don, =m((com) + (Bom)D),

logo J = al + SD. Portanto, D € span{I,J}. Como J é o tnico (a menos de
sinal) tensor em A' tal que J% = I (respectivamente, J?> = —I) e D € span{I,J},
a afirmacao segue.

Verifiquemos que D é um tensor de Codazzi em L?, ou seja, D satisfaz

a condigao no item (b). Sejam X,Y € At. Como hor = 7, temos
FAX = X = —hX e fADX = —h.DX = —h,Dm.X.  (2.39)

Pela formula de Gauss de f e por (2.39) temos que

f.VxADY = Vx f.,ADY — (AX, ADY )
= -VhDrY — (h,m X, h.Dn,Y ) hon
= —hV, DY —ay, (1. X, Dn.Y) + (m. X, Dm.Y Yhor  (2.40)
—(m.X,Dn,Y)hom

= —h. V. DY — ay (7T*X, D?T*Y) )

Analogamente,

fiVyADX = —h*V;*YDW*X — oy, (7T*Y, D’/T*X) ) (2.41)
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Usando a condigao (v) da Proposi¢ao 2.2.3, obtemos
—h*V;*XDW*Y — (W*X, DW*Y) = —h*V;*YDﬂ*X —ap (W*Y, D?T*X) . (242)
Em particular, a condi¢do (b) é satisfeita. Além disso, também de (2.42) obtemos
ap, (DT('*X, 7T*Y) =qy (W*X, DW*Y) , (2.43)
logo

ap (j?T*X, 7T*Y) = qy, (W*X, j?T*Y) , (2.44)

ou seja, h é hiperbolica (respectivamente, eliptica) com respeito a .J.
Para concluir que o par (h,~y) é hiperbolico (respectivamente, eliptico)

com respeito a J resta demonstrar que
(Hess, + 1) J = J' (Hess, ++I). (2.45)
Sejam 7 : T L? — L? a projecio canonica e
®:UCTFL? — M"

um difeomorfismo local de uma vizinhanga U da se¢ao nula do fibrado normal de h
tal que
Tod=7 e Y(x,w):=fod(x,w)=vh+h.Vy+w.

Afirmamos que, para cada vetor horizontal X € T{, . (T hiL2),

0 X = h P X + ap (7,.X, V) (2.46)
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em que P ¢é o endomorfismo de T'L* dado por
P = Hess, + I — B,, (2.47)

com B, operador forma de h na direcdo de w. De fato, seja o : I — L? curva

diferenciavel tal que

uma curva em Tj-L?, com @ (0) = (z,w) e @'(0) = X. Usando as formulas de Gauss

e Weingarten de h obtemos

d

$.X = o (1) X)

= %hzo(v(a(t)h(a(t))) + (he (a(8)) V)
+ 1w (t)
= 7, X (h)h + vh 7, X + Vi xh.Vy + Vi, x@(t)
— 7 X(Wh + it X + bV x V7 + @n(7.X, V)
— Byt X + Vi (2.48)
= #. X (h)h + vh. 7, X + h,Hess, 7, X + ap(7,.X, V)
— (h#,X, B, V7) h — hyB,#,X
= (7. X, V) h + vh 7. X + hHess 7. X + ap,(7.X, V)
— (#.X, V) h — h,By7. X

= h.(Hess, — By, + )T X + ap(7.X, V7),
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o que mostra (2.46). De (2.39) e (2.46) obtemos

—(AD®.X,0.Y) = — (f.AD®.X, f.2,Y)
= —(=h. D7, @, X, h, P ®. X + oy, (1.9, X, V7))
= (h.Dm,®, X, h,P1,9.Y) (2.49)
= (DX, Pr.Y)

= (#.X,D'P#.Y)’

—(D'AD, X, 0,Y) = — (f.D'AD,X, £.8.Y)
= —(-hD'7.®. X, h,P1. 0. X + o), (m.2.X, V7))
= (h,D'm.®,X, h, P, ®,Y ) (2.50)
= (D'7. X, P.Y

= (#.X,DPw.Y) .

Como AD = D'A pelo condigao (v) da Proposi¢ao 2.2.3, obtemos de (2.49) e (2.50)
que

PD=D'P,

e, portanto,

PJ=JtP.

Como B, D = D'B,, por (2.44), concluimos que (2.45) é satisfeita.
Reciprocamente, suponhamos que h : L? — S" e v € C°°(L?) sejam
um par (h,7) hiperbolico (respectivamente, eliptico) com respeito a um tensor J
em L? com J? = I (respectivamente, J?> = —I), e que D seja um tensor em L2
satisfazendo (a) e (b).
Para cada z € M"™ ¢ X € A+, definimos o tensor D em M"™ como o

levantamento horizontal de D, isto é, para cada X € AL, DX é o tnico vetor em
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At () tal que
DX = D, X.

De modo analogo, definimos o tensor J em A+ como o levantamento horizontal do
tensor J.

Demonstraremos que D em M™ satisfaz as condi¢oes da Proposicao
2.2.3 e f & hiperbolica (respectivamente, eliptica) com respeito a J. A condigao (iv)
¢ claramente satisfeita, uma vez que detD = 1. Como o par (h,~) é hiperbolico

(respectivamente, eliptico) com respeito a J, para cada w € T;-L?, temos

ByJ = J'By, (2.51)
em que B, é o operador forma de h na direcao de w, e

(Hess, +~I)J = J'(Hess, + vI).

Dai, por (2.51) temos P.J = J'P, em que P = Hess, + vI — B, logo

PD = D'P.
Portanto, por (2.49) e (2.50) obtemos que

AD = D'A

o que mostra a condi¢ao (v).
Como h ¢ hiperbélica (respectivamente, eliptica) com respeito a J e

D € span{I, J}, temos que
an(DX,Y) = ay(X, DY)

para quaisquer X,Y € TL2. Usando ainda que D satisfaz a condigdo (b), de (2.40)
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e (2.41) decorre que (vi) é satisfeita. Além disso, como D € span{l,J}, D # I e
AD = D'A, concluimos que AJ = J'A, ou seja, h é hiperbolica (respectivamente,
eliptica) com respeito a J.

De C'(A) C span{I,J} e D € span{l,J} obtemos que [Cr, D] = 0,
para qualquer T" € A. Por outro lado, como D ¢é projetavel, pelo Corolario 1.5.5

temos que

VD = [Cr, D). (2.52)

Portanto, VD = 0, ou seja, a condigao (iii) é satisfeita.

2.2.4 Demonstracao da Proposicao 2.2.5

Consideremos separadamente os casos hiperbdlico eliptico.
e Caso hiperbélico

Suponhamos que h seja hiperbdlica com respeito a um tensor J em

L? com J* = I e que exista um tensor D € span{I,J} satisfazendo (a) e (b)

da Proposigao 2.2.4 Pelo Lema 2.1.2 existem coordenadas reais conjugadas (u,v)

em L? tais que os campos coordenados {9,,d,} sdo autovetores de J. Como D €
span {1, J} e detJ = 1, existe § € C*>(L?) tal que

_ 0 0

D = 1

0 =

0

em relagdo a base {0,,0,} formada pelos campos coordenados. Observemos que a

equagao (b) da Proposigao 2.2.4 pode ser escrita como

Y}, DO, = Vy DO,
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Defina 7 = 6%. Afirmamos que

B B 7, =2I'! (1—71)
Vy, DO, =V DO, < ) (2.53)
Tw =2I%7(1-71)

De fato,

- — 1
Vo, D0y =V, DO, = Vi, 50, — V', 00,
1 1

_ % (09, +12,) + (%) 9, — 0 (10, +T20,) — 0,0,

o 11_ 1 12_ 2 1
_(Qr or ev)au+(er o1 + i) Oy.

oo, —o

VD8, VD3, =0&{ 4 . . (2.54)
? + (5) =0

Logo,

(50

Multiplicando ambas as equagoes de (2.54) por 26 obtemos

20,0 = 2I'" (1 — 6?) (2.55)

206, = 2I°6° (1 — 6°) . (2.56)

Logo, pondo 7 = 0%, as equagoes (2.55) e (2.56) ficam

7, =2I'(1-71)
(2.57)
7. =27 (1-7)

Assim, 7 = #? ¢ uma solucao positiva do sistema de equacoes diferenciais parciais

(2.53). Portanto, h é uma superficie de primeira ou segunda espécie do tipo real.
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Reciprocamente, se h é de primeira ou segunda espécie do tipo real,
entdo h é hiperbélica com respeito a um tensor J em L? definido por Jo, = 0, e
JO, = —0,. Seja T uma solugao positiva do sistema de equacgoes diferenciais (2.11)

diferente da solucdo trivial 7 = 1. Definimos D € Hom(TL? TL?) de modo que

5 6 0
= 0 1’
0

com 7 = 62, com relagao a base {9,,0,} formada pelos campos coordenados. Como
vimos na demonstragao da afirmagao direta, o fato de 7 ser uma solugao do sistema

de equagoes (2.11) implica que
v, Do, =V DO,

e, portanto, D satisfaz (a) e (b) da Proposicio 2.2.4.
e Caso eliptico

Suponhamos, agora, que h seja eliptica com respeito a um tensor J em L? com
J? = —I e que exista um tensor D € span {I J } satisfazendo (a) e (b) da Proposigao
2.2.4. Pelo Lema 2.1.5 existem coordenadas complexas conjugadas (z,%) de L? tais

que

6 0
0 6

)

com respeito a base {0,,0;}. Pela equacao (b) da Proposigao 2.2.4 temos que

v, D0, — V), D9, = 0. (2.58)
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Por outro lado,

V). D®0; — V), D9, = V), 00; — V)00,

=0V 0: + 0.0; — 0V}, 0, — 60,

=0 (9. +T0:) +0.0;: — 0 (0, + T0;) — 0:0,
= (0T —0r — 0:) 8. + (0L + 6. — 0I) O;

logo, (2.58) é equivalente a
Or — 0T — 6, = 0, (2.59)

ou seja,

Portanto, h é de primeira ou segunda espécie do tipo complexo.

Reciprocamente, se h é de primeira ou segunda espécie do tipo com-

plexo, entdo h é eliptica com respeito ao tensor J definido em L? por
JO, =0, e JO, = =0y,

ou equivalentemente,

J€0, = i0. e JC0; = —i0s.

Seja p uma solucdo de (2.13). Definimos D € Hom(TL?, TL?) de modo que

pe— "7
0 p
com relagao a base {0,,0;}. Como vimos na demonstrac¢ao da afirmagao direta, o

fato de p ser uma solugao de (2.13) implica que

V). D0, = v, D0,
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e, portanto, D satisfaz (a) e (b) da Proposicao 2.2.4.

2.2.5  Demonstragao do Teorema 2.2.1

Seja f uma hipersuperficie de Sbrana-Cartan que nao seja regrada nem
dos tipos (I) e (II) em nenhum subconjunto aberto de M™. Entao f tem posto dois
pela Proposicao 2.2.2, logo a Proposicao 2.2.3 implica que existe um subconjunto
aberto U de M™ no qual f é hiperbolica (respectivamente, eliptica) com respeito a
um tensor J : At — AL com J? = I (respectivamente, J? = —1I) e existe um tensor
D € Hom(TL? TL?) satisfazendo as condigdes de (i) a (vi). Parametrizando f por
um par (h,~) através da parametrizagao de Gauss, segue da Proposigao 2.2.2 que
existem um tensor J € L? com J? = I (respectivamente, J? = —I) e um tnico tensor
D € span {I J } tal que o par (h,7y) é hiperbdlico (respectivamente, eliptico) com
respeito a J e as condigoes (a) e (b) da Proposigao 2.2.4 sio satisfeitas. Finalmente,
decorre da Proposicao 2.2.5 que a superficie h é de primeira ou segunda espécie do
tipo real (respectivamente, complexo).

Reciprocamente, suponha que f : M™ — R"*! seja uma hipersuperfi-
cie simplesmente conexa parametrizada através da parametrizacao de Gauss por um
par hiperbdlico (respectivamente, eliptico) (h,~y), em que h é de primeira ou segunda
espécie do tipo real (respectivamente, complexo). Pela Proposigao 2.2.5, a superficie
h ¢é hiperbolica (respectivamente, eliptica) com respeito a um tensor .JJ em L? com
J* = I (respectivamente, J? = —1I), e existe D € span {I, J} satisfazendo (a) e (b)
da Proposicao 2.2.4. Esta ultima implica entao que a hipersuperficie f é hiperbélica
(respectivamente, eliptica) com respeito a um tensor J satisfazendo (2.23), e que D
determina um tnico tensor D em M" satisfazendo as condi¢oes da Proposicao 2.2.3.
Finalmente, pela Proposicao 2.2.3 existe uma imersao isométrica g : M" — R+
com a mesma distribuicao de nulidade relativa de f, e que nao é congruente a f em
nenhum subconjunto aberto de M. Logo f é uma hipersuperficie de Sbrana-Cartan

e suas deformagoes isométricas sao do mesmo tipo.
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