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Resumo

Um resultado classico da geometria diferencial de curvas no espago euclidiano é
o Teorema de Schur, que primeiro foi provado em 1921 por A. Schur em [3] no caso
em que as curvaturas das curvas coincidem pontualmente. O caso geral do teorema
foi provado em 1925 por E. Schmidt em [4]. O primeiro objetivo desta dissertagao é
apresentar uma versao do Teorema de Shur para o plano de Minkowski. Em seguida,
mostraremos algumas aplicages desse resultado feitas por R. Lopez em [1]. No caso
do espaco de Minkowski veremos que o Teorema de Schur é falso. O segundo objetivo
¢ mostrar uma caracterizacao das hélices inclinadas no espaco de Minkowski obtidas
por A. T. Ali e R. Lopez em [2], a qual estende de forma natural a caracterizacao de
hélices inclinadas no espaco euclidiano obtida em 2004 por S. Tzumiya e N. Takeuchi
[6]. Concluimos esta dissertagao provando uma caracterizacao de hélices inclinadas
obtida em [2].
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Abstract

A classical theorem of differential geometry of curves in Euclidean space is the
Schur’s Theorem, that was proof by A. Schur in 1921, when both curvatures agree
pointwise [3]. The proof in the general case was proved in 1925 by E. Schmidt in
[4]. The first objective in this dissertation is to present Lorentzian version of Schur’s
Theorem in the Minkowski plane. Then we will show some applications due to R.
Lopez [1]. In the Minkowski space we will see that the Schur’s Theorem is false. The
second objective is show a characterization of slant helices in the Minkowski space
obtained by A. T. Ali and R. Lopez in 2], which extends naturally a characterization
of slant helices in Euclidean space obtained in 2004 by S. Izumiya And N. Takeuchi

[6]. We conclude with an application that characterization of slant helices [2].
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Introducao

Nesta dissertagao estudamos os trabalhos de Lopez |1] e Ali-Lopez [2], publicados
em 2004 e 2011, respectivamente. Apresentados resultados de curvas no plano e no
espaco de Minkowski que estendem resultados classicos validos para curvas no plano
e no espaco euclidiano tridimensional. Assim iniciamos o capitulo 1 introduzindo o
espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao n, E7, que é o espaco vetorial R" munido
de um produto escalar de indice 1. Destacamos as principais definicoes, propriedades
e também mostramos alguns resultados basicos da geometria diferencial de curvas
em K7, com a finalidade de distingui-la da geometria diferencial de curvas no espago
euclidiano. Estas diferencas ocorrem devido ao carater causal da curva no espaco de
Lorentz-Minkowski. Por exemplo, no espago euclidiano tridimensional o Teorema
fundamental de curvas diz que, a menos de isometrias, toda curva esta unicamente
determinada pela sua curvatura e torcao. No entanto, no espaco de Minkowski
existem curvas que possuem somente torcao. Tal fato, ocorre com curvas tipo-luz e
curvas tipo-espaco com vetor aceleragao tipo-luz.

No segundo capitulo, enunciamos o resultado classico conhecido como Teorema
de Schur no espaco euclidiano tridimensional, provado por A. Schur, em 1921, [3],
quando as curvaturas sao iguais ponto a ponto. O caso geral foi provado por e E.
Schmidt em 1925, [4]. Em seguida, mostramos através de contra-exemplos que nao
existe uma versao do Teorema de Schur no espago de Minkowski, devido a R. Lopez
em [1]. Posteriormente, demonstramos para o plano euclidiano, a seguinte versao

do Teorema de Schur para duas curvas convexas, que pode ser encontrado em |5].



Teorema Sejam oy, ay : [0,1] — R? duas curvas convezas, parametrizadas pelo
comprimento de arco. Denotemos por ki, ko as funcoes curvaturas de oy e ao,
respectivamente. Considere di(s) = d(a1(0), a1(s)) e da(s) = d(a2(0), az(s)), onde
d(.,.) € a distincia euclidiana de R*. Se ki(s) > ko(s), entio, di(s) < da(s),
s € [0,1]. Além disso, di(s) = da(s) para todo s € [0,1] se, e somente se, a1 e
$a0 congruentes.

Terminamos o segundo capitulo, com a versao do Teorema de Schur no plano de
Minkowski de R. Lopez [1].
Teorema Sejam ai,ay : [0,1] — R? duas curvas parametrizadas pelo comprimento
de arco convexas. Denotemos por ki, ko as funcoes curvaturas de aq e oo, respec-
tivamente. Sejam dy(s) = d(a1(0),a1(s)) e da(s) = d(az(0), as(s)), onde d(.,.) é a
distancia euclidiana de R*. Se ki(s) > ko(s), entdo, di(s) < dy(s), s € [0,1]. Além
disso, dy(s) = da(s) para todo s € [0,1] se, e somente se, ay e ag sdo congruentes.

No terceiro capitulo, sao apresentadas hélices e hélices inclinadas no espagos eu-
clidiano e de Minkowski, respectivamente. As defini¢coes no espaco de Minkowski
sao baseadas nas caracterizacoes de hélices e hélices inclinadas feitas com o produto
interno euclidiano, uma vez que, a definicdo de angulo entre vetores no espago de
Lorentz-Minkowski nao existe. Apresentamos e demonstramos a seguinte caracteri-
zacao para hélices inclinadas no espaco euclidiano tridimensional feita por S. [zumyia
e N. Takeuchi [6].
Teorema Seja o : I — R? wma curva parametrizada pelo comprimento de arco com
curvatura k(s) # 0, s € I e tor¢ao 7. Entao « é hélice inclinada se, e somente se,

a funcao

k? N/
99) = G (7) ©
¢ constante em todo ponto do intervalo de defini¢cao da curva.

Ainda no terceiro capitulo mostramos, conforme R. Lopez em [2]|, que inde-
pendente do carater causal, as hélices inclinadas no espaco de Minkowski também
possuem uma caracterizagao, as quais usamos para mostrar que as indicatrizes tan-
gente e binormal de hélices inclinadas nao nulas com vetor normal nao nulo sao

hélices unitarias em .



Capitulo 1

Preliminares

1.1 O Espago de Lorentz-Minkowski E}

Ao longo deste trabalho consideramos um produto escalar, como sendo uma apli-
cacao bilinear, simétrica e nao degenerada sobre um espaco vetorial. Um produto

interno &€ um produto escalar positivo definido.

Exemplo 1.1. A Geometria Diferencial Cldssica é desenvolvida no Espaco Fu-
clidiano de dimensao n, constituido do espaco vetortal R" munido com o produto
interno (,) : R"xXR"™ — R, que para os vetores u, v € R" de coordenadas (x1, ..., x,),

(Y1, .-, Yn), Tespectivamente, em rela¢do & base candnica € definido por,

(u,v) = (21, ' Tn), Y1y oy Yn)) = T1Y1 + oo + TpYn.

Exemplo 1.2. Um exemplo de produto escalar que nao é produto interno € dado

pela aplicagao « : R" x R" — R, que associa para os vetores u = (x1,...,T,) €

v=(Y1,...,Yn) 0 valor,
UV = (mh 7xn) . (yl» 7yn) =l + ...+ Tn—1Yn—1 — TpYn-

Note que a bilinearidade e a simetria da aplicacao sao consequéncias da dis-

tributividade e da comutatividade do corpo R, respectivamente. Além disso, se



u = (r1,...,2,) € R" € ndo nulo, ao menos um x; é diferente de zero, entao
uee; = gy, onde ¢, = 1 sei € {1,...n—1} ou ¢ = —1, se i = n, portanto,

. € nao-degenerada. Este produto escalar nao é positivo definido, pois, e, «e, = —1.

O indice de um produto escalar g : R" x R® — R é a dimensao do maior
subespago W C R” tal que g(w,w) < 0, para todo w € W (veja mais sobre o indice
de um produto escalar em [5| pag. 47). Todo produto interno tem indice 0. O indice
do produto escalar . do Exemplo 1.2 é 1.

O espaco vetorial R", munido do produto escalar lorentziano definido no Exemplo
1.2 é chamado espago de Lorentz-Minkowski de dimensao n e é denotado por EY.
Os espacos E% e Ei’, sao chamados de plano de Minkowsk: e espaco de Minkowsks,
respectivamente. A norma lorentziana de um vetor v em E} é o nimero real ||v| =
Vvl

Um vetor v € E} é chamado tipo-espago quando v é o vetor nulo ou v.v > 0, é
chamado tipo-tempo se v.v < 0 e tipo-luz se v # 0 e v.v = 0. O Cardter Causal
de um vetor em E} é a propriedade de ser tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz. Os
vetores tipo-luz estao no hipercone C' = {(z1,...,7,) € R"; 25 + ...+ 2>, — 22 = 0}.
O lugar geométrico dos vetores tipo-luz é o conjunto C"~* = C'— {0}, chamado Cone

de Luz de Einstein.

Figura 1.1: Cone de Luz de Einstein no espacgo de Lorentz-Minkowski.



Todos os vetores do subespaco vetorial D =< ey,...,e,_1 >, onde os vetores
e; € EY, 1 =1,...,n sao os vetores da base canonica de R", sao tipo espaco.

O carater causal do antipoda e dos miltiplos de um vetor sao preservados, pois
wew=u.u e W.w=Nu.u.

Quando a ultima coordenada de um vetore tipo-tempo ou tipo-luz é positiva
(resp. negativa) dizemos que ele tem paridade positiva (resp. negativa).

O conjunto dos vetores tipo-tempo, que denotamos por 7 e o Cone de Luz
sao conjuntos que possuem duas componentes conexas, consequéncia do seguinte

teorema.

Teorema 1.1. Sejam u e v velores nao tipo-espagco de mesma paridade em EY.
Entao uww < 0 e vale a igualdade se, e somente se, u e v sao linearmente dependentes

tipo-luz.

Prova: Sejam u = (x1,...,x,) e v = (y1, ..., Yn) vetores de E} ndo tipo-espago de
mesma paridade.
Considerando as n — 1 primeiras coordenadas dos vetores u e v como 0s vetores

U= (T1,...,Tn1) €T = (Y1, ..., yn_1) em R""* com produto interno usual, segue que,

weuw = (@) —ay = |al® — |z <0,
vev = (0,0) —y, = |0l]* = |y < 0.
Logo,
[@l[[[o]] < [#nyn] = Tnyn,
uma vez que, &, € Yy, possuem o mesmo sinal, por hipotese.

Portanto, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz,

w0 = (0,0) = Tpyn < [(@,0)] = 2ayn < ||Ull[[7]] = 2nyn <0. (1.1)

Resta mostrar que u.v = 0 se, e somente se, u e v sao vetores tipo-luz linearmente

dependentes. E claro que se u e v sdo vetores linearmente dependentes tipo-luz, entao



o produto entre os dois vetores é nulo. Para a reciproca, observamos inicialmente
que se u.v = 0 entdao [(u,v)| = |[u||||v], logo, @ = Av. Precisamos mostrar ainda

que u e v sao tipo-luz e x, = A\y,.
2

Supondo, por absurdo, que u ¢ tipo-tempo, temos, ”:;# — 1 > 0. Podemos
ter w = 0 ouuw # 0. Parauw = 0, temos, u = (0,...0,x,), com x, # 0, logo,
0 =wu.v= —x,y,, implicando vy, = 0 e v € D, contradizendo a hipotese de v nao
ser tipo-espaco.

Analisemos agora quando @ ¢ nao nulo. Por hipétese, u.v = ||[u||||7]| — z,yn = 0,

de onde, ||7|| = z,y,/||T@||- Disto,

i _
veo =[O — 2 = (20 [l) - o = o2 (HHIP - 1) >0

contradizendo, novamente, v nao ser tipo-espaco. Portanto, u deve ser tipo-luz. De
modo analogo, v é vetor tipo-luz.
2

Por tltimo, como u e v sdo tipo-luz, temos ||u||? = 22, |[7]* =42 e

I*

0=u.v=(U70) — Zuyn = A|0> = Tt = My — Tt = Yoy — ) =0

com y, # 0 (v é tipo-luz), portanto, z,, = Ay, e u = v. [ |

Teorema 1.2. Sejam u e v vetores tipo-tempo ou tipo-luz de mesma paridade de EY
e t um numero real posilivo, entao o vetor tv tem a mesma paridade de v e o vetor
u—+v herda o tipo e a paridade dos vetores u e v. Além disso, u+ v serd tipo-luz se,

e somente se, u e v forem vetores linearmente independentes tipo-luz.

Prova: E claro que o vetor tv herda o tipo e paridade do vetor v. O vetor u+ v,
tem a ultima coordenada dada pela soma das tdltimas coordenadas de u e v que tem
mesma paridade por hipotese, logo a paridade de u + v é a mesma de u e v. Além
disso,

(u+v).(u+v) =Uu+2u.yt+u.y <0,
<0 <0 <0
logo, u + v nao é tipo-espaco e (u + v) . (u+ v) = 0 se, e somente se, u.v = 0

que pelo Teorema 1.1 ocorre se, e somente se, u e v sao vetores tipo-luz linearmente



dependendes. ]

Corolario 1.1. O conjunto dos vetores tipo-tempo de mesma paridade € um sub-

conjunto conexo de ET.

Prova: De fato, pelo Teorema 1.2, dados u e v vetores tipo-tempo de mesma
paridade de ET, para t € [0,1], tu e (1 — t)v sdo vetores tipo-tempo de mesma
paridade que u e v, respectivamente. Novamente, pelo Teorema 1.2, o vetor tu +
(1 — t)v também é tipo-tempo e de mesma paridade que u e v. Portanto, todo
vetor do segmento [u, v] é tipo-tempo de mesma paridade que u e v, provando o que
queriamos. |

Estes resultados, nos mostram que o conjunto 7 tem duas componentes conexas,
chamadas de cones tipo-tempo. O mesmo ocorre com o cone de luz C"~!, observando
que dados dois vetores tipo-luz de mesma paridade podemos ligar estes dois vetores
através de um caminho justaposto no cone, formado por um segmento de reta e um

arco de circunférencia.

Definicao 1.1. Dizemos que o vetor u é Lorentz ortogonal ao vetor v em E} quando

u.v=0.
Corolario 1.2. O produto lorentziano de dois vetores tipo-tempo nunca se anula.

Prova: Se u e v sao dois vetores tipo-tempo, entao —u e —v também sao vetores
tipo-tempo, porém, com paridades diferentes de u e v, respectivamente. Deste modo,

pelo Teorema 1.1 temos,

{ u.v <0, seuevtem mesma paridade,

u.v >0, seuev tem paridade distintas.

Na segunda linha usamos u.—v = —(u.v) < 0. u

Corolario 1.3. Seja u um vetor tipo-tempo de EY. Se v € EY ¢ Lorentz ortogonal

a u, entao v € tipo-espaco.

Prova: Basta observarmos que, pelo Teorema 1.1, v nao pode ser tipo-tempo

nem tipo-luz. [ |



Se U C EY ¢ um subespacgo vetorial de dimensao m, a restricao do produto
escalar lorentziano ao subespaco U é ainda uma aplicacao bilinear. Se o subespaco
tem dimensao 1, entao para todo v € U, considerando um vetor v; € U, temos
VU= A\vu; e

vev = N .0

Consequentemente, todos os vetores terao o mesmo cardter causal e a matriz serd
um niimero positivo (resp. negativo, nulo) se o vetor v; é tipo-espago (resp. tipo-
tempo, tipo-luz). Vamos analisar o caso em que a dimensao do subespaco U é maior

que 1, mas antes definimos o que vem a ser uma base ortonormal em E7.

Definicao 1.2. Uma base B = {vy, ..., v, } de E] é uma base ortonormal de Lorentz
se Uy« U, = —1 € ;.0 = 0;;, caso contrario. Um vetor v € E} é dito unitario quando
v.v = *1.

Exemplo 1.3. A base candnica de E} € uma base ortonormal de Lorentz.

Toda base ortonormal de Lorentz diagonaliza a matriz do produto lorentziano,
com 1 nas n — 1 primeiras entradas da diagonal e —1 na tltima.

Observamos que em um subespaco U C E7, a restricao do produto escalar lorent-
ziano ainda é uma aplicacao bilinear (nao necessariamente produto escalar devido
a degeneralidade) e sua matriz tem ordem inferior a n. Buscamos as possibilidades
para a matriz desta restricao ao subespaco U. Para tal, usamos o seguinte resultado
da Algebra Linear: Todo espaco vetorial munido de um produto escalar possui uma
base ortogonal.

Primeiramente, analisamos o caso em que U possui um vetor tipo-tempo v.
Quando isto acontece, podemos tomar uma base ortonormal de Lorentz para U

que contenha o vetor pois, uma base ortogonal de U formada por vetores

v
ma
unitarios que contém um vetor tipo-tempo é uma base ortonormal de Lorentz para
U. Portanto, uma matriz de U neste caso ¢ uma matriz diagonal com 1 nas m — 1
primeiras entradas da diagonal e —1 na tultima entrada. Agora, suponhamos que
nao haja vetores tipo-tempo nem vetores tipo-luz em U. Entao U é um subespaco
vetorial onde todas bases terao apenas vetores tipo-espaco e assim uma matriz do

produto com relacao a uma base ortogonal de U serd uma matriz diagonal onde



encontramos 1 em todas a m entradas da diagonal. O tultimo caso que nos resta
supor é que U nao possua vetores tipo-tempo mas possua um vetor tipo-luz u. Neste
caso, uma base de U que contenha o vetor v nao pode possuir outros vetores tipo-
luz em virtude do Teorema 1.1, logo a matriz do produto lorentziano é uma matriz

diagonal com 1 nas m — 1 primeiras entradas da diagonal e 0 na tltima.

Definigao 1.3. Seja A uma matriz diagonal da restricao do produto lorentziano ao

subespaco U, com relacao a uma base deste subespaco.
1. Quando A possui uma entrada negativa, dizemos que o subespaco € tipo-tempo;
2. Quando A possui uma entrada nula, dizemos que o subespaco € tipo-luz;

3. Quando A tem apenas entradas positivas, dizemos que o subespago € tipo-

espaco.

Observacao 1.1. Notamos que se um subespaco U € tipo-espaco, entao todos o0s
vetores de U também o sao. Além disso, subespacos tipo-luz e tipo-espaco nao pos-
suem wvetores tipo-tempo. Portanto, um subespaco é tipo-tempo se, e somente se,
possut um vetor tipo-tempo e um subespaco € tipo-luz se, e somente se, possui um

vetor tipo-luz mas nenhum tipo-tempo.

Teorema 1.3. Sejam U C E} um subespaco vetorial de dimensao n — 1 e n o
gerador do subespaco unidimensional UL da geometria euclidiana. O subespaco U
é tipo-espaco (resp. tipo-tempo, tipo-luz) se, e somente se, o vetor @ é um velor
tipo-tempo (resp. tipo-espaco, tipo-luz).

Prova: De fato, os vetores 77 = (ay, ..., a,) € w = (aq, ..., —a,) possuem o Mesmo

carater causal e para qualquer z = (x1,...,x,) € U,
0= (n,x) =a1x1 + ... + @pxp, = 171 + ... — (—ap)z, = W. 2,

ou seja, os vetores de U sao Lorentz ortogonais a w.
Isto sugere uma classificagao do subespaco U determinada pelo carater causal
do vetor w. Com efeito, se w é vetor tipo-tempo, entao todos os vetores de U sao

tipo-espago, de acordo com o corolario 1.3. Assim, U é tipo-espacgo. Se w é um vetor



tipo-espago (podemos supor w unitario), existe uma base ortonormal de Lorentz de
ET que contem w, logo, o vetores restante nesta base formam uma base de U com
um vetor tipo-tempo, portanto, U é tipo-tempo. Quando w é tipo-luz temos w € U.
Isto significa que U é tipo-luz, pois, .« € uma aplicacao degenerada quando restrita

ao subespaco U. [ ]

1.2 Transformacoes de Lorentz.

Nesta segao, tratamos das aplicagoes de E} para E}, equivalentes as Isometrias
lineares de espaco euclidiano. Tais aplicacoes, sao utéis no estudo da geometria de
curvas no espaco de Lorentz-Minkowski de dimensao n e como no espaco euclidi-
ano, tem sua importancia na geometria agregada a invariancia de fungoes como a

curvatura e tor¢cao por movimento rigido, entre outros.

Definicao 1.4. Uma aplicacao 71" : EY — E} é chamada transformac¢ao de Lorentz
se

Tr.Ty=uz.y, paratodox, yem ET.

No proximo teorema, mostramos que uma transformacao de Lorentz é uma trans-
formacao linear que preserva a base canodnica de E} como uma base ortonormal de

Lorentz.

Teorema 1.4. Uma funcao T : R" — R"™ é uma transformacao de Lorentz se, e

somente se, T € linear e {Tey,...,Te,} € uma base ortonormal de Lorentz de EY.

Prova : Se T é uma transformacao de Lorentz, diretamente da definicao Te; .

Tej = e; . €j, logo, {Tey,...,Te,} é base ortonormal de Lorentz de Ef. Entao, para
n n

todov € E, v = Zaiei, supondo Tv = Z b;Te; temos a; = v.e; = Tv.Te; = bj,

i—1 i=1
portanto, T é linear. Reciprocamente, como {Tey,...,Te,} é base ortonormal de

10



n n
Lorentz e T linear para v = E a;e;, u = E bje; em Ejtemos
i=1 j=1

Tv.Tu = Tzn:aiei -TXn:bjej
=1 j=1
= i CLiTGi . i bjT@j
=1 j=1

n

= Z aibj (T@Z . Tej)

4,j=1
n
= E aibj(ei . €j)
ij=1
n n
= E ;€5 = E bjej
i=1 j=1
= V.u.
Portanto, T' é uma tranformacao de Lorentz. [ |

Uma matriz A de ordem n é lorentziana se, e somente se, a transformacao linear
associada A : B} — E, definida por A(z) = Az é lorentziana. O conjunto de todas
as matrizes lorentzianas de ordem n com a operagao de matrizes formam o grupo

O(n — 1, 1), conhecido por grupo de Lorentz das matrizes de ordem n.

Teorema 1.5. Seja A uma matriz real n X n, e seja J uma matriz n X n diagonal

definida por

1 0
0 -1

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1)A matriz A é lorentziana.

(2)As colunas de A formam uma base ortonormal de Lorentz de R".
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(3)A matriz A satisfaz a equagio A'JA = J.
(4)A matriz A satisfaz a equagao AJA' = J.

(5)As linhas de A formam uma base ortonormal de Lorentz de R™.

Prova: (1) — (2) Por hipotese, A ¢é lorentziana, logo existe uma transformacao
de Lorentz T : R" — R", definida por, Tv = Av. Pelo Teorema 1.4, T' é linear, e
as colunas da matriz A sao formadas pelas imagens da base canoénica pela transfor-
macao T, que é uma transformacao de Lorentz, logo as colunas de A formam uma

base ortonormal de Lorentz.

(2) — (3) Vamos representar as matrizes de ordem n da seguinte forma: A =
(aij), A" = (by), J = (ci3), JA = (dij) e A'(JA) = (ey), onde byj = aji, cpn = —1

e ¢;; = 0;5, caso contrario e 7, j = 1,...,n. Por hipotese, os vetores v; = (ay;, ..., Gni)

¢ =1,...,n formam uma base ortonormal de Lorentz. Entao, d;; = E CikQLj €,

n n n

= Z bzldlj = Z Gzz'(z Clkakj) = Z ali(cllalj) = Z Cll(alialj) = V; « V5 = Cjj.
=1 k=1 = =1
(3) — (4) A hipotese A'JA = J, implica —1 = det(.J) = det(A'JA) = —det*(A),
logo, det(A) # 0 e A é invertivel. Da igualdade, (JA'J)A = J(A'JA) = JJ = I,
temos JA'J = A7, logo AJA'J = AA™ = I, portanto AJA' = J~1 = J.

(4) — (5) Consideramos as representacoes das matrizes de orden n: A = (a; ),
(b ) = (Cij)7 AJ = (dz]) e (AJ)At = (ei]’), Onde bij = aji, Cnn — —1 e

= 0;, caso contrario, onde, ¢,7 = 1,...,n. Tomando os vetores linhas de A,
n

w; = (CLil, ...,Clin) vale dij = E A kCri €,

|
n n n

= e = g djiby; = g E QjkCri) Qi = E (cuaji)a E cu(ajag) = w; « wj.
=1 k=1 =1 =1

Portanto, as linhas de A formam uma base ortonormal de Lorentz.
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(5) — (1) Mostramos que existe uma aplicacao de Lorentz 7" : R" — R" tal que
A seja sua matriz de Lorentz. Tomamos a aplicacdo 7' : R" — R", definida por,
Tv = vA. Se v; € uma linha de A, temos Te; = v;. Como as linhas de A formam
uma base ortonormal de Lorentz, o conjunto {T'ey,...,Te,} ¢ uma base ortonormal
de Lorentz. Além disso, T' é linear e pelo Teorema 1.4 é uma transformacao de
Lorentz. [ |

Se A uma matriz lorentziana, entao det(A) = +1. Denotamos por SO(n — 1,1),
o conjunto de todas as matrizes A em O(n—1, 1) tais que det(A) = 1. Este subgrupo
SO(n —1,1) é chamado grupo especial de Lorentz.

Como vimos, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo em R" tem duas com-
ponentes conexas, uma dada pelos vetores que tem paridade positiva e a outra dada
pelos vetores que tem paridade negativa. Uma matriz A é dita positiva (resp. nega-
tiva) se, e somente se, A transforma vetores do tipo-tempo de paridade positiva em
vetores tipo-tempo de paridade positiva (resp. negativa). Por exemplo, a matriz J
citada no Teorema 1.5 ¢ uma matriz negativa.

Seja PO(n — 1,1) o conjunto de todas as matrizes positivas em O(n — 1,1).
Entao PO(n — 1,1) é um subgrupo de indice dois em O(n — 1,1). De fato, como
A € O(n—1,1), para todo v € Ef, Av. Av = v.v. Desta forma, A é positiva ou
negativa, isto significa que ou A € PO(n—1, 1) ou esta no seu complementar, ou seja,
O(1,n —1)/PO(n — 1,1) tem apenas duas classes. O grupo das matrizes positivas
PO(n — 1,1) é chamado grupo positivo de Lorentz. Seja também PSO(n — 1,1)
o grupo das matrizes positivas em SO(n — 1,1) é um subgrupo de indice dois em
SO(n —1,1). O grupo SO(n — 1,1) é chamado grupo especial de Lorentz positivo.

Antes do proximo resultado, definimos o que é uma acao de um grupo G sobre

um conjunto S nao vazio.

Definicao 1.5. Seja G um grupo e S um conjunto nao vazio. Dizemos que G
age sobre S se existe uma aplica¢do . : G x S — S, denotado por .(g,s) — g.s
satisfazendo:

(1) e.s = s para todo s € S,

(2) para todo g, h € G e s € S vale (gh).s = g.(h.s).
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O conjunto O(s) = {g.s tal que g € G} é chamado de drbita de s. Uma agdo de um

grupo G sobre um conjunto nao vazio S é dita transitiva se existe uma tnica Orbita.

Teorema 1.6. A acdo natural de PO(n — 1,1) sobre o conjunto dos subespagos
tipo-tempo de dimensao m em R" € transitiva.

Prova : Seja V um subespaco vetorial de dimensao m de R". Podemos iden-
tificar R™ com o subespaco de R" gerado pelos vetores {e,_(mt1);...,€n}. Como
e, € R", R™ é um subespaco vetorial tipo-tempo. Provaremos o resultado mos-
trando que existe uma matriz A € PO(n — 1,1) tal que A(R™) = V, usando o
processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt.

Como V' é um subespaco tipo-tempo qualquer, todo subespaco tipo-tempo de
dimensao m de R" esta relacionado com R™ e portanto existe uma unica orbita.

Tomando {uy,...,u,} uma base do subespago V, onde u,, é um vetor tipo-
tempo de paridade positiva podemos completar esta base para uma base B =
{u1, ooy Uy D1, ooy Pnm } de R™. Podemos reordenar e reescrever a base B por B =

{q1, -, qn}, de modo que, p; = ¢; parai =1,...n—me ¢,—; = Up_j, 1 =0, ..., m—1.

Considerando w,, = Hq—nH, observamos que
dn
w. . — A In
[l [lanl]
1
= T4 dn
lgn[?
C lal?
1|
= —1.

Portanto, w,, ¢ um vetor tipo-tempo. Definindo o vetor v,_1 = ¢n_1+(WpsGn_1)wy,

temos,
Wy« Up—1 = Wy, s Qp—1 + (wn . anl)(wn . wn) = Wpe(Qpn-1 — Wpe(p-1 = Oa

logo, v,_1 é um vetor tipo-espaco. Tomando w,,_1 = v,_1/||vn_1]| que tem norma
bl n n n n

lorentziana unitaria, definimos o vetor v, _o = Gn_2 + (Wy « @r—2) Wy, — (Wy « Gr—2) Wy _1,
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e notamos que:

Wp e Up—2 = Wpa(gp—2 + (wn L] Qn—2)(wn . wn) - (wn L] Qn—1)<wn . wn—l)

= wn'qn—2_wn'Qn—2:0

Wp—12VUp—2 = Wp-1s4n—-2 + (wn—l . qn—2)<wn—1 . wn) - (wn—l . Qn—l)(wn—l . wn—l)

= Wp-1eQn—2 — Wp—14n—2 = 07

ou seja, v,_o ¢ Lorentz ortogonal a w, e a w,_1, portanto é um vetor tipo-espaco.
Un—2

. [0n—a||
Recurssivamente, definimos:

Consideremos w,,_, =

Upn—3 = ({n-3 + (wn . Qn—d)wn - (wn—l . Qn—3)wn—1 - (wn—2 . Qn—S)wn—Qv
- Un—3
Wn—3 = 771>
[vn—s]
v = ¢+ (wn . q1)wn - (wn—l . q1)wn—1 - (wn—2 . q1)wn—2 e T (w2 . Q1)w27
U1
w = .
' o

Deste modo, {wy,...,w,} é base ortonormal de Lorentz. Pela definicao dos ¢;,
os elementos de {w,_(m+1),...,w,} estdao em V, pois sao combinagdes lineares de
elementos da base {u1, ..., u,} de V, portanto, {w,_m,, ..., w,} é uma base de V. Se
considerarmos a matriz A que tem {wy, ..., w, } como coluna, pelo Teorema 1.5 segue
que A é lorentziana e A(R™) =V, mais ainda, temos que A é positiva, e A(e,) = w,

é tipo-tempo positivo . [ |

Observacao 1.2. O Teorema 1.6 pode ser demonstrado também para o subgrupo
das matrizes negativas. Podemos também, de modo andlogo, demonstrar que a acao
do grupo O(n — 1,1) sobre o conjunto dos subespagos tipo-espacos de dimensiao m

de R™ é transitiva.
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Teorema 1.7. Sejam u, v vetores tipo-tempo com paridade positiva (resp. negativa)
em R". Entdo, w.v < |[ul|||v] com validade da igualdade se, e somente se, u e v

sao linearmente dependentes.

Prova : Nesta demonstracao usamos ||.|[. e ||.|| para as normas euclidiana e
lorentziana, respectivamente. Pelo Teorema 1.6, existe um A em PO(n — 1,1) tal
que Au = te,. Como A preserva o produto lorentziano, podemos substituir u e v

por Au e Av. Supondo Av = (71, ..., 7,) um vetor de E} temos:

I = [Aul?[|Av]?

—(|[7ll2 — %)
— )2 + t*.°
t2%2

v

IA

(Au . Av)?
(u.v)2 (1.2)

Desta forma, como u e v sao vetores tipo-tempo de mesma paridade e A é positiva,

segue que Au e Av sao vetores de mesma paridade e assim

uwev = Au. Av = —ty, <0.

Portanto, como |Jul|||v]] > 0, segue que uw.v < |jul|||v]]. Repare que a igualdade
vale se, e somente se, ¥ = 0, ou seja, se Au e Av sao vetores colineares. Como A é

linear e invertivel, segue que u e v sao colineares.

Outra demonstragao simples deste teorema ¢é feita usando a projecao ortogonal
u sobre o vetor v. Sim, pois se Av é a projecao ortogonal de u sobre o vetor v, entao
Uav
\ =
U L] U

a v é tipo-espago, entao

. Notamos que v.v < 0. Logo o vetor z = u — Av que é Lorentz ortogonal

z2ez220=(u—A)(u—A)=(u—A)su=u.u—Av.u>0.
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[sto implica que
[u . v?

> —(u.u).
VU (L )

Multiplicando ambos os lados por v . v, temos
u o) < [=(uwu))[=(v.v)] = (Jullllv])?

logo,

e v < flufffl]l-

Como u e v sao vetores tipo-tempo de mesma paridade o produto lorentziano entre

eles é negativo, logo,

wev < ullfjof]

Note que a igualdade é valida se, e somente se, o vetor z ¢ o vetor nulo, ou seja,

quando u = \v. [ |

1.3 Produto Vetorial em E;.

Nesta secdo apresentamos o produto vetorial em E? e demonstramos algumas de

suas propriedades. Sejam u, v vetores de E3 e

0
0

S

I
o O =
o = O

-1
O produto vetorial lorentziano de u e v é definido por,
uNv=J(uxv).

Observamos que J(u X v) é exatamente a multiplicacao da ultima coordenada de

u x v por —1. Sendo assim, para qualquer vetor w de R*, w. J(u x v) é o produto
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interno usual de R® entre w e J(u x v). Disto temos,
us(uAv) = uJ(uxv) = (u,uxv) = 0,
ve(uAv) = vaJ(uxv) = (vuxv) =
Portanto, u A v é Lorentz ortogonal aos vetores u e v. Na prova do préximo
teorema usamos a seguinte igualdade:
uANv=J(u)x J(). (1.3)

Vamos prové-la considerando u = (uy, us,u3) e v = (vy,v2,v3) em R? e lembrando

que
u; uj| (A I K A
Vi U Ui Uyj U;  —U;
Entao,
uNv = J(uxv)
Uy U3 Uy us Uy U2
= J y )
V2 U3 V1 U3 U1 U2
Uz U3 Uy us Uy U2
= y y
V2 U3 U1 Vs U1 U9
Vo U3 v U3 V1 U2
= - ) )
Uz U3 Uy us Uy U2
Vg —Us U1 —Us U1 U2
= y T )
U2 —U3 Uy —Uus Uy U2

= (711,?12,—7)3) X (U17U2, —U3)

= J(v) x J(u).

Teorema 1.8. Se w, u, v, z sio vetores em R®, entdo
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Uy Ug Us
(2)  (uAv)ez = |v; vy w3,
Z1 k92 X3

(3) uAN(vAz) = (u.v)z— (z.u)v,

UaW UaZ

VW VaZ

Prova : (1) Da indentidade (2.2),
uNv=Jw)x Ju)=—-Ju) x Jw)=—(J(u) x J(v)) =—(vAu) =—vAu.

(2)

(uAv)ez = Juxv).z
= (uxw,z)
U U3 Uy us Uy Uz
= y ) y R
Uy U3 U1 U3 V1 U2
Uz U3 U U3 Uy Uz
= Z1 — Z9 —+ z3
Uy U3 U1 U3 V1 U2
Uy Uz U3
= vy Uy V3|
21 22 Z3

(3) Provamos este item usando a formula de Lagrange satisfeita pelo produto ve-
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torial no espago euclidiano, dada por a x (b x ¢) = (a,c)b — (a, b)c,

uN(vAz) =

U«W UZ

VaW VaZ

J(Az)x J(u)

(J(J (v x 2)) x J(u))

(v x2)x J(u)

—(J(u) x (v x 2))
—((J(w), 2)v = (J(u),v)2)
(uav)z — (u.z)v.

UAV)AZ)ww
uNv Z
z |=| w
w (VAN
(zAw)(uAv)

Corolario 1.4. Se u e v sdo vetores tipo-tempo linearmente independentes, com

paridade positiva (negativa) de R3, entdo u A v € tipo-espaco e

lu Aolf = [lull[[v]| senh(n(u, v))

Prova : Como u e v sao vetores tipo-tempo e u A v Lorentz ortogonal a u e a v

segue pelo Corolario 2.2 que u A v é um vetor tipo-espaco. Pelo Teorema 1.8 temos,
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lunv|]> = (uAv).(uAv)

UV UU

V«V VU
= (uw.v)* = [Jul*lv]*
= Jlull?llv]]* cosh*(n(u, v)) = [|ull*[v]?

[l [[v]|* senh® (n(u, v),

n(u,v) > 0 = senh(n(u,v)) > 0= ||ul|||v| senh(n(u,v)) > 0.

Portanto, ||u A v|| = |jul|||v] senh(n(u, v)). u

Corolario 1.5. Se u e v sdo vetores tipo-espaco em R3, entdo

(1) Juwv| < |ulll|v]] se, e somente se, u Av € tipo-tempo,

(2) |u.v| = [Julll|v| se, e somente se, uAv € tipo-luz,

(3) Juwv| > |ulll|v] se, e somente se, u A v € tipo-espago.

7.

Prova : Pelo Teorema 1.8 item (4), (u Av) . (uAv) = |u.v|* — ||ul|®||v]|*>. Com

esta igualdade, obtemos todos os resultados. [ ]

1.4 Geometria de Curvas em E7

Definicao 1.6. Uma curva diferenciavel parametrizada é uma aplicacao diferencia-
vel (C*), a : I — ET, de um aberto I = (a,b) da reta real em E}. O conjunto
imagem de «, a(]) é chamado de traco da curva a.

Esta definicao de curva diferenciavel é exatamente a mesma da geometria dife-
rencial de curvas no espaco euclidiano, uma correspondéncia que leva cada t € [
a um ponto «a(t) = (z1(t),z2(t),...,x,(t)) € R", onde as aplicagoes z; : I — R,

1t =1,...,n, sao diferenciaveis.
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Definicao 1.7. Seja « : I — E} uma parametrizacao de uma curva diferenciavel.
Dizemos que « é tipo-espaco em t € I (resp. tipo-tempo, tipo-luz), se o(t) é tipo-
espago (resp. tipo-tempo, tipo-luz). Se o/(t) é tipo-espago (resp. tipo-tempo, tipo-

luz) para todo t € I, dizemos que « € tipo-espaco (resp. tipo-tempo, tipo-luz).

Exemplo 1.4. A circunferéncia de equacio a(t) = (sen(t),cos(t),0) é uma curva

contida no plano Oxy que € tipo-espaco, portanto é uma curva tipo-espaco.

Exemplo 1.5. A hipérbole de equagao o(t) = (0, cosh(t),senh(t)) € uma curva tipo-

tempo, contida no plano Oyz que € tipo-tempo.
Exemplo 1.6. A reta a(t) = (0,t,t), para t € (0,00) é uma curva tipo-luz.

Exemplo 1.7. A curva parametrizada, a(t) = (cosh(t),t?, senh(t)) ¢ tipo-espago em
(—o0, —1/2) U (1/2,00), tipo-tempo no intervalo (—1/2,1/2) e tipo-luz nos pontos

{=1/2,1/2}.

Observagao 1.3. Notamos que o : I — E} € uma curva tal que, para ty € I, o (to)
é tipo-tempo (resp. tipo-espago nao nulo), logo, pela continuidade de o'« o, existe
um subconjunto aberto J C I, contendo to, tal que o/ (t).o/(t) < 0 (resp. > 0), t € J.

Isto significa que a curva € tipo-tempo ou tipo-espaco em subconjuntos abertos de I.

Uma curva diferenciavel o : I — E} é dita regular se o/(t) #0, t € I.
Alguns resultados sobre a regularidade de curvas em E} surgem imediatamente

do carater causal destas curvas, como vemos a seguir.

Proposicao 1.1. Toda curva o : I — EY tipo-tempo ou tipo-luz € reqular.
Prova : Basta lembrarmos que o vetor nulo é tipo-espaco, logo as curvas tipo-

tempo e tipo-luz sao regulares. [ |

Consideramos « : I — [E} uma curva diferenciavel e h : J — I uma fungao

diferenciavel. Entao a aplicagao 8 : J — E7, definida por

B(t) = a o h(t)

22



é uma curva parametrizada diferenciavel. Dizemos, neste caso, que S é uma repara-
metrizacao de a.

Da geometria diferencial de curvas no espaco euclidiano de dimensao n sabe-
mos, que toda curva regular é localmente grafico de uma aplicacao diferenciavel.
Obviamente, este resultado permanece véilido para curvas diferencidveis no espaco
de Lorentz-Minkowski de dimensao n, porém, quando o : I — E} é uma curva
tipo-tempo ou tipo-luz podemos dizer ainda que todo o traco de a é grafico de
uma aplicacao diferenciavel. Isto ocorre, porque uma curva tipo-tempo ou tipo-luz
é sempre regular, pois z/ (t) # 0 para todo t € I, logo x,, ¢ uma aplica¢gio mondtona
crescente ou decrescente, pelo teorema da aplicacao inversa temos que é inversivel.

Portanto, a reparametrizagao 3 : x,(I) — E7 de «, dada por,

B(s) = aow, (s) = (21(x,"(5)), s Taa(x,7(5)), 5).

nos mostra que o traco de « é o grafico da aplicacdo f : x,,(I) — R"!, definida por,

f(s) = (@1(2,'(5)), s Tna (@, (5))).

Mantendo em vista este resultado, vemos que nao existem curvas fechadas tipo-

tempo e tipo-luz.

Observagio 1.4. Quando n = 2, uma curva o : I — E? tipo-espaco regular
também pode ser totalmente reparametrizada como grafico de uma aplicagao di-
ferencidvel, pois para todo s € I, z1(s) # 0. Portanto, do mesmo modo que
uma curva tipo-tempo ou tipo-luz em E? temos B : x(I) — E?, definida por,
B(t) = aoxy'(t) = (tyoxy ().

No restante do texto assumimos todas as curvas regulares.
Quando estudamos a geometria diferencial de curvas no espacgo euclidiano de
dimensao n, aprendemos que o comprimento do arco de uma curva regular o : [ —

R"™, a partir de ty € I, é por defini¢ao

0= [ o' wldu.
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Dizemos, a partir desta definicdo que uma curva « : I — R" esta parametrizada
pelo comprimento de arco quando esta funcao que mede o comprimento de arco da
curva a partir de um ponto ¢y € I ¢ igual ao parametro da curva mais uma constante,
ou seja, quando para ty € I, s(t) = t + c¢. Imediatamente, uma curva o : I — R"
esta parametrizada pelo comprimento de arco se, e somente se, ||o/(t)]| =1, ¢ € I.

Motivados por esta tltima equivaléncia, temos o seguinte:

Lema 1.1. Seja a uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco. Entdo existe um difeomor-
fismo, ¢ : J — I, tal que a curva B = «a o ¢ satisfaz |3 (s)]| = ||[(a o @) (s)]| = 1.
Neste caso, dizemos que [ esta parametrizada pelo comprimento de arco.

Prova: A demonstracao deste Lema é a mesma feita para uma curva no caso
euclidiano. [ |

No caso em que « é uma curva tipo-luz, é claro que nao podemos encontrar uma
reparametrizacao § : J — E} tal que ||f’|| = 1. Porém, supondo que o(t) # 0,
para todo t € I, o”’(t) deve ser tipo-espaco, portanto, podemos encontrar uma
reparametrizacao 3 : J — E7 tal que ||5"(s)|| =1, s € J.

Lema 1.2. Seja a uma curva tipo-luz em EY. Existe uma reparametrizagao de «
dada por B(s) = a(p(s)) de tal modo que ||5"(s)|| = 1. Dizemos que B € uma curva
pseudo-parametrizada pelo comprimento de arco.

Prova: Queremos encontrar uma aplicacao ¢ : J — R, duas vezes diferenciavel
que satisfaga 3(s) = a o ¢(s) com ||3"(s)|| = 1. Supondo que exista tal aplicagao,
temos

B"(s) = ¢"(s)a/(t) + (o/(5))%a"(2).

Deste modo, 1 = 3"(s). 8"(s) = (¢/(s))*||”(t)||*. Basta definirmos ¢ a solucdo da

equagéo diferencial ]
¢/ = QS 0 — t .

Exemplo 1.8. As curvas dadas nos exemplos 1.4 e 1.5, sao curvas tipo-espaco e

tipo-tempo respectivamente, ambas parametrizadas pelo comprimento de arco.
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1.5 Teoria local das Curvas Planas em [E?.

Nesta secao introduzimos um referencial de vetores ao longo das curvas tipo-
tempo e tipo-espago, isto porque com excecao das retas xr = y e x = —y, nao existem
curvas tipo-luz em E2. O referencial que adotamos aqui é composto pelos vetores
tangente e normal em cada ponto da curva, assim como feito no caso euclidiano nos
da informacoes sobre o comportamento da curva.

Seja o : I — E2, com a(s) = (z(s),y(s)) uma curva parametrizada pelo com-
primento de arco. Definimos os campos vetoriais tangente T : I — EI e normal

N : I — E? ao longo de a, por

respectivamente, onde J : E} — E] ¢ a reflexdio com relacio & reta x = y. Para
cada s € I, o conjunto {T'(s), N(s)} ¢ uma base ortonormal de Lorentz chamada de
diedro de Frenet da curva o em s.

Observamos que

.1'/ y/
_ [[L'/]Q o [y/]Q =€,

y o
e portanto a orientacdo de {7, N} muda de acordo com o carater causal da curva,
sendo positivamente orientada se « é tipo-espaco e negativamente orientada quando
a é tipo-tempo.

Adotamos T'(s) . T(s) = ¢, onde € = {—1,1} de acordo com o cardter causal da
curva. Como os campos T e N sdo unitarios, T(s) . T'(s) = 0, N(s). N'(s) = 0,
logo, T'(s) = a(s)N(s) e N'(s) = b(s)T(s), com a(s) = —€eT"(s) . N(s) e b(s) =
€T'(s) « N'(s). Para todo s em I, T'(s) « N(s) =0, logo, T'(s) « N(s) = —=T'(s) . N'(s)

e segue a(s) = b(s). Escrevemos entdo, as equacoes de Frenet da curva «,

T'(s) = k(s)N(s),
N'(s) = k(s)T(s).
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A funcao k : I — R é chamada de funcdo curvatura de « e para sy € I, dizemos
que k(sp) é a curvatura da curva o em 5.

Damos uma interpretagao geométrica para o sinal e valor da curvatura de uma
curva no plano de Minkowski em um ponto «a(sg) = (z(s0),y(s0)), s € I, conside-

rando a funcao vetorial

miltiplo do vetor normal euclidiano da curva a no ponto a(sp). Como o conjunto
{T'(s0), w(sp)} tem sempre orienta¢do negativa, independendo do carater causal de
a, podemos concluir que existe uma fungao h : I — R, positiva, tal que w(s) =
eh(s)n(s), onde o/ v o/ = e e n: I — E? ¢ a normal euclidiana da curva a.

Definimos a funcao f : I — R por

f(s) = a(s) = also) « N(so) = eh(so){als) — a(so), n(s0))

e como [ esta bem definida e ¢ diferenciavel, obtemos diretamente f(so) = f'(s0) =
0, uma vez que, f'(s) = o'(s).N(sq). Derivando f novamente, encontramos, f”(s) =
a(s)« N(sp), logo,

1" (s0) = " (s0) « N(s0) = —€k(sp).

Nos casos abaixo, quando falamos em semiplanos estamos nos referindo aos semi-
planos determinados pela reta tangente da curva « no ponto a(sg).
e Curva tipo-tempo:

Nesta hipotese € = —1 e os vetores N(sg) e n(sg) apontam para semiplanos

opostos.

Se k(sg) > 0, entdo f"(sg) = k(so) > 0 e exite uma vizinhanca de sy onde

f(s) > 0. Nesta vizinhanga,

f(s) = =h(s0){a(s) = a(so), n(s0)) > 0,

e a(s) esta no semiplano que N(sp) aponta.

Quando k(sg) < 0, temos f(sg) = 0 valor de maximo local de f. Logo, existe
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uma vizinhanga de so onde f(s) < 0. Entao nesta vizinhanca,

f(s) = =h(so){a(s) — a(s0),n(s0)) > O,
e a(s) esta no semiplano oposto ao que N(sg) aponta.

e Curva tipo-espaco:
Temos € = 1 e os vetores N(sg) e n(sg) apontam para o mesmo semiplano.

Se k(sq) > 0, entao f"(sg) = —k(sp) < 0 e existe uma vizinhanca V de s,

onde
f(s) = h(so){a(s) — a(so), n(s0)) <O,

isto implica, para s € V., que os pontos a(s) estdo no semiplano que N(sg)

aponta . ]

Repetindo a mesma andlise quando a curvatura k(sg) < 0, concluimos que «a(s) esta

no semiplano oposto ao apontado por N(sp).

Agora, consideremos « : I — E?, uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco nio
parametrizada pelo comprimento de arco. A curva pode ser reparametrizada pelo
Lema 1.1, de modo que exista um difeomorfismo ¢ : J — I tal que f = ao ¢ é a
reparametrizacao pelo comprimento de arco. Definimos a curvatura da curva «, no

parametro t, por

t
No Lema 1.1 vimos que a fungao ¢ é a inversa da aplicagao s(t) = / |/ (u)||du que
to

s
tem derivada — = ||o/(t)||.
em derivada — |/ (t)]]

Além disso,

da(t) _ dB(s(t)) ds

dt ds dt’
Pat)  d®B(s(t) (ds\?  dB(s(t))ds
ds®  ds? (E) T @
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balt) = ko(s(t)) =~ 2O e

—EM . Nﬁ(s(t))

ds?
SO (8)] -t

d*a(t) ‘ ) .
)

(
(4 -NB(S(U)]

I dt?
e [@a@)
o t>||3[ Rl “))]

€

= TJamp @ @)

Edet(o/(zf), a’(t))
le’ (B[

3
Exemplo 1.9. A curva «at) = (sen(t),cos(t)), % <t< Zﬂ é uma curva tipo-
tempo nao parametrizada pelo comprimento de arco, pois o' (t) = (cos(t), —sen(t))
e o/(t) . (t) = cos(2t) < 0. Sua sequnda derivada é o"(t) = (—sen(t), —cos(t)) e

pela formula para curvatura de uma curva reqular sob um pardmetro qualquer,

ko (t) = — ~ (sen(t))* + (COS(t))2] _ [;] =0
| cos(2t)| | cos(2t)|

Esta curva, orientada no sentido hordrio, tem curvatura com sinal positivo em todo
ponto de seu dominio, portanto, para todo t € I, a(t) esta no semiplano o qual

aponta o vetor N, (t).

Em seguida, fazemos uma analise geométrica do valor da curvatura da curva.
Para isto, supomos « uma curva parametrizada pelo comprimento de arco com

k(sg) > 0 e consideramos a fungao g : I — R, definida por,
g(s) = —€(a(s) = P, a(s) — P,) — 0% s,s0€l e p>0.
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A circunferéncia lorentziana de centro P, e raio p ¢ denotada por C,. Antes de

prosseguirmos provamos o seguinte resultado:

Lema 1.3. Se a : I — E? uma curva regular tipo-espago (resp. tipo-tempo), entio
para quaisquer Si, Sy € I, o vetor a(sy) — asy) € tipo-espago (resp. tipo-tempo).

Prova: Vamos fazer a demonstracao para o caso em que « é tipo-espago. A curva
o é regular, por hipotese, logo existe uma reparametrizacio 3 : J — E? que torna
o traco da curva « grafico de uma aplicagao diferenciavel f : J — R. Suponhamos
a(s(t)) = B(t) = (t, f(t)). Pelo Teorema do Valor Médio, dados ty,ts € J, existe
t € J, tal que,

F(O)(ta —t1) = f(t2) — f(ta).

Deste modo,

a(sz) —a(s1) = ﬁ(tz)—ﬁ(fl)

Portanto, como [3'(f) é uma vetor tipo-espago o vetor a(ss) — a(s;) é um vetor
tipo-espago, como queriamos.

No caso em que o é uma curva tipo-tempo, procedemos como no caso tipo-espago,
modificando apenas a reparametrizagao da curva, para a forma £(y) = (9(y),y). B

Pelo lema, 1.3 para cada s > sy (resp. s < sg), 0 vetor a(s) — a(sp) tem carater
causal contrario ao de N(sg) pois existe um ¢ € (s,5s0) (resp. ¢ € (sg,s)) tal que
a(s) — a(sg) = Ad/(c) (resp. a(sg) — a(s) = Ad/(¢)), isto significa que o vetor
a(s) — P, é a soma de dois vetores de carater causal diferentes e pode ter qualquer

carater causal.
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Observamos porém que a(s)—a(sg) — 0 quando s — s¢ implicando, para valores
de s proximos de sg, que o carater causal de a(s) — P, é o mesmo de pN(sp). Basta
notarmos que «(s) — P, = a(s) — a(sg) — pN(sp) € uma soma de vetores e se existe
s € [ tal que esta soma tem carater causal diferente de N(sq) entao existe s; € [
tal que o(s1) — P, é tipo-luz pela continuidade desta curva. Tomando o parametro
s1 € I mais proximo de sg tal que a(s1) — P, é tipo-luz, o valor positivo |s; —s| =€
garante um intervalo J = (sg — €, so + €) no qual o carater causal de a(s) — P, é o

mesmo do vetor N(sg) para s € J.

Os parametros s suficientemente proximos a sg definem

g(s) = —elals) = Byuals) = B,) = p?
= lla(s) = B* = p*.

Tal funcao mede a distancia dos pontos da curva proximos de «a(sg) e faz a
diferenca com os pontos da circunferéncia lorentziana de raio p. Imediatamente

temos

g(s0) = 4¢'(s0) =0,
g"(s0) = 2[pk(so) —1].

Pelas regras do Céalculo Diferencial sobre valores de maximo e minimo, g(sp) = 0

¢ valor de maximo em um vizinhanga de so quando ¢”(sg) < 0, isto ¢, quando

1 1
k’(So)' k(s0)

s esta em uma vizinhanca de sy, possui distancia lorentziana menor que p de P,

p < Deste modo, para p < o ponto «(s) da curva, cujo pardmetro

e portanto esta no exterior de C,. Analogamente, o valor g(sp) = 0 é de minimo

quando g¢”(sg) > 0, ou seja, quando p > e existe uma vizinhanca V' de sg,

k(s0)
onde a distancia lorentziana entre a(s) e a(sp) é maior que p de P,, portanto, a(s)

esta no interior de C),. Nada podemos concluir sobre g, quando p = R(s0)”
So

chamamos de raio de curvatura e ao centro P, de centro de

) 1
O raio py = F(s0)

curvatura. A circunferéncia lorentziana de raio pg e centro P, é chamada de circulo

osculador de o em «(sy).
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Como mostra a andlise do valor de k(sg) podemos dizer que a relacdo de uma
curva no plano de Minkowski com relacao ao circulo osculador de uma curva no
plano de Minkowski é a mesma feita para o circulo osculador de uma curva no plano

euclidiano.

3 5
Exemplo 1.10. A curva «o(t) = (cos(t),sen(t)), t € I, para I = (Zﬂ, zﬁ) é tipo
tempo, pois,
a'(t) = (—sen(t),cos(t)),

(). (t) = —cos(2t) <0.

Usando a formula para a curvatura da curva sob um pardmetro qualquer temos,

k(47r)__ 1
57 4/0,300017

. 4 .
Como o sinal da curvatura no ponto sy = 5 € negativo, notamos que o vetor normal

47 . .
a curva em Q(E) aponta para o semiplano determinado pela tangente da curva em

47

T(so) que nao contém uma vizinhanca da curva o em a(?).

Definicao 1.8. Um movimento rigido em E} é uma aplicacao, M : EI' — E7, onde
Mu = (F,0A)u = Au+wv, com v € Ef fixo, A€ O(n—1,1) e F, : E} — E} é dada
por F,(u) = u+ v , ou seja, um movimento rigido de E} é uma aplicagdo formada

por uma transformacao de Lorentz seguida de uma translacao em E7.

Observacgao 1.5. Se o : I — E] ¢ uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco, onde ko : I — R ¢ a sua curvatura e M : E2 — E? é um movimento rigido
entdo, a curva B = M oa : I — E? estd parametrizada pelo comprimento de arco.

De fato, como A € transformacao de Lorentz, pela regra da cadeia, temos

B(s) = (Moa)(s)
= ((A+v)o(a))(s)
— (Aoa)(s)
= Ala(s)d/(s)
= Ad/(s).
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Deste modo, ||5'(s)|]] = 1 e pela férmula de curvatura para pardmetro qualquer

temos;

ka(s) = Hﬁ’( IE det(5'(s), B"(s))

= edet(Ad/(s), Ad"(s))

= edet(A). det(d/(s),a”(s))
= det(A)(edet(a/(s),a"(5)))
= det(A)ka(s).

Um resultado interessante sobre as curvas tipo-tempo e tipo-espaco regulares que
temos, diz que o carater causal de tais curvas é invariante por uma transformacao de
Lorentz. E ainda transformacoes de Lorentz sao aplicacoes equivalentes as transfor-
magoes ortogonais na geometria euclidiana. De tais fatos, surge a seguinte questao:
existe um similar do Teorema Fundamental das Curvas planas parametrizadas pelo
comprimento de arco no plano de Minkowski? A resposta a esta questao é afirmativa
como demonstraremos.

Antes, porém, enunciamos um teorema de existéncia e unicidade na seguinte
forma: Dados sy € I, (&1)o,---,(En)o, existe um intervalo aberto J C I, contendo sy,

e uma unica aplicacao diferencidvel o @ JJ — R", com

a(so) = ((€1)o, - (En)o) € a/(s) = (f1, -, fn),

onde cada f;, i = 1,..,n, € calculada em (s,a(s)) € J x R". Além disso, se o

sistema € linear, J = 1.

Teorema 1.9. Dada a fungio diferencidvel real k(s), s € I, existe uma curva
parametrizada reqular o @ I — Ef tipo-tempo (resp. tipo-espago) tal que s € o
comprimento de arco e k(s) € a curvatura de . Além disso, qualquer outra curva
o, satisfazendo as mesmas condicoes, difere de o por um movimento rigido; isto

€, existe uma isometria A de E%, com determinante positivo e um vetor v tal que

a=Aoa+w.
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Prova: Comecamos essa demonstracao com o seguinte resultado; dados sg € I,
Py, € E} e vy € TpE? unitario, existe uma wnica curva tipo-tempo a : I — [E2,
parametrizada pelo comprimento de arco s, tal que a(sg) = By e o'(s9) = wp.
De fato, suponhamos que exista tal curva parametrizada por a(s) = (z(s),y(s)).
Suponhamos também Py = (P, P,). Como vy é tipo-tempo unitario existe 6y € R
tal que vy = (senh(6yp), cosh(fy)). Tal curva deve satisfazer as equagoes de Frenet e
portanto,
{ i'(s) = K(s)y/(s)
y'(s) = k(s)'(s),
uma vez que, os vetores tangente T'(s) e normal N(s) de uma curva tipo-tempo de
E} sdo dados por T(s) = (2'(s),9/(s)) e N(s) = J(T(s)), onde J : E} — E? é dada
por J(a,b) = (b,a) e as equagdes de Frenet por;

<T’(s)> _ ( 0 k@)) (T(s)) |
N'(s) k(s) 0 N(s)
Definimos a seguinte funcao 6 : I — R,

0(s) = 0o+ /5 k(u)du.

S0

e em seguida a curva o : [ — 2,

s

afs) = (P1 + /S senh(0(u))du, P; -|-/

S0 £

cosh(e(u))du) .

E facil verificar que a curva definida acima é a curva tipo-tempo que estamos pro-
curando, e que é solucao tnica do sistema com o PVI dado.

Provamos, a partir de uma fungao diferenciével definida em um intervalo aberto
I de R, que dado um ponto qualquer de E? e um vetor tipo-tempo unitério no
plano tangente deste ponto, existe uma tnica curva tipo-tempo, parametrizada pelo
comprimento de arco, que passa por este ponto e que tem vetor tangente dado pelo
vetor unitario do plano tangente em um instante sy € I, além disso, a curvatura

desta curva ¢ dada pela funcao k. Usamos este resultado para continuar a prova do
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Teorema Fundamental.

Para finalizar, precisamos provar que se o : I — E2 e 8 : I — [E? sdo curvas
tipo-tempo parametrizadas pelo comprimento de arco tais que k,(s) = kg(s), para
todo s € I, entdo existe um movimento rigido M : E? — E? tal que M o a = .

Observamos antes que um movimento rigido é a composi¢ao de uma isometria lo-
rentziana ou transformacio lorentziana com uma translacio de E2, e que a curvatura
de uma curva ¢ invariante por um movimento rigido.

De fato, seja M = F, o A um movimento rigido de E2, onde A é isometria e F,

translacdo. A curva v : I — E?, dada por, M o « é tal que

d
oMo als) = A(d(s)),
d2
1
@M oa(s) =A(d"(s)).
Temos JA = AJ se a isometria A mantém a orientacao e JA = —AJ se A a

inverte a orientacdo. Pela formula da curvatura de uma curva de E2, supondo que

A mantém a orientagao temos,

kyoa(s) = ka(s).

Notamos, ao supor que A inverte a orientagao, que kyron(s) = —ka(s).

Desta forma, queremos encontrar uma curva tipo-tempo parametrizada pelo com-
primento de arco que seja um movimento rigido da curva « e que no instante sy passe
pelo ponto B(sg) e tenha vetor tangente 3'(sg), para usarmos o Teorema de existéncia
e unicidade.

Um movimento rigido é completamente caracterizado pela isometria e pela trans-
lagao compostas. Sendo assim, fixado sqg € I, queremos um movimento rigido
v I — EF tal que v(so) = B(s0), 7' (s0) = B'(s0) e N,(s0) = Ns(sp). Uma trans-
formacao linear fica completamente determinada pela sua acdo em vetores de uma
base. Usando estes fatos mais o Teorema 1.4, tomamos nossa isometria A : B — [E?
a transformacao linear que leva a base ortonornal de Lorentz {T,(so), Na(So)} na

base ortonormal de Lorentz {T(s¢), Ns(so)}
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Precisamos definir a translacao. Queremos a composicao de um movimento rigido
com a curva « dando a curva 3, ou seja, procuramos a translacao F),, onde tenhamos
F,o0Aoa(sy) = B(sp), isto é, v+ Aoa(sy) = B(sg). Tomamos v = [(sg) — Aoa(sp).

Entao definimos v(s) = F, o Ao « e temos,
V(so) = Fyo Ao a(so) = B(so) — Ao alse) + Ao a(s) = B(s0),

Y'(s0) = Aod(s0) = A(Tu(s0)) = Tp(s0),

N, (s0) = JAoa'(sg) = AJ(Tu(s0)) = A(Na(s0)) = Ns(s0),
ky(s) = 7"(s0) « Ny(s0) = Tp(s0) « Ns(s0) = ks(s).

Pela unicidade da primeira parte, v = [ como querfamos demonstrar. [ |

1.6 Teoria Local das Curvas Espaciais em E?.

Na secdo anterior foi feito o estudo de curvas tipo-tempo e tipo-espaco em E7.
Nesta se¢ao, salvo quando mencionamos o contrario, fazemos o estudo das curvas
tipo-tempo e tipo-espaco parametrizadas pelo comprimento de arco e de curvas tipo-
luz pseudo-parametrizadas pelo comprimento de arco em [E?.

Seja o : I — E3, uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco. Entdo a/(s).a/(s) = e,
onde € = 1 ou ¢ = —1, dependendo do carater causal de a. Queremos construir
um triedro de Frenet {T'(s), N(s), B(s)} para a curva «, ou seja, queremos construir
uma base ortonormal de Lorentz de E?, para cada s € I. Observamos que se uma
curva a em [E? é tipo-tempo, entdo qualquer vetor Lorentz ortogonal a o/(s) deve ser
tipo-espaco para todo s € I. Mas, se o ¢ uma curva tipo-espaco um vetor Lorentz
ortogonal a um vetor o/(s) pode ter qualquer carater causal. Desta forma, nesta
se¢do, vamos analisar somente curvas tipo-espago tais que a curva «'(s) tenha um
cardter causal fixo, isto ¢, nos detemos as curvas a : I — E? tipo-espaco onde a
curva o : I — E} ¢ uma curva tipo-espaco, tipo-tempo ou tipo-luz.

Seja o : [ — ]Ei{’, uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco com a curva o’ : I — ]E‘i’

tipo-tempo ou tipo-espago. Definimos o triedro de Frenet de «, usando os campos
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vetoriais T, N, B : I — 3 da seguinte forma:

O/I(S)

T(s) =d(s), N(s)= T ()]

, B(s)=T(s) NN(s).
Como a curva o tem carater causal, segue que o campo N : I — E? tem o mesmo
carater causal. Além disso, como supomos no inicio da secao, « esta parametrizada

pelo comprimento de arco, logo, T' e N sao Lorentz ortogonais. Notamos também

que,

T(s).T(s) =d'(s).d(s)=cF, ee{-1,1},
N(s)«N(s) =29, de{-1,1},
B(s).B(s) =T(s)ANN(s).T(s) NN(s

— det T(s)«N(s) T(s)

N(s)«N(s) N(s).T(s)
— —(N(5)- N(9))(T(s) - T(5))
= —Je.

Portanto, {T'(s), N(s), B(s)} é uma base ortonormal de Lorentz, para todo s € I.
As funcoes k, 7 : I — E? definidas por,

k(s)=T'(s)« N(s), 7(s)= N'(s).B(s) ,
sao chamadas de curvatura e torcao de a.

Os campos T, N, B sao diferenciaveis e suas derivadas 7", N, B', quando escritas
como vetores na base {T(s), N(s), B(s)}, sao conhecidas como equa¢oes de Frenet

de « e sao dadas por;

T'(s) 0 ok(s) 0 T(s)
N'(s)| = |—¢€k(s) 0 —oer(s)| | N(s)| ,
B'(s) 0 —07(s) 0 B(s)

uma vez que, dado v € E?, para cada s € I,
v=¢€(v.T(s))T(s) +d(v.N(s))N(s) —de(v.B(s))B(s).
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Temos também as curvas tipo-espaco parametrizadas pelo comprimento de arco
com o tipo-luz e as curvas tipo-luz pseudo-parametrizadas pelo comprimento de

arco. Em tais curvas também introduzimos um triedro de Frenet.

1. Caso « tipo-espaco com o' tipo-luz. Para este caso tomamos o campo
tangente T : I — E? dado por, T(s) = o/(s), o campo normal N : [ — E?
por T"(s) = & (s) e o campo binormal, pelo Gnico vetor B(s) tipo-luz tal que

B(s).N(s) = 1e B(s) é Lorentz ortogonal a N(s). Logo as equacoes de Frenet

de « ficam,
T'(s) 0o 1 T(s
Ns)l = |0 7(s) 0 N(s)
B'(s) -1 0 —7(s)] [B(s)

2. Caso « é curva tipo-luz pseudo-parametrizada pelo comprimento de
arco. Como no caso da curva tipo-espaco, parametrizada pelo comprimento
de arco, com vetor normal tipo-luz, vamos construir um triedro de Frenet para
a tomando T'(s) = o/(s), N(s) =T'(s) e o vetor binormal B(s) como o tnico
vetor tipo-luz tal que T'(s). B(s) = 1 e é Lorentz ortogonal a N(s), para todo

s € I. Deste modo, as equacgoes de Frenet da curva « ficam,

T'(s) 0 0| [T(s
N'(s)| = |7(s) 0 =1 |N(s)
B'(s) 0 —7(s) 0| |B(s)

Em ambos os casos, 7(s) = N'(s) . B(s) ¢ a tor¢do da curva «, porém nao temos
uma, férmula para curvatura de curva.

Vimos que uma curva o de E? que pode ser parametrizada pelo comprimento de
arco, possui uma férmula para curvatura quando parametrizada por um parametro
qualquer. Quando falamos de curvas tipo-tempo e tipo-espaco reparametrizaveis
pelo comprimento de arco em E? também encontramos uma formula para a curvatura

sobre tal parametro.
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Na prova desta afirmagao, usamos as seguintes igualdades.

(1) = Bs(1), (&) = o)) (1.4
(1) = B sO)(G) = TN, (15
ey — Sk N ds. T d*s
(1) = Shs (1) Na(s(1)) (o + T(5(1)) (), (1.0
" / ds. s , ds 4
Q) = BN 4 s (1)) NA(s(1)) ()
b ks (s()Na(s() () + TN (o) + T ().
o) M0 (1) = (Shals(0)) (V) Bs(1). (1.7

Da defini¢do do campo normal da curva «a, temos ||T'(s)||N(s) = T'(s), logo
I1T'(s)]|6 = T'(s) « N(s) = k(s) portanto |k(s)| = 6||T"(s)||. Deste modo, aplicamos

a norma na igualdade (1.7), e temos,

lo/ (&) A ()] = ||(5k5(8(t))(§)3)3(8(t))||
= [ks((s@Nlla’ O
= Oks((s())lle’ BII.

Ainda por (1.7), o vetor binormal B(s(t)) pode ser escrito do seguinte modo,

B(s(t)) =




e a curvatura de o é dada por

e — gl @ A @)
ka(t) - kﬁ(( (t)) 0 ||Oé/(t)||3

Encontramos a torcao de «, através das equacoes de Frenet de a e da forma dada

para o vetor (B(s(t)), pois

B(s(t)) . a”(t) = dks((s(t))lla/()]*7a((s(1))),

(a'(t) A" (1)) «a™(t) = B(s(t)) - a"(t)

(s’ () P75((s(1)))

que implica

(@' (t) A a"(1)) - ™(2)
(sl @)1
det(a/(t), " (t), a™(t))
la’(2) A a”(8)]2

Teorema 1.10 (Teorema Fundamental da Curvas tipo-tempo ou tipo-espago de
E}.). Dadas as funcgoes diferencidveis k(s) > 0 e 7(s), s € I, existe uma curva
parametrizada reqular tipo-tempo o : I — E? tal que s é o comprimento de arco,
k(s) € a curvatura e 7(s) é a tor¢ao. Além disso, qualquer outra curva @ tipo-
tempo, satisfazendo as mesmas condicoes, difere de o por um movimento rigido;
isto é, existe uma transformagdo de lorentz A de B3, com determinante positivo, e

um vetor ¢ tal que @ = Ao o + c.

Prova: A demonstracao é idéntica a feita para o caso de uma curva parametri-

zada regular do espaco euclidiano.
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Proposicao 1.2. A curvatura e a torcao de uma curva a parametrizada pelo com-
primento de arco sao invariantes isométricos, ou seja, se M : Ei’ — Ei’ € um
movimento rigido de E}, se B(s) = M o a(s), entdo kg = ko € 75 = 7.

Prova: Consideramos M = F, 0 A, com A : E? — E? uma matriz de transfor-
macio de Lorentz com determinante positivo e F, : E¥ — E? uma translacio de um

vetor v € R? qualquer. Assim temos,

B'(s) = Ad'(s), B"(s)=Ad"(s), ["(s)=Ad"(s), A(uAv)==xAuA Av.

Logo,
fole) = 56
= A )]
ey 25

[l ()1l
= To(s) - Na(s) = ka(s),

1 Y
- (Tﬁ<HT’<s>H> (HT’()H) ”) Bels)

_ AO//(S) o(s a(s
= Taa(e) AN A
. Aa//(s) o (s (s
" Taa(e) AN
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Capitulo 2

O Teorema de Schur no Plano de
Minkowski

Neste capitulo é demonstrada uma versao do Teorema de Schur para o plano de
Minkowski EF feita por R. Lopez em [1]. Antes enunciamos o Teorema de Schur
classico da geometria diferencial de R® e , por meio de contra-exemplo, mostramos
que ndo existe uma versio do Teorema de Schur para o espaco de Minkowski ES.
Além disso, mostramos que entre todas as curvas tipo-espago (resp. tipo-tempo) que
sdo caminhos entre dois pontos de E?, com curvatura inferior a r € R a circunférencia
tipo-espago (resp. tipo-tempo) de raio 1/r é a que possui menor comprimento.
Devido ao nosso interesse neste capitulo em curvas que possuem curvatura nao nula
em todo ponto, sempre que falarmos de curvas tipo-espaco, as supomos regulares

com derivada segunda nao nula.

2.1 O Teorema de Schur no Plano de Minkowski

O Teorema de Schur, classico da geometria diferencial do espaco euclidiano R?,
compara distancias entre as cordas formadas por pontos que sao extremidades de
curvas que possuem o mesmo comprimento se as curvaturas destas curvas satisfazem
uma certa relacdo de desigualdade. Além disso, uma das curvas deve ser plana e

convexa. Grosseiramente, a curvatura de uma curva limitada convexa no plano
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euclidiano R? mede o quanto encurvamos um segmento de reta a partir de suas
extremidades. Ainda de modo grosseiro, no plano euclidiano, o Teorema de Schur
diz que quanto mais arqueamos um segmento de reta mais aproximamos os seus

extremos. Formalmente;

Teorema 2.1. (Schur) Sejam ay, as : [0, L] — R* duas curvas (suficientemente
diferencidveis) de mesmo comprimento L, parametrizadas pelo comprimento de arco
s. Suponha que a1 € uma curva planar tal que oy junto com a corda unindo suas ex-
tremidades limitam uma regidao convezra do plano. Suponha di e dy 0s comprimentos

das cordas unindo as extremidades de oy e aq, respectivamente. Assuma que
k1 2k,

onde ki(s), ka(s) sao as curvaturas das curvas oy, ag respectivamente. Entao
dy < ds,

e a igualdade vale se, e somente se, a; e ap $40 congruentes, ou seja, Se qp € Qi

sao as mesmas a menos de movimento rigido.

O Teorema de Schur ndo possui um similar espaco de Minkowski E?, como ob-
servamos nos seguintes contra-exemplos.

Consideramos duas familias de curvas em E?, a;(r,.) e as(r,.) com r € R posi-

tivo:

ay(r,s) = (rcos(s/r),rsen(s/r),0),

as(r,s) = (0,rcosh(s/r),rsenh(s/r)).
Para qualquer r > 0 tomado,

ay(r,s) = (—sen(s/r),cos(s/r),0),
ah(r,s) = (0,senh(s/r),cosh(s/r)).
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Notamos que a primeira familia é formada por circunferéncias de raio r contidas
no plano Ozy centradas na origem e a segunda é formada por ramos de hipérboles
equilateras contidas no plano Oyz com seus vértices no semi eixo positivo y. Como
||| =1 = |las||, as curvas das familias estdo parametrizadas pelo comprimento de
arco. Além disso, todos os elementos das familias sdo curvas planas e convexas, com
ky = 01||T]|| e ko = 85||T3||, onde Ty, Tp sao os campos tangentes ao longo de «; e

a, respectivamente, e 0; = N,, « N,, com ¢ = 1,2. Para todas as curvas ; = 1, e,

Ti(s) = ai'(r,s) = (—sen(s/r),cos(s/r),0)

Ti(s) = (1/r)(—cos(s/r),sen(s/r),0)
17y = 1/,

To(s) = a3'(r,s) = (0,senh(s/r),cosh(s/r))

Ty(s) = —(1/r)(0,cosh(s/r),senh(s/r))

1751 = 1(1/r)[v/|(cosh(s/r))? — senh(s/r))?|
= |/nVI-1=1/r

As curvaturas das curvas aq(r,.), as(r,.) satisfazem k;(s) = ko(s), para todo s.
Definindo d;(r) = ||ai(r, L) — «;(r,0)||, para ¢ = 1,2, obtemos:

di(r) = |r(cos(L/r) — cos(0),sen(l/r) —0,0)||
= 7v/|(cos(L/r) — cos(0))2 + (sen(L/7))?|
= 7/2(1 —cos(L/r)),

dao(r) = ||r(0,cosh(L/r) — cosh(0)),senh(L/r) — senh(0)]|
= 74/|(cosh(L/r) — cosh(0))2 — (senh(L/r))?|
= r/|2(1 — cosh(L /7))
= r/2(cosh(L/r) — 1),
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os termos (cosh(L/r) — 1) e (1 — cos(L/r)) sao positivos para 0 < L < 27r, pois,
cosh(z) >1e —1 < cos(z) < 1, para 0 < z < 27.

Vamos mostrar que d; < dy para 0 < L < 27r, provando que
(cosh(L/r) —1) > (1 — cos(L/r)).

Para tal consideramos a func¢ao diferenciavel f : [0,27r) — R, dada por,
f(s) = (cosh(s/r) — 1) — (1 — cos(s/r)).

Como f(0) = (cosh(0/r) —1) — (1 —cos(0/r)) =1 —1—1+1 = 0 se mostrarmos
que f é crescente em (0, 277) entdo f > 0 e teremos (cosh(L/r)—1) > (1—cos(L/r))
para 0 < L < 27r.

Derivando f temos:

Portanto, como a func¢ao cosh(s/r) é sempre maior que 1 e a funcao cos(s/r) é
sempre menor que 1 segue que f”(s) > 0 em (0, 277) uma vez que f”(0) = 0. Deste
modo, a fun¢ao f’ é crescente em (0,277r) e como f'(0) = 0 a derivada f’ é uma
fungao positiva em (0, 27r). Concluimos, que f é uma fungio crescente em (0, 27r)
com f(0) =0, como querfamos. Entao, k; = kg e di(r) < do(r).

Tratamos agora de curvas de familias distintas e raios distintos, considerando as
curvas (1, s) e as(2,s). Refazendo os célculos, como no caso anterior, obtemos
ki =1>1/2 =ky, di(1) = v/2(1 — cos(L)) e dy(2) = 24/2(cosh(L/2) — 1). Mos-
traremos que d;(1) < dy(2), para 0 < L < , provando que a funcao g : [0,7) — R,

dada por,

g(s) = (24/2(cosh(s/2) — 1))? — (v/2(1 — cos(s)))? = 8cosh(s/2) + 2cos(s) — 10
¢ positiva e que g(0) = 0. Como em [0,7), cosh(z) > 1 e cos(x) < 1, a funcao
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g estd bem definida, pois, ((cosh(s/2) — 1) e (2(1 — cos(s))) sdo sempre positi-
vas. Logo, g(s) > 0 implica (2y/2(cosh(s/2) —1))* > (2(1 — cos(s)))?, portanto,
24/2(cosh(s/2) — 1) > 2(1 — cos(s)).

Notamos que g(0) = 8 cosh(0) + 2cos(0) —10 =8 +2 — 10 = 0.

Derivando a funcao g, obtemos,

/

(s) = 4senh(s/2) — 2sen(s),
(0) = 4senh(0) — 2sen(0)
(s) = 2cosh(s/2) —2cos(s)
(0) (

g
g 0,

g

g"(0) = 2cosh(0) —2cos(0) =2—-2=0.

Y

!

Como 2cosh(s/2) > 2 e 2cos(s) < 2 a derivada ¢”(s) > 0 em (0,7), logo, a
aplicacdo ¢’ é crescente em (0,7). Sendo ¢'(0) = 0, segue que, a aplicagdo ¢ é
positiva em (0, 7), logo, a aplicacao g é crescente em (0, 7). Portanto g > 0, como
queriamos. Desta maneira, k;(s) > ko(s), para todo s, e di(1) < da(2).

Por tltimo, consideremos as curvas, as(1,s) e as(2,s) da segunda familia. No-
vamente através de calculos analogos aos anteriores, k1 =1 > 1/2 =ky e

dy(2) = 2+4/2(cosh(L/2) — 1) e da(1) = \/2(cosh(L) — 1).

Aqui temos diretamente do(1) > da(2), ja que L > 0 e que a funcdo cosh é uma

fungao crescente em (0, +00). [
Abaixo colocamos uma demonstracao do Teorema de Schur para o plano eucli-

diano R? entre duas curvas convexas.

Teorema 2.2. Sejam ay,ay : [0,1] — R? duas curvas parametrizadas pelo com-
primento de arco convexas. Denotemos por ki, ko as func¢oes curvaturas de oy e
ag, respectivamente. Sejam dy(s) = d(aq(0),aq(s)) e da(s) = d(az(0)), az(s), onde
d(.,.) € a distincia euclidiana de R%. Se ki(s) > ka(s), entdo,

dl(S) S dg(S), S € [O, l]

Além disso, di(s) = dao(s) para todo s € [0,1] se, e somente se, a; e ay sGo

congruentes.
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Prova: Por hipotese as curvas a; e ap sao convexas. Deste modo, vamos através
de um movimento rigido mover a curva «; de modo que suas extremidades sejam
pontos do eixo Ox e o restante de seu trago esteja abaixo deste mesmo eixo. Sabemos
que existe uma fung¢ao angulo 6, : [0,1] — R, dada pelo dngulo entre o vetor tangente
T1(s) e o eixo Oz, tal que 07 (s) = k;(s). Como a curva «; é convexa a variagao deste
angulo ocorre entre —7 e m. Tomamos um ponto sy tal que a curva a; tenha vetor
derivada o (sp) paralelo ao eixo Ox. Tal s existe, basta tomarmos o ponto onde
a fun¢ao y tem um minimo. Desta forma, temos 60;(sy) = 0. Vamos agora mover a
curva ap, de modo que o vetor tangente a4 (sg), seja paralelo ao vetor af(sg) e tenha
mesmo sentido de ;. Se consideramos a fung¢ao angulo 65 : [0,[] — R entre o vetor

tangente T5(s) da curva ag em as(s) com o eixo Oz, temos entao ;(sg) = 0 e assim

0,(s) = 01 (u)du

Tomando 0 < #y(s) < m, como a funcao cosseno é decrescente neste inter-
valo e ¢ uma aplicagao par temos cos(f;(s)) < cos(y(s)). Lembrando que of(s) =
(cos(01(s)),sen(01(s))) e as(s) = (cos(f(s)), sen(fy(s))), encontramos

d1 (S)

| (s) — a1 (0)]]
= |z1(s) — 21(0)] = z1(s) — 21(0)

_ /Osx’l(u)du:/oscos(ﬁl(u))du

s
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A igualdade entre d;(s) e da(s) implica na igualdade em cos(6;(s)) = cos(6s(s)), que

por sua vez, pela injetividade da funcao cosseno entre 0 e 7, que
01(8) = 02(8),

logo, ki(s) = ka(s). Assim pelo Teorema Fundamental de Curvas Planas a; e ay

sao congruentes. |

Teorema 2.3. Sejam oy, ay : [0, L] — E? duas curvas, com o mesmo cardter causal
e comprimento L, parametrizadas pelo comprimento de arco. Suponha que o traco
de aip, unido com a corda que une as suas extremidades limita um conjunto convero.
Considere d;, i € {1,2} o0s comprimentos das cordas unindo as extremidades do
traco de ;. Assuma que ki(s) > |ka(s)|, s € [0, L], sdo as curvaturas de oy e o,
respectivamente. Entao di > dy e vale a igualdade se, e somente se, aq e ag S0

congruentes.

Prova: Consideramos [ a reparametrizacao da curva « tipo-espaco, de modo

que o traco da curva 3 seja o grafico de uma funcao diferenciavel f : I — R. Entao,

Bi(t)=(1,f1) e B"(t)= (0, f(t).
Da expressao da curvatura para um parametro qualquer, segue que

_ det(B'(1), 8"(t)) _ f"(t)
SN FTOTE (1= ()3

Como « é tipo-espaco, 1 — [f’(t)]2 > 0.
Se «r é curva tipo-tempo, seu trago pode ser analisado como grafico de uma funcao
g, através de uma reparametrizacao de «, dada por 5(t) = (g(t),t) e a curvatura

por esta reparametrizacao ¢ dada por

iz (t)

() = —— I
=P

[N

Novamente, 1 — [g’(t)]2 < 0 porque a curva « é tipo-tempo.
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Desta forma, se & > 0 temos ¢"(t) < 0 e f“(t) > 0 e as fungdes g e f sao
convexas, consequentemente a regiao limitada pelo traco de o unido da corda que
une as extremidades do trago da propria a é convexa. Disto obtemos que toda curva
a com carater causal tipo-tempo ou tipo-espago é uma curva limite a uma regiao

convexa se k> 0 ou k& < 0.

Observacao 2.1. Da mesma forma que existem curvas de curvatura constante no
plano euclidiano, também ezistem em E2. Se o : I — E] ¢ a parametrizagio pelo
comprimento de arco de uma curva diferenciavel com curvatura constante nula, en-
tdo o'(s) = 0 para todo s, logo o/(s) = ¢, onde c é constante em E}. Integrando
esta equacao obtemos a(s) = cs+7¢, com € oulra constante em E%, portanto, o € um
segmento de reta em E]. Mas, suponhamos que a curvatura da curva o é constante
e ndo nula k(s) = k. Se a : I — E2 é tipo-espaco, dada por, a(s) = (z(s),y(s))
temos [2'(s)]> — [y (s)]* = 1, entdo existe uma funcdo diferencidvel 6 : I — R tal que

2'(s) = cosh(0(s)) e 3/ (s) = senh(6(s)), para todo s € I. Com isso, seque que,
a'(s) = (cosh(6(s)),senh(6(s))), T'(s) = a"(s) =0'(s)(senh(6(s)), cosh(f(s))).
Como estamos supondo a curvatura constante nao nula k,

k = k(s)=—€eT"(s). N(s)
= —0'(s)(senh(f(s)), cosh(f(s))) - (senh(f(s)), cosh(A(s))) = &' (s).

Integrando, encontramos 0(s) = ks + ¢, onde ¢ é uma constante de R. Integrando

o' obtemos,
1

a(s) = E(senh(@(s)Lcosh(@(s))),
que € um ramo de hipérbole no plano euclidiano.
No caso em que o é uma curva tipo-tempo, temos [2'(s)]> — [/ (s)]> = —1, en-
tao supondo existir 6 tal que 2'(s) = senh(0(s)) e y'(s) = cosh(6(s)) encontramos,

procedendo de modo dnalago a curva tipo-espacgo, 0(s) = ks +c, e

a(s) = %(cosh(@(s)),senh(@(s))).
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Logo, se o : I — B2 é uma curva tipo-tempo ou tipo-espaco, parametrizada pelo
comprimento de arco, com curvatura constante nao nula para todo s € I, o traco de

a representa um ramo de hipérbole de R?.

2 2 2

Os ramos das hipérboles de R? de equacoes 22 — y*> = —r? e 22 — y? = r?, séo
portanto, as curvas parametrizadas em E? de curvatura constante e pelo teorema de
fundamental de curvas planas em E? sdo tinicas a menos de movimento rigido com
tal propriedade. Na geometria diferencial do espago euclidiano as tinicas curvas com
curvatura constante, a menos de movimento rigido, sao as circunferéncias e fazendo
uma analogia os ramos de hipérboles sao chamadas de circunferéncias tipo-espago e
circunferéncias tipo-tempo.

A demonstragdo do Teorema de Schur esta dividida em dois casos baseados no

carater causal da curva;

o Caso em que as curvas sao tipo-espaco. Quando necessario usamos uma trans-

formacdo de lorentz positiva de E?, dada por

< cosh(p) senh(yp) )
senh(p) cosh(yp) /'

seguida de uma translagdo. Sejam «;(s) = (z;(s),vi(s)), com s € I = [0, L],
1 = 1,2 curvas regulares tipo-espaco, parametrizadas pelo comprimento de
arco. Entdo [z;/(s)]* — [y'(s)]> = 1, para todo s € I, i = 1,2. Logo, existem
aplicagoes diferencidveis 0; : I — R tais que «a(s) = (cosh(6;(s)), senh(6;(s))).
Consequentemente,

ol (s) = 6.(s)(cosh(6;(s)),senh(6;(s))) e

ki(s) = —Ti(s)« Ni(s)
—0!(s)(senh(0;), cosh(6;(s))) « (senh(6;), cosh(6;(s))
= —0i(s)(=1) = bi(s).

Através de uma translacdo e de uma isometria podemos mover a curva «; de

modo que a;(s1) e a;(sz) sejam pontos do eixo Oz, ou seja, yi(s1) = y1(s2) =
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0. Como a curva a; é tipo-espago pode reparametrizada como grafico de uma
aplicacao diferenciavel y = f(z) e pelo teorema do valor médio existe sy € I tal
que o (sg) € paralelo ao vetor aq(sy) — ay(s1). Movendo a curva ap com uma

translagio seguida de uma isometria podemos deixar a(so) paralelo o (sp).

Por hipotese, ki(s) > |ka(s)|, logo 01(s) > |65(s)|, s € I. Como «}(sg) e
ay(sg) sao paralelos ao eixo Oz entao senh(6;)(so) = 0 implicando 6;(sg) = 0.

Juntamos estas informagoes e usamos do calculo diferencial a desigualdade

[osias = [1eolas 2| [ oy,

encontramos 61(s) > |02(s)|, para s € [sq, s2] € b1(s) < —|f2(s)| < 0, para

s € [s1, S0

De fato, para s € [sq, s¢], usando as desigualdades para integrais acima,

/ " (5)ds = 01 (s0) — Bu(5) = —61(5),

[ islds =1 [ o)is] = oa(sn) — ba()] = 6265

logo,
—01(s) = 102(5)| = 6u(s) < —|6a(s)| < 0.

Para s € [sg, $2|, do mesmo modo,

/s 01(s)ds = 01(s) — 01(s0) = 61(s),

S0

/ |6 (s)lds > | / y(s)ds| = [Ba(s) — Ba(s0)] = [6(5),

logo,
01(s) = [6(s)]

Em virtude da funcao cosseno hiperbolico ser crescente em [0, +00) e descres-

cente em (—o00,0], cosh(f1(s)) > cosh|ba(s)|, s € [s1,52]. Observamos que
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a1(s2) — aq(s1) € um segmento paralelo ao eixo Oz, pois, a;(s2) e a;(s1) sdo
pontos do eixo Oz, portanto ¢ um vetor tipo-espago. O vetor as(ss) — as(sy),

¢ também tipo-espaco pelo lema 1.3. Logo

di = |ai(s2) —aq(s1)]]

= Jaa(s) — ma(sn)] = | / " 2 (s)ds|

1
2

] cosh(@l(s))dslzf cosh |05(s)|ds
= / cosh(0y(s))ds

S1

_ / " | cosh(B(s))|ds

S1
52

- / @h()lds > | | ah(s)dsl

S1 S1

= |za(s2) — w2(s1)| = [Jaa(s2) — az(s1)|

= d27

onde a tltima desigualdade, vem do fato que um vetor (a, b) tipo-espaco satis-
faz |a| > Va2 — 2. Veja que di = ds se, e somente se, 6; = 0, e isto significa
que k1 = ko e pelo Teorema Fundamental de curvas tipo-espaco no plano de
Minkowski assegura a igualdade das curvas a; e as a menos de movimento

rigido do espaco E2.

Caso em que as curvas sao tipo-tempo. Neste caso as mudancas com relacao

a demonstragao anterior sao poucas. Como as curvas sao parametrizadas pelo

comprimento de arco satisfazem «(s) .

ferenciaveis 0; : I — R tais que a}(s) = (senh(6;(s)), cosh(6;(s))). O triedro de
Frenet tera os campos {7}, N;}, onde neste caso N;(s) = (cosh(6;(s)),senh(6;))

e por sua vez k;i(s) = Ti(s) . Ni(s) = 6i(s). Novamente, usando um mo-

(s) = —1, logo existem aplicagdes di-

vimento rigido podemos supor «;(s1) e a;(sy) pontos do eixo Oy, isto é,
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x1(s) = x9(s) = 0 . Tomamos entdo o vetor of(sg) paralelo ao eixo Oy
e movimentamos a curva ap de modo que ay(sy) é paralelo a «j(sg). Por
hipotese, ki(s) > |ka(s)|, entdo, 01(s) > [05(s)]. Como no caso anterior

cosh(6;(s)) > cosh |0y(s)| para todo s € [s1, $o], e assim

di = |yi(s2) —yi(s1)|

= /82 cosh(0;(s))ds

S1

> /82 cosh(f0y(s))ds
> |y2(s2) — y2(s1)]
> [laa(se) — az(s1)]

d27

onde a tltima desigualdade vem de (a,b) ser vetor tipo-tempo, entao |b| >
II(a,b)|| = V/—a? + b2. Para valer a igualdade entre d; e dy é necessario k; = ks
e entao como antes pelo teorema fundamental para curvas planas tipo-tempo

a1 € ap devem ser congruentes. [ |

2.2 Aplicacoes do Teorema de Schur

Nesta secao sao demonstradas duas aplicacoes do Teorema de Schur que buscam

a curva de menor comprimeto unindo dois pontos, adicionando certas condigoes

sobre suas curvaturas para se adequar as hipdteses ao teorema.

Observacao 2.2. Ressaltamos que ao contrario do que acontece no caso Euclidiano,

onde uma circunferéncia que passa por dois pontos dados precisa ter raio superior a

metade do comprimento da distancia entre estes dois pontos, no plano de Minkowski

dados dois pontos P e () e um numero real » > 0 sempre existe uma circunferéncia

de raio r que passa por P e (). Isto ocorre em funcao das circunferéncias no plano

de Minkowski serem hipérboles equilateras de R.
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Teorema 2.4. Sejam P e Q dois pontos de E? tais que o vetor Q — P é um vetor
tipo-espago (resp. tipo-tempo). Denote por d, a distdncia entre QQ e P. Se a é uma
curva tipo-espago (resp. tipo-tempo) unindo P e Q com curvatura 0 < k(s) < 1/r.
Entao o comprimento de o € maior ou igual o comprimento de uma circunferéncia

de raio r unindo P e Q).

Prova: Sabemos que existe uma curva « tipo-espaco que passa pelos pontos P
e Q. Usando um movimento rigido de E? movemos a curva de modo que os pontos
P e () estejam sobre o eixo Ox, e o cardter causal de a é preservado. Seja a; a
parametrizacao de uma circunferéncia de raio r que passa pelos pontos P e (. Ao
comprimento do arco da circunferéncia a; que une P e () chamamos de L; a ao
comprimento da curva o do ponto P ao ponto () chamamos de L. Tomamos o arco
de a; que tem comprimento L (este arco tem seus limites em pontos cujo o segmento
que os une é paralelo ao eixo Ox) e estamos dentro das hipdoteses do Teorema de
Schur, pois a curvatura de a; é 1/r, para todo ponto de «y, logo, d; > d, onde d; é o
comprimento do segmento que une as extremidades do arco de «; de comprimento
L e d o comprimento do segmento que une P e (). Encontramos o arco da circunfe-
réncia aq, tal que a distancia entre os pontos da sua extremidade seja d, diminuindo

o comprimento do arco, portanto L; < L. [ |

Dados dois pontos P e @ no plano de Minkowski 3 tal que o vetor Q — P ¢é
tipo-espago (resp. tipo-tempo), o segmento de reta é a curva tipo-espago (resp. tipo-
tempo) de maior comprimento unindo P e ). De fato, colocamos, inicialmente, os
pontos P e Q sobre o eixo Oz (resp. eixo Oy) por um movimento rigido de E2. Uma
curva tipo-espago (resp. tipo-tempo) de parametrizacao «(t) = (x(t),y(t)) que liga
os pontos a(a)=P e «a(b)=Q, satisfaz, 2'(t) # 0, para todo t. Supondo z'(t) > 0,

para todo t, e chamando o comprimento de a de L, segue que,

/ab o/ (s)]|dt = /ab \/x’Q(s) — y2(s)dt < /ab 2 (s)dt

= x(b) —z(a) = la(b) — ala)] = [|Q — PI|

L
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Teorema 2.5. Sejam P e Q dois pontos distintos de E? tais que o vetor Q— P ¢ tipo-
espaco (resp. tipo-tempo) e ¢ > 0. Dentre todas as curvas tipo-espago (resp. tipo-
tempo) cujas extremidades sao P e Q e cuja curvatura k(s) satisfaz 0 < k(s) <c¢, a

que possui o menor comprimento € a circunferéncia de raio 1/c.

Observacao 2.3. Nao existe uma versao deste resultado para o caso Euclidiano pois
a menor distancia entre dois pontos é o segmento de reta unindo P e (). No plano
Euclidiano, o interesse estd nas curvas fechadas onde P = (), neste caso sabemos
que a resposta é a circunferéncia. Porém, no plano de Minkowski nao existe curva
do tipo-espaco ou tipo-tempo fechadas, porque sao graficos de fungoes.

Prova: Como na demonstracao do Teorema 2.4 o segmento () — P é tipo-espaco
e ap6s movimento rigido, os pontos P e () estao no eixo Ox. Consideramos a
circunferéncia f3; de raio 1/c que passa por P e @ e Ly o comprimento do arco
de 3, entre P e Q. Apés um movimento rigido de E? ao eixo Oz, a curva 3, se
parametriza como a1 (s) = (sen(s/c),cosh(s/c)). Tomemos (3, a curva de curvatura
ka(s) < ¢ = ki(s) unindo P e @) e com comprimento Ly. Assumimos Ly < Lj.

Seja C' o arco de 3; com comprimento L, tal que a corda S’ das extremidades é
paralelo ao eixo Ox. Como L, < Ly, S’ esta mais proximo do vértice da hipérbole
que S, segmento de reta unindo P e (), isto é, entre S e o vértice da hipérbole 5;. Em
particular, os comprimentos d' e d, respectivamente, satisfazem d' < d. Entretanto,

pelo Teorema de Schur, d > d’ que é uma contradicao. [ |

o4



Capitulo 3

Uma Caracterizacao de Hélices

Inclinadas em E%

3.1 Hélices Inclinadas em E?.

Nesta secdo citamos dire¢io como um vetor unitario em E?. Iniciamos este capi-
tulo definindo o conceito de hélice no espaco de Minkowski. No espaco euclidiano,
uma hélice generalizada é uma curva a : I — R? parametrizada pelo comprimento
de arco, tal que, para todo s € I o angulo entre o vetor o’(s) e uma dire¢ao fixa
v € I, ndo muda com o movimento do ponto a(s). No espago euclidiano temos a
relagdo entre o cosseno de um angulo 6 entre dois vetores unitérios u e v e o produto
interno de R?, dada por cos(#) = (u, v).

No espaco de Minkowski a definicao de angulo, esté restrita a vetores tipo-tempo
de mesma paridade, e isto se torna um problema para definirmos uma hélice gene-
ralizada em E?. Porém, usamos a relacdo entre o cosseno de um angulo entre dois
vetores e o produto interno, no espaco euclidiano, para caracterizarmos uma hélice
como a curva o : I — R3 parametrizada pelo comprimento de arco, dizendo que a
¢ uma hélice se, para todo s € I, a aplicagdo f: I — R dada por, f(s) = (T'(s),v),
é constante, onde T'(s) é o campo tangente do triedro de Frenet no ponto a(s) e

v € R? uma direcio fixada. Baseados nesta relacio definimos.

Definicdao 3.1. Uma curva o : I — E3, parametrizada pelo comprimento de arco,
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& uma hélice generalizada no espaco de Minkowski se existe uma direcio v € E? tal
que a funcdo f: I — R, dada por, f(s) = T(s).v é constante, onde T : [ — E? ¢ o

campo tangente a curva a.

Observacao 3.1. Com esta defini¢cao de hélice generalizada para uma curve o @ I —
E? observamos que toda hélice generalizada do espaco de Minkowski é uma hélice
generalizada do espaco euclidiano, pois, como nao existe variacao na definicao do
campo tangente T segue que, para v = (ay,as,as) € ]Ei’ tal que ¢ = T(s) . v, o vetor

w = (a1, ag, —ag) satisfaz (T(s),w) =T(s).v = c.

Outra caracterizacao de uma hélice generalizada no espaco euclidiano é dada
através da suas fungoes curvatura e torcao, a mesma caracterizacao pode ser feita
no espaco de Minkowski para curvas tipo-tempo ou tipo-espaco com vetor normal

nao nulo.

Proposicao 3.1. Seja o : I — E? wma curva tipo-tempo ou tipo-espaco parametri-
zada pelo comprimento de arco com curvatura k : I — R tal que k(s) # 0 para todo
s € I, e consideramos 7 : I — R a sua torcao. Entao o é uma hélice generalizada

T ~
em E? se, e somente se, z : I = R ¢ uma funcao constante.

Prova: Iniciamos a demonstracio supondo que a é uma hélice em E?. Pela
defini¢do de hélice T'(s).v ¢ uma constante ¢ € R, para algum vetor v € E? unitario,
fixado. Diretamente das equagdes de Frenet, 0 = T"(s) « v = dk(s)N(s) « v. Por
hipotese, k(s) # 0, N(s).v = 0, deste modo,

v=—€(T(s).v)T(s) —ed(B(s).v)B(s),

assim, drivando o campo v temos (T(s).v)' = 0 e (B(s).v)" = 0. Logo, a fungao
B(s).v = d, d constante. Usando agora a segunda equacao de Frenet da curva, dada
por N'(s) = —ek(s)T(s) — der(s)B(s) e aplicando em ambos os lados da equagao o

produto lorentziano pelo vetor v, temos
0=N'(s)ev=—€k(s)(T(s) «v) — der(s)(B(s) s v) = —€k(s)c — der(s)d
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logo,
T(s) —c

k(s) od

Para a prova da reciproca, observamos que a constante % = ¢ pode ser nula
ou nao nula. Se ¢ = 0, entdo 7(s) = 0 e o vetor binormal B(s) é um vetor constante
b, implicando a inclusdo da curva a em um plano P. Como T'(s) . b = 0, para todo
s, a curva « ¢ uma hélice generalizada.

1
Se ¢ # 0, tomamos o campo v(s) = T(s) + —B(s), e obtemos
c

V() = T'(5) + - B(s) = Gk(s)N(s) + —(~der(s)N(s)).

€C

Por hipotese, %

constante e satisfaz

= ¢ implica, 7(s) = ck(s), logo, v'(s) = 0. Portanto, v(s) = v é

Definicio 3.2. Dizemos que uma curva « : I — R® é uma hélice inclinada quando
existe uma direcio v € R® que mantém um angulo fixo com a reta normal em todo

ponto.

S. Izumiya e N. Takeuchi demonstram em [6] a existéncia de uma caracterizagdo

para hélices inclinadas no espaco euclidiano com o seguinte:

Teorema 3.1. Seja o : I — R® uma curva parametrizada pelo comprimento de arco
com curvatura k(s) # 0, s € I e com tor¢ao 7. Entdo o« € hélice inclinada se, e

somente se, a funcao

k2 N/
) = G ()
€ constante em todo ponto do intervalo de definicao da curva.

Prova: A prova deste teorema é relativamente simples. Mostramos, primei-

ramente, que « é hélice inclinada se, e somente se, o campo normal da curva
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ne(s) : I — S? & um arco de circunferéncia em S®. De fato, o traco de n, é
um arco de circunferéncia em S? se, e somente se, existe um vetor v € R? tal que
para todo s € I,

[7a(s) = vl| =

Esta igualdade é verdadeira se, e somente se, (n,(s),v) = c. Agora, calculamos a
curvatura geodésica da normal n, em S? e mostramos que é dada pela funcio g.
Para isto, lembramos que a curvatura geodésica de um campo tangente unitario w

ao longo de uma curva ~ é dada por

Dw dw
PN
{dt} <dt’ /\w>’

onde N ¢ a normal de Gauss de S?. Neste nosso caso tomamos o campo w como sendo
% e usando as equacoes de Frenet de uma curva em R® temos que a curvatura
geodésica da normal de « tem a férmula dada por g. [ ]

Como nao existe definicao de angulo no espaco de Minkowski introduzimos a

seguinte:

Definicao 3.3. Uma curva o : I — E2 parametrizada pelo comprimento de arco é
uma hélice inclinada se existe uma direcio fiva v em E? tal que a funcdo f: I — R,

dada por, f(s) = N(s).v € constante.

Notamos que assim como no caso de uma hélice generalizada, uma hélice incli-
nada no espaco de Minkowski também é uma hélice inclinada no espaco euclidiano.
Mostramos agora que é possivel caracterizar hélices inclinadas no espaco de Min-
kowski. Para isto, restringimos o conjunto de curvas as que possuem curvatura e

torgao e segunda derivada nao nulas.
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Teorema 3.2. Seja o : I — E3 uma curva parametrizada pelo comprimento de
arco com vetor normal tipo-tempo ou tipo-espaco. Entao o - I — E? ¢ uma hélice

inclinada se, e somente se, uma das duas fungoes

s (1) ™ s (7)

¢ constante em todo lugar onde k* — 672 ndo se anula.

Prova: Como a curva « é tipo-tempo ou tipo-espago com vetor normal tipo-

tempo ou tipo-espaco em E?, o triedro de Frenet {T, N, B} é dado por,

/ ()
T(s) =a'(s), N(s)= =7, B(s)=T(s) ANN(s).
la (s)]]
Fazemos primeiro a implicagao (=). Como a curva « ¢ uma hélice inclinada existe
uma direcio v € E} tal que a funcio N(s).v é constante. Para cada s € I, o
conjunto {T, N, B} é uma base ortonormal lorentziana e escrevemos o vetor v como

um campo constante usando funcoes diferencidveis aq, as, az : I — R tais que
v=a1(5)T(s) + az(s)N(s) + as(s)B(s).

Notamos que ay(s) = N(s).v = ¢, onde ¢ é uma constante em R. Derivando a
expressdo que determina a constante v em E2, e usando as equacdes de Frenet para

a curva chegamos ao seguinte sistema;

ay(s) + cek(s =
0k(s)ai(s) — d7(s)asz(s) =

as(s) — cder(s) = 0,
onde da segunda equacao a1(s) = as(s) (%) (s). Segue ainda que
2 2 s 20\ 2 T 2 5 2
vav = €aj(s) + dc° — deaz(s) = eaz(s) (k: (s) + 0c” — deas(s).
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2
Assim, a3(s) <<%) - 5> = —6c® + v . v. Consideramos a constante m > 0 tal que

a2(s) ((%)2 - 5) = ym?,y € {~1,0,1}. (3.1)

2
Notamos que se v = 0, temos a3(s) <(£) — 5> = 0, e por hipotese como k*(s) —

672(s) # 0, s € I devemos ter as(s) = 0. Mas se isso acontece, pela segunda equacio
do sistema a;(s) = 0, logo a/(s) = 0 e pela primeira equacao, ¢ = 0 implicando v = 0
o que é uma contradi¢do. Sendo assim, v € {—1,1}. Com a variagdo de y em {—1,1}

seguem as seguintes expressoes para ag,

ag(s):iLz ou ag(s)::l:LQ.
VG) - Vo= (%)

Pela terceira equacao do sistema, derivamos as expressoes de az e encontramos:

k? T\/ dc k2 T\ dc

(k2 — o72)3/2 (E) =En N m sy (E) DR )
k2 '

Para provar a reciproca, supondo —————= (~) = ¢, definimos o campo
(k2 — 672)3/2 \k
vetorial,
T k
v(s) = ——=T(s) — dec N(s) + B(s).

Derivando e usando as equacoes de Frenet, encontramos

) e

+ dckT(s) + ¢t B(s) — et B(s) — <%) N(s),

mostrando que o campo v é constante. Além disso, N(s).v = c¢. Portanto, o € uma

v'(s) = —0ckT(s)+ (

hélice inclinada. [ |

Observacao 3.2. A hipotese neste teorema sobre a fungio 7%(s) — 6k*(s) # 0 para
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todo s, é necessaria uma vez que nao se sabe o que acontece quando 6 = 1. Porém,
para uma curva tipo-tempo onde 72 — k* = 0 temos 7 = k ou 7 = —k e definindo
os campos v(s) = T'(s) + B(s) ou v(s) = T(s) — B(s) respectivamente, provamos
derivando os respectivos campos e usando as equacoes de Frenet que v é constante.
Mais ainda, N(s).v = 0 para todo s, logo a curva tipo-tempo em questao é uma
hélice inclinada. Finalizamos esta observacao, com o fato que uma curva tipo-tempo
a tal que 7 = k = constante tem existéncia assegurada pelo Teorema Fundamental
de curvas no espaco.

Existe ainda um teorema de caracterizacao para hélices que sao curvas do tipo-

espaco, de segunda derivada tipo-luz, com o seguinte enunciado.
Teorema 3.3. Toda curva tipo-espaco onde o vetor normal € tipo-luz € uma hélice.

Prova: Neste caso, o vetor normal tipo-luz e as equacoes de Frenet sao as dadas
no Capitulo 2 onde 7 é a torcao da curva e nao se anula em nenhum s. O fato de
N(s) ser tipo-luz em todo ponto, induz tomar um campo do tipo v(s) = b(s)N(s)
para alguma funcao b diferencidvel. Supondo que exista tal campo, este deveria
ser constante e portanto derivando e usando as equagoes de Frenet chegamos a
v'(s) = (V'(s) + b(s)7(s))N(s) logo V'(s) + b(s)T(s) = 0, uma vez que, N(s).v = 0.

Entao a prova deste item se resume a tomar o campo v(s) = b(s)N(s) com b(s)
solugdo nao trivial da equagio diferencial ordinéria b'(s) 4 b(s)7(s) = 0. u

Para finalizar, apresentamos uma caracterizacao para hélices inclinada tipo-luz.

Teorema 3.4. Seja o uma curva tipo-luz pseudo-parametrizada pelo comprimento
de arco em E2. Entdo o é uma hélice inclinada se, e somente se, a tor¢io é dada

por
a

m(s) = (bs + ¢)?’
onde a, b e ¢ sao constantes, com bs + ¢ # 0.
Prova: Seja 7 a torcao de «, assumida nao nula em todo ponto s € I. No-
vamente, assumindo que a é hélice inclinada, existe uma direcdo fixa v tal que

N(s)«v =¢, c € R constante. Podemos escrever o campo constante v como
v=a1(s)T(s) +cN(s) + asB(s),
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para funcoes diferencidveis aq, ag definidas sobre I. Deste modo, derivamos o campo

v, usamos as equacoes de Frenet e chegamos a

W) +erls) =
ar(s) — 7(s)as(s) =
as(s) + ¢ =

Da terceira equagio az(s) = ¢, entdo as(s) = ¢s + m implicando com a segunda
equagdo que a; = 7(s)(cs +m) de derivada a}(s) = 7'(s)(cs + m) + 7 substituida
na primeira equagao resulta na equagao diferencial (cs + m)7'(s) + 2c7(s) = 0. A

solucao desta equacao é
a

7(8) = ——m—

(s) T
onde a, ¢ e m sao constantes.

Para a implicacao reversa do teorema, mais uma vez definimos um campo vetorial

conveniente

u(s) = (bs‘l C) T(s) + bN(s) + (bs + ) B(s).

Usando as equacoes de Frenet, para o carater causal da curva, temos v' = 0,
isto é, v é campo constante, além disso, N(s).v = b e b é constante por hipotese.

Portanto, o é hélice inclinada e concluimos a prova do teorema. [ |

Corolario 3.1. Seja o : [ — E? a parametrizacio de wma curva pelo comprimento

de arco.

a) Se a € curva tipo-tempo ou tipo-espa¢o com vetor normal tipo-espaco e o

k*(s) # 0, entdo o é uma hélice inclinada se, e somente se, a curva B :
I — E? de parametrizacio B(s) = (/ kds,/Tds) € uma curva com curvatura
constante no plano de Minkowski .

Prova: Como 72 — k*(s) # 0, ou |7> — k*| = 72 — k* ou |7* — K?| =
k* — 72, Tomamos a curva diferenciavel 8 : I — E? de parametrizacio
B(s) = (/ k;ds,/Tds), com primeira e segunda derivadas sendo respecti-

vamente, 3'(t) = (k,7) e 8"(t) = (K',7') e aplicando a formula para encontrar

62



a curvatura de uma curvatura sob um parametro qualquer vista no capitulo

2, encontramos;

det(p', 8")

16]]2
det((k,7), (K, 7))
(K, 7)1

'k — K7

k2 =723

2
=0l

6/{?5 =

Portanto,

b=ty (7)o b=t ()

Deste modo, pelo Teorema 3.2 « é hélice inclinada em E? se, e somente se, a

curvatura kg da curva ((s) = (/ kds,/Tds) é constante. u

b) Seja a ¢ uma curva tipo-espago com vetor normal tipo-tempo satisfazendo k* +

7%(s) # 0. FEntdo o é uma hélice inclinada se, e somente se, a curva de
parametrizacio = ( | kds, /Tds) ¢ um circunferéncia no plano Euclidiano
RQ

Prova: A demonstracao deste item do corolario é praticamente identica a do

item anterior, a dnica modificacao ocorre no produto interno e isto implica

que a curvatura da curva 3 = (/ kds,/Tds) seja

2
’fﬁ‘(sz—ﬁ);@)/'

Portanto, a curva « sera hélice inclinada se, e somente se, a curvatura da curva

B = (/ kds,/rds) é constante. u
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3.2 Indicatrizes de uma Hélice Inclinada nao nula

Nesta secao mostramos que é possivel identificar uma hélice inclinada através de
suas indicatrizes tangente e binormal. Nos restringimos apenas a curvas nao nulas
(tipo-tempo ou tipo-espago) cujo vetor normal N é tipo-tempo ou tipo-espaco. Se
a é curva tipo-espaco ou tipo-tempo parametrizada pelo comprimento de arco, sua
indicatriz tangente é o campo tangente T : I — E? e sua indicatriz binormal &
o campo binormal B : I — E?. Os conjuntos H> = {x € Ef,z.2 = —1} e
S? = {z € E2 2.0 = 1} s@o chamados de espago hiperbdlico e o espago De Sitter,
respectivamente. Quando a imagem de uma curva é um subconjunto de H? ou de
S? dizemos que a curva € esférica. Como ||T(s)|| = ||B(s)|| = 1 para todo s, as

indicatrizes tangente e binormal de a sao curvas esféricas.

Teorema 3.5. Se uma curva « tipo-tempo ou tipo-espaco parametrizada pelo com-
primento de arco, com vetor normal tipo-tempo ou tipo-espaco € uma hélice inclinada

em E2, entio sua indicatriz tangente é uma hélice esférica.

Prova: Denotamos a curvatura e a torcao de T por kp e 7r, respectivamente.

Provamos que ;—T é constante, e pela Proposicao 3.1 isto mostra que T é uma hélice.
T
Observamos que 7' nao ¢ necessariamente a parametrizagao pelo comprimento de
arco da indicatriz tangente. FEntao, usamos as férmulas de curvatura e torcao de
uma curva ndo parametrizada pelo comprimento de arco em E3:
e~ BOBOR - (30 .50 0.8 W)
o 16" (@)[|°
det(5'(2), B"(t), 8" (%))
kG016 @)

T5(t) =

Por hipotese, a é uma curva com vetor normal N tipo-espaco ou tipo-tempo.
Entao a indicatriz tangente 7' é uma curva tipo-espaco ou uma curva tipo-tempo

pois pelas equacoes de Frenet 7" = §kN. Para ambos o0s casos,

k% — 672
12

B =

/o iy 1.5 Z)l — k (Z /
det(T', T", T") = —k (k = g k)

64



Portanto,

m_ B (Z)’
kr k2 — o722 \k/

Conluimos que a é uma hélice inclinada se, e somente se, a sua indicatriz tangente

T ¢ uma hélice em E?. |

Teorema 3.6. Seja o uma curva tipo-espaco ou tipo-tempo parametrizada pelo com-
primento de arco, com vetor normal tipo-espaco ou tipo-tempo. Entao a € uma hélice
inclinada de E? se, e somente se, a indicatriz binormal B de o é uma hélice esférica.

Prova: A demonstracao deste teorema é feita do mesmo modo que a do Teorema

3.5. Desta forma,

|72 — 5K?|

2

/Y4 ///_231/ _k—21/
,  det(B, B", BY) = k°r (k) e <k) '

2 _
kg =
-

Portanto,

T_B_’f_2<z>’
P AV

consequentemente, o € uma hélice inclinada se, e somente se, a indicatriz binormal

¢ hélice generalizada em E3, |
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