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Resumo

Apresentaremos neste trabalho um estudo sobre o modelo de super-

condutividade de Ginzburg-Landau com efeito magnético em uma peĺıcula de

altura variável. Esta peĺıcula é representada por um domı́nio tridimensional

Ω(ε) = D × (0, ε a(x′)), x′ ∈ D, sendo ε um parâmetro positivo. Definiremos

um problema limite, quando ε → 0, no domı́nio bidimensional D. Mostraremos

então que perto, em uma certa topologia, de um mı́nimo local do problema

limite existe um mı́nimo local do problema original. O estudo é baseado no

artigo “Ginzburg-Landau equation with Magnetic Effect in a thin domain”de

S. Jimbo e Y. Morita publicado em Calc. Var. 15, 325-352 (2002).



Abstract

We will present in this work a study about the Ginzburg-Landal model

of superconductivity with magnetic effect in a film with variable thickness. The

representation of this film is a three dimensional domain Ω(ε) = D×(0, εa(x′)),

x′ ∈ D, where ε a positive parameter. We will define a limit problem, when

ε → 0, in the two dimensional domain D. We will show that near, in a certainly

topology, of a local minimum of the limit problem, there is a local minimum

of the original problem. This study is based on the work “Ginzburg-Landau

equation with Magnetic Effect in a thin domain”S. Jimbo e Y. Morita, Calc.

Var. 15, 325-352 (2002).
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1 Introdução

Estudaremos aqui o problema matemático, de grande interesse f́ısico,

de encontrar um mı́nimo local para o funcional de energia de Ginzburg-Landau.

Após apresentarmos algumas informações sobre o funcional de Ginzburg-

Landau, apresentaremos uma dedução heuŕıstica de um problema limite, em

um certo sentido, cuja abordagem é mais fácil. A idéia principal do artigo é

mostrar que perto (numa certa topologia) de um mı́nimo deste problema limite

podemos encontrar um mı́nimo local para o funcional original.

Feito isso, apresentaremos os resultados principais do trabalho, pas-

sando logo após a apresentar as principais ferramentas para demonstrar tais

resultados. Terminado o estudo destas ferramentas é feita a demonstração do

teorema principal do trabalho, que usa entre outras técnicas, o Método Direto

do Cálculo Variacional. Por último, é demonstrado um resultado que garante

a existência de soluções para o problema limite.

Este trabalho é baseado no artigo “Ginzburg-Landau equation with

Magnetic Effect in a thin domain”de S. Jimbo e Y. Morita publicado em Calc.

Var. 15, 325-352 (2002).
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2 Informações sobre as Equações de Ginzburg-

Landau

O fenômeno de correntes elétricas permanentes em materiais super-

condutores tem sido estudado por várias décadas.

Um experimento t́ıpico é submeter um corpo (de material apropriado),

na forma de um anel, a um campo eletromagnético, que o induz uma corrente

elétrica. A temperatura do corpo é então diminúıda até alcançar o regime

supercondutor (i.e., quando praticamente não há resistência elétrica) e, então,

o campo eletromagnético aplicado é desligado.

Observa-se que a corrente elétrica persiste com resistência elétrica

praticamente nula por longos peŕıodos (às vezes, durante anos). Os f́ısicos

Ginzburg e Landau criaram em aproximadamente 1950 um modelo fenome-

nológico para descrever a situação. De acordo com essa teoria, uma corrente

permanente corresponde um mı́nimo do funcional energia

G(Ψ, A) =

∫

Ω

{
1

2
|(∇− iA)Ψ|2 +

λ2

4
(1− |Ψ|2)2

}
dx +

1

2

∫

IR3

|rotA−Hλ
apl|2dx

(1)

sendo:

| | a norma euclidiana (identificando IC3 com IR6),

Ω a região do espaço ocupada pelo material supercondutor,

Ψ : Ω → IC a função de onda dos elétrons no material,

|Ψ| a densidade dos pares de elétrons supercondutores,

A : IR3 → IR3 o potencial magnético cujo rotacional representa o campo

magnético induzido,

Hλ
apl o campo magnético aplicado e

λ o parâmetro de Ginzburg-Landau que depende das caracteŕısticas do mate-

rial da amostra supercondutora.

Observação 2.1 No caso de ausência do campo aplicado (i.e., Hλ
apl ≡ 0), um

mı́nimo global (trivial) de G é dado por (Ψ, A), sendo Ψ = eic, A = 0, e c um
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número real qualquer. Esta solução matemática não interessa ao modelo, pois

não induz corrente.

Os pontos cŕıticos de G, interessantes do ponto de vista f́ısico, são

aqueles que minimizam (pelo menos localmente) o funcional energia Gε(Ψ, A)

e que induzem corrente.

Observação 2.2 A expressão (1) com Hλ
apl ≡ 0 pode ser escrita da forma

G(Ψ, A) =

∫

Ω

{
1

2
|(∇− iA)Ψ|2 +

α

4
(1− |Ψ|2)2

}
dx +

β

2

∫

IR3

|rotA|2dx, (2)

sendo α e β números reais estritamente positivos. Para obter (1) de (2), basta

aplicar à (2) a mudança de coordenadas x → y√
β

, A → B√
β

e multiplicar o

resultado por β
5
2 , assim obtemos (1) com λ =

√
αβ.

Proposição 2.1 O funcional (2) é gauge invariante, isto é, dada ρ : Ω → IR

suave temos

G(Ψ, A) = G(Ψeiρ, A +∇ρ)

Demonstração:

G(Ψeiρ, A +∇ρ) =

∫

Ω

{
1

2
|(∇− iA− i∇ρ)Ψeiρ|2 +

α

4
(1− |Ψeiρ|2)2

}
dx

+
β

2

∫

IR3

|rot(A +∇ρ)|2dx.

Consideremos Ψ = ψ1 + iψ2, com ψ1, ψ2 : Ω → IR, temos:

i) |(∇− iA− i∇ρ)Ψeiρ|2 = |(∇− iA− i∇ρ)(ψ1 + iψ2)(cosρ + isenρ)|2

= |∇ψ1 + i∇ψ2 − iAψ1 + Aψ2|2

= |(∇− iA)Ψ|2.

ii) |Ψeiρ| = |Ψ|.
iii) |rot(A +∇ρ)|2 = |rotA|2, pois rot é linear e ∇ é conservativo.

De i), ii) e iii) obtemos G(Ψ, A) = G(Ψeiρ, A +∇ρ).

Proposição 2.2 Podemos procurar soluções para (2) tais que A satisfaça a

igualdade divA = 0.



11

Demonstração: Vimos que (2) é gauge invariante, logo dada ρ suave, temos

que

G(Ψ, A) = G(Ψeiρ, A +∇ρ).

Então, dada uma função apropriada A, basta tomarmos ρ tal que

4ρ = −divA, ∀x ∈ IR3.

Temos então div(A +∇ρ) = divA +4ρ = 0.
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3 Apresentação do problema

Nosso objetivo é encontrar um mı́nimo local não trivial (conforme Observação

2.1) para o funcional energia Gε : H1(Ω(ε); IC)× Y dado por

Gε(Ψ, A) =

∫

Ω(ε)

{
1

2
|(∇− iA)Ψ|2 +

α

4
(1− |Ψ|2)2

}
dx +

β

2

∫

IR3

|rotA|2dx (3)

sendo:

Ω(ε) = {(x′, x3) ∈ IR3; x′ ∈ D ⊂ IR2, 0 < x3 < εa(x′)} (4)

α, β parâmetros estritamente positivos que dependem das caracteŕısticas do

material da amostra supercondutora,

a : D → IR uma função de classe C1(D) estritamente positiva,

D um domı́nio com fronteira suave e

Y = {A ∈ L6(IR3, IR3);∇A ∈ L2(IR3; IR3×3)}.
Note que:

i) A superf́ıcie dada pelo gráfico de a determina a geometria da parte superior

de Ω(ε). A fronteira de Ω(ε) é constitúıda de uma parte suave e uma não

suave. Na figura abaixo, vemos um exemplo do domı́nio Ω(ε), sendo D um

intervalo da reta e a : D → IR uma função estritamente positiva e suave.

a (x')ε

Ω (ε)

D

Figura 1

ii) Y é espaço de Banach se considerarmos, em Y , a norma

‖B‖Y = ‖∇B‖L2(IR3,IR3×3).
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Podemos definir esta norma em virtude da Desigualdade de Sobolev (154).

iii) Em virtude da Proposição 2.2 podemos procurar soluções para Gε em

H1(Ω(ε))× Z, sendo

Z =
{
A ∈ Y ; divA = 0 em IR3

}
(5)

iv) Da igualdade

‖∇B‖2
L2(IR3;IR3×3) = ‖divB‖2

L2(IR3;IR) + ‖rotB‖2
L2(IR3;IR3×3),

segue que em Z vale ‖∇B‖2
L2(IR3;IR3×3) = ‖rotB‖2

L2(IR3;IR3×3).

v) Foi demonstrado em [9], que, se o domı́nio for convexo e estiver contido

em IR2, existem apenas pontos cŕıticos triviais para o funcional de Ginzburg-

Landau. No mesmo artigo, eles dizem suspeitar que o mesmo vale para

domı́nios convexos contidos em IR3. Caso isto seja confirmado, não estaŕıamos

interessados em a e D que tornem Ω(ε) convexo (como por exemplo a constante

e D convexo) .

Vamos calcular a equação de Euler-Lagrange de (3). Dadas Φ e B

funções teste, tais que, (Φ, B) ∈ H1(Ω(ε); IC)× Z ,consideremos

g(t) = Gε(Ψ + tΦ, A + tB).

Precisamos calcular g′(0) = G′
ε(Ψ, A)(Φ, B).

Sejam Ψ = ψ1+iψ2, Φ = φ1+iφ2, A = (A1, A2, A3)e B = (B1, B2, B3).
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Temos

g′(0) =

∫

Ω(ε)

(∇ψ1 + Aψ2)(∇φ1 + Aφ2 + Bψ2)dx

+

∫

Ω(ε)

(∇ψ1 + Aψ2)(∇φ1 − Aφ1 −Bψ1)dx+

−
∫

Ω(ε)

α(1− |Ψ|2)(ψ1φ1 + ψ2φ2)dx+

+

∫

IR3

β(rotA)(rotB)dx

=

∫

Ω(ε)

{(∇ψ1 + Aψ2)∇φ1 − [(A∇ψ2 − A2ψ1) + α(1− |Ψ|2)ψ1]φ1}dx

+

∫

Ω(ε)

{(∇ψ2 − Aψ1)∇φ2 + [(A∇ψ1 + A2ψ2)− α(1− |Ψ|2)ψ2]φ2}dx

+

∫

Ω(ε)

[ψ2∇ψ1 + A(ψ2)
2 − ψ1∇ψ2 + A(ψ1)

2]Bdx

+

∫

IR3

β(rotA)(rotB)dx.

(6)

Integrando (6) por partes temos,

g′(0) =

∫

Ω(ε)

{−4ψ1 − A∇ψ2 − A∇ψ2 + A2ψ1 − α(1− |Ψ|2)ψ1}φ1dx (7)

+

∫

Ω(ε)

{−4ψ2 + A∇ψ1 + A∇ψ1 + A2ψ2 − α(1− |Ψ|2)ψ2}φ2dx (8)

+

∫

∂Ω(ε)

(∇ψ1 + Aψ2).νφ1dS (9)

+

∫

∂Ω(ε)

(∇ψ2 − Aψ1).νφ2dS (10)

+

∫

Ω(ε)

[ψ2∇ψ1 + A(ψ2)
2 − ψ1∇ψ2 + A(ψ1)

2]Bdx (11)

−
∫

IR3

β(rotrotA)Bdx. (12)

Para encontrar a equação de Euler-Lagrange de (3) precisamos resolver

a igualdade g′(0) = 0. Sabemos que g′(0) é dado pelas equações (7)-(12); em

particular quando φ2 ≡ 0, B ≡ 0 e φ1 ∈ C1
c (Ω(ε)) temos que g′(0) = 0 se, e

somente se, (7) é nula para toda φ1 ∈ C1
c (Ω(ε)); logo

−4ψ1 − A∇ψ2 − A∇ψ2 + A2ψ1 − α(1− |Ψ|2)ψ1 = 0 ∀x ∈ Ω(ε). (13)
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Utilizando o mesmo racioćınio para φ1 ≡ 0, B ≡ 0 e φ2 ∈ C1
c (Ω(ε)) segue que

−4ψ2 + A∇ψ1 + A∇ψ1 + A2ψ2 − α(1− |Ψ|2)ψ2 = 0 ∀x ∈ Ω(ε). (14)

Considerando agora φ2 ≡ 0 e B ≡ 0, a igualdade g′(0) = 0 acontece

se, e somente se, (9) é nula para toda φ1, logo temos

(∇ψ1 + Aψ2).ν = 0 ∀x ∈ ∂Ω(ε). (15)

Analogamente temos

(∇ψ2 − Aψ1).ν = 0 ∀x ∈ ∂Ω(ε). (16)

Vejamos agora o caso φ1 ≡ 0, φ2 ≡ 0 e B ∈ C1
c (Ω(ε)). Utilizando (11)

e (12) temos

∫

Ω(ε)

[ψ2∇ψ1 + A(ψ2)
2 − ψ1∇ψ2 + A(ψ1)

2]Bdx−
∫

Ω(ε)

β(rotrotA)Bdx = 0

para toda B ∈ C1
c (Ω(ε)), logo

[ψ2∇ψ1 + A(ψ2)
2 − ψ1∇ψ2 + A(ψ1)

2]χΩ(ε)
− βrotrotA = 0 ∀x ∈ Ω(ε). (17)

Da mesma forma se φ1 ≡ 0, φ2 ≡ 0 e B ∈ C1
c (IR3\Ω(ε)) segue que

[ψ2∇ψ1+A(ψ2)
2−ψ1∇ψ2+A(ψ1)

2]χΩ(ε)
−βrotrotA = 0 ∀x ∈ IR3\Ω(ε). (18)

Como ∂Ω(ε) tem medida nula em IR3 de (17) e (18) segue que

[ψ2∇ψ1 + A(ψ2)
2 − ψ1∇ψ2 + A(ψ1)

2]χΩ(ε)
− βrotrotA = 0 ∀x ∈ IR3. (19)

Tomando Ψ = ψ1 + iψ2, das equações (13), (14), (15) e (16) segue que

(∇− iA)2Ψ + α(1− |Ψ|2)Ψ = 0 x ∈ Ω(ε) (20)

e

∂Ψ

∂ν
= i(A.ν)Ψ x ∈ ∂Ω(ε). (21)
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Segue de (20), (21) e (19) que a Equação de Euler-Lagrange de (3) é dada por





(∇− iA)2Ψ + α(1− |Ψ|2)Ψ = 0 x ∈ Ω(ε)

∂Ψ
∂ν

= i(A.ν)Ψ x ∈ ∂Ω(ε)

−βrotrotA− [ i
2
(Ψ∗∇(Ψ)−Ψ∇(Ψ∗)) + |Ψ|2A]χΩ(ε) = 0 x ∈ IR3

(22)

sendo ν o vetor normal exterior a ∂Ω(ε), Ψ∗ o conjugado complexo de Ψ e

χΩ(ε) a função caracteŕıstica em Ω(ε).
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4 Redução formal a um “problema limite”

As aspas usadas acima são devidas ao fato do problema limite ser

justificado pelo modelo f́ısico.

Façamos em Ω(ε) a mudança de coordenadas x3 = εa(x′)ζ, ζ ∈ (0, 1).

Dadas Ψ ∈ H1(Ω(ε); IC) e A ∈ Z definimos

Ψ̃(x′, ζ) = Ψ(x′, εa(x′)ζ)

Ã(x′, ζ) = A(x′, εa(x′)ζ).

Temos então

Ψ̃x1 = Ψx1 + εax1ζΨx3

Ψ̃x2 = Ψx2 + εax2ζΨx3

Ψ̃ζ = εaΨx3

dáı, segue que

Ψx1 = Ψ̃x1 −
ax1

a
ζΨ̃ζ

Ψx2 = Ψ̃x2 −
ax2

a
ζΨ̃ζ

Ψx3 =
1

εa
Ψ̃ζ .

Portanto, podemos escrever

∇(Ψ) := ∇̃εΨ̃ =

(
Ψ̃x1 −

ax1

a
ζΨ̃ζ , Ψ̃x2 −

ax2

a
ζΨ̃ζ ,

1

εa
Ψ̃ζ

)
. (23)

De (23) segue que

|∇(Ψ)|2 = |∇̃εΨ̃|2 = |∇′Ψ̃|2−2Re

[〈∇′a
a

,∇′Ψ̃
〉

2

Ψ̃∗
ζ

]
ζ+

( |∇′a|2ζ2

a2
+

1

ε2a2

)
|Ψ̃ζ |2

(24)

sendo Ψ∗ o conjugado complexo de Ψ,∇′ =
(

∂
∂x1

, ∂
∂x2

)
e 〈(a, b), (c + di, e + fi)〉2 =

〈(a, b), (c, e)〉+ i 〈(a, b), (d, f)〉 = ac + be + i(ad + bf).
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Utilizando (24), podemos escrever

Gε(Ψ, A) = G̃ε(Ψ̃, Ã)

=
ε

2

∫

D

a

∫ 1

0

|∇̃εΨ̃|2dζdx′

+ε

∫

D

a

∫ 1

0

{
Re

[
i
〈
Ã, ∇̃εΨ̃

〉
3
Ψ̃∗

]
+

1

2
|Ã|2|Ψ̃|2 +

α

4
(1− |Ψ̃|2)2

}
dζdx′

+
β

2

∫

IR3

|rotA|2dx

(25)

sendo <,>3 análogo a <,>2 para vetores de 3 coordenadas.

De (23) segue que

〈
Ã, ∇̃εΨ̃

〉
3
Ψ̃∗ =

〈
Ã, (∇′Ψ̃, 0)

〉
3
Ψ̃∗ −

〈
Ã,

(∇′a
a

, 0

)〉

3

ζΨ̃ζΨ̃
∗ +

1

εa
Ã3Ψ̃ζΨ̃

∗

e, substituindo isto em (25), temos

Gε(Ψ, A) =
ε

2

∫

D

a

∫ 1

0

|∇̃εΨ̃|2dζdx′

+ε

∫

D

a

∫ 1

0

Re
[
i
〈
Ã, (∇′Ψ̃, 0)

〉
3
Ψ̃∗

]
dζdx′

−ε

∫

D

a

∫ 1

0

Re

[
i

〈
Ã,

(∇′a
a

, 0

)〉

3

ζΨ̃ζΨ̃
∗
]

dζdx′

+ε

∫

D

a

∫ 1

0

Re

[
i

εa
Ã3ζΨ̃ζΨ̃

∗
]

dζdx′

+
ε

2

∫

D

a

∫ 1

0

{
|Ã|2|Ψ̃|2 +

α

2
(1− |Ψ̃|2)2

}
dζdx′

+
β

2

∫

IR3

|rotA|2dx.

(26)

Finalmente, substituindo(24) em (26) temos
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Gε(Ψ, A) =
1

2ε

∫

D

1

a

∫ 1

0

|Ψ̃ζ |2dζdx′ +
∫

D

∫ 1

0

Re
[
iA3Ψ̃ζΨ̃

∗
]
dζdx′+

+
β

2

∫

IR3

|rotA|2dx

+
ε

2

∫

D

a

∫ 1

0

{
|∇′Ψ̃|2 − 2Re

[〈∇′a
a

,∇′Ψ̃
〉

2

Ψ̃∗
ζ

]
ζ

}
dζdx′

+
ε

2

∫

D

a

∫ 1

0

{
−2Re

[
i

〈
Ã,

(∇′a
a

, 0

)〉

3

ζΨ̃ζΨ̃
∗
]}

dζdx′

+
ε

2

∫

D

a

∫ 1

0

{ |∇′a|2ζ2

a2
|Ψ̃ζ |2 + 2Re

[
i
〈
Ã, (∇′Ψ̃, 0)

〉
3
Ψ̃∗

]}
dζdx′

+
ε

2

∫

D

a

∫ 1

0

{
|Ã|2|Ψ̃|2 +

α

2
(1− |Ψ̃|2)2

}
dζdx′.

(27)

O “problema limite”para Gε(Ψ, A) é dado por

G(ψ) =

∫

D

{
1

2
|∇ψ|2 +

α

4
(1− |ψ|2)2

}
adx′, ψ ∈ H1(D; IC) (28)

que denominaremos equação reduzida. Observe que, considerando (27), a

equação reduzida é, em um certo sentido

lim
ε→0

1

ε
Gε(Ψ, A).

As justificativas para esta redução (A e Ψζ tendendo a zero quando ε → 0)

são devidas ao modelo f́ısico.

A equação de Euler-Lagrange de G(ψ) é





1

a
div(a∇ψ) + α(1− |ψ|2)ψ = 0 x ∈ D

∂ψ

∂ν
= 0 x ∈ ∂D.

(29)

Proposição 4.1 Se ψ0 é uma solução de (29), então

sup
x∈Ω(ε)

|ψ0(x)| ≤ 1.

Demonstração: Esta demonstração é análoga à demonstração do Lema 6.1

que será feita posteriormente.
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Se ψ0 é solução de (29), o linearizado de (29) em torno de ψ0 é dado

por 



L′(ϕ) =
1

a
div(a∇ϕ) + α(1− |ψ0|2)ϕ− 2Re[αψ∗0ϕ]ψ0

D(L′) =

{
ϕ ∈ L2

a(D; IC); ϕ ∈ H2(D; IC) e
∂ϕ

∂ν
= 0 em ∂D

} (30)

sendo L2
a(S) =

{
ϕ ∈ L2(S); ‖ϕ‖L2

a(S) < ∞}
e ‖ϕ‖L2

a(S) =

∫

S

|ϕ|2adx.

Note que L′(iψ0) = 0. Logo, ϕ = iψ0 é uma autofunção correspon-

dente ao autovalor 0 de L′.

O funcional L′ é auto-adjunto em relação ao produto interno dado por

〈ψ, ϕ〉L2
a(D;IC)

= Re

∫

D

ψϕadx′.

Portanto, assumindo este produto interno em L2
a(D; IC) temos que todos os

autovalores de L′ são reais.

Consideremos a seguinte hipótese:

(A) Zero é autovalor simples de L′ e o restante dos autovalores são negativos.
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5 Resultados Principais

Teorema 5.1 [Teorema Principal] Seja ψ0 uma solução de (29) satisfazendo

(A). Então existem ε1 > 0 e uma função δ = δ(ε) definida para ε ∈ (0, ε1) tais

que:

i) δ(ε) → 0 quando ε → 0

ii) O funcional (3) possui um mı́nimo local (Ψε, Aε) ∈ H1(Ω(ε); IC)× Y satis-

fazendo

inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃ε − ψ̃0e
ic‖L2

a(D×(0,1);IC) < δ(ε). (31)

Este resultado garante a existência de solução para (3) desde que e-

xista solução de (29) satisfazendo (A). Apresentaremos agora um resultado

que sob certas condições sobre a e D, garante a existência de solução para (29)

satisfazendo (A). Consideremos

D =
{
x′ ∈ IR3; |x′| < 1

}

e a radialmente simétrica, isto é,

a = a(|x′|) = a(r), r = |x′|.

Proposição 5.1 Se a(r) > 0 é uma função de classe C2 satisfazendo:

i) ar(0) = ar(1) = 0,

ii) a′(r) ≥ 0, r ∈ [0, 1] e

iii) ∫ 1

0

a′

r
dr > a(1). (32)

Então existe α1 > 0 tal que para α > α1 a equação (29) possui uma solução

ψ0 satisfazendo (A) escrita da forma

ψ0 = f(r)e±iθ

sendo f solução do PVF




f ′′ +
(ra)′

ra
f ′ − 1

r2
f + α(1− f 2)f = 0 , r ∈ (0, 1)

f(0) = 0 , f ′(1) = 0.
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Utilizando os dois resultados anteriores, podemos enunciar um teore-

ma que garante a existência de mı́nimo local para o funcional energia Gε dado

pela expressão (3).

Teorema 5.2 Considere o domı́nio Ω(ε), sendo D = {x′ ∈ IR2; |x′| < 1} e a

uma função radialmente simétrica tal que

a′(0) = a′(1) = 0 , a′(r) ≥ 0 , r ∈ [0, 1] e

∫ 1

0

a′

r
dr > a(1).

Então existem números estritamente positivos α1 e ε1 tais que para ε ∈ (0, ε1)

e α > α1 o funcional energia Gε possui um mı́nimo local (Ψε, Aε) em Ω(ε)

satisfazendo

inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃ε − Ψ̃0e
ic‖L2

a(D×(0,1);IC) < δ(ε).
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6 Resultados preliminares

Seja g : [0,∞) → IR uma função de classe C∞ satisfazendo:

i) g(s) =
α

4
(1− s)2 s ∈ [0, 1]

ii) g′(s) > 0 s > 1

iii) g(s) ≤ α

4
(1− s)2 s ∈ [0,∞)

iv) ∃ k > 0 tal que





sup
s∈[0,∞)

|g′| ≤ k

sup
s∈[0,∞)

|g′′| ≤ k

sup
s∈[0,∞)

|g′′′| ≤ k

(33)

Observação 6.1 Existem funções satisfazendo (33), como por exemplo

g(s) =





α

4
(1− s)2 s ∈ [0, 1]

α

4
(1− s)2

[
1− e

− t
(1−s)2

]
s > 1.

sendo t > 0 uma constante.

Dada uma função g satisfazendo (33) definimos

W (Ψ) = g(|Ψ|2) (34)

e também um novo funcional energia

Eε(Ψ, A) =
1

ε

∫

Ω(ε)

{
1

2
|(∇− iA)Ψ|2 + W (Ψ)

}
dx +

β

2ε

∫

IR3

|rotA|2dx. (35)

Observação 6.2 De (33) iii), segue que W (Ψ) ≤ α

4
(1−|Ψ|2)2, ∀Ψ ∈ H1(Ω(ε); IC),

logo

Eε(Ψ, A) ≤ 1

ε
Gε(Ψ, A), ∀(Ψ, A) ∈ H1(Ω(ε); IC)× Z.

Observação 6.3 De (33) i), segue que

Eε(Ψ, A) =
1

ε
Gε(Ψ, A) para (Ψ, A) ∈ H1(Ω(ε); IC)× Z tais que |Ψ| ≤ 1.
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A equação de Euler-Lagrange de Eε(Ψ, A) é





(∇− iA)2Ψ + Wu(Ψ) = 0 x ∈ Ω(ε)

∂Ψ
∂ν

= i(A.ν)Ψ x ∈ ∂Ω(ε)

−βrotrotA− [ i
2
(Ψ∗∇(Ψ)−Ψ∇(Ψ∗)) + |Ψ|2A]χΩ(ε) = 0 x ∈ IR3.

(36)

Lema 6.1 Se (Ψ, A) é uma solução de (36) então

sup
x∈Ω(ε)

|Ψ(x)| ≤ 1.

Demonstração: Seja Ψ uma solução de (36), vamos escrever Ψ = u1 + iu2

e |u| = (u1)
2 + (u2)

2. Separando a parte real e a parte imaginária nas duas

primeiras linhas de (36), podemos reescrevê-las como

4u1 + 2A.∇u2 − |A|2u1 − 2g′(|u|2)u1 = 0 x ∈ Ω(ε) (37)

4u2 − 2A.∇u1 − |A|2u2 − 2g′(|u|2)u2 = 0 x ∈ Ω(ε) (38)

∂u1

∂ν
= −(A.ν)u2 x ∈ ∂Ω(ε) (39)

∂u2

∂ν
= (A.ν)u1 x ∈ ∂Ω(ε). (40)

Multiplicando (37) por 2u1, (38) por 2u2 e somando os resultados temos

2∑
i=1

2ui4ui + 4(−1)i+1Aui∇ui− 2|A|2(ui)
2− 4g′(|u|2)(ui)

2 = 0 x ∈ Ω(ε) (41)

e substituindo 2ui4ui = 4[(ui)
2]− 2|∇ui|2 , i = 1, 2 em (41) segue que

4(|u|2)−2(|∇u1+u2A|2+|∇u2−u1A|2)−4g′(|u|2)|u|2 = 0 x ∈ Ω(ε). (42)

Além disso, como
∂

∂ν
(|u|2) = 2u1

∂u1

∂ν
+2u2

∂u2

∂ν
utilizando (39) e (40) obtemos

∂

∂ν
(|u|2) = 0 x ∈ ∂Ω(ε). (43)

Logo se Ψ = u1 + iu2 é solução de (36), temos por (42) e (43) que
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4(|u|2)− 2(|∇u1 + u2A|2 + |∇u2 − u1A|2)− 4g′(|u|2)|u|2 = 0 x ∈ Ω(ε)

∂

∂ν
(|u|2) = 0 x ∈ ∂Ω(ε)

Conforme [2] se (Ψ, A) é solução de (36) então Ψ ∈ C1(Ω(ε)). Logo

sup
x∈Ω(ε)

|Ψ| = max
x∈Ω(ε)

|Ψ|.

Suponhamos por contradição que sup
x∈Ω(ε)

|Ψ| > 1, temos então

max
x∈Ω(ε)

|Ψ| > 1 ⇒ max
x∈Ω(ε)

|u|2 > 1.

Seja x0 o ponto de máximo de |u|2 em Ω(ε).

i) Se x0 é interior a Ω(ε) então existe aberto M interior a Ω(ε) tal que x0 ∈ M

e |u(x)|2 > 1, ∀x ∈ M . Logo por (33) g′(|u|2) > 0, ∀x ∈ M , substituindo em

(42) temos que 4(|u|2) ≥ 0, ∀x ∈ M . Utilizando no Prinćıpio Maximal (ver

apêndice) A = 4 e Ω = M segue que

|u(x)|2 ≡ |u(x0)|2, ∀x ∈ M. (44)

Substituindo (44) em (42) temos

−2(|u2A|2 + |u1A|2)− 4g′(|u|2)|u|2 = 0, ∀x ∈ M ⊂ Ω(ε).

A equação acima é uma contradição, pois, g′(|u|2) > 0, ∀x ∈ M .

ii) Agora, se o ponto x0 estiver na fronteira de Ω(ε) ele pode estar na parte

suave ou na parte não suave desta fronteira. Caso ele esteja na parte não

suave, existe vizinhança de x0 (bola aberta com centro em x0 intersecção com

Ω(ε)) onde |u(x)|2 > 1, e nesta vizinhança existe algum ponto que está na

parte suave da fronteira.

Logo, se x0 está na fronteira de Ω(ε) existe ponto x1 que pertence

à parte suave desta fronteira e que satisfaz |u(x1)|2 > 1. Podemos então

encontrar uma bola aberta B tal que:

i) x1 está na fronteira de B,
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ii) o vetor normal a ∂B no ponto x1 coincide com o vetor normal a ∂Ω(ε) no

ponto x1,

iii) |u(x)|2 > 1 para todo x ∈ B e

iv) o conjunto {B − {x1}} está contido no interior de Ω(ε).

Assim, em B vale g′(|u|2) > 0. Se o máximo de |u|2 em B não for

atingido em x1, ele é interior a Ω(ε) e obtemos uma contradição com o mesmo

argumento usado anteriormente. Caso o máximo de |u|2 em B seja atingido

no ponto x1, substituindo g′(|u|2) > 0 em (42) temos 4(|u|2) ≥ 0. Aplicamos

agora, o Lema de Hopf (ver apêndice) para Ω = B e p = x1. Caso u seja não

constante, temos uma contradição com (43); e caso u seja constante, temos

uma contradição com (42).

Lema 6.2 Se (Ψε, Aε) é mı́nimo local de (35). Então (Ψε, Aε) é também

mı́nimo local de (3).

Demonstração: Se (Ψε, Aε) é mı́nimo local de (35) então (Ψε, Aε) é uma

solução de (36), logo pelo Lema 6.1 sup
x∈Ω(ε)

|Ψε(x)| ≤ 1. Da observação 6.3

segue que

Eε(Ψε, Aε) =
1

ε
Gε(Ψε, Aε). (45)

Como (Ψε, Aε) é mı́nimo local de (35) segue que existe vizinhança V

de (Ψε, Aε) contida em H1(Ω(ε); IC)× Z tal que

Eε(Ψε, Aε) ≤ Eε(Ψ, A), ∀(Ψ, A) ∈ V (46)

utilizando (45), (46) e a observação 6.2 segue que

1

ε
Gε(Ψε, Aε) = Eε(Ψε, Aε) ≤ Eε(Ψ, A) ≤ 1

ε
Gε(Ψ, A), ∀(Ψ, A) ∈ V.

Mostrando que (Ψε, Aε) é também um mı́nimo local para Gε.

Dados M0 > 0 e δ > 0, consideremos os conjuntos

F (δ) =

{
(Ψ, A) ∈ H1(Ω(ε); IC)× Z; inf

0≤c≤2π
‖Ψ̃− ψ̃0e

ic‖L2
a(D×(0,1);IC) ≤ δ

}
,

F1(δ) = {(Ψ, A) ∈ F (δ); Eε(Ψ, A) < M0}.
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Lema 6.3 Dados dois números estritamente positivos M0 e δ2 consideremos

para 0 < δ ≤ δ2 o conjunto F1(δ) ⊂ F (δ). Então existem ε1 > 0 e M1 > 0 tais

que para ε ∈ (0, ε1)

‖Ψ̃‖H1
a(D×(0,1);IC) ≤ M1 ∀(Ψ, A) ∈ F1(δ)

sendo M1 uma constante que não depende de δ.

Demonstração: De (54) temos

‖∇Ψ‖2
L2 ≤ 4εM0

{
1 + C

ε
2
3

2β
‖Ψ̃‖2

L3
a

}
, ∀(Ψ, A) ∈ F1(δ). (47)

Utilizando o Corolário A.1 temos que

|∇′Ψ̃|2 ≤
(∣∣∣∣∇′Ψ̃− ∇′a

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
∇′a
a

ζΨ̃ζ

∣∣∣∣
)2

≤ 2

∣∣∣∣∇′Ψ̃− ∇′a
a

ζΨ̃ζ

∣∣∣∣
2

+ 2

∣∣∣∣
∇′a
a

ζΨ̃ζ

∣∣∣∣
2

= 2

{∣∣∣Ψ̃x1 −
ax1

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣
2

+
∣∣∣Ψ̃x2 −

ax2

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣
2

+
|∇′a|2ζ2

a2
ζ2|Ψ̃ζ |2

}

= 2

{∣∣∣Ψ̃x1 −
ax1

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣
2

+
∣∣∣Ψ̃x2 − ax2

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣
2

+
1

ε2a2
|Ψ̃ζ |2

}

+
2

a2

(
|∇′a|2ζ2 − 1

ε2

)
|Ψ̃ζ |2.

Dáı, tomando ε0 tal que se ε ∈ (0, ε0), temos
1

ε2
≥ max

x∈D
{|∇′a|2ζ2 +

a2

2
}, logo

|∇′Ψ̃|2 + |Ψ̃ζ |2 ≤ 2

{∣∣∣Ψ̃x1 −
ax1

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣
2

+
∣∣∣Ψ̃x2 −

ax2

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣
2

+
1

ε2a2
|Ψ̃ζ |2

}

+
2

a2

(
|∇′a|2ζ2 − 1

ε2
+

a2

2

)
|Ψ̃ζ |2

≤ 2

{∣∣∣Ψ̃x1 −
ax1

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣
2

+
∣∣∣Ψ̃x2 −

ax2

a
ζΨ̃ζ

∣∣∣
2

+
1

ε2a2
|Ψ̃ζ |2

}
.

Multiplicando os dois lados da desigualdade acima por a, integrando em D ×
(0, 1) e utilizando (23) segue que

∫

D×(0,1)

(|∇′Ψ̃|2 + |Ψ̃ζ |2)a(x′)dx′dζ ≤ 2

ε

∫

Ω(ε)

|∇Ψ|2dx (48)
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Usando (47), (48) e a imersão de L3
a(D×(0, 1); IC) em H1

a(D×(0, 1); IC)

temos que em F1(δ) vale

‖Ψ̃‖2
H1

a(D×(0,1);IC) = ‖Ψ̃‖2
L2

a(D×(0,1);IC) +

∫

D×(0,1)

(|∇′Ψ̃|2 + |Ψ̃ζ |2)adx′dζ

≤ ‖Ψ̃‖2
L2

a(D×(0,1);IC) + 8M0{1 + C
ε

2
3

β
‖Ψ̃‖2

L3
a(D×(0,1);IC)}

≤ ‖Ψ̃‖2
L2

a(D×(0,1);IC) + 8M0{1 + C
ε

2
3

β
‖Ψ̃‖2

H1
a(D×(0,1);IC)}

(49)

Tomando ε1 pequeno tal que ε1 ≤ ε0 e para ε ∈ (0, ε1) vale

8M0C
′ε

2
3

β
≤ 1

2

e utilizando (49) temos que em F1(δ) vale

‖Ψ̃‖2
H1

a(D×(0,1);IC) ≤ 2‖Ψ̃‖2
L2

a(D×(0,1);IC) + 16M0. (50)

Dado (Ψ, A) ∈ F (δ), utilizando a desigualdade acima, a desigualdade

de Minkowski (ver apêndice) e propriedades do ı́nfimo, temos

‖Ψ̃‖L2
a
≤ inf

0≤c≤2π
‖Ψ̃− ψ̃0e

ic + ψ̃0e
ic‖L2

a(D×(0,1);IC)

≤ inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃− ψ̃0e
ic‖L2

a(D×(0,1);IC) + inf
0≤c≤2π

‖ψ̃0e
ic‖L2

a(D×(0,1);IC)

≤ δ2 + 1.

Substituindo a desigualdade acima em (50), segue que existe M1 > 0 tal que

‖Ψ̃‖H1
a
≤ M1 para todo par (Ψ, A) ∈ F1(δ).

Lema 6.4 Nas hipóteses do Teorema 5.1 dados M0 > 0 e γ > 0 existem

números reais positivos µ1, δ1, c1 e uma função ε0(γ) positiva, monótona e

crescente, satisfazendo ε0(γ) → 0 quando γ → 0, tais que se (Ψ, A) ∈ F1(δ1),

0 < ε ≤ ε0(γ) e

inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃− ψ̃0e
ic‖L2

a(Ω(ε);IC) ≤ δ1 (51)

então

Eε(Ψ, A)− Eε(ψ0, 0) ≥ µ1 inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃− ψ̃0e
ic‖2

L2
a(Ω(ε);IC) −

γ

2

∫

D

adx′

−c1ε
2
3‖Ψ̃‖4

H1
a(D×(0,1);IC) +

β

4ε
‖∇A‖2

L2(IR3;IR3×3)

+
1

2ε
‖ΨA‖L2(Ω(ε);IR3)

(52)
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sendo ‖Ψ̃‖H1
a(D×(0,1);IC) =

(
‖Ψ̃‖2

L2
a(D×(0,1);IC) +

∫

D×(0,1)

(|∇′Ψ̃|2 + |Ψ̃ζ |2)adx′dζ

) 1
2

.

Demonstração: A demonstração deste resultado será feita posteri-

ormente a demonstração do Teorema Principal.
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7 Demonstração do Teorema Principal

Demonstraremos o Teorema 5.1 encontrando um mı́nimo em F (δ) (que

será mı́nimo local em H1(Ω(ε); IC)× Z) para o funcional Eε . Então utilizando

o Lema 6.2 segue que teremos um mı́nimo local em H1(Ω(ε); IC)× Z para Gε.

Note que o interior de F (δ) que denotaremos

F (δ)\∂F (δ) =

{
(Ψ, A) ∈ F (δ); inf

0≤c≤2π
‖Ψ̃− ψ̃0e

ic‖L2
a(D×(0,1);IC) < δ

}

é não vazio, pois ψ0 ∈ F (δ)\∂F (δ) .

Sejam M0 = Eε(ψ0, 0) + 1 e δ2 = δ1, sendo δ1 dado pelo Lema 6.4.

Mostremos que F1(δ) é limitado em H1(Ω(ε); IC)× Z.

Pelo Lema 6.3 com M0 e δ2 dados acima, existe M1 > 0 tal que

‖Ψ̃‖H1
a(D×(0,1);IC) ≤ M1 ∀(Ψ, A) ∈ F1(δ). (53)

Logo para (Ψ, A) ∈ F1(δ) temos:

i) Utilizando (53) e a equivalência das normas ‖.‖L2(Ω(ε);IC) e ‖.‖L2
a(D×(0,1);IC),

existe c > 0 tal que

‖Ψ‖L2(Ω(ε);IC) ≤ c‖Ψ̃‖L2
a(D×(0,1);IC) ≤ c‖Ψ̃‖H1

a(D×(0,1);IC) ≤ cM1.

ii) Das definições de Eε e F1(δ) segue que

‖∇A‖L2(IR3;IR3×3) ≤
2ε

β
Eε(Ψ, A) ≤ 2ε

β
M0.

iii) Existe C ′ > 0 tal que

‖∇Ψ‖2
L2(Ω(ε);IC) ≤ 4εM0 + C ′‖Ψ̃‖H1

a(D×(0,1);IC) ≤ 4εM0 + C ′M0.

Da fato, utilizando a Desigualdade de Minkowski (ver apêndice) e a Proposição

A.5 temos

‖∇Ψ‖2
L2(Ω(ε);IC) ≤ 2

[
‖(∇− iA)Ψ‖2

L2(Ω(ε);IC) + ‖iAΨ‖2
L2(Ω(ε);IC)

]
.

Aplicando a definição de Eε e a Desigualdade de Hölder Generalizada (ver

apêndice) no lado direito da equação acima segue que

‖∇Ψ‖2
L2(Ω(ε);IC) ≤ 4εEε(Ψ, A) + 2‖A‖2

L6(Ω(ε);IR3)
‖Ψ‖2

L3(Ω(ε);IC)

≤ 4εEε(Ψ, A) + 2‖A‖2
L6(IR3;IR3)

ε
2
3‖Ψ̃‖2

L3
a(D×(0,1);IC).
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Aplicando ii) e (154) no lado direito da equação acima temos que existe C > 0

tal que

‖∇Ψ‖2
L2(Ω(ε);IC) ≤ 4εEε(Ψ, A) + C‖∇A‖2

L2(IR3;IR3×3)ε
2
3‖Ψ̃‖2

L3
a(D×(0,1);IC)

≤ 4εM0 + C
2ε

β
M0ε

2
3‖Ψ̃‖L3

a(Ω(ε);IC). (54)

Como L3
a(D × (0, 1); IC) está imerso em H1

a(D × (0, 1); IC) segue de (54) que

existe C ′ > 0 tal que

‖∇Ψ‖2
L2 ≤ 4εM0 + C ′‖Ψ̃‖H1

a(D×(0,1);IC) ≤ 4εM0 + C ′M0.

Logo, de i), ii) e iii) segue que F1(δ) é limitado em H1(Ω(ε); IC) × Z.

Além disso, dado (Ψ, A) ∈ F1(δ), temos que Ψ é limitada em H1(Ω(ε); IC) e A

é limitada em Z.

Utilizaremos a seguir o método direto do cálculo variacional, com a

finalidade de encontrar um mı́nimo em F (δ) para o funcional Eε.

Seja d = inf
(Ψ,A)∈F (δ)

Eε(Ψ, A) ≥ 0. Da definição de ı́nfimo segue que

dado j ∈ IN∗, existe uma seqüencia (Ψj, Aj) ∈ F (δ), chamada seqüencia mini-

mizante tal que

Eε(Ψj, Aj) < d +
1

j
≤ d + 1 ≤ Eε(ψ0, 0) + 1 = M0.

Temos então que cada elemento (Ψj, Aj) da seqüência minimizante está contido

em F1(δ). Como F1(δ) é um conjunto limitado, a seqüência {Ψj} é limitada

em H1(Ω(ε); IC) e a seqüência {Aj} é limitada em Z.

Dada A ∈ Z e chamemos A∗ a restrição de A a Ω(ε), temos que A∗ ∈
H1(Ω(ε); IR3), pois A∗ ∈ L6(Ω(ε); IR3) e ∇A∗ ∈ L2(Ω(ε); IR3×3). Utilizando o

Teorema de Rellich-Kondrachov (ver apêndice) podemos extrair subseqüências

{Ψjk
} ⊂ {Ψj} e {Ajk

} ⊂ {Aj} tais que existem Ψε ∈ L2(Ω(ε); IC)∩ L4(Ω(ε); IC)

e A∗
ε ∈ L2(Ω(ε); IR3) ∩ L4(Ω(ε); IR3) satisfazendo

Ψjk
→ Ψε em L2(Ω(ε); IC)

Ψjk
→ Ψε em L4(Ω(ε); IC)

A∗
jk
→ A∗

ε em L2(Ω(ε); IR3)

A∗
jk
→ A∗

ε em L4(Ω(ε); IR3)
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Utilizando o Teorema de Compacidade Fraca (ver apêndice) existem

subseqüências de {Ψjk
} e {Ajk

} que continuaremos denotando {Ψjk
} e {Ajk

}
e funções Ψ′

ε ∈ H1(Ω(ε); IC), Aε ∈ Z tais que Ψjk
⇀ Ψ′

ε em H1(Ω(ε); IC) e

Ajk
⇀ Aε em Z.

Como Ψjk
⇀ Ψ′

ε em H1(Ω(ε); IC), temos que Ψjk
⇀ Ψ′

ε em L2(Ω(ε); IC).

Temos também que Ψjk
→ Ψε em L2(Ω(ε); IC). Portanto, pela unicidade do

limite fraco, temos Ψ′
ε = Ψε. Analogamente, mostramos que A∗

ε é a restrição

de Aε a Ω(ε).

Conseqüentemente, redefinindo os ı́ndices, se necessário para que eles

sejam os mesmos temos (Ψjk
, Ajk

) ⇀ (Ψε, Aε) em H1(Ω(ε); IC)× Z, e também

Ψjk
→ Ψε em L2(Ω(ε); IC) (55)

Ψjk
→ Ψε em L4(Ω(ε); IC) (56)

A∗
jk
→ A∗

ε em L4(Ω(ε); IR3) (57)

Ψjk
⇀ Ψε em H1(Ω(ε)) (58)

Ajk
⇀ Aε em Z (59)

sendo A∗ a restrição de A a Ω(ε).

Vejamos agora que Eε(Ψε, Aε) = d. Primeiramente, vejamos que

Eε(Ψε, Aε) ≤ d.

De fato,

Eε(Ψε, Aε) =
1

ε

∫

Ω(ε)

{
1

2
|∇Ψε|2 + W (Ψε)

}
dx +

β

2ε

∫

IR3

|∇Aε|2dx

+
1

ε

∫

Ω(ε)

|Aε|2|Ψε|2dx +
1

ε

∫

Ω(ε)

2AεRe[iΨ∗
ε∇Ψε]dx

(60)

Por [4] pag. 8, segue que
1

ε

∫

Ω(ε)

{
1

2
|∇Ψ|2 + W (Ψ)

}
dx é fracamente

s.c.i. em H1(Ω(ε); IC) e portanto

1

ε

∫

Ω(ε)

{1

2
|∇Ψε|2 + W (Ψε)}dx ≤ lim inf

jk→∞
1

ε

∫

Ω(ε)

{1

2
|∇Ψjk

|2 + W (Ψjk
)}dx. (61)
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Temos também que
β

2ε

∫

IR3

|∇A|2dx é fracamente s.c.i., pois

∫

IR3

|∇A|2dx é a

norma em Z, que é espaço de Banach. Logo,

β

2ε

∫

IR3

|∇Aε|2dx ≤ lim inf
jk→∞

β

2ε

∫

IR3

|∇Ajk
|2dx. (62)

Da Desigualdade de Hölder temos que

1

ε

∫

Ω(ε)

|Ajk
|2|Ψjk

|2dx− 1

ε

∫

Ω(ε)

|Aε|2|Ψε|2dx

=
1

ε

∫

Ω(ε)

[|Ajk
|2|Ψjk

|2 − |Ajk
|2|Ψε|2 + |Ajk

|2|Ψε|2 − |Aε|2|Ψε|2
]
dx

=
1

ε

∫

Ω(ε)

{|Ajk
|2[|Ψjk

|2 − |Ψε|2] + |Ψε|2[|Ajk
|2 − |Aε|2]

}
dx

≤ 1

ε
‖Ajk

‖2
L4(Ω(ε);IR3)‖|Ψjk

|2 − |Ψε|2‖L2(Ω(ε);IC)

+
1

ε
‖Ψε‖2

L4(Ω(ε);IC)‖|Ajk
|2 − |Aε|2‖L2(Ω(ε);IR3).

(63)

Temos que,

Ψjk
→ Ψε em L4(Ω(ε); IC) ⇒ |Ψjk |2 → |Ψε|2 em L2(Ω(ε); IC)

A∗
jk
→ A∗

ε em L4(Ω(ε); IR3) ⇒ |A∗
jk
|2 → |A∗

ε|2 em L2(Ω(ε); IR3).
(64)

De (63) e (64) segue que

lim
jk→∞

1

ε

∫

Ω(ε)

|Ajk
|2|Ψjk

|2dx =
1

ε

∫

Ω(ε)

|Aε|2|Ψε|2dx. (65)

Se escrevermos Ψ = ψ1 + iψ2 temos

Ψjk
→ Ψε em L4(Ω(ε); IC) ⇒





ψ1jk
→ ψ1ε

ψ2jk
→ ψ2ε

em L4(Ω(ε); IC) (66)

Ψjk
⇀ Ψε em H1(Ω(ε); IC) ⇒




∇ψ1jk

⇀ ∇ψ1ε

∇ψ2jk
⇀ ∇ψ2ε

em L2(Ω(ε); IC). (67)

Além disso,

1

ε

∫

Ω(ε)

2ARe[iΨ∗∇Ψ]dx =
1

ε

∫

Ω(ε)

2A[ψ2∇ψ1 − ψ1∇ψ2]dx.

Como visto anteriormente

A∗
jk
→ A∗

ε em L4(Ω(ε); IR3). (68)
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Logo,

1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
Re[iΨ∗

jk
∇Ψjk

]dx− 1

ε

∫

Ω(ε)

AεRe[iΨ∗
ε∇Ψε]dx

=
1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
[ψ2jk

∇ψ1jk
− ψ1jk

∇ψ2jk
]dx− 1

ε

∫

Ω(ε)

Aε[ψ2ε∇ψ1ε − ψ1ε∇ψ2ε]dx

=
1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ2jk

∇ψ1jk
dx− 1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ1jk

∇ψ2jk
dx

− 1

ε

∫

Ω(ε)

Aεψ2ε∇ψ1εdx +
1

ε

∫

Ω(ε)

Aεψ1ε∇ψ2εdx

=
1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ2jk

∇ψ1jk
dx− 1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ1jk

∇ψ2jk
dx

− 1

ε

∫

Ω(ε)

Aεψ2ε∇ψ1εdx +
1

ε

∫

Ω(ε)

Aεψ1ε∇ψ2εdx

+
1

ε

∫

Ω(ε)

Aεψ2ε∇ψ1jk
dx− 1

ε

∫

Ω(ε)

Aεψ2ε∇ψ1jk
dx

+
1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ2ε∇ψ1jk

dx− 1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ2ε∇ψ1jk

dx

+
1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ1jk

∇ψ2εdx− 1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ1jk

∇ψ2εdx

+
1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ1ε∇ψ2εdx− 1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ1ε∇ψ2εdx.

Agrupando os termos podemos escrever a igualdade acima como

1

ε

∫

Ω(ε)

Ajk
ψ1jk

[∇ψ2ε −∇ψ2jk
]dx (69)

+
1

ε

∫

Ω(ε)

Aεψ2ε[∇ψ1jk
−∇ψ1ε]dx (70)

+
1

ε

∫

Ω(ε)

∇ψ1jk
Ajk

[ψ2jk
− ψ2ε]dx (71)

+
1

ε

∫

Ω(ε)

∇ψ2εψ1ε[Aε − Ajk
]dx (72)

+
1

ε

∫

Ω(ε)

∇ψ1jk
ψ2ε[Ajk

− Aε]dx (73)

+
1

ε

∫

Ω(ε)

∇ψ2εAjk
[ψ1ε − ψ1jk

]dx. (74)

Utilizando (67) e a Desigualdade de Hölder, temos que o limite de (69) e

(70) quando jk tende a infinito é zero. Além disso, utilizando (66), (68) e

a Desigualdade de Hölder em (71)-(74), temos que o limite destas equações
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quando j tende a infinito também é zero. Portanto,

lim
j→∞

1

ε

∫

Ω(ε)

2Ajk
Re[iΨ∗

jk
∇Ψjk

]dx =
1

ε

∫

Ω(ε)

2AεRe[iΨ∗
ε∇Ψε]dx. (75)

Substituindo (61), (62), (65) e (75) em (60) temos

Eε(Ψε, Aε) ≤ lim inf
jk→∞

1

ε

∫

Ω(ε)

{
1

2
|∇Ψjk

|2 + W (jk)

}
dx

+ lim inf
jk→∞

β

2ε

∫

IR3

|∇Ajk
|2dx

+ lim
jk→∞

1

ε

∫

Ω(ε)

|Ajk
|2|Ψjk

|2dx

+ lim
jk→∞

1

ε

∫

Ω(ε)

2Ajk
Re[iΨ∗

jk
∇Ψjk

]dx.

Da equação acima, segue que

Eε(Ψε, Aε) ≤ lim inf
j→∞

Eε(Ψj, Aj) ≤ d. (76)

Provemos agora que Eε(Ψε, Aε) ≥ d. Temos que F (δ) é fechado em H1(Ω(ε); IC)×
Z. Logo, F (δ) é fechado em L2(Ω(ε); IC) × Z. Como (Ψjk

, A) → (Ψε, A)

em L2(Ω(ε); IC) × Z para todo A em Z, temos que (Ψjk
, Aε) → (Ψε, Aε)

em L2(Ω(ε); IC) × Z. Como (Ψjk
, Aε) ∈ F (δ), ∀jk e F (δ) é fechado em

L2(Ω(ε); IC)× Z temos que (Ψε, Aε) ∈ F (δ). Portanto

Eε(Ψε, Aε) ≥ d. (77)

De (76) e (77) temos

Eε(Ψε, Aε) = d.

Resta mostrar que (Ψε, Aε) é ponto interior a F (δ). Denotaremos a

partir daqui a seqüencia (Ψjk
, Ajk

) novamente por (Ψj, Aj).

Podemos assumir (redefinindo os primeiros termos se necessário)

Eε(Ψj, Aj) < Eε(ψ0, 0) +
µ1δ

2

8
∀j (78)

Sejam

γ = γ(δ) =
µ1δ

2

8
∫

D
adx′

(79)
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e

ε̃(δ) = min

{
ε0(γ(δ)),

(
µ1δ

2

16C1(M1)4

) 3
2

}
(80)

sendo ε0(γ) dado pelo Lema 6.4.

Como

γ(δ)

2

∫

D

adx′ =
µ1δ

2

16

e

C1(ε̃(δ))
2
3‖Ψ̃‖4

H1
a
≤ µ1δ

2

16
para (Ψ, A) ∈ F1(δ)

temos

−γ(δ)

2

∫

D

adx′ − C1(ε̃(δ))
2
3‖Ψ̃‖4

H1
a
≥ µ1δ

2

8
para (Ψ, A) ∈ F1(δ). (81)

Utilizando o Lema 6.4 juntamente com (81) temos

Eε(Ψ, A)− Eε(ψ0, 0) ≥ µ1 inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃− ψ̃0e
ic‖2

L2
a
− µ1δ

2

8
para (Ψ, A) ∈ F1(δ)

(82)

desde que γ = γ(δ), δ ∈ (0, δ1], 0 < ε < ε̃(δ) ≤ ε0(γ(δ)) e (51) seja satisfeita.

Como (Ψj, Aj) ∈ F1(δ) ⊂ F (δ), temos que (Ψj, Aj) satisfaz (51), logo,

de (82) segue

µ1δ
2

8
+ Eε(Ψj, Aj)− Eε(ψ0, 0) ≥ µ1 inf

0≤c≤2π
‖Ψ̃j − ψ̃0e

ic‖2
L2

a
. (83)

De (78) segue que

µ1δ
2

4
> Eε(Ψj, Aj)− Eε(ψ0, 0) +

µ1δ
2

8
(84)

Utilizando (83) e (84) temos

inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃j − ψ̃0e
ic‖2

L2
a(Ω(ε);IC) <

(
δ

2

)2

e portanto

inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃j − ψ̃0e
ic‖L2

a(Ω(ε);IC) <
δ

2

mostrando que (Ψj, Aj) ∈ F ( δ
2
), ∀j.

Dáı, como

‖Ψ̃ε−ψ̃0e
ic‖L2

a(Ω(ε);IC) ≤ ‖Ψ̃ε−Ψ̃jk
‖L2

a(Ω(ε);IC)+‖Ψ̃jk
−ψ̃0e

ic‖L2
a(Ω(ε);IC), ∀jk, ∀c
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temos

inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃ε−ψ̃0e
ic‖L2

a(Ω(ε);IC) ≤ ‖Ψ̃ε−Ψ̃jk
‖L2

a(Ω(ε);IC)+ inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃jk
−ψ̃0e

ic‖L2
a(Ω(ε);IC), ∀jk.

Logo

inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃ε − ψ̃0e
ic‖L2

a(Ω(ε);IC) < δ

e portanto (Ψε, Aε) é interior a F (δ).

Consideremos γ = γ(δ), δ ∈ (0, δ1] e 0 < ε < ε̃(δ), δ ∈ (0, δ1].

Pela definição de ε̃(δ) temos que ε̃(δ) é monótona crescente e ε̃(δ) → 0 quando

δ → 0. Tomando δ como a inversa de ε = ε̃(δ), temos δ = ε̃−1(ε) = δ(ε), ε ∈
(0, ε̃(δ1)). Quando ε → 0, temos que ε̃(δ) → 0, Logo, µ1δ2

16C1(M1)4
→ 0 ⇒ δ →

0 ⇒ δ(ε) → 0.

Vejamos agora a demonstração do Lema 6.4. Primeiramente demons-

tremos alguns resultados preliminares.

Sejam

J1
ε = Eε(Ψ, A)− Eε(Ψ, 0)

J2
ε = Eε(Ψ, 0)− Eε(ψ0, 0).

Lema 7.1 Existem números estritamente positivos C2, C3 e ε2 tais que para

ε ∈ (0, ε2)

J1
ε ≥ β

4ε
‖∇A‖2

L2 + 1
2ε
‖ΨA‖2

L2

−C2ε
2
3‖Ψ̃‖2

H1
a
{2‖Ψ̃‖2

H1
a

+ C3

ε2 ‖Ψ̃ζ‖2
L2

a
}

(85)

Demonstração:

J1
ε =

1

2ε
‖ΨA‖2

L2(Ω(ε)) −
1

ε

∫

Ω(ε)

Re[−iΨ∗(A∇Ψ)]dx +
β

2ε
‖∇A‖2

L2(IR3) (86)

Utilizando a Desigualdade de Hölder Generalizada, a Desigualdade de

Cauchy com Peso, a imersão de H1
a(D × (0, 1); IC) em L3

a(D × (0, 1); IC) e a
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equação (154) temos que
∫

Ω(ε)

|Re[−iΨ∗(A∇Ψ)]|dx

≤
∫

Ω(ε)

|iΨ∗(A∇Ψ)|dx

≤
∫

Ω(ε)

|Ψ∗||A||∇Ψ|dx

≤ ‖A‖L6(Ω(ε);IR3)‖∇Ψ‖L2(Ω(ε);IC)‖Ψ‖L3(Ω(ε);IC)

≤ ‖A‖L6(IR3;IR3)‖∇Ψ‖L2(Ω(ε);IC)‖Ψ‖L3(Ω(ε);IC)

≤ C‖∇A‖L2(IR3;IR3×3)‖∇Ψ‖L2(Ω(ε);IC)‖Ψ‖L3(Ω(ε);IC)

≤ β

4
‖∇A‖2

L2(IR3;IR3×3) +
C2

β
‖∇Ψ‖2

L2(Ω(ε);IC)‖Ψ‖2
L3(Ω(ε);IC) (87)

≤ β

4
‖∇A‖L2(IR3;IR3×3) +

C2

β
‖∇Ψ‖2

L2(Ω(ε);IC)ε
2
3‖Ψ̃‖2

L3
a(Ω(ε);IC)

≤ β

4
‖∇A‖L2(IR3;IR3×3) +

C2

β
‖∇Ψ‖2

L2(Ω(ε);IC)ε
2
3 C ′‖Ψ̃‖2

H1
a(Ω(ε);IC) (88)

Utilizando a Desigualdade de Cauchy em (24) obtemos

|∇Ψ|2 ≤ |∇′Ψ̃|2 + |∇′Ψ̃|2|∇a|ζ
a

|Ψ̃ζ |+ (
|∇a|2ζ2

a2
+

1

ε2a2
)|Ψ̃ζ |2

≤ 2|∇′Ψ̃|2 +

[
2|∇a|2ζ2 +

1

ε2

]
1

a2
|Ψ̃ζ |2.

(89)

Afirmação: Existe C3 > 0 e 0 < ε2 ≤ 1 tais que para 0 < ε < ε2

‖∇Ψ‖2
L2(Ω(ε);IC) ≤ ε[2‖∇′Ψ̃‖2

L2
a(D×(0,1);IC) +

C3

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a(D×(0,1);IC)]. (90)

De fato, tomando p = minD a > 0, C∗ = maxD |∇a| e c3 =
ε2
2(C

∗)2 + 1

p2
temos

2
|∇a|2

a2
ζ2 +

1

ε2a2
≤ 2(C∗)2

p2
+

1

ε2p2
=

ε2(C∗)2 + 1

p2

1

ε2
= C3

1

ε2
.

Aplicando esta desigualdade a (89), depois multiplicando o resultado por εa e

integrando em D × (0, 1), segue que (90) é válida.

Aplicando (90) em (88)

1

ε

∫

Ω(ε)

|Re[−iΨ∗(A.∇Ψ)]|dx ≤ β

4ε
‖∇A‖2

L2(IR3)+C ′C
2

β
ε

2
3‖Ψ̃‖2

H1
a
[2‖∇′Ψ̃‖2

L2
a
+

C3

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a
]

(91)

combinando (91) com (86) segue o resultado
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Lema 7.2 Dada Ψ ∈ F (δ) definimos

Ẽa(Ψ̃) =

∫

D×(0,1)

[
1

2
|∇′Ψ̃|2 +

1

2
|Ψ̃ζ |2 + W (Ψ̃)

]
adζdx′. (92)

Então existem números estritamente positivos µ0 e δ1 tais que se inf0≤c≤2π ‖Ψ̃−
ψ̃0e

ic‖L2
a
≤ δ1 temos

Ẽa(Ψ̃)− Ẽa(ψ0) ≥ µ0 inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃− ψ̃0e
ic‖2

L2
a
. (93)

Demonstração: Seja ψ̃0(x
′) como no Teorema 5.1 . Vamos escrever Ψ̃ e ψ̃0

como vetores, isto é,

U(x′, ζ) = (Re[Ψ̃(x′, ζ)], Im[Ψ̃(x′, ζ)])T

U0(x
′, ζ) = (Re[ψ̃0(x

′)], Im[ψ̃0(x
′)])T .

A equação de Euler-Lagrange de Ẽa(U) é dada por





1
a
div(a∇U) + Uζζ −Wu(U) = 0 (x′, ζ) ∈ D × (0, 1)

∂U
∂ν

= 0 (x′, ζ) ∈ ∂(D × (0, 1)).
(94)

Note que U0 é uma solução desta equação. Consideremos o problema de auto-

valores para o linearizado de (94) em torno de U0, que é dado por





1

a(x′)
div′(a(x′)∇′V ) + Vζζ −Wuu(U0)V = µV, (x′, ζ) ∈ D × (0, 1)

∂V

∂ν
= 0, (x′, ζ) ∈ ∂(D × (0, 1)).

(95)

Tomemos a expansão em série de Fourier de V , dada por

V = V0(x
′) +

∞∑

k=1

Vk(x
′)coskπζ.

Utilizando esta expansão, podemos decompor (95) em infinitos problemas de

autovalores da forma




1

a(x′)
div′(a(x′)∇′Vk)− k2π2Vk −Wuu(U0)Vk = µVk, x′ ∈ D

∂Vk

∂ν ′
= 0, x ∈ ∂D,

(96)

k = 1, 2, 3, ....
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Quando |U | ≤ 1 temos que W (U) =
α

4
(1 − |U |2)2. Logo, para k = 0

o problema (96) coincide com o problema de autovalores para o linearizado de

(29) em torno de ψ0, isto é, o operador linear dado por (96) quando k = 0

coincide com L′ dado por (30) que possui zero como autovalor simples e os

demais autovalores negativos.

Utilizando o Teorema A.4 para (96) e (30) conclúımos que os autova-

lores de (96) para k ≥ 1 são negativos. Portanto, U0 é uma solução para (95)

que satisfaz (A). Para o restante da demonstração confira [12].

Lema 7.3 Seja δ1 dado pelo Lema 7.2. Então existem µ1 > 0, c2 > 0 e uma

função ε0(γ) positiva, monótona, crescente e definida para γ > 0 tais que

quando ε ∈ (0, ε0) e Ψ ∈ F (δ) temos

J2
ε ≥ µ1 inf

0≤c≤2π
‖Ψ̃− ψ̃0e

ic‖2
L2

a
− γ

2

∫

D

adx′ +
c2

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a
. (97)

Demonstração: Sejam γ > 0, η > 0 e c ∈ IR. Mostremos que

1

ε

∫

Ω(ε)

|∇Ψ|2dx ≥
∫

D×(0,1)

[
|∇′Ψ̃|2 − η|∇′(Ψ̃− ψ̃0e

ic)|2 − γ
]
adζdx′

+

∫

D×(0,1)

[
1

a

{
1

ε2
+ |∇′a|2ζ2

(
1− 1

η
− |∇′ψ0|2

γ

)}
|Ψ̃ζ |2

]
dζdx′.

(98)

De fato, da equação (23) segue que

1

ε

∫

Ω(ε)

|∇Ψ|2dx =

∫

D×(0,1)

{|∇′Ψ̃|2 − 2Re[∇′a.∇′(Ψ̃− ψ̃0e
ic)Ψ̃∗

ζ ]
ζ

a
}adζdx′

−
∫

D×(0,1)

{2Re[∇′a.∇′(ψ̃0e
ic)Ψ̃∗

ζ ]
ζ

a
}adζdx′

+

∫

D×(0,1)

{ 1

a2
(

1

ε2
+ |∇′a|2ζ2)|Ψ̃∗

ζ |2}adζdx′.

(99)
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Utilizando a Desigualdade de Cauchy com Peso (ver apêndice) temos

|∇′Ψ̃|2 − 2Re[∇a∇′(Ψ̃− ψ̃0e
ic)Ψ̃∗

ζ ]
ζ

a
− 2Re[∇a∇′(ψ̃0e

ic)Ψ̃∗
ζ ]

ζ

a

+
1

a2

(
1

ε2
+ |∇′a|2ζ2

)
|Ψ̃ζ |2

≥ |∇′Ψ̃|2 − 2|∇a∇′(Ψ̃− ψ̃0e
ic)||Ψ̃∗

ζ |
ζ

a
− 2|∇a∇′(ψ̃0e

ic)||Ψ̃∗
ζ |

ζ

a

+
1

a2

(
1

ε2
+ |∇′a|2ζ2

)
|Ψ̃ζ |2

≥ |∇′Ψ̃|2 − η|∇′(Ψ̃− ψ̃0e
ic)|2 − |∇′a|2|Ψ̃ζ |2ζ2

ηa2
− γ − |∇′a|2|∇′ψ̃0e

ic|2|Ψ̃ζ |2ζ2

γa2

+
1

a2

(
1

ε2
+ |∇′a|2ζ2

)
|Ψ̃ζ |2

= |∇′Ψ̃|2 − η|∇′(Ψ̃− ψ̃0e
ic)|2 − γ +

1

a2
|Ψ̃ζ |2[|∇a|2ζ2

(
−1

η
− |∇′ψ̃0|2

γ
+ 1

)
+

1

ε2
].

Substituindo a desigualdade acima em (99) segue a afirmação.

Além disso, temos

∫
D×(0,1)

|∇′(Ψ̃− ψ̃0e
ic)|2adζdx′ = ‖∇′Ψ̃‖2

L2
a
− ‖∇′ψ̃0‖2

L2
a

−2 < ∇′ψ̃0e
ic,∇′(Ψ̃− ψ̃0e

ic) >L2
a

= ‖∇′Ψ̃‖2
L2

a
− ‖∇′ψ̃0‖2

L2
a

−2

∫

D×(0,1)

Re[(∇′ψ̃0e
ic)(∇(′Ψ̃− ψ̃0e

ic))∗adζdx′]

integrando por partes

∫
D×(0,1)

|∇′(Ψ̃− ψ̃0e
ic)|2adζdx′ = ‖∇′Ψ̃‖2

L2
a
− ‖∇′ψ̃0‖2

L2
a

+2

∫

D×(0,1)

Re[(
1

a
div′(a∇′ψ̃0e

ic))(Ψ̃− ψ̃0e
ic)∗adζdx′]

−
∫

∂(D×(0,1))

∇′ψ̃0e
ic(Ψ̃− ψ̃0e

ic)ν ′adS.

Como ψ0 é solução de (94) segue que

∫

D×(0,1)

|∇′(Ψ̃−ψ̃0e
ic)|2adζdx′ = ‖∇′Ψ̃‖2

L2
a
−‖∇′ψ̃0‖2

L2
a
+2 < Wu(∇′ψ̃0e

ic), Ψ̃−ψ̃0e
ic >L2

a
.
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Substituindo isto em (98) temos

1

2ε

∫

Ω(ε)

|∇Ψ|2dx ≥ 1− η

2
‖∇′Ψ̃‖2

L2
a
+

η

2
‖∇′ψ̃0‖2

L2
a
− η < Wu(ψ̃0e

ic), Ψ̃− ψ̃0e
ic >L2

a

−γ

2

∫

D

a +

∫

D×(0,1)

1

a2
[
1

ε2
+ |∇′a|2ζ2(1− 1

η
− |∇′ψ̃0|2

γ
)]|Ψ̃ζ |2adx′dζ.

(100)

Por definição

J2
ε =

1

2ε
‖∇Ψ‖2

L2
(Ω(ε)

) −
1

2ε
‖∇ψ̃0‖2

L2(Ω(ε)) +
1

ε

∫

Ω(ε)

[W (Ψ)−W (ψ0)]dx

e

Ẽa(Ψ̃)−Ẽa(ψ̃0) =
1

2

∫

D×(0,1)

[|∇′Ψ̃|2−|∇′ψ̃0|2+|Ψ̃ζ |2]adζdx′+
∫

D×(0,1)

[W (Ψ̃)−W (ψ̃0)]adζdx′

(101)

Dáı, usando (100) e (101) temos que
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J2
ε ≥ 1− η

2
‖∇Ψ̃‖2

L2
a
+

η

2
‖∇′ψ̃0‖2

L2
a

−η < Wu(ψ̃0e
ic), Ψ̃− ψ̃0e

ic >L2
a
−γ

2

∫

D

adx′

+
1

2

∫

D×(0,1)

1

a2
[
1

ε2
+ |∇′a|2ζ2(1− 1

η
− |∇′ψ̃0|2

γ
)]|̃(Ψ)ζ |2adζdx′

−1

2
‖∇′ψ̃0‖2

L2
a
+

∫

D×(0,1)

[W (Ψ̃)−W (ψ̃0)]adζdx′

=
1− η

2
‖∇′Ψ̃‖2

L2
a
− 1− η

2
‖∇′ψ̃0‖2

L2
a
+

1− η

2

∫

D×(0,1)

|Ψ̃ζ |2adx′dζ

−1− η

2

∫

D×(0,1)

|Ψ̃ζ |2a + (1− η)

∫

D×(0,1)

[W (Ψ̃)−W (ψ̃0)]a

+η

∫

D×(0,1)

[W (Ψ̃)−W (ψ̃0)]a− η < Wu(ψ̃0)e
ic, Ψ̃− ψ̃0e

ic >L2
a
−γ

2

∫

D

a

+
1

2

∫

D×(0,1)

1

a2
[
1

ε2
+ |∇′a|2ζ2(1− 1

η
− |∇′ψ̃0|2

γ
)]|Ψ̃ζ |2a

= (1− η)[Ẽa(Ψ̃)− Ẽa(ψ̃0)]− γ

2

∫

D

a

+η

∫

D×(0,1)

[W (Ψ̃)−W (ψ̃0)]a− η < Wu(ψ̃0), Ψ̃− ψ̃0e
ic >L2

a

+
1

2

∫

D×(0,1)

1

a2
[
1

ε2
+ |∇a|2ζ2(1− 1

η
− |∇′ψ̃0|2

γ
)]|Ψ̃ζ |2a

−1

2

∫

D×(0,1)

|Ψ̃ζ |2a +
η

2

∫

D×(0,1)

|Ψ̃ζ |2a

≥ (1− η)[Ẽa(Ψ̃)− Ẽa(ψ̃0)]− γ

2

∫

D

a

+η

∫

D×(0,1)

[W (Ψ̃)−W (ψ̃0)]a− η < Wu(ψ̃0), Ψ̃− ψ̃0e
ic >L2

a

+
1

2

∫

D×(0,1)

{ 1

a2
[
1

ε2
+ |∇a|2ζ2(1− 1

η
− |∇′ψ̃0|2

γ
)]− 1}|Ψ̃ζ |2a.

(102)
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Façamos primeiramente uma estimativa para

η

∫

D×(0,1)

[W (Ψ̃)−W (ψ̃0)]adx′dζ = η

∫

D×(0,1)

[g(|Ψ̃|2)− g(|ψ̃0|2)]adx′dζ.

Utilizando o Teorema do Valor Médio, segue que dado x ∈ D × (0, 1) existe

x0 ∈ D × (0, 1) tal que g(|Ψ̃(x)|2) − g(|ψ̃0(x)|2) = g′(x0)[|Ψ̃(x)|2 − |ψ̃0(x)|2].
Definimos p0(x) = x0, temos então, que para todo x ∈ D× (0, 1), g(|Ψ̃(x)|2)−
g(|ψ̃0(x)|2) = g′(p0(x))[|Ψ̃(x)|2 − |ψ̃0(x)|2].

Consideremos D × (0, 1) = B1

⋃
B2, sendo

B1 = {x ∈ D × (0, 1); g′(p0(x)) ≥ 0}

B2 = {x ∈ D × (0, 1); g′(p0(x)) < 0}.

Desta forma,

η
∫

D×(0,1)
[g(|Ψ̃|2)− g(|ψ̃0|2)]adx′dζ = η

∫
B1

g′(p0(x))[|Ψ̃|2)− |ψ̃0|2]adx′dζ

+η
∫

B2
g′(p0(x))[|Ψ̃|2)− |ψ̃0|2]adx′dζ

(103)

Vejamos duas estimativas para |Ψ̃|2 − |ψ̃0|2. Temos que

|Ψ̃|2 − |ψ̃0|2 ≤ |Ψ̃− ψ̃0 + ψ̃0|2 − |ψ̃0|2

≤ |Ψ̃− ψ̃0|2 + |ψ̃0|2 + 2|Ψ̃− ψ̃0||ψ̃0| − |ψ̃0|2

≤ |Ψ̃− ψ̃0|2 + 2|Ψ̃− ψ̃0|
≤ 3|Ψ̃− ψ̃0|2 + 2|Ψ̃− ψ̃0|.

(104)

Por outro lado

|Ψ̃|2 − |ψ̃0|2 ≥ |Ψ̃|2 − |ψ̃0 − Ψ̃ + Ψ̃|2

≥ |Ψ̃|2 − |Ψ̃− ψ̃0|2 − |Ψ̃|2 − 2|Ψ̃− ψ̃0||Ψ̃|
≥ −|Ψ̃− ψ̃0|2 − 2|Ψ̃− ψ̃0|[|Ψ̃− ψ̃0|+ |ψ̃0|]
≥ −3|Ψ̃− ψ̃0|2 − 2|Ψ̃− ψ̃0|.

(105)

Utilizando (105), (33) e a desigualdade de Hölder temos que

η
∫

B1
g′(p0(x))(|Ψ̃|2)− |ψ̃0|2)adx′dζ ≥ −ηK

∫
B1

(3|Ψ̃− ψ̃0|2 + 2|Ψ̃− ψ̃0|)adx′dζ

≥ −ηK(3 + 2
∫

D
adx′)

∫
B1
|Ψ̃− ψ̃0|2adx′dζ

= −ηK ′ ∫
B1
|Ψ̃− ψ̃0|2adx′dζ

(106)
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sendo K ′ = K(3 + 2
∫

D
adx′) > 0 uma constante.

Agora, utilizando (104), (33) e a desigualdade de Hölder temos

η

∫

B2

g′(p0(x))(|Ψ̃|2)− |ψ̃0|2)adx′dζ ≥ −ηK ′
∫

B2

|Ψ̃− ψ̃0|2adx′dζ. (107)

Substituindo (106) e (107) em (103) obtemos

η

∫

D×(0,1)

[W (Ψ̃)−W (ψ̃0)]adx′dζ ≥ −ηK ′
∫

D×(0,1)

|Ψ̃− ψ̃0|2adx′dζ (108)

Vejamos agora uma estimativa para o termo−η < Wu(ψ̃0), Ψ̃−ψ̃0e
ic >L2

a
.

Utilizando a definição de −η <,>L2
a

e a desigualdade de Hölder temos que

−η < Wu(ψ̃0), Ψ̃− ψ̃0e
ic >L2

a
= −η < 2g′(|ψ̃0|2)ψ0, Ψ̃− ψ̃0e

ic >L2
a

= −2ηRe[
∫

D×(0,1)
g′(|ψ̃0|2)ψ̃0(Ψ̃− ψ̃0e

ic)∗a]

≥ −2η| ∫
D×(0,1)

g′(|ψ̃0|2)ψ̃0(Ψ̃− ψ̃0e
ic)∗a|

≥ −2η
∫

D×(0,1)
|g′(|ψ̃0|2)||ψ̃0||Ψ̃− ψ̃0e

ic|a
≥ −2ηK

∫
D×(0,1)

|Ψ̃− ψ̃0e
ic|a

≥ −2ηK
∫

D
adx′

∫
D×(0,1)

|Ψ̃− ψ̃0e
ic|2adx′dζ

= −ηK ′′ ∫
D×(0,1)

|Ψ̃− ψ̃0e
ic|2adx′dζ

(109)

sendo K ′′ = 2K
∫

D
adx′ > 0 uma constante.

Por fim, façamos uma estimativa para

1

2

∫

D×(0,1)

{ 1

a2
[
1

ε2
+ |∇a|2ζ2(1− 1

η
− |∇′ψ̃0|2

γ
)]− 1}|Ψ̃ζ |2a

Afirmação: Existe uma função ε3 = ε3(γ, η) > 0, monótona, crescente

na variável γ tal que ε3(γ, η) → 0 quando γ → 0 e para ε ∈ (0, ε3) existe C > 0

tal que

1

2

∫

D×(0,1)

{ 1

a2
[
1

ε2
+ |∇a|2ζ2(1− 1

η
− |∇′ψ̃0|2

γ
)]− 1}|Ψ̃ζ |2a ≥ C

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a
. (110)

De fato, se a é constante tomemos 0 < C < 1
a2 e basta definirmos

ε3(γ, η) =





γ γ ≤
√

1−a2c
a2√

1−a2c
a2 γ >

√
1−a2c

a2
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Se a é não constante tomemos p = max
D

a2 > 0, 0 < C < 1
p

C1 =

max
Ω
|∇a|2ζ2

a2 > 0, C2 =
max

Ω
|∇′ψ̃0|2|∇a|2ζ2

a2 > 0, basta definirmos

ε3(γ, η) =

√
(1− Cp)

p

[
γη

γC1 + ηC2 + γη

]
.

Logo, combinando (102), com (108), (109) e (110) temos

J2
ε ≥ (1− η)[Ẽa(Ψ̃)− Ẽa(ψ̃0)]− γ

2

∫

D

a

−η(K ′ + K ′′)‖Ψ̃− ψ̃0‖2
L2

a
+

C

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a
.

(111)

De (93) e (111) segue que se Ψ ∈ F (δ) e satisfaz (51) temos que

J2
ε ≥ [(1−η)µ0−η(K ′+K ′′)] inf

0≤c≤2π
‖Ψ̃−ψ̃0e

ic‖2
L2

a
−[

γ

2
+2ηK+C∗]

∫

D

a+
C

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a
.

Fixemos η > 0 pequeno tal que µ1 = (1 − η)µ0 − η(K ′ + K ′′) > 0.

Então ε0(γ) = ε3(γ, η) é a função procurada. Substituindo este novo η na

equação acima segue que

J2
ε ≥ µ1 inf

0≤c≤2π
‖Ψ̃− ψ̃0e

ic‖2
L2

a
− γ

2

∫

D

a +
C

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a
.

Demonstração do Lema 6.4: Para esta demonstração consideremos

Eε(Ψ, A)− Eε(ψ0, 0) = J1
ε + J2

ε (112)

sendo

J1
ε = Eε(Ψ, A)− Eε(Ψ, 0)

J2
ε = Eε(Ψ, 0)− Eε(ψ0, 0)

Utilizando os Lemas 7.1, 7.3 e a equação (112), segue que existem

constantes estritamente positivas µ1, C1, C2 e C3 tais que

Eε(Ψ, A)− Eε(ψ0, 0) ≥ µ1 inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃− ψ̃0e
ic‖2

L2
a(Ω(ε);IC) −

γ

2

∫

D

adx′

+C1ε
2
3‖Ψ̃‖4

H1
a(Ω(ε);IC)) +

β

4ε
‖∇A‖2

L2(IR3;IR3×3)

+
1

2ε
‖ΨA‖L2(Ω(ε);IR3)

−C2ε
−4
3 ‖Ψ̃‖2

H1
a(D×(0,1);IC)‖Ψ̃ζ‖2

L2
a(D×(0,1);IC) +

C3

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a(D×(0,1);IC).
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Utilizando o Lema 6.3 segue que existem M1 e ε1 estritamente positivos tais

que

−C2ε
−4
3 ‖Ψ̃‖2

H1
a(D×(0,1);IC)‖Ψ̃ζ‖2

L2
a(D×(0,1);IC) ≥ −C2ε

−4
3 M1

2‖Ψ̃ζ‖2
L2

a(D×(0,1);IC)

para ε ∈ (0, ε1). Tomando ε2 = min

{
ε1,

(
C3

C2M0
2

) 3
2

}
segue que

−C2ε
−4
3 M1

2‖Ψ̃ζ‖2
L2

a(D×(0,1);IC) +
C3

ε2
‖Ψ̃ζ‖2

L2
a(D×(0,1);IC) ≥ 0

e desta equação segue que para ε ∈ (0, ε2)

Eε(Ψ, A)− Eε(ψ0, 0) ≥ µ1 inf
0≤c≤2π

‖Ψ̃− ψ̃0e
ic‖2

L2
a(Ω(ε);IC) −

γ

2

∫

D

adx′

+C1ε
2
3‖Ψ̃‖4

H1
a(Ω(ε);IC)) +

β

4ε
‖∇A‖2

L2(IR3;IR3×3)

+
1

2ε
‖ΨA‖L2(Ω(ε);IR3).

Conclúımos a demonstração do Lema 6.4 redefinindo ε0(γ) dada pelo Lema

7.3 como

ε0(γ) =





ε0(γ) se ε0(γ) ≤ ε2

ε2 se ε0(γ) > ε2
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8 Existência de solução para o problema limite

Queremos encontrar uma solução para (29) satisfazendo (A). Faremos isto

considerando algumas restrições sobre a e D. Seja D = {x ∈ IR2; |x| < 1} e

a uma função suave radialmente simétrica, isto é, a(x) = a(|x|). Lembremos

que (29) é a equação de Euler-Lagrange de (28).

Vamos aplicar a mudança de coordenadas x′ = (rcosθ, rsenθ) em (28),

temos:

E(Ψ) =
1

2

∫ 2π

0

∫ 1

0

{|Ψr|2 +
1

r2
|Ψθ|2 +

α

2
(1− |Ψ|2)2}a(r)rdrdθ. (113)

A equação de Euler-Lagrange de (113) é dada por





1

ra(r)
(ra(r)Ψr)r +

1

r2
Ψθθ + α(1− |Ψ|2)Ψ = 0 r ∈ (0, 1)

Ψr = 0 r = 1.

(114)

Procuraremos soluções de (114) da forma

Ψ(r, θ) = f(r)e±iθ (115)

e satisfazendo 



f(r) > 0 r ∈ (0, 1)

f(0) = 0
(116)

substituindo (115) e (116) em (114) temos





1
ra(r)

(ra(r)fr)r − 1
r2 f + α(1− f 2)f = 0 r ∈ (0, 1)

fr(1) = 0, f(0) = 0

f(r) > 0 r ∈ (0, 1).

(117)

Para α suficientemente grande, [3] garante a existência de solução única f = f̂α

para 



1
r
(rfr)r − 1

r2 f + α(1− f 2)f = 0 r ∈ (0, 1)

fr(1) = 0, f(0) = 0

f(r) > 0 r ∈ (0, 1).

(118)
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Se a′ ≥ 0, f̂α é subsolução de (117). Temos que 1 é supersolução de (117).

Logo, existe fα solução de (117) tal que f̂α ≤ fα ≤ 1 desde que α seja

suficientemente grande e a′ ≥ 0.

Teorema 8.1 Se a é uma função estritamente positiva e de classe C2 satis-

fazendo

a′(0) = a′(1) = 0, a′ ≥ 0, r ∈ [0, 1]. (119)

Então para α suficientemente grande existem soluções de (114) dadas por

Ψα = fα(r)eiθ, fα(r)e−iθ (120)

sendo fα a solução única de (117). Além disso, se

∫ 1

0

a′

r
dr > a(1) (121)

então existe α1 > 0 tal que para cada α ≥ α1, as soluções dadas em (120) satis-

fazem (A), mais precisamente, 0 é autovalor simples de L′ dado pela expressão

(29) e existe µ > 0 tal que as soluções Ψα dadas em (120) satisfazem

F (ϕ) =
d2

ds2
E(Ψα + sϕ)|s=0 ≥ µ

∫

D

|ϕ|2a (122)

para toda função ϕ ∈ H1(D; IC) tal que

Re[

∫

d

ϕ(iΨα)∗] = 0 (123)

sendo

F (ϕ) =

∫ 2π

0

∫ 1

0

{|ϕr|2 +
1

r2
|ϕθ|2 − α(1− |Ψα|2)|ϕ|2 + 2α[Re(Ψα∗ϕ)]2}ardrdθ.

Demonstração: Tomando a expansão em série de Fourier, podemos escrever

ϕ = ϕ̃eiθ

sendo

ϕ̃ =
∞∑

n=−∞
ϕn(r)einθ.
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Logo

ϕ =
∞∑

n=−∞
ϕn(r)ei(n+1)θ.

Temos que

F (ϕ) ≥ 2πF0(ϕ0) + 2π
∞∑

n=1

Fnϕn, ϕ−n (124)

sendo

F0(ϕ0) =

∫ 1

0

{|(ϕ0)r|2 +
1

r2
|ϕ0|2 − α(1− fα2)|ϕ0|2 + 2α(Re(ϕ0))

2(fα)2}ardr

(125)

para n = 1, 2, ...

Fn(ϕn, ϕ−n) =

∫ 1

0

{|(ϕn)r|2 + |(ϕ−n)r|2 +
(n + 1)2

r2
|ϕn|2 +

(n− 1)2

r2
|ϕ−n|2

−α(1− 2fα2)(|ϕn|2 + |ϕ−n|2) + 2α(Re(ϕn)(ϕ−n))(fα)2}ardrdθ.

(126)

Mostremos que existe µ > 0 tal que

F0(ϕ) ≥ µ

∫ 1

0

|ϕ|2ardr, (127)

para toda ϕ tal que Re
∫ 1

0
ϕ(ifαeiθ)∗ardr = 0. De fato, escrevendo ϕ = ϕ1 +

iϕ2, temos que

F0(ϕ) = F 1
0 (ϕ1) + F 2

0 (ϕ2),

sendo

F 1
0 (ϕ1) =

∫ 1

0

[
|ϕ1r|2 +

1

r2
|ϕ1|2 − α(1− 3(fα)2)|ϕ1|2

]
ardr

e

F 2
0 (ϕ1) =

∫ 1

0

[
|ϕ2r|2 +

1

r2
|ϕ2|2 − α(1− (fα)2)|ϕ2|2

]
ardr.

Temos que o problema de autovalores para F 2
0 é dado por

h′′ +
(ar)′

ar
h′ − 1

r2
h + α(1− (fα)2)h = µh. (128)

Como fα > 0 é solução única de




1
ra(r)

(ra(r)fr)r − 1
r2 f + α(1− f 2)f = 0 r ∈ (0, 1)

fr(1) = 0, f(0) = 0

f(r) > 0 r ∈ (0, 1).
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temos que 0 é o menor autovalor do problema (128) e os demais autovalores

são estritamente positivos. Logo, temos que existe µ > 0 tal que

F 2
0 (g) ≥ µ

∫ 1

0

|g|2ardr, ∀g;

∫ 1

0

gfαardr = 0.

Como F 1
0 (g) > F 2

0 (g), ∀g, temos que existe µ > 0 tal que

F0(ϕ) ≥ µ

∫ 1

0

|ϕ|2ardr, ∀ϕ; Re

[∫ 1

0

ϕ(ifαeiθ)∗ardr = 0

]
.

Quando n ≥ 2 temos que

Fn(ϕ, φ) > F1(ϕ, φ), ∀(ϕ, φ) 6= (0, 0).

Provaremos agora que existe µ > 0 tal que

F1(ϕn, ϕ−n) ≥ µ(‖ϕn‖2
L2

a
+ ‖ϕ−n‖2

L2
a
). (129)

Sejam ϕ = g1 + ih1 e φ = g2 + ih2, podemos escrever F1(ϕ, φ) =

E(g1,−g2) + E(h1, h2) sendo

E(v, w) =

∫ 1

0

{|vr|2 + |wr|2 +
4

r2
v2−α(1− 2(fα)2)(v2 + w2)− 2α(fα)2vw}ardr

(130)

Trocando as variáveis

p =
1√
2
(w − v); q =

1√
2
(v + w) (131)

temos que

E(v, w) = F(p, q)

sendo

F(p, q) =

∫ 1

0

{|pr|2 + |qr|2 +
2

r2
(p− q)2−α(1− fα2)(p2 + q2)+2α(fα)2p2}ardr.

(132)

Lembrando que f̂α solução de (118) é subsolução de (117) e considerando

F̂(p, q) =

∫ 1

0

{|pr|2 + |qr|2 +
2

r2
(p−q)2−α(1−(f̂α)2)(p2 +q2)+2α(f̂α)2p2}ardr

(133)
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temos F(p, q) ≥ F̂(p, q) e dáı

F1(ϕ, φ) ≥ F̂(p1, q1) + F̂(p2, q2) (134)

sendo p1 = − 1√
2
(g1 + g2), q1 = 1√

2
(g1− g2), p2 = 1√

2
(h2− h1), q2 = 1√

2
(h1 + h2).

Consideremos o problema de autovalores para F̂ (p, q) dado por

−L

 p

q


 = µ


 p

q


 (135)

sendo

L

 p

q


 =


 p′′ + (ar)′

ar
p′ − 2

r2 (p− q) + α(1− 3(f̂α)2)p

q′′ + (ar)′
ar

q′ − 2
r2 (q − p) + α(1− (f̂α)2)q


 .

Temos que

−L

 (f̂α)′bfα

r


 =




a′
a
(f̂α)′′

−a′
a

( bfα

r

)′
+ a′

ar2 f̂
α


 . (136)

Se µ é o menor autovalor de −L e (p̃, q̃) é a autofunção correspondente temos

−L

 p̃

q̃


 ((f̂α)′ar,

f̂α

r
ar)T = µ


 p̃

q̃


 ((f̂α)′ar,

f̂α

r
ar)T .

Integrando a equação acima de 0 a 1 e utilizando (136), encontramos a ex-

pressão

µ =
a(1)

{
(f̂α)′′(1)p(1)− f̂α(1)q(1)

}
〈
(f̂α)′, p

〉
+

〈 bfα

r
, q

〉

−

〈
a′

a
(f̂α)′′, p

〉
+

〈
a′

a

(
f̂α

r

)′

, q

〉

〈
(f̂α)′, p

〉
+

〈
f̂α

r
, q

〉 .

(137)

Utilizando os Lemas A.1 e A.2 provaremos que µ é positivo. Vamos

supor que existe uma seqüencia {αj} tal que αj → ∞ quando j → ∞ e para

cada α = αj o menor autovalor é não positivo. Assim, o Lema A.2 ii) diz que

para cada 0 < r0 < 1 existe j0 tal que para α = αj, j ≥ j0

(
C

α
p̃(r) + q̃(r)

)

r

< 0, r ∈ (r0, 1). (138)
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Provaremos que se (138) for verdadeira então µ > 0 para j suficientemente

grande, o que gera uma contradição.

Observação 8.1 De (155) segue que

i)

f̂α = 1 + o(1), (139)

ii)

(f̂α)r = o(1), (140)

sendo que o(1) → 0 quando α →∞.

Observação 8.2 De (157) segue que

α(1− (̂(f)α)2) =
1

r2
+ o(1) (141)

Observação 8.3 Como F̂ é uma função par, podemos assumir no Lema A.2

i), que

q̃(r) > p̃(r) > 0 (142)

Suponhamos então que existe uma seqüencia {αj} tal que αj → ∞
quando j → ∞ e para cada α = αj o menor autovalor é não positivo. Por

simplicidade, não especificaremos a seqüência αj, escreveremos simplesmente

α.

Sejam

r∗ = sup{r : max
0≤s≤r

ar(s) = 0}, r∗ = inf{max
r≤s≤1

ar(s) = 0} (143)

Note que 0 ≤ r∗ < r∗ ≤ 1, pois ar(0) = ar(1) = 0. Definimos

I0 = [r∗, r∗]. Por (121)

∫ 1

0

ar

r
dr =

∫

I0

ar

r
dr > a(1).

tomemos η tal que r∗ + η < r∗ e

∫

I0

ar

r
dr >

∫

[r∗+η,r∗]

ar

r
dr > a(1). (144)
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Denotemos o numerador de (137) por

S = a(1){f̂α
rr(1)p̃(1)− f̂α(1)q̃(1)}+

J1 + J2

1 + C
α

(145)

sendo

J1 = −(1 + C
α
) < (ar

r
f̂α

rr), p̃ >

= (1 + C
α
)
∫

I0
ar[−f̂α

rr]p̃rdr

J2 = −(1 + C
α
) < (ar

r
)(
bfα

r
)r, q̃ >

= (1 + C
α
)
∫

I0
ar(− bfα

r
)rq̃rdr.

(146)

Façamos

I0 = I+
0 ∪ I−0 (147)

sendo

I+
0 = {r ∈ I0; f̂

α
rr(r) ≥ 0}

I−0 = I0\I+
0

Logo, pelo Lema A.2 i) segue que

J1 ≥ (1 + C
α
)
∫

I0‘+
ar(−f̂α

rr)p̃rdr

≥ ∫
I+
0

ar(−f̂α
rr)(

Cep
α

+ q̃)rdr.

(148)

Utilizando o Lema A.1 ii) temos que (
bfα

r
)r =

( bfα)r− bfα

r

r
< 0. Logo, do Lema

A.2 i), segue que

J2 ≥
∫

I0

ar(− f̂α

r
)r(

Cp̃

α
+ q̃)rdr (149)

Somando (148) e (149) e utilizando (138), (118), (141), (139) e (140)
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temos que

J1 + J2 ≥
∫

I+
0

ar(−f̂α
rr − (

f̂α

r
)r)(

Cp̃

α
+ q̃)rdr

+

∫

I−0

ar(− f̂α

r
)r(

Cp̃

α
+ q̃)rdr

=

∫

I+
0

ar[α(1− (f̂α)2)f̂α](
Cp̃

α
+ q̃)rdr

+

∫

I−0

ar[
f̂α

r2
− (f̂α)r

r
](

Cp̃

α
+ q̃)rdr

≥
∫

I+
0 ∩[r∗+η,r∗]

ar[α(1− (f̂α)2)f̂α](
Cp̃

α
+ q̃)rdr

+

∫

I−0 ∩[r∗+ηr∗]
ar[

f̂α

r2
− (f̂α)r

r
](

Cp̃

α
+ q̃)rdr

≥ [
Cp̃(r∗)

α
+ q̃(r∗)]{

∫

I+
0 ∩[r∗+η,r∗]

ar[α(1− (f̂α)2)f̂α]rdr

+ [
Cp̃(r∗)

α
+ q̃(r∗)]{

∫

I−0 ∩[r∗+ηr∗]
ar[

f̂α

r
− (f̂α)r]dr}

≥ [
Cp̃(1)

α
+ q̃(1)]{

∫

I+
0 ∩[r∗+η,r∗]

ar[
1

r2
+ o(1)]rdr +

∫

I−0 ∩[r∗+ηr∗]
ar[

1

r
+ o(1)]dr}

= [
Cp̃(1)

α
+ q̃(1)]{

∫

I0∩[r∗+ηr∗]

ar

r
dr + o(1)}. (150)

De (118) segue que (f̂α)rr(1) < 0 e (
bfα

r
)r(1) = −f̂α(1) < 0. Logo,

a(1)[(f̂α)rr(1)p̃(1) + (
f̂α

r
)r(1)q̃(1)] ≥ a(1)[

Cp̃(1)

α
+ q̃(1)][(f̃α)rr(1) + (

f̂α

r
)r(1)].

Utilizando que f̂α é solução de (117), da equação acima temos que

a(1)[(f̂α)rr(1)p̃(1)+(
f̂α

r
)r(1)q̃(1)] ≥ a(1)[

Cp̃(1)

α
+q̃(1)][−α(1−(f̂α(1))2)f̂α(1)].

Substituindo (141) e (139) na equação acima, temos

a(1)[(f̂α)rr(1)p̃(1) + (
f̂α

r
)r(1)q̃(1)] ≥ −a(1)[

Cp̃(1)

α
+ q̃(1)](1 + o(1)) (151)

Combinando (151) com (150) temos

S ≥ [Cep(1)
α

+ q̃(1)]{ 1
1+C

α

∫
I0∩[r∗+η,r∗]

ar

r
dr − a(1) + o(1)}

= 1
1+C

α

[Cep(1)
α

+ q̃(1)]{∫
I0∩[r∗+η,r∗]

ar

r
dr − a(1) + o(1)}

(152)
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De (144) podemos garantir que S > 0 para α suficientemente grande, o que

conclui a positividade de µ.

Logo, temos que F̂ ≥ µ(‖p‖+ ‖q‖). Substituindo isto em (134) temos

F1(ϕ, φ) ≥ µ[‖p1‖+ ‖q1‖+ ‖p2‖+ ‖q2‖] = µ[‖ϕ‖+ ‖φ‖].

Portanto,

Fn(ϕn, ϕ−n) ≥ F1(ϕn, ϕ−n) ≥ µ[‖ϕn‖+ ‖ϕ−n‖]. (153)

De (127) e (153), segue que para toda ϕ que satisfaz (123) vale

F (ϕ) ≥ µ‖ϕ‖L2
a(D,IC).

Logo, todos os autovalores de −L, com exceção do primeiro são positivos.

Portanto L satisfaz (A).
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A Principais resultados utilizados

Proposição A.1 (Desigualdade de Sobolev) Existe c > 0 tal que

‖A‖L6(IR3) ≤ c‖∇A‖L2(IR3;IR3×3) ∀A ∈ L6(IR3) (154)

Demonstração: Veja [1] pag. 38 e 103.

Teorema A.1 (Prinćıpio Maximal) Seja Au+au = f , onde Au =
n∑

i,k=1

aik(x)uxixk
+

n∑
i=1

ai(x)uxi
, com aik = aki, aik, ai, a ∈ C(Ω) e Ω ∈ IRn com fronteira suave.

Se Au ≥ 0 em Ω e existe x0 ∈ Ω tal que u(x) ≤ u(x0) para todo x ∈ Ω então

u(x) ≡ u(x0) em Ω.

Demonstração: Veja [11] pag. 66.

Proposição A.2 (Lema de Hopf) Consideremos Au+au = f nas mesmas

hipóteses do Teorema A.1 (Prinćıpio Maximal). Se Au ≥ 0 em Ω e u atinge

seu ponto de máximo em p ∈ ∂Ω, então se u é não constante,
∂

∂ν
(p) > 0,

sendo ν é o vetor normal exterior a Ω no ponto p.

Demonstração: Veja [11] pag. 69.

Proposição A.3 (Desigualdade de Cauchy) Sejam a e b números reais,

então

ab ≤ a2

2
+

b2

2

Demonstração Veja [5] pag. 622.

Corolário A.1 Sejam a e b números reais estritamente positivos, então

(a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2.

Demonstração:

(a + b)2 = a2 + b2 + 2ab ≤ a2 + b2 + 2

(
a2

2
+

b2

2

)
= 2a2 + 2b2
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Proposição A.4 (Desigualdade de Cauchy com Peso) Sejam a, b e ε números

reais estritamente positivos, então

ab ≤ εa2 +
b2

4ε

Demonstração Veja [5] pag. 622.

Proposição A.5 Sejam a, b ∈ IC então

|a + b|2 ≤ 2|a|2 + 2|b|2

Demonstração: Sejam a = a1 + ia2 e b = b1 + ib2. Então, |a + b|2 =

(a1 + b1)
2 +(a2 + b2)

2 = (a1)
2 +(a2)

2 +(b1)
2 +(b2)

2 +2a1b1 +2a2b2. Utilizando

a Proposição A.3 temos |a+b|2 ≤ 2(a1)
2+2(a2)

2+2(b1)
2+2(b2)

2 = 2|a|2+2|b|2.

Proposição A.6 (Desigualdade de Hölder Generalizada) Seja U um aber-

to em IRn e suponha 1 ≤ p1, p2, ..., pm ≤ ∞ e
1

p1

+ ... +
1

pm

= 1. Se

ui ∈ Lpi(U), i = 1, ..., m) então

∫

U

|u1...um|dx ≤ Πm
i=1‖ui‖Lpi

Demonstração: Veja [5] pag. 623.

Teorema A.2 (Teorema de Rellich-Kondrachov) Suponhamos que U ⊂
IRn é um aberto limitado com fronteira suave. Suponhamos 1 ≤ p < n. Então

W 1,p(U) ⊂⊂ Lq(U), 1 ≤ q <
np

n− p

isto é, existe C > 0 tal que ‖.‖Lq(U) ≤ C‖.‖W 1,p(U) e toda seqüência limitada

em W 1,p possui subseqüência convergente em Lq

Demonstração: Veja [5] pag. 272.

Seja X um espaço de Banach, dizermos que X é reflexivo quando

(X∗)∗ = X, sendo X∗ a coleção de todos os operadores lineares limitados

definidos de X em IR.
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Teorema A.3 (Teorema de Compacidade Fraca) Seja X um espaço de

Banach reflexivo e suponha que {uk} ⊂ X é uma seqüência limitada. Então

existem uma subseqüência {ukj
} ⊂ {uk} e uma função u ∈ X tais que

ukj
⇀ u em X.

Demonstração Veja [5] pag. 639.

Proposição A.7 (Desigualdade de Minkowski) Suponha U ⊂ IRn é um

aberto limitado com fronteira suave, 1 ≤ p ≤ ∞ e u, v ∈ Lp(U). Então,

‖u + v‖Lp(U) ≤ ‖u‖Lp(U) + ‖v‖Lp(U).

Demonstração: Veja [5] pag. 623.

Teorema A.4 Sejam U ∈ IRn um aberto com fronteira suave. Definimos

Lu = div(k(x)∇u)− a(x)u

L′u = div(k′(x)∇u)− a′(x)u

sendo a, a′ ∈ C(Ū), k, k′ ∈ C1(Ū), k(x) ≥ k0 > 0, ∀x ∈ U e k′(x) ≥ k′0 >

0, ∀x ∈ U . Se k ≤ k′, a ≤ a′ , λk o k-ésimo autovalor de L e λ′k o k-ésimo

autovalor de L′, então, λk ≥ λ′k.

Demonstração: Veja [10] pag. 186.

Lema A.1 A solução f̂α de (118) satisfaz:

i) 0 < f̂α(r) < 1, r ∈ (0, 1] e (f̂α)r(r) > 0, r ∈ (0, 1).

ii)

f̂α(r)

r
> (f̂α)r(r), r ∈ (0, 1].

iii) Dado r0 > 0, existe α1 > 0 e C1 > 0 tais que para cada α > α1 vale

‖f̂α − 1‖C1[r0,1] ≤ C1

α
. (155)

Além disso,

lim
α→∞

‖(f̂α)rr‖C0[r0,1] = 0, (156)
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e conseqüentemente

lim
α→∞

‖ − 1

r2
+ α(1− (f̂α)2)‖C0[r0,1] = 0. (157)

Demonstração: Veja [7].

Lema A.2 Sejam (p̃(r), q̃(r)) as autofunções correspondentes ao menor auto-

valor de −L dado por (135). Então

i) q̃(r) > p̃(r) > 0 ou q̃(r) < p̃(r) < 0, r ∈ (0, 1].

ii) Sejam µ o menor autovalor de −L e µ∗ < 1. Dado r0 ∈ (0, 1), existem

números positivos α2 e C tais que para α > α2

(
C

α
p̃(r) + q̃(r)

)

r

< 0, r ∈ (r0, 1)

desde que µ ∈ (−∞, µ∗]. Sendo que α2, C independem de µ.

Demonstração: Veja [7].
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